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Resumo

Nesta tese estudamos as propriedades eletronicas de diversos sistemas fisicos da ma-
téria condensada utilizando dois modelos continuos distintos, o modelo de massa efetiva
e o hamiltoniano de Dirac efetivo. Em varios sistemas existe o aparecimento de uma
massa efetiva dependente da posicao. Diversos modelos para o hamiltoniano cinético com
massa efetiva variavel foram propostos, mas nao existe uma definicao de qual seja o mais
adequado. Essa é uma das questoes mais antigas em aberto na fisica do estado soélido.
No6s propomos um novo modelo, levando em conta todas as permutacoes possiveis entre os
operadores e mostramos que ele satisfaz os requisitos fundamentais da mecanica quantica.
Nos usamos esse modelo para obter a estrutura de minibandas de uma heteroestrutura
formada por dois materiais diferentes e comparamos o nosso modelo com outros modelos
propostos anteriormente. Também obtemos a equacao de Schrodinger para uma particula
confinada a uma superficie curva com massa efetiva dependendo da posigao. Seguimos a
abordagem de da Costa, onde surge um potencial geométrico. Mostramos que a massa
variavel nao altera a potencial geométrico, contribuindo apenas para a parte cinética. Nos
usamos a equacao obtida para estudar as propriedades de transporte eletronico em uma
juncao de dois cilindros de raios diferentes, com a massa efetiva variando com o raio do
cilindro. Utilizando um hamiltoniano de Dirac efetivo nés consideramos o grafeno sobre
um substrato formado por uma heteroestrutura com dois materiais diferentes. Cada ma-
terial induz um gap de energia e uma velocidade de Fermi especifica no grafeno, fazendo
com que tenhamos um hamiltoniano de Dirac com termo de gap (massa) e velocidade de
Fermi dependendo da posi¢ado. Nos escrevemos esse operador levando em conta que ele
tem que ser hermitiano e obtemos a estrutura de minibandas induzidas na estrutura ele-
tronica do grafeno pelo substrato. Motivados por resultados experimentais, nés também
estudamos os efeitos da rotagao na estrutura eletronica do nanotubo de carbono, fulereno
Cego € isolante topoldgico, utilizando um hamiltoniano de Dirac efetivo. Para o nanotubo
de carbono e o (g a rotacao adiciona um deslocamento nos niveis de energia e ha uma
quebra na degenerescéncia de spin. No isolante topolégico a rotacao induz apenas um

deslocamento na energia.
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Abstract

In this thesis we study the electronic properties of several systems of condensed matter
physics using two different continuum models, the effective mass theory and the effective
Dirac Hamiltonian. In several systems, there is an effective mass depending on position.
Some models for the kinetic energy operator were proposed to describe these systems, but
there is no definition of which one is the most appropriate. It is one of the oldest open
questions in solid state physics. We propose a new model, where we consider all permu-
tations among the operators and show that it satisfies the fundamental requirements of
quantum mechanics. We use this model to obtain the minibands structure of a heteros-
tructure composed by two different materials and compare our model with other models
previously proposed. We also get the Schrodinger equation for a particle constrained to
a curved surface with position dependent mass. We follow the da Costa approach, where
there is a geometric potential. We show that the position dependent mass does not affect
the geometric potential, contributing only to the kinetic part. We use this equation to
study the electronic transport in a junction of two cylinders with different radii, with
the effective mass varying with the cylinder radius. Using the effective Dirac Hamilto-
nian, we consider a graphene sheet on a periodic substrate heterostructure composed by
two different materials. Each material induces a specific energy gap and Fermi velocity
in the graphene, so the Dirac Hamiltonian has a gap (mass) term and a Fermi velocity
depending on position. We write this operator taking into account that it has to be Her-
mitian and we obtain the minigaps induced by the substrate in the electronic structure
of graphene. Motivated by experimental results, we study the effects of rotation on the
electronic structure of carbon nanotubes, fullerene Cgy and topological insulators, using
an effective Dirac operator. In the carbon nanotube and Cygy cases, the rotation adds a
shift in the energy levels and a break in spin degeneracy. In the topological insulator case,

the rotation adds only a shift in the energy.

Keywords: Continuum model, variable mass, heterostructure, rotation.
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Introducao

A Fisica da Matéria Condensada (FMC) é a area da fisica que estuda as propriedades
fisicas dos solidos e liquidos, que sao estados da matéria onde os atomos constituintes
estao perto o suficiente uns dos outros de modo que cada dtomo interaja simultaneamente
com muitos vizinhos. Esses estados constituem o que é chamado de estado condensado
da matéria. A FMC é de grande importancia por dois principais motivos. O primeiro
é que ela fornece a estrutura quantica-mecanica para a hidrodindmica, termodinamica,
eletronica, otica e estado solido. O segundo é a sua grande contribui¢do para o avanco na

tecnologia.

Nesta tese vamos estudar as propriedades eletronicas de alguns sistemas fisicos da
matéria condensada, todos no estado soélido, usando modelos continuos. Existem varias
teorias para se estudar as propriedades eletronicas de solidos, e podemos dividir em trés
grupos. O primeiro inclui métodos empiricos, como o modelo de ligagao forte (tight-
binding). O segundo é o método ab initio, onde é feito uma andlise numérica a partir
de primeiros principios. O terceiro grupo é o modelo continuo. No modelo continuo a

estrutura da rede desaparece e os portadores de carga sao descritos como particulas livres.

O modelo continuo tradicional da FMC é a teoria de massa efetiva. Esse modelo foi
introduzido nas referéncias [1, 2, 3], onde ele teve bastante sucesso ao descrever a formagao
de niveis de energia rasos devido a impurezas em cristais. Apds isso, a teoria de massa
efetiva teve um grande avango com os trabalhos descritos nas referéncias [4, 5, 6]. Esse
modelo é bastante 1itil para descrever elétrons e buracos em metais e semicondutores. Nos
metais, os portadores de carga sao descritos como particulas livres e a informacgao de suas
interagoes com o material estdo contidas na massa. Ja em um semicondutor, se define
que toda a curvatura da relacdo de dispersao dos estados eletronicos é determinada pela

massa, que agora passa a ser uma massa efetiva.

Em diferentes sistemas fisicos é natural o aparecimento de uma massa efetiva depen-
dendo da posi¢ao, como por exemplo em heterojungoes [7, 8], pogos quanticos [9, 10] e
super-redes [11, 12]. Quando a massa depende da posigao ela passa a ser um operador que

nao comuta com o operador momento linear. Dessa forma, o operador de energia cinética



usual p?/2m deixa de ser hermitiano. Diferentes propostas foram feitas na tentativa de
se obter um operador de energia cinética com massa variavel. A primeira delas foi feita
em 1966 [13], onde se buscava preservar a conservagao de corrente em uma juncao de dois
materiais diferentes, e até hoje ainda nao existe uma definicado de qual seja o hamiltoniano

cinético mais adequado para descrever esses sistemas.

Nesta Tese de Doutorado, dentro da teoria de massa efetiva, é proposto um novo
modelo para o operador de energia cinética com massa dependendo da posicao. Este
modelo considera todas as permutagoes possiveis entre os operadores, tornando o hamil-
toniano um operador hermitiano. Esse novo modelo proposto é utilizado para encontrar
as minibandas e minigaps de uma heteroestrutura periédica formada por dois materiais
diferentes, onde em cada um deles os portadores de carga tem uma massa efetiva dife-
rente. O mesmo sistema também é estudado usando outros modelos e os resultados sao

comparados.

Um ramo da fisica da matéria condensada muito importante e interessante é a in-
vestigacao de sistemas quanticos curvos em duas dimensoes. Em uma superficie curva,
podemos ter a massa efetiva dependendo da posicao. Nos obtemos a equacao de Schro-
dinger para uma particula quantica confinada a uma superficie bidimensional curva com a
massa variavel. E seguido a abordagem de da Costa, onde surge um potencial geométrico.
Essa equacao de Schrodinger é usada para descrever portadores de carga em uma juncao

de dois cilindros de raios diferentes, onde a massa efetiva no cilindro varia com o raio.

Outro modelo continuo que vem sendo utilizado mais recentemente na FMC é um
hamiltoniano efetivo de Dirac. A equacao de Dirac descreve elétrons relativisticos, dife-
rentes dos que sao observados na matéria condensada, mas o aparecimento de uma relacao
de dispersao linear em alguns sistemas da FMC possibilitou o seu uso de forma efetiva.
O primeiro sistema fisico onde se verificou ser possivel a utilizacdo desse modelo foi em
estruturas de carbono. Por causa da flexibilidade das ligacbes quimicas, sistemas basea-
dos em carbono mostram um enorme nimero de estruturas com uma vasta variedade de
propriedades fisicas. Entre estas estruturas podemos citar o grafite (3D), o grafeno (2D),

o nanotubo de carbono(1D) e o fulereno (0D).

Dentre as estruturas mencionadas acima, o grafeno desempenha um papel importante
por ser a base para o entendimento das propriedades eletronicas dos outros alétropos.
O grafeno é composto por atomos de carbono arranjados em uma estrutura hexagonal
[ver Fig.(1)]. Os fulerenos sao moléculas onde os atomos de carbono sdo arranjados

esfericamente, e do ponto de vista fisico, tem dimensao zero. O fulereno pode ser obtido do



Figura 1: Quatro alétropos do carbono. Na parte de cima e na esquerda temos o grafeno,
que é uma rede hexagonal de 4tomos de carbono em duas dimensoes. Em cima, na direita,
temos o grafite que pode ser visto como varias camadas de grafeno empilhadas. Na parte
de baixo temos na esquerda uma folha de grafeno enrolada formando um nanotubo de car-
bono e na direita o fulereno (Cg), que sao moléculas que podem ser obtidas introduzindo
doze pentdgonos na estrutura hexagonal do grafeno. (Fonte: referéncia [14]).

grafeno introduzindo pentagonos. Os nanotubos de carbono podem ser obtidos enrolando
uma porc¢ao da folha de grafeno, formando um cilindro. Ja o grafite é formado empilhando
véarias folhas de grafeno. Em 1947 [15], ao estudar o grafite, Wallace considerou como uma
primeira aproximacao desconsiderar as interagoes entre os planos e comegou estudando
o caso bidimensional, que é o grafeno. A partir de um modelo de ligagao forte (tight-
binding), ele obteve uma relagao de dispersao linear F' = +hvp|p| para estados eletronicos
de baixa energia e vetores de onda préximos do contorno da zona de Brillouin. Essa relacao
de dispersao ¢é igual a obtida para férmions de Dirac relativisticos sem massa, apenas
trocando a velocidade da luz ¢ pela velocidade de Fermi vp. Com isso, os portadores
de carga no grafeno com baixa energia podem ser descritos como férmions de Dirac sem

massa.

Em 1985 o fulereno foi descoberto pelos quimicos Harold Kroto, Robert Curl e Richard
Smalley [16]. Kroto estudava cadeias carbonicas, as Poliinas, e por meio de radioastrono-
mia, estas moléculas estavam sendo detectadas no espaco. Com a inten¢ao de reproduzir
as condicoes estrelares para a sintese dessas moléculas, Kroto e colaboradores desenvol-
veram uma técnica em que um laser vaporizava atomos de um material refratario. Eles
vaporizaram o carbono e sintetizaram a Poliina que Kroto ja havia estudado nas obser-
vagoes de astronomia, mas além dela, eles observaram outra molécula muito intrigante.

A molécula tinha 60 atomos de carbono e uma estrutura esférica. Em homenagem ao



arquiteto americano Richard Buckminster Fuller, eles chamaram essa molécula de buck-
minsterfulereno. Em 1996, eles ganharam o Prémio Nobel de Quimica pela descoberta

dos Fulerenos.

O modelo continuo para o fulereno foi proposto em 1992 [17, 18]. O fulereno possui
doze pentagonos em sua estrutura e no modelo continuo, cada pentagono é descrito por
dois campos de calibre. Um dos fluxos é devido a invaridncia de rotacdo no espaco
reciproco e o outro é devido as desclinagoes necessarias para introduzir um pentagono
em uma folha de grafeno. Todos os fluxos sdo substituidos por um monopolo magnético
efetivo no centro do fulereno, de modo que o fluxo gerado pelo monopolo é o mesmo dado

pela soma dos fluxos individuais devido aos pentagonos.

Uma das caracteristicas mais interessantes das moléculas Cgy é que elas giram no
estado sélido [19, 20]. Embora a rotagdo seja muito importante para a determinagio
das propriedades fisicas do Cgg, poucos trabalhos [21, 22] foram publicados estudando
sua influéncia nas propriedades eletronicas da molécula. Nos estudamos os efeitos da
rotacao no espectro de energia do fulereno Cgy utilizando o modelo continuo. A rotagao
é incorporada no hamiltoniano de Dirac pelo acoplamento entre a rotacao e o momento
angular total, que é a soma do momento angular orbital com o de spin. Nés também

adicionamos um campo magnético uniforme na mesma dire¢do do eixo de rotacao.

Os nanotubos de carbono foram descobertos em 1991 por Iijima [23], que obteve
nanotubos de paredes miltiplas variando de 2 a 50. No ano seguinte, trés grupos teéricos
estudaram as propriedades eletronicas do nanotubo de parede simples [24, 25, 26]. Apenas
em 1993, dois grupos experimentais encontraram o nanotubo de carbono de parede simples
[27, 28]. Apds esses trabalhos, muitos estudos foram feitos e propriedades interessantes
foram descobertas nos nanotubos de carbono, fazendo com que eles tenham aplicagoes em
diferentes dreas como nanotecnologia, eletronica, Optica e outros campos da ciéncia dos

materiais e tecnologia.

Em 1997 [29] foi proposto um modelo continuo para descrever estados eletronicos
de baixa energia em nanotubos de carbono metalicos. Esse modelo consiste em escrever
o hamiltoniano efetivo de Dirac para o grafeno em coordenadas cilindricas e adicionar
dois potenciais vetores. Um para levar em conta o fato de termos condigdes periddicas
de contorno na direcdo ¢ e o outro para levar em conta as flutuagdes nas amplitudes
dos saltos para vizinhos mais préoximos devido a curvatura. Um modelo continuo mais
simples foi usado com sucesso na referéncia [30], onde o hamiltoniano efetivo de Dirac para

o grafeno foi escrito em coordenadas cilindricas e foi imposta uma condi¢ao de contorno



peridédica na direcao circunferencial, sem a introducao de fluxos.

Em 2002, Krél e Sadeghpour [31] mostraram que luz polarizada pode induzir uma
rotacao com frequéncias de GHz em nanotubos. Neste método, o momento angular de
fotons infravermelhos sao transferidos para os fonons do nanotubo induzindo uma rotagao
muito rapida. Motivados por esse resultado, nés investigamos os efeitos da rotagao na
estrutura eletronica do nanotubo de carbono. Para isso, nés utilizamos o modelo continuo

que foi usado na referéncia [30], no qual ndo existe a presenga dos potenciais vetores.

Embora o grafeno seja o protétipo de todos os alétropos do carbono citados acima, ele
s6 foi isolado no ano de 2004 [32]. Essa demora se deve ao fato de que por muito tempo
acreditava-se que cristal eminentemente bidimensional seria termodinamicamente instavel.
Porém a descoberta do grafeno em 2004 mostrou que cristais bidimensionais existem e
sao estaveis em condicoes ambientes. Pela descoberta do grafeno e por contribuigdes no
desenvolvimento de técnicas para a obtencao de cristais bidimensionais, Andre K. Geim

e Konstantin S. Novoselov ganharam o Prémio Nobel de Fisica de 2010.

E bem conhecido que as propriedades eletronicas do grafeno dependem do seu subs-
trato. Por exemplo, um substrato de nitreto de boro hexagonal (h-BN) leva ao apare-
cimento de um gap de 53 meV na estrutura eletrénica do grafeno [33]. O crescimento
epitaxial do grafeno em um substrato de SiC produz um gap de = 0,26 €V [34]. Outras
propriedades eletronicas importante do grafeno que depende do substrato sao a velocidade
de Fermi e a mobilidade eletronica. Os resultados dos valores da velocidade de Fermi no
grafeno em diferentes substratos podem ser encontrados na referéncia [35]. Utilizando o
operador de Dirac efetivo, nds estudamos a estrutura eletronica do grafeno em uma hete-
roestrutura periddica de substratos composta por dois materiais diferentes. Desta forma,
cada material no substrato ird induzir um gap e uma velocidade de Fermi, fazendo com
que tenhamos um gap e uma velocidade de Fermi dependentes da posicao. Nos escrevemos
o operador de Dirac efetivo para esse sistema e obtemos as minibandas e minigaps para

uma heteroestrutura de substrato formada por h-BN e SiC.

Outro material que tem chamado bastante atengao nos ultimos anos é o isolante
topolégico. Na FMC, por muitos anos todos os estados da matéria conhecidos eram muito
bem definidos pelo principio de quebra espontdnea de simetria introduzida por Landau,
onde cada fase da matéria era definida pelas simetrias nela existentes. Dessa forma, uma
mudanca no estado da matéria implica em uma mudanga na simetria. Por exemplo, a
cristalizacao da dgua em gelo quebra a simetria translacional, o ordenamento magnético

dos spins quebra a simetria de rotagdo e a fase supercondutora quebra a simetria de



calibre. A teoria de quebra espontanea de simetria descreve diversas fases da matéria,
como solida, ferromagnética, supercondutora, entre outras. Mas em 1980, um novo estado
da matéria foi descoberto [36], o Estado Hall Quantico Inteiro (EHQI), que nao pode ser
distinto dos outros estados utilizando o principio introduzido por Landau, o que levou a

uma nova classificacdo dos estados da matéria baseado na nocao de ordem topologica.

O EHQI ocorre quando temos elétrons confinados em duas dimensoes na presenca de
um campo magnético forte perpendicular ao plano de movimento. O interior da amostra
é isolante, pois os elétrons de movimentam em orbitas de ciclotron circulares localiza-
das, mas existe uma corrente na periferia do material. Essa corrente flui em apenas
uma diregdo sem existir dissipa¢ao. Na referéncia [37] foi mostrado que existe um in-
variante topoldgico, que é conhecido como invariante TKNN, que distingue um isolante
convencional do EHQI. A ideia de invariante topolédgico fica bem clara quando olhamos
para uma superficie bidimensional. Para superficies fechadas (sem bordas), o teorema
de Gauss-Bonnet nos diz que a integral da curvatura gaussiana é um invariante topolo-
gico quantizado, e esta relacionado com o genos g. O genos conta o “nimero de buracos
na superficie” e é invariante sobre deformacoes suaves da superficie, onde suave significa
qualquer deformacao que nao rasgue a superficie. A classificacao topologica de estados
da matéria distingue estados com gap em sua estrutura eletronica. Teremos dois estados
topologicamente equivalentes se os parametros do hamiltoniano de um podem ser muda-
dos de forma suave até obter o hamiltoniano do outro, sendo que suave aqui significa sem

fechar o gap.

Os Isolantes Topolégicos (IT) sao novos estados topoldgicos da matéria. Eles sao
caracterizados por uma forte interacao spin-orbita e a presenca da simetria de reversao
temporal, existindo em duas e em trés dimensoes. O primeiro I'T bidimensional obtido
experimentalmente foi em pocos quanticos de HgTe intercalado entre CdTe [38]. Em
2006 trés grupos tedricos independentes propuseram que os I'T bidimensionais podem ser
generalizados para trés dimensoes [39, 40, 41]. A confirmagao experimental veio em 2008
[42]. Nos IT, temos o bulk isolante e os estados na borda ou superficie podem ser vistos
como duas copias do EHQI, onde estados com spin opostos se propagam em sentidos
contrarios na periferia do material. Esses estados na borda nao podem ser localizados,
nem na presenca de desordem forte, contanto que a impureza nao quebre a simetria
de reversao temporal. Diversas formulagbes matematicas para o invariante topologico
que distingue os IT de um isolante convencional podem ser encontradas nas referéncias
[43, 44, 45, 46]. Uma caracteristica importante nos I'T tridimensionais é que os estados de

superficie podem ser descritos por um hamiltoniano de Dirac efetivo, tal como acontece



para estados de baixa energia no grafeno.

Muitos trabalhos tem sugerido a existéncia de uma analogia entre rotacao e campos
eletromagnéticos. Na referéncia [47] foram estudados os efeitos de um campo magnético
aplicado em um IT esférico. Motivados por isso, estudamos os efeitos da rotagdo nos
estados da superficie de um IT esférico, utilizando o hamiltoniano de Dirac efetivo, e

comparamos com o resultado obtido apenas com campo magnético.

A Tese esta organizada em nove capitulos, sendo esses separados em trés partes. Na
Parte 1 nds temos trés capitulos, todos relacionados com a teoria de massa efetiva. No
capitulo 1 revisamos a teoria de massa efetiva em metais e semicondutores e também
separamos uma secao para discutir os modelos ja propostos para operadores de energia
cinética com massa efetiva dependendo da posicao. No capitulo 2 introduzimos o nosso
novo modelo para o hamiltoniano com massa variavel e o utilizamos para obter a estrutura
de minibandas para uma heteroestrutura periédica. J& no capitulo 3 obtemos a equacao
de Schrodinger para uma particula confinada a uma superficie curva com massa efetiva
variavel e usamos essa equagao para estudar as propriedades eletronicas de uma jungao
cilindrica. A Parte 2 esta dividida em dois capitulos, onde usamos agora o modelo continuo
baseado em um hamiltoniano de Dirac efetivo. No capitulo 4 revisamos a equagao de
Dirac e mostramos como ela pode ser usada de forma efetiva para descrever portadores
de carga no grafeno e em isolantes topolégicos. No capitulo 5 usamos o modelo continuo
para obter a estrutura eletronica do grafeno com o termo de gap e a velocidade de Fermi
dependentes da posi¢do devido a uma heteroestrutura peridodica de substrato. Na Parte
3 estda o nosso estudo envolvendo rotagao, e ele esta dividido em quatro capitulos. No
capitulo 6 estudamos uma particula classica, quantica e relativistica em um referencial
girante, e obtemos como a rotacao deve ser incorporada em cada situagdo. Nos capitulos
7, 8 e 9 investigamos o efeito da rotacao na estrutura eletronica do nanotubo de carbono,
fulereno e isolante topologico, respectivamente. Noés finalizamos com uma conclusao geral
de tudo que foi estudado e com as perspectivas e possiveis aplicagoes dos resultados

obtidos.



Parte 1

Massa Efetiva



1 Teoria de Massa Efetiva

1.1 Introducao

A teoria de massa efetiva é um modelo continuo tradicional desenvolvido na fisica
da matéria condensada. Ela é bastante 1til para a descricao de portadores de carga em
estruturas periddicas. Por exemplo, se doparmos um cristal semicondutor com um atomo
que tenha uma valéncia inferior a requerida pela rede, estaremos gerando um “buraco”.
Esse buraco funciona como uma particula positiva que também ird contribuir para a
corrente elétrica. Apesar desse buraco ter a massa real nula (literalmente é um buraco,
a falta de um elétron), ele ird responder a campos externos como se fosse uma particula
com massa e carga reais. Para explicar tudo isso temos a teoria de massa efetiva, onde
os portadores de carga (elétrons e buracos) sao descritos como se tivessem uma massa
efetiva diferente da sua massa real. A massa efetiva vai depender das interacoes que os

portadores de carga estao sujeitos na estrutura cristalina.

Neste capitulo vamos estudar a teoria de massa efetiva para dois sistemas especificos,
os metais e os semicondutores. Nos metais, os portadores de carga sao descritos como
particulas livres e a informacao de suas interagoes com o material estao contidas na massa.
Ja em um semicondutor, se define que toda a curvatura da relacao de dispersao dos estados

eletronicos é determinada pela massa, que agora passa a ser uma massa efetiva.

1.2 Massa Efetiva em Metais e Semicondutores

Metais

Os metais sdo caracterizados por possuirem uma boa conducao elétrica e térmica.
Outras propriedades que distinguem os metais de outros materiais sao a maleabilidade,
ductibilidade e o brilho. A condutividade elétrica nos metais se da pelos elétrons de

conducao, e sao eles também os responsaveis por grande parte do transporte térmico. Em
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um metal solido, os elétrons de valéncia se desprendem dos atomos e tem a mobilidade

de percorrer todo o solido e por essa razao, eles sao chamados de elétrons de conducao.

Um soélido metdlico possui ions positivos localizados, que formam a estrutura da rede,
e elétrons de condugao nao localizados. Os ions positivos nao estdo parados e vibram
em torno de suas posi¢oes de equilibrio. A quantizacdo desses modos vibracionais dao
origem aos fonons. Portanto, em um sélido metdlico temos quatro tipos de interagoes:

elétrons-fonons, fonons-fonons, elétrons-elétrons e entre elétrons e os ions estaticos.

Um modelo simples para um sélido metélico consiste em desprezarmos a interacao
entre elétrons e fonons. Desta forma, teremos um sélido metalico fracamente interagente
constituido de dois sistemas, um apenas com fonons e outro formado apenas por elétrons.
Neste modelo, podemos estudar os fonons e os elétrons separadamente. A capacidade
térmica do sélido metalico, por exemplo, serda dada pela soma da capacidade térmica

devida aos fonons com aquela devida aos elétrons.

Muitas das propriedades eletronicas dos metais podem ser compreendidas em termos
de um modelo de elétrons livres. Nesse modelo, os elétrons de conducao se movem livre-
mente no metal e as interagdes descritas acima sao desconsideradas. Isso se justifica pois
colisOes entre elétrons em um metal ocorrem com pouca frequéncia. Isso se deve ao prin-
cipio de exclusao de Pauli. Apds uma colisao, o elétron deve ocupar orbitais que estejam
desocupados. Essa restricao juntamente com a conservagao de energia reduz drastica-
mente a possibilidade de ocorréncia de orbitais nao ocupados que permitam as colisoes.
Portanto, quando falamos em gas de elétrons livres, estamos nos referindo a um gas de

elétrons livres sujeito ao principio de exclusao de Pauli.

Para entendermos o significado fisico da massa efetiva em metais vamos considerar
um gas de elétrons livres em trés dimensoes. A equagao de Schrodinger para esse sistema
é dada por

R [ 0? 0? 0?
—— \|\l55ts51t55 = By . 1.1
om \ oz o2 T 92 VY = Epiy, (1.1)
E conveniente introduzir funcées de onda que satisfacam condi¢des de contorno pe-

riddicas. Queremos fungoes de onda periddicas em x, y e z com periodo L, tal que

da mesma forma para as coordenadas y e z. Funcoes de onda que satisfazem a equacgao

de Schrédinger para particula livre com condigdes periddicas de contorno sao da forma
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de ondas planas
() = ™7 (1.3)
onde cada componente do vetor de onda k satisfaz

27 ':|:47T

L L

(1.4)
Substituindo a funcdo de onda plana na equacao de Schréodinger nés temos que a

energia do estado com vetor de onda k é dado por

21.2 2
EE:hk: _»

S Qm(ki + k4 k). (1.5)

Esta expressao é chamada de relagao de dispersao.

Cada vetor de onda representa um ponto dentro de uma esfera no espago k. A energia
na superficie dessa esfera é chamada de energia de Fermi e os vetores de onda na superficie

de Fermi tém magnitude kr tal que

n o,

Para sabermos o nimero de estados N entre zero e a energia de Fermi Fp, precisamos
calcular o nimero de vetores de onda tais que
2

h
E. = %(/{:i—i-k;—l—kg) < Ep (1.7)

e multiplicar por dois, pois cada vetor de onda corresponde a dois estados com spin
opostos. Podemos observar que existe um vetor de onda permitido para cada elemento de

volume (27/L)3 no espago k. O ntmero de estados N sera dado por duas vezes o nimero

de elementos de volume dentro da esfera de raio \/2mEr/h?, portanto

drkd )3V Vor2m\®? s
Vot Vg V() e L
(2n/L)®  3x2° " 3m2 \ A2 e (18)

A velocidade de Fermi vg, que é a velocidade de uma particula com a energia de Fermi,

_hkr  [2Er B (382N 19)
T TV Ty ' '

O numero de estados por unidade de energia é chamado de densidade de estados e é

sera dada por

dado por
AN V  2m\?/?
D(E) = ——(ﬁ) LBV

=1 = 3 (1.10)
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Olhando para (1.8) podemos escrever

3N

D(E) = 5.

(1.11)

A massa efetiva em um metal esta relacionada com sua capacidade térmica. Nos va-
mos agora obter uma expressao para a capacidade térmica eletronica valida para baixas
temperaturas kg1 < Er, onde kg é a constante de Boltzmann. Para isso vamos conside-
rar o aumento na energia total AU = U(T') — U(0) de um sistema de N elétrons quando

ele ¢ aquecido de 0 a T', que ¢
00 E
AU = / ED(E)f(E)dE — / " ED(E)E . (1.12)
0 0

Aqui, f(F) é a distribuicao de Fermi-Dirac
1

TETH) = (B = Wk + 1] (L13)
Multiplicando a identidade
0 Er
N = /0 D(E)f(E)dE = /0 D(E)dE (1.14)
por Er, nés obtemos
Er 0o Er
</ + ) Erf(E)D(E)dE = / ErD(E)dE . (1.15)
0 B 0
Usando (1.15), podemos reescrever (1.12) como
AU = EOO(E — Ep)f(E)D(E)dE + /OEF(EF _E)1- f(E)D(E)E.  (1.16)

A primeira integral acima da a energia necessaria para levar um elétron com Ep para um
estado com energia E' < Fp, e a segunda integral da a energia necessaria para trazer um
elétron de energias menores que Er para Er. As duas integrais contribuem positivamente

para a energia.

A capacidade térmica de um gas de elétrons é obtida diferenciando AU em relacao
a T. O unico termo dependente de T em (1.16) é f(FE), portanto a capacidade térmica
eletronica sera
_dU e af

= =5 = | (B~ Ep)gmD(E)E. (1.17)

Ce dT

Em um regime de baixas temperaturas uma boa aproximagao é tomar a densidade de
estados na energia de Fermi D(FEF), portanto ela serd constante e pode sair da integral

em (1.17). A variagdo do potencial quimico p na distribuigdo de Fermi-Dirac com a
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temperatura também pode ser ignorada e ele pode ser substituido pela energia de Fermi
Er. Desta forma, a capacidade térmica eletronica para baixas temperaturas pode ser

escrita como

1
Cy = gWQD(EF)k%T : (1.18)
A densidade de estados no nivel de Fermi é dada por
3N 3N
D(Er) = = 1.1
Er) = 3 = Septy (1.19)

onde kgTr = Er. Tr é chamada de temperatura de Fermi. Assim, podemos escrever

1 T
Co==m*Nkp— . 1.20
el 9 B TF ( )
Como ja foi dito anteriormente, a capacidade térmica no metal serd dada pela soma
da capacidade térmica dos elétrons com a dos fonons. Aqui nds obtivemos apenas a

capacidade térmica eletronica, mas a parte dos fonons pode ser encontrada em livros de

estado s6lido como [48, 49]. A capacidade térmica serd dada por
C =~T +aT?, (1.21)

onde v e « sdo coeficientes caracteristicos do material e sao dados por

7T2Nk’B
— 1.22
"= o7 (1.22)
¢ 4
127 k?B
_ 2T 5B 1.23
T 573 (1.23)

E possivel obtermos o grafico de C'/T em termos de T2 experimentalmente. Teremos
um grafico linear, onde o coeficiente linear da curva determina « e a intersec¢do com a
coordenada T? determina o valor de . O resultado que é obtido experimentalmente para
o coeficiente 7, que denotaremos por ~*, é diferente do resultado tedrico no modelo de
elétrons livres, embora sejam da mesma ordem de grandeza. Isso se deve ao fato que no
modelo de elétrons livres foram desconsideradas varias interagoes. Como a temperatura
de Fermi é inversamente proporcional & massa m do elétron, o coeficiente + é proporcional
a m. A diferenca entre o resultado tedrico e experimental pode ser explicada admitindo

que os elétrons de condugao no metal possuem uma massa efetiva m*, que é definida como
m* = Lom. (1.24)

Desta forma, podemos descrever os elétrons de condugao em um metal como sendo elétrons
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Metal | Er[eV] | Te[10°K] | v/~ Metal | Er[eV] | Tr[103K] | v/~
Li | 472 | 548 | 2,18 Ca | 468 | 543 | 19
Na 3,23 37,5 1.26 St 3,95 45,8 2,0
K | 212 | 246 | 1.25 Ba | 3,66 | 424 | 14
Rb | 1.85 | 215 |1,26 Zn | 939 | 1090 | 0.85
Cs | 158 | 183 | 143 Cd | 746 | 866 | 073
Cu | 7,00 | 812 | 138 Al | 11.63 | 1349 | 148
Ag | 548 | 63,6 | 1,00 Ga | 1035 | 120.1 | 058
Au | 551 | 638 |1.14 In | 860 | 998 |1.37
Be | 14,14 | 1641 | 0,34 Pb | 937 | 1087 | 1,97
Mg | 713 | 82,7 | 1,30 Sn | 10,03 | 1164 | 1,26

Tabela 1: Energia de Fermi Ep, temperatura de Fermi Tr e a razao entre a capacidade
térmica eletronica v* observada experimentalmente e o coeficiente v dado por (1.22) para
varios metais. Fonte: [48].

livres, mas com uma massa efetiva que carrega a informagao sobre as interacoes que ele
estd sujeito no material. Na Tabela(1) podemos encontrar o valor da razao ~*/vy para

varios metais.

Semicondutores

Os semicondutores sdao geralmente classificados por sua resistividade elétrica na tem-
peratura ambiente, com valores que variam de 1072 a 10 Ohm-cm, e suas propriedades
eletronicas sao fortemente dependentes da temperatura. Na temperatura 0 K, os semi-
condutores sao isolantes, mas com o aumento da temperatura, os elétrons sao excitados
termicamente da banda de valéncia para a banda de condugao, e tanto os elétrons na
banda de conducao quanto os buracos deixados na banda de valéncia contribuem para a

condutividade elétrica.

O fato dos semicondutores poderem ou nao conduzir eletricidade faz deles 6timos
materiais para aplicagoes em eletronica. De fato, os semicondutores sao o fundamento
da eletronica moderna. Entre os dispositivos baseados em semicondutores temos os tran-
sistores, diodos, termistores, detectores, interruptores, células fotovoltaicas e circuitos

integrados analdgicos ou digitais.

Para obtermos a equagao de movimento para um elétron em uma banda de energia
vamos olhar para o movimento de um pacote de onda sujeito a um campo elétrico. A

velocidade de grupo é definida como v, = dw/dk e a frequéncia associada com a funcao
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de onda de energia F é dada por w = F/h. Dessa forma teremos

dE
v, = h—lﬁ : (1.25)

O efeito do cristal no movimento do elétron esta contido na relacao de dispersao £ (E)

O trabalho § E feito por uma campo elétrico £,; em um elétron no intervalo de tempo
ot é dado por
0E = —eE,u,t . (1.26)

Usando (1.25), podemos escrever
ok = —(eEy/h)ot . (1.27)

A equacao acima pode ser escrita em termos da forga externa F' como

dk =
h— =F . 1.28

Essa é uma relacdo importante. No espago livre, uma forga externa é igual a d(mv)/dt,
diferente do que acontece com um elétron em um cristal. Isso nao é uma violacao da
segunda lei de Newton, pois um elétron em um cristal esta sujeito a forcas provenientes

da rede cristalina como também de forcas externas.

Olhando para a relacao de dispersao para elétrons livres (1.5), vemos que o termo
k? é responséavel pela curvatura da relacao E versus k. Podemos considerar que a massa
reciproca 1/m determina a curvatura. Dessa forma, uma mudanga na curvatura significa
uma mudanga na massa, que agora se torna uma massa efetiva. Por exemplo, se o gap de
energia é menor em comparacgao com a energia do elétron livre, entdo na regiao préxima
ao gap a curvatura é aumentada por um fator de A\/Ey, onde A é a energia de um elétron
livre e E,; € o tamanho do gap. Em semicondutores a largura das bandas ¢ da ordem de
20 eV, enquanto que o gap é da ordem de 0,2 a 2 eV. Isso significa que a massa reciproca é
aumentada por um fator de 10 a 100 e a massa efetiva é reduzida de 0,1 a 0,01 em relagao
a massa do elétron. Isso vale na regiao proxima ao gap de energia. Para regides distantes

do gap as curvaturas e as massas sao semelhantes as encontradas para elétrons livres.

O fato de a massa efetiva ser menor que a massa do elétron nao significa que o
cristal esta menos pesado. O que acontece é que um elétron em um potencial periddico
na presenca de um campo elétrico ou magnético aplicado é acelerado em relacao a rede

cristalina como se sua massa fosse igual a massa efetiva.



16

Diferenciando a velocidade de grupo (1.25) obtemos

dv, L, d°E _, (dPE dk
—2 =h =h | == 1.2
dt dkdt dk? dt (1.29)
Usando (1.28) podemos escrever
dvy 1 *F
Wy (228 R 1.
dt <h2 dk? ) (1.30)

Identificando h?/(d?E /dk?) como a massa, a equagio acima tem a forma da segunda lei
de Newton, onde definimos a massa efetiva m* como sendo

L _1es
m* R dk?

(1.31)

1.3 Massa Efetiva Variavel

Uma consequéncia do modelo de massa efetiva discutido na secido anterior é a possibi-
lidade de termos uma massa efetiva dependente da posicao. Isso acontece, por exemplo,
se considerarmos semicondutores nao uniformes ou uma juncao de dois materiais que te-
nham massas efetivas diferentes. A equacgao de Schréodinger com uma massa dependente
da posi¢do (MDP) foi por décadas um campo intenso de atividades de pesquisa, como
demonstrado pelo nimero de trabalhos publicados sobre o assunto. A questdao mais fun-
damental estd na nao comutatividade da massa, agora um operador, com o momento na

energia cinética.

O operador de energia cinética nao relativistico padrao da mecanica quantica é escrito

CcCOomo
]5’2
T="— (1.32)

2m
que ¢ valido quando a massa m é constante. Com a MDP, a massa passa a ser um operador
que nao comuta com o operador momento, fazendo com que a energia cinética nao seja um
operador hermitiano. Com isso é necessario alterar 1" para que ele satisfaga os requisitos

impostos pela mecanica quantica para um operador que descreve um observavel fisico.

Muitas expressoes para 1" que levam em conta a dependéncia na posi¢ao da massa
efetiva foram propostas na literatura com diferentes argumentos. A primeira delas foi
feita em 1966 por BenDaniel e Duke [13]. Eles concluiram que para manter a conservagao

de corrente em uma jungao de dois materiais com massas efetivas diferentes, o operador
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(1.32) deveria ser substituido por

Tsp = p—p - (1.33)

1
m

DO | =

Esse operador é mais utilizado quando temos uma variagao abrupta na massa, como acon-
tece na juncao de dois materiais diferentes, embora existam outros operadores que sao
adequados para este caso. Em 1969, Gora e Williams [50] estudando estados e transporte
eletronicos de semicondutores mistos com gradiente na composicao, onde ha o apareci-
mento de uma massa efetiva dependente da posicdo, propuseram uma simetriza¢do no

operador (1.32) da forma

1171 |
Tow = 1 [—pz +p2—] (1.34)
m m

para torna-lo hermitiano. Eles propuseram que outras simetrizagoes sao possiveis, dando
inicio a uma discussao que dura até hoje acerca da existéncia ou nao de um tnico operador

de energia cinética com MDP.

Outra proposta para tornar o operador 7" hermitiano foi sugerida por Zhu e Kroemer
[51]. Eles investigaram as regras de conexao da funcao de onda de massa efetiva através
de uma heterojuncao abrupta expressando os resultados de uma aproximacao de ligagao
forte (tight-binding) unidimensional em termo das fun¢oes de onda de massa efetiva. A

proposta consiste em quebrar a massa em duas partes na forma

11 1
Trx = =—p°— . 1.35
Esse mesmo operador foi obtido depois por Cavalcante et al. [52] onde foi obtido o limite
nao relativistico do hamiltoniano de Dirac com MDP através de uma transformacao de

Foldy-Wouthuysen.

Em 1983 von Roos [53] propos um operador mais geral que engloba todas as propostas

anteriores. O operador tem dois termos, é construido para ser hermitiano e é escrito como

1
T,r = 1 { “TmPpm? + m pmPpm®| | (1.36)

onde «, (e 7y sdo os parametros ambiguos de ordenamento de von Roos. Eles sdo reais e

satisfazem a condigao

at+f+y=-1 (1.37)

para que o resultado classico seja recuperado quando a massa for constante. O operador
Tpp é obtido fazendo (o =0, B = —1, v = 0), para o Tgw temos (« =0, 5 =0,7 = —1)
e o operador Tk ¢é recuperado quando (a = —1/2, f§ = 0, v = —1/2). Infelizmente
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nao existe um acordo a respeito de qual escolha para os parametros é a mais adequada,

fazendo com que o uso desses operadores seja muito subjetivo.

Algumas outras propostas ainda foram feitas como a de Morrow e Brownstein em 1984
[54], que ao estudar o modelo de massa efetiva em heterojungoes abruptas obtiveram um
operador dado por

1
Tus = imaﬁmﬁﬁma , (1.38)

que é uma subclasse do operador de von Roos com v = «, onde agora 2a + = —1. Um
caso particular do operador Ty, p foi sugerido por Mustafa e Mazharimousavi (MM) [55]
com o = —1/4. Uma outra subclasse do operador T,z com v = 0 foi proposta por Dutra

e Almeida [56] na forma

1 — — — e
Trrkpa = — [mapmﬁp + pm’pm } ; (1.39)

W

que é uma extensao do operador proposto por Li e Kuhn (LK) que é definido para a =
—1/2 [57]. Na referéncia [56] também foi mostrado que o operador proposto por LK é

equivalente ao operador com trés termos proposto por Weyl na forma

(1.40)

171 I R |
Tw=§{—p2+2p—p+p2—
m m m

O operador Ty nao é um caso particular do operador T,z. Uma forma de colocarmos

todos os operadores descritos aqui em uma tnica expressao é escrevendo

1 1 o1 ol e
Toa= gy (O [P 77| 4 i) (L41)

A questao acerca de qual é a forma correta do operador de energia cinética com MDP

ainda esta em aberto e avancou muito pouco na tultima década.

1.4 Conclusoes

Neste capitulo revisamos a teoria de massa efetiva para portadores de carga em metais
e semicondutores. Nos metais a massa efetiva é obtida comparando o valor da capacidade
térmica medido experimentalmente com a calculada considerando elétrons livres. Ja existe
tabelado o valor da massa efetiva para diversos metais encontrados na natureza. Nos
semicondutores se define que a curvatura na relacao de dispersao F versus k se deve a
massa. Dessa forma, uma mudanga na curvatura implica em uma mudanga na massa, que

agora é uma massa efetiva. Como consequéncia dessa teoria, em muitos sistemas fisicos
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podemos ter uma massa efetiva dependendo da posicao, se tornando assim um operador
que nao comuta com o operador momento linear. Muitas propostas foram feitas para se
obter o operador de energia cinética adequado para esses sistemas, mas esse ainda é um

problema em aberto.
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2 Novo Modelo para Massa
Efetiva Dependendo da Posicao

2.1 Introducao

Embora muitos avancgos tenham sido feitos no entendimento de como a massa depen-
dendo da posicao muda a forma do hamiltoniano cinético, ainda nao existe uma definicao
acerca da escolha mais adequada para os parametros «, 3, v e § discutidos no capitulo
anterior. Como cada operador ja proposto foi obtido para um sistema fisico especifico,
parece que para sistemas fisicos diferentes temos hamiltonianos cinéticos diferentes, ca-
bendo a cada um encontrar a escolha mais adequada para um dado sistema fisico que se

queira estudar.

Neste capitulo propomos um novo modelo para o operador de energia cinética com
massa dependendo da posicao. Esse novo modelo nao é um caso particular dos modelos
existentes, mostrados anteriormente, e satisfaz os requisitos fundamentais da mecanica
quantica. Usaremos esse novo modelo para encontrar a estrutura de bandas de uma

heteroestrutura composta por dois metais.

2.2 Nosso Modelo

Na tentativa de encontrar um hamiltoniano cinético que descreva sistemas com massa
varidvel, em geral, propomos um novo modelo para o operador de energia cinética [58].
O ponto principal do nosso modelo é considerar todas as permutacoes possiveis entre
os operadores no hamiltoniano. Esse ¢ um procedimento de quantizacao de uma teoria
classica mantendo sua forma estrutural, e foi usado com sucesso em outros problemas
tais como oscilador harmoénico, particula quantica na presenca de um campo magnético

uniforme, etc. Quando a massa depende da posicao ela se torna um operador. Portanto,
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considerando todas as permutagoes possiveis, propomos um hamiltoniano na forma
Tp=|—p*+p—p+p°— (2.1)

onde o operador padrao (1.32) é recuperado quando a massa é constante. Podemos notar
que nao existe nenhuma escolha para os pardmetros «, 3, v e 6 em (1.41) que recupere o

nosso hamiltoniano. Portanto, o nosso operador nao esta incluido na familia de operadores

dada por (1.41).

O operador (2.1) é hermitiano, que é o primeiro requisito que ele deve satisfazer.
Também é solucao da Eq.(38) na referéncia [59], o que garante que ele é compativel com

a invariancia Galileana e satisfaz a equacao de continuidade.

Nas préximas se¢oes vamos utilizar esse operador para descrever alguns sistemas com

massa efetiva variavel e comparar nosso modelo com outras propostas.

2.3 Estrutura de Bandas para uma Heteroestrutura

Nessa secao vamos obter as bandas de energia de uma heteroestrutura, onde temos
saltos periddicos da massa, utilizando primeiramente o modelo descrito pelo hamiltoniano
(1.41) com o« = 0, § = —1 e § = 0, que como vimos, é o hamiltoniano mais utilizado

quando temos saltos na massa e depois utilizaremos o nosso modelo para comparagcao.

O sistema que propomos estd descrito pela Fig. 2, onde a periodicidade da massa é

de a + b.

h—

[
| I
| |
[ |
mi m: I
| |
| |
| |
0

21p a+b :

role
[ =

Figura 2: Uma heteroestrutura periddica. As regides branca e azul(cinza) representam
dois materiais diferentes. Em termos da teoria de massa efetiva, temos uma particula
“livre” com saltos periédicos na massa.

Como o hamiltoniano é periédico, as fungoes de onda satisfazem o teorema de Bloch,

que é



22

Y(z +n(a +b)) = ™ y(a) (2.2)

V' (x4 n(a+ b)) = eFr@0y (z) (2.3)

onde k é o nimero de onda e n é um inteiro. Com isso, nés reduzimos o problema para a

célula unitaria 0 <z < a +b.

Precisamos agora das condi¢des de contorno nas interfaces entre os dois materiais.
Para obtermos isso, integramos o hamiltoniano (1.38) no intervalo (zg — 6,9 + J) em

torno do ponto zy [mostrado na Fig.3]. Considerando ¢ como sendo muito pequeno,

temos
m mz
Xo >x
Figura 3: A interface entre os dois materiais.
d zo+6 s '~ 2F [zo+d
atB %« o o« ¥ o atB RN CT G R ——/ dx . 2.4
lm dxm T/}LO5+(T’% msy) 9 my "+ 5 my B2 Juos Ydz (2.4)

Para obtermos a expressao (2.4) usamos o fato que

Y(xo+) + P (20—)

Y(x)o(z — x9) = 5 Sz — ) , (2.5)
onde §(x) é a fun¢do delta de Dirac e também que
m(x)* = miH(xo — ) + moH(x — x0) , (2.6)

onde H ¢ a funcao de Heaviside e A um nimero real.

Tomando o limite 6 — 0, encontramos a condi¢do de contorno no ponto zy para a

primeira derivada da funcao de onda
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o) (™ + =) = /(o) (g™ + ) 1)

ma my

Para obtermos a condi¢ao de contorno para a funcao de onda, vamos considerar a
primitiva da Eq.(1.38), que é

i

[maw%mw] + (mf —m3) (%m‘fﬂ %mi”ﬁ) Hiw—z0) = F(x),  (28)

onde F(z) = —2% [¢dz. Integrando (2.8) no intervalo (zy — 6,z + &) obtemos

(6% ‘TO+6 [e% o + (0% B [} $0+6
{mz +ﬁer5 + (m1+5 _m2+ﬁ) <7m2+ 7ml) = /930—6 F(z)dx . (2.9)
Com ¢ — 0, temos
+ a, o+ 1 - o atf 1
Y(xg) (momi™" + — ) =(xg) (mimy "+ —) . (2.10)
mo my

Essa é a condicao de contorno na interface para a funcao de onda.

Juntando as equagoes (2.2), (2.3), (2.7) e (2.10), o problema ¢é totalmente especificado

pelas condicoes de contorno

a+ a— a a
N (e a b+) . (_ b) 211
o (5 ) =ma (5) (5 p(5+0). 2.11)
G) = () v (Ger) =ow (G0) 2
V(5 = (5 ) v (G Het) = (5407) (2.12)
d(a+b) = eM(0), 9/ (a + b) = HY(0) (2.13)
onde
omy+ m%“mf”rﬁ“ ~omy mf‘+1mg‘+5+1
Ho g + mo S AT » Po ma + mg T oA
atl,ot+f+1 at1, a+p+1
2, = Z2 1mi+6+1 L Tp= s 1mzlx+6+1 : (2.14)
my +m§tm my +m{Tims

Com essas condicoes de contorno agora podemos obter as minibandas induzidas pela

heteroestrutura.

A solugao geral da equagao de Schrodinger na célula unitaria é dada por
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Acosqr + Bsin gz,
<e4b . (2.15)

0
=14 Ccosqr+ Dsingx, <z
Ecosqx + Fsin gz, s+b<zr<a+b
A

—qAsinqux + ¢ B cos ¢z, 0<z<?g
' =1 —gCsin gz + ¢2 D cos o, s<r<g5+b , (2.16)
—qpEsinqz +qFcosqr, §+b<x<a+b

onde ¢; = —VQCL;”E Aplicando as condigoes de contorno (2.11) e (2.12) na solugao geral,

encontramos as seguintes relagoes entre os coeficientes

Q20 e Imy . @a . qa
C = |1ty COS —— COS — + poy | — sin — sin — | A
[u cos == cos ==+ p - sin =~ sin 21

+ [,LLO COS% sin %— Por /%sin%cos %1 B, (2.17)
D = [uosin%cos% — pml%cos%sin%} A
+ l,uo sin%sin% +p01/%cos%cos %1 B, (2.18)
E=|o, @sinql <2 —l—b) sin ¢ <2 +b> + Ao, COS @ (ﬁ +b> CoS 1 (ﬁ +b> A
mq 2 2 2 2
— |o, @sinql (ﬁ + b) COS (2 (ﬁ + b) — Ao COS 1 <g + b> sin ¢ (ﬁ + b> B (2.19)
mq 2 2 2 2
e

F=|o, @cosql (ngb)coqu <g+b)+)\gsinq1 <g+b>sinq1 <g+b> B
my 2 2 2 2
— [00 /% cos q1 <g + b) sin ¢o <g + b> — Ao sin ¢ (g + b) COS @2 (g + b)] A. (2.20)

As condigoes de Bloch (2.13) nos levam a

Ecosqi(a+b) + Fsing(a+b) = e*ath) 4 (2.21)

— Esing(a+b) + Fcosq(a+b) = "B (2.22)
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Substituindo (2.19) e (2.20) em (2.21) e (2.22), teremos o seguinte sistema homogéneo

de equacgoes algébricas para os coeficientes A e B,

(011 _ eik(a—i—b)) A+ C1uB =0

o (2.23)
Cle"— (022 — e (a ))BIO .

A condicao para nao termos solucao trivial é fazer o determinante da matriz dos coefici-

entes igual a zero. Isso nos leva a

1
cos k(a + b) = cos qra cos gab — = [)\Opo

5 gl + MOJO@] sin gia sin ¢ob . (2.24)

q2 q1

O lado esquerdo de (2.24) ¢ limitado ao intervalo (—1,1), o que leva o lado direito a

ter valores proibidos para a energia. Isso implica a existéncia de bandas de energia com

gaps.
Fixando os parametros a« = 0 e = —1, teremos
m m
o =1, =1, po=—, 0= — . (2.25)
mo mq

e recuperamos o resultado obtido em [60] com V; = 0.

Consideremos a heteroestrutura como sendo formada por Ga e Pb. A massa efetiva
para esses materiais sao m; = 0,58m, e mo = 1,97m,, respectivamente, como mostrado

na Tabela (1). N6s escolhemos a = 1um e b = 0,50a.
Na Fig.4 nés esbogamos o diagrama de bandas baseado na Fig.??.

| EG%ev)

124 2nd band

1st band

Kia+b)
Figura 4: Minibanda na primeira zona de Brillouin. Um minigap ¢ mostrado em

azul(cinza).

Agora vamos resolver o mesmo problema utilizando o hamiltoniano (2.1) que nés

propomos. Da mesma forma como fizemos no caso anterior, vamos obter as condig¢des na



26

interface. Integrando (2.1) no intervalo (zy — 0, zo + J)[mostrado na Fig. 3], temos

e ) ()
ELE I T A

No limite 6 — 0, nés encontramos a condi¢ao de contorno para a derivada da funcao

de onda
mq + Sme

V) = ( )vas). (2.27)

5My + Mo

A primitiva de (2.1) é dada por

mhy + (L _ L) <¢’(xo+) ;‘W@o)) H(x — x0) +m~ 1 +

mi mo
d ¢
. ( ) =F(a), (2.28)
onde F(z) = =& [4dz. Integrando (2.28) na vizinhanca de xo, nés encontramos
1 zo+9 1 1 zo+0
3{—] +<———> xg) + Y (xg :/ F(z)dx . 2.29
Tl ) E) Heen) = [ F@) (2.29)

No limite § — 0, encontramos a condigdo de contorno para a funcao de onda

my + 2m2

v(af) = ( ) vias) (230)

2my + my

Das condigoes de interface (2.27) e (2.30), e evocando as condigoes de Bloch (2.2) e

(2.3), o conjunto de condigoes de contorno obtido para (2.1) é dado por

0 <g+> = ot} (g) XY (g + b+) = A\ (g + b—) , (2.31)
C(E) e (§) v (Ge) e (o). e
Yla+b) = e*y(0),9(a 4 b) = ey (0) (2.33)

onde
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_omy + 2my _my+95my

Hn )

S 2my+me Tt Bmy A+ my

- m2—|—2m1 . m2—|—5m1

- - . 2.34
2m2+m1 7 5m2+m1 ( )

Com isso, da mesma forma como foi feito anteriormente, teremos a seguinte relacao

gl + unan@] sin gy a sin ¢ob. (2.35)

1
cos k(a + b) = cos q1a cos gab — = l)\npn—
2 q2 q1

A diferenca entre as Eqs.(2.24) e (2.35) aparece devido aos coeficientes (2.34). Na
Fig.5 esbogamos o diagrama de bandas na primeira zona de Brillouin para o nosso modelo
com os mesmos valores de antes. Novamente temos uma estrutura de bandas com regices

proibidas. m; = 0,58m,, ms = 1,97m., a = 1lum e b = 0,50a..
14 E(lﬂ'ée\’]

2nd band

Gap

1st band

Klath)

Figura 5: Energia de bandas na primeira zona de Brillouin para m; = 0,58m., my =
1,97me, a = 1pm e b = 0,50a. Noés ainda temos um gap de energia, mas agora ele é menor
que no caso anterior.

A diferenca entre os resultados obtidos com os dois modelos é apenas quantitativa, e
nao qualitativa. Apenas um experimento podera dizer qual dos dois modelos utilizados

aqui ¢ o mais apropriado.

2.4 Conclusoes

O ponto principal neste capitulo é a proposta de um novo e mais natural hamiltoniano

para a dinamica quantica de sistemas com massa efetiva dependentes da posicao.

Como foi discutido no capitulo anterior, o hamiltoniano (1.41) nao ¢ tnico e existem
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diferentes escolhas para os parametros «a, /3, v e 4. O hamiltoniano (2.1) que propomos é
unico e nao é compativel e nem é um caso particular das propostas anteriores, pois nao
existe nenhuma escolha para os pardmetros «, 3, v e 6 em (1.41) para se obter (2.1). Nosso
hamiltoniano cinético é hermitiano, é compativel com a invaridncia galileana, satisfaz
a condicao de continuidade e, como vimos, nao tem inconsisténcia quando a massa é
descontinua. Estruturas mais complexas, como por exemplo, heteroestruturas deformadas
[61], ndo podem ser modeladas pelos hamiltonianos aqui discutidos, sendo necessario um

operador mais geral.

Como uma aplica¢ao, encontramos as minibandas de energia para uma heteroestru-
tura formada por dois materiais diferentes. Para isso, nés utilizamos dois hamiltonianos

diferentes, e os resultados encontrados mostram que os modelos sao equivalentes.
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3 Particula Confinada a uma
Superficie Curva com Massa
Efetiva Variavel

3.1 Introducao

A investigacao de sistemas quanticos curvos em duas dimensbdes é um importante e
interessante ramo da fisica da matéria condensada. Isso se deve a possibilidade de se cons-
truir substratos curvos quase bidimensionais em diferentes formatos [62]. Na descri¢ao
tedrica desses sistemas a geometria diferencial de superficies desempenha um papel im-
portante. As investigagoes mais interessantes sao aquelas que propoem algum fenémeno

induzido pela curvatura, como encontramos nas referéncias [63, 64, 65].

Os portadores de carga em uma superficie bidimensional curva podem ter a massa
efetiva dependendo da posi¢ao. Neste capitulo vamos obter a equagao de Schrodinger para
uma particula quantica com massa efetiva variavel que tem seu movimento restrito a uma
superficie curva. Partimos do nosso modelo para o hamiltoniano cinético com MDP, que
foi proposto no capitulo anterior, e seguimos a abordagem feita por da Costa [66], onde
a particula é confinada a uma superficie fina, dando origem a um potencial geométrico.

Depois usaremos o nosso resultado para estudar uma juncao cilindrica.

3.2 O Hamiltoniano

Vamos considerar uma particula com massa efetiva varidvel permanentemente con-

finada a uma superficie S com equacoes paramétricas ¥ = 7(q1, ¢2). Consideramos a
b

particula confinada a uma interface fina com largura constante d e o vinculo com a su-

perficie é adquirido no limite em que d — 0. Em coordenadas curvilineas (¢1,92,q3), a
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equacao (2.1) é escrita como
g [ (V60 a) | = [0 (a7 0]
i

onde G, sao os coeficientes da primeira forma fundamental, com pv = 1,23, G =

Oy (ﬁa%a)] W+ Valags)e = ho (3.1)

det(G,,). Adicionamos um potencial V(gs) que confina a particula a uma interface fina,
da mesma forma que foi feito por da Costa. ¢ e g2 sd@o as coordenadas longitudinais

(tangentes) enquanto que g3 é a transversal (normal) a superficie.

Podemos decompor G, como

Gy = g+ |ag+(a9)'] s+ (aga”) g5

Giz = Gz =0
G33 =1 5 (32)
onde 7,5 = 1,2, g;; = g—; (,‘?q” e ay; sao as equacoes de Weingarten .

Considerando o operador Laplace-Beltrami dado por

1 .
= —0 Y0, 3.3
\/§ \/gg j ( )

e a equagao (3.2), nés temos

P (0D P (5,1 ) -

2m 6
- (82 1 0, (In \/é)a%%) v —
- % (020 + 0, (0 VG0, v) ~ — 0, L) (0,0) +
+ Va(g3)Y = 1hopy) . (3.4)

Escrevendo a massa efetiva da particula como sendo m = m(q1,q2), ou seja, a massa so

varia na superficie, temos que 8%% = 833% = 0. Entao a equacao (3.4) se reduz a

- 2w - (b )w—h—29”<~ L) o) -
n?

- 3 (92 ¢ + 0, (In VG2 q3¢) + Valgs)y = thdyb. (3.5)
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Introduzindo uma nova funcao de onda dada por

X(q1, 2. 63) = [f (@1, 32, 43)]"*Y (@1, @2, G3) (3.6)

com
f(a1,q2,q3) = 14 Tr(a;)gs + det<az’j)Q§ ; (3.7)

podemos reescrever a equagao (3.5) como

P L 1, 2 — 2582
- o q3x+4—ﬁ[< )2 = 2F02 f] x| +
+ Vi(g3)x = thdyx - (3.8)

Tomando g3 — 0, temos

= g g o) - 7 | 0 (v ) o
o () 0] - 35 (e - dete)

h2

Escrevendo x = xi(q1,¢2,t) X Xn(gs,t), onde os indices n e ¢ representam “normal” e

“tangente”, respectivamente, nés podemos separar a equac¢ao acima da seguinte forma

h2
—%0§3Xn + Vi (q3) Xn = 1hOixn (3.10)
e
Rl 1 . Rl oo 1
I ) ijy. N D) iy,
5 L/g@ (vag @xt)] 5 L/g@ (\/Eg @m)] Xt
R 1 /1
= o (o) 00| - o (15T - det(asy)
== Zﬁ@txt . (311)
O tltimo termo em (3.11) é o potencial geométrico, que nés chamaremos de potencial
de da Costa, Viac = —% ([%Tr(ozij)P - det(aij)). Podemos escrever esse potencial como
R o
V:iaCosta - _% [M - K} s (312)
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onde M e K sdo a curvatura média e gaussiana da superficie dada, respectivamente. Se
considerarmos a massa como sendo constante recuperamos o resultado obtido por da

Costa.

Na proxima segao, vamos considerar a primeira aplicagdo para o hamiltoniano (3.11).

3.2.1 Transmissao em Juncoes Cilindricas

Vamos considerar a juncao cilindrica mostrada na Fig. 6, onde temos a juncao de dois
cilindros com raios diferentes e a massa efetiva variando com o raio do cilindro. A jungao

tem tamanho L. Na regiao da juncao, o raio e a massa efetiva mudam continuamente.

Figura 6: Jungao entre dois cilindros de raios diferentes com a massa efetiva variando
com o raio do cilindro. L é o tamanho da juncao.

Esse problema j4 foi investigado em [67], onde foi obtido o coeficiente de transmissao
para diferentes valores de R; e Ry. No entanto, eles consideraram que os portadores
de carga na juncao tinham uma massa efetiva constante, nao levando em conta a sua
dependéncia com a posicao. Nos vamos fazer uma descricdo mais completa, levando em

conta a varia¢gao da massa com o raio do cilindro.

A parametrizacao da superficie é dada por

r = p(y)cos(o),
y = v, (3.13)
z = ply)sin(e).

Queremos uma transicdo suave entre os cilindros. Para isso, o polinémio de ordem
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mais baixa que garante uma superficie com regularidade C? é
v\’ y\* AN
= — =] —15(= 10 ( = .
o(y) = Ry + (Ro RQ[6<L> 5<L> + 0<L>] , (3.14)

onde L é o comprimento da juncao entre os cilindros. A primeira e segunda forma fun-

damental sao entao dadas por

p(y)? 0
0 1+/(y)
e
1 0
hM:—————;(pW) ) ). (3.16)
L+ \ 0 —p"(y)
A curvatura média e gaussiana sao dadas respectivamente por
1
M = %(911}122 + g22h11 — 2912h12) (3.17)
e
1
K= §<h11h22 — h12h21) . (318)
Portanto, temos que
1 /I

2MWU+p(PP

r"(y)
p(y)[1+ o' (y)*]?
Dessa forma, podemos escrever o potencial geométrico para a jungao cilindrica na forma

K=— (3.20)

RO+ )" ()
Vincoste = g0 LGP T PP (3:21)

Substituindo o potencial geométrico em (3.11), temos que o hamiltoniano serd dado por
h2

(& () b )
—% [(91)11 (%%) (%) +(g7 )22 (%%) (%)] + Vitacosta - (3.22)
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Como a massa nao depende da coordenada ¢, podemos escrever

h? L 0P L 02 1 0 1 0
“om [(9 )naf& (g )228—y2+%<0_y\/§<g )22) 0_3/]

e (£) 5 (Bm) (42
@) om

O potencial geométrico depende apenas da coordenada y, portanto podemos separar a

H =

equagao de Schrodinger 2D em duas equagoes 1D

"+ AD =0 (3.24)

T+ [F(y) +m(m™) ] + [m/3((m™")"
+F(y)(m™) +G(y)(Er —V)2m/R*]Y =0, (3.25)

onde ®(¢) e T(y) sdo as autofungdes angular e axial, respectivamente. Aqui,

Fy)=p 0L = pp"(1+ ()71 (3.26)

Gy=1+(¢)*. (3.27)
Se a massa for constante recuperamos o hamiltoniano obtido em [67].

Resolvendo as equagoes diferenciais (3.24) e (3.25) serd obtido as autofuncgoes e as
autoenergias, para assim analisarmos o transporte eletronico na jungao e verificarmos o
efeito da massa variavel, comparando com o caso onde ela é constante. Podemos ver que,
pelo fato da massa depender da posicao, temos dois termos adicionais na Eq.(3.25), o que

sugere que a variacao da massa afetara o transporte eletronico.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo nés obtivemos a equacao de Schrodinger para uma particula confinada
a uma superficie bidimensional curva com a massa efetiva dependendo da posi¢ao. Para
isso nos utilizamos o operador de energia cinética com massa variavel que nos propomos
no capitulo anterior e seguimos a abordagem de da Costa, onde surge um potencial ge-

ométrico. Nos verificamos que o potencial geométrico nao é afetado pelo fato da massa
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ser variavel. Como uma primeira aplicacdo, essa equacao foi usada para investigar uma
juncao de dois cilindros com raios diferentes, levando em conta que a massa varia com o
raio do cilindro. Fazendo separacao de variaveis, mostramos que a equacao diferencial na
direcao do eixo de simetria do cilindro ganha dois termos adicionais como consequéncia

da massa ser variavel, o que deve afetar o transporte eletronico na juncao.



Parte 11

Hamiltoniano de Dirac Efetivo
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4 FEquacao de Dirac Efetiva

4.1 Introducao

A aproximacao continua mais utilizada na fisica da matéria condensada é a teoria de
massa efetiva, que estudamos nos capitulos anteriores. Outro modelo continuo que vem
sendo utilizado cada vez mais é um hamiltoniano de Dirac efetivo. A equacao de Dirac
descreve particulas relativisticas, diferente das particulas que observamos nos materiais
que sao estudados, mas o aparecimento de uma relagao de dispersao linear possibilitou o
seu uso de forma efetiva para descrever portadores de carga em certos materiais. Esses
materiais sao chamados de matéria topoldgica, pois estao relacionados com novas fases
da matéria de ordem topoldgica, e fazem uma ponte entre fisica da matéria condensada e

fisica de altas energias.

Neste capitulo vamos introduzir a equacao de Dirac relativistica para entao enten-
dermos como ela pode ser usada de forma efetiva para descrever portadores de carga no

grafeno e em isolantes topoldgicos.

4.2 Equacao de Dirac

Em 1928 Paul A. M. Dirac prop6s uma equac¢ao de onda para descrever elétrons
relativisticos [68]. Diferente da mecénica quintica nao relativistica, onde a posi¢ao é um
operador e o tempo nao, em uma teoria relativistica tempo e espaco devem ser tratados

igualmente.

Em 1926, dois anos antes da proposta de Dirac, Oskar Klein e Walter Gordon haviam
proposto uma equacao para descrever elétrons relativisticos da forma

m2c? 0? 0? 0? 9% mic
|:| 0 — - 0 = 41
< + h?2 ) v <028t2 or?  Oy? 022 + h?2 ) v=0, (4.1)

onde foi considerada uma derivada de segunda ordem no tempo, e dessa forma, se obteve
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um tratamento igual para tempo e espaco. Essa equagao é conhecida como equacao de

Klein-Gordon.

A equagao de Klein-Gordon foi rejeitada a principio, pois apresenta solugdes de energia
negativa que levam a “densidades de probabilidade” negativas. Isso é uma consequéncia
do fato de termos uma derivada segunda no tempo. Diferente disso, Dirac propos uma

equagao relativistica na forma da equagdo de Schrodinger
ih— = Hi | (4.2)

onde o hamiltoniano H deve ter apenas derivadas de primeira ordem da posicao, para

manter a equivaléncia entre espaco e tempo. A proposta de Dirac foi

Lo | he

B B ) .
(A + o= + 43 ) + ﬂmocQ] Y, (4.3)

a ozl or? ox3

onde os coeficientes &; nao podem ser apenas nimeros, caso contrario a expressao acima
nao seria invariante por rotacoes espaciais. De fato, os coeficientes &; e [ sdao matri-
zes. Escrevendo apenas derivadas de primeira ordem, Dirac evitou o aparecimento de

“densidades de probabilidade” negativas, como acontece na equacao de Klein-Gordon.

Na verdade, nao existe nada de errado com a equagao de Klein-Gordon, ela apenas
precisava ser melhor interpretada. E a interpretacao correta veio em 1934, quando W.
Pauli e V. F. Weisskopf mostraram que a “densidade de probabilidade” na verdade era
uma densidade de carga, e que portanto, nao tinha nenhum problema em ser negativa.
Isso reviveu a equagao de Klein-Gordon. Outro fato importante é que a equacao de Klein-
Gordon nao descreve particulas de spin 1/2, portanto nao é 1til para descrever elétrons.
Nesta tese vamos obter a equagao de Dirac como estd feito por Sakurai [69], uma forma
diferente da que foi feita originalmente por Dirac. Para isso, vamos comecar falando sobre

0 spin.

Considerando a mecanica quantica nao-relativistica, percebemos que para levar em
conta o spin, é necessario adicionar o termo de Pauli, que mostra a interacao do momento

magnético de spin com o campo magnético,
HSP™) — _(eh/2me)d - B (4.4)

onde & sao as matrizes de Pauli. A adi¢ao deste termo é bastante artificial, principalmente
se considerarmos que todas as interacoes eletromagnéticas “fundamentais” sdo geradas

pela substitui¢do p — p'— eA /c. Para particulas de spin 1/2, uma forma mais natural de
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obtermos este termo é reescrevendo o operador de energia cinética na auséncia de campo

eletromagnético
HE™ = 52 /om (4.5)
na forma
HE™ = (5. p)(¢-p)/2m . (4.6)
Isso é possivel pois a formula
(G-A)d-B)=A-B+id-(AxB) (4.7)

é verdadeira mesmo quando A e B sao operadores.

A forma alternativa (4.6) tem a mesma forma que (4.5) quando nao temos potencial

vetor. Contudo, quando fazemos a substituicao p'— p'— eA /¢, nés temos

N 2
1 eA eh .,
- — |(p=—Z=) - —&%.B 4
2m (p c ) cho ’ (4.8)
onde usamos
PxA=—ih(VxA) —Axp. (4.9)

Estamos interessados em uma equacao de onda relativistica para particulas de spin
1/2. Portanto, da mesma forma que incorporamos o spin do elétron em uma teoria nao-

relativistica, vamos fazer o mesmo partindo da expressao relativistica

(B2/c2) - % = (me)? (4.10)
e escrever
FE B
(__5..5) (_+5.ﬁ) — (me)? (4.11)
c c
onde 5 5
e

p=—ihV . (4.13)
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Com isso, podemos escrever a equacao de segunda ordem

) )
(ma—xo +o- mv) <m8—xo —0- mv) ¢ = (me)’¢ (4.14)

para uma particula livre, onde ¢ agora é uma funcao de onda com duas componentes.

Estamos interessados em uma equacao de onda que tenha apenas derivadas de primeira
ordem no tempo. Olhando para o electromagnetismo, vemos que a equagao de Maxwell
no vacuo 9" F,, = 0 é de primeira ordem. F),, é obtido derivando A,,, e assim, é possivel
escrever [JA, = 0, que é uma equacao de segunda ordem. Fj,, tem mais componentes
que A,, portanto, esse aumento no nimero de componentes ¢ o preco pago por ter uma

equacao de primeira ordem.
Em analogia com o electromagnetismo, podemos obter um par de equagoes de primeira
ordem definindo duas funcées de onda de duas componentes ¢ e ¢(F) como

1 )
o = — (ma—xo Yo ihV) ¢,0" =¢ (4.15)

aumentando o nimero de componentes para quatro. Os indices (R) e (L) descrevem a
helicidade (Right e Left) do elétron. O indice (R) indica que o spin esta paralelo a diregao
do momento e o indice (L) indica que o spin esté antiparalelo a diregao do momento. Com

isso, a equagao de segunda ordem (4.14) é equivalente a duas equagdes de primeira ordem

(z’ho -V + ih%) o) = mep® (4.16)
» 529 ) 4 (n)
—iho -V + Zhﬁ—xo oYY = mceo (4.17)

que é equivalente a equagao de Dirac.

Para obtermos a equagao original escrita por Dirac, vamos somar e subtrair (4.16) e

(4.17). Com isso, temos que

(o )6 — gD _ i (—ai (o + M)  me(® 4 60), (418)
0

o )@ + 69 + i (%W - ¢<L>>) Cme(e® — D). (419)
0

Definindo a funcao de onda de quatro componentes

b P 1 )
e ( vs ) B ( P — §1 ) 2
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podemos escrever

0 mc

onde as matrizes 4 x 4, vy, com p = 0,1,2,3, sdo chamadas de matrizes de Dirac. Elas sao

Ve = Y4 = . .
: iO’k 0 ! 0 —1

As matrizes de Dirac obedecem a relacao de anticomutatividade

dadas por

{7117'7@} = VYo + NV = 26;w (423)

e também sao hermitianas

’7;2 = - (4.24)

Definindo as matrizes

I 0 ) 0 o
B=m= y Qg = VY4 Vg = ‘ (4.25)
0 —I Ot 0

podemos escrever a equagao de Dirac (4.21) como

(O
onde
H = —ichd -V + fmc? (4.27)

que estd na forma (4.3) que foi originalmente proposta por Dirac.

Um dos casos onde podemos obter uma solucao exata da equacao de Dirac é o pro-

blema de uma particula livre. A solucao é dada na forma de uma onda plana
P = we P (4.28)

onde w é um spinor de quatro componentes independente de . E conveniente separar o

spinor w em dois spinores de duas componentes ¢ e

w:((b) . (4.29)
X

Substituindo (4.28) em (4.26) nés obtemos

E:(¢):(m02 ca-zz)(¢) (4.30)
X co-p —mc %
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Com isso, teremos duas equagoes acopladas dadas por
(E—mc*)¢ =0 -px (4.31)

(E+mc*)x =0-po (4.32)

Desacoplando as equacoes, obtemos

w:< e ) | (4.33)
E—i—nch

_cop
X_E+m02

Substituindo em (4.31) e lembrando da relagao (4.6) nés temos que

De (4.32) temos que
o . (4.34)

(E —mc*)(E +mc*)¢p = *p*o (4.35)

para qualquer ¢.

Portanto, recuperamos a relagao entre a energia e o momento dada por
E = £(p* + m2ch)'/? (4.36)

Esta relacao nos permite energias positivas e negativas. A interpretacao dada por Dirac
para isso é que energias positivas descrevem particulas e as energias negativas descrevem

antiparticulas.

Podemos notar que energias no intervalo —mc? < E < mc? nao sao possiveis. Dessa
forma, teremos valores permitidos e proibidos de energia, como mostra a Figura(7). Se
estamos falando de particulas de massa nula, teremos uma relacao linear entre a energia
e o momento na forma E = +cp. Isso faz com que nao tenhamos mais valores proibidos
de energia. Em uma linguagem de teoria de bandas eletronicas, teremos uma relacao de

dispersao linear dando origem a uma estrutura de banda conica com gap nulo.

4.3 Grafeno

O grafeno é uma folha planar composta apenas por atomos de carbono organizados
em uma estrutura cristalina hexagonal bidimensional (2D) com ligagoes sp*, como mostra,
Fig.(8). Sua estrutura pode ser vista como uma rede triangular com uma base de dois

atomos por célula unitaria. Isso implica que precisamos de dois pontos e dois vetores para
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E =mc ‘
B — = — e o= w5 = mw e w oww ms wm e Proibido
E = —mc? ‘

Figura 7: Os valores permitidos e proibidos de E para particulas livres

obtermos qualquer ponto da rede (essa é uma das principais caracteristicas que levam ao
aparecimento de férmions de Dirac no grafeno, como veremos adiante). Os vetores da

rede podem ser escritos como

— 2(3.3), = 2(3, - V3) (4.37)

2
onde a ~ 1,42A ¢ a distancia entre os carbonos. Olhando para a rede reciproca (Fig.8),
vemos que a primeira zona de Brillouin também ¢é hexagonal e os vetores da rede reciproca

sao dados por

=T0VE),  h=or(1,- VB (4.38)

A

b,
ky‘ \\
K \\
I N
M i
) X
K
b2 f}

Figura 8: Estrutura hexagonal do grafeno e a zona de Brillouin. A esquerda temos a
estrutura de rede do grafeno composta por duas sub-redes triangulares A e B. d; e d»
sao os vetores da rede e 0;, i = 1,2,3 sao os vetores que ligam um atomo ao seu primeiro
vizinho. A direita é mostrado a primeira zona de Brillouin. b1 e b2 sao os vetores da rede
reciproca e os cones de Dirac estao localizados nos pontos K e K'.(Fonte: referéncia [14])

Na estrutura de bandas do grafeno [ver Fig.(9)], a banda de condugdo toca a banda
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de valéncia em seis pontos na primeira zona de Brillouin, mas apenas dois desses pontos
sdo independentes, que sao os pontos K e K’ vistos na Fig.(8), os outros pontos sao
equivalentes a estes. Os pontos K e K’ sdo de grande importancia fisica, como veremos

adiante. Esses pontos sdo chamados de pontos de Dirac. Suas posi¢oes no espaco dos

2w 21 2w 2w
K=(——F+]. K=|—,-—— 4.39
(3& 3\/§a> <3a 3\/§a> ( )

Considerando um modelo de ligacao forte (tight-binding) para os elétrons no grafeno,

momentos sao

onde eles s6 podem saltar para os primeiros e segundos atomos vizinhos, podemos escrever

o hamiltoniano na forma

H = —t Z (a;ibm —+ b;iao,j) — t/ Z (CL;Z-CLUJ + b:rzibU,j + aj,,jao,i + b:ry,jbo,i> (440)
(i.4),0 ({i.4)),0

T

onde a;,(a;,) aniquila (cria) um elétron com spin o(c = 1/2, —1/2) no sitio R; na sub-
rede A. Para a sub-rede B temos uma definicdo semelhante com os operadores b; ,. O
parametro t é a energia para um elétron saltar para um atomo vizinho mais préximo e
é dado aproximadamente por t ~ 2,8¢V e o parametro t' é a energia para um elétron
saltar para o segundo atomo vizinho mais préximo, dado por 0,02t < ' < 0,2t [70]. Quem
primeiro estudou a estrutura eletronica do grafeno a partir desse hamiltoniano foi Wallace
em 1947 [15], que queria estudar grafite e considerou como uma primeira aproximagao
negligenciar as interacoes entre os planos. Ele comecou analisando o caso 2D, que é o

grafeno. Ele obteve a seguinte estrutura de bandas

Ey(k) = +t\/3+ f(k) —t'f(F) (4.41)

onde

f(k) =2 cos(V/3kya) + 4 cos (?l@a) oS <gk$a) : (4.42)

O sinal positivo indica a banda de condugdo e o sinal negativo a banda de valéncia.
Podemos perceber que quando ¢’ é igual a zero, o espectro é simétrico em torno da energia
zero. Isso implica na existéncia de uma simetria entre elétron e buraco. Quando ¢’ tem
valores finitos, essa simetria é quebrada e as bandas de conduc¢do e de valéncia ficam
assimétricas. Na Fig.(9) temos a estrutura de bandas do grafeno com t e t' diferentes de
zero. Podemos ver nesta mesma figura uma amplificacdo da regiao da banda de energia
proxima a um ponto de Dirac. Para se obter a relacao de dispersao na regiao proxima ao

ponto de Dirac, deve-se expandir o espectro (4.41) em torno dos pontos K e K'. Fazendo
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k=K +q com |7|<|K |, temos
E+(q) = +vr | 7| +0[(¢/K)?, (4.43)

onde ¢ é o momento medido relativo ao ponto de Dirac e vp é a velocidade de Fermi dada

por vg = 3ta/2, com um valor de vp ~ 1 x 10°m/s.

Figura 9: Dispersao eletronica do grafeno obtido a partir do modelo de ligagao forte com
t =2,7¢V e t' = —0,2t. No lado direito temos um zoom na banda de energia proxima a
um dos pontos de Dirac, mostrando o espectro conico linear sem gap. (Fonte: referéncia
[14])

Essa relacdo de dispersao linear torna o grafeno distinto dos demais sistemas em
matéria condensada. Nos casos usuais, como foi visto nos capitulos anteriores, temos
uma relagdo quadratica entre energia e momento dada por E(§) = ¢*>/2m*, onde m* é
a massa efetiva dos portadores de carga, que leva a uma velocidade de Fermi da forma

vp = q/m* = an Dessa forma, a velocidade de Fermi varia consideravelmente com

a energia, o que nao acontece no grafeno, onde a velocidade de Fermi é constante e nao
depende da energia dos portadores de carga. Outra consequéncia dessa relacao linear entre
energia e momento é que os portadores de carga no grafeno para longos comprimentos de
onda (ou baixas energias ) nao sao descritos pela equacdo de Schrodinger, como acontece
quando temos uma relagao de dispersao quadratica, mas por uma equacao de Dirac efetiva
em (2+1) dimensoes para particulas de massa nula. Para obtermos essa teoria efetiva,
vamos considerar o hamiltoniano (4.40) com ¢ = 0 e a transformada de Fourier dos
operadores de aniquilacao

ik B (R (4.44)

Qp

1
R

onde N, é o niimero de células unitarias e o indice n indica a posi¢do dos atomos na rede.
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Usando essa transformacgao, podemos escrever o campo a, como a soma de dois termos,
que vem da expansao da soma de Fourier em torno dos dois pontos K e K'. Estamos
interessados em estados de baixa energia, por isso a expansao é feita em torno dos pontos
de Dirac. Com isso, o campo a,, sera representado como a soma de dois novos campos na

forma
a, =~ e‘i(R’Lq)'ﬁ”aLn(cf) + e_i(lzl+‘j¥)'ﬁ”a2 () (4.45)

)

onde os indices 1 e 2 se referem aos dois pontos de Dirac K e K, respectivamente. Para

a sub-rede B, também temos uma expansao semelhante dada por

b, ~ e—z’(KJr(T)RnbLn(q») + e—i(l?’+(j')-ﬁnb27n(q—f) (4.46)

O procedimento para se obter uma teoria efetiva valida proxima aos pontos de Dirac
consiste em utilizar as representagoes (4.45) e (4.46) no hamiltoniano (4.40) com ¢ = 0
e expandir os operadores até ordens lineares em 5;, 1 = 1,2,3, que sao os trés vetores que
ligam um dtomo aos seus primeiros vizinhos no espaco real dados por [ver Fig.(8)]

a

S - V3), b5 = —a(1,0). (4.47)

— a —
51 — 5(1,\/5), 62
Considerando o fato que Z(;eﬂ?'g =2 RS — 0, o hamiltoniano (4.40) fica

H = —ihvp / dady [v](7)6 - Vi (7) + 03(7)5 - Viba ()] (4.48)

%

onde as matrizes de Pauli sao dadas por ¢ = (0,,0,), ¢* = (0,,—0,) e 0s spinores

Vi = (a;, b:)T e bl = (al, b)), com i = 1,2. Podemos ver que o hamiltoniano efetivo (4.48)

¢ composto de uma soma de duas cépias do hamiltoniano tipo Dirac sem massa, um para

momentos préximos ao ponto K e outro para momentos em torno de K.

Neste hamiltoniano de Dirac efetivo temos a velocidade de Fermi em vez da velocidade
da luz, que aparece no operador de Dirac verdadeiro. A velocidade da luz é uma velocidade
limite e também ¢é invariante, o que nao é verdade quando estamos falando da velocidade
de Fermi dos portadores de carga. Portanto, temos que ter cuidado quando dizemos que
os portadores de carga no grafeno sao descritos por uma equacao de onda relativistica,
pois a velocidade de Fermi faz com que a equacao de Dirac deixe de ser covariante. Mas

como estamos falando em uma teoria efetiva, isso nao tem nenhuma consequéncia fisica.

Considerando uma linguagem de funcao de onda que descreve um tnico portador de

carga, temos que os portadores de carga com momento proximos ao ponto K sao descritos
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pela equacgao de Dirac efetiva
— ihwpd -V = Ev (4.49)

onde as autoenergias sao dadas por £ = thvgq.

Podemos escrever o hamiltoniano (4.48) como
H=—ilwpr, @3-V . (4.50)

esta forma temos cada componente do spinor que descreve uma subrede ganhando mais
Desta f t d te d d bred hand

duas componentes referentes ao grau de liberdade dos dois pontos de Dirac. Podemos
identificar dois pseudospins no grafeno. Um pseudospin da subrede que é representado
pelas matrizes de Pauli 0;, onde o “spin up” corresponde a componente de uma subrede e
o “spin down” corresponde a outra subrede. O outro pseudospin esta relacionado com o
grau de liberdade dos pontos de Dirac e é chamada de pseudospin de vale. Ele é represen-
tado pelas matrizes de Pauli 7;. Nos préximos capitulos usaremos o hamiltoniano efetivo
de Dirac para estudarmos sistemas fisicos envolvendo grafeno, nanotubos de carbono e

fulerenos.

Outras propriedades fisicas importantes e as possiveis aplicacdes em diferentes areas
que tornam o grafeno um material muito interessante podem ser encontrados nos artigos

de revisao [14, 71, 72, 73].

4.4 Isolantes Topoldgicos

Os isolantes topoldgicos sao um novo estado da matéria que nao podem ser conectados
adiabaticamente com isolantes e semicondutores convencionais. Eles sao caracterizados
por serem isolantes no interior (bulk) e possuirem estados metalicos protegidos na super-
ficie ou borda. Isso é possivel devido a combinacao da interagao spin-orbita e a simetria
de Reversao Temporal. Esse novo estado da matéria foi previsto teoricamente e depois

foi observado em diferentes sistemas, que incluem casos bidimensionais e tridimensionais.

Para entendermos bem os isolantes topologicos, vamos comecar falando sobre isolantes
convencionais e também sobre o efeito Hall quantico, que foi o primeiro estado da matéria
a possuir um gap de energia no interior e nao ser topologicamente equivalente ao vacuo.

Depois iremos considerar o isolante topolégico em 2 e 3 dimensoes.

O estado isolante ¢ o estado mais basico da matéria. O isolante mais simples que
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existe é o isolante atomico, onde todos os elétrons estao ligados aos seus atomos em
camadas fechadas. Os isolantes sao eletricamente inertes pois, para deslocar um elétron,
¢ necessario uma quantidade consideravel de energia. Utilizando a teoria de bandas,
podemos dizer que em um isolante existe um gap de energia separando os estados ocupados
na banda de valéncia dos estados vazios na banda de conducao. Na Figura (10) temos

um esquema da estrutura de bandas de um isolante.

band gap

energy

valence band

momentum

Figura 10: Estado isolante da matéria. Temos aqui a estrutura de bandas de um isolante,
onde existe um gap de energia entre a banda de valéncia e a banda de conducao. Fonte:
[74]

Os semicondutores, assim como os isolantes, também possuem um gap de energia entre
as bandas de valéncia e de condugao, mas esse gap ¢ bem menor que nos isolantes. Mas,
em certo sentido, os semicondutores e os isolantes tém a mesma fase. Pode-se imaginar
um processo que deforme continuamente o hamiltoniano de um no hamiltoniano do outro
sem fechar o gap. Esse processo define uma equivaléncia topolédgica entre diferentes esta-
dos isolantes. Se adotarmos esse esquema de classificacao topolédgica, todos os isolantes
convencionais sao equivalentes. Tais isolantes sao equivalentes ao vacuo, que de acordo
com a teoria quantica relativistica de Dirac tem um gap de energia para a producao de
um par elétron-poésitron. Porém, nem todos os estados com gap sao equivalentes ao vacuo.

O primeiro exemplo onde isso acontece é no estado Hall quantico inteiro (EHQI).

O estado Hall quantico inteiro ocorre quando elétrons sao confinados em duas dimen-
soes na presenca de um forte campo magnético. O campo magnético leva aos niveis de
Landau quantizados com energia E,, = hw.(m+1/2), onde w,. é a frequéncia ciclotron das
Orbitas circulares dos elétrons e m é um inteiro. Se temos N niveis de Landau ocupados
e os estados restantes estao vazios, temos um gap de energia separando os estados ocu-
pados dos estados vazios, como em um isolante. Mas, diferente de um isolante, quando

um campo elétrico é aplicado as orbitas de ciclotron se espalham, levando a uma corrente
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Hall que é caracterizada por uma condutividade Hall quantizada dada por

62
Ouy=N—. (4.51)

A diferenca entre um isolante convencional e o estado Hall quantico é de ordem to-
pologica. Para entendermos melhor a ideia de um invariante topolégico vamos considerar
uma superficie 2D. Em tal superficie é possivel definir a curvatura gaussiana k, que pode
ser positiva, negativa ou nula. Para superficies fechadas (sem bordas), o teorema de
Gauss-Bonnet nos diz que a integral da curvatura gaussiana é um invariante topolégico
quantizado, e esta relacionado com o genos g. O genos conta o “ntimero de buracos na su-
perficie” e é invariante por deformacoes suaves da superficie, onde suave significa qualquer

deformagao que nao rasgue a superficie.

O invariante topolégico que distingue um isolante convencional do estado Hall quan-
tico foi explicado por Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs(TKNN)[37] e pode ser
entendido fisicamente em termos da fase de Berry associada com as fungoes de onda de
Bloch |um(l§)> Berry mostrou que, quando o hamiltoniano de um sistema muda adiaba-
ticamente em um caminho fechado no espacgo dos parametros o sistema adquire uma fase
bem definida dada pela integral de linha de A,, = z<um|§k|um) Isso pode ser escrito

como uma integral de superficie do fluxo de Berry dado por F, =V x A,. Associado

curvatura de Berry existe um invariante em um sélido que pode ser escrito como

N
n=> nnm, (4.52)
m=1
onde
1
= — | &’kF,, . 4.
fhm 27?/ " ( 53)

n é um inteiro quantizado e é um invariante topolégico. A condigao para ele ser quantizado
¢ que haja um gap de energia entre os estados ocupados e os estados vazios. Ele ¢é
conhecido como o invariante TKNN, pois estes autores mostraram que a condutividade
Hall 0,,,, computada usando a férmula Kubo, tem a mesma forma que Eq.(4.51), mas com
N idéntico a n. A quantidade n é um invariante topolégico no sentido que ele nao muda
quando o hamiltoniano muda suavemente. Mudar suavemente aqui significa nao fechar
o gap de energia. Portanto, se considerarmos a interface entre um sistema Hall quéantico
com n = 1, por exemplo, e o vacuo, que possui n = 0, para que o invariante n mude
de valor é necessario que o gap de energia seja fechado e tenhamos estados metélicos na
interface [Fig. 11]. Esses estados da borda se propagam em apenas uma dire¢ao, fazendo

com que eles nao possam ser espalhados por impurezas. Normalmente os elétrons podem
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ser espalhados, fazendo com que eles se movam no sentido contrario, mas na interface

mostrada na Fig. 11 temos transporte eletronico sem dissipacao de energia.

Conduction Band

Insulator n=0
(a)
WA/ EF

Quantum Hall
State n=1

Valence Band
]

—mt/a 0 k —m/a

Figura 11: Interface entre um estado Hall quintico e um isolante convencional. (a) Os
elétrons na interface que se propagam pulando de uma érbita de ciclotron para outra. (b)
A estrutura de bandas, onde um estado da borda conecta a banda de conducao com a
banda de valéncia. Fonte: [75].

Um estado topologico diferente da matéria foi teoricamente predito para ocorrer em
pocos quanticos e posteriormente foi observado experimentalmente. Esse novo estado da
matéria é conhecido como Estado Hall Quantico de Spin (EHQS) ou simplesmente isolante
topolédgico bidimensional. O que caracteriza o isolante topolégico é uma forte interacao

spin-Orbita e a presenca da simetria de reversao temporal.

A condutividade Hall quebra a simetria de reversao temporal ("), portanto o estado
Hall quantico s6 existe quando nao temos a simetria 7. Contudo, a interagao spin-érbita
permite a existéncia de uma nova classe topologica de estruturas de bandas isolantes sem

quebrar a simetria T'. A simetria T é representada pelo operador antiunitario dado por
0 =™K (4.54)

onde S, é o operador de spin e K toma o complexo conjugado. Para spin 1/2, o operador
© tem a propriedade ©? = —1. Isso tem uma importante consequéncia, conhecida como
o teorema de Kramers, que diz que todos os autoestados de um hamiltoniano invariante
por T" sao pelo menos duplamente degenerados. Isso ocorre por que se existisse um
estado |x) nao degenerado, entao O|x) = c|x), para alguma constante c. Isso implica em
©%|x) = |c|*|x), o que ndo é permitido pois |¢?| # —1. Portanto, para um autoestado de
energia |n) qualquer, o estado ©O|n) também serd um autoestado com a mesma energia.
Quando nao temos a interacao spin-érbita, essa degenerescéncia é simplesmente entre as

componentes up e down do spin.
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Um hamiltoniano de Bloch invariante em 7T deve satisfazer a condigao
OH (k)0 = H(—Fk) . (4.55)

E possivel classificar topologicamente todos os hamiltonianos de Bloch que possuem essa
simetria e tem um gap de energia em duas classes topoldgicas. Como ja foi dito ante-
riormente, a condutividade Hall quebra a simetria 7', e portanto, o invariante TKNN ¢é
igual a zero para sistemas com essa simetria. Mas existe um outro invariante topologico
que possui apenas dois valores possiveis, ¥ = 0 ou 1. Para entendermos esse invariante
topoldgico vamos olhar para a correspondéncia entre o interior e a borda de um material.

(a) Conduction Band (b)  Conduction Band

? i

Valence Band Valence Band

) 1 i 1
- ” - ”

, k—s I, I, k— I}

Figura 12: Dispersao eletronica na regiao entre dois pontos da borda que possuem de-
generescéncia de Kramers I'; = 0 e I, = 7/a. Em (a) os estados da borda cruzam a
energia de Fermi Fr um nimero par de vezes, enquanto que em (b) cruzam um ntmero
impar de vezes. Um ntmero impar de cruzamentos leva a estados de borda protegidos
topologicamente. Fonte: [75].

Na Fig. 12 temos os estados eletronicos de um isolante 2D invariante por 7', com um
gap de energia separando as bandas de conducao e valéncia e estados da borda na regiao do
gap. Apenas metade da zona de Brilouin é mostrada na figura, pois devido a simetria T, a
regiao —m/a < k < 0 é a imagem espelhada de 0 < k < 7/a. Dependendo da forma como
os atomos se reorganizam na borda ou de modificagoes nas ligagoes quimicas, os estados
da borda na regiao do gap de energia podem existir ou nao. Se eles existem, o teorema de
Kramers diz que eles tém que ser pelo menos duplamente degenerados nos pontos k =0 e
k = m/a, nos outros pontos a interagao spin-6rbita quebra essa degenerescéncia. Na Fig.
12 vemos que existem duas possibilidades para os estados da borda em k =0e k =7/a
se conectarem. No primeiro caso a esquerda da figura, os estados de borda cruzam um

numero par de vezes a energia de Fermi. Nesse caso, esses estados da borda sao frageis
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e sua existéncia depende da geometria e da quimica da borda, podendo ser facilmente
eliminados. Na outra possibilidade os estados da borda cruzam a energia de Fermi um
numero impar de vezes. Neste caso, esses estados da borda sao protegidos, nao podendo

ser eliminados.

Para cada banda cruzando a energia de Fermi em k., temos um par de Kramers
degenerado em —k,. Se o isolante possui um ntmero par de pares de Kramers cruzando
a energia de Fermi, ele encontra-se em uma fase topologicamente trivial com v = 0. Se
cruzar um numero impar, o isolante estd no ESHQ, que é um estado topologicamente
nao trivial com v = 1. Diversas formulagoes matematicas para o invariante topoldgico v

podem ser encontradas nas referéncias [43, 44, 45, 46].

O EHQS pode ser visto como duas copias do EHQI, onde estados com spin opostos se
propagam em sentidos contrarios na borda do material. Na interface entre um EHQS e
o vacuo [Fig.13] temos uma mudanga no invariante topoldgico v, portanto temos estados
metalicos na interface. Esses estados nao podem ser localizados, nem na presenca de

desordem forte, contanto que a impureza nao quebre a simetria de reversao temporal.

Conduction Band

Conventional v=0
Insulator

() (b) +
Quantum spin& i \ T

Hall insulator V=1

-~

Valence Band
]

—Tt/a 0 k -—-m/a

Figura 13: Estados da borda de um isolante Hall quantico de spin. Em (a) temos a
interface entre um EHQS com v = 1 e o vacuo com v = (. Existem estados metalicos
na borda que sao spin polarizados, isto é, particulas com spin up e down se propagam
em sentidos opostos por dois canais de propagacao conectados pela simetria de reversao
temporal. Em (b) a estrutura de bandas do EHQS com os estados da borda é mostrado.
Fonte: [75].

O primeiro estado de isolante topolégico bidimensional obtido experimentalmente foi
em pogos quanticos de HgTe intercalado entre CdTe [38]. Ele havia sido anteriormente
proposto teoricamente [76], onde se verificou que a espessura da camada de HgTe deve ser

superior a um valor critico de d. ~ 6,5nm. O modelo utilizado para descrever a estrutura
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eletronica dos pogos quanticos de HgTe/CdTe foi primeiramente introduzido na referéncia

[76]. Explicitamente esse modelo é dado por

M (k) Ak, + iky) 0 0
D) — Ak, — iky) —M(k) 0
H(/{Z) = (]{7) Lgxa + 0 0 M(k;) —A(ij B Z’k;y) (4.56)
0 0 —A(k, + ’iky) —M (k)

onde (k) = C + D(kZ + k}), M(k) = M — B(k} + k) e os parametros A, B, C, D e M

dependem da geometria do pog¢o quantico. O espectro de energia do bulk é dado por

By = e(k) & \/JA2(k2 + k2) + M2(k) , (4.57)
enquanto que o hamiltoniano efetivo que descreve os estados da borda é dado por
Hborda - A]{ZyO'Z . (458)

Para pocos quanticos de HgTe, A ~ 3,6eV-A e a velocidade dos estados da borda é dada
por v = A/h~55 x 10°m/s.

Em 2006 trés grupos teéricos independentes descobriram que o EHQS pode ser gene-
ralizado para trés dimensoes [39, 40, 41]. Depois disso, essa fase foi predita para existir

em vérios outros materiais reais [77]. A confirmacao experimental veio em 2008 [42].

Para o isolante topoldgico bidimensional vimos que existe o invariante Z v que
distingue o IT de um isolante trivial. Para o caso 3D, existem quatro invariantes Zs
(vo; v1,1,13), tal que cada um pode ter dois valores distintos, 0 ou 1. Isso faz com que
existam dezesseis fases topoldgicas distintas, mas apenas o invariante vy é robusto na
presenca de desordem, fazendo com que exista apenas duas fases topologicas distintas.
Neste caso, quando 1y = 0, temos o isolante topoldgico fraco ou trivial, que pode ser
obtido empilhando varias camadas de I'T bidimensionais criando uma estrutura 3D. Para
vy = 1 temos o isolante topolégico forte ou simplesmente isolante topologico. Os invari-
antes (v,v9,v3) podem ser interpretados como os indices de Miller indicando a orientagao

da rede.

O modelo efetivo para isolantes topoldgicos 3D proposto em [78] é vélido para o

BiySes, BigTes e SbyTes, variando apenas por um ajuste de parametros. Mantendo
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apenas termos lineares e quadraticos no momento k, o hamiltoniano efetivo é dado por

M(k) AK, 0 Aok

. Ak, —M(k)  Ask 0
H(E) = e(k)luxa+ | (k) A : (4.59)
0 Ak, M(k) —Ak.
Ak, 0 —Ajk, —M(k)

onde Ky = K, +ik,, e(k) = C+ D1k*+ Dok? e M (k) = M — B1k? — Byk? . Os pardmetros
dependem dos detalhes do material e podem ser determinados ajustando o espectro de

energia do hamiltoniano efetivo com resultados obtidos de célculos ab initio [79, 78].

Os estados da superficie podem ser obtidos projetando o hamiltoniano do bulk nos
estados de superficie. No caso mais simples, onde temos apenas um ponto de Dirac, os

estados da superficie podem ser descritos pelo hamiltoniano
Hyyp = —ihopd -V . (4.60)

onde & sao as matrizes de Pauli caracterizando o spin real dos estados superficiais.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo revisamos a equacao de Dirac, que descreve elétrons relativisticos e
mostramos como ela é utilizada de foram efetiva para descrever portadores de carga no
grafeno e nos isolantes topolégicos. Para o grafeno, a equacao de Dirac efetiva descreve
estados eletronicos de baixa energia, onde existe uma relacao de dispersao linear seme-
lhante a de férmions de Dirac sem massa. Existem dois pseudospins, um relacionado com
as duas subredes na estrutura da rede do grafeno e outro relacionado com os dois pontos
de Dirac na estrutura de bandas. Para os isolantes topologicos tridimensionais, a equacao
de Dirac descreve os estados da superficie, que sao protegidos topologicamente, e diferente

do grafeno, nao existe os pseudospins.
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5 FEquacao de Dirac Efetiva com
Termo de Massa Varidvel

5.1 Introducao

O grafeno tem mostrado grande potencial de aplicabilidade e ¢ considerado como
a base para a nova geracao de dispositivos eletronicos. Como vimos, o grafeno é ca-
racterizado por um gap nulo em seu espectro de energia e um dos requisitos para se
construir alguns dispositivos eletronicos com esse material é a abertura de um gap em
sua estrutura eletronica. Isso pode ser feito de diferentes maneiras, como por exemplo
com dopagem ou devido ao substrato. Com um gap de energia, a relagdo de dispersao se
torna F = +/v%p? + A2, onde 2A é o valor do gap e nds temos agora férmions de Dirac

massivos.

E bem conhecido que as propriedades eletronicas do grafeno sao afetadas por seu
substrato. Por exemplo, um substrato de nitreto de boro hexagonal (h-BN) leva ao apa-
recimento de um gap de 53 meV na estrutura eletrénica do grafeno [33]. O crescimento
epitaxial do grafeno em um substrato de SiC produz um gap de ~ 0,26eV [34]. Outras
propriedades eletronicas importantes do grafeno que dependem do substrato sao a velo-
cidade de Fermi e a mobilidade eletronica. Os resultados dos valores da velocidade de

Fermi no grafeno em diferentes substratos podem ser encontrados na referéncia [35].

Tendo como motivacao todas essas propriedades, nesse capitulo vamos investigar a
estrutura eletronica do grafeno em um substrato formado por uma heteroestrutura pe-
riodica composta por dois materiais diferentes. Na camada de grafeno teremos entao um
salto na velocidade de Fermi e no gap de energia nas posi¢oes correspondentes as juncoes
entre os materiais que compoem o substrato. Com isso, teremos uma equacao de Dirac
efetiva com termo de gap (massa) e velocidade de Fermi dependentes da posigdo para
descrever estados de baixa energia no grafeno. Nos encontramos a estrutura de miniban-

das induzida pelo substrato para um caso geral e mostramos explicitamente os resultados
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para uma heteroestrutura de substrato formada de h-BN - SiC. O grafeno tem sido re-
centemente usado em heteroestruturas [80, 81] com diferentes aplicagoes. No nosso caso
estamos olhando apenas para uma folha de grafeno, onde teremos uma heteroestrutura

induzida pelo substrato.

5.2 0O Modelo

Vamos comecar generalizando o hamiltoniano de Dirac efetivo bidimensional para
estados de baixa energia no grafeno para o caso onde a velocidade de Fermi e o termo de

gap dependem da posi¢ao. Primeiramente escrevemos
[—thvp(2) (020 + 0,0,) + TA(z)0.|v) = Y, (5.1)

onde o; sdo as matrizes de Pauli atuando nas duas subredes do grafeno, vp(x) é a veloci-

dade de Fermi que agora depende da posi¢ao, A(x) é o termo de gap, 7 = +1(—1) para

os dois vales K(K') e o spinor

wB (l’,y)

com A e B representando as duas polarizacoes do pseudospin que correspondem as duas

subredes do grafeno.

Como a velocidade de Fermi e o termo de massa dependem da posicao, eles sao
operadores e nao comutam como o operador momento linear. Portanto, para termos
um hamiltoniano hermitiano devemos considerar a permutagao entre os operadores no

primeiro termo do operador de Dirac efetivo. Dessa forma, Eq.(5.1) pode ser escrita como

—ih <%[vp(:p)8x + axv(x)]ay6y> YT A(z)o) = E. (5.3)
Escrevendo
_~ Ya(z)
v=e thkyy ( ) 5.4
(@) (5.4)

e substituindo em (5.3), nés temos duas equagoes acopladas

1h o 0 .
) v(:v)a—x + 8—$vp(:c)] Ypihv(z)kyp = (B — TA(x))4 (5.5)
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—— lv(x)a% + a%vp(x)] Yathv(x)Kypa = (E+ 17A(2))Ys. (5.6)

Desacoplando essas equagoes, podemos obter

_h_2 g ; E_FE _21}7]{;9 _|_2 ; 24_2
AV o | E—Aa\For TarF) T E—A|l "o P\ E—A\"For "oz F

20k, 2vk, 0 B 41}%2 -

e
_h_2 2 1 E_FE _'_21)7]{33! _|_2 ; E_FE
AV For | Exa\For " ax) "TELA| T o Ex A\ For "oz F

20k, 20k, 0 0 4U2]€Z B
+E + TA] B [E +7A (U% + %U> + E+7A Ya=(E—7A)0A58)

Na proxima segao vamos usar as Eqs.(5.7) e (5.8) para obtermos a estrutura eletronica
do grafeno depositado em uma heteroestrutura periédica de substratos composta por dois

materiais diferentes.

5.3 Grafeno em uma heteroestrutura de substrato

Nesta secao vamos utilizar o hamiltoniano efetivo de Dirac obtido na tltima secao
para descrevermos elétrons em uma folha de grafeno depositado em uma heteroestrutura
periddica de substrato. Na heteroestrutura que estudamos anteriormente, os portadores
de carga sao descritos como sendo particulas livres com uma massa efetiva dependendo
da posicao. Neste novo caso, temos um operador de Dirac efetivo com velocidade de
Fermi e termo de gap variavel, para levar em conta a influéncia do substrato na camada

de grafeno.

Nos consideramos o grafeno depositado no substrato mostrado na Fig.(14). Vamos
primeiramente resolver o caso geral, sem especificar os materiais que compdem o substrato,
obteremos as condi¢oes de contorno na interface e a superrede de minibandas e entao

mostraremos o resultado para o grafeno em uma heteroestrutura de substrato de hA-BN -

SiC.

Como o hamiltoniano ¢é periddico, a fungao de onda satisfaz o teorema de Bloch, entao

Yz +n(a+b)) = eFM () (5.9)
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Ay Ay, v,

Figura 14: A heteroestrutura periédica de substrato. Cada cor representa um material
diferente que ird induzir um diferente valor de gap e de velocidade de Fermi na folha de
grafeno.

V(x4 nla+ b)) = K0y (z) (5.10)

onde K é o nimero de onda de Bloch e n é um inteiro. Devido a isso, podemos reduzir o
problema a célula unitéria 0 < x < a + b [ver Fig.(14)]. Agora precisamos das condi¢oes

nas interfaces v = § e x = § + b.

a
2
Para encontramos as condi¢oes na interface vamos considerar a interface mostrada na

Fig.(15).

Ay, vq Ay, v,

X0 X

Figura 15: Uma interface no grafeno com diferente gap de energia e velocidade de Fermi.

Nesta interface nés temos que

v(x) = v H(zg — ) + voH(x — x0) (5.11)

onde H ¢ a fungdo de Heaviside. Usando as propriedades

f(zo+) + ¥ (z0—)
2

f(@)d(z —xo) = f(x — zo), (5.13)
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F(@)8 (2 — ) = f(zo+) —; f(fb’o—)(sf(x zg) — f'(xo+) ;r f'(zo-)

(r —x0), (5.14)

nés podemos escrever a equagao (5.7) como

47}%«“ " U2 U1 I+ ’— (US B U%) IPE
_ S(r —
E—71A B+<E—7A2 E—TAl)(UQ¢B o )o@ —zo) + E— 1A,
2

Y- ) v3 G Lo (v2 —v1) [ ooty
_'_E—TAl)(S(x x0)+<E—TA2 E—TAl ( B+1/}B)5<x xO)—i_ 2 E—TAQ

M oo B ( Vg B (51 ) V)T + vy B
+E — TA1> 5 <x xO) Qky l E — TAQ E — TAl < 2 5(:’: x(])

+< v i ><w++w>5(:c—xo)+ 20 1//]+ k" U+

E—TAQ_E—TAl 2 E—-1A E—-1A

'UQ'QZ)JF 'Ul’(l)* kQ'UQ 4
+ — —4—Y =——(F+7A 1
ky<v2 o) (E —7Ny  E— 7'151> oz — 20) E— TAw ﬁ2< AU 15)

Integrando (5.15) de zo — € até x + € [ver Fig.15] e fazendo ¢ — 0, nés obtemos

Y403 (E — 1AL + (07 — 010) (B — TA)]

— " [4H(E — TAz) + (vs — vy02)(E — T7Ay)]

Fhy [T = 0T[5 (B = 7A) = v (E — TA)
01097 (Ay — A})] = 0. (5.16)

Para encontrarmos a condi¢ao de contorno para a funcdo de onda, calculamos a
primitiva de (5.15), integramos de zp — € to xy + € e olhamos para o limite ¢ — 0.

A condicao de contorno obtida é dada por

b = Bg (5.17)
onde
5= 8V (E — 7As) + (1103 — v? — 2v109)(E — TA}) (5.18)
O\ 8B — TA) + (110} — 03 — 2um)(E — 7Ay) ) '
Substituindo a condigao (5.17) em (5.16), é possivel escrever
Uy = oty + 95 (5.19)
onde
(40 (E = TAg) + (03 — viv) (B — TAq) (5.20)
-\ 403(E — 7A)) + (v} — v1)(E — TAy '
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e
U2<E — TAl) — U2<E — TAQ) —+ U1U2T<A2 — AI)
= ky(1 2 ! : 21
7 y( * B) ( 4’U§<E — TAl) -+ (’U% — ’Ul’lJQ)(E — TAQ) (5 )
Analogamente, resolvendo para 14, encontramos
— Ul v (5.22)
e
vk =y, (5.23)
onde
4’0%<E + TAQ) + (’U% — ’U1U2)(E + TAl)
=73 5 (5.24)
41}2 (E —+ TAl) —+ (U1 — Ul’UQ)(E —+ TAQ
U2<E —+ TAQ) — U2<E —+ TAl) —+ Ul’UQT(AQ — Al)
= k(1 ! 2 5.25
" y< +6) ( 4’0%(E+TA1> -+ (’U% —’lJl’UQ)(E—'—TAQ) ( )
e
B 8v3(E + 7As) + (1103 — v — 2u109)(E + TAY) (5.26)
A\ 8U3(E +TAL) + (110} — v3 — 20109)(E + 7Ay) '
Entao, o conjunto de condig¢oes de contorno para ¢ g é dado por
at a-—
ve (5 ) =pun(5 ). (5.27)
, (et ’ -
Vg (5 ) = ayp ( ) + s (5 ) ; (5.28)
a
(G (5 + b+) = g ( ) (5.29)
U ( + b+) Vi ( ) B (; +0 ) (5.30)
Yg(a+b) = K@y 5(0) (5.31)
e

Ypla +0) = Ty (0) (5.32)

onde u, v e A tem a mesma forma de 3, o e 7, respectivamente, com a mudanca de v,

por v9, A1 por Ay e vice-versa.

A solucao geral de (5.7) é dada por

Acoskix + Bsin ki, 0<z<g
Yp = ¢ Ccoskyx + Dsin ko, s<r<§+b (5.33)
Ecoskix + Fsin ki, stb<r<a+b
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2 2
E—Az _ k2

onde A, B, C' D, E e F sao coeficientes constantes e k? = 52 it
i

A derivada de (5.33) é dada por

—ki1Asinkix 4+ ¢1 B cos k1x, 0<z<?
P =< —kyC'sinkyx + ¢oD cos kox, s<w<§5+b . (5.34)
—kiEsinkyxz +qFcoskir, §+b<z<a+b

Substituindo a fungao de onda (5.33) e sua derivada (5.34) nas condigoes de contorno

(5.27) - (5.32) nés obtemos um sistema com seis equagoes de onde podemos obter a relagao

cos K(a+0b) = coskjacoskab

T
- 3 _MQZ_; + 51/:—? — %221 sin kya sin kob
1 A
+ = LﬁLﬁ sin kya cos kob
21 k&
1 [a)
+ 5 OZT—ZWL] cos kja sin kob (5.35)

O lado esquerdo da equagao acima limita o lado direito ao intervalo 41, dando valores

permitidos e proibidos para a energia, ou seja, bandas e gaps de energia.

Na realidade, a relacdo (5.35) vai nos dar as minibandas e minigaps induzidas pela
heteroestrutura de substrato na regiao entre F,; e E., como mostra a Fig.(16), onde E.

e E. é a energia minima da banda de conduc¢ao de cada material na heteroestrutura.

EA

ECI U')
3 k)
5 ) g
.9 < .'9_
= ) -S

£, <4 E

X

Figura 16: A banda de conducao dos materiais na heteroestrutura em fungao da posi¢ao
x. Na regiao entre a energia minima da banda de conducao de cada material F.; and E.,
serd induzido minibandas (cinza) e minigaps.

A relagao (5.35) foi obtida da solucao geral e das condigoes de contorno para ¥p.

Teremos uma relagao semelhante a partir de 1,4, mudando apenas os coeficientes das
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condigoes de contorno. Como estamos interessados no movimento na direcao x, podemos
fazer k, = 0. B facil ver que @ e f com 7 = 1(—1) é igual a ¢ e & com 7 = —1(1),
respectivamente. Isso nos diz que precisamos obter apenas duas estruturas eletronicas a
partir relagao (5.35), uma com 7 = 1 e outra com 7 = —1. As energias permitidas serdo
dadas pelas energias permitidas nas duas estruturas de bandas ao mesmo tempo, ou seja,
se um valor de energia é permitido na relacao (5.35) com 7 = 1 e proibido quando 7 = —1,

esse valor de energia serd proibido. Isso se deve ao fato de termos equacoes acopladas
para ¢4 € ¥p.

Considerando uma heteroestrutura de substrato formada de h-BN - SiC, teremos que
vy = 1,49 x 10°m/s, v = 1,15 x 10°m/s, A; = 0,0265¢V e Ay = 0,13eV. Nas Fig. 17,
18 e 19 nos eshocamos na primeira zona de Brillouin o primeiro minigap para diferentes

valores de a e b, onde a e b sdo os tamanhos de cada material no substrato.

T———
0ogsasg | EEV)
0095447
0025446
0.095445 H
0095444
0025443
0095442
0095441
T T T T T T = T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
K(ath)
a=b=1nm

Figura 17: O primeiro minigap na primeira zona de Brillouin para o grafeno em uma
heteroestruutra de substrato formada de h-BN - SiC. Para este grafico consideramos
a =0b= 1nm.

Quando @ = b = 1nm o primeiro minigap serd de 4 x 107%V. Quando b = 1lnm e

a = 10nm, teremos um minigap de 5,6 x 107%eV e para a = Inm e b = 10nm, 3,6 x 10~ *eV.

5.4 Conclusoes

Neste capitulo nos estudamos o grafeno em uma heteroestrutura de substrato formada
por dois materiais diferentes. Esse substrato induz um salto na velocidade de Fermi e no
gap de energia nas posi¢oes correspondentes as jungoes entre os materiais. Com isso,

nos escrevemos a equacao de Dirac efetiva com termo de gap e velocidade de Fermi
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Figura 18: O primeiro minigap na primeira zona de Brillouin para o grafeno em uma
heteroestruutra de substrato formada de h-BN - SiC. Para este grafico consideramos
b= 1nm e a = 10nm.
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Figura 19: O primeiro minigap na primeira zona de Brillouin para o grafeno em uma
heteroestruutra de substrato formada de hA-BN - SiC. Para este grafico consideramos
a = 1nm e b = 10nm.
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dependentes da posicao, levando em conta que o operador de Dirac deve ser hermitiano.
Nos usamos essa equagao para encontrar a estrutura de minibandas no grafeno. Nos
esbogamos na primeira zona de Brillouin o primeiro minigap para um substrato formado
por h-BN - SiC. No6s mostramos trés situagoes diferentes, variando o tamanho de cada
material no substrato. Como heteroestruturas tem uma grande variedade de aplicagoes
na eletronica, nossos resultados aqui apresentados mostram uma nova possibilidade para

utilizar o grafeno na criagdo de dispositivos eletronicos.
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6 Dinamica em um referencial
girante

6.1 Introducao

Os efeitos da rotacao em particulas quanticas foram estudados tanto teoricamente
quanto experimentalmente. Em 1979, por exemplo, Werner, Staudenmann e Colella [82]
mediram uma fase na funcao de onda de néutrons devido a rotacao da Terra. Essa mesma
fase foi estudada teoricamente por Aharonov e Carmi [83, 84] e Anandan [85]. Embora
os efeitos nao-inerciais devido a rotacdo em particulas quanticas tenham sido previstos
e verificados experimentalmente, muito pouco se tem feito em relacao a um portador de
carga em um meio material girante. Para investigarmos os efeitos da rotacao, precisamos
primeiro estudar a dindmica de uma particula em um referencial girante. Neste capitulo

vamos fazer esse estudo para uma particula classica, quantica e relativistica.

6.2 A Hamiltoniana de uma particula classica

A lagrangiana geral para uma particula em um referencial arbitrario, ndo necessaria-
mente inercial, é dada por [86]

1 . 1 = ,
L:émﬁQ—l—mU-(Q><'F)+§m(Q><F)2—mW~'F—U, (6.1)

onde U ¢ a energia potencial. O segundo e o terceiro termo na lagrangiana acima surgem
quando temos um referencial K girando com velocidade angular €2 em relagdo a um
referencial inercial K. O pentltimo termo aparece quando estamos em um referencial K’

que se move com velocidade V' em relagao ao referencial inercial K, onde

—

. dV
_a 2
W= (6.2)
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Como estamos interessados em estudar uma particula classica em um referencial girante

(V' =0), a lagrangiana nesse referencial serd dada por
1, L= =,
Lzémv +mv-(Q><f')+§m(Q><r) -U. (6.3)

Substituindo a Lagrangiana (6.3) na equagao de Euler-Lagrange

d (0L oL
JE— —_— _——_— .4
dt (817) or 0, (6:4)
obtemos a equacao de movimento dada por
dv ds2 - - -
md—z:mfxa+2m17x9+m9x(?x9)—%. (6.5)

Podemos ver que existem trés forcas inerciais devido a rotacao. A primeira forca dada
por mr X o) /dt sera diferente de zero apenas quando a velocidade angular variar com
o tempo. Quando a rotacao for constante, ela serd nula. Essa forca é chamada de forca
de Euler. A forca dada pelo termo 2muv x O é chamada de forga de Coriolis. Essa forca
depende da velocidade da particula. Se a particula esta em repouso no referencial girante,
essa forca serd nula. A terceira forca inercial dada por m$ x (7 x ) é chamada de forca

centrifuga.

Vamos considerar o caso onde temos uma velocidade angular constante, ou seja, a

forca de Euler sera zero. Nesse caso, o momento canonico serda dado por

I .
ﬁ:%:mﬁer(Qxf'). (6.6)

Como a hamiltoniana é dada por H = p'- ¥ — L, obtemos

1 ., 1

H = gMu” — §m(ﬁ x )2+ U, (6.7)

B!

para uma particula em um referencial girante.

A velocidade v da particula relativa ao referencial K que gira uniformemente esta

relacionada com a velocidade v relativa ao referencial inercial K, por

Ugp=U+ QX7 (6.8)
O momento linear (6.6) da particula no referencial K é, portanto, o mesmo que o momento
Po = muy no referencial Ky. Da mesma forma, o momento angular L = 7 X p'é o mesmo

nos dois referenciais. Contudo, a energia nao é a mesma. Substituindo (6.8) em (6.7)
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temos que

1 o
H=-mit2+U—-miy - (Qx7), 6.9
2 0

que podemos escrever co1no

H=Hy—Q-L. (6.10)

A relacao acima nos déd a lei de transformagao na energia quando estamos em um refe-

rencial girante com velocidade angular constante.

6.3 O Hamiltoniano para uma particula quantica

O operador hamiltoniano quéntico pode ser escrito da mesma forma da fung¢ao hamil-
toniana classica obtida na se¢ao anterior, escrevendo apenas o momento linear e angular
como operadores quanticos. Outra forma de obtermos o operador de energia de uma parti-
cula quantica em um referencial girante é fazendo uma analogia com o eletromagnetismo.

A forca de Lorentz é dada pela soma da forca elétrica e magnética, que sao dadas por

F,. =qE (6.11)

—

Fipag = ~(7 x B) , (6.12)

oI

onde F e B sao os campos elétrico e magnético, respectivamente, e ¢ é a carga elétrica

da particula. Das equacoes de Maxwell temos que
V-B=0. (6.13)

Isso implica que podemos construir um campo vetorial ff, que é chamado de potencial
vetor eletromagnético, tal que
B=VxA. (6.14)

Se consideramos que o campo magnético nao varia com o tempo, podemos escrever tam-
bém que
VXxE=0. (6.15)

Isso significa que existe uma funcao escalar ¢, chamada de potencial escalar eletromagné-

tico, tal que

—

E=Vé¢. (6.16)
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Por fim, o hamiltoniano de uma particula quantica de carga ¢ na presenca de um campo

eletromagnético é dado por

1 ,
H=—(5—qgA)? . 1
Qm(p qA)” +q¢ (6.17)

Da mesma forma como escrevemos o hamiltoniano acima, podemos obter o hamil-
toniano para uma particula de massa m em um referencial girante. As forcas inerciais,

quando temos uma velocidade angular constante, sao dadas por

—

Fron = —m€ x (O x 7) (6.18)

—

Fopr = 2m(7 x Q) . (6.19)

Considerando €} como um campo constante,

V-Q=0, (6.20)
existe um potencial vetor inercial a@ tal que,

Q=Vxa, (6.21)

onde
1 -
= 5((2 X 7). (6.22)

Sl

Como a forga centrifuga é conservativa, existe um potencial escalar centrifugo tal que

—

Foop = —mVV | (6.23)

onde

1 -
V= —ém(Q x 7)? . (6.24)

Desta forma, podemos escrever o hamiltoniano para uma particula quantica em um refe-

rencial girante na forma

1
H=—(p—2mad)? 2
2m(p ma)® +mV (6.25)

Substituindo o potencial vetor inercial e o potencial escalar centrifugo e expandindo o

quadrado no hamiltoniano acima, temos que

1 o2
H = %pQ—p‘(QXF)
]_ 2 — —
= —p?—-Q-L 6.26
5D , (6.26)

onde L é o momento angular orbital. Como esperado, obtemos o hamiltoniano escrito na
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mesma forma da hamiltoniana classica.

6.4 O Hamiltoniano de Dirac Relativistico

O Principio de Equivaléncia, da Relatividade Geral, nao distingue campo gravitaci-
onal de referencial acelerado (ou nao inercial). Na relatividade geral, os efeitos inerciais
e gravitacionais sao expressados por uma métrica e uma conexao em um espago-tempo
curvo. Para obtermos o operador de Dirac para uma particula relativistica em um referen-
cial girante, vamos comegcar escrevendo o elemento de linha em coordenadas curvilineas.
A transformacao de coordenadas de um referencial inercial para um referencial girante é
dado na forma

di" = dF + (9 x 7)dt (6.27)

Portanto, o elemento de linha em um sistema de referéncia girante é dado por

ds?* = Gudxtdx”
= [+ (Q x 7)dt? + 2(Q x 7)dtdF + di? (6.28)
Dessa forma, a métrica se torna
—144d% uy u, u,
G = e LU0 (6.29)

u, 0 0 1

onde =
Qx7r
U= (6.30)
c
Podemos construir uma base local ortonormal de 1-formas {0* = ejdz"}, onde e}, é

chamada de tetrada. A tetrada relaciona a base de coordenadas curvilineas {dxz*}, que é
chamada de base coordenada e ¢ denotada pelos indices gregos, com a base local plana
{6°}, que é chamada de base nao-coordenada e nés denotamos com os indices latinos.

Para cada ponto no espago-tempo descrito pelo elemento de linha (6.28),

G = nabeZeg (6.31)

onde 1y, = diag(—1,1,1,1) é a métrica de Minkowiski. Isso nos diz que toda a informagao
acerca da geometria estd contida nas tetradas. A relagdo acima expressa o tensor métrico

do espago curvo em termos da métrica local de Minkowiski do espaco tangente.
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A equacao de Dirac em um espago-tempo curvo é dada por
[ihy*ef (0, — T') +mel v =0 (6.32)

onde
1 a
Ty = g9 s7e: 7] (6.33)

é a conexao de spin na sua representacao spinorial. O nome conexao de spin é devido
ao fato de que ela pode ser usada para tomar a derivada covariante de spinores. Quando
introduzimos a conexao de spin, a derivada covariante da tetrada deve ser escolhida como
sendo nula, isto é,

Ve, =0ue " — F;\We)\“ +w,” el =0, (6.34)

onde Fi‘w ¢ a conexao afim, definida como

1
I, = 59" (009 + Oulor — OoGuv) - (6.35)

2
Podemos entao escrever os coeficientes da conexao de spin como

A partir das Eqgs.(6.29) e (6.31) podemos obter a tetrada como sendo

1 000
—u; 1 00
= (6.37)
—u, 0 1 0
—u, 0 0 1
A inversa da tetrada sera dada por
1 000
. 1 00
=" (6.38)
u, 0 1 0
u, 0 0 1
Os coeficientes da conexao afim sdo obtidos das Egs.(6.29) e (6.35) como sendo
g =T% =T, =T =0, (6.39)
T = S5 gy, T, = — (6.40)

onde os indices 7,7,k = 1,2,3. Com as tetradas e os coeficientes da conexao afim, podemos
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escrever a conexao de spin como [87]

i% - )
2¢

Ty = I=0. (6.41)

onde ¥ é o operador de spin para um spinor de quatro componentes definido como

; 70
st (6.42)
2\ 0 ¢

Dessa forma, o hamiltoniano relativistico de Dirac em um sistema de referéncia girante é
escrito como

H=pme+ca p—Q-Fxp+3). (6.43)

Na mecanica classica, as forgas inerciais para um referencial girante sao descritas adici-
onando o termo €2 - (7 x p). Para o operador de Dirac obtido acima, temos um termo

adicional () - f, que é chamado de acoplamento spin-rotagao [88, 89].

6.5 Conclusoes

Neste capitulo revisamos a funcao hamiltoniano de uma particula cldssica e os ope-
radores correspondentes para o caso quantico e relativistico em um referencial girante.
No caso classico e quantico, a rotagao adiciona ao hamiltoniano um acoplamento entre
a rotagdo e o momento angular orbital. No caso relativistico, onde o spin das particulas
aparece naturalmente, temos o acoplamento da rotagao com o momento angular total,
que é a soma do momento angular orbital com o de spin. Nos proximos capitulos vamos
usar esse resultado para investigarmos os efeitos da rotacao na estrutura eletronica de

alguns materiais.
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7 Nanotubo de Carbono Girante

7.1 Introducao

Desde a sua descoberta, em 1991 por Iijima [23], os nanotubos de carbono tém atraido
muita atencao devido as suas interessantes propriedades eletronicas e de transporte. Tais
materiais possuem muita flexibilidade, porém nao se quebram facilmente sob a acao de
deformagoes mecanicas. Na Fig.(20) temos uma ilustragao de um nanotubo de carbono.
Um nanotubo de carbono é uma rede hexagonal composta de carbono, isto é, uma fo-
lha de grafeno, enrolada formando um cilindro de didmetro nanométrico e comprimento

micrométrico.

Figura 20: Nanotubo de carbono com borda zig-zag.

Em 2002, Krél e Sadeghpour [31] mostraram que luz polarizada pode induzir uma
rotacdo com frequéncias de GHz em nanotubos. Neste método, o momento angular de
fotons infravermelhos sao transferidos para os fonons do nanotubo induzindo uma rotagao
muito rapida. Possiveis aplicagoes deste método para girar microdispositivos também
foram estudados neste trabalho. Outros trabalhos posteriores estudando a rotacao em
nanotubos de carbono foram feitos, dos quais podemos citar [90, 91]. Motivados por estes
resultados, nos estudamos o efeito da rotagao na estrutura eletronica do nanotubo de

carbono.
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7.2 Espectro de energia para o nanotubo girante

Fazemos uso do modelo continuo obtido nos capitulos anteriores para estados eletroni-
cos de baixa energia no grafeno. Um modelo continuo simples para o nanotubo de carbono
consiste em escrevermos o hamiltoniano de Dirac efetivo para o grafeno em coordenadas
cilindricas e impormos condi¢oes de contorno periddicas na direcao circunferencial, lem-
brando que esse modelo s6 descreve nanotubos de carbono metélicos. Esse modelo foi
usado em [30], onde o espectro de energia para o nanotubo de carbono foi obtido. Desta

forma, o hamiltoniano efetivo é escrito como

h
H = —ilwpo,d, — %ayad, . (7.1)

Vamos considerar que o nanotubo gira em torno do eixo z, isto é, {2 = (22. Portando, con-
siderando que temos o hamiltoniano de Dirac em duas dimensoes, a rotagao ird adicionar

o termo

Hrot — —QLZ - QSZ« (72)
onde S, é o operador de spin real. A equacao acima pode ser escrita como

h
Hrot = ’tha¢ — EQSZ (73)
onde s, é a matriz de Pauli atuando no spin real, em contraste com o, e o, na Eq.(7.1)
que atuam no pseudospin relacionado com as duas sub-redes do grafeno. Como a matriz

s, aparece apenas neste termo, podemos diagonalizar o hamiltoniano e escrever

h HQ)
H = —ilwpo,d. — %ay&ﬁ +ih00, — T‘S (7.4)

onde s = +1(—1) para spin real up(down). Com ¢ = (¢4 )T, temos duas equagoes

acopladas dadas por

— ithup <8Z — %) VB + ihad)i/JA — %Q/JA = Eyy, (75)
0, h$2
— ZhUF <8Z -+ %) wA -+ zh8¢1/13 — TSQ/JB = E’QDB . (76)

Com o ansatz
Ya=e"u(z), Y =e"(z) (7.7)
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as equagoes acopladas serao escritas como

h$2
—ihvp (82 + %) v= (E + TS + th) u (7.8)
h$2
—ihvp (82 — T)u = (E + th)v , (7.9)
R 2
onde m = 0,+1,+£2,... . Desacoplando as equagoes acima, temos que
he i
9 9 m m s
_ = —|v=E+— @) 1
th(ﬁz R)(az—l—R)v ( + + I m)v (7.10)
e
hQs i
_ R2y2 m M= s
h v, (82 + R) (82 R)u (E+ 5 +th> u (7.11)

A solugao para as equacoes acima é do tipo onda plana. Portanto, temos que
u(z) = ™, w(z) = e (7.12)

O espectro de energia é dado por

B = thop k2 + " pofm S (7.13)
— F R2 2 . .

Quando 2 = 0, nés recuperamos o espectro para o nanotubo estatico que foi obtido em
[30]. A contribuigao da rotacao é um deslocamento no espectro de energia de ~AQ(m + 3).
Temos também uma quebra na degenerescéncia de spin, semelhante ao que acontece no

efeito Zeeman.

7.3 Conclusoes

Neste capitulo nés usamos um modelo continuo simples, onde escrevemos o hamiltoni-
ano efetivo de Dirac para estados eletronicos de baixa energia no grafeno em coordenadas
cilindricas e colocamos condi¢oes peridédicas de contorno na direcao ¢, para obtermos o
espectro de energia para um nanotubo de carbono girante. Os niveis de energia variam
linearmente com a rotagao, fazendo com que a rotagao induza um deslocamento na energia
dos estados eletronicos. O acoplamento spin-rotacao funciona como a interacao Zeeman,

induzindo uma quebra na degenerescéncia de spin sem a presenca de campo magnético.
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8 Fulereno girante na presenca de
campo magnético

8.1 Introducao

Desde a sua descoberta em 1985 [16], o fulereno tem recebido grande atengao devido
as suas propriedades e aplicagoes em diversas areas. O fulereno Cgg nao é o tinico fulereno
que existe, mas é o que apresenta a maior simetria, é o mais estavel e abundante, e é
ele que iremos estudar. O Cyy tem um didmetro de aproximadamente 1 nandémetro. B
formado por 20 hexagonos e 12 pentagonos e em cada vértice tem um atomo de carbono
(ver Figura 21). O fulereno tem potencial de aplicagbes na bioquimica e medicina como:
atividade antiviral, atividade antioxidante e de armadilhas de radicais livres, transporte

de drogas de efeito radioterapico e contrastes para diagnostico por imagem, entre outras.

Figura 21: Fulereno Cyg

Uma das caracteristicas mais interessantes das moléculas Cg ¢ que elas giram [19, 20].
O fulereno soélido, ou fulerite Cgg, é feito de moléculas girantes. Abaixo de 249K ele tem
uma fase orientacionalmente ordenada reminiscente de um ferromagnético ou de um cristal
liquido nematico. Entre T, = 250 — 260K ele apresenta uma transicao de primeira ordem
para uma fase orientacionalmente desordenada semelhante a um paramagnético ou um

cristal liquido isotrépico. Na temperatura ambiente, a estrutura ctbica de face centrada
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do fulerite tem, em cada célula unitaria ctibica, quatro moléculas girando livremente com
frequéncias em torno de [92] 10 Hz. Essa rdpida rotagao tem importantes consequéncias
nas propriedades nanotribol6gicas das superficies cristalinas do fulerite [93], nas interac¢oes

entre as moléculas de Cgo [94] e nas propriedades eletronicas do cristal [95].

Embora a rotagao seja muito importante para a determinacao das propriedades fisicas
do Cg, poucos trabalhos [21, 96] foram publicados estudando sua influéncia nas propri-
edades eletronicas da molécula. Existem varias teorias para se estudar as propriedades
eletronicas do fulereno, e podemos dividi-las em trés grupos. O primeiro inclui métodos
empiricos como gas de elétrons livres e calculos tight-binding. O segundo é o método
ab initio, com anéalise numérica. O terceiro grupo considera o modelo continuo. Embora
a descricao continua seja limitada a elétrons préximo do nivel de Fermi, ela apresenta
atrativos muito interessantes. Primeiramente possibilita o estudo de grandes fulerenos,
onde a andlise numérica se torna dificil. Também revela a fisica de longas distancias,
o que ¢é de grande importancia para varias nanoparticulas de carbono. E finalmente, o
modelo continuo elucida efeitos topologicos como fase Aharonov-Bohm e niveis de Landau

andomalos devido as disclinagoes.

Noés investigamos a influéncia da rotagdo no espectro de energia do Cygy utilizando o
modelo continuo. Nés recuperamos o resultado obtido em [21], onde foi mostrado por
métodos aproximativos que a rotagao provoca um deslocamento na energia proporcional
a velocidade de rotacao da molécula, e também mostramos que a rotacao introduz uma
separagao dos niveis de energia tipo Zeeman. Os modos zero preditos para o caso estatico
[18, 17, 97] nao mais existem. No modelo continuo a estrutura da rede desaparece e os

pentagonos do Cygp sao simulados por fluxos de calibre ficticios.

8.2 O Modelo Continuo para o Fulereno Girante

O nosso ponto de partida é o fato de que, para estados eletronicos proximos dos pontos
de Dirac, o espectro de energia do grafeno pode ser obtido a partir de uma equacao de

Dirac efetiva de (2 4+ 1) dimensoes

— thvpo" 0, (r) = Ev(r), (8.1)

onde o# sdo as matrizes de Pauli (u = 1,2), vp é a velocidade de Fermi e ¢ = (¢4, 95)7

é a funcdo de onda que representa o pseudospin, que sao as duas subredes A e B.
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Além do pseudospin, ainda temos outra entidade tipo-spin devido ao fato de termos
dois vetores independentes, l?+ =KeK. =-K , que geram a mesma relacao de dis-
persao linear (8.1). Esse grau de liberdade é chamado de K-spin. O produto tensorial
entre os dois espagos de “spin” gera um espago de dimensao quatro definido pela base
|K+A) e |[KiB). Portanto, cada funcido de onda ¥4 e 1 terd duas subcomponentes
relacionadas com os dois pontos de Dirac: ¥4 = (Y4, 5 )T e g = (WhT, vh )T, As
matrizes de Pauli que atuam na parte K da funcdo de onda serdao denotadas por 7. O
K-spin desempenha um importante papel nos fluxos de calibre ficticios relacionados com

a existéncia de pentagonos nas moléculas de Cyp.

r T

~
<

)

{HH
<LK
Dalin®

T

Figura 22: Corte de uma segao angular de 7/3 de uma folha de grafeno. Conectando as
ligacoes soltas dos dois lados OA e OB é obtido um cone com um pentagono no vértice.
Os circulos cinza e preto representam as subredes A e B, respectivamente.

~
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Para transformar uma folha de grafeno em uma molécula de Cyg é necessaria a introdu-
¢ao de curvatura na sua estrutura hexagonal planar. Se nés cortarmos uma se¢ao angular
de m/3 do plano e juntarmos as ligagoes pendentes dos lados opostos [ver Figura(22)],
um cone ¢ criado com um pentagono no seu vértice. Os pentagonos sao defeitos, chama-
dos de desclinagoes. No limite continuo, cada desclinacao carrega uma singularidade de

curvatura [98]
Ry, = Xo(2)d(y), (8:2)

onde A\ é o angulo que caracteriza a se¢ao angular removida, que no caso de um pentagono

é /3 e 0 é a fungao delta de Dirac.

Para se obter o formato esférico, é necessario a introducao de 12 pentagonos simetri-
camente arranjados. O resultado é o Cgy que, no limite continuo, tem 12 singularidades

de curvatura que integradas dao a curvatura da esfera. Essas singularidades de curvatura



79

atuam como tubos de fluxo dando origem a uma fase tipo Aharonov-Bohm [99, 100].
Portanto, os fluxos geométricos levam em consideracao a origem topologica dos defeitos

e devem ser incluidos na equagao de Dirac(8.1).

Desclinacoes sao caracterizadas pelo vetor de Frank ©;. Na teoria geométrica de
defeitos [101] a curvatura associada a desclinagdo é a densidade areal dos vetores de
Frank, tais que

Qi — / / da A da'R,7, (8.3)

com

C"‘)i = El'ijjk. (84)

i

O tensor de curvatura, em termos da conexao w, ", é

k

R, = 0w, —w,fw,’ — (uev). (8.5)

Como nds temos um sistema bidimensional, as rotagoes sao restritas ao subgrupo SO(2),
que é Abeliano. Isso implica que os termos quadrados em (8.5) vao a zero e o tensor de
curvatura pode ser visto como o rotacional da conexao. Dessa forma, o vetor de Frank é
dado por

Qi — 7{ dat', V. (8.6)

Usando (8.2), (8.3), (8.4) e A = % nds obtemos

CHE= (8.7)

T
3
Equivalentemente, na teoria de calibre das desclinagoes [102] o vetor de Frank é obtido a

partir de um fluxo de calibre Abeliano ou, pela integral do seu potencial vetor W,
3 T
0* = %dm“WH =% (8.8)

analogo a (8.6), o que d4 uma interpretacdo geométrica para o o campo de calibre W,.
O proéximo passo ¢ a inclusao do campo de calibre Abeliano W, na equacao de Dirac via

acoplamento minimo.

Um segundo e terceiro campos de calibre sao necessarios para fixar o salto na funcao
de onda de um cone quando ¢é feito uma volta em torno do seu vértice. Como é possivel
ver na Fig.(22), a alternincia entre as subredes cinza e preta do grafeno terao uma des-
continuidade apos a secao angular ser removida e as ligacoes soltas serem ligadas. Atomos

cinza serao conectados com atomos cinza quando a juncao for feita. A funcao de onda
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adquire uma fase quando passa por uma juncao de atomos da mesma subrede quando é
dada uma volta em torno do vértice do cone. Para fazer essa descontinuidade desaparecer,
essa fase deve ser removida. Isso é feito com a ajuda de campos de calibre nao-Abelianos
ficticios w,, e a,, que sao estabelecidos de forma a compensar as fases na funcao de onda.

Os fluxos produzidos por esses campos sao

%dz“wu = —%03 (8.9)

%d:c“aﬂ = 372, (8.10)

onde as integrais devem ser computadas ao longo de um caminho fechado ao redor do

3 2

vértice O na Fig.(22). Note que ¢° é a matriz de Pauli usual atuando no pseudospin e 7

é também a matriz de Pauli, mas desta vez atuando no K-spin.

O campo w,, € puramente geométrico. De fato, ele é a conexao spinorial, que ¢é parte da
derivada covariante em coordenadas curvilineas. Esse campo serda naturalmente incluido
na equacao de Dirac de uma esfera e portanto ndo tem contribuicdo para o fluxo total.
Cada uma das 12 desclinagoes do Cg contribui com um fluxo de cada tipo, (8.8) e (8.10).
Para considerarmos todos esses fluxos discretos na equacgao de Dirac substituimos todos
eles por seus valores médios em toda a esfera. Isso é feito substituindo todos os fluxos pelo
fluxo de um monopolo ('t Hooft-Polyakov) no centro da esfera [97, 17, 18]. A estrutura
eletronica do Cgg no regime de baixas energias deve ser obtida resolvendo a equagao de

Dirac na esfera incluindo o campo de um monopolo.

Para definirmos um spinor em um espaco curvo nds precisamos construir a base or-

o 5 . . <
tonormal {e, = e*,e,}, onde e, ¢é a tetrada e satisfaz a seguinte relagao

G = e“uebynab . (8.11)

{e,} é chamada de base nao-coordenada. N6s vamos utilizar indices latinos a, b, ¢, ... para

denotar a base nao-coordenada e indices gregos u, v, A, ... para a base coordenada.

Para termos uma acao invariante sobre uma transformacao local de Lorentz, temos que
substituir a derivada ordinaria por uma derivada covariante, onde a derivada covariante
é dada por [103]

Vo = e, '[0, + Qv (8.12)

com

Q, = —w“ub[%,%] ) (8.13)
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(1, é a conexao de spin na representacao spinorial e surge quando usamos a base nao-
coordenada. O nome "conexao de spin"vem do fato de que ela pode ser usada para tomar
derivada covariante de spinores, o que é impossivel de se fazer utilizando coeficientes de

conexao convencionais.

A derivada covariante da tetrada deve ser nula, isto é,

v

Ve =0ue," — Ffwe/\“ +w?, el =0. (8.14)

Agora, é facil ver que os coeficientes da conexao de spin sao dados por

w“ub = eyae’\bfz)\ — eN0ue” . (8.15)

Na esfera S? nés temos que g, =diag(1l,sin?0) e ", =diag(l,sin"'0) e em duas
dimensoes as matrizes de Dirac se reduzem as matrizes de Pauli: (v',~?) — (04,0,).

Portanto, nés podemos verificar que os coeficientes da conexao nao nulos sao
w?, ' =cosf = —w' ? (8.16)

e entao

o =

1
Q, = —52' cosfo, . (8.17)

Desta forma, o operador de Dirac na esfera S* é dado por[104]

0y . (8.18)

t 6 h
H = —hvpo, <3g + «© ) _ 1oy

2 sin 6

Como a carga elétrica, que é ﬁ vezes o fluxo do campo elétrico através de uma

superficie fechada encobrindo-a, a carga do monopolo pode ser obtida das expressoes

(8.8) e (8.10), respectivamente:

1 s
=—-12-—=1 8.19
aw A 3 ) ( )
para o campo W, e
LTl (8.20)
Jo =y 72 T o '

para o campo ay,.

Em coordenadas esféricas o campo W, é dado por [97]

Wy =0, W, = gw cos 0 (8.21)
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e o campo nao-Abeliano a, por [97, 17, 18]
ag =0, a, = g, cos O7°. (8.22)

Portanto, a equagao equivalente a Eq.(8.1) para o Cg é [97]

—ihvp[ Oy <8g+602t€>

Ty

+

a—'-4W] — Ey. 8.23
Sine( o —ida, — iW,)| ¥ (0 ( )

Considerando o eixo de rotagdo na direcao z, a rotacao no fulereno ira adicionar o
termo

Hrot - _QJz 5 (824)

onde

J. = —ihd, + S, (8.25)

é a componente z do momento angular total. A expressao acima nao é tao ébvia quanto
se parece. O momento angular orbital é obtido do momento mecanico 7 como L=7xA.
Para uma particula de carga ¢ se movendo na presenca de um campo magnético ordinario,
T =p— %ff, onde A é o potencial vetor associado ao campo magnético. Para uma particula
se movendo na presenca de um campo magnético de um monopolo de carga g, o operador
[ = 7 & nio é o momento angular, pois ele nao obedece as relagoes de comutacao usuais
para o momento angular, que devem ser respeitadas para garantir a sua conservacao. Para
resolver isso, ¢ necessario adicionar um momento angular devido ao campo magnético do
monopolo [105], —gh#. Da mesma forma, monopolos nao abelianos contribuem para o

momento mecanico via acoplamento minimo pois carregam momento angular em seus

campos [106]. Desta forma, nés temos [18, 97]
: 1 : :
J,= — ih (Qa ~1 (04, 0y] cosl —ia, — ZWW)
h
+ 50 €8 0 + hg,7? cos @ + hgy cos + S, . (8.26)

Levando em conta (8.21) e (8.22) e o fato de que [0, 0| = 2i0,, podemos obter (8.25).

Considerando ainda um campo magnético na diregao B = ByZz, a interagdo Zeeman
sera dada por
HZ = g,uBBOSZ (827)

onde g é o fator g (para grafeno g = 2 [107]) e ug = eh/2m é o magneton de Bohr.
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8.3 Estrutura Eletronica

O operador de Dirac para o fulereno girante na presenga de um campo magnético

uniforme na direcdo z é dado por

60\ ik
= —inura, (00+ 57 - e

) (0, — iAcosf —iBsin®)

sin 6
hQ)

+ ih0d, — 57 +gupBos, (8.28)

onde A = £(al,+W,)/cosf = £1/2,£5/2, B = By/2 e s = +1(—1) para spin up(down).

Escrevendo
s e [ ug(0)
= = A =0,%1,£2, ... 8.29
' (¢> ;ﬁ(me)) o

nos teremos duas equagoes acopladas para u, e v, dadas por

—thvp <89 + [% — A] cot 0 + ,69 - B) Uy

sin
hQ
= <E + (hQY + 87 — g,uBBos> Up (8.30)
e
1
—hup <89 + {— + A} cot — — + B) om
2 sin ¢
hQ

= <E + (hQ2 + ST - guBBos> Vg (8.31)

A equacao desacoplada para u, com x = cosf é

(E—Ax)2+i+A—£x+2B(£—Aa;)

lamu — 240, —

1—a2 V1—2a2
_BQ]W: l — é <E+€h9+?—g,u3303>2+i Up . (8.32)
Olhando para os limites assintoticos podemos escrever
ue = (1 —2)"(1+x)"u(x) , (8.33)
onde
uz%'f—A—%,y:%‘EJrAJr%‘. (8.34)
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Substituindo (8.33) em (8.32), nés obtemos a seguinte equagao para ()

(1 — 2307, + [2(v — p) — 2(p + v + 1)2]0,7,

1, 5 1 2B(( — Ax)
+[ 2uy — o — v 2(€ A+4 A) + N
2
9 shQ2 1 _
—B*+ oy (E—l—ﬁhQ—i—T—g,uBBos> ~1 u=0. (8.35)

Vamos analisar duas situacoes diferentes. Primeiramente vamos estudar o caso onde
temos apenas rotagao, e portanto, vamos fazer B = 0 na Eq.(8.35). Posteriormente

vamos resolver o problema completo.
Primeiro caso: B = 0.

Com B =0, a Eq.(8.35) fica

(1 — 20T + [2(v — p) — 2(u + v + 1) 2] 0,70 + (—2uv — p — v—

1,, 5 1 1 shQ\? 1) _
——(F=-A*+-—-A)+—== | FE Q4+ —1 — - =0. :
2(6 +7 )+v%h2< + (hQ) + 5 K 0 (8.36)
E possivel escrever a Eq.(8.36) na forma
2(1 = 2)2% + [c — (a + b+ 1)2]0,7, — abi, = 0 (8.37)

onde

N

1 1 9 9
a = _+/~H‘V—_(4M (4+8v)u + 4v —1—41/—1—1—0—404)

2 2
1 1 1

- §—|—M+y+§(4u2(4+81/)u+41/2+4y+1—0—404)2

c = 2v+1 (8.38)
Lol

z = —+=zz
2 2

e nos definimos

1 1
a = —2,u1/—u—1/—§(€2 A2+4—A)+
1 shQ\* 1
E+hQ+—] —-—. :
+v%h2< U+ = ) ; (8.39)
A solugao da Eq.(8.37) é
Ty =C1 oFy(ab;c;2) + Coz ™% Fi(a+1—cb+1—¢2—c2) (8.40)

onde C] e (5 sdao constantes de normalizagdo e o F) é uma fungdo Hipergeométrica.
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A nossa funcao de onda precisa ser de quadrado integravel. Portanto, a série hiper-
geométrica tem que ser convergente. Isso ird acontecer para valores arbitrarios de a, b e ¢
quando —1 < z < 1, e para ¢ > a + b quando z = 1. Como —1 < z < 1, nds temos que
0 < z < 1. Dessa forma, para termos convergéncia da série, a condi¢ao ¢ > a + b deve ser

satisfeita.

Podemos ver que

a+b=1+2u+2v>c (8.41)
pois i1 é uma constante positiva. Assim, a condi¢ao de convergéncia nao é satisfeita.

Este problema é resolvido quando definimos a = —n, onde n é um inteiro. Essa
escolha garante que temos uma soluc¢ao polinomial de grau n. A partir dessa condi¢ao

obtemos o espectro de energia para o fulereno girante, que é dado por
\2 1/2 5
Eﬁ?@,szﬁvFKnvLquwrQ) —A—Aﬂ — (£+§) heY . (8.42)

Quando 2 = 0 em (8.42), nds teremos o espectro de energia encontrado em [97] para

o fulereno no modelo continuo sem rotacao.

A rotacao adiciona dois termos no espectro de energia. O deslocamento na energia
dado pelo termo —/¢hS2 ja havia sido calculado em [21], onde o espectro do fulereno girante
foi obtido a partir da fase Aharonov-Carmi [83, 84]. O outro termo dependente da rotagiao

surge naturalmente no modelo continuo, pois ele vem do acoplamento spin-rotacao.

Desacoplando as Eqgs.(8.30) e (8.31) para vy, analogamente como foi feito para wuy, nés

podemos escrever

ve = (1 — 2)(1 4 2)°T(z) , (8.43)
onde
1 1 1 1
)\:é‘ﬁ—A+§,p:§‘f+A—§ (8.44)

e obtemos outro espectro de energia dado por

2 1/2
1
EL), = hor Kn At 5) —A- AQ] - (e + g) hQ. (8.45)
Os espectros (8.42) e (8.45) tém que ser o mesmo, isto é, a condigao Eflu) = Eﬁfg

deve ser satisfeita. Existem duas possibilidades para isso acontecer. A primeira é quando

p+v = A+ p. Neste caso, os valores possiveis para £ sao |¢| > ||A] 4+ 1/2|. O espectro de
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energia se torna

1/2

1 2
EwﬁzhleLHm+§> —A—WP] —<£+g)m2 (8.46)

e as auto fungoes sao dadas por

u= (1 —2)*(1+2)"[Cy 2F1(—n,b;c; 2)
+Co2 R (—n+1—cb+1—¢2—¢;2)] (8.47)

v = (1—2)*1+2)°[Cy JFi(—nb;c;2)
+Co R (—n+ 1=V +1—¢32—¢;2)], (8.48)

onde ¢’ e b/ tem a mesma forma de ¢ e b mudando apenas p por A e v por p.

A segunda possibilidade é quando

Emﬁz—@+§ym, (8.49)

o que faz com que o lado direito das Eqgs.(8.30) e (8.31) va pra zero. Neste caso, os valores
possiveis para £ e n sao determinados por || < ||A|—1/2] e n = 0. Sem a rotagao existem
modos zero. A rotac¢ao remove os modos zero e separa os estados com spin opostos. As

autofuncgoes para este caso sao dadas por
up =0, v,=C(1—2)M1+ ). (8.50)

Como A = 3k+1=—1/2,5/2 e nés temos que |¢| < ||A|—1/2|, entdo, quando A = —1/2,
¢ =0, equando A =5/2, ¢ =0,+1,4+2. Portanto, a degenerescéncia dos estados dados

por (8.49) seria 6, mas o acoplamento spin-rotagao reduz para 3.
Segundo caso:B # 0.

Considerando o caso completo, com B # 0, teremos que resolver a Equagao (8.35).
Usando o pacote algébrico computacional Maple, nés encontramos que a solu¢ao para a
Eq.(8.35) é uma combinagao linear de duas fungoes. Nés descartamos uma que é singular

em x = —1(o0 polo sul) pois nado é uma solugao fisica, ficando apenas com

O w+vV1—a22 -1
Uy =
T Vi1

onde ¢ é uma constante que depende dos parametros da equagao e Hl é a funcao de Heun

) Hl <a7q705767/77572) Y (8-51)
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local, que é uma das 192 solugoes [108, 109] da equagao de Heun geral

2

2(z—=1)(z — a)% +(v(z=1)(z—a)+dz(z —a)

+ez(z — 1)) dilz + (afz—q)| Hl =0, (8.52)

ondevy+d+e=a+ 5+ 1.

Para satisfazer os requerimentos da mecéanica quantica, a funcao de Heun deve ser
definida em todo o fulereno e também ser de quadrado integravel. Uma possibilidade
para fazer a funcao de Heun satisfazer esses requerimentos é o procedimento de aumento
da convergéncia, que faz o uso da expansao da funcao de Heun em termos de fungoes
hipergeométricas. Mas, esse procedimento tem uma restrigao. E preciso que a ¢[0,1]. Em

nosso caso a = 1/2; portanto nao podemos usar esse procedimento.

Outra possibilidade é reduzir a funcdo de Heun a um polinébmio. Para isso uma

condicao necessaria, mas nao suficiente, é que & = —n, onde n é um inteiro positivo.

A partir dessa condi¢ao obtemos a seguinte relacao

BV, = hop l(n/z Futv+1/2)2 - A— A+

n,

9 B?A? 12 s
B’ - e+ 2V no Bos . 53
* (u+y+1/2+n/2)21 ( +2) s oS (8.53)

A condigao adicional para termos um polindomio de Heun de grau n é o parametro ¢
satisfazer uma equagado polinomial de grau n + 1. Portanto, para um dado n nés teremos
n-+ 1 possiveis valores para ¢ e também diferentes relagoes para obter o valor de ¢q. Assim,

nos nao temos uma condicado matematica tutil.

Contudo, nés temos uma condigao fisica que no limite quando 2 — 0 e B — 0 nos
temos que recuperar o resultado obtido em [97]. Usando esse fato como uma condigao de
contorno, noés concluimos que devemos considerar apenas valores pares de n na relacao

(8.53). Portanto, nds temos que

By = thl(n+u+u+ 1/2)° —A— A%+

B2A? 1/2 s
B? — — (E —) hQ Bys . .54
- (,u+1/+1/2+n)2] 3 T &fin oS (8:54)

Da mesma forma que fizemos para wu,, nés podemos resolver para a funcado de onda
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vg. Isso nos da o seguinte espectro de energia

Ef(;jz,s:hUFl(n+)\+p+1/2)2_A_A2+

B2A? 1/2 S
B —(E —)h Bos . 8.55
* ()\+p+1/2+n)2] ) T eis Do (8:55)

As solugoes para uy e v, devem ter o mesmo espectro, isto é, (8.54) deve ser igual a
(8.55). Como no caso anterior, temos duas possibilidades para isso acontecer. A primeira

é quando 4 v = X+ p. Isso ocorre quando |¢| > ||A] 4+ 1/2|, e o espectro de energia fica

Enis = hvp [(n + 10 +1/2)* — A— A%+

B2 A? 12 s
B’ - (e —) hQ + s B 56

e as autofuncgoes sao dadas por

iz 4+ 1 —22 —1\°
up = C1(1 — ) (14 x)” Hp,, 8.57
e=Gll o)l +a) (m_mH) P (8.57)

iz +v1—a22 —1\°
= Cy(1 — 2)M1 4 2)° Hp,, 8.58

onde Hp, é o polindbmio de Heun de grau n.
A segunda possibilidade é quando

E—— <e + g) hew + g1 Bos, (8.59)

fazendo o lado direito das Eqgs.(8.30) e (8.31) ir para zero. Os valores possiveis para ¢
e n sao determinados por |[¢| < ||A] —1/2] e n = 0. Como ja foi observado no caso
anterior, para o fulereno estatico e sem campo magnético existe um modo zero com
degenerescéncia 6. A rotagao desloca os modos zero de —¢hf) enquanto que o acoplamento
spin-rotacao e a interagao Zeeman separa esses estados em dois estados com spin opostos e
com degenerescéncia 3. E possivel cancelar a separacio nos estados induzida pela rotacio

escolhendo By = wm/ge.

8.4 Conclusoes

Neste capitulo foi obtida a estrutura eletronica do fulereno girante usando o modelo

continuo baseado em uma equacgao de Dirac efetiva. Foram estudados dois casos diferen-
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tes. No primeiro temos apenas a rotagao, no segundo consideramos também um campo
magnético uniforme. O modelo continuo inclui um campo de calibre nao-Abeliano que
simula a presenca dos pentagonos na molécula de Cgy. Para o primeiro caso, sem campo
magnético, existem duas diferengas importantes entre o espectro de energia obtido aqui
e o caso estatico estudado em trabalhos anteriores. A primeira é um deslocamento dos
niveis de energia devido ao acoplamento da rotacdo com o momento angular orbital, o
que remove os modos zeros. A segunda diferenca é uma quebra da degenerescéncia de
spin devido ao acoplamento spin-rotacao. No segundo caso, o campo magnético também
adiciona um deslocamento nos niveis de energia e a interagdo Zeeman separa estados com
spin real opostos. Escolhendo um valor especifico para o campo magnético, é possivel

cancelar a quebra da degenerescéncia de spin devido a rotacao.
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9 Isolante Topologico Girante

9.1 Introducao

Existem muitos trabalhos na literatura que sugerem a existéncia de uma analogia
entre rotacao e campos eletromagnéticos, onde efeitos, que usualmente sao induzidos
por campo magnético, foram obtidos para particulas em um referencial girante. Em
[110, 111], por exemplo, foi proposto um andlogo gravitacional para o efeito Aharonov-
Bohm, com um fluxo de rotagao substituindo o fluxo magnético. Em [112] foi verificado
que as forgas inerciais induzem um fenémeno similar ao efeito Hall, e em [113] foi previsto
uma diferenca de potencial azimutal como consequéncia na lei de Ohm em um referencial
girante, que é um andlogo rotacional ao efeito Hall. Nos capitulos anteriores mostramos
que o acoplamento spin-rotacdo em nanotubos de carbono e fulereno funciona como um

termo Zeeman, quebrando a degenerescéncia de spin.

Em 2009, Dung-Hai Lee [47] estudou os efeitos de um campo magnético em um isolante
topologico esférico, e mostrou que, para campo fortes, o efeito Hall quantico coexiste com
o efeito spin Hall para os estados da superficie. Motivados por esse resultado e pela
analogia existente entre campo magnético e rotacao, neste capitulo vamos estudar um

isolante magnético esférico girante.

9.2 Espectro de energia para um isolante topolégico
esférico girante

Para estudar o efeito da rotacdo nos estados da superficie de um isolante topolégico
esférico em trés dimensoes, precisamos escrever o operador efetivo para os estados da
superficie (4.60) em uma superficie esférica. Isso foi feito por [114], onde o hamiltoniano

efetivo foi obtido como sendo

Al . cot 6 10,
Heff = ﬁ [—Zgy <69 + 5 ) - ma¢‘| . (91)
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Esse hamiltoniano foi obtido a partir do hamiltoniano do bulk no limite continuo [115, 78].

Considerando a equacao de Dirac em duas dimensoes, e com ) = 22, a rotagao

adiciona

Qo
2 )

onde agora, diferente dos sistemas anteriores, nao temos mais os pseudospins e todas as

Hyor = iQ0,, — (9.2)

matrizes de Pauli estao atuando no spin real das particulas. Dessa forma, o hamiltoniano

efetivo na superficie de um isolante topoldgico girante é dado por

A ' Q

R 2 ing ? 2

Escrevendo

Ya ) e’ [u0) )
( . ) _ ; T ( ) ) ,j = £1/2,+3/2,+5/2... (9.4)

nos teremos duas equagoes acopladas

A 1 j
R (89+ §C0t0_ sin@) v =

A 1 j
E (ag+§COt9+Sln9) Uj =

— (E + jO - %) v; . (9.5)

Desacoplando essas equacoes para u; e fazendo a substituicao = cos ¢, nés teremos

J + 5+
[M - )0 - ﬁ] "

2

— % l(E—FjQ)Q—i(gﬁ—f‘%Z)]uj- (9.6)

Olhando para os limites assintoticos, podemos usar o ansatz

uj = (1+2)"(1 —2)"u;(z) , (9.7)
onde
1 1 1 1
e e i 9.8
# 2"7 2" 2‘9+2‘ (9:8)
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Substituindo a equagdo (9.7) em (9.6), nés obtemos a seguinte equacao para u;(x)
(1— 22021, + [2(p — v) — 2(u + v + 1)2]0,7;
+ (—2,u1/ - —v— %(f + i)"‘
+i—z [(E IR (92 + g—zﬂ) 7 =0. (9.9)
A solugao da Eq.(9.9) é

ﬂj = Cl 2F1(a,b; C, Z) +
+ Gy F(a+1—chb+1—c¢2—c2), (9.10)

onde C] e (5 sao constantes de normalizagdo, o F7 é a funcao Hipergeométrica e

1
1 1 1 2
a = §+u+y—§(4M2+4y2+§—2j2+4a)2

1 1 1 3
b = _+M+y+—(4M2+4u2+5—2j2+4a>2

2 2
c = 2u+1 (9.11)
N
z = 5 23:
e nos definimos
R? N , A?
a = Fl<E+JQ) _Z<Q +ﬁ . (9.12)

Assim como no caso do fulereno girante, a série hipergeométrica serda divergente a
menos que a = —n, onde n é um inteiro positivo. Isso garante que temos uma solucao

polinomial de grau n. Dessa condi¢ao, obtemos o espectro de energia dado por

. A 12 @R
E;;:iﬂ(mmuﬁ) +E1 - JjQ. (9-13)

E facil ver que p + v = |j|. Portanto

(9.14)

02 R2 1/2
Vel ] — 0.

EY — 14 <n—|— 5] + 1>2+
" TR 2

Desacoplando Egs.(9.5) para v;, da mesma forma como foi feito para u;, nés podemos

escrever

vj = (1+2)(1 —2)°u;(x) , (9.15)
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onde

1 1
S==lj—= 1
o=3li-3 (.16

_1“+1
TP Ty

@j = Cg 2F1(a/,bl;cl;2> +
+ Oy R (@ + 1=V +1—¢32—¢52) (9.17)

onde a/, I/ e ¢ é igual a a, b e ¢, respectivamente, apenas trocando p por v e v por J.

O espectro de energia é dado por

. A ‘ N2 O2R2 1/2 ‘
Er(w).:iﬁ <n+|j|+§> | I (9.18)

que é o mesmo espectro (9.14) obtido para u;. A rotagao adiciona dois termos no espectro

de energia, induzindo um deslocamento nos niveis de energia.

Colocando €2 = 0, nés recuperamos o espectro de energia para o isolante topologico
esférico estatico obtido em [114], onde se observou que pelo fato de estarmos em uma
esfera, os estados com energia igual a zero sao excluidos, existindo um gap de energia
de 2A/R entre os estados com energia positiva e negativa. Na Fig. 23 nés esbogamos o
espectro de energia (9.18) em fungao de j para o caso onde temos uma rotagao constante

igual a zero e diferente de zero. A rotagdo aumenta consideravelmente o gap de energia.
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Figura 23: Gréfico do espectro de energia (9.18) em fungao do ntimero quantico azimutal
j. Em a) temos a rotagao igual a zero e em b) temos uma rotacdo constante diferente de
zero. Para os dois casos temos n variando de 0 a 8.

Na Fig. 24 nés esbogamos o espectro (9.18) em funcao da rotacgao.
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Figura 24: Grafico do espectro de energia (9.18) em fun¢ao da rotagao Q2. Aqui, escolhemos
n=2ej=1/2.

9.3 Conclusoes

Neste capitulo, motivados por resultados anteriores, nés consideramos um isolante
topologico esférico girante. Nos encontramos o espectro de energia para os estados da
superficie utilizando o hamiltoniano efetivo de Dirac. A rotacao acrescenta dois termos,
deslocando os niveis de energia. O isolante topologico esférico apresenta um gap de energia
nos estados de superficie, como foi verificado em trabalhos anteriores, e a rotagao contribui
fortemente para o aumento desse gap de energia. O espectro de energia que foi obtido
aqui difere do espectro obtido para um isolante topologico esférico na presenca de um
campo magnético uniforme que foi obtido anteriormente, nao ficando claro se teremos
efeito Hall quéntico e/ou o efeito Hall quintico de spin devido a rotagdo como acontece

no caso onde temos apenas campo magnético. Isso ainda precisa ser verificado.
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Conclusoes e Perspectivas

Nesta Tese estudamos as propriedades eletronicas de diversos sistemas fisicos da ma-
téria condensada utilizando dois modelos continuos distintos, o modelo de massa efetiva e
um hamiltoniano de Dirac efetivo. O modelo de massa efetiva é bastante 1til para a des-
cricao de portadores de carga em metais e semicondutores. J& o hamiltoniano efetivo de
Dirac descreve os estados eletronicos de baixa energia em materiais baseados em carbono
como, grafeno, fulereno e nanotubos de carbono, e também descreve estados da periferia

em isolantes topologicos.

Dentro da teoria de massa efetiva, é natural o aparecimento de sistemas com massa
efetiva variavel, mas ainda nao existe uma definicdo de qual seja o operador de energia
cinética mais adequado para descrever esses sistemas. Propomos um novo hamiltoniano
cinético com massa dependendo da posicao e mostramos que ele satisfaz os requisitos fun-
damentais da mecanica quantico como, ser hermitiano, satisfazer a invaridncia galileana e
obedecer a equacao da continuidade. Em nosso modelo consideramos todas as permuta-
¢Oes possiveis entre os operadores, de forma a recuperar a hamiltoniana classica quando a
massa for constante. Utilizamos o nosso modelo para obter a estrutura de minibandas de
uma heteroestrutura formada por dois metais diferentes, verificando que o nosso modelo
nao apresenta inconsisténcias quando a massa varia abruptamente, e comparamos com o
resultado obtido com um modelo anteriormente proposto. A diferenca entre os resultados
foi quantitativa e nao qualitativa. Apenas um experimento podera dizer qual modelo

apresenta o resultado mais préximo da realidade.

Ainda na teoria de massa efetiva, obtemos a equagao de Schrodinger para uma parti-
cula confinada a uma superficie curva com a massa efetiva dependendo da posicao. Par-
timos do nosso hamiltoniano com massa variavel e seguimos a abordagem de da Costa,
onde surge um potencial geométrico devido a curvatura. Mostramos que o potencial geo-
métrico nao é alterado pelo fato de termos a massa dependendo da posicao. Essa equacao
pode ser usada para descrever os mais diversos sistemas fisicos bidimensionais onde temos
uma massa efetiva variavel. Como uma primeira aplicagdo, estudamos uma juncao de dois
cilindros de raios diferentes, onde a massa efetiva depende do raio do cilindro. Na regiao

da juncao, o raio e a massa efetiva variam continuamente. E possivel fazer uma separacao
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de variaveis, e mostramos que a equacao diferencial na direcao do eixo de simetria do
cilindro ganha dois termos adicionais, sugerindo que o transporte eletronico na juncao
sera afetado pelo fato da massa nao ser constante. Esse problema ja havia sido resolvido
por outros autores que obtiveram o coeficiente de transmissao para diferentes valores dos
raios, no entanto, eles consideraram a massa como sendo constante. Nos fazemos uma

descrigdo mais completa ao levar em conta a varia¢ao na massa.

Os modelos que foram propostos aqui contribuem de forma direta para uma melhor
descrigao tedrica de sistemas com massa efetiva dependendo da posi¢ao. Ainda nao existe
uma posicao definida acerca de qual seja o hamiltoniano cinético adequado para descrever
esses sistemas, e nos propomos um modelo que pode ser a solugdo para esse problema
ainda em aberto na fisica. Para os sistemas bidimensionais curvos, que apresentam di-
versas propriedades interessantes e uma variedade de possiveis aplicagoes, nosso trabalho
possibilita uma descricao mais completa, onde é possivel levar em conta a variagao na

massa efetiva.

Utilizando o hamiltoniano efetivo de Dirac, estudamos o grafeno, nanotubos de car-
bono, fulereno e isolantes topologicos. Para o grafeno consideramos um substrato formado
por uma heteroestrutura de dois materiais diferentes, onde cada material induz um gap
na estrutura eletronica e uma velocidade de Fermi especifica. Desta foram, os estados
eletronicos de baixa energia sao descritos por uma equagao de Dirac efetiva com termo de
gap (massa) e velocidade de Fermi dependentes da posigdo. Nés escrevemos o hamilto-
niano de Dirac levando em conta que ele deve ser hermitiano. Encontramos uma relacao
que da a estrutura de minibandas para um caso geral e esbogamos o grafico do primeiro
minigap para um substrato formado por A-BN e SiC com diferentes tamanhos para cada
material. As heteroestruturas sao de grande utilidade na eletronica pela fato delas res-
tringirem o movimento dos portadores de carga criando um confinamento quantico. Com
o método que nds propomos, é possivel a criacao de pogos quanticos, anéis quanticos e

outros sistemas envolvendo heteroestruturas no grafeno, apenas alterando o seu substrato.

Motivados por resultados experimentais, nos estudamos os efeitos da rota¢ao no espec-
tro de energia do nanotubo de carbono. O modelo continuo que usamos para os estados
de baixa energia nos nanotubos consiste em escrever o hamiltoniano de Dirac efetivo para
o grafeno em coordenadas cilindricas e impor condigoes periddicas de contorno na direcao
¢. A rotacao é incorporada em um acoplamento com o momento angular total. O acopla-
mento da rotagdo com o momento angular orbital adiciona um deslocamento nos niveis de

energia, enquanto que o acoplamento da rotagao com o momento angular de spin, que é
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chamado de acoplamento spin-rotagao, funciona como um termo Zeeman separando esta-
dos com spin opostos, quebrando assim a degenerescéncia de spin. A rapida rotacao dos
nanotubos de carbono é uma realidade experimental e portanto nés esperamos que esse
resultado contribua para um melhor entendimento desse sistema. Um sistema girante
¢ acelerado, portanto, é nao-inercial. O principio de equivaléncia da relatividade geral
nao distingue sistemas nao-inerciais de sistemas na presenca de campos gravitacionais.
Portanto, o que nds obtemos é um efeito gravitacional na mecanica quantica, que deve
ser observado com técnicas experimentais. Um préximo trabalho seria considerar uma

rotacao acelerada e também a presenca de um campo magnético.

Para o fulereno estudamos os efeitos da rotagao na estrutura eletronica e também
acrescentamos um campo magnético uniforme na direcao do eixo de rotacao. O modelo
continuo para o fulereno inclui campos de calibre nao-abelianos que simulam os pentagonos
na molécula de Cgy. Assim como no caso do nanotubo de carbono, a rotacao sera incluida
no acoplamento com o momento angular total. O campo magnético entra na equacao via
acoplamento minimo e também consideramos a interacao Zeeman, que é o acolamento
do campo magnético com o spin real dos portadores de carga. A rotacao desloca os
niveis de energia, fazendo com que nao existam mais modos zero, como acontece no caso
estatico. Também temos uma quebra de degenerescéncia de spin devido ao acoplamento
spin-rotagao. Isso sugere a possibilidade de se observar ressonancia do spin do elétron
sem um campo magnético, apenas controlando a velocidade de rotagao com uma variagao
da temperatura. O campo magnético também contribui com um deslocamento nos niveis
de energia e o termo Zeeman separa os estados com spin opostos. Escolhendo um valor
especifico para o campo magnético, é possivel cancelar a quebra de degenerescéncia de spin
devido a rotacao. O fulereno Cyy gira naturalmente na temperatura ambiente. Portanto,
os resultados obtidos aqui contribuem de forma direta no entendimento dessas moléculas.
Como foi comentado anteriormente, esse resultado pode ser considerado como um efeito
gravitacional na mecéanica quantica. Como a velocidade de rotacao do Cgy varia com a
temperatura, um problema bastante interessante seria considerar a rotagao variando com
o tempo e analisar os efeitos dessa mudanca nas propriedades eletronicas. Nos esperamos

investigar esse problema em trabalhos posteriores.

Por 1ltimo, estudamos os efeitos da rotagdo em um isolante topoldgico esférico. Os
efeitos de um campo magnético para esse sistema ja foram estudados anteriormente e,
devido a uma analogia existente entre rotacao e campos eletromagnéticos, buscamos com-
parar com os efeitos da rotacao. Obtemos o espectro de energia, notando que a rotagao

adiciona dois termos que induzem um deslocamento nos niveis de energia. Diferente do
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que acontece nos materiais a base de carbono, o acoplamento spin-rotagdo no isolante
topolégico ndo quebra a degenerescéncia de spin. O proximo passo é verificar a existéncia
do efeito Hall quantico e do efeito spin Hall devido a rotacao, como acontece no caso onde

temos apenas um campo magnético uniforme.

O grafeno, nanotubos de carbono, fulereno e isolantes topoldgicos estao entre os mate-
riais que sao considerados a base da nova geracao de dispositivos eletronicos e apresentam
uma infinidade de aplicagoes em diferentes areas. Portanto, os resultados apresentados

aqui contribuem de forma direta para o desenvolvimento do conhecimento e da tecnologia.
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