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Resumo

Nesta dissertacao tratamos da influéncia do campo gravitacional produzido
pelos buracos negros de Kerr-Newman e Kerr-Newman-de Sitter sobre um campo
escalar massivo com e sem carga. Obtemos as solu¢des exatas da parte radial da
equacao de Klein-Gordon em um espago-tempo de Kerr-Newman, que sdo dadas
em termos das fungoes confluentes de Heun. No caso particular correspondente ao
buraco negro de Kerr-Newman extremo, a solucao é dada em termos das funcoes
duplamente confluentes de Heun. Investigamos, também, as solugdes nas proximidades
do horizonte de evento exterior e longe do buraco negro.

Para um campo escalar massivo carregado, obtemos as solugoes exatas para a
parte angular da equacao de Klein-Gordon em um espago-tempo de Kerr-Newman-de
Sitter, que sdo dadas em temos das fungoes de Heun. Utilizando o método de Damour
& Ruffini, estudamos a radiacdo Hawking para particulas escalares massivas.

No buraco negro de Kerr-Newman, obtemos as solucoes exatas de ambas
as partes radial e angular da equacao de Klein-Gordon, que sdo dadas em termos
das funcoes confluentes de Heun. A partir da solucdo radial, obtemos as solugoes de
ondas exatas préximas ao horizonte exterior do buraco negro e discutimos a radiacao
Hawking para particulas escalares massivas carregadas.

Palavras-chaves: buraco negro. campo escalar massivo. equacao de Klein-
Gordon. equacgao diferencial de Heun. radiagdo de buraco negro.






Abstract

In this dissertation we consider the influence of gravitational fields due to the
black holes of Kerr-Newman and Kerr-Newman-de Sitter, on a massive scalar field,
with and without charge. We obtain the exact solutions of the radial Klein-Gordon
equation in the spacetime of Kerr-Newman which are given in terms of the confluent
Heun functions. In the particular case of a extreme Kerr-Newman black hole, the
solution is given in terms of double confluent Heun functions. We also investigate
the solutions close to the exterior event horizon and very far from the black hole.

For a charged scalar field, we obtain exact solutions corresponding to the
angular Klein-Gordon equation in the Kerr-Newman-de Sitter spacetime which are
given in terms of the Heun functions. Using a method due to Damour and Ruffini,
we study the Hawking radiation of massive scalar particles.

In the Kerr-Newman black hole, we obtain the exact solutions for both the
angular and radial Klein-Gordon equations, which are given in terms of the confluent
Heun functions. From the radial solution, we obtain the exact wave solutions near to
the exterior horizon of the black hole, and discuss the Hawking radiation of charged
massive scalar particles.

Keywords: black hole. massive scalar field. Klein-Gordon equation. Heun’s differen-
tial equation. black hole radiation.
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1 Introducao

O estudo da interagao de sistemas quanticos com campos gravitacionais remonta ao inicio
do século passado, quando a generalizacdo da mecénica quantica para espacos curvos
foi discutida, motivada pela ideia de construir uma teoria combinando fisica quéantica e
relatividade geral [1} 2, 3, 4, Bl [6], [7, 8, O, 10, T1]. Ao longo desta linha de pesquisa, a
investigacao das solugoes da equagao de Klein-Gordon em varios campos gravitacionais,
assim como suas consequéncias, vem sendo discutidos na literatura [12] [13], [14], [15] 10,
17, 18, 19, 20, 21}, 22]. Vale a pena enfatizar que o estudo do comportamento de campos
escalares em espagos-tempo de buracos negros pode ser utilizado, em principio, para
entender a fisica destes objetos. Portanto, é importante encontrar solugoes da equacao
de Klein-Gordon para campos reais assim como para campos complexos e analisar os

fenomenos relacionados a elas, como por exemplo, a radiagdo de particulas escalares.

A radiacdo Hawking [23] é um interessante fenémeno e consiste na emissao de
quaisquer tipos de particulas por buracos negros. Pares de particulas virtuais seriam
produzidos por flutuagdes de vacuo proximas a superficie do horizonte de evento exterior
de um buraco negro. Quando as particulas com energia negativa entram no buraco negro
através de efeito tunel, a energia do buraco negro ird decrescer. No mesmo momento, a
particula com energia positiva podera passar para a regiao exterior ao buraco negro, ou
seja, o buraco negro irradia uma particula. Foi demonstrado por Gibbons & Hawking [24]
que o espectro de energia da radicdo é exatamente térmica. A radiacdo Hawking ou efeito
Hawking demonstra que o buraco negro ja nao é o tltimo estagio de uma estrela, mas que
esse ainda evoluirda. Em particular, a emissao de particulas escalares foi também discutida
na literatura [25, 26, 27]. A fim de estudar este fendmeno, varios métodos diferentes foram
propostos [28], 29, [30, 31, 32} 33, 34, [35].

Conhecer o comportamento de sistemas quanticos que interagem com campos
gravitacionais também é um elemento util para se ter uma melhor compreensao da
relevancia, nao somente do papel dos campos gravitacionais em nivel quantico, mas
de modo geral, dos efeitos potencialmente observaveis da geometria e da topologia dos
espacgos-tempo associados a campos gravitacionais, sobre o mundo atomico. Portanto, a
investigacao a respeito da interagao entre um sistema quantico de qualquer natureza, a
saber, nao-relativistico ou relativistico, com campos gravitacionais, passa pela consideracao

tanto das caracteristicas geométricas quanto topolégicas destes campos.

Por outro lado, visto que todo sistema fisico nos leva a uma equacao diferencial
parcial (EDP) ou ordinaria (EDO), se faz necessaria a utilizacao de ferramentas matemé4-

ticas para resolver essas equagoes e para entender o significado das mesmas. Assim, nesta
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linha de pesquisa, quase sempre somos levados as equacoes especiais da fisica-matematica.
Dentre elas, neste trabalho de dissertacao, vamos lidar principalmente com as equagoes
diferenciais de Heun, descobertas por Karl Heun em 1889 [36]. As fungoes de Heun [37]
aparecem com frequéncia cada vez maior na fisica moderna. Por exemplo, elas surgem na
equagao de Schrodinger com potencial inarmonico, na molécula de agua, no efeito Stark,
em diferentes fenomenos quanticos relacionados com os niveis de atragao e repulsao, na
teoria do movimento lunar, na fisica gravitacional, em particular, em ondas gravitacionais
nas métricas de Schawarzschild e Kerr, no eletromagnetismo, em materiais cristalinos, em

ondas tri-dimensionais na atmosfera, etc., s6 para mencionar alguns [3§].

Nesta dissertacao, iremos considerar uma classe de solucoes das equagoes de Einstein,
a saber, os espacos-tempo gerados pelos buracos negros de Kerr-Newman, Kerr-Newman
extremo e Kerr-Newman-de Sitter, interagindo com um sistema quantico de natureza
relativistica, descrito pela equacao de Klein-Gordon, isto é, um campo escalar massivo

com € sem carga.

Em meados da década de 1970, Rowan & Stephenson [39] resolveram a equagao
de Klein-Gordon para um campo escalar massivo no espago-tempo de Kerr-Newman.
As solugoes obtidas nao sao validas para todo o espago-tempo, mas apenas proximo do

horizonte exterior e no infinito, e sdo dadas em termos das fung¢oes de Whittaker.

Solugdes da equagao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo carregado
em um espago-tempo de Kerr-Newman foram obtidas por Wu & Cai [40]. Eles mostraram
que as equagoes angular e radial correspondem as fungoes de onda esferoidais spin-weighted
generalizadas, no caso nao-extremo. Neste contexto, as solugoes gerais, em formas integrais
e em séries de poténcias, foram obtidas e as formas apropriadas destas equacoes adequadas
para estudar alguns problemas de interesse fisico, como os relativos a evaporagao de
buracos negros, radiagao de buracos negros e estados espalhados, entre outras, foram
apresentadas e dadas as suas solugoes. No caso extremo, as solugoes da equacao radial

foram escritas em expansao de série de poténcias e algumas discussoes apresentadas.

Um outro trabalho realizado por Furuhashi & Nambu [41] apresentou solugoes da
equagao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo carregado em um espago-tempo
de Kerr-Newman. As solugoes foram consideradas muito longe do horizonte de evento
exterior e préximo ao horizonte de evento. No primeiro caso, foi encontrado que as solugoes
regulares no infinito sdo dadas em termos das fungoes hipergeométricas confluentes, e
na situagao oposta, a saber, proximo ao horizonte, as solugoes sao dadas em termos das
fungoes hipergeométricas de Gauss. Portanto, as solucoes obtidas sao validas em intervalos

restritos.

Neste nosso trabalho, obtemos as solugoes exatas da parte radial da equacao de
Klein-Gordon para um campo escalar massivo [42] e para as partes angular e radial no caso

de um campo escalar massivo carregado [43], ambas em um espago-tempo de Kerr-Newman,



17

validas em todo o espago que corresponde ao exterior do buraco negro, que significa entre o
horizonte de evento e o infinito. Neste sentido, estendemos o intervalo no qual as soluc¢oes
sao validas, quando comparado com as obtidas por Rowan & Stephenson [39], Wu & Cai
[40] e Furuhashi and Nambu [4I]. Elas sao dadas em termos das fungoes confluentes de
Heun. Usando a solucao radial e fazendo uso das propriedades das fungoes confluentes
de Heun, estudamos a radiacao Hawking de particulas escalares massivas carregadas
[43]. As solugoes da parte radial da equacao de Klein-Gordon para um buraco negro de
Kerr-Newman extremo sao também obtidas e dadas em termos das fungoes duplamente

confluentes de Heun.

Esta dissertagao esta organizada como segue. No capitulo 2, fazemos uma breve
revisao das equagoes de campo da relatividade geral e das generalizacoes das equagoes
que descrevem sistemas quanticos para espacgos curvos. No capitulo 3, introduzimos as
equagoes diferenciais de Heun e algumas propriedades relevantes para nossos estudos.
No capitulo 4, resolvemos a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo
com e sem carga em um buraco de Kerr-Newman. No capitulo 5, analisamos a equacao
de Klein-Gordon para um campo escalar massivo carregado e a radiacao Hawking em
um buraco de Kerr-Newman-de Sitter. No capitulo 6, obtemos as solugoes exatas para
as ondas transmitidas e refletidas, nas proximidades do horizonte de evento exterior do
buraco negro de Kerr-Newman e discutimos a radiacao Hawking. Finalmente, no capitulo

7 apresentamos nossas conclusoes e perpectivas.
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2 Sistemas quanticos em espacos-tempo cur-

VOS

Neste capitulo, é feita uma breve revisao da teoria da relatividade geral e da generalizacao

da mecanica quantica (nao-relativistica e relativistica) para espacos-tempo curvos.

A importancia da generalizacao da mecénica quantica para os espagos-tempo curvos
se da por dois motivos principais: é imprescindivel no estudo dos problemas relativos a
relevancia dos efeitos quanticos associados a campos gravitacionais externos e auxilia em
um melhor entendimento da estrutura da mecanica quantica do ponto de vista geométrico

e topoldgico.

E importante chamar atenc¢ao para o fato de que essa generalizagdo da mecéanica
quantica nao apresenta elementos conflitantes, visto que o cardter local da descri¢ao
geométrica da relatividade geral é compativel com a natureza global da mecéanica quantica

descrita no espaco de Hilbert.

2.1 Equacoes de campo da relatividade geral

O ponto de partida da teoria da relatividade geral é generalizar o principio fundamental da
relatividade restrita, o qual afirma que as leis fisicas sdo as mesmas (invariantes), ou mais
precisamente, covariantes sob transformacoes de coordenadas entre dois referenciais inerci-
ais. Assim, de forma geral, essa afirmacao permanece valida para quaisquer transformacoes

de coordenadas entre dois referenciais.

No que segue, vamos apresentar uma breve deducao das equagoes de campo de
Einstein da relatividade geral, e das solugoes correspondentes aos espagos-tempo de

Kerr-Newman e Kerr-Newman-de Sitter serao usadas nessa dissertacao.

As equagdes de movimento sao deduzidas, em geral, com base em alguns axiomas
acerca do tipo de equagoes que desejamos. Estes axiomas sao baseados em principios fisicos.
Para deduzir as equagoes do campo gravitacional, vamos escolher alguns dos axiomas, que

sao relacionadas a seguir:

(i) A gravitacao é descrita por uma métrica de Lorentz, g,,, sobre uma dada variedade
M;

(ii) As equacoes de movimento para g, devem depender somente do contetido de matéria

(tensor energia-momento) de todos os campos;
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(iii) As equagbes de movimento devem ser covariantes gerais, ou seja, as equagoes valem
na auséncia de gravitacio, isto ¢, quando g,,, = 1, (métrica de Minkowski) e I}, =0
(conexao afim). Elas mantém (possuem) as mesmas formas por transformagoes gerais

de coordenadas e, portanto, devem ser equagoes tensoriais;

(iv) O tensor T é tal que V,T"” = 0, ou seja, energia-momento dos campos de matéria

deve ser conservada localmente;

(v) Localmente, a matéria deve ter comportamento causal, isto é, a matéria nunca viaja
com velocidade superior a da luz — todos os sinais ou 4-velocidades estao dentro ou

sobre o cone de luz;

(vi) A gravitagdo de Newton deve reaparecer no limite de campos fracos (no caso

tridimensional, este limite nao é obtido);

(vii) As equagoes devem ser, no maximo, de segunda ordem nas derivadas (esta tltima

condigao é formal);

(viii) As equagbes de campo devem, em principio, ser derivaveis de um principio de agao

minima, na forma covariante geral.

Se nao impusermos a pentltima condi¢ao, teremos infinitas escolhas das equagoes
de campo. Por outro lado, derivadas de ordens superiores a 2 implicam na necessidade
de outras condigoes iniciais além da posicao e velocidade, para determinar a evolugao do

sistema de campos, e isto é, em geral, nao desejavel.

Podemos determinar a dindmica de g,, usando o postulado (viii). A equagao de
Euler-Lagrange resultante deve ser, no méaximo, de segunda ordem nas derivadas. A
Lagrangeana deve ser um escalar, o que leva a duas possibilidades, usar o escalar de Ricci

e uma constante na construgao da densidade Lagrangeana.
Considere a seguinte integral de agao S
1
S = / d*x

“(R—2A)+ L | V=7 . (2.1)
onde L = (R — 2A)/2k é a Lagrangeana do campo gravitacional, x é a constante de

2K

acoplamento minimo, £y é a Lagrangeana dos campos de matéria, g = det(g,,,) e A é a

constante cosmoldgica.

A variacao do termo envolvendo a constante cosmolégica nos fornece
5 / drhy/=g = / deho/—g = / d%A;\/—_gg“”(Sgw, _ ; / NG\ =G0, . (2.2)
O termo que contém o escalar de Ricci tem sua variagdo dada por
5 / IrRy=g — / d*/—goR + / &'z Ro/—g
= /d4a:\/—_g§R—l—;/d4ng“”\/—_gégW : (2.3)
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Mas,
OR =6(9"R,) = Ruwog"” + g"6R,, = —R"0g,, + ¢"0R,, . (2.4)

Portanto, podemos escrever a Eq.(2.3)) como

5/d4:pR\/—_: —/d4xR“”\/—_g5gW +/d4$g“”\/—_g5RW + ;/dA‘ng“”\/—_chgW :
(2.5)
Podemos verificar que [ d%g‘“’\/—_g&Rw, = 0. Para tanto, considere R, = R,,,. Usando
a expressao para o tensor de Riemann, R”,,,, em termos das conexdes afins (ou simbolos

de Christoffel) e de suas derivadas, temos

Ry = 010, — 0,1, + rg;gu — rgArgM (2.6)
e
SR e = Vo (01%,) =V, (617, . (2.7)
Portanto,
g OR? o = g [V, (017,) — V(61 )] = V,[g" (01%,) — g"* (617 )] - (2.8)

Da Eq.(2.8), vemos que o integrando de [ d*zg"”\/=gdR,, é uma divergéncia covariante

de um tensor, e, portanto, [ d*zg"’\/=gdR,, = 0, como afirmamos, com

/ d*20,(/—gV®) = /SdSa\/—gVa , (2.9)
1%
onde S é uma superficie na fronteira do espago V.

Resta examinar o termo que corresponde aos campos de matéria e que é dado por

/M A2 Lry/ =g . (2.10)

A variacao desse termo nos fornece o seguinte resultado

1 1
5/d4xle\/— = /d4x6(£M\/—g) = —§/d4a:TW\/—gdg“” = §/d4xT“”\/—g5gW ,
(2.11)

no qual estd definido o tensor energia-momento, 7},,, onde

=2 0(Luv—9)
TW_\/__g S (2.12)

Se fizermos a variagao explicita na expressao dada pela Eq.(2.11]), teremos

5 / FelLyy/=g — / d'z [ (Lsrv=9) 5 gW+W5(8agw)]

0(Oaguv)
\ cM O(Lary/=
o [Re oo,

+ /d4 [ EM\/_)(SQW]. (2.13)

agul/)
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O 1ltimo termo na Eq.(2.13)) ndo contribui, pois sendo a integral de uma divergéncia total,
torna-se um fluxo sobre a fronteira onde dg,,, = 0. Portanto, comparando a Eq.(2.11]) com

a Eq., obtemos

2 89;111 “ a(aag/“’>

A expressao dada pela Eq. pode ser interpretada como a definicdo em relativi-
dade geral do tensor energia-momento, pois a agdo correspondente aos campos de matéria
é invariante por translac¢oes infinitesimais dz# = £#(z), desde que o tensor definido pela
Eq. seja covariantemente conservado, ou seja, V, T, = 0.

Substituindo as Eqgs.(2.2)), (2.5]) e (2.11)) na variagao .5, dada pela Eq.({2.1)), obtemos

1 1 1
55 = /d%: {2 KZRQW - R’“’) _ Ag“”} + 2T“”} Nari (2.15)
K
Assim, visto que §5 = 0 para variacoes arbitrarias dg,,, da Eq.(2.15) implica que
1
R,uu - §R9W + Agul/ = /{Tuu (216)

onde k = 871G /c' (constante universal) e, portanto, podemos escrever as equagoes de

campo, também conhecidas como equacoes de Einstein com constante cosmoldgica, como

G

1
R,uu - §Rg,u1/ + Ag,uz/ = 7Tuu . (217)

Portanto, as equagoes de campo podem ser obtidas a partir do principio variacional

para a integral da agdo (em unidades relativisticas)

S:/d4x{16;G(R—2A)+EM} Nars (2.18)

A descoberta de que as equacoes de Einstein podem ser derivadas de um principio
variacional para a integral da agao, dada pela Eq.(2.18)), foi feita de forma independente

por Hilbert, e é chamada agao de Einstein-Hilbert.

A constante A é chamada constante cosmoldgica — é um parametro da teoria e
deve ser medido (A é menor do que 107°¢ cm™2, de acordo com observagoes de galdxias
distantes). O fato de que o (comprimento de Plank) ™2 ~ 10 cm ™2 significa que h4 um
fenomeno fisico que suprime completamente os efeitos da constante cosmologica. Em alguns
modelos do universo primitivo (inflaciondrio) é conveniente comegar com A > 0 e entéo,

por alguma dinamica fazer A = 0 em tempos posteriores.

Retornando a Eq.(2.17)), note que 7}, é o contetido material (massa/energia)
da fonte da geometria (campo gravitacional). No vécuo, temos 7, = 0 e, portanto,

T =T," = 0. Neste caso as equacoes de Einstein ficam simplesmente

R, =0. (2.19)
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Na obtencao da Eq.(2.19)) usamos o fato de que

1 81G
R;w - iRg;w = ?Tyu
1 811G
g/wRW — 5nggw — i gWT;w
811G
R—-2R = ” 7"
c
R =0, (2.20)
e tomamos A = 0. No caso em que A # 0, a Eq.(2.19) fica
Ry + Mgy = 0. (2.21)

Observe que da aproximacao linear, podemos concluir que a constante cosmoldgica
possui a interpretacao fisica de energia de vacuo ou energia do ponto zero, isto é, uma
simples constante aditiva na densidade de energia. Em qualquer outra teoria da fisica,
a energia do ponto zero é completamente irrelevante para a dinamica, mas no caso da

gravitacao é diferente e a dindmica muda dramaticamente com a presenca de A.

O termo Ag,, foi introduzido por Einstein por razoes cosmolodgicas, e por esta
razao A é chamada constante cosmoldgica. Ele foi obrigado a introduzir uma constante de

modo a obter uma solugao cosmologica homogénea, isotropica e estatica.

2.2 Influéncia de campos gravitacionais sobre sistemas quanticos

Uma dada equacao fisica é valida na presenca de um campo gravitacional, segundo o

principio da covaridncia, se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

i) A equagdo é védlida na auséncia de campo gravitacional, isto é, quando ¢,, = 1, € a

conexao afim I'l - = 0;

ii) A equagdo é covariante, isto é, ela preserva a forma sob transformacao geral de

coordenadas.

2.2.1 Equacao de Schrodinger

Quando a mecanica quantica nao-relativistica é generalizada para o ambito da relati-
vidade geral, deve ser levado em conta o fato de o continuo espago-tempo ter que ser
separado em espago e tempo. Nao levaremos em conta nenhum rigor pra esse procedimento.
Simplesmente, iniciemos relembrando que a equagao de Schrodinger [44]

0
Zhaqf(r,t) = HVY(r,t) (2.22)
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é que da a evolucao temporal de um sistema quantico. A quantidade H é o operador
Hamiltoniano. O Hamiltoniano nao-relativistico é dado por

HoP V(r) (2.23)

=5
onde p é massa da particula, p é o momento e V(r) é um potencial externo. Escrevendo o

operador momento candnico na sua forma usual, isto é,
p = —ihV , (2.24)

obtemos a equacao de Schodinger para este sistema

z'hgt\ll(r,t) = [—ZV%B + V(r)] U(r,t) , (2.25)

onde V2 5 é o operador covariante de Laplace-Beltrami, dado por
1 -
V2, =—0i(¢"\/90;) , 2.26
= (9”/99;) (2.26)

com g = det(g;;) e, =1,2,3.

2.2.2 Equacao de Klein-Gordon

No caso de uma particula relativistica, o Hamiltoniano é dado por [44]

H = \/p%c® + p2ct . (2.27)

Assim, usando a Eq.(2.24)), é imediato escrever uma equagdo que descreva a evolucao

quantica de uma particula relativistica

e,
zhalﬂ(r, t) = \/—h202V2 + p2cA(r,t) . (2.28)

Esta equacao apresenta como problema o fato de possuir um operador sob a raiz quadrada.

Podemos remover este problema aplicando-se o operador Hamiltoniano em ambos os lados
da expressao acima. Como 0H /0t = 0, temos
92

IS U(rt) = (—HEV? 4 ) U t) (2:29)

ou, ainda, [[] B (f)ﬂ U(x)= 0. (2.30)

Esta equagao é conhecida como equagao de Klein-Gordon. Como ¥(r,t) é uma grandeza
escalar, é imediato observar a covaridncia da Eq.(2.30)). Esta equacdo pode ser escrita

também na forma

[nabaaab _ (’;;ﬂ U(z)=0. (2.31)
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A generalizacao 6bvia para o espago curvo, obtida a partir da Eq.(2.31)), é feita pela
substituicdo de % por ¢°7 e da derivada 9, pela derivada covariante V. Dessa forma, a
equagao de Klein-Gordon para o espago curvo pode ser escrita na forma

[g‘”vavf - (’;;ﬂ U(z)=0. (2.32)

Assim como o operador covariante de Laplace-Beltrami, também ha uma covariantizacao

do operador d’Alembertiano, que é dado, neste caso, pela seguinte expressao

0= 0,(0"V0,) (23

]

onde g = det(g,,). Portanto, a equacao de Klein-Gordon no espago curvo também pode
ser escrita na forma
1

=007V 00) (“0)2] W(z)=0. (2.34)

h
No caso de querermos acoplar uma interagao escalar, por exemplo, V' (r), a Eq.(2.34)),
devemos fazer a substituicao puc? — pc® + V(r).

A equacao de Klein-Gordon associada com um campo massivo carregado em um
espago-tempo curvo e na presenca de um 4-vetor potencial externo A, (campo de gauge),
pode ser obtida a partir da forma covariante da equacao de Klein-Gordon substituindo a
derivada parcial 0, por uma derivada extendida D, = 0, — ieA,:

2

1 oT 26 g _ _ii g\ _ Z'ie g _67 ag
L/——ga"@ V90 = g0 m) a0 A) 2 g A0~ ag AT

_ (’”;icﬂ W(z)=0. (2.35)

Esta equacao descreve a interacao de uma particula relativistica de spin-0, isto é, uma

particula escalar massiva carregada, tratada do ponto de vista quantico, com os campos

eletromagnético e gravitacional, que sao tratados classicamente.

2.2.3 Equacao de Dirac

Em 1928, Dirac [5], [6] propds uma nova equagao para descrever a evolugdo quintica de uma
particula livre relativistica. Em lugar do Hamiltoniano dado pela Eq., ele propos
que se partisse de

H = cad - p+ Buc® . (2.36)

A motivacao é que, nao havendo necessidade de se aplicar o operador Hamiltoniano duas
vezes (pois, agora, ndo hé raiz quadrada para se eliminar), nao havera termos com derivada
temporal de segunda ordem. Este foi o motivo de a equacao de Klein-Gordon levar ao que

se julgava ser uma densidade de probabilidade negativa.
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No operador Hamiltoniano, dado pela Eq.(2.36]), @ e  sdo coeficientes contantes,

que devem satisfazer as seguintes relacoes

Q04 + Q0 = 25” N (237&)
if + o =0, (2.37b)
=1, (2.37¢)

a fim de que a expressao E? = p2c® + p?c* seja verificada. A tnica possibilidade é que
sejam matrizes. Portanto, a equagao decorrente da Eq.(2.36)), dada por

ihgtlll(r, t) = (—ihcd - V + Buc®)¥(r, 1) (2.38)

¢ uma equagao matricial e é conhecida como equagao de Dirac, onde ¥ é um espinor

representado por uma matriz coluna.

A fim de estabelecer a equacao de Dirac para o espago curvo, escrevamos a Eq.([2.38))

no espago-tempo de Minkowski, a qual é dada por

<m<a>a(a) - ’;;) U(z) =0, (2.39)

onde a = 1,2, 3.
Em termos das matrizes (@, as relacoes fixadas pelas Egs. ([2.37a))-(2.37c) sao dadas

simplesmente pela anticomutacao

(@, 40} = 2p | (2.40)

onde 7% é dada pela Eq.(A.4) e as matrizes de Dirac, na representacio de Pauli-Dirac,
sao dadas por
7 = —iBa® | (2.41a)

70 = —iBa’ = —if = —iy* | (2.41b)

0 k
ok = ( L (; ) , (2.41c)

1 0
5:(0 _1) 7 (2.41d)

sendo o* as matrizes usuais de Pauli e k = 1,2, 3.

Assim como foi feito na equagao de Klein-Gordon, Eq.({2.30)), a equacao de Dirac

generalizada para o espago curvo é

., e _
i ()Y, () — h] U(z) =0, (2.42)



2.2. Influéncia de campos gravitacionais sobre sistemas qudnticos 27

onde 77 (x) sao as matrizes de Dirac generalizadas, que satisfazem a relagdo de anticomu-
tacao

{77 (), (2)} = 297" . (2.43)

Na presenca de um campo de gauge, um campo A, é acrescido a equagao de Dirac

e a mesma ¢ escrita na forma

. e e
O, — A, — W) =0 . 2.44
Vo =27 > (z) (2.44)

Introduzimos também as conexdes espinoriais I'?(z), definidas através da imposicao

de que a derivada covariante das matrizes 77 (x) seja igual a zero, ou seja,
VO"-YT = Og"r — F:}T")/)\ - FO',.)/T + F}/TFO' =0 ) (245)

onde os indices de 77 sdo abaixados com o tensor métrico g, .

A derivada covariante que atua sobre o espinor ¥ (z) é, entao,
VJ\I/(;L') = (aa - FU)\II(x) ) (246)

e a equacao de Dirac covariante é dada por

e

he

c
V(8 —Ty) — —~7 A, — % U(z) =0, (2.47)
Esta equacao descreve a interacao de particulas de spin-1/2 com os campos eletromagnéticos

e gravitacional considerados como campos classicos.

A fim de obter uma forma explicita para 77 (z) e 77 (z)I',(z), vamos definir um

campo de tétradas (@ (z), tal que

Jor = ec(ra)eg-b)nab ) (248>

onde 7,, ¢ dado pela Eq.. Note que estamos utilizando a métrica ds* = g,,dz°dz™ com
assinatura +2. Sob transformacoes de coordenadas, os indices o, 7 sdo vistos como indices
tensoriais em um sistema geral de coordenadas 7, enquanto a, b referem-se a um referencial
inercial local e e/ (z) constituem quatro diferentes campos vetoriais. Adicionalmente &
covariancia dessa generalizacao sob transformacoes gerais de coordenadas que atuam nos
indices o, T, existe também a covariancia sob transformacoes de Lorentz aplicadas aos

indices de tétradas a, b.

Os indices de tétradas sao abaixados com 1),,, enquanto que os indices do espago-

tempo sao abaixados com o tensor métrico ¢,.

As matrizes constantes de Dirac do espago plano 7,, satisfazem a relagdo dada pela

Eq. 1} e sao escolhidas de tal modo que 78 =— € %T = ;. Segue, entao, da Eq. 1'
que

Yo = €W, . (2.49)
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As conexoes espinoriais I',(x) que satisfazem a Eq.(2.45]), sdo escritas em termos

das tétradas e das matrizes 7(*) da seguinte forma [45]
7 To = 7A@ +i7°Bw) (2.50)

onde 7% = iy~ 2)~6) ¢ A(a) e B(q) sdo dados por

1 g loa
A(a) = 5(806((1) + 6€a)rpa) (251)
‘ 1
b)o (c)T d
Bla) = ey e 0l (2.52)

COM € (q)(b)(c)(d) SeNdo um tensor unitario completamente anti-simétrico.

As equagoes de Weyl para o espaco curvo sao obtidas fazendo-se a massa 0 = 0 na

equacao de Dirac, na auséncia de campo eletromagnético, o que resulta em
Y (05 — T5)W(x) =0, (2.53)
e adicionando a equacao para a helicidade
(1+9")¥(x)=0. (2.54)

Estas equacoes sao consideradas as equacoes basicas para a descricao de particulas sem
massa e helicidade definida no espaco curvo, e, em particular, elas sdo tteis na descricao

de neutrino sob efeito de campos gravitacionais externos.
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3 Equacoes diferenciais de Heun

Devido a grande gama de aplicagoes, que vao da mecanica quantica a astrofisica, e a
possibilidade de novas e mais abrangentes aplicacoes, as fungdes de Heun tem despertado
muito interesse, o que pode ser comprovado pelos estudos recentes sobre suas propriedades,
bem como sobre os possiveis usos tanto na fisica, quanto em outras areas do conhecimento
[38].

E ficil explicar esta situacdo. Em ciéncias naturais, em particular, em fisica,
usualmente estudamos fendmenos comecgando a partir de algum estado de equilibrio. Entao,
estudamos pequenas variagoes das grandezas consideradas, em aproximacao linear, e por
fim, nos afastamos do equilibrio e somos for¢ados a levar em conta fenomenos nao-lineares.
E bem conhecido que para descrever fendmenos ondulatérios (como aqueles de mecénica
quantica), relacionadas com algum fenémeno linear em fisica classica, temos que usar
fungoes hipergeométricas. Portanto, estas fun¢oes foram bem estudadas nos séculos 19 e
20, e hoje podem ser encontrados os correspondentes c6digos em todos os bons pacotes de
programacao computacional. De acordo com o teorema de Slavyanov [46], os fenémenos
classicos nao-lineares, descritos por fungoes elipticas, ou até mesmo dados por solugoes de
equagoes do tipo de Painlevé, e os correspondentes problemas ondulatérios, podem ser
resolvidos exatamente em termos das fun¢oes de Heun. E visto que as equagoes de Painlevé
podem ser consideradas como as de Hamilton para uma grande classe de problemas
classicos nao-lineares, pode-se esperar um rapido aumento nas aplicagoes das funcoes de

Heun em fisica e em outras ciéncias naturais.

Sua complexidade matematica, entretanto, faz o uso dessas fungoes um desafio
grande, tanto na obtencao de solugoes analiticas das equagoes diferenciais correspondentes,
bem como na obtencao de solu¢ées numéricas. As funcgdes de Heun sao solucoes de
Frobenius unicamente locais de uma equagao diferencial ordinéria linear de segunda ordem
do tipo de Fuchsian [36], que no caso geral possui 4 pontos singulares regulares. Duas ou
mais singularidades regulares podem fundir-se em uma singularidade irregular levando as
equagoes diferenciais do tipo confluente e suas solugoes: funcao confluente de Heun, funcao
bi-confluente de Heun, funcao duplamente confluente de Heun e funcao tri-confluente
de Heun. As func¢oes de Bessel, Legendre, Laguerre, Webber-Hermite, e muitas outras
aparecem com os casos especiais ou confluentes da funcao hipergeométrica. A funcao de
Heun generaliza a fungao hipergeométrica (e também inclui a fungao de Lamé, a funcao de
Mathieu e a fungao de onda esferoidal [37]) e alguns outros casos podem ser encontrados
em [46]. Claramente, as func¢oes de Heun serdo encontradas mais e mais ainda na fisica

moderna, portanto, existe uma necessidade de entender melhor estas fungoes.
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Apesar do crescente nimero de artigos que usam equacoes do tipo de Heun e suas
solugoes, a teoria destas fungoes esta longe de ser completa. Existem varios trabalhos
analiticos sobre as fungoes de Heun, mas eles foram em grande parte negligenciados
até recentemente. Alguns progressos recentes podem ser encontrados em [47], mas como
um todo, existem muitas lacunas no nosso conhecimento destas fungoes. Um exemplo
de um aspecto das fungoes de Heun que estd a espera de um estudo sistematico diz
respeito a auséncia de representacoes integrais analogas as que existem para as fungoes

hipergeométricas e outras fungoes da fisica-matematica.

Neste capitulo, vamos apresentar algumas propriedades basicas, e detalhes perti-
nentes, da equacao diferencial (geral) de Heun e de seus casos confluentes de interesse
nessa dissertacao. Além de algumas ferramentas matematicas que podem ser utilizadas a

fim de transformar a equacao diferencial em estudo em uma equagao do tipo de Heun.

3.1 Equacao diferencial de Heun

A equagao diferencial de Heun, também chamada de equagao diferencial geral de Heun,
na sua forma generalizada é dada por [46]
d*y

3
D

=1

A, d 3. ¢,
Yy

D

z— 2z dz o2z

+Z(2ii)2 y=0, (3.1)

i=1

onde as quantidades z; (i = 1,2, 3) fixam as singularidades finitas, com a condigao

> . Ci=0, (3.2)

a qual nos diz que a Eq.(3.1]) possui uma singularidade regular no infinito.

3.1.1 Forma canodnica

A forma candnica da equagao (geral) de Heun é [37]

d2y+<7 ) € )dy afz —q

dz? ;+z—1+z—a dz+z(z—1)(z—a)

y=0, (3.3)

onde y e z sdo consideradas variaveis complexas e «, 3, 7, §, €, ¢ € a sao parametros,
geralmente complexos e arbitrarios, exceto que a # 0, 1. Os cinco primeiros pardmetros
estao relacionados por

YH+o+te=a+B+1. (3.4)

A equacgao é, entao, do tipo de Fuchsian, com singularidades regulares em z =
0,1,a,00. Os expoentes nessas singularidades sdo, respectivamente, {0,1 —~}; {0,1 — d};
{0,1 — €}; {«, 5}. A soma destes expoentes deve ter o valor 2, de acordo com a teoria

geral das equagoes de Fuchsian: este é o fato que leva a Eq.(3.4).
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O parametro a localiza a terceira singularidade finita e pode ser chamado de
parametro de singularidade, enquanto «, (3, 7, J, € determinam os expoentes nas quatro
singularidades e podem ser chamados de parametro de expoente. O parametro ¢ é chamado
de parametro acessorio e em algumas aplicagoes ele desempenha o papel de um auto-

parametro.

A solugao geral da Eq.(3.3]) (a primeira das 192 possiveis; ver secao [3.1.3]) pode ser

escrita como [48)]

y(Z) = Cl HeunG(a, q; &, ﬁa e 57 Z) + CQ Zli’Y HeunG(a, q1; 0, 617 T, 67 Z) (35)

onde
@ =g+ (ad+e)(1-7), (3.6a)
ap=a+1—7v, (3.6b)
r=08+1—17, (3.6¢)
Nm=2-"7. (3.6d)

E inevitével que, para uma equacio tao geral com grande gama de aplicacdes, como
as de Heun, ocorram divergéncias em relagao a melhor forma padrao destas equagoes, visto
que cada forma possivel possui suas vantagens e desvantagens. A forma dada pela Eq.
é conveniente tendo em vista que ela se reduz a equacao hipergeométrica, em certos casos
degenerados. Tal degenerescéncia nao deve ser confudida com o processo de confluéncia,
quando a toma valores limites e simultaneamente um processo de limite ocorre sobre os
parametros da equacao, sendo o resultado uma das formas confluentes da equagdo de Heun.

Este processo de confluéncia serda examinado na segao

Como foi dito na introducao, a equacao de Heun foi originalmente construida como
uma generalizacao deliberada da equacao hipergeométrica, e é 1itil observar que existem
trés maneiras de se obter a equacgao hipergeométrica a partir da de Heun. Aqui vamos

mostrar apenas a primeira e as outras duas podem ser vistas em [37]: se escrevermos a

Eq. como
2(z—=1)(z—a)y"(2)+[y(z—1)(z—a)+0z(z—a)+ez(z— )|y (2) + (aBz—q)y(z) = 0 (3.7)
e tomarmos
a=1, g=af, (3.8)

entao, o fator z — 1 pode ser retirado, levando a equacao hipergeométrica na sua forma

padrao
2(1=2)y"(2) + [y — (e + B+ 1)2]y'(2) — aBy(z) =0, (3.9)

onde usamos a relacao dada pela Eq.(3.4)).
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3.1.2 Tipos de solucdes da equacao de Heun

As solugoes da equagao de Heun podem ser classificadas em quatro categorias:

(1) Solugoes locais: cada singularidade é regular, de modo que pela teoria usual, nas
vizinhancas de cada uma existem duas solucoes linearmente independentes, uma
correspondente a cada expoente. Tais soluc¢oes sao chamadas de solugoes locais ou
solugoes de Frobenius e denotadas, por Ronveaux [37], pelo simbolo Hi(z). Existirao
duas solugdes desse tipo em cada singularidade, fornecendo um total de oito solugoes

locais;

(2) Fungoes de Heun: uma solucao local de Frobenius em torno da singularidade s;
pode, de fato, ser continuada analiticamente para a vizinhanca de uma singularidade
adjacente sp, mas nao conincidirda com a soluc¢ao local. Pode acontecer, entretanto,
que a solucao seja, simultaneamente, uma solugao de Frobenius em torno de z = s;
e em z = o — 0 termo fungoes de Heun é reservado para tais solugoes e denotadas,

por Ronveaux [37], pelo simbolo H f(z);

(3) Polinémios de Heun: quando as solugoes sao, simultaneamente, solugoes de Frobe-
nius nas trés singularidades e, portanto, analitica em um dominio contendo essas
singularidades, possivelmente com cortes, sao chamadas de polinémios de Heun e
denotadas, por Ronveaux [37], pelo simbolo Hp(z). Por exemplo, quando « é um

inteiro nao-positivo, &« = —n, as solugoes sao polinémios de grau n;

(4) Solugoes de caminho-multiplicativo: seja I' um caminho fechado ao redor de duas,
e somente duas, singularidades da equagao. Quando continuada analiticamente ao
redor de I', a solugao retorna ao ponto de inicio meramente multiplicada por uma

constante.

Estas quatro categorias de solugoes sao andlogas, algebricamente, as categorias conhecidas
na teoria das equacoes diferenciais duplamente periédicas, tais como as de Lamé. As
fungoes de Heun correspondem as solugoes periddicas, os polindmios de Heun as solugoes

duplamente peridédicas e as solu¢do de caminho-multiplicativo as solugdes quasi-periddicas.

3.1.3 Transformacdes da equacdo de Heun

E bem conhecido na literatura que a equacao hipergeométrica, Eq.(3.9)), pode ser transfor-

mada em outra versao dela mesma, por umas das seis substitui¢coes da variavel independente

z—
1z @1-2 ) (@)= 6) 5 (6) =

z 11—z 11—z z

(3.10)

Para as equagoes de Heun, existe um conjunto de 24 substitui¢oes [36], cada qual produz

(geralmente apds uma transformagao da varidvel dependente também) outra equagao
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do tipo de Heun. Portanto, visto que existem 8 solugoes locais, 2 em cada uma das 4

singularidades, temos um total de 192 solugoes para a equagao de Heun [49].

Por uma transformacao de poténcia elementar ou transformacao F-homotopica, da

variavel dependente y, se entende uma relacao do tipo

y(z) = 20(z = 1)7(z = a)75(2) , (3.11)

que converte a equagdo para y(z) em uma equagao para §(z). Como resultado desta
transformacao, cada expoente na singularidade z = 0 é reduzido por p, aqueles em z = 1
por o, aqueles em z = a por 7 e aqueles em z = co aumentado por p + o + 7, de modo

que a soma dos expoentes permaneca inalterada, e igual a 2.

3.1.3.1 Transformacao de uma equacao com quatro singularidades regulares para a forma de

Heun

Dada uma equacao de Fuchsian de segunda ordem, isto é, uma equacao diferencial linear
homogénea de segunda ordem, com quatro singularidades [50], todas regulares, esta pode

sempre ser transformada em uma equacao de Heun em sua forma canonica dada pela

Eq.(3.3).
(A) Equacao com quatro singularidades finitas

Sejam as singularidades nos pontos z = a, (r = 1,2, 3,4), com expoentes «,., [, em

a,. A equacao é, entao, do tipo [51]

w”(2) + p(z)w'(z) + q(2)w(z) =0 (3.12)
onde )
) =3 1_Zoia_ﬁ , (3.13)
g(z) = ng) A+2W , (3.13b)
G(z) = III(Z —a,) , (3.14)
e a relacao

S+ B) =2 (3.15)

1
deve ser verificada.

A variavel independente é transformada para trazer trés das singularidades, a saber
ay, ag, ag, para os pontos 0, 1, 0o, respectivamente (onde pode-se escolher quais das quatro
singularidades originais serdo transformadas), pela substituigdo homogréafica

(=

Z — Q109 — Qg

(3.16)

Z—aygay —ay
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A singularidade remanescente, as, é, entao, deslocada para

a3 — a1 Gz — Q4

a

(3.17)

a3 — a4 A9 — Ay i

Seguimos com a transformacgao da variavel dependente com o objetivo de reduzir

cada expoente em cada singularidade finita 0, 1, a para zero. Esta transformacao é
w(¢) = ¢"H(C—1)*(¢ —a)®y(C) - (3.18)
(B) Equagao com trés singularidades finitas e uma singularidade no infinito

Sejam as singularidades regulares, em z = a,, (r = 1,2,3), com expoentes «,., (3,

em a,, e seja também z = oo uma singularidade com expoentes «, 8. Entao, a equagao é

da forma (3.12)), onde

3 1 — O — Br
= - v 7 3.19
pe) =2 (3190)
1 . a,3,.H'(a,)
= 0 3.19b
W) =gy [Pt = | (3.19b)
com ,
Hz) =]](z-a) . (3.20)
1
Para trazer a equacao para a forma de Heun, vamos transformar a;, a; em 0, 1
fazendo
(="M (3.21)
a9 — a1

A singularidade remanescente, as, é, entao, deslocada para ( = a, onde

a3 — ay

a =

. 3.22
p— (3.22)

Assim, havendo removido as singularidades para os pontos {( = 0, 1, a, oo, fazemos a
mesma transformagao da varidvel dependente dada pela Eq.(3.18)) e obtemos uma equagao
do tipo de Heun.

Uma transformacao exponencial

y(z) = e (2) (3.23)

¢ muitas vezes util quando lidamos com uma das formas confluentes da equagao de Heun,
mas como esta tem o efeito de fazer a singularidade em z = oo tornar-se irregular, ela nao

¢é geralmente aplicavel a equacao de Heun padrao.

Outra transformacao ttil quando lidamos com a forma confluente da equacao de

Heun ¢é uma forma especializada da transformacao s-homotépica da variavel dependente

y(z) = w(z):
y(z) =w(z) e H(z —z)H (3.24)
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onde os pontos z; sao os pontos singulares regulares com os expoentes p; e v escolhidos

convenientemente.

3.1.3.2 Forma trigonométrica da equacdo geral de Heun

Entre as varias equagoes que ocorrem na fisica matematica, estdo algumas que tomam a
forma de equagoes lineares com coeficientes periddicos. Algumas dessas equagoes surgem,
naturalmente, na forma periddica, outras tomam essa forma porque envolvem um sistema
de coordenadas expresso por fungoes periddicas (tais como coordenadas polares). Vérias

de tais equagoes periddicas podem ser postas na forma de Heun ou equacoes confluentes

de Heun.

Para demonstrar isso, vamos dar a forma trigonométrica da equacao geral de Heun,
Eq.(3.3).
Tomando
z =sin’0 , (3.25)

a Eq.(3.3) torna-se

d*y dy
L2 . 2 .
(a — sin H)W + {(a—sm 9) [(2y — 1) cotf — (20 — 1) tan 0] —681112(9}@

+ 4(aBsin?0—q)y=0. (3.26)

Agora, algumas considerac¢oes em rela¢ao a casos particulares dessas transformacoes

precisam ser feitas:

1. Os termos entre colchetes nas Egs.(3.13b)) e (3.19b)), podem ser de segunda ordem
2

em z, isto é, z°, e mesmo assim a transformagao tera o efeito desejado;

2. Mesmo que a relagao fixada pela Eq.(3.15]) ndo seja verificada, a transformagao ainda
pode ser utilizada caso haja um termo do tipo 2z entre colchetes na Eq.(3.13b));

3. E por fim, vale a pena ressaltar que nem sempre a transformacao da varidvel
dependente, dada pela Eq., fornece uma equacao do tipo de Heun na forma
candnica, o que nos forga a utilizar uma transformacdo que leva a equacao em
estudo a sua forma normal, e assim poderemos comparar com as formas normais das

equagoes de Heun.

3.1.4 Os casos confluentes da equacao de Heun

O processo geral de confluéncia é discutido em Ince [50]. Em esséncia, este é um processo
por meio do qual, duas singularidades s;, sy de uma equacao diferencial sao trazidas

a coincidéncia: geralmente, um processo de limitacao ocorre ao mesmo tempo entre os
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parametros da equagao, de modo que as duas singularidades sao substituidas por uma

singularidade que, em geral, é de natureza mais complicada.

Pode-se esperar, é claro, que a forma confluente da equagao tenha solugoes que
podem ser derivadas como casos limites das solugoes da equacao original, mas o processo
limitante, geralmente, altera as solugdes qualitativamente. Entretanto, os casos confluentes,
frequentemente, surgem propriamente de problemas fisicos, de modo que o estudo direto

destes casos e a derivagao direta de suas solugoes é geralmente necessario.

Existem quatro importantes casos confluentes da equacao de Heun:

(1) A equagao confluente de Heun: é obtida quando a singularidade em z = a é fundida
com a em z = 00, resultando em uma equacao com singularidades regulares em

z =0 e z =1 e uma singularidade irregular de ordem 1 em o0;

(2) A equagao duplamente confluente de Heun: a singularidade em z = 1 é deslocada
por uma simples transformacao para o ponto z = b. Entao, simultaneamente temos
que a — 00, b — 0, de modo que a equagao possui singularidades irregulares em 0 e

oo, ambas de ordem 1;

(3) A equagao bi-confluente de Heun: havendo deslocado a singularidade em z = 1 para
z = b, tomamos a — o0, b — 00, de modo que a singularidade em oo torna-se

irregular de ordem 2;

(4) A equacao tri-confluente de Heun: esta ndo pode ser derivada diretamente por
confluéncia da equagao de Heun em sua forma padrao. Dada a Eq.(3.12) para o caso
(B), fazendo a; — ay — a3 — 00, obtemos uma equagdo com uma singularidade

irregular em oo, de ordem 3.

3.1.4.1 Derivacdo da equacao confluente

Como exemplo, vamos mostrar a derivacao da equacao confluente de Heun. Dividindo a
Eq.(3.7) por a, obtemos

z(z—1) <Z — 1) y'(z) + {7(2 - 1) (Z — 1> +0z <Z — 1) + gz(z - 1)} y'(2)

a a a
B q
—z—= =0. 3.27
b (e Yt (3.27)
Tomemos a — oo e, simultaneamente, seja (3, €, g — oo de tal forma que
§—>E—>—u, T, 4. (3.28)
a a a

Entao, a Eq.(3.27) torna-se

d? ) d -

dz?
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na qual os parametros 7, §, o S840 0S mesmos como na equagao original, mas v, o sao

11OVOS.

3.1.4.2 Formas normais

Em todos os casos a forma normal da equagao é

y'(2) + Q2)y(z) = 0 (3.30)

e, para os varios casos confluentes de Heun, Q(z) possui as seguintes formas:

« Equagao (geral) de Heun:

A B C D E F
_l’_

= — — 3.31
Q) P T (2'—1)2+(2'—6L)27 (3:31)
onde A+ B+ C =0;
o Equacao confluente de Heun:
C D E
= -+ —; .32
Q) o (332)
» Equagao bi-confluente de Heun:
D FE
Qz) = A" +Bz+C+—+ = ; (3.33)
z oz
o Equacao duplamente confluente de Heun:
B C D E
Q(z) = A+ + 7_{_ + (3.34)
« Equacao tri-confluente de Heun:
Q(2)=A'+B*+C*+ D2+ E . (3.35)
3.2 Equacao confluente de Heun
A equacao diferencial confluente de Heun na sua forma generalizada é dada por
dzy i 2 B;
— E D —|y=0 3.36
S S AT Rl R Yt ohec s PR S CED

onde os pontos z; sao pontos singulares regulares finitos e z = oo é um ponto singular

irregular.

Denominamos a forma padrao da equacao confluente de Heun de simétrica se

z1 = 1, 29 = —1, de ndo-simétrica se z; = 1, 29 = 0, e de modificada se z; = i, 2o = —1.



38 Capitulo 3. FEquacoes diferenciais de Heun

3.2.1 Forma canonica

A forma candnica da equagao confluente de Heun ¢é [47]

& 1 1\ d
y+<a+ﬁ+ +7+>y+<”+zi1>y=0, (3.37)

dz? z z—1) dz z

a qual possui dois pontos singulares regulares em z =0 e z = 1 e um irregular em z = oo.
As solugbes unicamente locais de Frobenius desta equacao, regulares na vizinhanga do

ponto singular regular z = 0 e normalizadas a unidade neste ponto, isto é,
HeunC(a, f,7,6,7;0) = 1, (3.38)

sao chamadas de fungoes confluentes de Heun, y(z) = HeunC(«, 3,7,9,n; z), com os

parametros «, (3, 7, 0 e n relacionados com p e v por

p=gla—f—y+as—p)-n, (3.39)

1
v=glatftytay+py)+i+n, (3.40)

de acordo com o pacote padrao do Maple™17.

3.2.2 Forma normal

Considere uma EDO linear de segunda ordem na forma padrao

d’y dy
- — =0. 41
T2 TP+ a(z)y =0 (3.41)

Por uma mudanga da varidvel dependende, a Eq.(3.41]) pode ser escrita como

d*u
que é chamada forma normal da Eq.(3.41])).
Vamos considerar a transformagao y(z) = u(z)v(z). Usando esta transformacao na
Eq.(3.41)), obtemos
d*u dv du d*v dv
— 2— — — — =0. 3.43
vos t [ 7 +p(z)v] T leQ +p(z)dz +q(2)v| (3.43)

Agora, vamos definir o coeficiente de du/dz como sendo zero. Isto fornece

d
2d—z Fp(z =0 = v=c2/PE (3.44)

e o coeficiente de u torna-se

{q<z> L) 1[p<z>]2} = Q). (3.45)
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Visto que v é nao-nulo, cancelando v obtemos a esperada forma normal. Também, visto
que v nunca se anula, v anula-se se e somente se y anular-se. Assim, a transformacao

acima nao afeta os zeros da solucao.

Entao, utilizando as Eqgs.(3.41))-(3.45]), podemos escrever a equacao confluente de
Heun, Eq.(3.37), na forma normal como [37]

d*u B C D E
—_— A4+ —+ —+ — =0 3.46
dz2+ +z+z—1+z2+(z—1)2u ’ (3.46)
com .
u(z) = S ryu(z) = et T HeunCla, 5,3,,m:2) (3.47)
v(z
e os coeficientes A, B, C, D e E dados por:
1
= —Zaz ; (3.48)
1
B = 5(1 —2n) ; (3.49)
1
C'=5(~1+25+2n): (3.50)
1 2
DEZ(l—ﬂ ) ; (3.51)
1 2
= Z( —9) . (3.52)

1
n=g5-B. (3.53¢

Portanto, utilizando a Eq.(3.47)), as solucoes gerais da Eq.(3.46|), validas em todo o

intervalo 0 < z < 00, sdo dadas por:

e [ # inteiro:

wz) = er%%(z— 1)z 301+5)

x {Cy HeunC(a, B,7,6,m;2) + Co 277 HeunC(ar, —3,7,8,m;2)} ;  (3.54)
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e [ = inteiro:

wz) = e (z— 1)20+72(1+5)
x {C; HeunC(—a,~, 3, —d6,n+0;1 — 2)
+ Cy (z—1)"7" HeunC(—a, —v, 38, =4, n + 6;1 — 2)} , (3.55)

onde C e 'y sao constantes.

Usando transformagoes s-homotépicas (tais que conservem a forma canonica da
equagao confluente de Heun), pode-se obter 16 classes de solugoes locais exatas do tipo de

Frobenius na forma:

Uaaizi O'ﬂBTi U’Y%
y=e"2 2" ? 2" HeunC(on0u, 080+, 044, 04,113 24 ) (3.56)

onde 0,,03,0, = *1 e os parametros mudam de tal forma que o, B+, vy, 04,04 —

a_, B, y_,0_,n_, e zy — z_ (mais detalhes podem ser encontrados em [46], 52]).

3.2.3 Expansao em séries de poténcias em torno das singularidades regulares
z=0,1

Na esfera unitdria |z| < 1, a fun¢do confluente de Heun é avaliada usando o método da

série de poténcias ampliado ou método de Frobenius:
[e.e]
y(z) = 2™t (3.57)
k=0

Quando substituido na Eq.(3.37)), esta expansao fornece a seguinte relagao de recorréncia
de 3-termos [37, [53]:

pp+p8)=0, (3.58a)
ci(p+1)(B+p+1)—co n+§+;(v—a)(5+1)+p(p+1+5+7—a) =0, (3.58b)
Cri2Cy — i 1C1 +¢,Co =0, k>0, (3580)

onde )
Co = (p+k)a+5+§oz(5+'y—i—2) : (3.59)
01:n+g+;(v—a)(ﬁJr1)+(,o+k:+1)(p+k+2+ﬁ+v—a), (3.60)
Co=(p+k)p+k+8). (3.61)

Se (8 é nao inteiro, entao pode-se denotar por HeunC(«, 3,7, d,n; z) a solugdo correspon-

dente a p = 0 e para o qual ¢y = 1. Para p = —f3, pode-se obter outra solucao linearmente
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independente da mesma equacao, a saber, 2=” HeunC(a, — 3,7, d,7; 2). Usando estas duas

solugoes, podemos obter a solugao geral da equacao confluente de Heun, dada pelas
Eas.(333) e (3:55).

No Maple™17, temos a seguinte expressao em séries de poténcias das fungoes
confluentes de Heun, com relagdo a variavel independente z, na vizinhanca do ponto

singular regular z = 0 [37]:

HeunC(ayﬁy,}/,(g’n;z) — 1+1(—0z5+6’7+277—04+5+’y)z

2 (B+1)
1 1 202 2 2.2
- -2 + — dnaf +4
8(6+1)(6+2)(a5 af™y 4+ 577" —4naf + 4npy
40*B — 205% — 6By + 45°y + 487" + 4n° — 8na + 83
81y + 30 — 4o — day + 3% + 436 + 103y + 37 + 8

4B + 45 +4y) 22 + ... . (3.62)

+ 4+ + +

Nesta dissertacao, salvo indicacdo em contrario, iremos utilizar apenas o primeiro

termo desta série de poténcia assintética (= 1).

3.2.4 Séries assintéticas em z — oo

As assintotas no infinito sdo importantes para impor as condi¢oes de contorno que definem
a fisica do problema. Na vizinhanc¢a do ponto singular irregular no infinito, duas solucoes
da Eq.(3.37)) existem, que em geral sdo expandidas (em um setor), nas seguintes séries

assintoticas [37, 53]

= &
HeunC(a, ,7,9,1; 2) ~ (3.63)
(32 -1) ooz i ek(,?> ,
k=0 ~

no dominio —m — arg(a + ) < arg(z) < 7 — arg(a — 7) .
Os coeficientes ag(a) e ex(a) sdo dados pela relagao de recorréncia:
ap =1; (3.64a)

—aa; +m(a)ag =0 ; (3.64b)

—a(k +2)ako + [m(a) +(k+1) (k +2+a+ 25)] A+1

9 2
5—<7+2+5> +k(k+1)—k<2;+7+1> ar =0,  (3.64c)

4 2 a
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3.2.5 Solucdes polinomiais

Para certos valores dos parametros «, (3, 7, 0, n a funcao confluente de Heun reduz-se
a um polinémio. Visto que isto simplifica, significativamente, a avaliacao da funcao e
também impode condicoes de fronteira especificas, correspondendo a uma situagao fisica
que pode descrever um cenario astrofisico, este caso é de particular importancia para os

nossos estudos.

As condigoes polinomiais sao:

O By Nt (3.65)
Q 2

Aqui, o inteiro N > 0 é o grau do polinémio e Ayx,1(p) é o determinante tri-diagonal

especificado em [47, [52]:

p—q  11+P 0 0 0 0
Na p—gp+la  2Q+p - 0 0 0
0 N-Da  p—g+2a --- 0 0 0
0 oo p—qna+HN=2a (N—1)N—-1+7) 0
20 p—gn+N—-1a  NN+P5)
0 la w—qnu+Na
(3.66)

onde ¢, = (n —1)(n + 8+ ) e o pardmetro p advém da forma auto-adjunta da equagao

de Heun, a saber

+ « (i + pEn + 1) zH(z) = pH(2) . (3.67)

A primeira condi¢ao é chamada de condi¢ao-dy e é equivalente a equagao Cy =
0 (Egs.(3-584)-(3.58(), para p = 0 e k = N). A segunda condi¢do é equivalente
ce+1(a, B,7,0,m) = 0. Considerando ambas as condigoes, significa que a expansao em
séries de poténcias serd truncada apds o N-ésimo termo — todos os termos com n > N sao

zero — e assim obtem-se um polinomio de grau N.

Outra forma da segunda condigao polinomial Ay, () = 0 pode ser encontrada

em [47] e pode ser lida como (N + 1)leny1(a, 5,7,dn,7), onde ¢y sdo 0s termos na
expansao em séries da Eq.(3.57)).
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3.3 Equacao duplamente confluente de Heun

A equagao diferencial duplamente confluente de Heun na sua forma generalizada é dada
por
dy

2
+Zz &

dy
df [HO_FZ o (2= =)?

_Z’L

G & b & B & R
IS CEr AR ey Plemr] L

1 S ) i=1 i=1
(3.68)
3.3.1 Forma candnica
A forma candnica da equacao duplamente confluente de Heun é
@-f- 22° —ax' =42 + 224+ a|dy | [B2 - (=7 —2a)z+0 y=0. (3.69)
dz? (z—=1)3(z+1)3 dz (z—=1)3(z+1)3
a qual possui dois pontos singulares irregulares em z =1 e z = —1, e suas solugoes sao as

fungoes duplamente confluentes de Heun, y(z) = HeunD(«, 3,7, §; 2), onde os pardmetros

a, 3,7 e d estao de acordo com os usados no pacote padrao do Maple™17.

3.3.2 Forma normal

Procedendo de forma anédloga a segdo anterior, utilizando as Eqs.(3.41])-(3.45]), podemos

escrever a equagao duplamente confluente de Heun, Eq.(3.69)), na forma normal como

v [ A B C D

dz? (z—1) (z+41) (=12  (z2+1)?

F G J K
=0 3.70
* (z—1)3+(z+1)3+(z—1)4+(z+1)4]u ’ (3.70)
com
! e

u(z) = —=y(z) =e G-D3(+D) HeunD(wv, 8,7, 6; 2) , (3.71)

v(z)
onde temos dois grupos de coeficientes que fornecem os parametros da funcao duplamente
confluente de Heun, ambos de forma equivalente. O primeiro grupo com os coeficientes A,
C, F e J dados por:

1
A= ﬁ(—za +a® — 2B +66) ; (3.72)

1
055(8—(12%5—27—65); (3.73)

(B+7+9); (3.74)

ool =
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1 2
= —E(—a ). (3.75)

Usando as Eqs.(3.72)-(3.75]), obtemos que os pardmetros «, 3, v e § sd@o dados por:

a=4v—-J; (3.76a)
B=—1+8A+12C +6F —2J ; (3.76D)
v=-16(A+C); (3.76¢)
§=1+8A+4C +2F +27J . (3.764)

Os coeficientes B, D, G e K sao dados por:
1

B= 32(8—a2+25—65); (3.77)
1 2
DE§(8—OA + 28427 —69) ; (3.78)
1

G = g(—ﬁ—l—fy—é) ; (3.79)
K= i( %) (3.80)

=152 :

A partir das Egs.(3.77)-(3.80]), obtemos que os parametros «, 3, v e § sao dados por:
a=4vV-K ; (3.81a)
f=—-1—-8B+12D — 6G — 2K ; (3.81b)
v =—16(B — D) ; (3.81¢)
§=1-8B+4D —2G + 2K . (3.81d)

Portanto, utilizando a Eq.(3.71]), a solugdo geral da Eq.(3.70]), valida em todo o

intervalo 0 < z < o0, é dada por

N

u(z) = eXEHED [(z—1)(z+1)]
1
X {C’l HeunD (—a, —0,—v,—f; )
z
oz 1
+ (3 e GDGEFD HeunD (a, —0,—, —f3; )} , (3.82)
z

onde C] e (5 sao constantes e usamos a seguinte identidade para as fung¢oes duplamente

confluentes de Heun:

1
HeunD <—a, -0, —v,—f; ) = HeunD(«, 5,7, 9; 2) . (3.83)
z
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4 A equacao de Klein-Gordon em um buraco

negro de Kerr-Newman

Rowan & Stephenson [39] obtiveram as solugoes exatas da parte angular da equagao de
Klein-Gordon para um campo escalar massivo na presenca de um buraco negro girando,
carregado e de massa arbitraria, representado pela métrica de Kerr-Newman. Para a
parte radial da equagao de Klein-Gordon, eles obtiveram solugoes aproximadas, préximo
ao horizonte de evento exterior e no infinito. Com a matematica disponivel na época
e por permitir a massa ser arbitraria, as solu¢oes foram obtidas apenas nessas regides
assintéticas, de modo que nao sao validas em todo o espaco. O caso especial de um buraco
negro de Schwarzschild também foi examinado por Rowan & Stepheson [54] em detalhes e
os resultados sao mostrados como estando intimamente relacionados aqueles obtidos por

outros métodos, como por exemplo, em [55] [56].

Neste capitulo, revisitaremos o trabalho de Rowan & Stephenson [39], porém, desta
feita, obtivemos uma solucao analitica da parte radial da equacgao de Klein-Gordon, valida
em todo o espago [42], sendo esta dada em termos das fungoes confluentes de Heun. Os
comportamentos assintoticos das solugoes também foram estudados e comparados com
os correspondentes obtidos por Rowan & Stephenson [39]. A partir da solucao radial,
obtivemos a solu¢ao exata para o caso do buraco negro de Schwarzschild. Analisamos
também a equacao de Klein-Gordon dependente do tempo para um campo escalar massivo
em um espago-tempo de Kerr-Newman extremo [42], onde as solugoes obtidas também
sao exatas e dadas em termos das fungoes duplamente confluentes de Heun. E por fim,
estudamos o caso generalizado da equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo

carregado em um buraco negro de Kerr-Newman [43].

4.1 A métrica de Kerr-Newman

A métrica gerada por um buraco negro com momento angular por unidade de massa
a = J/M, carga elétrica () e massa (energia) M é a métrica de Kerr-Newman [57], cujo

elemento de linha, nas coordenadas de Boyer-Lindquist [58], é dado por

A 2 sin%é 2 P
2 _ . 9 2, 2 2 2 g2
ds —?(dt—asm Qd(b) - [(7“ +a)d¢—adt} _Zdr —p°do”,  (4.1)
onde
A =1r*—2Mr+a*+ Q? (4.2)
e

p* =r1’+a’cos’ 0 . (4.3)



46 Capitulo 4. A equagio de Klein-Gordon em um buraco negro de Kerr-Newman

Note que estamos utilizando a métrica ds?> = ¢,,dz°dx” com assinatura —2. Podemos

escrever o tensor métrico do espago-tempo de Kerr-Newman como

L(A—d*sin?0) 0 0 a0 (12 + a?) — A
0 —e 0
or) — ) 4.4
(907 . S . (4.4
7‘”;‘;29 [(r*+a*) —A] 0 0 —Si’;# [(r2 + a2)2 — Aa?®sin? 0}
a partir do qual obtemos
g = det(gy,) = —p*sin?0 . (4.5)
Assim, as componentes contravariantes de g,, sao dadas por
pQLA [(7’2 +a?)® — Aa?sin? 9] 0 0 e [(r* + a?) — A
0 -5 0 0
Ty = P . (4.6
(6 . ) . (4:6)
o [(r? +a?) — A] 0 0 —m (A — a?sin?0)

A partir da Eq.(4.2)), temos que a equagdo da superficie de horizonte do espago-tempo de

Kerr-Newman ¢é obtida da condicao

A=(r—r)(r—r)=0. (4.7)

As solugoes da Eq.(4.7)) sdo
=M+ (M2 (a2 +Q)]" (4.80)
=M= = (4 Q%)]" (4.8b)

e correspondem aos horizontes de evento e de Cauchy do buraco negro de Kerr-Newman.
Quando ) = 0 a métrica do espago-tempo reduz-se a solugdo de Kerr. Para a = 0
recuperamos a solugao de Reissner-Nordstrom e quando @ = a = 0 a Eq.(4.1) reduz-se a

solucao de Schwarzschild.

4.2 Equacoes de movimento: campo escalar massivo

Queremos estudar o comportamento de campos escalares, em um campo gravitacional
de um buraco negro carregado e em rotacao. Neste sentido, devemos resolver a equagao
de Klein-Gordon, que é a equacao que descreve o comportamento de particulas escalares
massivas, dada por

(P +u?)w=0, (4.9)

onde usualmente p possui unidade do inverso do comprimento de onda de Compton. Como
mostrado no capitulo [2| em um espago-tempo curvo podemos escrever a Eq. na forma
manifestadamente covariante como

1

[\/__gaa (g‘”\/—_g&-) + /ﬂ] T =0. (4.10)
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Substituindo as Eqs.((.F]) e (4.6) na Eq.(4.10]), obtemos

1 2 0? 0 0 1 9 o
{A [(r —l—a) — Aa®sin 0] 2 By <A(97“> ~ i ( me(%)
— ; 2342 672 2£ 9 9 82 B
Asimze(A @ s 9)3¢2+ [( —i—a) A}atad)-i-f),u U=0.
(4.11)

Para resolvermos a Eq.(4.11)), vamos admitir que sua solugao pode ser separada
como segue

U = U(r,t) = R(r)S(h)e™e " . (4.12)
Substituindo a Eq.(4.12)) na Eq.(4.11]), encontramos que

1d ( dRY 1 1 d( dS 1 - )
ar (Adr>+5sin9d€(meci@)JrAsin?H(A a*sin? ) (—m’)

2a 2, 2 1 2 | 2\? 2 i 2 2 2 92
+ K[A—(T +a)}mw—A{<r +a) — Aa”sin 9} (—w)—p,u =0.
(4.13)
Esta equacao pode ser separada de acordo com
1 d ds m?
— (sinf— Aim + €% cos”  — S=0 4.14
s df (Sm d0> +< pm 7 €008 sin20> ’ (4.14)
onde ¢ = a*(w? — p?)
( ) T + a2)2 — AMawmr + 2Q%awm — p*r? A + m*a®
(w 0+ Am) A| R=0, (4.15)

onde \ é a constante de separacao, w é a energia da particula e m é o nimero quantico

azimutal.

4.3 A equacao angular

A solugao geral da Eq.(4.14) é dada em termos das fungoes harmonicas esferoidais oblatas,

Sim(ic, cos @), com auto-valores )\, onde [, m sdo inteiros tais que |m| <[ [59, [60) 61].

Aqui, vamos mostrar que as fungdes harmonicas esferoidais oblatas sao um caso
particular das fungdes confluentes de Heun, ou seja, vamos escrever a Eq.(4.14]) na forma

de uma equacao de Heun.

Definindo uma nova coordenada por x = cosf, podemos reescrever a Eq.(4.14) na

forma

d>s ( 1 N 1 )dS
dx? x+1 x—1/) dx

m? m?

D) [—c%Q—Aler?(xH)—z(x_l) S=0. (4.16)

1
(x4 1)(
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Esta equacao possui singularidades em © = 1 e em = = o0o. Para trazer a equagao para a
forma de Heun, vamos transformar (a;,as) = (—1,1) em (0, 1), através da substituigao

homografica

T — a r+1
= = 4.17
e — 5 (4.17)

que fornece

d*S 1 1 dsS Ay As Ay As
a2 \z pal i e = = 41
dz? <Z z—l)dz—f—[1+z+2_1+22+<z_1)2S 0, (4.18)
onde os coeficientes Ay, As, Az, Ay e As sao dados por:
Ay = A ; (4.19)
2 _ 2
=202 F P (4.20)
2
Ay = —Ay; (4.21)
2
Ay=-"m (4.22)
4
Ay = Ay (4.23)

Definindo uma nova fungdo, S(z), por S(z) = Z(2)[z(z — 1)]7"/2, podemos escrever a

Eq.(4.18)) na seguinte forma

d*Z By B3 B, Bs
—+ |B1+ — — Z =0 4.24
iz " 1+z+z—1+22+(z—1)2 ’ (4.24)
onde os coeficientes By, By, B3, By e By sao dados por:
Bl - A1 5 (425)
1+2A
By— (4.26)
2
B3 = —Bsy (4.27)
1+4A
By — 24 (4.28)
4
Bs =B, . (4.29)

A parte angular da equagao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo em

um espago-tempo de Kerr-Newman na regiao exterior ao horizonte de evento, dada pela
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Eq.(4.14]), pode ser escrita como a Eq.(3.46|) e, portanto, sua solucao é dada pela Eq.(3.47)),

a saber,

Z(z) = et J e+ 54354 HounCoa, 8,7, 6,m; 2) | (4.30)

e os parametros «, 3, v, 6 e n sao dados por:

a=4c; (4.31a)
f=m; (4.31Db)
vy=m; (4.31c¢)
5=0; (4.31d)

2
n=—c+ m7 = Nim - (4.31e)

A solucao geral da Eq.(4.18)), valida em todo o intervalo 0 < z < oo, é obtida com
o uso da Eq.(4.30). Ela é dada por

S(z) = e%az(z - 1)%72%5
x {Cy HeunC(—a, B,7v,=0,n+ ;1 — z)
+ Cy (z—1)7" HeunC(—a, —v, 3, =6, n +0;1 — 2)} , (4.32)

onde HeunC(a, 3,7, 0, ;&) sao as fungdes confluentes de Heun, C e Cy sdo constantes

e a, B, 7, § e nsao fixados pelas relagoes (4.31a))-(4.31¢). Estas duas fungoes formam

solugoes linearmente independentes da equacao diferencial confluente de Heun desde que

[ seja inteiro, como é o caso.

4.4 A equacao radial

Agora, para que a solucao geral da equacao de Klein-Gordon no espaco-tempo de Kerr-
Newman esteja completa, vamos resolver a equagao radial, dada pela Eq.(4.15). Como
podemos ver, a equagcao radial possui uma dependéncia complicada com a coordenada r, o

que torna a determinacao da solu¢ao nao tao simples como no caso da equagao angular.

A fim de resolver a parte radial da equacgao de Klein-Gordon, vamos fazer uso da

Eq.(4.7) e escrever a Eq.(4.15)) como

(r—ry)(r— r);i [(r —ry)(r — r)cflf] + [wQ (r2 + a2)2 — AMawmr + 2Q*awm
— @ —r)(r—r2) +mfa® — (w2a2 + )\lm) (r—ry)(r— 7“_)} R=0. (4.33)

Agora, vamos definir uma nova coordenada x e um parametro d dados por [39)]

Mz =r—ry, (4.34a)
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oMd =r, —r_ =2[M* — (a® + Q)% . (4.34b)

A nova coordenada é tal que quando r — r,, * — 0 e quando r — oo, obtemos que
xr — 00. Estamos interessados em estudar o comportamento das particulas apenas na
regiao exterior ao horizonte de evento, a saber, para r > r,, que corresponde a 0 < x < o0,

em termos da nova coordenada. Assim, com essas consideragoes, temos que
r—r_=M(z+2d), (4.35a)

r=M@+d+1). (4.36a)
Entao, escrevendo a Eq.(4.33) usando esta nova coordenada, obtemos

d dR {M*[(x+d+1)*— (d* —1)] — Q*}? 2Q%*awm
2d)— 2
dx [x(m * )dx] * |[w M2z(x + 2d) M2z(x + 2d)
dawm(z +d+1) 5 9 ) m?a® 5 o
- M d+1 —_—— — Am)|| R=10.
z(z + 2d) et d+1) +M2x(x+2d) W™+ Aim)

(4.37)

Definindo uma nova funcdo, R(z), por R(z) = Z(x)[z(z + 2d)]"*/?, podemos escrever a

Eq.(4.37) na seguinte forma

1
M?2x2%(x + 2d
+ Az +d+ D)z + 2d)] — 2M2Q[a(x + 2d) + 2(x + d +1)] + Q*}
— AdawmM?*(z +d + 1) + 2Q%*awm — p>M* [Qx + (d+ 1)2} z(z + 2d) + m2a?

M? (w2 - /f) + E [[w2 {M4 [4(x +d+1)?

— (w20 + ) M@ + 2d)a + M%F]D Z-0. (4.38)

Esta equacao diferencial pode ser escrita em uma forma que nos permite comparar com

uma equagao diferencial de Heun, e isto sera feito como segue.

A fim de obter a solucao radial da equacao de Klein-Gordon em um espago-tempo
de Kerr-Newman, dada pela Eq.(4.38)), vamos seguir o mesmo procedimento adotado por

Rowan & Stephenson [39] e escrever a equacgao radial na forma de fracdo parcial como

d*Z 1 |[A B C D
— M*(wW? =)+ — | =+ = Z =0 4.39
dx2+{ W=+ 3 [J;2+x+(x+2d)2+(ac+2d)]} - 439
onde os coeficientes A, B, C' e D sao dadas por:
1
A = i {m2a2 +2Q%awm — dawmM?*(d + 1) — AM?wW*Q*(d + 1)
+ AMYW(d + 1) + M2+ *Q"] (4.40)
_ 1 2 2 2 2 2 22 (72
B = @{—ma — 2Q%awm + dawmM* — AM*wQ) (d —1)

+ AMYWA(d+ 1)2(2d — 1) = 2M*2d*(d + 1) = 2Md? (wa® + A,
— M- w?Q' (4.41)
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1
C = i {m2a2 + 2Q%*awm + dawmM?(d — 1) + 4M*w*Q*(d — 1)
+AMYW(d = 1) + M2 + Q"] (4.42)
_ 1 2 2 2 2 2 212 2
D = 1B [m a® + 2Q awm — dawmM* + 4M“w*Q (d —1)
+ AM'W(d = 1)2(2d + 1) + 2M*p2d* (d — 1) + 2M2d? (wa® + A
+ M+ QY (4.43)

4.4.1 Solucdes aproximadas

Quando Rowan & Stephenson realizaram esse trabalho [39], devido ao nivel de desenvol-
vimento dos estudos sobre as fungoes de Heun na época, nao foi possivel a obtencao da
solucao analitica da equacao radial, Eq., valida em todo o intervalo 0 < x < oo.
Portanto, eles obtiveram apenas solu¢oes nos regimes assintoticos, a saber, nos limites
de quando as particulas estao proximas a x = 0 e no infinito. Vamos, entao, revisitar o

trabalho de Rowan & Stephenson e obter as solugdes aproximadas e os casos particulares.

Comecemos por considerar as formas das solu¢oes nos dois limites: x — 0 e x — oo.

4411 Casol.z—0

Nas proximidades do horizonte de evento, temos que r — 7, ou seja, da Eq.(4.34al), isto
implica que x — 0. Assim, para calcularmos a solugao da Eq.(4.39)) neste limite, vamos

expandir seus termos de C' e D para x pequeno e obter a equagao

EZ ([ 5 s s C D 1 /A B
M_{[M(M _w>_4M2d2_2M2d}_M?<+x)+0(x)}z' (4.44)

22
Vamos, agora, definir uma nova variavel independente, 7, tal que

n=2VFzx (4.45)
onde o N
CoNr2(2 2y _
F=M*(p —w) ORE  30d (4.46)
Desprezando os termos de O(z), a Eq.(4.44) finalmente toma a forma
d*Z 1 B A
22 [z = — A 4.47
dn? (4 QMZ\/FTI M2772> ) ( )
que ¢ comparavel com a equagao diferencial de Whittaker, a saber
d*Z 1 k m?— i
—=-=-- Z . 4.48
dn? (4 n (1448)

Segue, entao, que a Eq.(4.47)) possui solugoes em termos das fun¢oes de Whittaker com k,

m definidos por
B

K= —— 4.49a
MTE (4.49a)



52 Capitulo 4. A equagio de Klein-Gordon em um buraco negro de Kerr-Newman

M 2 (4.49b)

4412 Caso?2.z— o0

No infinito, temos que r — 0o, ou seja, da Eq.(4.34b)), isto implica que x — oo. Assim,
para calcularmos a solu¢ao da Eq.(4.39) neste limite, vamos expandir seus termos que

contem C' e D para x grande, para obter a equagao

2 —
d—ZJr M?*(w?* —p ! <A+C 2dD+B+D>+O(1>1Z—0. (4.50)

2 [
dz? )+ M? x? x
Vamos, agora, definir uma nova variavel independente, &, tal que
€ =2M(p* — W)Yz . (4.51)

Desprezando os termos de O(1/x?), a Eq.(4.50) finalmente toma a forma

27 B+D A+ C - 2dD
T2 i i _ARC 2D (4.52)
T Y VeI e DT VETe

que é comparavel com a equacao diferencial de Whittaker, dada pela Eq.(4.48]). Segue,
entdo, que a FEq.(4.52)) possui solugoes em termos das fungoes de Whittaker com &, m
definidos por

B+D
K= AP ) (4.53a)
1 A+C—2dD
mrol_ArC-2dD (4.53b)

4 M?
Portanto, em ambos os casos 1 e 2, as solugoes assintdticas da Eq.(4.39)), a saber, proximas

da origem e no infinito, s@o expressas em termos das fungoes de Whittaker.

4.4.2 Solucdes aproximadas em coordenadas padrao
4421 Casol.x— 0

Quando = — 0, temos que 7 — 7 e as solugoes da Eq.(4.33)) sdo dadas por

iy, (2;\/4?(7‘—74)) ,

A1/2 K,

R(r) ~ (4.54)
M 2VF
mMm—fn (M(T—T+)> ,

onde F' deve ser considerado diferente de zero (F' # 0), e m sao definidos pelas Eqgs. (4.49a))
e (4.49Db)), respectivamente, e M, 15 sdo as fungoes de Whittaker [62]. Estas duas fungoes
formam solugoes linearmente independentes da equacao diferencial de Whittaker, com

2m nao-inteiro. No caso quando 2m é inteiro a segunda solucao é tomada como a fungao
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de Whittaker W, ;;. Nao existe razao fisica especifica para que 2m, com m definido pela
Eq.(4.49h)), deva ser inteiro e iremos, portanto, examinar as solu¢oes quando r — r em
termos das funcoes M, 1. Para todo z, temos a espansao em séries de poténcias

11 (5 +m—K) 3+m—r)(3+m—k)

M, _m(z) = 2" 2e72% |1 24+ 4.55
()= e I e ) T aemr Dt | D)

de modo que quando r — r, temos a solucao radial

- - §+m
A]‘f/ze—W/Mxr—m QJ\VJF(T |
R(r) ~ ' ' (4.56)
_ N S
A]‘fﬂ“ﬁ/m(rm 2]\\70 ) 7

com F # 0.

4422 Caso2.z— o0

Quando x — oo, temos que 7 — 00 e as solugoes da Eq.(4.33)) sdo dadas assintoticamente

por
M
Aijz Wean (2(M2 —w?) 2 (r — 7”+)) ,

R(r) ~ (4.57)

M
R Wonan (=200 = ) 2(r = 1))

onde optamos por utilizar as fungoes W, 5 devido ao seu comportamento assintdtico

mais simples em comparagao com as fungdes M, 7. As fungoes Wy 7(z) e W_y 5 (—2)
formam duas solugoes linearmente independentes da equacao diferencial de Whittaker.
Na Eq.(4.57), x e m sao definidos pelas Eqgs.(4.53al) e (4.53b]), respectivamente. Usando a

forma assintética para |z| grande dada por

Wem(z) ~ e 27"

temos finalmente a solugao radial quando » — oo, dada por

M K
o ol 2] [2 (12 — w2)1/2 (r - r+)} 7

R(r) ~ (4.59)

M 2_ o2\ 2(p—p 1/2 —K
A1/26+[(u . +)] [_2 (lu2 - CUQ) / (T - ’I"+)] )

com p? —w? # 0.
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4.4.3 Casos especiais

Na secao anterior, usamos as formas convencionais das expansdes em séries de potén-
cias e formas assintéticas para as fungoes de Whittaker M, 5 e W, 5, respectivamente,
para derivar as formas aproximadas das solugoes radiais. Entretanto, quando F' — 0 na
Eq. e 2 — w? na Eq., temos que os valores apropriados de k tornam-se

muito grande ou, se x é imaginario, entao |k| torna-se muito grande. Nestes dois casos, as
formas das séries dadas nas Eqs.(4.55)) e (4.58) ndo sdo muito apropriadas para calculos
numeéricos e as expansoes assintéticas apropriadas para x grande, x pequeno e x grande, x

grande dadas por [62] devem ser usadas.

Também existem falhas nas solu¢oes dadas pelas fungoes de Whittaker, quando
para x — 0, quando temos F' = 0 e para x — oo quando p? = w?. Para lidar com essas

duas situagoes temos que retornar as equagoes originais dos casos 1 e 2.

4431 Casol. F=0

Neste caso, a Eq.(4.44)) torna-se
d*Z 1 /A B
e _ - (212 2Y00
dx? { M? (x2 a:) +0@)
Desprezando os termos de O(z), a Eq.(4.60) toma a forma

Z . (4.60)

d*Z A B
= |- — Z 4.61
dx? ( M?2ax2 M 2x> ’ (4.61)
que é comparavel com a equacao diferencial de Bessel modificada na forma normal, a saber
d*Z a? -1 [?
= — | Z. 4.62
dx? ( 422 * 4x> (4.62)
Segue, entao, que a Eq.(4.61)) possui as solugoes
221, (B2
7 = (4.63)
xl/QKa(ﬁxl/Q) ’

onde [, e K, sao as fungoes modificadas de Bessel de ordem «, de primeira e segunda

espécie, respectivamente, com «, (3 definidos por
4A

052 =1- W s (464&)
4B
B = i (4.64b)

Portanto, as solugoes radiais da Eq.(4.33)), neste caso, sdo

M1/2 6
AL/2 (r — 7°+)1/2[a <M1/2 (r— 7“+)1/2> )
R(r) ~ (4.65)

M1/2 6
A1/2 (r — 7’+)1/2Ka <M1/2 (r— 7"+)1/2> :
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4432 Caso?2. ju? = w?

Neste caso, a Eq.(4.50) torna-se

27 [1 (A+C-2dD B+D 1
dm?+[MQ< e >+0(mg)]z_o. (4.66)

Desprezando os termos de O(1/x?), a Eq.(4.66) toma a forma

2z A+C—-2dD B+D
—(— + i )Z, (4.67)

dr? M?232 M2z

que é comparavel com a equagao diferencial de Bessel modificada, dada pela Eq.(4.62]).

Segue, entao, que «, [ sao definidos por

02 =1— AjQ(A +C —2dD) (4.68)
g2— 2 (pip (4.68D)
- . .

Portanto, as solugoes radiais da Eq.(4.33)), neste caso, sdo

M1/2 6
AL/2 (T - T+)1/2[a <M1/2 (7“ - 7‘+)1/2> ;

R(r) ~ (4.69)

M1/2 ﬁ
AL/2 (r— 7"+)1/2Ka <M1/2 (r— 7”+)1/2> :

4.4.3.3 Caso 3. O buraco negro de Schwarzschild

Vamos, agora, estudar o caso especial no qual @) =0 e a = 0, de modo que a métrica dada
pela Eq.(4.1)) reduz-se a Schwarzschild. Com isso, temos

A=r(r—2M), (4.70)
p=r, (4.71)

A = 11+ 1), (4.72)
ry =2M (4.73)
ro=0, (4.74)

d=1. (4.75)
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Logo, as Eqs.(4.40)-(4.43)) sao reescritas como:

A= AM? 4 iM? : (4.76)
B = 4M*w? — 2M* 1) — ;le(l +1) — iM2 ; (4.77)
1 2
1 2 1 2
D= MU +1) + M (4.79)

Portanto, para o caso 1, z — 0 e F' # 0, temos

(2022 — AMPw? + L1(1+1) + 1)

K= — 73 (4.80a)
2 [M2 (2 = ) = JU0+ 1) =
m = +i2Mw | (4.80b)
onde
1 3
_ 2 2,2\ - =
F =M (- w?) J0+) - (4.81)
Da mesma forma para o caso 2, x — o0 e i # w, temos
M (2 2,2
K= M (2w = 1) : (4.82a)
(2 —w?)'?
1
m? = 1 AMPWD* + 11+ 1) . (4.82b)

Consideremos, por exemplo, as solugoes radiais quando r — oo, como dado pela Eq.(4.59),

com os parametros dados pelas Eqgs.(4.82a]) e (4.82b)). Estas equagoes levam a

M ¥ (u2-w?)r-20)|

R(r) [r(r — 2M)]1/2e

1/2

rM(zwzm)/(”W) , (4.83)

X {iZ (,u2 - w2)1/2 (r—2M)

que pode ser escrita como

0 ~ - 2] ) -2

X exp ﬁj:i {(wZ - p2)1/2 T+ ]\w In {2 <w2 - p2)1/2 T] }]] (4.84)

onde A é uma constante.
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Agora, a forma assintética das solugoes radiais dadas por Gibbons [55] é (tomando
@ = 0 no seu trabalho):

R(r) ~ iexp |l:|:i {(w2 — ,u2)1/2 T+ W In [2 (w2 — ,u2)1/2 T:| }m . (4.85)

Consequentemente vemos que a Eq.(4.84) difere da Eq.(4.85)) por um fator multiplicativo

dado por , ) e
exp {ii [m (1 - 21”)] ‘A(i(f“_" M;)sz)} (1 - 254\4) (4.86)

Logo, para w? < p?, a Eq.(4.86) reduz-se para uma poténcia real de [1 — (2M/r)], enquanto

que para w? > u? ela retém a forma exponencial complexa. Em ambos os casos, quando

r — 00, a Eq.(4.86)) tende a unidade e, portanto, as Eqs.(4.84)) e (4.85)) possuem o mesmo

limite.

4.5 Solucdo analitica da equacao radial

Atualmente, devido ao estabelecimento das fun¢des de Heun e suas propriedades, algumas
descritas no capitulo , podemos expressar a solucao da equacao radial, dada pela Eq.7
em todo o intervalo da coordenada radial, em termos dessas fungoes especiais da fisica-
matematica. E, assim, obter a solugao analitica da parte radial da equagao de Klein-Gordon
para um campo escalar massivo em um espaco-tempo gerado por um buraco negro de
Kerr-Newman [42).

Vamos definir uma nova variavel independente, z, tal que

lx
- -7 4.
z 57 (4.87)

Mudando mais uma vez a variavel, de x para z, a Eq.(4.39)) pode ser escrita como

d*Z A —2dB C —2dD

-~ 4d2M2 2 2
* (w M)—i_MQZQjL M2z +]\42(2—1)2+M2(z—1)

= Z=0. (4.88)

A parte radial da equacao de Klein-Gordon em um espago-tempo de Kerr-Newman
na regiao exterior ao horizonte de evento, dada pela Eq.(4.15)), pode ser escrita como a
Eq.(3.46)) e, portanto, sua solucdo é dada pela Eq.(3.47)), a saber,

y+1

Z(Z) = e% f(a+%+z_1 )dz HGUHC(OC, ﬁa Y5 57 m; Z) ) (489)

e os parametros «, 3, v, 6 e n sao dados por:

o = 4dM (p* — wH)Y? (4.90a)

4A
5:’/1_W5 (4.90D)
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4C'
2d
1 2dB

A solugao geral da Eq.(4.37)), valida em todo o intervalo 0 < z < oo, é obtida com
o uso da Eq. (4.89)). Ela é dada por [42]

M
Rz) = Rypei(z —1)20z00)

x {Cy HeunC(a, 8,7, 6,m; 2) + Co 277 HeunC(a, —3,7,0,m;2)} ,  (4.91)

onde HeunC(a, £0,7, 6§, n; z) sao as fungoes confluentes de Heun, C} e Cy sdo constantes

e a, 3, v, 6 e nsao fixados pelas relagoes (4.90a))-(4.90¢]). Estas duas fungdes formam
solucoes linearmente independentes da equacgao diferencial confluente de Heun desde que 3

seja nao-inteiro. Contudo, ndo ha nenhuma razao fisica especifica para impor que [ deve

ser inteiro.

4.5.1 Solucdo analitica em coordenadas padrao

A solucao geral da Eq.(4.33), vdlida em todo o intervalo 0 < z < oo, com z = z(x) e

x = z(r), em coordenadas padrao, é dada por

1 /1_4aC

M
NV

R(r) = (2= 2 )] [ L )

" 2dM

)
% [_QdM(T_T+)

X {C’l HeunC (a, B,7,6,m; _%dljw(r — 7“+)>
BRVARTE 1
HeunC (O{, _67 v 57 n; _W(r - 7’+)>} :
(4.92)

1
2dM

+ O [ (r—ry)

4.5.2 Limites assintdticos da solucdo analitica em coordenadas padrao

Agora, vamos analisar o comportamento assintotico da solugao geral da Eq., dada
por Eq., definida no intervalo 0 < z < co. Em primeiro lugar, vamos considerar a
regidao proxima ao horizonte de evento, o que significa que r — r, isto é, x — 0. Em
segundo lugar, vamos considerar a regiao muito longe do buraco negro, isto é, r — oo, ou

equivalentemente, x — oo (|x| para ser mais exato).

Tomar estes limites em consideracao é importante a fim de obter as solugoes

apropriadas para estudar alguns aspectos da radiacao de buraco negro, por exemplo, caso
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no qual precisamos conhecer a onda refletida para fora na superficie do buraco negro

r=Try.

4521 Casol.z—0

Quando z — 0 temos que x — 0 e r — 7. Assim, usando a expansao em séries de
poténcias para todo z da fun¢ao confluente de Heun, dado pela Eq.(3.62)), as solugbes de

(4.33)), nesse limite sao dadas por

1 _

M 1 5+m
7 vt B
R(r) ~ (4.93)
M 1 3—m
A2 {_2dM(T —ry) )

com m definido pela Eq.(4.49b)).

Neste ponto, podemos comparar o resultado obtido com o de Rowan & Stephenson
[39]. Vale a pena chamar a atengdo para a diferenca entre a forma funcional do com-
portamento assintotico da solucao geral da equagao radial obtida analiticamente, dada
pela Eq., e a solugdo aproximada obtida por Rowan & Stephenson [39], dada pela

Eq.(4.56).
Vale a pena notar que, expandindo a Eq.(4.56)) em primeira ordem em termos

de z = (r —ry)/M, concluimos que os resultados concordam com os nossos, dados pela

Eq.(4.93)), exceto por uma constante multiplicativa, que pode ser ajustada apropriadamente.

4522 Caso2.z— o0

Quando |z| — oo temos que || — oo e r — 00. Assim, usando o fato de que nas
vizinhangas do ponto singular irregular no infinito, duas solug¢oes da equacgao confluente de
Heun existem, em geral elas podem ser expandidas (em um setor), nas séries assintéticas
dadas pela Eq., onde tomaremos apenas o primeiro termo destas séries de poténcias
assintoticas. Assim, as solugoes da Eq. nesse limite sao dadas por

M 2, 2\1/2 1 K
—|W2=w?)2(r—r )| | _ _
AI/Ze [ ] |: 2dM (T' T+) )
R(r) ~ (4.94)
M 2, 2)1/2(p_p 1 -k
N o2 =) 2 (r—r)] {_ T (r—ry) ,

com k definido pela Eq.(4.53a]).

Portanto, no infinito, temos formas assintoticas que sao consistentes com o fato de

que muito longe do buraco negro, o espaco-tempo de Kerr-Newman tende ao espago-tempo
de Minkowski.
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Neste caso existe também uma diferenca entre a Eq.(4.94) e a obtida por Rowan &
Stephenson [39], dada pela Eq.(4.59). Mais uma vez, os dois resultados sdao equivalentes,

exceto por uma constante multiplicativa.

4.5.3 Niveis de energia

A partir dos pardmetros da fun¢ao confluente de Heun, dados pelas Egs.(4.90al)-(4.90¢))
e fazendo uso da relagdo para uma solugao polinomial da equacao confluente de Heun,
dada pela Eq.(3.65a]), podemos obter a seguinte relacao para os niveis de energia de uma

particula escalar massiva na presenca de um buraco negro de Kerr-Newman:

{am + [2(—=1 + d)M? + Q*|w}?

2+2n+ \/— Ve

. \/_ {am + [<2(1 + d)M? + Q| w}? | 2Mp? — AM?
B2M2 /12— o2

=0, (4.95)

onde n > 0.

Nao ¢é possivel obter uma expressao analitica para w a partir da equagao acima, en-
tretanto, existem varios métodos numéricos que podem ser utilizados para obter expressoes

aproximadas para cada nivel de energia.

4.5.4 O espaco-tempo de Kerr-Newman extremo

Vamos, agora, analisar o caso especial (caso extremo), no qual a? = M? — Q?, de modo que
a métrica dada pela Eq. reduz-se a forma do espaco-tempo de Kerr-Newman extremo.
Devemos notar que a parte radial da equacao de Klein-Gordon, dada pela Eq.,
ndo admite este caso, porque a? = M? — Q? implica, devido a Eq.([4.34b), que d = 0 e,
portanto, os coeficientes A, B, C' e D dadas pelas Eqs.— sao divergentes. Assim,
para estudarmos o caso de Kerr-Newman extremo, partimos da Eq. e, tomando
a’? = M? —Q? e d =0, obtemos [42]

{_4me3 (z+1) (M2 - Q2)1/2 4+ m2 (M2 o Q2)

S [ (- ) + Miﬂ
+ o {Q" —2M?Q* [2” + 2(x + )| + M* [4(z +1)* + 4(x + 1)a?] }

1/2
— M (22 4+ 1)2? + 2wm@Q? (M2 — QQ) 2 {wz (M2 — QQ) + )\lm] szQ}]] Z=0.
(4.96)
Agora, vamos escrever a Eq.(4.96|) na forma de fracao parcial como
d*Z A B C D
— 4+ | F+—+—=4+—=+—=|2Z2=0 4.97
d$2+[ +$+x2+x3+x4] ’ (4.97)

onde os coeficientes A, B, C' e D sao dadas por:

A =4AM*w* - 2M?p? | (4.98)
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B = TM?w?* — M*u? — M\ — Q%w? | (4.99)
1/2

C = —dw {m (2 - @2 — 20w + Q| (4.100)

m?M? — dwmM? (M? — Q2)1/2 +AM*w? — m2Q? + 2wm@Q? (M? — Q2)1/2

D = Ve
_4M2 2,2 4,2

+ QA}‘; oW (4.101)
F=M (- p?) . (4.102)

Vamos definir uma nova variavel independente, z, tal que

i (FD*)7z— D
i(FD¥)Tz+D

= =

z= (4.103)

Definindo uma nova funcao dada por Z(z) = U(z)x'/?, onde z = x(z) é obtido a partir da
Eq.(4.103)), podemos reescrever a Eq.(4.97) na forma normal como

ic(rp3)t Z-A(Fps)fi] [B+iC(FD3)‘11 Z«A(FDs)i]

d2U l_B o 2D + =2 2D T 2FD?
dz? * (z—1) * (z+1)
[B B iA(}fgj)i] [B n z‘C(FDD3)‘11‘| [mAg?FDDQS)i] [210(1;1)3)}1]
B o e Y e ) RN R )&
] [t
+ U=0, (4.104)

G- 11

que é comparavel com a equacgao diferencial duplamente confluente de Heun, Eq.(3.70)). Se-
gue, entao, que a Eq.(4.104) possui solugoes em termos das fungoes duplamente confluentes

de Heun com os parametros «, 3,7y e d dados por:

8 (FD?)1
1 1 3
4iC (FD?)T  8(FD%? 4iA(FD?)1
= —1+4B - : 4.1
3 + = e e e (4.105b)
8i |CFD (FD?)1 + A(FD%)1
- : 4.1
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3
4

=

4iC (FD¥)1 §(FD%? 4iA(FD?)

§=1—4B — 5 =5t s

(4.105d)

Portanto, a solucao geral da Eq.(4.33)), valida em todo o intervalo 0 < z < oo, com

z = z(z) e x = x(r), para o caso da métrica de Kerr-Newman extremo é dada por [42]

i{D2+(FD3)1/2[ﬁ(r—r+)]2}

D3/2 [ﬁ('rfr_'_)]

€

1
2

RO) = o [370 =)

i (FD¥)* |
x ¢ Cy HeunD | —a, =6, =, —f3; -
i

27,'{D2+(FD3>1/2[ﬁ(r—r+)]2}

+ Csye D324 (r=r )]

7
X HeunD | o, =0, =y, —f3; -
i

onde HeunD(a, 3,7, 0;&) sao as fungoes duplamente confluentes de Heun, C; e Cy sdo

constantes e a, 3, v e § sdo fixados pelas relagoes (4.105a))-(4.105d)). Portanto, as solugdes

para a métrica de Kerr-Newman extremo sao diferentes das obtidas para a métrica geral

de Kerr-Newman.

4.6 O buraco negro de Schwarzschild

As solugoes estaticas da equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo em
um espaco-tempo de Schwarzschild foram obtidas através do uso de métodos assintéticos
em [54] e para o caso dependente do tempo em [56], ambas por Rowan & Stephenson.
Essas solucoes foram encontradas para todos os estados de momento angular e sao véalidas
em todo o espaco exterior ao raio de Schwarzschild, considerando que o buraco negro é
extenso comparado com o comprimento de onda do méson 7, e a energia ¢ muito menor
que a massa de repouso de um méson 7 escalar. Na se¢ao [£.4.3], foram obtidas as solugoes

da equagao radial nos limites proximo ao horizonte de evento exterior e no infinito.

Visto que com () = 0 = a, a métrica dada pela Eq. reduz-se a forma de
Schwarzschild, é possivel ver que a solucdo da parte angular de Klein-Gordon em um
espaco-tempo de Schwarzschild é dada pelos polindmios associados de Legendre e, com isso,
podemos expressar a solugao geral da parte angular em termos dos harmoénicos esféricos.

Além disso, podemos obter essa solucdo em termos das func¢oes confluentes de Heun
diretamente da Eq.(4.32]), assim como a solugao da equagao radial, a partir da Eq.(4.92).
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4.6.1 A equacao angular

No espago-tempo de Schwarzschild temos que, a partir das Eqgs.(4.70)-(4.75)), a equacao
angular de Klein-Gordon (4.14)) reduz-se a

2
L d <sin9d8> + <)\,m -z ) S=0, (4.107)

sin 6 df sin? @
que é a equacgao associada de Legendre, cuja solugao sao os polindémios associados de
Legendre P/™(cosf), com auto-valores A, = [(l + 1), onde [ > 0 e |m| < [. Portanto,

podemos expressar a solucao geral da parte angular da equacao de Klein-Gordon em um

espago-tempo de Schwarzschild como os harmonicos esféricos, tal que
Y;™(0,¢) = CxyP™(cos 0)e™? (4.108)

onde C'y é uma constante de normalizagdo. A partir da Eq.(4.32)), temos que a solugao

acima pode ser escrita em termos das fung¢oes confluentes de Heun como

S(z) = (z—1)27228
x {C; HeunC(—a, 8,7, —d,n + 0;1 — 2)
+ Cy (z—1)77 HeunC(—a, —v, 8, =d,n +0;1 — 2)} , (4.109)

onde C] e Cy sao constantes e os parametros «, 3, v, 6 e n sdo obtidos com o uso das

Eqs. (4.31a)-(4.31¢) e dados por:

a=0; (4.110a)
=m; (4.110Db)
y=m; (4.110c)
5=0; (4.110d)

n= n;—l(l—i-l) . (4.110e)

4.6.2 A equacdo radial

A partir da Eq.(4.92)), temos que a solucao analitica da parte radial de Klein-Gordon em

um espaco-tempo de Schwarzschild é dada por

2 21/2 2Mw
R(r) = e [0 =ed20—rs) {_QM(T —ry)
1
X {Cl HeunC (057 67 s 67 3 _m(r - TJF))
1 —idMw 1
+ O [—W(T—T+)] HeunC <C¥, —5,7,5,77;—2]\/[(7“—7“+)>} )

(4.111)
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onde C] e Cy sao constantes e os parametros «, 3, 7, 0 e n sdo obtidos com o uso das

Eqs. (£90a)- (:909) ¢ dados por:

a=4M (12 —w?)" (4.1122)

B =idMuw ; (4.112b)

v=0; (4.112c)

§ = 4M? (4? - 2 (4.112d)
n=—l(l+1) - 4M> (* — 2?) . (4.112e)

Portanto, a solugao analitica da parte radial da equacao de Klein-Gordon para
um campo escalar massivo em um espaco-tempo de Schwarzschild é dada em termos das
fungoes confluentes de Heun. Este resultado é valido em todo o intervalo 0 < z < 0o, com
z = z(x) e x = x(r), e, neste sentido, é uma generalizacao dos resultados obtidos por
Rowan & Stepheson em [54, [56].

4.6.3 Niveis de energia

A partir dos pardametros da funcdo confluente de Heun, dados pelas Eqs.(4.112a))-(4.112¢))

e fazendo uso da relagdo para uma solugao polinomial da equacao confluente de Heun,
dada pela Eq.(3.65a]), podemos obter a seguinte relacao para os niveis de energia de uma

particula escalar massiva na presenca de um buraco negro de Schwarzschild:
M (2w? — 1i?)
VE

n+1+i|2Mw+ =0, (4.113)

onde n > 0.

4.7 Equacoes de movimento: campo escalar massivo carregado

Agora, vamos considerar a equacao de Klein-Gordon covariante para um campo escalar
massivo carregado em um espago-tempo curvo e na presenca de campo eletromagnético
[43]. Neste caso, podemos escrever a equacao de Klein-Gordon, Eq.({2.35), como
L (v
\/__g
1€
V=g

onde 19 é a massa da particula escalar e e é a carga da particula. AsunidadesG =c=h =1

A%(Oyn/—g) — ie(0,A%) — 2ieA%0, — e? A" A, + ;1,3] U=0, (4.114)

foram escolhidas. O 4-vetor potencial eletromagnético é dado por [63]

_Qr

4, =2

1,0,0, —asin®6) . (4.115)
( )
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Substituindo as Eqgs.(4.5)), (4.6) e (4.115)) na Eq.(4.114)), obtemos

1 9 0? 0 0 1 0 0
- — Ag> A
{A {(T ta ) a”sin 9] otz or ( 87") sin 6 06 <Sm989>

b A ganze) & L2002 2y Al D
NEET] (A a” sin «9) 8¢2+ [(r —i—a) A] 3t 90
O d 29 9202l _
+ QZeA[(T +“)7+“a75 i = QA L U =0 (4.116)

A fim de resolver a Eq.(4.116|), vamos admitir que sua solu¢ao pode ser separada como
segue
U = U(r,t) = R(r)S(h)e™e ™" . (4.117)

Substituindo a Eq.(4.117)) na Eq.(4.116|), encontramos que

! {(7’2 + a2>2 — Ada?sin® 6} (—w2) — ;%Ci (Aiﬁ)
1 d

N siln2 7 (A — a?sin? 9) ( m2)

+ QA“ [(r? +a?) = A (—iw) (im)

+ QiGCiT Kr2 + a2) (—iw) + a(z’m)}

+ pip® — ezQQTQZ =0. (4.118)

Esta equacao pode ser separada de acordo com

1 i si 9§
sinfdo \""7 dg
2

+ ()\lm—i—cgcosQH— m )S:(), (4.119)

sin 6

onde ¢ = a*(w? — pd), e
d dR 2 (2 | 2\? 2
A% (Adr> + {w (r +a ) AMawmr 4 2Q~awm
— ,u%rQA +m?a® — <w2a2 + )\lm) A
—  2eQr [(7”2 + a2) w— am} + 62Q2r2} R=0. (4.120)

Note que no caso e = 0, as Eqs. (4.119) e (4.120) reduzem para as Eqs. (4.14)) e (4.15)),
respectivamente, da secao [42]. Nesta separacio, utilizamos a identidade sin?6@ =

1 — cos? f no segundo termo entre colchetes da Eq. (4.118]). Entretanto, como pode ser
visto na secao [42], esta separagdo nos fornece solugoes da equagao radial em termos

das fungoes confluentes de Heun, nas quais seus parametros contem termos proporcionais
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a M, a massa do buraco negro, que é um resultado nao adequado para estudar a radiacao

Hawking.

Entao, por conveniéncia, ao invés de adotar o procedimento da sec¢ao [42], vamos
manter sin? § no segundo termo entre colchetes da Eq. (4.118)). Portanto, podemos separar

esta equacgao de acordo com

L d (no® : m \? 2.2 2 -
s d do <sm€d9> + [— (wasm0 — sin@) — pga”cos“d+ A S=0, (4.121)
d dR ) 1 . 0L
ch“<Adr>+{_(>\+Mor)+A[w(T —|—a)—am—eQr} }R—O, (4.122)

onde A é a constante de separacao, w é a energia da particula e m é o nimero quantico
azimutal. No que segue iremos resolver as partes angular e radial da equacao de Klein-
Gordon, cujas solugoes sao dadas em termos das fungoes confluentes de Heun e, no capitulo

[0, usar estas solugoes para estudar a radiacdo Hawking.

4.8 Equacao angular

Agora, vamos obter a solugao exata e geral para a parte angular da equacao de Klein-Gordon
dada pela Eq.(4.121f), que pode ser reescrita como

1 d ds m?
— [ sinf— Ay + ¢ cos® 0 — = 4.12
sin 0 df (Sm d9> + ( tm + € €OS Sin29> §=0, (4.123)
onde ¢ = a*(w? — p3) e a constante Ay, é definida por
Apn = X — a®w? + 2awm . (4.124)

Na literautra, as solugoes da Eq.(4.123) sdo as fungoes harmonicas esferoidais
oblatas S, (icy, cos @) com auto-valores Ay, onde [, m sao inteiros tais que |m| < 1 [59] [60].
Vamos mostrar que as solugoes da Eq.(4.123) podem ser expressas em termos das fungoes

confluentes de Heun.

Para fazer isto, vamos escrever a Eq.(4.123]) em uma forma que se assemelha a uma

equacao de Heun, através da definicao de uma nova coordenada angular, x, tal que
r = cos’f . (4.125)

Assim, podemos escrever a Eq.(4.123)) como [43]
d*S 1/2 1 \dS 1 cdr A m?2

- S e U — S =0 4.126
d:c2+< )d:c+x(:v—1)[ 4 4 4z -1) ’ ( )
que possui singularidades em =z = 0,1 e x = co. A Eq.(4.126|) pode também ser escrita

CcOomo

T z—1

?2S (12 1 \dS [A A As
dx2+< >dx+[+ + 5=0, (4.127)

r  x-—1 r x—1 (z—1)
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onde os coeficientes Ay, Ay e Az sao dados por:

Alm—m

Ay =2 (4.128)

Ay = — : (4.129)

(4.130)

Definindo uma nova funcio, S(x), por S(x) = Z(z)x~*(x — 1)"¥/2, podemos
escrever a Fq.(4.127) na seguinte forma

d*Z By L B3 By Bs

—_— — Z=0 4.131
dx? x x—1+$2+($—1)2 ’ ( )
onde os coeficientes By, B3, B4 e B sao dados por:
14+4A
By— 4. (4.132)
4
—1+4A
By — 2 (4.133)
4
3
By=—; 4.134
4 16 ’ ( )
1+4A
Bs = +4 2 (4.135)

A parte angular da equagdo de Klein-Gordon para um campo escalar massivo
carregado em um espaco-tempo de Kerr-Newman na regiao exterior ao horizonte de evento,

dada pela Eq.(4.121)), pode ser escrita como a Eq.(3.46)) e, portanto, sua solucao é dada
por (3.47)), a saber,

Z(x) = ot [ (ot 35 )dr HeunC(«, 5,7, d,n; x) | (4.136)

e os parametros «, (3, v, 6 e n sao dados por:

a=0; (4.137a)
1
y=m; (4.137c)
§ = —C—% 1 <a2 2 — a2w2) ; (4.137d)
Ty g\t ! ‘
1 2 1 2 2 2
77—1(1—1—771 —Alm)—1(1~l—m — A+ a‘w —2awm) : (4.137e)
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A solucao geral da Eq.(4.127)), valida em todo o intervalo 0 < x < oo, é obtida com
o uso da Eq.(4.136)). Ela é dada por [43]
Sx) = (z—1)73E)
X {Cl Heunc(%ﬁa%&ﬁ@)
+ Cy 27? HeunC(a, —3,7,6,m; )}, (4.138)

onde HeunC(«, £4,7, d,n; x) sao as fungdes confluentes de Heun, C; e Cy sao constantes

e «, B, 7, 0 e nsao fixados pelas relagoes (4.137a))-(4.137¢]). Estas duas fungdes formam

solugoes linearmente independentes da equacao diferencial confluente de Heun desde que

[ seja nao-inteiro, como é o caso.

4.9 Equacao radial
Agora, vamos obter a solucao exata e geral para a parte radial da equacao de Klein-Gordon
dada pela Eq. (4.115)). Com efeito, podemos generalizar os resultados obtidos na segao 4.2

Portanto, para resolver a parte radial da equacao de Klein-Gordon, vamos usar a

Eq.(4.7)) e escrever a Eq.(4.122)) como [43]

CR (1 1 \dR
dr? r—ry r—r_) dr
1
(RIS {r? (w2 — u2> +7r {wQ(m +ro) — ZeQw}

+ [GZQQ — A= 2amw — 2eQu(ry +7-) + 20w + W (ri +ror_ + rzﬂ

N (—am —eQry +d*w + Tiw)2 B (—am —eQr_ + d*w + r%w>2 \R—0.
(r—ry)(ry —r-) (r—r)(ry—r-)

Esta equagao possui singularidades em r = (a1,a2) = (ry,r_) e em r = co. A
transformacao da Eq.(4.139) para uma do tipo de Heun ¢é obtida definindo uma nova

coordenada radial, x, tal que

PO N S (4.140)
ao — a1 r— —Ty

Assim, podemos escrever a Eq.(4.139) como

r x-—1

2 11 D, D; D D
@h < )dR [D1+2+ 2 & 5 _R=0, (4.141)
X

il dr o TR P}

onde os coeficientes Dy, Do, D3, D4 e D5 sdo dados por:

Dy = (w—p?) (ry — 1) (4.142)
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20 w? — 4admw — 2a%eQriw — 2a%eQr_w + 2a*m? + 4a*r r_w? + 2aemQr,.

Dy =
’ (ry —r-)?
N 2aemQr_ — damrir_w + 2e2Q*ryr_ + 2eQriw — 6eQrir_w + pPr — 2riw?
(ry —r-)?
=203+ Ardr_w? + M2 4 pPrie? — 2 rr_ + A\
n + + : + z += - . (4.143)
Ty —T_
D —2a*w? + 4admw + 2a%eQriw + 2a%eQr_w — 2a*m? — da’r r_w? — 2aemQry
3 pu—
(ry —7r-)?
N —2aemQry — 2aemQr_ + 4damrr_w — 2e2Q*r r_ + 6eQror?w — 2eQriw
(ry —r-)?
N —Arf — PPt 4 2Pt — Arrd w? 20 — et 4 2rtw? — N2
(ry —7r-)? ’

(4.144)

D, — a'w? — 2a°mw — 2a*eQriw + a*m? + 2a*ri w? + 2aemQry — 2amriw + e2Q*r}
(ry —r_)?

N e2Q*r? — 2eQriw + riw? ; (4.145)

=1 )
D a*w? — 2amw — 2a%eQr_w + a®*m? + 2a*r? w? + 2aemQr_ — 2amr?w + e2Q*r?
5 p—

(ry —7r-)?

N e2Q%r? — 2eQr3w + rtw? (4.146)

(ry =)

Definindo uma nova fungdo, R(z), por R(z) = Z(x)[z(x—1)]7*/2, podemos escrever

a Eq.(4.141) na seguinte forma

27 E
dQ+lE1+2+
X T

Es Ey E;
x—1+x2+(m—1)2

] Z=0, (4.147)

com os coeficientes F1, F», F3, E4 e E5 dados por:

E, = (w2 - u2> (ry —7)%; (4.148)

4a? (m — aw)” + 4aemQ (r4 +r_) + (2)\ +1+ 2r§ru2) (ry —r_)?
2
2(ry —r.)
(4€2Q? — Bamw + 8a*w?) ryr_ — 4eQr_w (a2 + 37"3) — 4w?r3 (ry —2r_)
20ry —r_)°

4eQr iw (ri — a2)
20, —r_ )

(4.149)
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—4a? (m — aw)® — daem@Q (14 +7r_) — (2)\ +1+ 27“3/@2) (ry —r_)?

FE. =
’ 2(ry —r_)?
— (4e2Q? — 8amw + 8a’w?) ryr_ + 4eQriw <a2 + 3?"3) + 4w?r® (r_ —2ry)
+ P
2(ry —r_)
4eQr_w (12 —a®
~ ( 2 ) ; (4.150)
2(ry —1r_)
B (4e*Q? — 8amw + 8a’w?) r? — 8eQr w (a2 + Ti) + 4rtw? 4 4a® (m — aw)®
! A(ry —r )’
N 8aemQry + (14 - r_)? ; (4.151)
4(ry —r_)
(4e*Q? — Bamw + 8a*w?) r2 — 8eQr_w <a2 - 7“3) + 414 w2 + 4a® (m — aw)’
E5 - )
A(ry —r_)
n +8aemQr_ 4 (ry —r_)? (4.152)

4(ry —r_)°

A parte radial da equacao de Klein-Gordon para uma particula escalar massiva

carregada em um espaco-tempo de Kerr-Newman na regiao exterior ao horizonte de evento,
dada pela Eq.(4.122)), pode ser escrita como a Eq.(3.46|) e, portanto, sua solugdo é dada
por (3.47), a saber,

Z(x) = G HeunC(a, 8,7, 4d,n;2) , (4.153)

e os parametros «, (3, v, 6 e n sao dados por:

a=2(ry —r_) (/ﬂ — w2>1/2 ; (4.154a)
~ 2 2y o
4 2i [w(r+ +;L+)_ ram eQm} ; (4.154D)
- 2 2y o
o 2i [w(r_ +;z+)_ Tam eQr_} ; (4.1540)
d=(ry —ro) [QeQw + (ry +r-) (,u2 — 2w2)] ; (4.154d)

—2a2 (m — aw)® — 2aemQ(ry +r_) — ()\ + riu2> (ry —r_)?
(ry —r-)?
—(262Q* — damw + 4a*w?)ryr_ — 2eQr_w (a2 - 37“_%) + 2w?r3 (ry — 2r_)

(ry —r-)?

—2eQr w (ri — a2)

(ry —7r-)?

(4.154¢)
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A solugao geral da Eq.(4.141)), valida em todo o intervalo 0 < x < oo, é obtida com
o uso da Eq.(4.153). Ela é dada por [43]

R(z) = e%ax(:c — 1)%71’%6
X {Cl Heunc(%ﬂa%dﬂ%x)
+ Cy 27? HeunC(a, — 3,7, 6, m; )} (4.155)

onde HeunC(a, £4, 7, d,n; z) sdo as fungdes confluentes de Heun, C; e C5 sao constantes

e, B3, 7, 0 e nsao fixados pelas relagoes (4.154a))-(4.154€)). Estas duas fungdes formam

solugoes linearmente independentes da equagao diferencial confluente de Heun desde que 3
seja nao-inteiro. Contudo, ndo ha nenhuma razao fisica especifica para impor que  deve

ser inteiro.

4.10 Conclusoes parciais

Neste capitulo, mostramos as dificuldades que envolvem o processo de se resolver a equagao
radial para um campo escalar massivo em um espaco-tempo de um buraco negro mais
geral. Na época em que Rowan & Stephenson realizaram esses estudos, ainda nao eram
compreendidas, por completo, as propriedades das fun¢des de Heun, de modo que nao foi
possivel a obtencao das solugoes exatas e, com isso, foi mostrado que as solugoes eram
validas apenas nos limites assintéticos, a saber, préximo ao horizonte de evento e muito
longe do buraco negro. Até mesmo o caso especial mais simples, o de um campo escalar
sem massa em um espago-tempo de Schwarzschild, apresentava dificuldades intransponiveis

e nenhuma solugao exata era conhecida no intervalo de variacao da coordenada radial.

Resolvemos de forma exata a equacao de Klein-Gordon para uma particula escalar
massiva em um espago-tempo de Kerr-Newman [42]. A solugdo analitica é dada em termos
das fungoes confluentes de Heun e ¢é védlida em todo o intervalo 0 < z < 0o, com z = z(z)
e x = z(r). Em comparagao com as solugoes obtidas por Rowan & Stephenson em [39],
mostramos que quando as expandimos em primeira ordem, os resultados concordam com
0s Nossos, exceto por uma constante multiplicativa. Obtivemos uma expressao para os
niveis de energia da particula, impondo que a solugao convergente s6 se realiza em termos
dos polinémios de Heun. Tratamos também do caso extremo, onde a solucao é obtida
em termos das fungoes duplamente confluentes de Heun, o que mostra que a dinamica é

qualitativamente diferente do caso geral.

Obtivemos também a solucao analitica da equagao radial de Klein-Gordon para um
campo escalar massivo em um buraco negro de Schwarzschild, valida em todo o intervalo

0<2z<oo,comz=z(z)ex=uz(r),edada em termos das fungdes confluentes de Heun.

Além disso, tratamos o caso mais geral da equacao de Klein-Gordon, isto é, para um

campo escalar massivo carregado. Neste caso, mostramos que as equacoes angular e radial
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sao modificadas substancialmente de modo que, mesmo suas solu¢oes ainda serem dadas
em termos das fung¢oes confluentes de Heun, seus parametros sao modificados de forma
quantitativa. Em comparagao com as solugoes obtidas por Wu & Cai [40] e Furuhashi &
Nambu [41], nossos resultados sao validos em todo o espago, isto é, do horizonte de evento

exterior ao infinito, e sdo expressos em termos de fungoes analiticas.

Portanto, as solugoes aqui obtidas [42], 43] generalizam os resultados encontrados
por Rowan & Stephenson em [39] 54 56], Wu & Cai [40] e Furuhashi & Nambu [41]. E de
posse das solugoes exatas, podemos estudar diversos efeitos de interesse fisico, tais como
teoria de perturbacao, estabilidade, efeito Casimir, efeito Hawking, etc. Esse tltimo, a

titulo de aplicacao dos resultados aqui obtidos [43], sera estudado no capitulo |§|
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5 A equacao de Klein-Gordon e a radiacao
Hawking em um buraco negro de Kerr-

Newman-de Sitter

Visto que a radiacao Hawking nao considera a reacao da radiacao ao espago-tempo, o
espectro da radiagao Hawking é exatamente um espectro do tipo de corpo negro, de
modo que podemos obter apenas um parametro de temperatura [64]. Assim, a radiagao
do buraco negro nao nos trard nenhuma informacao a respeito da matéria no buraco
negro. Isto significa que se o buraco negro evaporar completamente, toda a sua informacao
ird desaparecer. A informacao perdida do buraco negro significa que o estado quéantico
puro ird decair em um estado misto, o que viola o principio de unitariedade na mecanica
quantica e é um sério desafio para a teoria basica da mecanica quantica. Varios trabalhos
discutiram a perda ou nao da informacao durante o processo de evolucao de um buraco
negro [65], 66, [67], sendo este ltimo um trabalho do Hawking no qual ele propoe que a
informacao deve ser conservada durante os processos de formacgao e evaporagao do buraco

negro.

Em 2000, Parikh & Wilczek [33] propuseram um método semicldssico para calcular
o espectro modificado da radiacao Hawking do buraco negro, na qual a radiacdo Hawking
do buraco negro é entendida como uma espécie de tunelamento quantico. A idéia chave
desse método ¢é considerar a conservacao da energia total do espaco-tempo e estabelecer
uma bom sistema de coordenadas no horizonte. Usando este método, Parikh & Wilczek
calcularam o espectro de emissao de particulas através de um buraco negro de Schwarzschild
e um do tipo Reissner-Nordstrém, onde o resultado afasta o espectro puramente térmico,
satisfaz o principio de unitariedade e sustenta o resultado de conservagao da informagao.
Vérios outros trabalhos usando esse método sucederam-se [64], ver as referéncias 7-35 desse

artigo para mais detalhes].

Quando Kerner & Mann [68] e Jiang et al. [69] calcularam o espectro da radiagio
de um buraco negro axial-simétrico usando o método de tunelamento proposto por Parihk
& Wilezek, eles apenas consideraram que a energia e a carga do buraco negro produziam
flutuagoes. A mudanca do momento angular do buraco negro é determinada pela mudanca
da energia do buraco negro. Eles nao consideraram o efeito da rotacdo das particulas

irradiadas pelo buraco negro sobre o momento angular do proprio.

Como um sistema termodinamico, o buraco negro possui temperatura e entropia.
Para um espaco-tempo que nao inclui um termo cosmoldgico, os parametros de estado

deste sistema termodinamico estdao todos incorporados a superficie do horizonte de evento
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do buraco negro, que é a “janela” que leva informacgao ao mundo exterior. Entretanto,
para um espago-tempo que inclui um termo cosmologico, os parametros de estados deste
sistema termodinamico incorporam nao apenas a superficie do horizonte de evento do
buraco negro, mas também a superficie do horizonte cosmoldgico. Ambas as superficies
sao agora as tais “janelas”. Devido ao fato de o horizonte de evento do buraco negro e o
horizonte cosmoldgico possuirem os mesmos parametros de estado, existe uma correlacao
entre os mesmos. Agora, os dois horizontes possuem relevancia e o estudo sobre o espectro

da radiagdo de buracos negros se faz necessaria.

Neste capitulo, analisamos a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar
massivo carregado em um espago-tempo de Kerr-Newman-de Sitter. Obtemos a solugao
analitica para a parte angular, valida em todo o espago. No caso da parte radial, as
técnicas conhecidas e descritas na secao nao lograram éxito, porém, seguindo o
trabalho de Huaifan et al. [64], extendemos o método classico de Damour-Ruffini [30] para
discutir o espectro da radiacao neste espago-tempo. Sob a condi¢do de que a energia, a
carga e o momento angular totais do espago-tempo sao conservados, derivamos o espectro
da radiacao do buraco negro apds considerar a reacao da radiagdo ao espago-tempo e a
relagdo entre o horizonte de evento do buraco negro e o horizonte cosmolégico. O espectro
da radiagao ja nao é um espectro térmico puro e desviasse do espectro do corpo negro.
Isso esta relacionado a mudanca da entropia de Bekenstein-Hawking correspondente ao

horizonte de evento do buraco negro e ao horizonte cosmologico.

5.1 A métrica de Kerr-Newman-de Sitter

O elemento de linha do espago-tempo de Kerr-Newman-de Sitter (KNdS), nas coordenadas
de Boyer-Lindquist [58], é dado por [70, [71]

ds’ = —ﬁ; (dt— %sinQQ d¢)2+ A‘j}?m [a di — (7’2?2) ” i
' ZW i fonQ ’ (5.1)
onde
= <T2 " a2) <1 B ;AT2> —2Mr +¢*, (5.2a)
Ag=1+ ;)Acﬂ cos’ (5.2D)
p? =1+ a’cos? 0 (5.20
E=1+ ;AaQ : (5.2d)

Os parametros M, a e q estao associados a massa, momento angular e carga do espago-

tempo, respectivamente, e A é a constante cosmologica positiva. Podemos escrever o tensor
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métrico do espago-tempo de KNdS como

;—% (A, —Apa? sin? 6) 0 0 ﬂ;m 0[Ny (r2+a2)—A,]
0 20 0
(907') = Ar 2 R (53)
0 0 g—g 0
ot 0[Ny (rP4a?)—A,] 0 0 e {Ag (r2+a%)” — Aya? sin? 6}
a partir do qual obtemos
402
p*sin” 6
g=det(gor) = ——5— - (5.4)
Assim, as componentes contravariantes de g,, sao dadas por
aan, Dol +a)?=Aa?sin® 0 0 p{AETaAG Ao +a)—A]
o 0 & 0
(977) = N
0 U 0
2A A pOT +0,2> A 0 0 W(A Aga sin 9)
(5.5)
O potencial eletromagnético é dado por [72]
20
A, =L (1 0,0, 45 ) . (5.6)
p? =

A partir da Eq.(5.2a)), temos que a equagao da superficie de horizonte do espago-tempo de

Kerr-Newman-de Sitter é obtida a partir da condicao

A, =0, (5.7)
—;A{r‘l—(i— 2) +6/]t/[7“— a+q ] (5.8a)
- ;A(r —r)(r—r__)r—ry)(r—r_)=0. (5.8b)

Comparando a Eq.(5.8a)) com a equagao especial quadratica

r +ar® +agr +az3 =0, (5.9)
temos
a; = — (i - a2> : (5.10a)
as 6/{4 ; (5.10b)
az = —i (a2 + q2) : (5.10c)

A solugao padrao da Eq.(5.8a)), ou Eq.(5.9), é

re=—-u+v+uw, (5.11a)
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ro_=-—-u—v—w, (5.11b)
ry=u—v+uw, (5.11c)
r-=u+v—w, (5.11d)

onde
u = \}6 [—al Va3 + 12a;3 cos ( ;71'):| (5.12a)
v = \}6 {—al Va3 + 12a3 cos ( ;Wﬂ (5.12b)

1 1
w = NG |:—CL1+\/CL%+12CL3COS (3)()] : (5.12¢)

al + zaQ — 36a;a;3
[a2 + 12a;5)*"

As expressoes gerais para os horizontes cosmologicos r., r__, e para os horizontes de evento

cosx = (5.13)

do buraco negro r,, r_, sao muito complicadas. Quando

1
K>>M2 >a’+q* (5.14)

os valores aproximados de r., r__, ry, r_ sao

ro = 7 4 ) (5.15a)
ro_=r% 40 (5.15b)
ro=r" 4l (5.16a)
ro= @ 40 (5.16b)
onde 1
3\ 2
NON— <A) , (5.17a)
0 _ _ 3>5 5.17b
2 —- (1) (5.17D)
r) = —M | (5.17¢)
NOR Y (5.17d)
e
rf) :M+\/M2—(a2+q2) : (5.18a)
PO = M — /M2 — (a2 + ), (5.18D)
1 1
1) 027 (02, 2
ri.’ =—+=-A r ry’+at| o, (5.18c¢)
+ 6\/M2 (a2+q)+ {Jr }
r = —EA L r(2 [T@Q + aﬂ : (5.18d)
6 \/M2 —(a®2 +¢%)
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Portanto, neste limite, a Eq.(5.7) possui quatro solugdes reais, ., r__, . e r_, onde
Te, Ty, T'— 820 positivas, r. > ry e r__ é negativa. r. e r__ correspondem aos horizontes
cosmoldgicos de de Sitter. r, e r_ correspondem aos horizontes de evento e de Cauchy do

buraco negro de Kerr-Newman.

5.2 Termodinamica de um buraco negro de Kerr-Newman-de Sitter

A massa de Abbott & Desser (AD) da solu¢ao de KNdS pode ser expressa em termos do

raio do horizonte 7, do momento angular a e da carga ¢ |71}, [72]:

M (Ti+a2) (ri —3/A) —¢*3/A |

E 5.19
A temperatura Hawking do horizonte do buraco negro é dada por
Ry L AN(ry) 3 4ri(@® = 3/A) + (@® +¢°)3/A (5.20)
T o Amri4a? drry (rd +a?)3/A ’ '
onde
dA
A = 21
=2 (5:21)
T=r4
A entropia associada com o horizonte do buraco negro pode ser calculada como
7 (r? + a?
L= (2) . (5.22)
A velocidade angular do horizonte do buraco negro é dada por
az
Q= 5.23
T2 4 a2 (5-23)
O momento angular J, a carga elétrica () e o potencial elétrico &, sdo dados por
Ma
)
Q== (5.24b)
qr4
o, = : 5.24
T2 4 a2 (5.24c)

As quantidades obtidas acima para o horizonte do buraco negro, satisfazem a primeira lei
da termodinamica

O horizonte cosmolégico possui as seguinte quantidades termodinamicas associadas:

7o e _ 1 Al(re)  3ri+r2(a®—3/A)+ (a® +¢*) 3/A
2 4dmr24a® Arre (12 4+ a?) 3/A ’

(5.26a)
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2 2
5,= et e (5.26b)
a=
M
J=2 (5.26d)
Q= % : (5.26¢)
qre
o, = — . 26f
r2 4 a? (5.26f)

A massa de Balasubranmanian, de Boer e Minic (BBM) do buraco negro KNdS é

~ —M (7’2 + aQ) (7"2 — 3/1\) — q23/A
E = == £ . 5.27
2:7“03/A ( )

(1]

As quantidades obtidas acima do horizonte cosmoldgico, também satisfazem a primeira lei
da termodindmica
dE =T, dS. + Q. dJ + ®. dQ . (5.28)

5.3 Equacoes de movimento: campo escalar massivo carregado

Em um espago-tempo curvo, a equagao de Klein-Gordon covariante para uma particula
escalar massiva carregada pode ser escrita, nas unidades de G = ¢ = h = 1 na Eq.(2.35)),
como

1
L/_—gaa (QUT\/—_gaT)

ie
Opr/—q) — 1€(0,A%) — 2ie A0, — e* A A, — ,ﬂ] Uv=0. (529
onde pp ¢ a massa da particula escalar e e é a carga da particula. Substituindo as

Eqs. (5.4)-(5.6) na Eq.(5.29)), obtemos a seguinte equagao

! 2 2) }a_a AR
{ATAG [Aa(r +a) A,a®sin’ 0 52 Br AT&T 90 Agsme

=2 0? 2Za 5 o 0?
BBy aig (A~ B0t 0) 5 1 5, (e () - A 5
. qr 2 0 0 2 2 2221 _
+ 226&[(T +a>+aua¢]+u0p —eqrAr}\I/—O. (5.30)

A fim de resolver a Eq.(5.30), vamos admitir que sua solugdo pode ser separada como
segue

U = U(r,t) =(r,0)e™e ™" (5.31)
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Substituindo a Eq.(5.31]) na Eq.(5.30]), encontramos que

— WP ! {Ag(r2+a) — A,a%sin 9}¢—<A w)— ‘1 a(AgsmGaw)

ANy or sin 8 00 00

+ m2AAf;nz€ (A — Apa?sin 9) v+ me:Ae {Ae (TQ + a2> _ Ar} P
+ 26Aqr Kr +a )w — aEm] Y+ (ugpz — quQTQAl) Pv=0. (5.32)

Seja ¥ (r,8) = R(r)S(#), temos entao

1 d dsS(0)
sin 6 d [Ae sin 6 ] +

—_
mz

2
A (wast— ) — pga*cos® 0+ A S(0) =0,
0

sin 0

(5.33)

5 8E  { (i fo ) —an—ef 0 =0,

T

(5.34)

onde A é a constante de separacao, w é a energia da particula e m é o nimero quantico

azimutal.

5.4 A equacao angular

Agora, vamos obter a solucao exata e geral para a parte angular da equagao de Klein-Gordon
dada pela Eq.(5.33]).

A transformagao da Eq.(5.33) em uma equagdo do tipo de Heun é alcancada

definindo uma nova coordenada angular, x, tal que

T =cos’f , (5.35)
e os parametros «, &, b por
Aa?
a=—"/ (5.36a)
3
£=wa, (5.36D)
1
b=——. 5.36
" (5.36¢)

Assim, podemos escrever a Eq.(5.33]) como

d*S (; 1 1 )dS
—+ |2+ + —

dx? r x—1 x—0b) de
m2 (0% mo— 2 (0%
+ 1 IUJOG/Q . O[)\ + 52 . (41(;_ ) _I_ ( 5313(1—’— ) S — O )
z(z—1)(z —b) | 4o 402 r—1 r—0b
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Note que a equagao acima possui uma forma algébrica comparavel a descrita no
item (B) da secdo [3.1.3 Assim, para identificarmos os expoentes a serem utilizados na

transformagao F-homotdpica a ser aplicada, vamos reescrever a Eq.(|5.37) na forma
d*S N : PR S S
dz? x x—1 x—-0b)dr

" {‘ (5) v V(ﬂ;aﬁ “T e

—[5—m(1+oz)]2+)\1+m2+3m2a—)\+a2,ug—2m£ 1

4 x 41+ ) x—1
N 3m?a? + m?a® — a\ — a’pd — dmaé — 2ma?é + 2+ af? 1 P
4(1+ ) z—bf
(5.38)
Logo, a transformacao da varidvel dependente sera
S(z) = (z = )™M (x = b)"2 f(x) , (5.39)
onde A; = % e Ay = “”21%5) . Agora, f(x) satisfaz a equagao
d>f SO 1+24;  1+24,) df Fr—q
— — =0 5.40
dx2+<x x—1 * r—>b ) dx x(x—l)(x—b)f ’ (5.40)
onde )
F= 5 (341 + 345 + 44145 — 2B1 — 2bBy — 2bB, — 2By) = af (5.41)
1
q = i(bAl + A2 — QbBl) R (542)
e os coeficientes By, By e B3 sdo dados por:
—[¢ —m(1 LEED)
4
m? + 3m*a — X+ a*ud — 2mé
B, = ; 5.44
? 4(1+ a) ’ (5.44)
By — 3m?a? + m?a® — a\ — a’pd — dmal — 2ma’é + €2 + ag? | (5.45)

41+ a)

A parte angular da equagao de Klein-Gordon para uma particula escalar massiva
carregada em um espago-tempo de KNdS na regiao exterior ao horizonte de evento, dada

pela Eq. {D pode ser escrita como 1) com v = %, b§=1+24A,e=1+24ea,p
dados pelas raizes da equagao

P+ (1—y—0—-t+F=0. (5.46)
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Portanto, a solugao geral da Eq.(|5.40)), em todo o intervalo 0 < z < oo, é dada por
f(.T) = Cl HeunG(b, q_a C_Y, Ba ’77 57 l’) + 02 x1—7y HeunG(ba (jla C_Vla 5_17 ;}/17 57 'T) (547)

onde HeunG (b, ¢; &, 3,7, 8; ) sio as funcdes (gerais) de Heun, C; e Cy sdo constantes e os

parametros b, ¢, &, 3, 7 e ¢ sdo dados por:

1
b=——; 5.48
L, (5.450)
G— —m + X +iva(ma — &) — (m + ma — £)? ; (5.48b)
4o
_ 3a+2ma + 2ima’/? — \/04(904 — da?ud) — 2iv/af
a = ; (5.48c¢)
4o
_ 3a+ 2ma+ 2ima®? + \/a(9a — 4a?p?) — 2iy/a
3= \/ ( 15) \/_f; (5.48d)
4o
_ 1
T=5 (5.48¢)
S=1+m. (5.48f)

Os pardmetros ¢i, &, 1 ¢ 71 sdo dados pelas relacoes 1)1}

Podemos ver que quando A — 0 = a — 0, de modo que b ~ oo e, de acordo com a
secao , isto da origem a um processo de confluéncia na Eq., transformando-a em
uma equacao confluente de Heun. Isto mostra que no limite quando A = 0, recuperamos, ao
menos, 0 mesmo comportamento funcional da solugdo angular da equagao de Klein-Gordon
em um espaco-tempo de Kerr-Newman, dada pela Eq., porém com os parametros
das fungoes confluentes de Heun diferentes. Uma explicagao para essa diferenca reside no
fato de que a introdugado da constante cosmoldgica para a formacao de um buraco negro
de Kerr-Newman-de Sitter altera quantitativamente as singularidades do espago-tempo
— acrescentado termos da ordem de r*, e dois horizontes cosmolégicos — o que altera
drasticamente o comportamento funcional da solucdo da equacao de movimento e, por

consequéncia, seus parametros.

5.5 A equacao radial: transformacao de coordenadas “tortoise”

As técnicas expostas na secao |3.1.3, e as demais encontradas nas referéncias dessa disserta-
¢ao, nao se aplicaram com sucesso para resolver a parte radial da equagao de Klein-Gordon
em um espago-tempo de Kerr-Newman-de Sitter, dada pela Eq.. Assim, com o
objetivo de estudar o efeito Hawking, iremos utilizar a transformacao de coordenadas
“tortoise” a fim de obter as solugoes proximas do horizonte de evento exterior, ficando para
um tempo futuro a retomada da andlise matematica das func¢oes do tipo de Fuchsian, a

fim de se obter uma generalizagao das transformacoes expostas na secao [3.1.3]
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Fazendo K = (r? + a®)w — amZ — eqr, a Eq.(5.34) pode ser reduzida a

d*R(r) 2,45 1. dR(r) s oy K?
ATW—M (r— gAr — gAm — M) o +|— (A+u0r ) + A

] R(r)=10. (5.49)

Agora, vamos introduzir a coordenada “tortoise”, r,, através das seguintes relagoes

[30]:
L
dr, = A (7’ +a )dr : (5.50a)
d r*+ad* d
-— = 5.50b
dr A, dr,’ ( )
> a2\ 2 2 [, Ar (r2+a?)?] d
oo () S S - M Ma2 4+ R S .
s ( A ) 02 + AZ Qr r*+ Ma* + 3 . (5.50¢)
Substituindo a Eq.(5.50a)) na Eq.(5.49)), obtemos
2 | N2 d*R(r) dR(r) 2.2 2 _
(r* + a?) g TN [—A, (A 8r?) + K?| R(r) =0 . (5.51)

5.6 A radiacao Hawking

Nas proximidades do horizonte de evento do buraco negro, A,.(r.) — 0, de modo que a

Eq.(5.51)) pode ser reduzida para

d*R(r.)
dr?

onde wg = m; + ed,. A solucdo geral da Eq.(5.52)) é

+ (W —wo)*R(ry) =0, (5.52)

R(r,) = Cy e@molr 4 0y emilwmwolre (5.53)

onde C e (5 sao constantes. Considerando o fator temporal, préximo ao horizonte de

evento, r,, do buraco negro, a solucao de onda refletida é
Wy = e Wil (5.54)

Tomando
W — Wy

ra (5.55)

P =

w
na superficie de horizonte do buraco negro, obtemos a solugao de onda transmitida

\I]in — efiw(t%*f) — ef’iw’v 7 (556)

e a solucao de onda refletida

—iw(t—7) _ —iwv 2iwf _ —iwv  2i(w—wo)Tx (557)

Vou(r >ry) =e e Wt = "W ,

onde
v=t+7r (5.58)
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é a coordenada de Eddington-Finkelstein. Devido a Eq.(5.50a)), proximo a superficie de

horizonte do buraco negro r,, podemos expandir em série de Taylor:

r?4+a® = (ri + a2) + .. (5.59)
dA,
A, =0+ (r—ry)+ ... (5.60)
dr s
Com isso, podemos integrar a Eq.(5.50a)) e obter
1 dA,

onde
_37{1|r + 7% (a®* = 3/A) + (a* + ¢*) 3/A

)
ry (r2 +a?)3/A
k4 ¢ a aceleracao gravitacional sobre a superficie de horizonte do buraco negro r,. Da

Eq.(5.61)), temos

2Ky = (5.62)

(r—ry) =e*+ (5.63)
e a onda refletida é reescrita como

Wour(r > 1)) = e Y (r — T+)i(w_w0) i (5.64)
A Eq.(5.64)) possui uma singularidade sobre a superficie de horizonte 7 e ela pode descrever
apenas particulas refletidas fora do horizonte r,. Ela nao pode descrever as particulas

refletidas sobre o horizonte.

5.7 Extensao analitica

Ja que temos obtido a solugao de onda refletida para fora do buraco negro r > r, , também
estamos interessados na solugdo de onda refletida para r < r,. A partir da Eq.,
vemos que a onda refletida é singular em r = r, e podemos extender ¥,,, de fora do buraco
negro para dentro do buraco negro. Vamos considerar a singularidade r = r, como o
centro do circulo e tomar |r — ry| como o raio. Por extensao analitica, girando —7 através

da metade inferior do plano complexo 7, obtemos

T

(r—ry)—=|r—ryle™ =y —r)e . (5.65)

Assim, a solugao de onda refletida na superficie de horizonte r, é

i

Uour(r < 7)) =e Y (ry — T)H(w_w())eﬁ(w_wo) : (5.66)

Agora, usando a Eq.(5.63]), a solucao dada pela Eq.(5.66)) pode também ser escrita na
seguinte forma

\Ilout(r < TJF) _ e*iwveZi(w*wo)T*eﬁ(W—WO) ) (567)
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As Eqgs.(5.57) e (5.67) descrevem a onda refletida dentro e fora do buraco negro, respecti-

vamente. Portanto, para uma onda refletida que corresponde a uma particula com energia

w, carga e e momento angular m, a taxa de decaimento da reflexao ou a probabilidade de

espalhamento relativa da onda escalar na superficie do horizonte r = r, é dada por

\Ifout(r > 7“+) 2

w—wp)
=e "+ o 5.68
\Ijout(T’ < 7"+) ¢ ( )

F+:|

De forma analoga, nas proximidades do horizonte cosmolégico temos que A.(r.) — 0
e, portanto, podemos resolver a Eq.(5.52)) e derivar a onda refletida associada a uma
particula com energia w, carga e e momento angular m. A taxa de decaimento da reflexdo

na superficie do horizonte cosmolégico r = r. é dada por

Uoue(r < 1) 2

= ene(W7e0) 5.69
\Ilout(r > TC> ¢ ’ ( )

r.-|

onde w, = mS. + ed, e

o — 3ri+r2(a® —3/A)+ (a® +¢*)3/A
T re (r2 +a?)3/A ’

(5.70)

ke € a aceleracao gravitacional na superficie do horizonte cosmoldgico.

5.8 Espectro da radiacao

Podemos ver, de acordo com o que foi discutido acima, que a energia, o momento angular
e a carga totais do espago-tempo sao, respectivamente, M/=Z+ w, J +m e @ + e, ou seja,
essas sao as quantidades antes da radiagao [73]. Entretanto, entre o horizonte de evento
do buraco negro e o horizonte cosmoldgico, a energia, o momento angular e a carga das
particulas irradiadas sao, respectivamente, w, m e e. Logo, podemos tomar o processo no
qual o buraco negro irradia particulas como sendo um processo em que um buraco negro
de KNdS transfere-se de um estado inicial (energia M /= + w, carga ) + e e momento

angular J 4+ m) para um estado final (energia F, carga () e momento angular J).

Agora, para incorporar a reacao da radiagdo ao espago-tempo, vamos trocar a
energia, o momento angular e a carga das particulas irradiadas com os parametros do
buraco negro de KNdS. Quando os parametros do buraco negro de KNdS sao usados,
devemos garantir que a energia total, o momento angular e a carga do espago-tempo sejam

todas consevadas, isto é,

—w=AF,
= AE
“ ’ (5.71)
—€ = AQ )

-m=AJ,
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onde AE ou AE, AQ e AJ sao a variacio da energia, da carga e do momento angular do

horizonte de evento do buraco negro e horizonte cosmologico antes e depois da radiagao,

respectivamente. Substituindo as Eqgs.(5.25)) e (5.71)) na Eq.(5.68), obtemos a taxa de

reflexdo da onda refletida no horizonte do buraco negro r = r:

— 2 (_AE-mSQy—ed)

F+ = e "+
. e—g—i(—AE+Q+AJ+<I>+AQ)
_ e_%(_T+AS+)
= M5 | (5.72)

onde usamos a Eq.([5.20)).
De forma andloga, substituindo as Egs.(5.28) e (5.71) na Eq.(5.69)), derivamos a

taxa de reflexdo da onda refletida na superficie do horizonte cosmologico,
I, =e?% (5.73)

onde usamos a Eq.(5.26a)).

Considerando o buraco negro como um sistema termodinamico, discutimos a taxa
de radiacao com a qual este sistema irradia particulas com energia w, momento angular
m e carga e. De acordo com a discussao acima, quando nao consideramos a radiagao do
horizonte cosmologico, a taxa de emissao ¢ dada pela Eq.. Depois que o horizonte de
evento do buraco negro irradia particulas, da Eq., temos que a variacao da entropia
correspondente ao horizonte cosmologico é AS.. Entao, podemos tomar a Eq. como
a probabilidade da mudanca de entropia correspondente ao horizonte cosmoldgico causada
pelas particulas irradiadas a partir do horizonte do buraco negro. De forma andloga,
podemos tomar a Eq. como a probabilidade da mudanca de entropia correspondente
ao horizonte do buraco negro causada pelas particulas irradiadas a partir do horizonte
cosmologico. Assim, para o horizonte de evento do buraco negro, devido as particulas
irradiadas, existem duas formas que levam a mudanca da entropia AS,. Uma forma é tal
que o buraco negro irradia particulas; a probabilidade é dada pela Eq.. A outra é
tal que o horizonte cosmolégico irradia particulas; a probabilidade ¢ dada pela Eq..
Assim, para o horizonte de evento do buraco negro, devido a irradiacao de particulas com

energia total w, momento angular m e carga e, a probabilidade de que a entropia mude é
[ =T,T, =e5+Ta% (5.74)

Portanto, o espectro de radiacdo de um buraco negro de Kerr-Newman-de Sitter esta
relacionado nao apenas com a mudanca da entropia do horizonte do buraco negro, mas
também a um dos horizontes cosmolédgicos. E o espectro da radiacao satisfaz o principio

da unitariedade.
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5.9 Conclusoes parciais

Neste capitulo, estudamos a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo
carregado em um espaco-tempo gerado por um buraco negro de Kerr-Newman-de Sitter
[64]. Resolvemos de forma exata a parte angular da equagao de Klein-Gordon neste espago-
tempo, cuja solugao analitica é dada em termos das fungoes (gerais) de Heun e é valida
em todo o espaco. Como nenhuma das técnicas conhecidas na literatura se mostraram
eficientes para resolver a parte radial, seguimos o trabalho de Huaifan et al. [64] para de
obter as solucgoes validas préoximas do horizonte de evento do buraco negro e do horizonte

cosmolégico, a fim de estudar a radiacao Hawking.

Para o caso de um buraco negro de KNdS, existe radiacao nao apenas a partir do
horizonte de evento, mas também a partir do horizonte cosmolégico. Ma [74], Chen et al.
[75], Hemming & Vakkuri [76] e Parikh [77], quando estudaram o tunelamento quéantico
nestes espacos-tempo, trataram o horizonte de evento do buraco negro e o horizonte

cosmolégico como dois horizontes independentes.

Huaifan et al [64] estenderam o cldssico método de Damour-Ruffini e discutiram o
espectro da radiagao Hawking em um buraco negro de Kerr-Newman-de Sitter (KNdS)
sob a consideracao de que a energia total, o momento angular total e a carga total do
espago-tempo sao conservadas, onde as particulas possuem momento angular arbitrario.
Depois de considerar a reagao do espaco-tempo as particulas irradiadas, foi mostrado que
o espectro da radiagao do buraco negro de Kerr-Newman-de Sitter esta relacionado nao
apenas a mudanca de entropia do horizonte do buraco negro, mas também a mudanca de

entropia do horizonte cosmoldgico, além de satisfazer ao principio de unitariedade.

Visto que
AJ =A(Ma/Z?) = —m | (5.75)

onde m assume apenas valores inteiros ou zero, o momento angular do buraco negro J é
quantizado. A partir da Eq.(5.75)), a variagdo de m é determinada ndo apenas pela variagao

de M, mas também pela variacao do parametro de rotagao do buraco negro a.

Partindo do método de Damour-Ruffini, discutimos a onda refletida associada
a particulas com energia w, carga e e momento angular m. O resultado é dado pela
Eq.. Sob a condicdao de que a energia total, o momento angular total e a carga total
do espago-tempo sao conservadas, obtemos a probabilidade na qual o buraco negro passa
de um estado inicial (energia M /= + w, carga @ + e e momento angular J + m) para um
estado final (energia M/=, carga () e momento angular J). Isto é, a probabilidade do
horizonte de evento do buraco negro radiar particulas com energia w, carga e e momento

angular m. Este resultado é consistente com o obtido por Parikh & Wilczek.

Devido ao fato de o buraco negro de Kerr-Newman-de Sitter possuir horizontes

de eventos e horizontes cosmolédgicos, e os parametros de estado que descrevem os dois
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horizontes serem os mesmo, as radiagdes dos dois horizontes estao correlacionadas. Quando
discutimos os espectros da radiacao destes buracos negros, devemos considerar a relevancia

do horizonte de evento do buraco negro e o horizonte cosmolégico.






89

6 A radiacao Hawking em um buraco negro

de Kerr-Newman

Recentemente, Zhang & Zhao [78] estudaram a radiagio Hawking de um buraco negro
de Kerr-Newman através da introdugao de um sistema de coordenadas muito particular.
As coordenadas pussuem algumas propriedades atraentes: a direcdo do tempo é um vetor
Killing, a métrica é suave para os horizontes, entre outras. Huaifan et al. [79] introduziram
as coordenadas de tortoise e extenderam o método classico de Damour-Ruffini [30] para
discutir o espectro geral da radiacdo. Umetsu [80] apresentou a derivagdo da radiac¢ao
Hawking usando o mecanismo do processo de tunelamento e a redugdo dimensional nas

proximidades do buraco negro.

Neste capitulo, usando a solugao radial da equacao de Klein-Gordon para um
campo escalar massivo carregado em um espago-tempo gerado por um buraco negro de
Kerr-Newman e fazendo uso das propriedades das func¢oes confluentes de Heun, estudamos

a radiacao Hawking de particulas escalares massivas carregadas [43].

6.1 Termodinamica de um buraco negro de Kerr-Newman
Vamos apresentar alguns aspectos do espaco-tempo de Kerr-Newman relevantes para
estudar a radiacao Hawking.

A aceleragao gravitacional sobre a superficie de horizonte do buraco negro em 7, e

a temperatura da radiacio Hawking sao [79], respectivamente,

Al (ry) Ty — T
= o = 1
=9 (r2 +a?)  2(r2 +a?) (6.1)
e
T, = -+ (6.2)

2
As quantidades associadas com o buraco negro, tais como a entropia no horizonte de
evento, S, , a velocidade angular de arrastamento do horizonte exterior, {2, o momento

angular, .J, e o potencial elétrico, &, sao dados por

Sy=m (ri + a2) : (6.3)
a

0, = 6.4

+ 7’3_ I a2 ) ( )



90 Capitulo 6. A radia¢io Hawking em um buraco negro de Kerr-Newman

Qry
b, =T 6.6
+ r2 + a? (6.6)

Estas quantidades obtidas dadas pelas Egs. 1) para o horizonte de evento

do buraco negro satisfazem a primeira lei da termodinamica

dE =T, dS. + Q, dJ + ©. dQ . (6.7)

As leis andlogas as da termodindmica para buracos negros podem ser enunciadas

como [&1]:

Lei zero: Para qualquer buraco negro em equilibrio, T" é constante ao longo de toda a

superficie.

Primeira lei: Em um sistema isolado, incluindo buracos negros, a energia total do

sistema é conservada.

Segunda lei: A area de superficie de um buraco negro sempre permanece a mesma ou

aumenta durante algum processo.

Terceira lei: E impossivel reduzir a temperatura, 7', de um buraco negro a zero por um

numero finito de processos.

6.2 A radiacao Hawking

Vamos considerar o campo escalar massivo carregado préximo ao horizonte de evento

exterior a fim de discutir a radiacao Hawking.

A partir das Eqgs.(4.140) e (3.62) podemos ver que a solucao radial dada pela

Eq. (4.155)), préximo ao horizonte de evento exterior, isto é, quando r — r,. = x — 0,

comporta-se assintoticamente como [43]
R(r) ~Cy (r—r )2+ Cy (r—r )%, (6.8)

onde estamos considerando contribuicoes apenas do primeiro termo na expansao e todas
as constantes envolvidas estao incluidas em C; e (5. Assim, considerando o fator temporal,

nas proximidades do horizonte de evento r, do buraco negro, esta solucao é
U = e Wi(pr — )2 (6.9)

Da Eq.(4.154b)), para o pardametro (3, temos
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Da Eq.(6.1]), temos

1 ri + a?
_ 4 . 2 | 2
ST — & rp —ro =2kKy <r+ +a ) . (6.11)

Logo, substituindo a Eq.(6.11])) na Eq.(6.10)), obtemos

5 i a Qry
- = — |lw—|m +e
2 26y 2 +a2 1?2 +a?

- 2;[w—<mﬂ++e@+>]
= 2li+(w wo) , (6.12)

onde wyg = my +ed,.

Portanto, na superficie do horizonte exterior do buraco negro as solugdes de onda

transmitida e refletida sao

Wy, = e 0 (r — ) BT T (6.13)

\Ijout<7ﬂ > T+) = e_im(r — T‘+>i(w_m)) . (614)

Assim, obtemos as solu¢oes das ondas transmitida e refletida nas proximidades do horizonte
de evento exterior r, de um buraco negro de Kerr-Newman [43]. Estas solugoes para
campos escalares proximos do horizonte serao tteis para investigar a radiacao Hawking
de particulas escalares massivas carregadas. Vale a pena chamar atencao para o fato de
que estamos usando a solugao analitica da parte radial da equacao de Klein-Gordon no
espago-tempo em consideracao, diferentemente dos calculos usualmente feitos na literatura
[78, [79].

Por consisténcia e completeza, vamos mostrar que nossa solugao é exatamente a

mesma obtida por outros métodos [78, [79], a menos de uma mudanga de variavel. Usando

as Eqgs.(5.55)), (5.58]) e (5.61)), temos a seguinte solugdo de onda transmitida:

—iwv Gwr (w—wo)

U = e % (r—ry) e

e—iwvei(w—wo)r* ( (w—wo)

r—ry) =y

= e ™(r — r+)2~+ (e 0)(r - r+)_ﬁ(w o)

= o v, (6.15)

E a solucao de onda refletida é dada por:

Uoue(r >ry) = e e (r—ry) zy (W-wo)
= e W i(w—wo)r ( )gm_ (w—wo)
e e—iwv (7, _ T+) 2:{_;'_ (wa' )(T o 7’+) 2K+ (wfwo)
= efin(r . T+)i(w—wo) . (6.16)



92 Capitulo 6. A radia¢io Hawking em um buraco negro de Kerr-Newman

As solugoes dadas pelas Eqgs.(6.15]) e (6.16]) sdo exatamente as solugoes obtidas por
Zhang & Zhao em [78] e Huaifan et al. em [79)].

6.3 Extens3ao analitica

Nesta se¢ao obtemos, por continuacao analitica, a parte real amortecida da solugao refletida
do campo escalar que sera utilizada para construir uma expressao explicita para a taxa de
decaimento I'. Esta parte real amortecida corresponde (pelo menos em parte) a contribuicao
temporal para a taxa de decaimento [82] R3] encontrada no método de tunelamento da

radiacao Hawking.

Da Eq.(6.16), vemos que essa solugdo nao é analitica no horizonte de evento
exterior r = r,. Por continuagao analitica, girando —m através da metade inferior do plano

complexo r, obtemos
(r—ry) = |r—ryle™=(ry —r)e ™. (6.17)

Assim, a solugao de onda refletida na superficie de horizonte r é

\Dout(r < T+) _ efiwv<r+ . 7n)ﬁ(w—wo)eﬁ(w—wo) . (6.18)
Agora, usando a Eq.(5.63)), a solu¢ao dada pela Eq.(6.18|) pode também ser escrita na

seguinte forma

Vou(r <ry) = e iwve2i(w—wo)rs gy (Wmwo) (6.19)

As Eqgs.(6.16]) e (6.19) descrevem a onda refletida fora e dentro do buraco negro, respecti-
vamente. Portanto, para uma onda refletida de uma particula com energia w, carga e e
momento angular m, a taxa de decaimento da reflexao ou a probabilidade de espalhamento

relativa da onda escalar na superficie do horizonte de evento r = r, é dada por

Uou(r > )0 20
F+:‘M = o wy Te0) (6.20)

Vo (r < ry)

Este resultado foi obtido formalmente na literatura 78| [79, [82] 83] em diferentes

contextos.

6.4 Espectro da radiacao

Apoés o horizonte de evento do buraco negro irradiar particulas com energia w, carga
elétrica e e momento angular m, a fim de considerar a reagao da radiagdo da particula ao
espaco-tempo, devemos substituir M, @), J por M — w, Q) — e, J — m, respectivamente, no

elemento de linha do espago-tempo de Kerr-Newman, dado pela Eq.(4.1)). Fazendo estas
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mudancas, devemos garantir que a energia total, o momento angular total e a carga total

do espago-tempo sejam todas conservadas, isto €,

—w=AF,
—e=AQ, (6.21)
-m=AJ,

onde AFE, AQ e AJ sado as variagoes da energia, da carga e do momento angular do

horizonte de evento do buraco negro, antes e depois da emissao da radiacao, respectivamente.
Substituindo as Eqs.(6.7) e (6.21)) na Eq.(6.20]), obtemos a taxa de decaimento da reflexao

na superficie do horizonte de evento r = r,:
27
— =L (—AE-—mQ—ed
F+ = ¢ A+ ( + +)

_ e—f—_’;(fAE+Q+AJ+<I>+AQ)
_ e*f{ (-T4+ASy)

= %, (6.22)

onde usamos a Eq.(6.2). AS, é a mudanca da entropia de Bekenstein-Hawking, comparada
antes e depois da emissao da radiacao e obtida a partir das expressoes para a entropia,
Eq.(6.3]), e para o horizonte de evento exterior, Eq.(4.8a)), como segue [43]:

AS—F - S+(M—w,Q—e,J—m)—S+(M,Q,J)
= w[ri(M—w,Q—e,J—m)+a2(M—w,J—m)]
— 7 [r2(M,Q,J) +a*(M, )]

— oM -0 - Q-0+ 2M —w) M —wp - Q- e

R T (6.23)

onde a = a(M,J)=J/M e

? M—w
De acordo com o método de Damour-Ruffini-Sannan [30, [84], a fun¢do de onda correta

a2:<J_m>2 . (6.24)

que descreve uma particula saindo do buraco negro é dada por

™

U, (r)= N, [H(r —ry) % r —r )+ H(ry —7r) $2"r, —7) ey (T0) . (6.25)
onde N, é a constante de normalizacao, tal que
(W, (1) Wy (1)) = =6(w1 — wa) , (6.26)

onde H(z) é a fungao degrau de Heaviside e W2 (z) sdo as fungdes de ondas normalizadas
dadas, a partir da Eq.(6.16)), por

i

Vot () = oWy (@WTw0) (6.27)
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Assim, o espectro da radiagao Hawking resultante das particulas escalares pode
ser obtido de duas formas, como segue. A partir da Eq.(6.20)) para a probabilidade de

espalhamento relativa temos

r 1

2 +

|Nw| - 1 o F - h(w—wq) : (628)
+ e BT+ _

A partir da condicao de normalizacao
27 (h—w
(W ()W) = 1= [N [ =] (6.29
obtemos o expectro resultante da radiacaio Hawking de particulas escalares carregadas [43]

1 1
|NW|2: i = Th(w—wp) . (6-30)

GH(UJ_WO) —1 e BT+ — 1

Portanto, podemos ver que o espectro da radiacdo Hawking resultante das particulas
escalares possui um carater térmico, analogo ao espectro do corpo negro, onde kg7, =
Ky /2m, com kg sendo a constante de Boltzmann. Note que as constantes de Planck e de
Boltzmann foram introduzidas na Eq. a fim de ter a dimensao correta.

6.5 Conclusoes parciais

Neste capitulo, a partir da solugdo analitica da equagdo de Klein-Gordon para um campo
escalar massivo carregado em um buraco negro de Kerr-Newman, obtivemos as solugoes
exatas das ondas transmitida e refletida proximo ao horizonte exterior [43] e utilizamos

estes resultados para discutir o efeito Hawking [23].

Consideramos as propriedades das fungoes confluentes de Heun para obter os
resultados. Esta abordagem possui a vantagem de que nao se faz necessaria a introducao de
quaisquer sistemas de coordenadas, como por exemplo, o particular [78] ou as coordenadas
“tortoise” e Eddington-Finkelstein [79].

Nossos calculos descrevem claramente o processo no qual o buraco negro irradia
particulas. Fornecemos um método simples para estudar a radiacao térmica. Pudemos
derivar nao apenas a temperatura Hawking, mas também o espectro de corpo negro de

Hawking.
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7 Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertacao, apresentamos as solucoes analiticas da parte radial da equacao de
Klein-Gordon para um campo escalar massivo [42] e das partes angular e radial da equagao
de Klein-Gordon para um campo escalar massivo carregado [43], em um espago-tempo de

um buraco negro carregado e com rotagao, descrito pela métrica de Kerr-Newman.

Estas solugoes estendem as obtidas por Rowan & Stephenson [39] no sentido de que
agora temos solugoes analiticas para todo o espago-tempo, que significa, na regiao entre o
horizonte de evento e o infinito, contrariamente aos resultados de Rowan & Stephenson
que foram obtidos para o campo escalar real e para regides assintéticas, a saber, muito
proximo do horizonte exterior e muito longe do buraco negro. As solugoes sao dadas em
termos das fungoes confluentes de Heun e sao validas em todo o intervalo 0 < z < oo.
Neste sentido, as solugoes obtidas generalizam os resultados encontrados por Rowan &
Stephenson [39)].

Adicionalmente, também obtivemos as solugoes para o buraco negro de Schwarzs-
child, que também sao dadas em termos das fungoes confluentes de Heun, e para o
espago-tempo de Kerr-Newman extremo, que sao dadas em termos das fungoes duplamente
confluentes de Heun e sao qualitativamente diferentes das que resolvem a equacgao radial

para o caso do espago-tempo de Kerr-Newman.

Os resultados obtidos tem a vantagem, quando comparados com os trabalhos de
Rowan & Stephenson [39] e Furuhashi & Nambu [41], que as solugoes sdo vélidas do
horizonte de evento exterior ao infinito, em vez de serem validas apenas proéximo ao
horizonte de evento exterior e no infinito, como nos trabalhos de Rowan & Stephenson [39]
e Furuhashi & Nambu [41]. Por outro lado, comparado com o trabalho de Wu & Cai [40],
nossos resultados sao dados em termos de fungoes analiticas, e nao em formas integrais ou

em forma de séries.

A partir das solugdes analiticas para a parte radial da equagao de Klein-Gordon em
um buraco negro de Kerr-Newman e das propriedades das fungoes confluentes de Heun,
obtemos as solugoes para as ondas transmitida e refletida proximo ao horizonte de evento

exterior e usamos estes resutados para discutir a radiagdo Hawking [43].

Mostramos que nessa linha de pesquisa existe uma série de problemas de interesse
fisico que agora podem ser analisados de forma exata, com suas solugoes dadas em termos
das fungoes de Heun. As solugoes aqui obtidas certamente serao importantes para o estudo
do processo de espalhamento, estados estacionarios de energia e na analise de estabilidade

[41] de buracos negros com e sem carga.
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A extensao natural desse trabalho é o estudo da equagao de Dirac (particulas

espinoriais) em espagos-tempo gerados por diferentes tipos de buracos negros.
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APENDICE A — Notacdes, definicdes e con-

vencoes

Algumas das notagoes, defini¢oes e convencoes utilizadas ao longo do texto serdo apresen-

tadas neste apéndice.

A.1 Vetores, tensores e operadores
Os 4-vetores covariantes e contravariantes sao definidos como

ot = (2%, 21, 2% 2°) = (ct,z,y,2) , (A.1)

x, = (2, 21, T2, x3) = (—ct,x,y,2) . (A.2)

De modo que a relagdo entre os mesmos é expressa por
_ v
Ty = G’ (A.3)

onde usamos a conven¢ao de Einstein de soma sobre os indices repetidos, sendo g, o
tensor métrico no espago-tempo curvo a ser determinado pela geometria entao considerada.

O tensor métrico no espago de Minkowski, 7,5, é definido como

—1

0

Nab = ) (A4)

o O = O
o = O O
- o O O

onde os indices latinos a,b = {0, 1,2, 3} referem-se as componentes espago-temporais no
espaco de Minkowski e os indices gregos p,v = {0,1,2, 3} referem-se as componentes
no espago-tempo curvo. Os indices latinos i, j = {1,2, 3} correspondem as componentes

espaciais do 4-vetor no espago Cartesiano.

Para as derivadas covariantes e contravariantes temos

0, =2 = (0.0, (A.5)

~ O

o= 9 (Cop o) (A.6)

N oz,
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O operador de d’Alembert ou d’Alembertiano é definido como

82
o _
0,0" = 202 +A=0. (A.7)
Neste trabalho, vamos considerar a constante gravitacional de Newton G = 1,
quando escrevermos as métricas correspondentes aos buracos negros de Kerr-Newman e

Kerr-Newman-de Sitter e em todos os desenvolvimentos posteriores, e ndo nos preocupare-

1moOSs em recuperar essa constante em nenhum momento.

A.2 Notacao de Dirac

Na nossa analise das solugoes de onda para o efeito Hawking no horizonte de evento exterior
de um buraco negro de Kerr-Newman, fomos levamos a considerar um espago vetorial
complexo. A notacao utilizada nessa dissertacao é a notacao de bra e ket desenvolvida por
P. A. M. Dirac [85].

Na mecanica quantica, um estado fisico é representado por um vetor de estado em
um espaco vetorial complexo. Segundo Dirac, vamos chamar tal vetor de ket e representa-lo
por |a). O espago vetorial dual ao espago ket é o espago bra, denotado por («|. Assim,

existe uma correspondéncia um-para-um entre os espagos ket e bra:
CD
la) & (af , (A.8)

onde CD significa correspondéncia dual.

Como pode ser visto de forma completa e detalhada em [85], podemos substituir
uma soma discreta sobre os autovalores {a’} por uma integral sobre a variavel continua &',

trocando o simbolo de Kronecker pela funcao delta de Dirac, de forma que
(d|a") = dwar — (£I€") =0( —¢") . (A.9)

O estado ket para um estado fisico arbitrario pode ser expandido em termos da

base {|z’)}, na forma
+oo

la) = / dz' 2"y (2'|a) . (A.10)

—00

Logo, podemos normalizar |«) & unidade tomando:
+oo
(ala) =1 = / dz' (a|z') (z'|a) =1 . (A.11)

Portanto, (2'|a) é a fungao de onda para o estado fisico representado por |a).
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APENDICE B — Func3o degrau de Heaviside

A funcao degrau de Heaviside, H (), algumas vezes chamada de fungao theta de Heaviside,
¢é usualmente chamada apenas de funcao degrau. Ela foi introduzida por Oliver Heaviside
no final de 1800 para representar a idealizada voltagem ligada (no tempo) ou outra fonte

em problemas de engenharia elétrica. Ela é definida para ntimero reais por

0 <0
H(z) = bata & =1, (B.1)
1 para z > 0 .
Alguns autores usam uma notagao diferente [86]
0 para x < 0,
H(z) = ¢ indefinido paraxz =0, (B.2)
1 para x > 0 .
E, de forma geral, podemos defini-la como
0 <
H(z — z0) = pata &= %o (B.3)
1 para x > xg .

Podemos usar a funcao degrau de Heaviside para cortar ou mover fungoes. Multi-
plicando f(t) por H(t — a) cortamos f(t) de modo que ela passa a existir (ou ligada) em

t=a:
0 para t < a ,

f(t) parat>a. (B.4)

H(t—a)f(t)z{

Multiplicando f(t) por H(t —a) — H(t — b), com a < b, cortamos f(t) de modo que ela

passa a existir (ou ligada) em ¢ = a e a desligada em ¢t = b:

0 para t < a ,
[H(t—a)—H({t—-0)]f(t) =1 f(t) paraa<t<b, (B.5)
0 parat > b .

A derivada da funcao degrau é usualmente tomada como sendo a funcao delta de

Dirac:

H'(z —x0) = CZEH(I—:EO) =0(x —x) . (B.6)

A integral da funcao degrau é

x 0 <0
/ H(x)de = { pata =1 (B.7)
r parazxz>0.
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