UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA - UFPB
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA — CCEN
COORDENACAO DE POS-GRADUACAO EM FiSICA — CPGF

TESE DE DOUTORADO

Alguns resultados sobre cordas césmicas em
teorias de gravitacao

Denis Barros Barbosa

Joao Pessoa - Paraiba - Brasil

Dezembro de 2013



UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA - UFPB
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA — CCEN
COORDENACAO DE POS-GRADUACAO EM FiSICA — CPGF

Alguns resultados sobre cordas césmicas em
teorias de gravitacao

Denis Barros Barbosa

Tese de Doutorado apresentada a
Coordenacao do Programa de Pos-
graduacao em Fisica da Universidade
Federal da Paraiba(UFPB) como parte
dos requisitos para a obtencao do grau
de DOUTOR. EM FiSICA.

Orientador: Prof. Dr. Valdir Barbosa Bezerra
Co-orientador: Prof. Dr. Jean Paulo Spinelly da Silva

Joao Pessoa - Paraiba - Brasil

Dezembro de 2013



Alguns resultados sobre cordas césmicas em
teorias de gravitacao

Denis Barros Barbosa

Aprovada em / /




A sabedoria eterna € patrimonio da humanidade,
que busca elevar-se moral, intelectual e
espiritualmente.

Carlos Torres Pastorino



A minha filha Sofia, DEDICO.



Agradecimentos

Primeiramente a Deus, causa e efeito de todas as coisas.
A toda minha familia, e em especial a minha esposa Adriana.

Ao meu orientador Prof.Valdir pela amizade e grande compreensao dispensadas a mim
nesses momentos tao importantes de minha vida académica, obrigado por contribuir para
minha formacao como pesquisador em Fisica.

Aos meus amigos.

Aos professores do Departamento de Fisica: Valdir Bezerra(Eletromagnetismo),
Eugénio R. de Mello (Mecanica Quantica e Teoria de Campos), Carlos Romero
(Cosmologia Matematica e Relatividade Geral) e Alexandre Rosas (Mecanica Estatistica).

A CAPES pelo suporte financeiro durante a execucao do trabalho.

Em especial quero agradeger ao meu co-orientador, Prof. Dr. Jean Paulo Spinelly,
que acompanhou toda a minha formacao académica em fisica desde a graduagao na
Universidade Estadual da Paraiba, passando pelo mestrado, até o doutorado que agora
finalizo, obrigado por me guiar nesse novo mundo da fisica, muito obrigado.

E a todos aqueles que de uma forma direta ou indireta contribuiram para a realizagao
deste trabalho, obrigado.



Resumo

Nesta tese obtemos a geometria gerada por cordas cosmicas em dois modelos de
gravitagao modificada, a saber: Teorias f(R) e de Gauss-Bonnet. Determinamos solugoes
que correspondem ao espaco-tempo gerado pela corda cosmica estatica e a corda cosmica
com rotagao, com e sem estrutura interna em f(R), e a corda cdsmica estética na teoria de
Gauss-Bonnet. Para as solucgoes estaticas, resolvemos a equacao de Dirac, e determinamos
a corrente fermionica.

Encontramos, também, no contexto da Teoria da Relatividade Geral, uma solucao
com rotagao para a nuvem de cordas(Espago-tempo de Letelier), usando o método de
Newman-Janis.



Abstract

In this thesis we obtain the geometry associated with a cosmic string in two different
models of modified gravity, namely: f(R) and Gauss-Bonnet theories. We Determined
the solutions for static cosmic string and spinning cosmic string, with and without interior
structure in f(R) and a static cosmic string in Gauss-Bonnet theory. For the static case,
we solved the Dirac equation, and determined the fermionic current.

We also found, in the context general theory of relativity, one solution with rotation
corresponding to a rotation cloud of strings(Letelier spacetime), by using the method of
Newman-Janis.
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Introducao

Em principio, toda teoria possui limites no que diz respeito a sua capacidade de
descrever o mundo fisico ao seu redor. A Teoria da Relatividade Geral (T'RG), proposta
por Einstein, nao foge a esta regra. Para tornar mais clara a afirmativa acima, vamos
considerar o fenomeno do colapso gravitacional. Para estudar o colapso gravitacional é
necessario encontrar solugoes para as equagoes de campo da TRG, procedimento este,
nem sempre factivel. O fato de nao encontrarmos uma solucao exata ou aproximada, nao
nos impede, no entanto, de conhecer, em linhas gerais o comportamento de um objeto
em colapso. Isso é possivel gragas ao teorema da singularidade de Hawking-Penrose[1],
segundo o qual o colapso gravitacional leva a formagao de buracos negros, previstos pela
Teoria da Relatividade Geral.

Nos ultimos anos, com a comprovagao de que o Universo estd em expansao acelerada,
o que nao tem explicacao plausivel na TRG, passou-se a questionar se esta era a tnica
teoria fundamental capaz de explicar com sucesso a interagao gravitacional dentro dos
limites de sua aplicabilidade. Essa expansao acelerada, nao pode ser explicado pela TRG,
sem o uso de hipéteses ad hoc'. Dentre estas, temos a considerar a constante cosmoldgica,
modelos de quintesséncia, entre outras[3]. Foi justamente devido a falta de uma explicagao
coerente e consistente, e a falha da Teoria da Relatividade Geral de Einstein em axplicar
a expansao acelerada do Universo, que surgiu a proposta da Energia Fscura, uma forma
hipotética de energia, com pressao negativa que permeia todo o espago e é resposavel

pela aceleragao do Universo. A energia escura é a hipétese mais aceita para explicar

'Em fisica ad hoc significa a adicio de hipdteses estranhas a uma teoria para salvé-la.
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as observacgoes feitas desde a década de noventa do século passado, que indicam que o
Universo esté se expandindo em ritmo acelerado, sendo responsavel por 73% do total da
energia do Universo [4].

Juntamente com o problema da constante cosmoldgica e da energia escura, existe uma
gama de outros nao previstos ou explicados pela TRG, como a presenca da singularidade
do Big Bang, o problema da planura, do horizonte e da proliferagdo de monopolos[5], que
levaram a constatacao de que o Modelo Cosmolégico Padrao é inadequado para descrever
o Universo.

No entanto, a extensao do modelo padrao, com a inclusao do processo inflacionario,
permite explicar, de modo satisfatério, os problemas relacionados com a planura, o
horizonte e a proliferacao de monopolos. A impossibilidade de se explicar o problema
relacionado a energia escura e a expansao acelerada do Universo, usando a Teoria da
Relatividade Geral e especialmente a falta de uma teoria quantica de gravitacao, levaram
a um cendrio em que varias teorias gravitacionais alternativas a Relatividade Geral foram
propostas [7], a saber: Teorias f(R) da Gravitacao[6, 7, 8], Teorias de gravidade de
Gauss-Bonnet[9] e mais recentemente a teoria de Horava-Lifshitz da gravitagao [10], dentre
outras. Na teoria de gravitagao modificada f(R) a agao de Einstein-Hilbert é modificada
e generalizada, através da substituicdo do escalar de Ricci por uma fungao f(R), desta
grandeza. De forma semelhante ao que acontece em teorias f(R), a gravitacao de Gauss-
Bonnet, também denominada de gravitagdo f(G), modifica a acao de Einstein com a
introducao de um novo escalar, denominado escalar de Gauss-Bonnet. A teoria de Horava-
Lifshitz [10] sinaliza com a possibilidade de superar a nao-renormalizabilidade da TRG,
desde que a invariancia de Lorentz seja violada no regime de altas energias.

Nessas teorias f(R) da gravitagdo, sao incluidos invariantes de curvatura de ordem
superior na acao gravitacional. As primeiras tentativas neste sentido foram feitas por
Weyl[12] e Eddington[11]. Pode-se depreender que alterando a agao e, consequentemente,

as equagoes de campo, com diferentes potenciais do escalar de curvatura, as equagoes de
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campo ficam mais complicadas, o que nao torna a teoria, necessariamente tao atraente.

A partir da década de sessenta, apareceram indicios de que adicionando-se a agao
gravitacional termos de ordem superior, pode-se de fato, obter alguns resultados nao
prescritos na teoria original, a saber, a TRG. A Relatividade Geral nao é uma teoria
renormalizavel e, portanto, nao pode ser quantizada. Em 1962, Utiwama e DeWitt
mostraram que a renormalizacao da TRG exigiria que a acao de Einstein-Hilbert fosse
complementada por termos de ordem superior no escalar de curvatura [16]. Mais
tarde, Stelle mostrou que termos de ordem superior na acao sao de fato renormalizaveis
[17], o que de fato colaborou muito para o inicio das pesquisas na area de gravitagao
envolvendo alteragoes na acao, que sao os embrioes das atuais versoes das chamadas
Teorias Modificadas da Gravitagao[6, 7, §].

As cordas cosmicas, objeto principal de nosso trabalho, sao uma importante fonte
de estudos na area da gravitacao e cosmologia, e devem ter tido um papel fundamental
no processo de formacao das grandes estruturas presentes no Universo, no cenario em
que a inflagao é levada em conta. Suas origens remontam ao final da era inflacionaria,
e portanto, formam um importante elo de ligacao entre o Universo primitivo e o atual.
Com o objetivo de melhor compreender a evolucao da fase atual acelerada, vamos obter
solugoes correspondentes a esse defeito topoldgico, no contexto de teorias modificadas da
gravitacao, em especial f(R) e f(G). Quem deu o primeiro e importante passo no estudo
das cordas césmicas foi Vilenkin [18], calculando o campo gravitacional de uma corda
estatica e cilindricamente simétrica em primeira aproximacao na Teoria da Relatividade
Geral. Em seguida Hiscock[19], conseguiu determinar exatamente o campo exterior de
uma corda infinitamente longa. Outros autores determinaram a métrica interna de uma
corda adotando modelos especificos para o seu interior como o ballpoint-pen e o flower-
pot model[20]. Estudos sobre os efeitos gravitacionais produzidos pela corda, tal como o
espalhamento quantico de particulas, também foram estudados por outros autores [21, 22],

todos no contexto da teoria da TRG. A partir do surgimento das teorias modificadas da
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gravitagao, e suas possiveis e novas possibilidades de analise do Universo em seus regimes
extremos, passou-se, entao, a pesquisar novamente os campos gravitacionais conhecidos
da TRG, de modo a se ter uma melhor compreensao sobre os efeitos introduzidos por
essas teorias, tanto no contexto gravitacional quanto no cosmolégico.

No intuito de dar proseguimento as pesquisas sobre cordas, vamos determinar, em
algumas teorias de gravitacao, as solugoes correspondentes a este defeito topoldgico e
enfatizar as semelhancas e diferencas com as cordas cosmicas na TRG.

Os dois primeiros capitulos desta tese sao dedicados a revisoes. No primeiro
abordaremos a formacao de defeitos topoldgicos, dando énfase a corda césmica. No
segundo capitulo, fazemos uma revisao sobre teorias de gravitagao modificadas que iremos
utilizar, a saber, Teoria de gravitacao f(R) e Teoria f(G). Em seguida, no terceiro
capitulo, comecamos o estudo sobre cordas cosmicas em teorias modificadas da gravitagao.
Obteremos as solugoes para a corda césmica em teorias f(R), duas internas e duas
externas, e duas solugoes em gravitacao f(G), interna e externa[23]. Nos espagos-tempo
obtidos, determinaremos as solugoes da equagao de Dirac. Determinaremos, também,
a corrente fermionica. Os resultados serao objeto de uma andlise comparativa com
as que ja foram obtidas anteriormente na TRG. No quarto capitulo, encontramos as
modificagoes produzidas na geometria externa de uma corda com rotagao em teorias f(R)
[23], considerando um método desenvolvido por Newman e Janis[24]. No quinto capitulo,
determinamos o espago-tempo interno de uma corda com rotagao [25], em teorias f(R),
considerando um modelo especifico para o seu interior, a saber o modelo ballpoint pen.
No capitulo 6, apresentamos a solucao que corresponde ao espaco-tempo de Letelier com

rotagao [26], o qual é gerado por uma nuvem de cordas.



Capitulo 1

Formacao de Defeitos Topoldgicos

Num dia frio, uma camada de gelo se forma rapidamente sobre a superficie de um lago.
Porém, ela nao cresce de maneira uniforme sobre a camada fina de agua. Em vez disso, a
agua comega a congelar em locais diferentes e ao mesmo tempo, de forma independente,
e as placas de crescimento de gelo comecam a juntar-se de modo aleatério, deixando uma
faixa estreita entre as partes em forma de zig-zag, formando uma fronteira na superficie do
lago. Estas margens irregulares sao um exemplo do que denomina-se defeitos topoldogicos.

Assim como a &dgua se transforma em gelo (uma transicdo de fase), quando a
temperatura diminui, levando o sistema fisico a um outro estado, isto também acontece
com as interacgdes fundamentais entre particulas (bdsons e férmions).

Na Cosmologia, a formacao de defeitos ocorre em estados fisicos fora de equilibrio,
especificamente durante as transicoes de fase. Se a temperatura cai rapidamente, nao
havera tempo habil suficiente para estabelecer-se o equilibrio em pequenas regioes, com
uma quebra de simetria sendo direcionada, independentemente, para cada regiao distinta.
Isto pode resultar na formacao de uma distribuicao estocastica de defeitos, tais como os
vortices que aparecem no cristal. Situagoes semelhantes ocorrem quando simetrias sao
quebradas em modelos de fisica de particulas.

Neste capitulo, faremos uma revisao sobre a formacao dos defeitos na evolucao do
Universo, apresentaremos alguns tipos de defeitos e discutiremos o processo da quebra

espontanea de simetria.



Formacao de Defeitos Topologicos

1.1 Evolucao do Universo e a formacao de defeitos

Em 1924, Edwin Powell Hubble observou que galédxias pareciam estar se afastando da
Terra. Além disso, também percebeu que a velocidade delas aumentavam a medida que
se distanciavam uma das outras, e que era proporcional a esta distancia. Ele imaginou
que o Universo estaria inflando como um balao, sugerindo que estaria expandindo-se.

As observacoes de Hubble deram base observacional a uma teoria que foi elaborada,
posteriormente, que diz respeito a forma como o Universo originou-se, denominada Big
Bang. Segundo esta teoria, no inicio, o Universo estava concentrado em uma regiao
pequena, em comparac¢ao com suas dimensoes atuais, extremamente densa e quente, que
continha uma “sopa” constituida, principalmente, por particulas de luz e outras particulas
que eram criadas e aniquiladas a todo instante. Em um determinado momento, h&
aproximadamente 13,5 bilhoes de anos atras, ocorreu essa explosao, cuja evolucao deu

origem ao Universo que conhecemos hoje[28].
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Figura 1.1: Esquema da evolugao do Universo desde o Big Bang até os dias atuais.

A partir desse momento inicial, o Universo passou por uma sucessao de transicoes
de fases, a medida que se expandia e se esfriava. As transigbes entre as primeiras
destas fases ocorreram quando o Universo era dominado por uma interacao gravitacional
fundamentalmente quantica, cujos detalhes sao desconhecidos, durante a qual as
interacoes estavam unificadas, sendo caracterizadas por um elevado grau de simetria.

Essas transigoes resultaram em quebras de simetria do sistema e podem ter tido varias
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implicagoes importantes, incluindo a formagao de defeitos topoldgicos como, por exemplo,
a formacao de cordas césmicas, monopolos, paredes de dominio e combinagoes destes
defeitos [18].

A origem dos defeitos topologicos é explicada naturalmente pela quebra espontanea de
simetria descrita em varios modelos e teorias utilizadas na constru¢ao do modelo padrao
das interacoes fundamentais (forgas eletrofracas e fortes). Dentro do modelo padrao, essas
interacoes se unificam em uma escala de alta energia, denominada de escala de grande
unificagao (GUT), que é da ordem de 10'®GeV. Nessa escala, possivelmente existia uma
grande e complexa unificacao entre as interacoes fundamentais da natureza, e o Universo
era regido por um grande nimero de simetrias que unificavam todas as forcas. Durante
o processo de esfriamento do Universo, acredita-se que varias simetrias foram quebradas
espontaneamente, dando origem a objetos considerados exdticos em suas propriedades,
chamados defeitos topoldgicos. Estes defeitos que resultaram dessas quebras de simetria,
sao semelhantes a uma rachadura na superficie gelada. A medida que o Universo continuou
se esfriando, outras transicoes de fase devem ter ocorrido e novos defeitos foram formados.

Dentre os defeitos que devem ter sido formados, podemos destacar trés tipos, a
saber: monopolos, paredes de dominio e cordas césmicas. No entanto, durante esses
processos, os monopolos teriam se aniquilados com os anti-monopolos, as paredes de
dominio colapsaram, dando origem a radiagao gravitacional e as cordas possivelmente
resistiram, em virtude se suas caracteristicas relacionadas a estabilidade e ao fato de que
nao geram anisotropia na radiagdo césmica de fundo (CMB), que nao sao observadas, e

que seriam geradas por monopolos e paredes de dominio.

1.2 Quebra espontanea de simetria

Quando o estado de vacuo de um sistema dinamico nao possui as mesmas simetrias
da Lagrangeana que descreve o sistema, dizemos que a simetria foi espontaneamente

quebrada. Na verdade, devido a uma variacao de estado do sistema fisico, acorrera uma



Formacao de Defeitos Topologicos

mudanca na simetria do mesmo entre um estado inicial e final, fazendo assim com que a
Lagrangeana, associada a um determinado estado do sistema, nao mantenha essa simetria
no estado fundamental.

Para entendermos este mecanismo, analisaremos sistemas que apresentam quebra

espontanea de simetria discreta e continua.

1.2.1 Quebra espontanea de simetria discreta

Considere a seguinte densidade Lagrangeana:
L= 50:0)(00) ~ V() (121)

com
V(6) = w2 + A0 (12

onde 12 estd associado com a massa da particula e A é uma constante de acoplamento!.

Dependendo dos sinais de u? e A, o potencial V (¢) podera ter formas distintas.

/ \ \
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Figura 1.2: A <0, u? >0 Figura 1.3: A >0, u?> > 0 Figura 1.4: A >0, u?2 <0

i) O caso em que A < 0 e u? > 0, o qual é descrito pela figura 1.2, corresponde a uma
situacao nao fisica, onde a particula poderia perder anergia indefinidamente. Por nao ter
sentido fisico, esta situacao nao nos interessa.

i1) O caso em que A > 0 e p? > 0 é descrito pela figura 1.3. Esse grafico nos mostra

que nao existe nenhum tipo de problema com a energia potencial quando a mesma ¢é

1No caso especifico em que A = 0 e ¢ é um campo real, a equacdo de movimento corresponde & de
Klein-Gordon.
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analisada em seu estado de mais baixo valor, estado de vacuo, pois, para ¢ = 0, temos
que V(¢) = 0. Além disso, uma vez que a Lagrangeana original apresenta uma simetria
do tipo ¢ — ¢ = —¢, nao havera quebra de simetria.

ii1) No caso em que A > 0 e u? < 0, o comportamento do potencial é descrito pela
figura 1.4. De acordo com essa figura, ¢ = 0 representa um maximo local. Por outro lado,
os dois minimos estao situados em ¢ = £n, sendo n = \g_f\l O problema nesta situacao
surge quando a energia potencial V' (¢) vai diminuindo e chega a ¢ = 0, e o sistema deve
escolher um dos dois valores de ¢ que correspondem a energia mais, baixa em relacao a
¢ = 0, que sao simétricos.

Uma simples andlise nos permite concluir que, no terceiro caso, isto é u? = —|u?|, o
sistema nao preservara mais a simetria que ele possuia originalmente. Para tanto, vamos
supor que o sistema escolha o ponto ¢ = 7. Para estudar a fisica na vizinhanga deste
minimo da energia(vacuo) vamos definir um novo campo ¢ = ¢—n e reescrever o potencial
em termos deste novo campo. Fazendo isto, encontramos:

|1 .

’ 14 13 12
Vip)=Xp +4 ¢ n+ 4o n* — o

(1.2-3)

Da analise da expressao acima, podemos ver claramente que, por uma troca do tipo
’ / ~ . . , ce . .
¢ — —¢, nao obtemos a simetria que tinhamos inicialmente. Portanto, dizemos que

houve uma quebra espontanea de simetria discreta.

1.2.2 Quebra espontanea de simetria de gauge

No caso em que a Lagrangeana é invariante por uma transformagao do tipo, ¢ —

!

¢ = €? dizemos que a mesma é invariante por uma transformacio de gauge global,
se « for constante, e local, se @« = a(x). Se essa simetria ndo é preservada no seu
estado fundamental, estado de vacuo, havera uma quebra espontanea de simetria de
gauge, e inevitavelmente aparecerao Bosons escalares sem massa, denominados Bdsons

de Goldstone. Entretanto, quando isto acontece em uma teoria envolvendo simetria local

de gauge, onde os campos de gauge sao necessariamente campos nao-massivos, os bdsons
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de Goldstone sao absorvidos como sendo a componente longitudinal desses campos de
gauge, 0s quais comportam-se como massivos com trés graus de liberdade de spin.
Para entendermos a quebra espontanea de simetria de gauge, consideraremos a seguinte

densidade Lagrangeana

L= (9,0)(0"0)" = V(¢) (1.2-4)
com

2\ 2

vio =7 (Io+55) (125)

sendo ¢ um campo complexo.
Assim, como no caso anterior, teremos trés comportamentos distintos para o potencial

V(). Tais comportamentos sao andlogos aqueles discutidos anteriormente. Isto significa

que o tnico caso que apresenta quebra espontanea de simetria é aquele em que p? < 0 e

A > 0, conforme mostra a figura 1.5.

Figura 1.5: Potencial V (¢).

Para facilitar a identificagao do estado de vacuo, reescreveremos o potencial dado por

(1.2-5), com a seguinte forma:

NP

vig) =5 (¢ — )" (1.2-6)

sendo 7 o valor de |¢|* para o qual o potencial é minimo (estado de vacuo).
A Lagrangeana, dada por (1.2-4), é invariante por uma transformacao de gauge do
tipo, ¢ — ¢ = ¢, onde a é uma constante (transformacdio de gauge global). Por

outro lado, para este sistema, o estado de mais baixa energia ¢é infinitamente degenerado.

10
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De fato, o estado de vécuo é representado por ¢y = ne'®, em que o é um niimero real
arbitrario. Sendo assim, o conjunto dos minimos de V' (¢) formam um circulo no plano
complexo, conforme podemos observar na figura 1.5.

Apenas por uma questao de simplicidade, escolheremos o« = 0, o que implica ¢y = 7,
e, assim como no caso anterior, analisaremos este sistema na vizinhanca do seu estado
fundamental, através de uma pequena perturbacao no campo.

Vamos escolher, entao:

o(x) =1+ % 61(2) + in(a)] | (1.2.7)

onde ¢1(z) e ¢o(x) sdo campos escalares reais.

Substituindo ¢(z) em (1.2-4), obtemos a seguinte Lagrangeana:
1 2 1 o 1y o,
L= 5((9#9251) + 5(@@2) - 5/\77 ¢1” + Lint (1.2-8)

onde a Lagrangeana de interacao, L;,;, inclui termos que envolvem uma combinacao de
$1(x) e ¢o(x). A massa associada ao campo ¢y(z) é m = VA, e 0 campo ¢o(z) é um
campo sem massa, denominado Bdson de Goldstone. Como podemos ver, a Lagangiana
nao apresenta mais a sua simetria original por transformacao de gauge. Dizemos, entao,

que houve uma quebra espontanea da simetria continua.

1.3 Transicoes de fase do Universo

Até o momento, analisamos as situagoes de quebra de simetria e formacao de defeitos,
sem levar em consideracao as mudancas de temperaturas do sistema. Para um estudo
mais completo sobre as mudancas de fase do Universo, faz-se necessario uma descri¢ao
que leve em conta a temperatura.

A discussao de quebra de simetria, na secao 1.2, foi feita com o uso de potenciais
puramente classicos para determinar o valor esperado do campo de Higgs, ¢. Na realidade,
¢, ¢ um campo quantico que interage consigo mesmo e com outros campos quanticos,

e o potencial classico V(¢) deve ser modificado por corregoes. O potencial corrigido,

11
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que ¢é denominado de potencial efetivo, Vis.(¢), pode ser escrito como uma expansao

perturbativa em termos de poténcias das constantes de acoplamento,

Vere(9) = V() +Vi(¢) + Va(0) + .. + Va(9) , (1.3-9)

em que V(¢) é o potencial cléssico, e V,(¢) suas perturbagoes.

Para altas temperaturas, o potencial efetivo pode ser escrito na forma[18]:

272
2|62 — —T* . 1.3-10
o — 75 (1.3-10)

A\ + 3e?
12

Vere(9) = V(9) +

As transi¢oes de fases cosmolégicas sao de primeira e segunda ordens. Como um
exemplo de transicao de fase de segunda ordem, vamos considerar o modelo de Goldstone,
onde o potencial V' (¢) é dado por (1.2-6). Levando isso em conta e desprezando os termos

independentes de ¢, encontramos:
A
Vese(¢, T) = m* (T) o] + Z1el* - (1.3-11)
onde

m? (T) T? —6n°) . (1.3-12)

=3 (
A quantidade m(T") é a massa efetiva do campo escalar ¢ em um estado simétrico, sendo
igual a zero quando T’ = T,, onde T, = v/6n. Para uma temperatura, T’ > 7., o quadrado
da massa efetiva ¢ positivo, m? (T') > 0. O minimo para o potencial efetivo é obtido
quando ¢ = 0, o valor esperado para ¢ desaparece e a simetria é restaurada. Quando a
temperatura estd abaixo da temperatura critica, 7' < T,, o valor do quadrado da massa
efetiva torna-se negativo, m? (T') < 0, e o campo escalar tem valor esperado diferente de

zero. O potencial efetivo, V. r.(¢), assume valor minimo para 7' < 7T, quando,
1
V6

Este valor representa a magnitude do valor esperado do campo, quando o sistema se

6] = —= (T2 - T%)"* . (1.3-13)

arrefece a partir da temperatura critica.
A forma do potencial efetivo para temperaturas acima e abaixo da temperatura critica

estd ilustrado na figura 1.6.

12
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Val6.T) f =0
T<T,
I>T,
0\ -
o

Figura 1.6: O potencial em funcao da temperatura

1.4 Exemplos de defeitos topolégicos

A evolugao natural do Universo é diretamente responsavel pela formagao de anomalias
existentes no espago-tempo, que se formaram devido a quebra das simetrias que o mesmo
possuia e que foram espontaneamente sendo desfeitas com o processo de resfriamento.

Em teorias de campos, defeitos topoldgicos sao estruturas formadas a partir de uma
quebra espontanea de simetria de gauge de um sistema fisico que apresenta um conjunto
de estados de vacuo degenerados. A cada tipo de simetria que é quebrada, existe um
tipo de defeito topoldgico associado. Dentre eles podemos citar: paredes de dominio,

monopolos globais, texturas e cordas césmicas.

1.4.1 Paredes de dominio

As paredes sao objetos bidimensionais que se formam quando uma simetria discreta é
quebrada durante uma transicao de fase. Este tipo de defeito tem algumas propriedades
muito peculiares, sendo uma delas que o campo gravitacional de uma parede é repulsivo,
ao invés de ser atrativo.

Do ponto de vista da Teoria de Campos, o modelo mais simples, que conduz a formacao
desse tipo de defeito, é dado pela densidade Lagrangeana do campo escalar real, ¢(x),

(1.2-1), sendo o potencial descrito pela equacao (1.2-2). Nesse caso, como ¢ é fungao da

13
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variavel espacial x, a densidade Lagrangeana nos conduz a uma equagao de movimento,

cuja solugao é dada por [18§]

¢(z) = ntanh (\/)\_/2771:> : (1.4-14)

Conforme discutimos na secao 1.2, o potencial V(¢) tem dois estados degenerados de
vacuo, dados nos pontos ¢ = £, e, quando o sistema escolhe um desses estados, ocorre
uma quebra de simetria. Por sua vez, a equagao (1.4-14) nos mostra que o campo assumira
tais valores em dois pontos distintos ao longo do eixo x. Em outras palavras, existe uma
regiao que separa os dois estados de vacuo, ver fig. 1.7. Tal “fronteira”caracteriza um

dominio do tipo parede.

(a) ) V((]) ) (b) A ¢’

Figura 1.7: Paredes estao associadas a modelos em que existem dois minimos.

A menos que a escala da quebra da simetria, 7, seja muito pequena, a densidade
superficial de energia de uma parede de dominio é extremamente grande, e isto poderia
implicar num enorme impacto sobre a homogeneidade do Universo e causar uma

anisotropia que nao é observada[18].

1.4.2 Monopolos

Monopolos tém dimensao zero, formam-se quando uma simetria esférica é quebrada.
O modelo de monopolo mais simples é a solugdo de 't Hooft-Polyakov [29] que aparece
quando o grupo de simetria SU(2) é quebrado para O(3).

O campo gravitacional associado ao monopolo global apresenta caracteristicas

geométricas e topologicas muito interessantes. Os efeitos locais e globais associados a

14



Formacao de Defeitos Topologicos

Figura 1.8: Monopolos-quebra de simetrias

esse campo tem sido objeto de intensos estudos [30, 31, 32].
O monopolo de 't Hooft-Polyakov é baseado no modelo de Georgi-Glashow [18], que
consiste em um campo de gauge interagindo com um outro campo escalar, o isotripleto

de Higgs, ¢o = (¢1, P2, ¢3). A Lagrageana para este modelo é:
1 1
L= _ZGgVGaMV + §V“¢VV¢ - V(gb) (14_15)

onde V,, representa a derivada covariante; G* = WY — 0" WH 4 je [WH W], a forca
do campo de Gauge; W*, o potencial de Gauge; e V(¢) = T(A) (¢3 + 63 + 62 — a?)’ o
potencial associado ao campo.

A dimensao de um monopolo de 't Hooft-Polyakov, isto é, do seu nucleo, é estimado
utilizando-se o comprimento de onda de Compton, de bodsons de Gauge massivos,
associados com os geradores de grupos de simetrias quebradas, e com as massas das

particulas de Higgs que sobreviveram.

1.4.3 Texturas

No contexto da matéria condensada, elas aparecem em um superfluido?, os quais
apresentam um grande numero de estados ligados de algumas classes de bdsons de
Goldstone [18]. Texturas formam-se quando grupos de simetria mais complicados sao

quebrados. Sao defeitos topolégicos deslocalizados e instaveis. Topologicamente, no

2A superfluidez consiste num estado anémalo de liquidos, de natureza quantica, que se encontram
sob uma temperatura muito baixa, comportando-se como se nao tivesse viscosidade e apresentando uma
transmissao de calor anormalmente elevada.
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Figura 1.9: a)Textura em uma dimensao. b) Textura em duas dimensées de um campo
escalar ¢.

entanto, s6 ha garantias suficientes para a existéncia de defeitos estaveis, e as texturas
fornecem um exemplo em que a estabilidade nao deve ser tomada como garantia. Texturas
nao foram definitivamente confirmadas através da deteccao, mas a sua existéncia é
compativel com as atuais observacoes do Universo. No final de 2007 um evento na radiacao
cosmica de fundo detectado pelo Wilkinson Microwave Anisotropy Probe® foi interpretado

como sendo, possivelmente, um sinal de uma textura.

1.4.4 Cordas coésmicas

Devido ao esfriamento do Universo, a energia associada irda diminuir, até atingir
a energia minima(energia do estado de vacuo). A escolha do vdcuo é totalmente
independente para as regides acausalmente separadas, e da origem a formacao de grandes
areas do Universo, denominadas Dominios [33, 34]. Quando estes dominios colapsam
entre si, eles dao lugar a arestas na sua interface. Se desenharmos um circulo imaginario
em torno de uma destas arestas com o angulo ¢ variando em 27, entao, a contratacao deste
circulo nao reduz o mesmo a um ponto. Trata-se de uma pequena regiao do espago-tempo
em torno dessa linha onde a varidavel # nao esta definida e, por continuidade, o campo
deve ser nulo, isto é, = 0. A fim de minimizar o gradiente espacial da energia nestas

pequenas regioes, as linhas formam um defeito, denominado corda césmica [35], no caso

3Trata-se de um telescépio que mede as diferencas na temperatura da radiacao remanescente do Big
bang.
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do campo escalar complexo.

As cordas sao objetos unidimensionais, ou podem ser lacos. Cordas idealizadas sao
muito finas e podem estender-se indefinidamente. Como um exemplo, podemos considerar
o modelo de um campo escalar complexo cuja densidade Lagrangeana é dada por (1.2-4),
com V(¢) sendo descrito por (1.2-6). De acordo com a discussao realizada na se¢ao 1.2,
o conjunto dos minimos de V(¢) forma um circulo no plano complexo. Naturalmente,
quando o sistema assume um desses valores, sobre esse circulo, ocorre uma quebra de
simetria. Como o sistema pode escolher entre diferentes minimos, é razoavel esperarmos
que estes estejam separados de algum modo [Fig. 1.10]. Essa fronteira caracteriza a corda

cosmica.

Figura 1.10: Cordas césmicas estao associadas a modelos nos quais um conjunto de
minimos nao estao conectados.

Sempre que ocorrer uma transicao de fase cosmoldgica, cordas césmicas ou outros
defeitos topoldégicos devem ser formados. Este processo foi primeiramente sugerido por
Kibble e por isso, o processo da formacao de defeitos ficou conhecido como o mecanismo
de Kibble[18].

A corda césmica é um defeito topolégico unidimensional andlogo ao vortice no hélio
liquido. Possui uma massa muito grande, e deve ter tido um papel importante na evolucao
do Cosmos e na formagao das estruturas existentes no Universo. Do ponto de vista da
interacao gravitacional nao ha potencial Newtoniano, associado a corda, e portanto, uma

particula colocada na presenca da corda, nao sofre atracao gravitacional. A topologia de
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sua se¢ao transversal é nao trivial e isto induz alguns tipos de fenomenos gravitacionais,
como o fénomeno conhecido como lente gravitacional e a polarizacao do vacuo(efeito
quantico), dentre outros [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43].

As massas e dimensoes de cordas cosmicas sao em grande parte determinada pela escala
de energia em que a transicao de fase ocorreu. A escala de grande unificacdo de energia
¢ da ordem de 10* GeV, o que indica que nesta escala de energia, a transicao de fase
ocorreu entre 10737 e 1073% segundos apés o Big Bang, momento em que a temperatura
do Universo era da ordem de 102K. A espessura de uma corda césmica é tipicamente
comparavel ao comprimento de onda de Compton de uma particula com a massa do
elétron, ou seja, cerca de 1072 cm. Esta distancia é muito menor do que as escalas de
comprimento importantes para a astrofisica e cosmologia, e portanto, podemos considerar
que cordas cdésmicas possuem espessura zero. A massa por unidade de comprimento de
uma corda, convencionalmente denotada por u, é proporcional ao quadrado da escala de
energia, 77, e tem um valor estimado em cerca de 10*!g/cm. Nao existe nenhuma restrigao
quanto ao comprimento de uma corda coésmica, e nem a sua forma. Em alguns casos as
cordas possuem cuspides, e formam lagos fechados.

O interesse em cordas cosmicas comecgou no inicio da década de 80, e foi intensificado
nos anos 90 [44] devido ao fato de que elas forneciam uma alternativa viavel a inflacao,
como uma forma de explicar as perturbagoes de densidade primordiais que teriam dado
origem a formacao de galaxias e seus aglomerados. No inicio do milénio atual, no entanto,
os dados fornecidos pelo satélite WMAP [45], indicam que cordas césmicas nao produzem
a anisotropiana na temperatura da radiagao césmica de fundo(CMB), compativeis com as
condigbes para a formagao de estruturas [46]. Recentemente, chegou-se a conclusao de que
cordas cosmicas e supercordas nao sao objetos completamente distintos. Existe, de fato,
uma conexao entre eles, uma vez que a teoria de supercordas comporta a existéncia de
defeitos macroscépicos como as cordas césmicas [47]. Em particular, no cendrio de branas,

a colisao destas pode dar origem a cordas césmicas[48], estes novos fatos reacenderam o
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interesse no estudo das cordas cosmicas, na perspectiva de serem sementes para a formacao
de estruturas.

As cordas césmicas podem contribuir para outros fenomenos cosmolégicos como por
exemplo, a bariogénese [49]. Cordas em formas de lagos(loops) com cispides, podem
também contribuir para a origem de raios césmicos ultra enérgeticos [50].

Essas cordas sao na verdade defeitos de fabrica do Universo, um subproduto do
resfriamento do Universo, instantes depois do Big Bang. A maneira mais facil de se
pensar sobre essas cordas é vé-las como o equivalente césmico de fraturas no gelo de um
lago congelado. Logicamente, é complicado compreender toda complexidade existente a
partir dessa analogia. As cordas cosmicas sao bastante densas, podendo ter sua massa
muito maior que a da Terra, caso seu comprimento seja da ordem de 1 Km. FElas
se expandem juntamente com o Universo, podendo esticar até alcancar o tamanho do
Universo conhecido atualmente em uma linha reta(corda retilinea), ou formarem anéis
massivos milhares de vezes maiores que as galaxias. Ainda nao foi possivel observar
diretamente essas cordas, mas hé evidéncias de provas indiretas de sua existéncia [52].
Viérios quasars localizados nas regides mais remotas do Universo visivel, foram estudados.
Todos os quasars emitiam jatos de energia em uma direcao particular, e através de um
estudo muito cauteloso, foi possivel definir as diregoes dos jatos. De todos os objetos
estudados, alguns jatos desses quasars formaram um par de enormes anéis, sugerindo que
existiam duas estruturas massivas circulares, para que desse modo, podessem orientar
a direcao dos jatos. Os tnicos candidatos conhecidos que podem dar origem a essas
estruturas colossais sao as cordas césmicas, fornecendo assim a evidéncia indireta que elas
existem. Se a existéncia das cordas for mesmo confirmada, teremos dado um grande passo

para compreender a formagao de grandes estruturas do Universo[51].
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1.4.5 Corda césmica no modelo de Higgs Abeliano

Vamos considerar um campo de Higgs, ¢, um campo vetorial A,, e a densidade

Lagrangeana dada por

1
L= —quyfﬂ” + Duo|* — V() (1.4-16)
onde,
'/T-:uy = a,U,AV - al/A/m (14—17)
D, =0, —ieA,, (1.4-18)

e o potencial V(¢) é dado pela equagao (1.2-6). O potencial efetivo, a uma certa

temperatura T, pode ser escrito na forma,

com,

XT?|9|?, para T >>Tc~,

0, para T <<Tg=n (1.4-20)

V(o) = {

Quando T" = T, ocorre uma transicao de fase. Em T = 0, < |¢| >= 7, e portanto,
o campo de Higgs tem valor esperado no vacuo diferente de zero, a simetria de gauge é
quebrada e ¢ adquire a fase < ¢ >= ne'.

Como consequéncia da quebra de simetria, o campo de Higgs juntamente com os

campos de gauge adquirem as seguintes massas dadas, respectivamente, por

0?V
2 _ 2
(§]
ma = en. (1.4-22)

Neste caso o vicuo é degenerado e corresponde ao circulo S!, compreendido entre
0 < 6 < 27. O primeiro grupo de homotopia 7!(S?) ¢ isomérfico ao grupo dos inteiros,
por adigao. Um elemento de 7!(S') é um circulo com n voltas, com n inteiro. Como

71 (Sh) é nao-trivial, entao, cordas césmicas podem existir nesse cendrio.
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Tracando-se uma curva no espaco fisico, conforme costra a figura 1.11, no vacuo, onde
|¢| = n, temos que se a fase de ¢ é alterada de 27, quando circulamos a corda césmica uma
vez ou n vezes, o contorno deve envolver uma regiao com densidade de energia diferente
de zero, com |¢| < n. O contorno no espago fisico corresponde ao que esté indicado no

espaco de Higgs.

Figura 1.11: Espaco fisico da corda césmica.

Vamos contrair o contorno no espaco fisico. Como ¢ é continuo, quando o contorno é
contraido a aproximadamente um ponto, ¢ tenderia a um valor constante nesse contorno.
Isto somente seria possivel se existisse um ponto envolvido pelo contorno, com ¢ = 0, o
que nao ¢é verdade. Portanto, dessa forma mostramos a existéncia da corda.

Quando r — oo(r é a distancia da localizagdo da corda), o estado de vacuo, com

densidade de energia igual a zero deve ser atingido, o que implica,

Fuw — 0, (1.4-23)
D, —0, (1.4-24)
nesse limite.
Como ¢ — ne', isto implica,
- 1
A —¢ (1.4-25)
er

quando r — oo.
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Portanto, a corda cosmica carrega um fluxo magnético,

@CC:/E.ds*:j{z.del

e

e uma energia por unidade de comprimento dada por,

p A 21’ In (@) (e <<2Xx<<1).

ma
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Capitulo 2

Teorias da Gravitacao

A Cosmologia atual se depara com duas questoes fundamentais que dizem respeito
a inflacdo e a energia escura! Por que e como o Universo primitivo teve um periodo de
rapida expansao acelerada e o atual se expande de maneira acelerada? Qual a razao para
a semelhanca, nesse aspecto, da evolucao do Universo em pequena e em grande escala?

Os cenarios que descrevem esses periodos de aceleracao, tanto para os primérdios do
Cosmos, quanto para seu estado atual, sao semelhantes em seus aspectos, o que é, por
isso, bastante natural esperar que a mesma teoria (principio fisico) esteja por tras de
ambas as épocas. De fato, existem varias propostas para a construcao de um modelo
cosmolégico que contemple, ao mesmo tempo, os dois cendrios, a era inflacionaria e a
atual fase acelerada do Universo. Boa parte dessas teorias utilizam a energia escura
como um componente inflacionario. Dentre elas podemos citar: escalar, espinorial, teoria
vetorial nao-Abeliana, constante cosmoldgica, fluido com uma equacao de estado nao
usual, e em dimensoes superiores [7]. As mesmas propostas também se destinam a
descrever a era inflaciondria. Esta situacao é bastante razoavel, pois a evolucao dos
parametros cosmolégicos nao estd definida com grande precisao. Até mesmo seus valores
atuais sdo definidos com, pelo menos, 3,5% de erro. Além disso, para se trabalhar
com uma das propostas acima, somos forcados a introduzir os seguintes componentes
cosmoldgicos extras: inflagao, energia e matéria escura [8]. Mesmo se tal cendrio parece ser

parcialmente bem sucedido, é inevitavel introduzir um novo conjunto de problemas. Por
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exemplo: temos que acoplar, juntamente com a matéria usual, componentes de matéria
e energia escura durante a evolugao do Universo; e compatibilizar com o modelo padrao
de teoria de particulas elementares, e a consisténcia matematica de sua formulagao [36].
Outra proposta natural é a de nao introduzir campos extras para resolver os problemas
cosmoldgicos, que é a solugao mais economica.

A Teoria da Relatividade Geral', que é atualmente a mais aceita para descrever a
gravitacdo em pequenas e grandes escalas, pode ser considerada como paroximadamente
valida em curvaturas extremas, o que é previsto pelas Teorias de Grande Unificagao
[53]. No Universo primitivo, quando as intera¢oes fundamentais ainda eram unificadas,
uma unica forca deve ter determinado a evolucao e expansao do Cosmos. Uma hipotese
razodvel, e bastante aceita pela comunidade cientifica [7], é a alternativa gravitacional
de uma descri¢ao unificada da inflagao césmica e da energia escura, que é, atualmente,
utilizada como um dos fatores que causam a expansao acelerada do Universo [4].

Uma alternativa no contexto da Teoria da Relatividade Geral é constituida através
da modificagao apropriada na acao, dando origem a uma teoria de gravitagao modificada
que deve descrever de forma consistente a inflacao no Universo primitivo e a aceleracao
atual, sem a introducao de qualquer outro componente, como matéria e energia escura.
Assim, tanto a aceleracao primordial, no inicio do Universo, quanto a atual, podem ter
sido causadas simplesmente, pelo fato de que, alguns termos sub-dominantes da acao
gravitacional podem ter se tornados extremamente importantes e dominantes quando a
curvatura é grande ou pequena. Além disso, esta abordagem também pode ser considerada
como uma solugao aproximada para o problema da constante cosmoldgica [3].

Neste capitulo faremos uma revisao sobre teorias modificadas da Relatividade Geral
que tém recebido bastante atenc¢ao da comunidade cientifica nos ltimos anos[53, 57, 58].
Concentraremos nossa revisao em teorias que sao formuladas a partir de uma modificagao

da acgdo de Einstein-Hilbert, da TRG, as chamadas teorias f(R) e f(G)(teoria de Gauss-

INa préxima secdo, faremos uma breve revisio em Teoria da Relatividade Geral, como parte
introdutodria para teorias modificadas da gravitacao.

24



Teorias da Gravitacao

Bonnet).
Obteremos as equacoes de campo através da aplicacao de um principio variacional e
analisaremos as caracteristicas basicas de cada teoria, como expressa através das equagoes

de campo. Antes porém, faremos uma breve revisao sobre os principios fundamentais da

Relatividade Geral.

2.1 Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade geral, publicada em 1915 por Albert Einstein, leva em
conta as ideias da Teoria da Relatividade Restrita sobre o espaco e o tempo e propoe
a generalizacao do principio da relatividade do movimento entre sistemas inerciais para
sistemas que incluam campos gravitacionais, ou seja, para observadores acelerados. Esta
generalizagao trouxe modificagoes profundas no nosso conhecimento sobre espago-tempo,
levando, entre outras conclusoes, a de que a matéria curva o espago-tempo a sua volta,
o que significa dizer que altera a geometria em torno do corpo material. Em outras
palavras, ela sugere que a gravitacao seja um efeito causado pela geometria do espaco-
tempo, e nao uma acgao a distancia, como propunha a mecanica cléssica. Portanto,
nessa abordagem geométrica da teoria da gravitacao, a curvatura do espago-tempo é
uma medida da intensidade do campo gravitacional.

O postulado base da Teoria da Relatividade Geral, chamado de Principio da
Equivaléncia, especifica que sistemas acelerados e sistemas submetidos a campos
gravitacionais sao fisicamente equivalentes. Nas proprias palavras de Einstein em seu
trabalho de 1915:

Iremos, portanto, assumir a completa equivaléncia fisica entre um campo gravitacional
e a correspondente aceleracao de um sistema de referéncia. FEsta hipdtese estende o
principio da relatividade restrita para sistemas de referéncia uniformemente acelerados.

As propriedades geométricas do espaco e do tempo nao sao independentes, como previa

a mecanica Newtoniana, mas estao interligadas entre si de uma forma inseparavel, e sao
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determinadas pela distribuicdo de matéria e energia no espaco. A presenca de um corpo
material, ou de uma distribuicao de energia, induz ao seu redor, o que a Relatividade Geral
denominou de espaco-tempo, uma geometria, uma distor¢ao espaco-temporal medida pela
curvatura local, que por sua vez, determina as propriedades geométricas desta localidade.
Em uma definicao mais geral, a Teoria da Relatividade Geral, propos a unificagao dos
conceitos de matéria e energia, e colocou o tempo como sendo uma quarta dimensao nos
sistemas de coordenadas. Apesar de seus conceitos parecerem bem mais complicados que
as definicoes de espaco da mecanica classica, a Teoria da Relatividade Geral nos permite
descrever as propriedades geométricas do espago-tempo de maneira elegante. Sendo a
matéria (ou seu equivalente energético) o tinico responséavel por encurvar o espago-tempo
ao seu redor, podemos tirar conclusoes sobre a estrutura geométrica do Universo, com
base nas consideracoes sobre a distribuicao de matéria no Universo.

Podemos imaginar que, no que diz respeito a geometria, o Universo se comporta de
forma analoga a uma superficie que possui pequenas deformacoes que se afastam levemente
de um plano. Tal modelo, pode apropriadamente ser chamado de um Universo quase-
Euclidiano. Mas, calculos mostram que num Universo quase-Euclidiano, a densidade
média de matéria seria necessariamente nula. Um modelo deste tipo nao condiz com
as observagoes. Se estamos interessados num Universo com uma densidade média de
matéria que difere de zero, ainda que esta diferenca seja pequena, entao, nao podemos
admitir um modelo quase-Euclidiano para descri¢ao do Universo como um todo. Alguns
resultados indicam que, se a matéria fosse distribuida de maneira uniforme, o Universo
seria necessariamente esférico, ou eliptico [59]. A Teoria da Relatividade Geral fornece-
nos uma intima conexao, entre o espaco-tempo, o processo de expansao do Universo e
a densidade média de matéria nele distribuida. Em outras palavras, se sua distribuicao
média de matéria for inferior a um certo valor, conhecido como densidade critica?, entao

a atragao gravitacional seria demasiadamente pequena, para impedir sua expansao, o

8nG

17, sendo G a

2A densidade critica do Universo é um pardmetro cosmolégico, definido por p =
constante gravitacional de Newton e H o parametro de Hubble.
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Universo seria aberto, ou ilimitado. Se a distribuicao média de matéria fosse superior a
densidade critica, provavelmente, ele deixaria de se expandir e comecaria novamente, a
se contrair. Esta contragao iria ser acelerada e, eventualmente, produziria o Big Crunch,
que é o inverso do Big Bang, o Universo seria fechado e limitado. Se a densidade média de
matéria fosse exatamente igual a densidade critica, a expansao nao iria parar e aproximar-

se-ia cada vez mais do limite definido. O Universo seria, entao, plano [59].

2.1.1 Equacoes de campo

De maneira a estabelecer uma relagao matematica entre materia-energia e curvatura,
Einstein dotou o espaco-tempo de uma estrutura métrica, de modo que, toda a informacao
geométrica do espago-tempo esta contida em um objeto matematico chamado tensor
meétrico, g,,,. Naturalmente, a expressao deste tensor depende da distribuigao de matéria-
energia, a qual é representada por um tensor de segunda ordem, 7},,, denominado tensor
energia-momento.

Para determinarmos g,,,, devemos resolver um conjunto de dez equagoes,

1
Guw =Ry — égu,,R =8rGT,, , pnv=0,1,23. (2.1-1)

denominado de equagoes de Einstein, onde G, ¢ o tensor de Einstein. Nesta expressao, G
¢ a constante Newtoniana da gravitacao, e as quantidades I, e R sao, respectivamente,

o tensor e o escalar de Ricci, sendo definidos por:

_ o, ol

Ruy = — 2 — =2+ T5, 1), — 7T, (2.1-2)
(§]
R=g"R,, (2.1-3)
em que

ozre oxV oz (2.1-4)

IS _lgu)\ 89)\1/ 89)\11 891/(1
va 2 ?
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sao os simbolos de Christoffel.

O conjunto (2.1-1) representa as equagoes bésicas da Teoria da Relatividade Geral.
Uma vez conhecida a distribuicao de matéria-energia, dada por T),, essas equagoes
podem ser utilizadas para se obter todas as informacoes relevantes sobre a geometria.
Na construgao dessas equacoes, Einstein levou em conta que, em um certo limite, tais
equacoes devem corresponder a equagao que descreve o campo gravitacional na mecanica
classica (Equacao de Poisson) [60].

Desde que o tensor energia-momento obedeca a lei covariante de conservacao de
energia, V*T,, = 0, temos que a divergéncia covariante em todo o lado esquerdo de
(2.1-1) é nula, ou seja,

v (RW _ %ng) ~0. (2.1-5)

Através de uma contragao dos indices p e v em (2.1-1), as equagdes de campo de

Einstein podem ser escritas também da seguinte forma:
1
R, = 8rG (TW — §gw,T) : (2.1-6)

No espago-tempo vazio, o tensor energia-momento é nulo, e as equacoes de Einstein
sao reduzidas a seguinte forma:

Ry, =0 (2.1-7)

Vale a pena ressaltar que o espago-tempo vazio, nao € necessariamente, um espaco-
tempo plano. Quando as equagoes de campo de Einstein no vacuo sao satisfeitas, o tensor
de Riemann é, entao, igual ao tensor de Weyl, que é, em geral, diferente de zero. Somente
quando todas as componentes do tensor de Riemann sao nulas é que o espaco-tempo é

plano.

2.1.2 Acao integral da Relatividade Geral

Embora as equacoes de Einstein nao tenham sido derivadas originalmente de um
principio variacional, podemos obté-las partindo de uma agao. Faremos aqui uma breve

explanacao de como isso pode ser feito.
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A agao do campo gravitacional pode ser escrita da seguinte forma [60]:

Sa = / V—=gLod'z | (2.1-8)

sendo g o determinante da métrica e L a densidade Lagrangeana. Por sua vez, a integral
(2.1-8) deve ser tomada sobre todo o espago-tempo quadrimensional.

Para construirmos esta acao, devemos ter em mente que a densidade Lagrangeana é
uma funcao escalar. Além disso, temos que levar em conta que as equacoes de Einstein
possuem, no maximo, termos de segunda ordem de derivadas no tensor métrico, g..
Desse modo, L deve conter apenas termos lineares em g, ou derivadas de primeira
ordem, pois a variagao da acao, geralmente, aumenta a ordem das equacoes. O unico
escalar que possui tais caracteristicas, é o escalar de Ricci. Contudo, vale salientar que
este escalar inclui também termos de segunda ordem no tensor métrico. Porém, estes
termos ocorrem de forma linear, ao invés de quadratica e, devido a esta linearidade, nao
dao origem af equagoes de terceira ordem apds a variacao da agao. Portanto, a agao pode

ser escrita como:
Sg = / vV—gRd*z . (2.1-9)
em que g ¢ o determinante da métrica, g, .
Podemos ainda adicionar, a esta integral, uma outra densidade Lagrangeana que
trata de outras contribuicoes do sistema fisico que estamos considerando, além do campo
gravitacional. Adicionando o termo correspondente a acgao associada a outros campos

obtemos,

S =S¢+ 2kSy (2.1-10)

onde
Sy = /\/—gEMd‘Lx, (2.1-11)

sendo k = 87(G uma constante de acoplamento, e L, a densidade Lagrangeana para

todos os outros campos. Tomando a varia¢ao do primeiro termo da equagao (2.1-10), com

29



Teorias da Gravitacao

respeito a g"”, obtemos:

0Sg = / {5(\/—99’“’)&” + \/—gg“”CSRW}d% . (2.1-12)

Admitindo que estamos em um sistema geodésico, onde I'),, = 0, podemos mostrar, apés

algumas manipulacoes algébricas, que:
6R, =V, (6I7,) =V, (6I7)) . (2.1-13)

Consequentemente, usando este resultado e lembrando que a derivada covariante do tensor

métrico é nula (V,¢" = 0), o segundo termo da integral (2.1-12) pode ser reescrito comor
V=99" R, = =gV W7, (2.1-14)
onde
We = g T, — "o, (2.1-15)

¢ um tensor contravariante de primeira ordem. Vale salientar que a equagao (2.1-14) é
uma equagao tensorial. Logo, é valida em todos os sistemas de coordenadas e em todos

os pontos do espago-tempo, e ndo apenas no sistema geodésico [60]. Por outro lado,
1
N

Entao, substituindo (2.1-14) em (2.1-12) e levando em conta (2.1-16), encontramos:

vV, W7 = By (v/—gW7) . (2.1-16)

/\/__gg/w(;RWd‘lx = /ag(\/__ngf)d% (2.1-17)

Usando o teorema da divergéncia e o fato que a variagao dos simbolos de Christoffel sao

nulas na fronteira da integracao, a equacao acima torna-se:

/\/ —gg" SR, d' e = /\/ —gWn,d’z =0 (2.1-18)

Tendo desenvolvido o segundo termo da integral da agao, representada pela equagao (2.1-
12), vamos, agora, desenvolver o termo que possui a variagao do tensor métrico da mesma

integral. Para tanto, devemos usar a seguinte propriedade [60]:

1
59 = ~ 5V 0909 (2.1-19)
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Desta forma conseguimos mostrar que

1
/Ruyé(\/—gg“”)dd‘x = /\/—g {RW — §g,wR} Sg"dis . (2.1-20)

Substituindo (2.1-18) e (2.1-20) em (2.1-12), concluimos que

0Sq = /\/—g {RW — %guy} Sgdie (2.1-21)

que representa a variagao da acao do campo gravitacional. Resta-nos, agora, desenvolver

a variacao da acao para os outros campos, Sy;. Variando este termo, obtemos:

0Su = / {—m\/aij)égW + —ag@ff; )5(aag’“’)] d'z . (2.1-22)

Usando o fato de que

5(0ag"’) = 0a(0g™) , (2.1-23)

e fazendo uma integragao por partes, podemos reescrever a equagao acima como

1
0SSy = —5/\/—gTuyég“”d4x , (2.1-24)

onde o tensor T}, o qual é denominado tensor energia-momento, é definido por

o2 {awa?ycm_ o {a@/——ch)]}_ (2.1-25)

Y Vg

Finalmente, usando as equagoes (2.1-21) e (2.1-24), temos que a variagao da agao é dada

00, gH

por
1
§S = 5Sc + 0Sy = / V=g (RW ~ 59w R~ kTW) St diz . (2.1-26)

Entao, aplicando o principio variacional, isto é, exigindo que 6.5 = 0, e, além disso, usando
o fato que d¢g"¥ é arbitrario, chegamos ao seguinte resultado:

1
R, — §gu,,R = kKT, . (2.1-27)

A partir da proxima secao, daremos énfase a teorias de gravitagao modificadas,

que também se propoem a explicar as interagoes gravitacionais de forma andloga a

Relatividade Geral.
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2.2 Teorias modificadas da gravitagao: f(R)

Modificacoes na Teoria da Relatividade Geral foram propostas logo apds o seu
surgimento no ano de 1915. Essas modificagoes remontam a Weyl, em 1919, e Eddington,
em 1923, que comecaram a considerar modificagdoes na teoria incluindo invariantes de
ordem superior na a¢ao[36]. Estas primeiras tentativas foram provocadas principalmente
pela curiosidade cientifica e uma vontade de questionar e, portanto, compreender a
teoria recém proposta. Naturalmente, qualquer alteracao proposta que complicasse a
acao e, consequentemente, as equagoes de campo, sem aparente motivacao tedrica ou
experimental, nao seria muito atraente. No entanto, a motivagao ainda estava por vir.

As motivagoes que justificavam uma modificacao na TRG comecaram a surgir em 1960.
Nesse ano, apareceram indicagoes de que complicar a a¢ao gravitacional, por um aumento
na ordem do escalar de curvatura, poderia ter seus méritos. A TRG nao é renormalizavel
e, portanto, ndo pode ser canonicamente quantizada. Em 1962, Utiyama e DeWitt [16]
mostraram que uma renormalizacao na acao de Einstein-Hilbert deveria ser suplementada
por termos de ordem superior no escalar de curvatura. Mais tarde, Stelle [17] mostrou
que as acoes de ordem superior sao de fato renormalizaveis. Resultados mais recentes
mostram que, quando correcoes quanticas ou teoria das cordas sao levadas em conta, a
acao admite termos de ordem superior no escalar de Ricci[36].

Tais consideragoes estimularam o interesse em teorias da gravitacao de ordens
superiores, isto é, as modificacoes na acao de Einstein-Hilbert, para incluir invariantes
de curvatura de ordens superiores no escalar de Ricci. No entanto, a relevancia de tais
modificagoes foi considerada restrita apenas para regimes de campos gravitacionais muito
fortes. Portanto, as correcoes da TRG foram consideradas importantes apenas em escalas
proximas a escala de Planck e, consequentemente, no inicio do Universo ou perto de
singularidades de buracos negros. De fato, ha estudos relevantes, tais como o cenario de
inflagao e tentativas de evitar singularidades cosmolégicas[58].

Mais recentemente, mnovas evidéncias, provenientes da astrofisica e cosmologia,
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revelaram dados observacionais bastante inesperadosa acerca da evolucao do Universo. Os
dados provenientes de diferentes fontes, tais como a radiacao césmica de fundo e pesquisas
de supernovas, parecem indicar que a composicao de energia do Universo ¢ a seguinte: 4%
de matéria barionica, 20% de matéria escura e 76% de energia escura [4]. A matéria escura
nao aparece apenas em dados cosmoldgicos, mas também em observagoes astrofisicas. A
questao da falta de massa ja havia sido colocada em 1933 para os aglomerados de galdxias e
em 1959 para as galaxias individuais e uma resposta satisfatoria definitiva estd pendente
desde entao. Foram feitas diversas tentativas para contornar o problema da constante
cosmoldgica ou propor alternativas dinamicas para a energia escura. Infelizmente, todas
essas tentativas possuem problemas. Por outro lado, cenarios simples para a energia
escura dinamica, como quintesséncia nao parecem ser bem motivados teoricamente.

Mesmo que se diga, que modificar a gravidade é a maneira mais correta de continuar
proseguindo, esta nao é uma tarefa muito facil. Para comecar, existem intimeras maneiras
de se introduzir essa modificagao. Deixando de lado o inicio das tentativas de generalizar
a teoria de Einstein, a maioria das quais tem se demonstrado serem nao viaveis, sendo
a mais conhecida alternativa a TRG, teoria escalar tensorial, existem ainda numerosas
propostas para modificar a gravidade na literatura atual. Exemplos tipicos sao DGP
(teoria da gravidade de Dvali-Gabadadze-Porrati) [61], gravidade no mundo das branas
[62] e a teoria de Einstein-Aether [63].

O tema desta secao remete a uma classe diferente de teorias, teorias de gravitacao
modificadas f(R). Estas teorias surgiram por uma generalizagao simples do Lagrangeano
na acao de Einstein-Hilbert, sobre os quais discutiremos seus principais aspectos fisicos e

matematicos.

2.2.1 Formalismo métrico em f(R)

Como vimos na secao anterior, as equacoes de Einstein podem ser obtidas a partir de

uma modificagao na acao de Einstein-Hilbert.
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De acordo com alguns autores [36], ha pelo duas formas de fazer isso, a saber, os
formalismos métrico e de Palatini. No formalismo métrico, tomamos a variagao da acao
com relagao a métrica. No de Palatini, a métrica e a conexao sao consideradas varidveis
independentes e variamos a acao em relacao a ambas, sob a condi¢ao importante de que
a acao de matéria nao depende da conexao.

Em uma teoria na qual a Lagrangeana é linear em R, como é o caso da Teoria da
Relatividade Geral, a escolha do principio variacional é irrelevante, pois ambos levam as
mesmas equacoes de campo. Contudo, quando a Lagrangeana depende de R, através
de uma fungao nao linear f(R), isso ndo acontece [58]. Consequentemente, em uma
teoria f(R) havera duas versoes das equagoes de campo, as quais dependem do principio

variacional adotado. Aqui, deduziremos tais equagoes utilizando o formalismo métrico.

2.2.2 Acao e equagao de campos

A agdo na teoria f(R) é escrita da seguinte forma:
S =S¢+ 2kSy , (22—28)

sendo
Sq = /\/—_gf(R)d4x, (2.2-29)

e Sy dado pela equagao (2.1-11).

Tomando a variacao de Sg, dado pela equacao acima, encontramos:
§Sq = /da:4 [6v/=gf(R) + /=90 f(R)], (2.2-30)
Usando a propriedade (2.1-19) e o fato que
0f(R) = f(R)' 69" Ryy + 0Ryug"] (2.2-31)
podemos escrever

55 = / Ae'V=g [F(R) Ru — %521 (R)] 6" + / dz*\/=gf (RYg" Ry . (2.2-32)
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onde a linha representa a derivada da fungao com respeito ao escalar de Ricci.
Assim, como na secao anterior, escolheremos um sistema geodésico. Nesse sistema, a
derivada covariante de um tensor é igual a sua derivada usual [60]. Portanto, a equagao

(2.1-14) ainda pode ser escrita como:
g""oOR,, = 0,W°. (2.2-33)
De posse deste resultado, vemos que a segunda integral de (2.2-32) toma a forma:

[ dstv=as g an,, = [ aitv=gsryo.we. (2.2-34)

Resolvendo a integral do lado direito por partes e assumindo que os campos se anulam

no infinito, obtemos

/ dz*/—gf(R)0,W° = — / dz*'W°8, (vV—=gf(R)"). (2.2-35)

Por outro lado, em um sistema geodésico, a variacao dos simbolos de Christoffel é dada

por:
log ]' g
0T, = 597" [0u (0930) + 0y (993) — O (0g,)] (2.2-36)

e, consequentemente,

1
5FZZI = §guaau (6gz/a) . (22—37)

Assim, substituindo (2.2-36) e (2.2-37) na expressao de W, dada por (2.1-15), obtemos:
W7 = 0 (9,,09") — 0 (u0g"™) . (2.2-38)

Logo, reescrevendo a integral (2.2-34) em termos desse novo vetor, encontramos
[ e v=as g R, = [ a0, [V=55(RY] 0" (9097) = O (900" (22:39)

Resolvendo esta integral por partes e descartando a divergéencia total, chegamos a seguinte

expressao:
/ da'\/=gf(R) g" 0 Ry, = / dz* (9,005 (V=9 (R)') = 400" 0. (V=9f(R)')] 69" .
(2.2-40)
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Substituindo este resultado na equagao (2.2-32), obtemos:

2
/ dr* [0, 0705 (V=9 (R)) — 90008, (V—9f(R)')] 6" . (2.2-41)

5o = [ de'v=g [f(RY R — % F(R)] g™ +

Utilizando a relacao da divergeéncia,

w_ X o (= ]
v,V _¢__gau (V=gV"), (2.2-42)

podemos reescrever (2.2-41) como

350 = [ de'y/=g [F(R) By — %5 F(R) + 9uDF (BY = V,V.F(RY ] 69 . (22:43)

sendo O = V,V* o D’alembertiano. Entao, usando (2.1-24) e (2.2-43), encontramos que

a variacao da acao é

5S = / dzt/—g [ F(R) Ry — 22 £(R) + g Of (R — V. Vo f(R) — KT,| 69"

(2.2-44)

Por fim, aplicando o principio variacional e, além disso, usando o fato que dg*” é arbitrario,

chegamos a expressao:
FIRY Ry — 22 £(R) + gD f(R) — V,Vof(R) = 6T, . (2.2-45)

A equacgao (2.2-45) é, obviamente, um conjunto de equagoes diferenciais de quarta ordem
no tensor métrico, uma vez que inclui a segunda derivada do escalar de curvatura. Para
uma acao linear em R, todos os termos de quarta ordem desaparecem, com excecao dos
dois primeiros do lado esquerdo, e o conjunto reduz-se ao resultado padrao das equagoes
de Einstein.

Se tomarmos o trago de (2.2-45), obtemos:
F(R)R —2f(R) + 30f(R) = «T, (2.2-46)

onde, T' = g, T". Isto representa uma séria indicacao de que as equagoes de campo, em

teorias f(R), representam uma gama de solugdes muito mais ampla do que na Relatividade
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Geral. Como exemplo, podemos mencionar aqui o teorema de Jebsen-Birkhoff, afirmando
que a solucao de Schwarzschild é a tnica solugao de vacuo esfericamente simétrica, o
que nao se sustenta mais em gravitagdo f(R). Ou ainda, poderiamos tomar como outro
exemplo a solucao de vacuo T = 0, em que, diferentemente do que se observa na RG, o
escalar de curvatura é diferente de zero.

A equagao (2.2-46) é muito 1til no estudo de vérios aspectos das teorias f(R). Por
exemplo, podemos usé-la para fazer algumas observagoes sobre solugbes maximalmente
simétricas, isto é, aquelas em que o escalar de Ricci é constante. Para R = const. e

T, =0, aeq. (2.2-46) reduz-se a:
f"(R)R—2f(R)=0, (2.2-47)

que, para um dado f(R), é uma equacao algébrica em R. Se R = 0 for uma raiz desta
equacdo, a expressdo (2.2-45) se reduz a R,, = 0, e a simetria maxima ¢ a solugao do
espago-tempo de Minkowski. Por outro lado, se a raiz da eq. (2.2-47) for R = C, sendo C'
uma constante, a eq. (2.2-45) se reduz a R, = g,,C/4, e a solucdo de simétria maxima é
o espaco-tempo de de Sitter, ou anti-Sitter, dependendo do sinal de C, tal como na Teoria
da Relatividade Geral.

3. Em gravitacio

Outra questao que deve ser destacada é a conservacao da energia
f(R) o tensor energia momento de matéria é minimamente acoplado com a métrica.
Ainda assim, podemos usar os argumentos gerais, baseados na invariancia da agao sob
difeomorfismos do espaco-tempo na variedade, para mostrar que 7, apresenta divergéncia
nula. Em outras palavras, as regras de conservacao de energia tém o mesmo principio que
na Teoria da Relatividade Geral. O mesmo resultado pode ser obtido para as equagoes
de campo (2.2-45). Com o uso da divergéngia nula do tensor energia-momento, pode-se

mostrar que esta equagao também apresenta divergéngia nula [36].

Finalmente, é possivel escrevermos as equagoes (2.2-45) na forma das equagoes de

3No ultimo capitulo desta tese faremos uma abordagem bastante detalhada sobre conservaciao da
energia em teorias f(R).
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Einstein. De fato, de (2.2-45) temos que

R, =k (7;,, — 7E,gw,) , (2.2-48)
e {T LRy - Ry - SDf’(R)]} (2.2-49)
AR ’
1 1 /
oo = s [T+ 5 (V0 = 000 ()] (2.2:50)

No capitulo 5 desta tese, trataremos desta abordagem, e faremos uma deducao do

tensor energia-momento efetivo, a partir das equagoes modificadas de Einstein (2.2-45).

2.2.3 Formalismo de Palatini

A idéia fundamental do formalismo de Palatini para teorias f(R) é considerar a métrica
e as conexoes como campos independentes, e consequentemente fazer a variacao da agao
com respeito a ambos.

Do ponto de vista fisico, considerar a métrica g,,, e a conexao I'j, como campos
independentes, implica em disassociar a estrutura métrica do espago-tempo de sua
estrutura geodésica. A estrutura causal do espaco-tempo ¢é definida por g,,, enquanto
que as trajetorias das particulas sao reguladas por I'},. Em principio, esta disassociagao
enriquece a estrutura geométrica do espaco-tempo e generaliza o formalismo baseado
somente na métrica.

Por meio das equacoes de campo de Palatini, esta estrutura dual do espaco-tempo é
naturalmente vista como uma estrutura bimétrica da teoria: ao invés de uma métrica e
uma conexao independente, o formalismo de Palatini pode ser visto como contendo duas

métricas independentes, g, € by, = f'(R)g,,. No formalismo de Palatini, para gravidade

(67

o> €m virtude do fato

em teorias f(R), a nova métrica h,, é relacionada com a conexao I'
que este tltimo torna-se a conexao de Levi-Civita de h,,. Nesse formalismo, a acao ¢é

formalmente a mesma, mas agora o tensor de Riemann e o tensor de Ricci sao construidos
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com conexao independente. Para maior clareza de notacao, denotaremos o tensor de Ricci
construido com esta conexao independente como R, e o escalar correspondente R. A

acao tem a seguinte forma:

S =50 [ V=R + 5, (g D). (2.2-51)
Neste formalismo, a acao depende apenas da métrica e dos campos de matéria. Isto é
crucial para a derivacdo das equagoes lineares de Einstein a partir da acdo (2.2-51), e é a
principal caracteristica do formalismo de Palatini. Uma conexao afim normalmente define
o transporte paralelo e a derivada covariante. Por outro lado, a acao do campo de matéria
S € geralmente considerada um escalar covariante que inclui derivadas dos campos de
matéria. Portanto, estas derivadas deveriam ser derivadas covariantes para um campo
de matéria geral. No entanto, S,,, deveria incluir todos os campos possiveis. Portanto,
partindo do principio que o S,, é independente da conexao isso s6 pode significar uma de
duas coisas: ou estamos nos restringindo a campos especificos, ou estamos implicitamente
admitindo que é a conexao de Levi-Civita da métrica que realmente define o transporte
paralelo. Isto implica que a gravitagdo na formulacao de Palatini em teorias f(R) é uma
teoria métrica no sentido de que, a mesmo satisfaz os postulados métricos.
Variando a agao (2.2-51), independentemente com respeito a metrica e a conexao,

respectivamente, e usando a relagao:
S ST S ST
Ry = VoL, — V007
encontramos as seguintes equagoes:

(R Ry — %f (R) g = KT (2.2-52)

Vo (V=9f'(R)g?") 65 = Vi (V=gf' (R)g") =0, (2.2-53)
onde T}, ¢ o tensor energia-momento usual, e V., a derivada covariante definida com a

conexao independente. Tomando-se o traco da eq. (2.2-53), temos que
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Vo (V=39f'(R)g™) =0, (2.2-54)
o que implica que podemos escrever as equagoes de campo numa forma mais simples, a
saber,
F'(R)Ryuw — %f (R)guw = KT (2.2-55)
e
Vi (V=9f'(R)g") = 0. (2.2-56)

A partir daqui é facil perceber como as equacoes de Palatini podem nos levar de volta
a Gravitacao de Einstein, com f(R) = R, que implica f'(R) = 1. Desse modo R,,= R,..,
R= R e a equagao (2.2-55) voltaria a representar o conjunto de equagoes usuais da Teoria
da Relatividade Geral. Surpreendentemente, apesar de os dois formalismos fornecerem os
mesmos resultados para acoes lineares, eles conduzem a resultados diferentes para acoes
mais gerais em f(R)[8].

Tomando-se o trago da eq. (2.2-55), temos
f(R)IR—2f(R)=0 (2.2-57)

Para um dado f(R) esta equagao se torna uma equagao algébrica em R. Para todos
os outros casos em que 1" = 0, incluindo o vacuo, R sera, portanto, uma constante e uma

raiz da equacao

f'(R)R—2f(R)=0 (2.2-58)

Nao necessitamos considerar os casos em que esta equagao nao possui raizes, ja que
pode ser demonstrado que as equagoes de campo tornam-se inconsistentes. Portanto, as
escolhas de f(R) que levam a esse comportamento devem simplesmente ser evitadas. A
equagao (2.2-58) pode ser identicamente satisfeita se f(R) oc R?. Uma vantagem que

o formalismo de Palatini apresenta em relacao ao formalismo métrico esta nas equagoes
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geradas por este, enquanto que no formalismo métrico as equagoes geradas sao de quarta

ordem, no de Palatini estas sao reduzidas para segunda ordem.

2.3 Teoria de gravitacao de Gauss-Bonnet

Até agora, estudamos modificacoes para a acao de Einstein-Hilbert através da
introducao de uma funcao geral do escalar de Ricci. Entre as possiveis modificagoes da
Teoria da Relatividade Geral, este pode ser um caso muito especial. Na verdade, pode-se
pensar em uma Lagrangeana com infinitas possibilidades de todos os escalares construidos
a partir do tensor de Riemann e suas derivadas. Se considerarmos uma Lagrangeana como
uma acao fundamental para a gravitacao, geralmente encontramos problemas sérios nas
representacoes de particulas em tais modelos. E bem conhecido que tal alteracao iria
introduzir graus de liberdade extras. Na verdade, é possivel demonstrar que estas teorias,
em geral, apresentam outras particulas e que algumas delas podem conduzir a problemas
em descricoes fisicas das mesmas. Por exemplo, além do graviton, uma outra particula de
spin-2 aparece frequentemente nas equagoes, que no entanto, tem o termo de sua energia
cinética com sinal oposto ao usual [64]. O graviton nao interage com esta nova particula, e
com todas as outras particulas padrao também. Particulas deste tipo foram denominadas
fantasmas. A presenca de fantasmas implica a existéncia de particulas que se propagam
com energia negativa. Isto, por sua vez, implica que o vacuo de uma particula (ou mais
do que uma) e uma particula fantasma (ou mais do que uma) podem aparecer, ao mesmo
tempo, sem violar a conservacao de energia. Pode-se perguntar: E possivel remover esses
fantasmas de spin 27 Para responder a esta pergunta, deve-se primeiro introduzir um
tipo de escalar denominado de escalares de Lovelock!. Esses escalares sao combinacoes
particulares do tensor de Riemann, que tem uma propriedade fundamental, qual seja:
se estiverem presentes na Lagrangeana, eles introduzem unicamente termos de segunda

ordem nas equacoes de movimento. Apods Einstein ter proposto a Teoria da Relatividade

4Sa0 formados a partir de uma contracio particular do tensor de Riemam. Para maiores detalhes ver
[65]
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Geral, e Hilbert ter encontrado a Lagrangeana para descrevé-la, Kretschmann, apontou
) ) )

que apenas a covariancia geral nao seria suficiente para explicar a forma da Lagrangeana

para a TRG[66]. Na acdo, ele introduziu, em vez do escalar de Ricci, o escalar que foi

denominado escalar de Kretschmann, dado por

S = / d*x/—gRupys R (2.3-59)

A primeira vista, esta acao parece ter uma boa justificativa. O tensor de Riemann é
um tensor fundamental para a gravitacao, e o escalar Ram(;Raﬁw pode ser construido.
Além disso, isto é uma teoria na qual as identidades de Bianchi permanecem, como nas
equacoes de movimento, tendo os seus dois lados conservados. No entanto, nas equacoes de
movimento existem termos proporcionais a V,V, R*.,5.”, juntamente com o seu parceiro
simétrico, (a <> (). Isto obriga-nos a conhecer, em geral, uma parte especifica do espago-
tempo, juntamente com os elementos da métrica g,, em primeira, segunda e terceira
derivada. Portanto, a teoria tem muitos mais graus de liberdade que a Relatividade
Geral. Além do escalar de Kretschmann héd outro escalar, R,sR*?, que é quadratico no
tensor de Riemann.

Pode-se evitar o aparecimento de termos proporcionais a V,V, R*.(,).” considerando

a seguinte quantidade escalar:
G = R* — 4R,3R*® + R,3,sR*"°, (2.3-60)

que ¢é denominado de escalar de Gauss-Bonnet(GB)[27]. Se o invariante de Gauss-Bonnet

for utilizado em uma Lagrangeana n-dimensional, cuja agao é dada por:

S = / /=50, (2.3-61)

as equacoes de movimento provenientes desta agao, incluirao apenas os termos de segunda
derivada da métrica. A diferenca entre este escalar e o termo de Einstein-Hilbert, é que
o tensor (2.3-61) nao é linear nas derivadas de segunda ordem da métrica.

Voltando a falar sobre os escalares tipo Lovelock, podemos nos perguntar: Quantos

sao? A resposta é simples, infinitos. Cada um deles é composto de combinacoes lineares
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de poténcias iguais do tensor de Riemann. No entanto, por razoes topoldgicas, os tnicos
escalares nao-nulos tipo Lovelock, em quatro dimensoes, sao o escalar de Ricci e o de Gauss-
Bonnet. Portanto, pelas mesmas razoes apresentadas para o termo G B, uma fungao geral
f(R) sé ird introduzir termos nas equacgoes de movimento da forma V,V,0f/0R. Uma
vez mais, os novos graus de liberdade adicionais introduzidos na teoria provém de uma
quantidade escalar, 0f /OR. Em resumo, os escalares tipo Lovelock na Lagrangeana evitam
que as equagoes de movimento fiquem com graus de liberdade extras no tensor. Uma
analise mais detalhada das perturbacoes desses espacos-tempo maximalmente simétricos
mostram que, se os escalares nao sao usados no processo, novos tensores extras com graus
de liberdade semelhantes comegam a aparecer[27]. Efetivamente essas teorias, como a
gravidade Kretschmann, introduzem dois gravitons, que tem operadores cinéticos com
sinais opostos, sendo um deles fantasma. A fim de se livrar deste fantasma, precisamos
usar os escalares tipo Lowvelock . Portanto, em quatro dimensoes, pode-se estudar, em
principio, a seguinte acao:

S = /d4x\/—_gf (G,R) (2.3-62)

Esta teoria nao ira introduzir dois spins fantasmas. Mesmo assim, os modos escalares
devem ser analisados com maior detalhe: eles podem ainda tornar-se fantasmas. Vamos
discutir mais detalhadamente o que é um fantasma e por que precisamos evitar isso em

uma teoria sensata de gravitagao.

Fantasmas

Um modo fantasma é um grau de propagagao da liberdade com um termo cinético na
acao com sinal oposto. Para verificar se um modo fantasma esta se propagando sobre um
determinado espaco-tempo, é necessario expandir a acao até segunda ordem em termo
dos campos de perturbacao. Apds a integracao de todos os campos auxiliares, fica-se
com um numero minimo de campos de gauge gg No entanto, nao importa quais campos

sao usados, que normalmente precisam(para Lagrangeanas nao singulares), para definir o
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operador cinético, o qual na Lagrangeana aparece como sendo L = gtA(;+...[67]. Entao, os
auto-valores da matriz A definem se o modo é fantasma ou nao. Um auto-valor negativo
corresponde a um campo fantasma. No espago-tempo de FLRW (Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker) por exemplo, a matriz serd, em geral, dependente do tempo, assim
como o sinal dos auto-valores. Portanto, & preciso certificar-se de que os modos extras
introduzidos por essas teorias nao possuem sinais errados em qualquer momento durante
a evolugao do Universo. Um sinal geral na Lagrangeana nao afeta as equacgoes classicas
de movimento. No entanto, no nivel quantico, se quisermos preservar a causalidade, o
modo fantasma pode ser interpretado como uma particula que se propaga com energia

negativa.

2.3.1 Equacgoes de Campo

Vamos considerar, a partir de agora, um outro conjunto de equagoes de movimento,
obtidas a partir de uma funcao adicionada a acao da Relatividade Geral, dependente
topologicamente do invariante de Gauss-Bonnet (2.3-60). A acao inicial é escrita da

seguinte forma [67]:

S = /d4x\/—_g [f 9) + i} + L, (2.3-63)

2k2
onde £ é a densidade Lagrangeana de matéria, k = 8n(G, sendo G a constante de

gravitacao, e G o escalar de Gauss-Bonnet, dado por:
G = R* — 4R,3R*" 4+ Rup,sR*""°. (2.3-64)
Variando (2.3-63) com respeito a g,,, encontramos as seguintes equagcoes:
G + 8[Ryupvo + RpvGou + 1/2 (9w 9op — GuoGvp) B — RpoGun — Ruwgopt (2.3-65)

Ryuo9up] VPV E(G) + g [GF(G) = F(9)] = KT

sendo G, o tensor de Einstein, R,,.s 0 tensor de Riemman, R seu escalar, T},, o tensor

energia momento e F(G) = df(G)/dG. Se fizermos, f(G) = G, nesta tultima equagao,
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retomaremos o caso das equagoes da Teoria da Relatividade Geral. Para uma andlise
geral desta expressao vamos consideaar a métrica de FLRW. A componente = v = 0 de

(2.3-65) corresponde a seguinte equacao diferencial:
3H? = GF(G) — f(G) — 24H*F(G) + (pm + pr) - (2.3-66)

O ponto representa a derivada com respeito ao tempo, H é o parametro de Hubble e p,,
e p, sao as densidades de energia da matéria e a radiacao, respectivamente. Podemos
perceber a aceleracao césmica pela existéncia de um ponto de de Sitter satisfazendo a
seguinte condicao:

3H12 = G1F(G1) = f(G), (2.3-67)

sendo Hy e G; o parametro de Hubble e o escalar de Gauss-Bonnet no ponto de de Sitter,
respectivamente. Para que tenhamos uma estabilidade nas equagoes no ponto de de Sitter,

vamos exigir a seguinte condigao,
0 < HYdF/dG(H,) < 1/384. (2.3-68)
Nestas condigoes o escalar de Gauss Bonnet é dado por,
G = 24H? <H2 + H) = —12H* (1 + 3wery), (2.3-69)

onde wesp = —1 — 2H/3H2 é a equacao efetiva de estado do fluido. Temos G< 0 e G > 0,
tanto durante a era de radiacao, quanto na dominada pela matéria. O escalar de GB
muda de sinal durante a transicao da era de matéria (G = —12H*) para a época de de
Sitter (G = 24H*). O escalar GB dentro e fora de um corpo esféricamente simétrico ( de
massa M e raio r) com uma densidade de massa homogénea é dada por G = —48(GM)? /r®
e G =48(GM)?/r8, respectivamente. Nas proximidades do Sol ou da Terra, por exemplo,
o médulo do escalar GB, |G|, é muito maior do que o seu valor atual, Go. A medida
que avancamos do interior para o exterior de uma estrela, o termo G'B passa de valores

negativos para positivos. Isto significa que f(G) e as suas derivadas em relacao a G tem de
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ser regulares para valores negativos e positivos de G, cujas amplitudes sao muito maiores
do que Gy.

As discussoes anteriores mostram que modelos vidveis de f(G) precisam obedecer as
seguintes condicoes:

i) f(G) e suas derivadas precisam ser regulares nos intervalos considerados;

i) d*f/dG? > 0 para qualquer valor de G e tende para zero no limite em que o médulo
de G for para o infinito;

ii1) 0 < HSd?f/dG?*(H,) < 1/384 no ponto de de Sitter.

E importante chamar a atencao para o fato de que outros modelos podem ser

introduzidos seguindo o mesmo procedimento.

2.3.2 Gravitagao f(G) na presenca de matéria

Na presenca de matéria, outros graus de liberdade aparecem na agao. Vamos levar em
conta um fluido perfeito com a seguinte equacao de estado barotrépica®, wy, = Pn/pm.
Para pequenas escalas no espaco de Fourier ha duas velocidades diferentes de propagacao
dadas por[68]:

= W, (2.3-70)

2H (14 wp)K?p
=14 == 2.3-71
A TR (I MEY:e (23-71)

O primeiro resultado é esperado, uma vez que corresponde a velocidade de propagacao
da matéria. Este tltimo resultado é devido ao fato de que as equacoes de movimento
em FLRW sao diferentes, nos dois casos. Lembramos que para modelos vidveis de f(G)
devemos ter que a quantidade, |u| << 1, onde = HF(G) e F(G) = df /dG. Desde que

3H? ~ 87Gp,, ¢ H/H? ~ —3/2(1 4+ wy,), a eq. (2.3-71) pode ser escrita na forma

5~ —(1+ 2wp,). (2.3-72)

5A barotropia de um fluido é uma caracteristica pela qual a densidade do fluido sé depende da pressdo,
sendo sua temperatura constante.
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Durante a era da radia¢ao (w,, = 1/3) e a era da matéria (w,, = 0), os modos de momento
altos eram instaveis. Em particular, isto leva ao crescimento violento de perturbagoes
de densidade de matéria incompativeis com as observagoes atuais[69]. O principio da

instabilidade negativa pode ser caracterizada por:

H 2
S <%> , (2.3-73)

sendo a(t) o fator de escala. Desde que, u # 0, sempre poderemos encontrar um nimero

de onda k que satisfaca esta condicao.

2.3.3 Gravitacao f(G) acoplada a um campo escalar

O acoplamento escalar com o termo de GB aparece frequentemente como corregoes
de ordem superior, em baixas energias. Mas explicitamente, a acao efetiva em quatro

dimensdes é dada por[70],

R

S = / d*ay/—ge™® b + %(ngﬁ)Z + Ly + Le| (2.3-74)

onde ¢ é o campo escalar que controla o parametro de acoplamento, g2 = e?. A acao
acima é uma ac¢ao na qual o campo esta diretamente acoplado ao escalar de curvatura,

R, e L,, é a Lagrangeana de campos de matéria adicionais, como fluidos, 4xions®

, ete.. .
A Lagrangeana L. corresponde a corre¢oes de ordem superior, incluindo o acoplamento
entre o termo GB e o campo escalar. Um conjunto de correcoes possiveis incluem termos

da seguinte forma[71]:

L.= —%Oz,)\f((b) [cG +d(Ve)'], (2.3-75)

onde a é o parametro de expansio da corda’, £(¢) é uma funcao geral do campo ¢, A é
um parametro adicional que depende do tipo de teoria de cordas: A = —1/4, A= —1/8 e
0, correspondendo a bosonico, heterdtico e supercordas, respectivamente. Os parametros

c e d sao de ajuste. Se quisermos que a agao esteja de acordo com a amplitude de

50 axion é uma particula hipotética fundamental postulada pela teoria de Peccei-Quinn em 1977.
"Neste contexto estamos nos referindo a uma corda de Teoria das Cordas, e ndo a uma corda césmica.
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espalhamento de gravitons, estes coeficientes devem ter os seguinte valores: ¢ = —1,
d=1c¢&(¢) = —e?. Num cendrio do Pré-Big-Bang, o campo evolui de um regime
fracamente acoplado (gs << 1), em dire¢do a uma regiao fortemente acoplada (gs; > 1),
durante a qual o parametro de Hubble cresce no cendario de supercordas(superinfla¢ao)|[70].
Esta superinflagao é impulsionado por uma energia cinética do campo e é chamada de
Pré-Big-Bang. Se L. = 0, estes ramos sao desligados um do outro, com a aparéncia de
uma singularidade curva. No entanto, a presenca da correcao L. permite a existéncia
de solugoes nao singulares que ligam dois ramos distintos do espago-tempo[71]. Em um
contexto Ekpirético® do Universo, onde um potencial V(¢) negativo estéd presente na
acao de Einstein, é possivel perceber as solucoes nao singulares, sendo elas corregoes
semelhantes a Lc, dadas anteriormente, eq.(2.3-75)[72]. Para um sistema em que um
campo é acoplado ao termo de GB, pode-se também perceber solugoes regulares sem
termos de derivadas de ordens superiores. Estes resultados mostram que o termo de GB
pode desempenhar um papel crucial para eliminar curvaturas singulares.

Em resumo, a gravitacao de Gauss Bonnet com um acoplamento de campo escalar
permite solugoes nao singulares num regime de curvatura grande(campo gravitacional
intenso), mas é dificil de compatibilizar um acoplamento deste tipo com a aceleracao
césmica em escalas de baixa energia, lembrando que os modelos para energia escura
baseados em gravitagao f(G), também sofrem do problema de instabilidade ultravioleta.
Isto mostra como a presenca do termo de GB torna dificil satisfazer todas as restri¢oes
experimentais e de observacao. Esta propriedade é diferente da gravitacao em teorias

f(R), na qual modelos vidveis de energia escura podem ser construidos mais facilmente.

80 modelo ekpirético do Universo é uma alternativa para o modelo padrdo da inflacdo césmica para
o universo primitivo. Para maiores detalhes ver [72].
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Capitulo 3

A Meétrica da corda em teorias da
gravitacao

Neste capitulo, iremos deduzir a métrica do espaco-tempo associado a uma corda
césmica em duas teorias diferentes de gravitacao modificada, a saber, Teoria de gravitacao
f(R) e Teoria de Gauss-Bonnet. A escolha dessa solu¢do em particular deve-se ao fato
de que, caso exista, a corda césmica é um importante elo entre o Universo primitivo e o
atual, uma vez que poderia ser usada, em principio, para explicar a formacao de estruturas
presentes no nosso Universo [18], em um cendrio que inclui o processo de inflagao.

Para fins de comparacao com nossos resultados, apresentaremos, na secao 3.1, um
resultado conhecido que corresponde: a solucao externa e interna da corda césmica em
Relatividade Geral. No que se refere as teorias modificadas da gravitacao, analisaremos,
na segao 3.2, as modifica¢oes produzidas no campo gravitacional de uma corda césmica[23],
quando obtidas a partir de uma teoria f(R), nas situagoes especificas em que f(R) =
R+ aR"™ paran =2en = —1, onde a é um parametro constante. E importante chamar
atencao para o fato de que n = 2 corresponde ao modelo inflaciondrio de Starobinsky|13]
en = —1 ao modelo CDTT[14]. Ainda no contexto de teorias modificadas, na segao
3.3, encontraremos a solucao para uma corda estatica na teoria da gravitacao de Gauss-
Bonnet, e, na secao 3.4, obtemos as solucoes da equacao de Dirac no espago-tempo da

corda césmica em f(R) e f(G).
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3.1 A métrica da Corda Cdsmica na Relatividade
Geral

O primeiro e importante passo para o estudo das cordas em Relatividade Geral foi
dado por Vilenkin [18], que determinou em primeira ordem de aproximagao na densidade
linear de massa, o campo gravitacional de uma corda estatica, infinita e sem dimensao
transversal usando as equagoes linearizadas de Einstein. Em seguida Linet[15] obteve
a solucdo exata para uma corda sem estrutura, e Hiscock [19], estendeu os resultados
obtidos por Vilenkin[18], e obteve a solugao exata de vacuo de uma corda com estrutura.

Nesta secao, com o objetivo de comparar as solucoes da corda em teorias de gravitagao
modificadas, iremos descrever as duas solugoes da Relatividade Geral, interna e externa

da corda, obtidas por Hiscock.

3.1.1 Solugao exterior

Nosso objetivo agora é encontrar uma solugao para as equagoes de Einstein, que
descreva o campo gravitacional de uma corda cosmica, retilinea, homogénea e estatica
que tem densidade linear de massa u, situada ao longo do eixo z.

Admitiremos também uma simetria da corda em relacao ao angulo ¢, e por fim, que
a mesma se mantenha invariante por boosts na direcao z. Diante disto, podemos escrever

o elemento de linha do espago-tempo gerado pela mesma como sendo [35],

ds? = —A()2de? + dr® + C(r)?dg? + D(r)"d=* | (3.1-1)

Como estamos admitindo uma invariancia por boosts na direcao de z, de acordo com as
transformagoes de Lorentz, o termo (dt? — dz?) deve ser um invariante, e isto sé acontece

se A(r)? = D(r)?. Levando isto em conta, a métrica (3.1-1) torna-se,
ds* = —A(r)? (dt* — dz%) + dr* + C(r)?*d¢* . (3.1-2)
Vamos admitir que a solucao da corda cdsmica estd associada a um tensor energia-
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momento da seguinte forma:
T,” = o(r)diag(1,0,0,1), (3.1-3)

com o (r) = op para r < 19 ¢ o (r) = 0 para r > ry, onde 7 é o raio do nicleo da corda.
Esta escolha implica que a solugao interior possui um tensor energia-momento, tal que
Ty =T§ =09 e T} = T? = 0. A expressdao para o tensor energia-momento, dada por
(3.1-3), corresponde ao de uma corda situada ao longo do eixo z, infinitamente longa e
com uma certa espessura, de raio ry. A forma do tensor 7, dada por (3.1-3) é consistente
com as simetrias da corda. No limite em que a espessura da corda tende a zero, ro — 0,

a densidade de energia o(r), na equagao (3.1-3), torna-se,
)
T = 200 G (1,0,0,1) , (3.1-4)
T

sendo 1 a densidade linear da corda. Os simbolos de Christoffel nao nulos relativos a

métrica (3.1-2) sao:

dA dA
F(l)() = ) F(1)0 = _A(T)%a
dA
[y = )d 35 = A(r)%, (3.1-5)
dC
Fgl = 1?2 - ) d F?:a = Fgl = _Pgl .

Usando estas expressoes, podemos mostrar que as componentes nao nulas do tensor de

Ricci,
R =17, 10, + L0 — T la, (3.1-6)
o s 1 d2A(r) 1 dA(r)dC(r) 1 [(dA(r)\’
Ho = 5 A(r) dr? + A(r)C(r) dr  dr + A2(r) ( dr > ] o (317)
[ 2 B2AW) 1 d*C(r) )
= [A(T) dr? C(r) dr? ] (3.1-8)
s 1 d*C(r) 2 dA(r) dC(r)
== [C’(r) dr? + A(r)C(r) dr dr ] ‘ (3.1-9)
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Substituindo (3.1-7)-(3.1-9), juntamente com (3.1-3), nas equagoes de Einstein, escritas

na forma:
R, = 8@ (Tﬁ—%%‘Tﬁ) : (3.1-10)
obtemos as seguintes equagoes,
1 d?A(r) 1 dA(r)dC(r) 1 d2C(r)
A(r) dr? +A(T)C’(r) p +C(T) o = —8rGo(r) (3.1-11)
2 PA(r) | 1 [(dA(r)\’
A(r) dr? +A(7~)2( dr ) =0 (3.1-12)
1 (dA(r))’ 2 dA(r)dC(r)
A(r)?( dr ) Y amem ar dar 0 (3.1-13)

Utilizando o principio de conservacdo da energia podemos mostrar que A(r) é uma
constante!, que por uma transformacao conveniente de coordenadas, podemos fazer, sem
nenhuma perda de generalidade, A(r) = 1. Levando isto em conta, a equagao (3.1-11)

torna-se:
1 d*C(r)

——————~ = —8nGoao(r) . 3.1-14
C(r) dr? (r) ( )
O espago-tempo associado a esta métrica nao possuirda uma singularidade conica, sobre o

eixo de simetria, se a funcao C(r) satisfizer as seguintes condigoes:

dC(r)
dr

C(0)=0 e

=1. (3.1-15)
r=0

A densidade linear da corda é definida como sendo a integral de T sobre a superficie

bidimensional ¢ e z constantes, sendo dada por:

00 2
— 0 -
u—/o dr/o dov/ g1y (3.1-16)

Substituindo o determinante da métrica g e a componente 79 do tensor energia-momento

encontramos,

I

=1 =7

1 (1 d(zlir)

Hoo) . (3.1-17)

10s célculos que demonstram que A(r) é uma constante para qualquer métrica escrita sob a forma
(3.1-2) estao no Apéndice B.
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Admitindo que a corda césmica seja muito fina, isto é, que o tensor energia-momento seja
dado por (3.1-4), temos que a funcao o(r) serd nula, exceto quando r = 0. Entao, de
acordo com a equagao (3.1-14), vemos que, na regiao exterior a corda, o termo dC'/dr é

constante. Sendo assim, a equagao (3.1-17) torna-se:

1 dC

de onde deduzimos que,

C(r)=(1—-4uG)r . (3.1-19)

Com isso, a métrica que descreve o espaco-tempo produzido por uma corda césmica, sera

dada por[15]:
ds® = —dt* + dr? + (1 — 4uG)*r2d¢? + dz° (3.1-20)

Como era de se esperar, quando p — 0, a métrica da corda (3.1-20) se reduz a métrica
de Minkowski em coordenadas cilindricas, para todos os pontos do plano R?. Isto quer
dizer que, quando nao existe corda, o espaco-tempo € plano. No entanto, podemos ver
que, embora tenhamos p # 0, o espago-tempo (3.1-20) é localmente plano, mas nao o é
globalmente, isto significa que o espago-tempo gerado pela corda césmica é Minkowskiano,
localmente, porém, nao o é do ponto de vista global. De fato, se fizermos a mudanca de

coordenada ¢’ = (1 — 4uG) ¢, a métrica (3.1-20) adquire a seguinte forma:
ds® = —dt* + dr* + r’d¢” + d2?, (3.1-21)

que é a métrica do espaco plano de Minkowski. No entanto, o angulo ¢’ varia entre 0
e 2m (1 — 4pG). Deste modo, o espago-tempo dado pelo elemento de linha (3.1-21) é
localmente plano, exceto em r = 0. O espago-tempo da corda difere do espago-tempo
de Minkowski apenas globalmente, e corresponde ao espaco de Minkowski do qual foi
subtraida uma fatia compreendida pelo angulo 8wuG. Entao, a se¢do (t,z) = const. do

espaco-tempo da corda tem a geometria de um cone, e r = 0 é uma singularidade fisica,
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e nao uma singularidade de coordenadas, como acontece no caso em que o angulo ¢ tem
a sua variacao entre 0 e 27, na auséncia da corda.

Portanto, a principal caracteristica do espacgo-tempo da corda é a existéncia de um
déficit de angulo 0 = 27(1 — 4uG), que corresponde a diferenga entre o comprimento de
um circulo de raio unitario no espago-tempo de Minkowski e o de um outro, também de
raio unitario, no espago-tempo conico, dado por (3.1-20).

Espagos-tempo conicos desse tipo foram investigados por Marder [54], originalmente,
como exemplo de espago-tempo com fonte singular. Posteriormente, Vilenkin[55] mostrou
que a métrica dada por (3.1-20), desprezando-se os termos de ordem p?, representa a
solugao das equagoes de Einstein que descrevem o espago-tempo de uma corda cosmica
sem espessura e infinitamente longa, na aproximagao de campo fraco, e Linet[15] mostrou
que a eq.(3.1-20) corresponde a solugao exata.

Vamos fazer (1 — 4uG) = v? e introduzir uma nova coordenada radial p, tal que

r = vp'/?. Desta forma a parte conica da métrica dada por (3.1-20) pode ser escrita como

sendo conformalmente plana e dada por
ds® = —dt* + e (dp* + p*d¢*) + d=°, (3.1-22)

onde V = ’1—‘1/1 In p?. O escalar de Ricci associado ao espago-tempo dado por (3.1-22) pode

ser visto com uma distribui¢ao sendo dado por

(3.1-23)

onde g = r2/v2,

As equacgoes de Einstein fornecem uma conexao entre o parametro relativo a estrutura
conica do espaco-tempo, v, e o que determina a densidade linear de energia, u, através
da relagio 1/v = (1 — 4uG) ou 1/v = (1 — 4uG/c?). Note que a quantidade ¢*/G =~
1,34 x 10%g/cm.c* tem a dimensao de densidade linear de energia e define a escala
caracteristica da densidade linear de massa da corda césmica que é de, aproximadamente,

10%2g/cm.
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H& uma propriedade interessante do espago-tempo da corda cosmica, que diz respeito
ao fato de que o potencial Newtoniano gerado por ela é nulo. De fato, na aproximacao de

campo fraco, o potencial Newtoniano ¢ obedece a seguinte equagao
V20 = 4rGTr(T™) (3.1-24)

Em virtude da estrutura do tensor energia-momento dado por (3.1-4), o segundo
membro da equagao (3.1-24) é identicamente nulo, e portanto, nao hé fonte para o
potencial Newtoniano, e como consequéncia, nao ha forga sobre particulas que se movem

relativamente a corda cdsmica.

3.1.2 Solucgao interior

A solugao interior da corda césmica estética e cilindricamente simétrica pode ser escrita

na forma geral dada por:
ds? = —e*dt* + e*Vdg? + e*dr® + d2?), (3.1-25)

sendo v, 1 e A fungdes somente de r. Seguindo o procedimento adotado por Hiscock [19],

o tensor energia-momento para o interior da corda é dado por[19]:
19 = —T5 = —e, (3.1-26)

e todas as outras componentes sao nulas. Nessas condicoes, as componentes nao-nulas

das equagoes de Einstein para a métrica (3.1-25) sao:

2y (dp\® P
“2A | 2 E . == 1-2
e [dr2 + (dr> + I 8e, (3.1-27)
Pv (dv\®  BA
22 22 - 2| = 1-2
‘ [dr2 N (dr) i dr2] b (3.1-28)

o [dedr e  dods

ardr drdr = dr dr} =0 (8.1-29)

Pv (dv\® dvd\ d% [(dy\® dvdy  dyd)
Ao (=) - —— 4 | 2 ——— — | = —8me. (3.1-30
‘ [dr2 +(d7“) dr dr+ dr? +<dr> +dr dr  dr dr me. )
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Utilizanso a lei de conservagao de energia para o tensor energia-momento, V, T} = 0,

temos:

dv  d\
-~ 4= = 0. 1-31
(dr + dr) e=0 (3.1-31)

Isto implica que, usando a eq. (3.1-28) podemos mostrar que v e A sdo constantes, e que
por conveniéncia e sem perda de generalidade, podemos fazer v = A = 0. A equacao
(3.1-29) torna-se uma identidade, enquanto (3.1-27) e (3.1-29) tornam-se idénticas e sao

dadas por:

2 2
% n (fi_‘f) — _8re. (3.1-32)

cuja solucao é:

(3.1-33)

y 1 1 Cy sin(2rv/2me)? + Cy cos(2rv/2me)?
=—1In

2 8me
A métrica nao possuira uma singularidade conica sobre seu eixo de simetria se impusermos
as condicdes: Cy = 0 e O = r, = (8me)~'/2. Estas condicdes sdo obtida a partir da

hipdtese de que € é uma constante, g [56]. Nesse caso, a métrica serd dado por:
ds® = —dt* + dr* + dz* + r2sin (r /r.)d¢?. (3.1-34)

A equagao (3.1-34) representa a geometria da regiao interior da corda césmica na Teoria
da Relatividade Geral. A métrica de uma corda césmica sem estrutura pode ser obtida
impondo que g — 0, e que a massa por unidade de comprimento, i, permanega constante,
de modo que a validade da solugao dada por (3.1-20), seja extendida até r = 0, onde a
métrica é singular. Na verdade, o correto seria dizer que a superficie r = 0 é uma superficie
singular, e nao faz parte do espago-tempo da corda.

As solugbes dadas por (3.1-20) serdo utilizadas como referéncias para comparagoes

com as solucoes em teorias modificadas de gravitagao que veremos a seguir.
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3.2 O Campo gravitacional da corda césmica em
teorias f(R)

Em teorias f(R) da gravitagdo nao existem restri¢oes, em principio, sobre as escolhas
da funcdo f(R). Desde que as condigoes de energia sejam satisfeitas, qualquer escolha
particular para f(R) é aceitavel. A Teoria da Relatividade Geral, possivelmente desprezou
alguns termos de aproximagao no escalar de curvatura de Ricci [7], de modo que, em
regimes de grandes curvaturas esta teoria nao fornece resultados com precisao. No intuito
de tentar corrigir essa falha, escolhemos como modelo para o cdlculo da geometria interna
e externa de uma corda a funcdo f(R) = R + aR". Nesse contexto, determinaremos o
espaco-tempo de uma corda para duas situacoes especificas: n = —1 e n = 2.

Nosso objetivo agora é encontrar uma solucao para as equagoes modificadas de Einstein
(2.2-45), que descrevem o campo gravitacional de uma corda césmica. Por simplicidade,
trataremos de uma corda retilinea, homogénea, estatica e com densidade linear de massa
1, situada ao longo do eixo z. Nesse modelo, a corda nao possuira nenhuma dependéncia
com o tempo, e portanto, sera considerada estatica. Admitiremos, também, uma simetria
da corda em relacao ao angulo ¢, e, por fim, que a mesma se mantenha invariante por
boosts na direcao z. Estas sao, basicamente, as mesmas condi¢oes impostas sobre a corda
na Relatividade Geral. Diante disto, podemos escrever o elemento de linha do espago-

tempo gerado pela mesma como sendo,
ds* = A(r)*(dt* — dz*) — dr* — C(r)*d¢?* . (3.2-35)

Para representarmos o interior da corda, admitiremos que o tensor energia-momento

possui a mesma forma descrita pela gravitagdo de Einstein dada pela eq. (3.1-3):

3.2.1 Caso particular: f(R) = R+ aR?

Para cada escolha da fungao f(R) podemos ter, em principio, resultado diferente para
a geometria, mas nao para a topologia, necessariamente. Vamos considerar, inicialmente,

uma func¢do f(R) que consiste em um termo linear e outro quadrdtico em R, que
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significa dizer que vamos modificar a agao de Einstein-Hilbert, acrescentando um termo
proporcional a R?.
Para a escolha f(R) = R+ aR?, podemos mostrar que as equagoes (2.2-45), adquirem

a seguinte forma:

R R v
Ry = 59w+ 20 |R(Ruy = 9) = V.V R+ %L(HT +R)| = KT, (3.2-36)
Q@
ou mais simplesmente,
G+ G, = K1, (3.2-37)

sendo G, o tensor de Einstein e G}, o termo adicional devido a introdugao do fator aR?

na acao de Hilbert-Einstein, sendo dado por

G =20 |R(Ry — ggw) VR 22T 1 R)| (3.2-38)

que, obviamente, para a = 0, é nulo.

A partir da eq. (3.2-36), e com um pouco de algebra, é possivel mostrar que A(r)
¢ uma constante?. Assim, sem nenhuma consequéncia fisica para o sistema, podemos
escolher um referencial no qual A(r) = 1. Fazendo isto, as componentes do tensor de

Ricci nao-nulas e o escalar de curvatura sao dadas por:

C"(r) 2
Ry=R=0, Ri=F="705 ¢ R=qo

" (r) . (3.2-39)

Sendo assim, tomando p = v = 0, em (3.2-36), e usando os resultados acima, encontramos

uma equacao diferencial para a funcao C(r),

(‘57(;) i + C(r)w(r) =0 (3.2-40)
w(r) = % [1 /1= 24&&0(7»)] . (3.2-41)

Faremos uma separacao entre a parte interna, r < rg, e externa da corda, r > rq, levando
em consideracao que a densidade de energia da corda é constante para r < ry e nula na

parte externa, que corresponde a solucao de vacuo.

20 calculo que demonstra que A(r) é uma constante encontra-se no Apéndice B.
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Parte interna, r < rg

Na regiao em que r < 19, a equagao diferencial (3.2-40), torna-se:

C\*
<W> + C(T’)’wo =0 (3.2—42)
com
1
wo = 75~ [1— V1 —2daroy) . (3.2-43)
(07

Para que a corda nao tenha uma singularidade conica no ponto » = 0 devemos impor as

mesmas condigoes impostas na Relatividade Geral, isto é,

dC(r)

C(0)=0 e =

=1. (3.2-44)
r=0

Levando isto em conta, temos que a solugao da equacao (3.2-42) é dada por

1
v Wo

Portanto, o elemento de linha que descreve o espaco-tempo na regiao interna a corda é:

C(r)= sin \/wor . (3.2-45)

1
ds{_y = dt* — dz* — dr® — o sin? (\/wor) d¢* . (3.2-46)

Essa solucao nos mostra que o déficit angular azimutal da corda depende de wg =
[1 — \/m} /12c. Portanto, o déficit angular depende nao sé da densidade de
energia, como na solucao da Teoria da Relatividade Geral, mas também do parametro
« associado ao termo que modifica a acao da TRG. A forma estrutural de ambas as
solugoes é basicamente a mesma, a menos de uma redefinicao de constantes. Suas outras

caracteristicas sao mantidas.

Parte Externa, r > rg

A métrica que descreve o espacgo-tempo externo a corda, deve ser estatica, com simetria
cilindrica e solucao de vacuo das equacoes de Einstein. A forma mais geral para este tipo

de métrica foi dada, em 1917, por Levi-Civita [73]:
ds%ﬂ = r2mde® — 2 P2 (dr? o d2?) + a2r2d¢2] : (3.2-47)
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sendo m e a duas constantes.

Como devemos ter invariancia de Lorentz na direcao z, as componentes ggg € ¢33 devem
ser iguais. Ao igualarmos esses coeficientes, encontramos em uma equacao de segundo
grau, em m, cujas raizes sao m = 0 ou m = 2. Contudo, como m = 2 ¢ fisicamente

indesejavel®, devemos escolher m = 0. Neste caso, a equacao (3.2-47) torna-se:
ds?ﬂ = dt* — dr® — a*r*de* — d2°. (3.2-48)

Na solucao dada por (3.2-48), a é o parametro de conicidade e estd relacionado com a
massa por unidade de comprimento. A métrica dada por (3.2-48) é solucao da equagao
(2.2-46) com T = 0, que é o caso que estd sendo considerado, uma vez que estamos
tratando da solucao exterior a corda cosmica.

Uma vez que conhecemos a métrica que descreve o espago-tempo interior a corda
césmica, podemos utilizar as condicoes de continuidade da métrica e de sua derivada
primeira, em r, para encontrarmos a constante a. A continuidade da métrica nos fornece

as seguintes relagoes:

( )’ (+)

sin (/&oro) (3.2-49)

gir:r =g r=r = arg= ————,
22 0 22 | 0 0 \/CTO
e de sua derivada,
dgsy’ dgsy’ o, sin (i)
- =7 = a‘ry = T cos (v/woTo), (3.2-50)
r=rg r=ro

Entao, substituindo (3.2-49) em (3.2-50), temos:

a = cos (y/woro) - (3.2-51)

Para obtermos uma relagao com o resultado da Relatividade Geral, é conveniente
expressarmos a constante a em termos da densidade linear de massa da corda. Tal

densidade linear é definida como sendo a integral da densidade de energia Ty = o(r)

3 A medida que a coordenada radial r diminui, a circunferéncia de um circulo com r constante aumenta,
divergindo no limite em que r — 0.

60



A Meétrica da corda em teorias da gravitagao

sobre a superficie bidimensional ¢ e z constantes, eq.(3.1-16),

pw= 00/ V9o (r)d e, (3.2-52)

sendo ¢(~) o determinante da métrica interna. Resolvendo a integral (3.2-52), encontramos

Wo

(3.2-53)

a=1-—

2moy

Usando a relacao acima, podemos escrever a métrica da regiao exterior a corda como:

2
ds?,) = dt* — dr® — d=* — (1 — ok ) r2dg?, (3.2-54)

2moy

Se fizermos a mudanca de coordenadas ¢’ = a¢, obteremos a métrica do espaco-tempo de
Minkowski, na qual o angulo ¢’ varia entre 0 e 2wa. Isto mostra que a métrica exterior
a corda difere da métrica de Minkowski apenas globalmente e que localmente elas sao
equivalentes. A diferenca do ponto de vista global esta associado ao déficit angular d¢,
dado por d¢ = 27 [1 — a] = wop/0g. Este resultado é semelhante ao obtido pela TRG.

Note que em (3.2-54), wy é dado pela expressao:

1
wo = —— (1 — V1 —24akoy) (3.2-55)

12«

e se fizermos o — 0, obteremos o mesmo resultado da TRG. Mais adiante mostraremos
que esse resultado é apenas uma particularizagao de um resultado mais geral para solugoes

de vacuo cilindricamente simétricas em teorias f(R).

3.2.2 Caso particular: f(R) = R+ aR™!

Nesta secao, o procedimento utilizado para se resolver as equacoes de campo de
Einstein modificadas, é idéntico ao realizado na secao anterior, em virtude da semelhanca
entre os dois casos.

Podemos fazer a seguinte pergunta: Porque nao resolver a equagao (2.2-45) para uma
fungao mais geral, do tipo f(R) = R + aR"? A razado pela qual nao foi tentado o

caso geral é que a equacao diferencial gerada nao possui uma solucao analitica quando
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f(R) = R+ aR"™, tendo-se inevitavelmente que se particularizar paran = —1 e n = 2, de
modo a obter uma solugao analitica.

No capitulo 5 desta tese abordamos um caso bastante geral para as teorias f(R), e
obtemos uma soluc¢do para a corda césmica, sem especificar a forma de f(R).

Dando procedimento a andlise das possiveis solucoes da corda em f(R), vamos, agora,
considerar outra forma especifica, dada por f(R) = R+ aR™!. Considerando, entdo, esta

forma da fungao f(R), obtemos a seguinte equagao, com o uso de (2.2-45):

1 _ 1 R,
R, — éRgW + {(VMVV — guwA)R? — SR R—’;] = KT,. (3.2-56)

Tomando-se, novamente, o traco de ambos os membros desta equacao e substituindo-se

nela mesma, obtemos o seguinte resultado

R,

1 5 G 1
RHV — §ng, + [VHVVR 2 + BLQ(HT + R) — ﬁgwj — ﬁ

} =T, (3.257)

A componente, = v = 0, desta expressao gera uma equagao diferencial semelhante a
(3.2-42), dada por

(‘573)2 +C(r)s(r) =0, (3.2-58)

sendo,

s(r) = —% [—K,U(T) — VK202 4 3a| . (3.2-59)

Como continuamos tratando da mesma situacao fisica, uma corda césmica de raio ry com
densidade linear de massa u e densidade de energia o(r), as condigdes de contorno que
foram impostas sobre a solugao externa (3.2-44) para o caso anterior R?, podem ser usadas
no presente caso, e dessa forma, determinamos a solugao interior e exterior a corda, pelo

mesmo procedimento adotado. Essas solugoes sao as seguintes:

I
ds{_y = dt* — dz* — dr® — - sin (y/sor)” d¢p?, (3.2-60)
e
Sop ?
2 2 2 2 2 5.2
ds(yy =dt* —dr* — dz" — (1 — QWUO) rede®, (3.2-61)
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sendo,
1 242

0= -5 (—/100 —\/ K205 + 3a> . (3.2-62)
Apenas por uma redefinicdo de constantes, esses resultados sao iguais aos encontrados
anteriormente para n = 2, egs. (3.2-46) e (3.2-54). As solugoes de vécuo (3.2-54) e
(3.2-61), representam casos particulares de uma solugao mais geral para cordas césmicas
cilindricamente simétricas em teorias f(R) apresentada por Azadi [75]. Nessa solugao
generalizada a abordagem usada por Azadi [75] é bastante diferente da que usamos nesta
segdo, mas os resultados equivalentes. No trabalho de Azadi [75], a métrica do espago-

tempo da corda € escrito em termos das coordenadas cilindricas de Weyl, e toma a seguinte

forma
G = diag (_€2k(r)—2u(r)’ 2R =20(r) 4y () o= 2u(r), 62u) (3.2-63)

sendo,
R —wu” 4+ wk” —wzuz’ku’ +w” + wu’z’ (3.2:64)

o escalar de curvatura. Com a ajuda das equagoes (2.2-45) e considerando o escalar de
curvatura identicamente nulo, que é o nosso caso para as solugoes (3.2-54) e (3.2-61),

Azadi [75] chega a uma expressao para a métrica, que é dada por

ds? = P2FD (@7 4 d32) + PG — PR, (3.2-65)

onde,

~ ~ 1
= e AmGrnTt

EE"’L
Z = eBAmmTIDF »

b = e~ A monFIH )

1

ﬁ — Am(mq:1)+1 p

4—c3

A=e¢ <

com Gy = Cq — z—; Incg e m =, /Z—z, 3, C4, C5 € cg sendo constantes. A expressao (3.2-65) é

semelhante a encontrada por Levi-Civita(3.2-47) para simetrias cilindricas que utilizamos
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para deduzir nossa solugdo. Tomando m = 0 em (3.2-65), encontramos uma solugao

exterior com déficit angular correspondente ao espaco-tempo de uma corda césmica:
ds* = —dt* + dp* + dz* + alpde?, (3.2-66)

onde o parametro ag estda relacionado com a massa gravitacional por unidade de
comprimento da corda [74]. Esta solugao, representa uma forma geral para solugoes
cilindricamente simétricas em teorias f(R), com R constante. As duas solugoes de vécuo
(3.2-54) e (3.2-61), embora nao tenham o escalar de Ricci constante, sdo casos particulares
de (3.2-66). O parametro ag, pode ser ajustado convenientemente de forma que as nossas
solugoes tornam-se dependentes apenas destas escolhas particulares de ay.

A solugao da corda césmica na teoria f(R) pode ser reduzida a encontrada por Hiscock
[19] em 1985, simplesmente tomando-se o limite do parametro « indo para zero nas nossas
equagoes (3.2-54) e (3.2-61). Fazendo uma comparacao entre as duas solugoes, concluimos

que é possivel passar de uma para outra através da relagao

1
w/woj

Px =

L

sendo , p, = a constante na solucao de Hiscock e,

8mo?
wy = L (1 — /1= 24040011) ,
12a
para n = 2, ou ,
1
s50="5 (—/{00 — VK202 + 304) ,
paran = —1, constantes para as soluges encontradas em f(R). A mesma relagao é vélida

para a parte externa.

Diferentemente do caso de Hiscock [19], as nossas solugdes apresentam dependéncia
na densidade de energia o(r), sendo o(r) = 0y para a parte interna e o(r) = 0 para a
parte externa da corda. O espaco-tempo descrito por elas apresenta um déficit angular
diferente,* dado por:

5= Lp (3.2-67)
0o

40 célculo detalhado sobre déficit angular encontra-se no Apéndice D desta tese.
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para n = 2, ou,

0p = —p. (3.2-68)
00
para n = —1. Esse espaco-tempo apresenta uma singularidade a uma distancia radial,
r= tan \/woro, (3.2-69)

\/U)_O
sendo 79 o raio da corda.

Como ja dissemos, nossas solugoes de vacuo representam um caso particular da solugao
encontrada por Azadi[75] para um escalar de Ricci constante, porém as duas solugoes
internas da corda (3.2-46) e (3.2-60), que sao as solugdes para n = 2 e n = —1,
respectivamente, sao diferentes das encontradas por Azadi [75], pois o deficit angular
é funcao senoidal da coordenada radial r, apresentando divergéncias para casos em que

2nm

r= T sendo n inteiro positivo.

3.3 O Campo gravitacional da corda cdésmica em
teorias f(G)

Nesta secao, vamos nos concentrar em uma outra forma de gravitacao modificada, a
teoria gravitacional de Gauss-Bonnet, que ja foi discutida no capitulo 2 desta tese. A
teoria f(G) da gravitagdo, como também é conhecida, introduz um escalar na agao de
Einstein-Hilbert de modo que as equagoes de campo geradas sao diferentes das equagoes
de Einstein da gravitacao, na expectativa de explicar alguns fatos recentes em cosmologia,
como a aceleragao do Universo e a questao da matéria e energia escura[68]. As cordas
cbésmicas por sua vez tem um papel fundamental na formagao de estruturas do nosso
Universo como possiveis sementes de formagao, e por isso se faz necessaria uma atencao
especial as mesmas. Nesta secao, iremos estudar um pouco mais sobre o espago-tempo
gerado por uma corda césmica do ponto de vista das teorias de gravitacao modificadas de

Gauss-Bonnet. Nao existe, até o momento, nenhum trabalho especifico nesse sentido. O
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que faremos é uma comparacao do resultado obtido com a métrica da corda ja existente,

dada por (3.1-20) na Teoria da Reltividade Geral com a que encontraremos.

3.3.1 A métrica da corda em f(G)

Como j4 foi dito anteriormente, em teorias f(G), a agao ¢ dada por[69]°,

S = / /=g { 1) + g] ya (3.3-70)

onde L é a densidade Lagrangeana da matéria, e G o escalar de Gauss-Bonnet, que é dado

por
G = R* — 4R,3R*® 4 Rup s R*°. (3.3-71)

Variando (3.3-70) com respeito a g,,,, encontramos as seguintes equagoes de campo:
Gy + 8[Ryupwo + RovGop + 1/2 (9900 — GuoGvp) B — RpoGup — RywGopt (3.3-72)

Ryo9up]VPVTE(G) + g [GF(G) = F(9)] = KT

sendo G, o tensor de Einstein, R,,.g 0 tensor de Riemman, R seu escalar, T},, o tensor
energia momento e F(G) = df /dG. De modo anélogo ao que foi feito para o caso em
teorias f(R), aqui também, teremos que fazer algumas restrigoes ao espago-tempo interior
da corda: consideraremos uma corda estatica e homogénea, situada ao longo do eixo z
e que tenha uma densidade de massa uniforme. O elemento de linha para este caso foi

descrito em outras secoes. Ele é dado por®
ds> = A(r) (dt* — d2*) — dr® + C(r)d¢’. (3.3-73)
O tensor energia momento da corda é descrito por:

T" = o(r)diag(1,0,0,1), (3.3-74)

In

5Nesta secao adotaremos x = S7G = 1.
SEstamos adotando sempre as mesmas condicoes fisicas para a métrica da corda em TRG para
podermos comparar as novas solugoes em teorias modificadas, com a da TRG.
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sendo o(r) a densidade de energia da corda:

U(r):{ oy, se 1 <7y,

0, se r>rnrg

sendo r uma coordenada radial e ry o raio da corda.

Fazendo p = v = 0 na equagao (3.3-72), obtemos o seguinte resultado:
Goo + 8[Ropos + Rpogoo + 1/2 (90090p — Goo90p) R — Rpogoo — RooGop+

Ros90,)V*VIF(G) + goo [GF(G) — f(G)] = £*Too,

sendo,
CA(r) (A dCdA  dC
G0 ="2w) (W*%%*WA ’
2 d2A dAdC  (dA\® , d°C
- 2AC—L 424 4 (=2 A
R A2C Cdr2+ dr dr+<dr) C+dr2 ’
1 d>A dA  [(dA\®
€

Too = o(r)A(r)>.

(3.3-75)

(3.3-76)

(3.3-77)

(3.3-78)

(3.3-79)

(3.3-80)

Como estd demonstrado no Apéndice B deste trabalho, a componente da métrica A(r) é

uma constante, resultado este valido qualquer que seja a teoria de gravitagao. Levando-

se este fato em consideragio e fazendo, A(r) = 1, as equagoes de (3.3-77) a (3.3-80)

tornam-se:
1 d’C
G = ———— —
0 C(r) dr?’
2 &C
~O(r) dr?’
ROO - 07
e
TOO = O'(T’),
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sendo as componenetes do tensor de Riemman dadas por: Rgig1r = Roog2 = Rozo3 = 0. O

invariante de Gauss-Bonnet, G, é calculado a partir de (3.3-71)7, sendo dado por:

1 d20\?
G=—3 (GW) . (3.3-85)

Substituindo todas essas relacoes juntamente com,

d*C
RQQ = _CW (33—86)

em (3.3-76), nés obtemos:

GF(G) ~ f(0)] - 505 = o) (3387

onde f(G) é uma fungao do escalar de Gauss-Bonnet ainda a ser definida, F'(G) representa
a derivada de f(G) com respeito ao escalar G e o(r) é a densidade de energia da corda,
dada por (3.3-75).

Entre as vérias possibilidades e formas que podemos escrever a funcao f(G), preferimos
a escolha feita por Cognola [76]. Dentre os varios motivos pelo qual utilizaremos este
modelo, podemos citar a simplificacao das equagoes de campo, a possibilidade de se
utilizar as condigoes de energia, caso sejam necessarias para a resolucao das equagoes e
ainda o fato de que modelos deste tipo podem produzir quintesséncia, fantasmas ou ainda
a constante cosmoldgica, e ainda explicar transicoes de fase entre as eras de aceleracao e

desaceleragao do Universo[76]. Nestes termos temos:
f(G) = ag", (3.3-88)

com « sendo uma constante e n um expoente arbitrario a ser definido. A primeira derivada
de (3.3-88) é:

F(G) = nag" (3.3-89)

Substituindo (3.3-85), (3.3-88) e (3.3-89), a eq. (3.3-87) toma a seguinte forma:

L (EOV
C(r)? \ dr?

70 calculo detalhado do escalar de Gauss-Bonnet encontra-se no Apéndice C deste trabalho.

1 &*C

aln—1) WW

= o(r). (3.3-90)
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Devido a impossibilidade de se obter a solucao analitica desta equacao, para n qualquer,
faremos escolhas particulares. No caso em que n = 1 temos a solugao usual da corda
cosmica na Teoria da Relatividade Geral(3.1-21). Vamos considerar, portanto, n = 2.
Qualquer que seja o valor de n escolhido, teremos duas situacoes distintas a serem
analisadas, a parte interna e a externa, sendo ambas diferenciadas pela densidade de

energia,

B oy, se 1 <71y, i
o(r) = { 0 e e (3.3-91)

Analisemos separadamente cada regiao da Corda.

3.3.2 Solugao Interior

Neste caso a densidade de energia é constante e se estende até r = ry, o mesmo sendo
vélido para sua densidade de massa. Assim, da eq. (3.3-91) temos que o(r) = ¢ e a

equacao diferencial (3.3-90), torna-se para n = 2:

[ (29)] - i, 392

A relacao entre o e gy é muito importante para a solugao desta equagao, pois para alguns
valores de g, ela nao possui solucao, e portanto, a densidade de energia og, deve ser
usada como um parametro de ajuste, que permita a obtengao de solugoes para valores
especificos de og. Em geral, a eq.(3.3-92) sé terd solucao para valores de densidade de
energia positiva, como mostra o grafico da figura 3.1.

A equagao (3.3-92) nao possui solugao analitica conhecida. Neste caso, vamos restringir

nossa solucao a um caso especial em que o termo,

£ = # (‘57?) , (3.3-93)

é constante, o que de fato também é verdade, se a for uma constante, uma vez que oy é
constante no interior da corda, de acordo com a escolha feita. O termo (3.3-93) deve ser
ajustado de tal maneira que a expressao (3.3-92) seja uma identidade. As condigoes de

energia impostas sobre a forma da fungao f(G) dada por (3.3-88), nos obriga a escolher
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Figura 3.1: O gréafico mostra a variacao do termo ¢ em funcao de x para valores positivos
da densidade de energia.

valores positivos para a[76]. Nesse caso, s6 existird solu¢do para (3.3-92) para os casos
em que a densidade de energia da corda, oy, seja positiva.

Fazendo ¢ = a'/?0y e x = a'/3¢, a equacdo diferencial (3.3-92) torna-se adimensional,

¢(a) = 9x(a, )" = x(a, 7). (3.3-94)

Para valores de y em que, x < 0, e ,x > 373, ( e consequentemente o, assumem
valores positivos, ver figura (3.1). Entdo, para valores de £ > 9a~'/3 ¢ € < 0, temos
as condicoes de energia satisfeitas. Porém, como & pode assumir valores positivos ou
negativos, devemos levar em consideragao que para valores positivos isso ird gerar na
solucao exterior da corda um superavit de angulo planar, e como sabemos das solugoes
obtidas anteriormente em Relatividade Geral e em teorias f(R), a corda cdsmica nao
possui um superavit de angulo planar e sim um déficit. Assim, podemos excluir valores

positivos para £, e a equacao (3.3-93) transforma-se em

dr?

(d20) +C(r)€* =0, (3.3-95)
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cuja a solucao é

C(r) = ¢y sin (&r) + ¢ cos (Er). (3.3-96)

Usando as duas condicoes de contorno para a corda cdsmica,

cir) =0, LS G) (3.3-97)
dr r=0
r=0
encontramos que,
Cr) = %Sin (er). (3.3-08)

Assim, a solucdo interna para a corda césmica em teoria de gravitacao de Gauss-Bonnet

pode ser escrita na forma,
1.
ds%_) =dt? —dr® — & sin?(&r)de? — d2*. (3.3-99)

A menos de uma redefinicao de constantes, esta solucao é idéntica ao caso da encontrada
por Hiscock [19] e das teorias de gravitacao f(R)[23]. No caso da solucdo das teorias
f(R), eq. (3.2-60), temos uma coincidéncia maior ainda, pois a constante sy em f(R)
assume um carater estritamente positivo, de acordo, portanto, com o que assumimos para

a constante &.

3.3.3 Solucgao Exterior

Uma solugao externa para a corda césmica foi encontrada por Hiscock[19], a qual
descreve um objeto unidimensional, infinitamente longo e com simetria axial. Para esta
solugao em gravitagao f(G) procederemos de maneira andloga ao que foi feito por Hiscock
[19] em 1985. Consideramos como solugdo geral para um objeto com simetria axial, a

métrica de Levi-Civita[73],
ds? = r¥ndt? — 2 [0 (dr® 4 d2?) + a*r2d?| (3.3-100)

com a e m sendo constantes. Fazendo a mesma escolha feita por Hiscock [19], qual seja,
m = 0, temos:

ds® = dt* — dr* — a*r*d¢* — d2*. (3.3-101)
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Aproveitando-se que ja determinamos o espago-tempo interno a corda (3.3-99), vamos
utilizar o principio fisico de continuidade da métrica e de sua derivada na fronteira da
corda, como foi feito no caso exterior para teorias f(R)[23]. Para isto vamos utilizar as

egs. (3.2-49) e (3.2-50),

_ dg(_) dg(+)
+
géQ)"r:ro = 952)|r:r0 d27“2 = d27"2 (33-102)
r=rg r=rg
Usando estas relagoes, encontramos o seguinte resultado
a = cos (Erg). (3.3-103)

A densidade superficial de massa da corda é dada por:

= 00/ vV —9Sdo (3.3-104)

sendo ¢(~) o determinante da métrica interna e do uma superficie bidimensional dada por
do = d¢dr. Integrando-se (3.3-104) e substituindo-se (3.3-103), encontramos o seguinte

resultado

a= (1 _ S ) . (3.3-105)

Portanto, a métrica externa do espago-tempo gerado pela corda césmica em f(G) fica

sendo entao,

2 2
ds? = d? — dr?® — <1 oL > r2dg? — dz2. (3.3-106)

2moy

Fica evidente a semelhanca entre esta solucao de vacuo e a que foi obtida por Hiscock
[19], dada pela equagao (3.1-20), bem como com as solugbes externas em torias f(R),
dadas pelas egs. (3.2-54) e (3.2-61). Note que o déficit angular é diferente, como seria de

se esperar, sendo dado por d¢ = &2 /oy.

3.4 Solucoes da equacao de Dirac no espacgo-tempo
da corda césmica em f(R) e f(G)

Vamos admitir que a corda césmica seja infinitamente longa, estatica e muito fina(sem

espessura), de modo que possamos descartar a soluc¢ao interior.
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Os elementos de linha que descrevem o espago-tempo exterior a corda césmica, no
contexto das Teorias f(R) com f(R) = R+ aR", comn = —1en =2 e para a Teoria de
Gravitacao de Gauss-Bonnet para f(G) = aG?, foram determinados nas segoes anteriores
desta tese, e possuem a mesma estrutura algébrica, podendo assim, serem escritos "na

forma geral, dada por:

ds? = —dt* + dr? + \72r?de? + dz?, (3.4-107)
onde,
-1
S .
AN=|1- , =1,2,3 3.4-108
( 27T0'0) ! ( )
sendo,
1
S1 = m [1 — 1-— 240{/{0’0 R (34-109)
1 /
S = _5 |:—/<Jo'0 + /{20'8 + 3a:| , (3.4—110)
e

sy = &2, (3.4-111)

para f(R) = R+ aR",n = —1,n =2 e f(G) = aG?, respectivamente. o parametro r ¢
dado por, k = 87, sendo GG a constante gravitacional, o(r) a densidade de energia da
corda e ¢ é uma constante dada pela expressao (3.3-93).

A equacao de Dirac é dada por,

(=i () (O — Tp) + M] ¥ =0, (3.4-112)

onde

1

Ly = 53"l Vaew?, (3.4-113)

com

1
£ = =2 4] (3.4-114)
(§

V= ey (@) (3.4-115)
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Vamos escolher a representacao das matrizes de Dirac como sendo

1 O
r\//(o) — -

; 0 ot
(@) — , -

onde 0! sdo as matrizes de Pauli. A base tetrada serd dada por

elty = (1,0,0,0), (3.4-118)
e’é) = (O,COS o, _7)\1 sin ¢, 0) , (3.4-119)
e’é) = <0,sin o, %COS 0, 0) , (3.4-120)
ety = (0,0,0,1). (3.4-121)

Usando as tetradas dadas por (3.4-118)-(3.4-121), e as relagoes dadas em (3.4-113) e

(3.4-114), obtemos o seguinte resultado:

A0 =@ yp — AW eog 4+ P sin o (3.4-122)
& >\z . (1) >\z (2)
v? = ——sin gy + — cos oy s (3.4-123)
P P
A% = ~@), (3.4-124)
-\ 1)
np — P 3.4-125
Tl 2p v ( )

Usando os resultados anteriores, a equagao de Dirac, dada por (3.4-112), toma a seguinte

forma:

X —1
—iy"0), + i % )’y” + M| U(z)=0 (3.4-126)

A solucao da equagao (3.4-126) pode ser escrita da seguinte forma:

ilb ; (3.4-127)
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onde [ =0,+1,+£2,....

Substituindo (3.4-127) em (3.4-126), obtemos as seguintes equagoes:

1 N(l+1/2) —1/2)?

aﬁai—i-;@pai—l-{[ (L /p2) /2] +E2—M2—pz}ai:0 (3.4-128)
1 Ni(l+1/2) —1/2]?

agbi+;apbi+{[ U+ 22) /2 +E2—M2—p§}bi:0 (3.4-129)

As solugoes de (3.4-128) e (3.4-129) sao as seguintes:

ax(p) = AxJs_(p1,p), (3.4-130)

bi(p) = BxJs, (p1,p), (3.4-131)

onde A e By sao constantes de normalizagao, p; = \/E? —p2 — M?, By = [N;(1+1/2)+
1/2| e Jg, sao as funcoes de Bessel de primeira ordem.

Portanto, as solugoes correspondentes a uma particula espinorial nos espagos-tempo
da corda cosmica, nos diferentes cendrios que consideramos, contém informagoes sobre
a estrutura topologica desses espacos, codificadas nos parametro de conicidade, e que
dependem explicitamente de estarmos em f(R) ou f(G), e no primeiro, se tomamos n = 2

oun = —1.

3.5 Corrente fermionica

Nesta secao vamos calcular a corrente associada aos férmions, que é definida da
seguinte forma

JH = pytap (3.5-132)

onde ¢ = 1)7% é o espinor adjunto.
Se considerarmos ¢ como sendo um campo com massa, J* pode ser escrito como

1

o /A T - -
JH = %&/ (¢Eu ¢) + mg“ YO, + %?ﬂ [0,(7"To), "] + (3.5-133)

i o o “w
Rw([&w A+ 1, 001)
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onde,
0,1p = Y0yt — (D)) (3.5-134)
e X = %[’y“, 7*]. A equagao (3.5-133) representa a decomposi¢ao de Gordon da corrente
fermionica, y*.
No espago-tempo da corda césmica em f(R) e f(G), cuja métrica é dada na forma

geral pela equacao (3.4-107), obtemos os seguintes resultados,

2\

[0,77,7°] = =4O,
P

o 1 (0) (p)

[y Faﬁ]—;(A — 1)y,
[V 0,7% = 77, 0:7°) = [V T4, 7] = [v7,0,7°] = 0,
o _ M@ )
[80777]: 2[7 7,7[7]7

[47.0,7°) = 207 T0,%] = S = DP9,
[0:77,7°] =
V7 To, 7% = =1 = X)), 7], (3.5-135)
== %[vo,’vl] = —in!h
502 — 20,0,

2 _ i;—;h(ﬂ),wﬂ],
Bt %[v(p), ¥,
2% = i;—;[v(¢), v,
T, = 551 = A

Usando os resultados dados em (3.5-135) e substituindo em (3.5-133) obtemos as seguinte

componentes da corrente fermionica,
Jo =V, - P, (3.5-136)
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Jy = —0P, + (Va, X M), + Jip).conv. (3.5-137)

- - 1
J¢ = —8tP¢ + (V)\Z X M)¢ + ;(1 — )\z)Mz —Q—j((b)ﬁom},, (35—138)
Jz = _atpz + (ﬁ)\Z X M)z + j(z),conv.a (35'139>

onde a parte convectiva(subindice ”‘conv”’), é obtida de, ﬁ g1, YV, significa que o
operador gradiente é calculado no espago-tempo da corda césmica. eq. (3.4-107).

As densidades de polarizacao sao dadas por:

7 -

7 -
Py=— 3.5-141
o= 5 VY0V ¥ ( )

7 -
P,=— 3.5-142
[ 2m¢7(0)7(3)1/17 ( )

e as componentes do vetor M, que ¢ a densidade de corrente de magnetizagao, com respeito

a um dado campo magnético externo, sao:

i
M, = Riﬁh(qﬁ)ﬁ(g)]% (3.5-143)
7 -
M, = — o0, 3.5-144
# 4m¢[’7(3),7( ho)) ¥ ( )
7 -
M. = 9110, Vo) Y- (3.5-145)

Esses resultados nos mostram que a corrente depende da conicidade do espaco-tempo
da corda, e que os valores da polarizacao e da magnetizacao, e portanto, da corrente,
dependem dos parametros que foram introduzidos em f(R) e f(G), e também, da escolha

da expressao para a funcao f(R).

7



Capitulo 4

Solucao axialmente simétrica da
corda césmica a partir do método de
Newman-Janis em Teorias f(R)

Newman e Janis mostraram que é possivel obter uma solucao axialmente simétrica
(como a métrica de Kerr) através de uma transformagcao complexa de coordenadas sobre
a métrica de Schwarzchild [24]. Este mesmo procedimento foi utilizado para obter uma
métrica estacionaria e axialmente simétrica, conhecida como o espago-tempo de Kerr-
Newman, a partir da solugdo de Reissner-Nordstrom [77]. Através de um tratamento
matematico elegante e conciso, Schiffer et al, provaram, de maneira rigorosa, que é possivel
obter a métrica de Kerr usando uma transformacao complexa a partir da solucao de
Schwarzchild [78]. Gurses e Gurey, em 1975[79], mostraram que, se uma métrica pudesse
ser escrita na forma de Kerr-Child, uma transformacao complexa de coordenadas seria
permitida na Relatividade Geral [79], desvinculando assim o método de Newman-Janis
do caso particular de simetrias esféricas, conforme previsto inicialmente. Desse modo,
mesmo em casos especificos, nos quais as métricas geradoras possuam simetria cilindrica,
esse método pode, em principio, ser utilizado.

De Laurentis mostrou que é possivel usar uma transformacao complexa do tipo
Newman-Janis, para se obter solucoes estacionarias, a partir de sua correspondente
estdtica, em teorias f(R) [80]. Nesse caso, especificamente, a transformacao ¢ feita sobre

teorias onde f(R) = R sendo R o escalar de curvatura de Ricci. Outros autores tém
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discutido, em detalhes, solucoes esfericamente simétricas em teorias f(R) da gravitagao,
considerando também o limite de campos fracos [81].

Neste capitulo, obteremos, a partir de uma solucao estatica da corda coésmica, que sera
utilizada como semente, a solugao em teorias f(R) de gravitacdo, axialmente simétrica
(com rotagdo) e consistente com a solucao andloga da Teoria da Relatividade Geral nos
limites em que o — 0. Para isto, serd necessario encontrar um algoritmo do tipo Newman-
Janis para o caso cilindrico. Nas secoes 4.1 e 4.2 faremos uma revisao sobre tetradas e
o método de Newman-Janis, respectivamente. Em 4.3 apresentamos uma generalizagao
para coordenadas esféricas, e na ultima secao, 4.4, faremos uma aplicagao do método para

obtermos a métrica da corda césmica em f(R) com rotagao[23].

4.1 Tetradas

Uma tetrada tipo espaco ¢ um conjunto de quatro campos de vetores ortonormais, um
tipo tempo e trés espaciais, definidos em uma variedade Lorentziana, que é interpretada

fisicamente como um modelo de espaco-tempo, onde temos:

Y = (V05 V15725 73)- (4.1-1)

Um caso bastante comum é o de uma tetrada ortonormal, onde os seus eixos formam
um sistema localmente inercial, em cada ponto do espago-tempo, de modo que o produto

escalar entre cada um dos eixos constituem o espago-tempo de Minkowski 7,,,,,

Uma base tetrada é um conjunto matricial v,,, tal que:

Associado com a base tetrada existe em cada ponto do espaco existe um conjunto de

coordenadas locais,
gm = <€Oa§1>€27€3)' (41_4)
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As coordenadas locais £™ nao se estendem além do sistema local em cada ponto. Um
intervalo em &™ é dado por:

dr = ~,,d&™, (4.1-5)

e o elemento de linha é,

ds?® = Y dE™dE™. (4.1-6)

A base da tetrada e# é definida como sendo uma matriz de transformacao entre a tetrada

Ymn € a base coordenada g,,,
Ym = €mu (.17)

onde e# é uma matriz 4 x 4, com todas as 16 componenetes independentes. A distancia

no espago-tempo em termos da base de tetrada é:
2 m n v
ds” = Ymne, dz"e;dx", (4.1-8)

Se definirmos o inverso da matriz e}’ como sendo e, temos uma relagao entre as bases
tetradas dada por:

€y e = 0. (4.1-9)

Uma relacao entre a base tetrada e uma matriz simétrica (,,,, pode ser construida,
et eny = Cnn (4.1-10)

ou também podemos fazer,

"G = 05, (4.1-11)

v

Como consequéncia dessas varias defini¢goes conseguimos estabelecer uma relagao entre a
base tetrada e, a base coordenada g,,, e o espaco-tempo plano 7,,,, que pode ser escrita
da seguinte forma:

G = 1" €mpCny. (4.1-12)

Qualquer vetor pode ser expresso em termos desta base de tetrada dada por (4.1-12). Um

tipo de tetrada muito interessante sao as tetradas nulas. Ela pode ser obtida se fizermos
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uma escolha para base do tipo: v = (I*,n*, m* m"), sendo m* o complexo conjugado

de m*, e exigirmos que a mesma satisfaca as condigoes de ortogonalidade dadas por:
Fm, ="m, = n"m, =ntm, =0, (4.1-13)
condicoes de base nula do tipo,
"1, = n'n, = m"m, = m'm, =0, (4.1-14)

e condigoes de normalizacao,

lnt =—m,mt=1. (4.1-15)

Com essas condicoes, teremos uma base tetrada nula, que é utilizada em diversas situagoes

fisicas, como em nosso problema da corda com rotagao que sera estudado neste capitulo.

4.2 O método de Newman-Janis

Nesta secao, descreveremos como gerar, com o uso do algoritimo de Newman-Janis
(ANJ), a métrica de Kerr-Newman (buraco negro carregado com rotacao), a partir da
solugao de Reissner-Nordstrom.

Trataremos o ANJ como um procedimento de cinco etapas, segundo o qual geramos
novas solugoes das equacoes de Einstein, a partir de métricas estaticas e esfericamente

simétricas. O procedimento é o seguinte:

1. Devemos escrever o elemento de linha gerador(semente) estatico e esfericamente
simétrico, em um sistema de coordenadas avancadas nulas (u,r,6,¢), no qual a
componente g, ¢ eliminada e um termo cruzado é introduzido. Neste caso, como a

forma geral do elemento de linha estatico e esfericamente simétrico é
ds? = XM g2 — 2 g2 — 2 (d6* + send®de”) | (4.2-16)
deve-se fazer a mudanca de coordenadas
t=u+ / EAO (4.2-17)
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de modo que o elemento de linha possa ser escrito na seguinte forma,
ds® = 2V du? + 2e°T A dudr — * (d6* + senf®de?) . (4.2-18)

No caso em que o algoritimo é aplicado a solu¢ao de Reissner-Nordstrom, a métrica
deve ser escrita nas coordenadas avancadas de Eddington-Finkelstein!, pois, nesse

sistema o elemento de linha

2 2
ds? — (1 _zm Q_) du? + 2dudr — r? (d92 + sen2€d¢2) . (4.2-19)

r 72

2. A forma contravariante do tensor métrico deve ser expressa em termos de uma

tetrada nula do tipo:
g =1"n" + 1"n* — m*m” — m"m* | (4.2-20)

onde as componentes devem obedecer as relagoes de ortonormalidade,

L =mm"' =n,n"=0, (4.2-21)
[yt =—m,mt =1, (4.2-22)
lym'" =n,m" =0, (4.2-23)

em que a barra denota o complexo conjugado.

A tetrada pode ser escolhida da seguinte maneira: [* é um vetor tangente nulo? indo
para fora do cone de luz, n* um vetor nulo na origem, e m* um vetor tangente a

uma esfera bidimensional, com 7 e u constantes.

E conveniente utilizar a notacao de tetrada introduzida por Newman e Penrose[82):

Zg = (l“7n“’m“’mu) , a= 1’ 27374' (42_24)

'No Apéndice A desta tese falamos um pouco mais sobre o sistema se coordenadas de Eddington-
Finkelstein.
2E um vetor representado por um segmento orientado nulo, de comprimento zero.
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Os vetores nulos da base tetrada, para o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom,

descrito na forma avangada de Eddington-Finkelstein, eq. (4.2-19), sao:

"=t (4.2-25)
1 2m Q?
e
mi = — (gp g (4.2-27)
Vor \ 2 senf ?) ’

Esses vetores, juntamente com a expressao (4.2-20), devem reproduzir a forma

contravariante da métrica (4.2-19).

3. Devemos estender as coordenadas x” para um novo sistema de coordenadas
complexas 27,

27— 7 (4.2-28)

e, simultaneamente, fazemos com que os vetores da base tetrada Z! fiquem sujeitos

a uma transformacao do tipo:
ZY (27) — 27 (2°,27) (4.2-29)

exigindo que a forma antiga da tetrada e, consequentemente, a métrica, sejam
recuperadas quando ¥ = 7”. Em suma, o efeito desta transformacao “tilde”é criar

uma nova métrica cujas componentes sao funcoes reais de coordenadas complexas,

ou seja,
Guw = G : X x X = R. (4.2-30)
enquanto,
70 (a0, 2P|,z = Z8 (") . (4.2-31)

Uma transformacao deste tipo, nao é unica, pois existem diferentes escolhas de
transformagoes que satisfazem essas condigoes, (4.2-30) e (4.2-31). Por esse motivo,

o método de Newman-Janis tem recebido criticas de alguns autores [83].
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No artigo original de Newman-Janis [24], a forma da complexificacao escolhida para

a métrica de Reissner-Nordstrom, dada por (4.2-19), foi a seguinte:

"=l (4.2-32)
1 1 1 Q*
1 YT e R T R 2 Y 7 }
n* — nt = 6 5 [1 m (f + 7:> f%] Y (4.2-33)
e
- 1 i
i = (L) (12:34)
2r sen

Podemos verificar que, quando 7 = 7, estes vetores voltam a ter a forma original
antes da complexificagao, fornecida pelas eqs.(4.2-25)-(4.2-27), satisfazendo, assim,

a condicao (4.2-31).
4. Facamos, agora, uma transformacao complexa nas coordenadas, do tipo,
77 =27 + 1y (27) (4.2-35)

em que y” (z7) é uma funcdo analitica das varidveis reais z7. Deve-se levar em conta

que os vetores Z! se transformam como:

oxrt ~
I =—7° . 4.2-3
p = (4.2-36)

No caso original de Newman-Janis para gerar o espago-tempo de Kerr-Newman, a

escolha da fungao y” (z7) foi a seguinte:

xP = x” +iacosf (65 — 87). (4.2-37)
A partir desta equacao, vemos que a transformacao inversa é

xP = & —iacosf (6f — o7). (4.2-38)
Substituindo as equagoes (4.2-32) - (4.2-34) e (4.2-38) na relac¢ao de transformagao,

dada por (4.2-36), encontramos as componentes da base tetrada no sistema a2 =

(u,r,0,¢). Entao, de posse desses resultados e levando em conta a expressao que
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define o tensor métrico em termos das componentes tetradas, Eq. (4.2-20), chegamos

ao seguinte resultado para a métrica:

a’sen?0/% (1+ a*sen?d) /% 0 —a/%
2 2 __ 2mr—Q2%—a?%sen?d
g = (1+a’sen®d)/¥ 1 — "r—=g®>= () a/% (4.2-39)
0 0 —-1/% 0
—a/% a/% 0 1/3sen®d
e portanto, as componentes covariantes sao:
2mr—Q? 2mr—Q?
]_ I 1 0 CLS@’I’L26T
1 0 0 —asen’d
Gpw = 0 0 - 0
asen29—2mT£Q2 —asen’d 0 —sen?0 (7“2 +a?— a286n29—2m§@2>
(4.2-40)
sendo ¥ = r? 4 a? cos? .
5. Finalmente, devemos fazer a seguinte transformacao,
u=t+ f(r) e p=1v+g(r). (4.2-41)

Tal mudanca permitird escrever a métrica nas coordenadas de Boyer-Lindiquist,
isto ¢, um conjunto de coordenadas no qual apenas o termo g, encontra-se fora da
diagonal principal da matriz que representa as componentes covariantes do tensor
métrico. A justificativa para esta transformacao ¢ o fato que a componente g, estd

associada a rotacao [84].

4.3 Generalizacao do método para coordenadas
esféricas

Nesta secao faremos uma revisao da aplicagao do método de complexificagao de
coordenadas de Newman-Janis para um caso de simetria esférica de forma geral.

Nas varias etapas do ANJ, o tinico ponto de ambiguidade é a transformagcao “tilde”,
que é descrita no terceiro passo. Aplicando este passo a forma geral da métrica geradora

esfericamente simétrica e estatica, Eq. (4.2-19), teremos:
"=t (4.3-42)
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ﬁ:u‘ —e A(r,r)f¢(r,r)5g 5672)‘(F’F)5f‘ (43-43)
€
= (55 P ~5§> . (4.3-44)
V2r senf

Utilizando a expressao para a transformacao vetorial da base tetrada, Eq. (4.2-36),
para as componentes a = 1,2,3, respectivamente, e com o auxilio da relacao inversa
da transformagao, dada por (4.2-38), obtemos os vetores da base tetrada em termos de

coordenadas reais:

"= (4.3-45)
1
n:LL — e_)‘(rze)_(ls(rze)ég‘ — 56_2)\(71’0)6‘11‘ (43‘46)
e
1 l
- 84 +iasend(df — &) + —o ) . 4.3-47
" V2(r — iacos ) (2+ZCL8€7Z % 1)+36”‘9 3) 347

A forma contravariante da métrica é obtida substituindo diretamente esses resultados em

(4.2-20). Fazendo isto, encontramos:

2

_a s§n20 6—()\—4-(1)) 4 a25§n20 0 _%
—(A+9) a’sen?0 ( —2X a256n20> a
=1 T T ! X (4.3-48)
0 0 -+ 0
a a 1
> = 0 T Tsen?6
Consequentemente,
e2? e? A 0 asen®0e?(e* — e?)
¢+ et sen2
e 0 0 ae® " sen®l
G = 0 0 5 0 (4.3-49)
asen®0e?(e* — e?) —ae®sen?d 0 O(r,0)

com O(r,0) = —sen?d [r? + a* cos® § + a*sen®fe? (2e* — e?)].

Para finalizarmos, devemos fazer com que (4.3-49) adquira a forma de Boyer-lindquist.
Para tanto, realizaremos uma transformagao nas coordenadas, semelhante as eqs. (4.2-
41), para eliminar os termos g € g4, restando apenas a componente g, como o unico
termo nao-nulo fora da diagonal. Para que isto seja satisfeito, as fungdes f(r) e g(r)

devem ser dadas por:
(r) = e (X + a*sen?6e )
K= "9 (X 4 a?sen?@e??)

(4.3-50)
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a€2)\

Y + a?sen?fe2r’

flr) = (4.3-51)

Depois de algumas manipulagoes algébricas, encontramos que, nas coordenadas

(t,r,0,1), a métrica assume a forma

e 0 0 asen?fe?(e* — e?)
_ 0 Ee—z)‘:r§2sen29 0 0
9= g e X , (4.3-52)
0 0 0 o(r,0)

que representa a forma geral de uma métrica esfericamente simétrica, com rotagao, obtida
através de uma complexificacao de coordenadas.
A partir da préxima secao, iremos aplicar o método de Newman-Janis ao caso

particular de uma corda césmica e faremos uma generalizagao para simetrias cilindricas.

4.4 Métrica axialmente simétrica da corda cosmica

Originalmente, o ANJ foi concebido para obtencao de novas solucoes das equacoes de
Einstein a partir de solugoes estéticas com simetria esférica. Contudo, De Laurentis [80]
mostrou que esse método pode ser utilizado em teorias f(R), e para outras simetrias.

Nesta secao, adaptaremos o ANJ para obtermos, a partir de uma métrica com simetria
cilindrica, uma solucao axialmente simétrica para as equagoes das teorias f(R), com
rotagao[23]. Especificamente, utilizaremos, como semente, a métrica da corda césmica
obtida no capitulo anterior, para obtengao de uma solugao axialmente simétrica (solugao
com rotagao). Por simplicidade, admitiremos que a corda césmica é infinitamente longa,
estatica e muito fina, o que faz com que possamos descartar a solucao interior.

O elemento de linha que descreve o espago-tempo exterior a essa corda, no contexto

das teorias f(R), com f(R) = R+ aR", pode ser escrita como:
ds® = dt* — dr* — k;(r)?d¢?* — dz* | (4.4-53)

em que

Ki(r) = (1— Si’“L)r, i=12, (4.4-54)
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sendo
1
1= Ton [1— V1 —24ako0] , (4.4-55)
para o caso em que n = —1, e
1 2
S3 = —5 | ThOo — \/ K205 + 3a]| (4.4-56)
paran = 2.

Usando esses resultados, podemos perceber que, para diferentes valores de n, obtemos
apenas uma mudanca na componente gz, da métrica. Isto implica em diferentes déficits
angulares, para as escolhas n = —1 en = 2. E importante, ressaltar, no entanto, que
todas as métricas mantém a mesma forma algébrica quando f(R) = R + aR"™, de modo
que podemos trata-la de uma forma geral para qualquer que seja o valor de n, como
demonstrado no capitulo 3, desta tese.

Adotando o procedimento de Newman-Janis, vamos reescrever a métrica (4.4-53) no
sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein, ou seja, a coordenada g,, é eliminada?®

e um termo cruzado é introduzido, transformando-a em,
ds® = dv® + 2dvdr — k;(r)*de* — d2* . (4.4-57)

Na forma matricial, as componentes covariantes do tensor métrico sao dados por:

11 0 0
10 0 0
I =10 0 Ck(r)? 0 (4.4-58)
0 0 0 -1
Por sua vez, as componentes contravariantes sao representadas pela matriz
0 1 0 0
1 -1 0 0
nyo -
g 0 0 —1/m(r)? 0 (4.4-59)
0 O 0 -1
Essa métrica pode ser colocada numa base tetrada nula, como dada em (4.2-20),
g =1"n" + I"n* — mtm” — m"mt . (4.4-60)

3Posteriormente essa coordenada serd reintroduzida por uma nova mudanca no sistema de
coordenadas.
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Neste caso, os vetores que compoe a base de tetrada sao os seguintes:

ey (4.4-61)
b — —%51* 4o (4.4-62)

€
it — % [5;; + ;%i J , (4.4-63)

com [* nt, mt e mH satisfazendo as mesmas propriedades algébricas dadas em (4.2-21)-

(4.2-23), a saber:

L' =m,m" =n,n" = 0; (4.4-64)
[yt = —m,mt =1; (4.4-65)
lym'* =n,m" =0. (4.4-66)

Seguindo o roteiro de Newman-Janis, devemos agora transformar as coordenadas reais

em coordenadas complexas. Fazendo isto, a base tetrada é reescrita como:

s " =gt (4.4-67)
nt—s it = —%5’{ + o (4.4-68)

€
mh —s k= % [55‘ + Kzigr)} . (4.4-69)

A funcado k;(r), que antes era uma fungdo exclusivamente real, passa agora a ser uma
funcao real de uma nova varidvel complexa, 7, e do seu complexo conjugado 7, de tal
modo que, quando colocada em sua forma explicita, a funcao r;(7,7) tenha a mesma
forma de x;(r) quando 7 = 7, obedencendo a condicdo imposta por (4.2-31). Uma forma

da funcao k; satisfazer estes requisitos é escreve-la como

ka7, 7) = (1 S ) ViF (4.4-70)
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A nova métrica é obtida fazendo-se uma transformacao complexa de coordenadas do tipo
(4.2-35), ou seja,

77 =27 + iy’ (%), (4.4-71)
onde y” (z7) é uma funcdo analitica das varidveis reais z°.

Obviamente, uma transformagao do tipo (4.4-71) nao é tnica, tornando o processo do
calculo da métrica com rotacao dependente da escolha a ser feita, que deve ser aquela
mais apropriada, do ponto de vista matematico. Tendo varias transformacoes complexas
possiveis, obviamente tivemos que tentar algumas até conseguirmos o resultado desejado,

que se realiza através da seguinte transformacao:
 =at —da (6 — o) r, (4.4-72)

sendo a uma constante.
Uma relagao inversa para (4.4-72) pode ser colocada de forma geral em termos das
coordenadas complexas 7#, sendo dada por:
ia

Entao, com o auxilio da expressao (4.2-36) e as equagoes (4.4-67)-(4.4-69), vemos que

os novos vetores da base tetrada, em funcao das coordenadas z*, sao descritos pelas

expressoes:
- ﬁ (6" + iad) | (4.4-74)
nh = m (2 + ia)s — 6] (4.4-75)
(§]
= % {55‘ + %} . (4.4-76)

De posse desses resultados e com o uso da expressao (4.4-60), encontramos as novas

componentes contravariantes da métrica, que sao dadas por:

ia(2+ia) 1
(1+ia)? (14+ia)? 0 0
L ——1 0 0
g = (1+6a)2 (18w)2 ) 0 (4.4-77)
T ki(r)?
0 0 0 —1
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Suas componentes covariantes sao expressas por:

1 1 0 0

| 1 (a® — 2ia) 0 0
gy,l/ - O O —/ﬁ}i(r)Q O (44‘78)

0 0 0 —1

Analogamente a (4.4-77), sua forma covariante possui apenas uma componente
simétrica fora da diagonal principal, tornando nosso caminho matematicamente mais facil
para a determinagao de sua forma com rotagao. Para tornar a rotagao evidente em (4.4-
78), vamos fazer novamente uma transformacao nas coordenadas, pois a forma com que
esta apresentada nao deixa claro que a métrica possui rotagao. Para alcangarmos nosso

objetivo, vamos escrever (4.4-78) na forma convencional,
d82 = g(]odl)2 -+ 2901d7jd7’ + gndr2 + 922d¢2 + 933d22 s (44—79)

ou seja, temos que realizar uma transformacao sobre (4.4-79) de modo que a componente
go1 seja nula e a componente da rotacao azimutal, ggs, seja diferente de zero. Para isso,
devemos escrever a métrica (4.4-79) na forma de Boyer-Lindquist [84]. Com esse objetivo,

adotamos a seguinte transformacao na coordenada v:

dr

dv = dt dp — —— 4.4-80
v=ditmde =Ty (4.4-80)
sendo m uma constante.
De fato, substituindo (4.4-80) em (4.4-79), obtemos:
ds* = dt* — dr® + [m® — €% d¢* + 2mdedt — dz* (4.4-81)
ou em forma matricial,
1 0 m 0
0 -1 0 0
I =m0 [m? —e2r?] 0 ’ (4.4-82)
0 0 0 —1.

onde

2mog

€6 = (1— e ) . (4.4-83)
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O parametro m caracteriza os termos relacionados a rotacao da corda. Se fizermos
m = 0 em (4.4-82), obtemos uma corda estédtica como tinhamos inicialmente, eq. (4.4-53).
A constante o, que estd embutida no termo ¢;, caracteriza as teorias f(R) de gravitacao
modificada, dependendo apenas da escolha especifica de n. Se fizermos o = 0, em qualquer
uma das teorias f(R), retomamos o caso da solugao da corda césmica com rotagao na
Teoria da Relatividade Geral. Fazendo m = o = 0 em (4.4-82), recuperamos a solugao
estdtica da corda usual obtida por Hiscock [19], dada pela equagao (3.1-20).

A métrica da corda com rotagao em Relatividade Geral é dada por:
ds? = [F(r)dt — M (r)d¢]> — A(r)%d¢* — dr? — dz* | (4.4-84)
ou ainda
ds* = F(r)*dt® + [M(r)* — A(r)?] d¢* — 2M (r)F (r)dtdp — dr* — dz* (4.4-85)

sendo F';, M e A apenas fungoes de r. A solugao exterior a métrica tem a solugao de vacuo
plano, isto é:

F(ry=1, M(r)=m e A(r)=B(r+ry), (4.4-86)

onde m, B e ry sendo constantes.

Substituindo (4.4-86) em (4.4-85) e fazendo v’ = r + r(, encontramos:
ds? = (dt —mdp)® + (1 — 4uG)*r'"de? — dr'* — d2>. (4.4-87)

Localmente este é o espacgo-tempo de Minkowski, mas globalmente, apresenta uma
topologia diferente. Note que se m # 0, existe uma estrutura helicoidal no tempo, e
se B <1 asecaot =z = const tem uma topologia conica. A constante m é determinada
através do momento angular por unidade de comprimento J, sendo dada por m = 4.J.
Por sua vez, a constante B, a qual é expressa por B = 1 — 4Gpu, é uma medida do deficit
angular do cone.

As métricas da corda na Relatividade Geral e em teorias f(R) possuem formas

algébricas semelhantes. Entao, diante disso, esperavamos que as solugoes com rotacao
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também possuisem as mesmas caracteristicas. De fato, comparando (4.4-81) e (4.4-87),
podemos ver que a corda cédsmica com rotagao em f(R), eq. (4.4-81), tem a mesma forma
algébrica da Relatividade Geral, eq.(4.4-87), e sdo indénticas no limite em que v — 0,
caso em que £;(r) = 1 —4pG. A solugdo em teorias f(R) mantém o cardter constante do
momento angular J, sendo idéntico ao caso da Relatividade Geral. Especificamente na
solucao que obtivemos, ele é identificado como uma constante na transformacao complexa

da varidvel temporal do, em (4.4-80), que foi previamente escolhida como tal para este

fim.
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Capitulo 5

A Corda césmica com estrutura e
com rotagao em Teorias f(R)

No capitulo anterior deduzimos a solugao de vacuo para a corda cdésmica com rotagao
em teorias f(R) , dada pela eq.(4.4-81). No intuito de compreender melhor a geometria
de uma corda coésmica com rotacao em teorias modificadas e as alteragoes produzidas no
espaco-tempo, vamos determinar a solucao interna para uma corda césmica com rotacao
adotando um modelo especifico para descrever o seu interior. Para a corda césmica, dois
modelos diferentes tem sido adotados para descrever a sua geometria interna: O ballpoint
pen, modelo proposto independentemente por Gott e Hiscock[85, 86], que substitui a
singularidade conica no eixo da corda por uma curvatura do espago-tempo constante na
regiao interior, e o flower-pot-model, desenvolvido por Allen e Ottewill[87], que apresenta
uma curvatura concentrada sobre um anel no espaco-tempo interior da corda. Para este
trabalho adotaremos o modelo do ballpoint-pen proposto por Hiscock [86] e encontraremos
a métrica associada a uma corda césmica com estrutura e rotagdo em f(R)[25].

Diferentemente dos trabalhos que realizamos anteriormente sobre cordas, onde sempre
adotamos um modelo para a funcao f(R), neste capitulo, ndo vamos adotar nenhuma
forma especifica para esta funcao. Portanto, a solugao esta obtida para qualquer f(R).
Apenas nos resultados finais, particularizaremos a fungao f(R) para efeito de comparagao
com um resultado ja obtido anteriormente para o modelo do ballpoint pen da corda

césmica com rotagao, encontrado por Jansen e Harald[88], na Teoria da Relatividade
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Geral.

Conforme enfatizamos anteriormente, as equacoes diferenciais geradas por teorias
f(R) de gravitacao nem sempre possuem uma solugao analitica, devido principalmente
ao seu elevado grau de componentes nao lineares. As equagoes obtidas, dada o grau
de complexidade, nao tinham solugoes analiticas conhecidas. Tivemos, entao, que
desenvolver um detalhado estudo das condigdes de energia em teorias f(R) para o espago-
tempo especifico da corda cosmica com rotacao.

Na proxima secao detalhamos um pouco do trabalho que foi feito sobre estas condicoes

de energia.

5.1 Condigoes de energia em teorias f(R)

Uma solucao matematica, necessariamente nao representa uma solucao fisica, pois,
uma equacao pode ter vérias solugoes que nao atendem as condigoes fisicas. No entanto,
devemos considerar e estabelecer alguns critérios sobre as mesmas, para selecionar aquelas
solucoes que obedecem a critérios fisicos bem estabelecidos, como por exemplo, aquelas
baseados nas condicoes de energia obedecidas pelo sistema. Como é conhecido, as
condicoes de energia sao utilizadas em varios contextos da fisica para se encontrar
resultados fisicamente aceitaveis em diversas situagoes. Em teorias f(R) a situagao nao é
diferente, em varios casos recorremos as condicoes de energia para uma simplificacao de
nossas equagoes [89, 90|, e para selecionar as solugoes que possuem significado fisico. As
condicoes fisicas impostas sobre um sistema, através das quais, se derivam as condigoes
de energia, apartir da equacao de Raychaudhuri, sao independentes da teoria geométrica
da gravitagao adotada [91], permitindo assim, extender o mesmo raciocineo utilizado na
Teoria da Relatividade Geral, para a determinacao das condigoes de energia, em teorias
de gravitagao modificadas, tipo f(R).

Procedendo-se de modo semelhante ao que é encontrado na Relatividade Geral, vamos

reescrever as equagoes de campo das teorias f(R) de gravitagdo no formalismo métrico,
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dada pela eq. (2.2-45) e que podem ser colocadas da seguinte forma:

T

R,uz/ == 7;1/ - Eg,uzn (51—1)
sendo,
1 /
7:w = f(R)/ [Tuu + (vuvu - guuD) f(R) ] ’ (51_2>
I L _
T = sy T+ = RARY =30 (5.1-3)

A linha representa a derivada da funcao com relacao ao seu argumento. O é o
D’Alembertiano na forma covariante, V,, é o operador derivada covariante e T' = ¢g"*T},,

¢ o traco do tensor energia-momento, onde 7}, é:

P g 0 0

0 p, 0 0
Tl/: )
Z 00 py O

0 0 0 p,

sendo p; as pressoes em suas respectivas diregoes e g4 o fluxo de energia.
As condicoes de energia obtidas a partir da equacao de Raychaudhuri na Relatividade

Geral sao as seguintes:

’ Condigoes de Energia na Relatividade Geral ‘

Tipo Inequacao Condigao

fraca T, 0"v” > 0 p=20,p+pi>0

nula Twk'K” >0 p+pi =0

forte (T,w — %Tg,w) vr' >0 | p+> 0 >0p+p; >0
dominante =TV >0 p>0,p>|pi

onde p é a densidade de energia.

Como foi ja foi dito, as inequacoes obtidas a partir da equagao de Raychaudhuri, que
norteiam o principio de conservagao de energia, sao independentes da teoria de gravitacao
que se estd utilizando. Assim, para deduzirmos todas as condigoes especificas de energia
para a geometria interna de uma corda cdsmica com rotagdo em teorias f(R), basta
seguirmos o mesmo roteiro que é feito em Relatividade Geral. Neste caso, como ja
reescrevemos as equagoes de movimento das teorias f(R) de uma forma semelhante as da
TRG, eq. (5.1-1), as condigoes de energia em teorias de gravitagao modificada f(R) ficam

sendo expressas por:
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| Condigoes de Energia em f(R) |

Tipo Inequacao

fraca Twvtv” >0

nula TwklE” >0

forte (7;” - %’Tg,“,) vhoY >0
dominante —7;”11“ >0

O tensor energia-momento em teoria f(R), 7, e o seu trago T, agora sao dados pelas
egs. (5.1-2) e (5.1-3), respectivamente. Os vetores k* e v* s@o tangentes a geodésica, que

podem ser escritos em termos de uma base tetrada! da seguinte forma:

k' = el + ael + bely + cek, (5.1-4)
v =y (e + ael + bely + cel) (5.1-5)

com,
y=vV1—a%—b— 2 (5.1-6)

o m,v __ Sv

sendo el a nossa base de tetrada, tal que ejle;, = 0,,.
Vamos dividir o estudo das condigoes de energia em teorias f(R) em duas partes: na
primeira faremos a deducao das condicoes de energia forte e nula, baseados na equagao

de Raychaudhuri, e posteriormente, faremos uma redefinicao do tensor energia-momento,

que nos ajudara a encontrar as duas outras condigoes de energia, fraca e dominante.

5.1.1 Condicoes de energia a partir da equacao de Raychaudhuri

Comecemos por determinar a condicao de energia forte. Para tal, consideremos a

seguinte desigualdade:

R, v > 0. (5.1-7)

Para o célculo especifico de condigoes de energia, vamos considerar o espaco-tempo de

uma corda coésmica com rotac¢do em teorias f(R) como sendo:

ds® = [dt — M(r)d0]* + A(r)do* — dr* — dz°. (5.1-8)

!Para mais detalhes sobre base tetrada, consultar a secdo 4.1 desta tese.
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Ao substituirmos v* na inequagao (5.1-7), sendo a = b = ¢ = 0 para a condicao forte, a

unica componente diferente de zero sera:
T
Too — 5 900 > 0, (5.1-9)

onde todas as componentes devem ser cuidadosamente calculadas na base tetrada et,. O

D’Alembertiano para a métrica (5.1-8) é dado por:

2
af A<1T> dzzllir) sz_ffu N d;‘i (%) N (Ccll_f> Ia (5.1-10)
Substituindo esses resultados na inequagao (5.1-9), apds algunas manipulagoes algébricas
encontramos a seguinte expressao para a condi¢ao de energia forte da corda césmica com
rotacao,

p*—}:pr+fﬂﬂ-—RfUﬂ“—DfUﬂ'20~ (5.1-11)

Sendo ) . p; o somatério das pressoes. Para a determinagao da condigao de energia nula

devemos considerar a seguinte desigualdade:
Tuwk'k” > 0. (5.1-12)

Desenvolvendo o mesmo procedimento para esta inequagao, com b =c =0 e a = 1 para

a condicao nula no vetor x*, encontramos a seguinte expressao:

P 1 dA(r)dR
pbr A(r) dr dr

f"=0. (5.1-13)

Expressoes semelhantes podem ser encontradas para py e p,, e sao dadas por:

p+ps > 0. (5.1-14)
d (dR dR\?
ptpet (%> I (%) o0 (5.1-15)

Devido ao fato de nao estarmos tratando de um fluido ideal, temos 3 condigoes

de energia nula distintas, pois, em nosso modelo de corda as componentes da pressao
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sao diferentes, ou seja, p, # py # p.. Todas essas condigoes, foram obtidas partindo
da equagao de Raychaudhuri, para as teorias f(R), considerada como um caso mais
abrangente da Teoria da Relatividade Geral. Logo, se fizermos f(R) = R, em qualquer
uma de nossas inequagoes acima reobtemos imediatamente as condi¢oes de energia usuais

para a TRG.

5.1.2 Condicoes de energia a partir do tensor energia momento
efetivo

Para a determinacao de tais condicoes, poderiamos proceder do mesmo modo que

na subsecao anterior, partindo da equacao de Raychaudhuri para as condigoes fraca e

dominante, 7, v"v" > 0 e —7;”1)“ > 0, respectivamente, e com o auxilio de (5.1-2)

encontrariamos duas condigoes restantes. Porém, uma outra importante definicao em

teorias f(R) deve ser levada em consideracao, neste momento, que é o fato de que nesse

tipo de teoria, podemos definir um tensor energia momento efetivo, Tﬁ,fe, dado por :

(f — R
2

Tefe _ i

1224 _f/ 7:“’+

G + V.V, —g,0) '] . (5.1-16)

Com esta definicao, nossa andlise se torna bem mais simples, pois, o tensor energia
momento efetivo nos ajuda a compreender bem melhor a extensao das teorias f(R), e
com o seu auxilio, por exemplo, podemos, a apartir da condi¢ao de energia forte usual
da Teoria da Relatividade Geral, p + p; + p2 + p3 > 0, fazermos uma extencao do tipo,
pe 4 pe 4 pi e 4 pife > 0, sendo pef¢, a densidade de energia efetiva da corda, dada pela
componente p = v = 0 da equacao (5.1-16). Assim, uma simples extensao nos permite

obter a condigao de energia forte em teorias f(R), que é dada por

p+> pi+f—Rf —0Of >0, (5.1-17)

e corresponde exatamente a equacao obtida anteriormente considerando a equacao de
Raychaudhuri, eq. (5.1-11). O tensor energia-momento efetivo funciona como uma espécie

de extensao de uma teoria de campos que se baseia na variacao do escalar de curvatura,

99



A Corda césmica com estrutura e com rotagao em Teorias f(R)

sendo em todos os casos mais abrangente que a Teoria da Relatividade Geral. No caso
particular de f(R) = R, ele também volta a ser o tensor energia-momento usual, como
esperado. As componentes desse tensor, como densidade de energia, pressao e fluxo de

energia, também sao uma generalizacao das componentes usuais,

pefe — % {p . (f _2Rf,) + Df/ , (51_18)
ife — % |:p7“ + (f _QRf,) + A;{H% _ I:|f/:| ’ (51_19)
pje:t%[pw+iiigﬂ3~_mf', (5.1-20)
. / d 2 d2
@ﬁ=% Z+Q7§Q+(égmﬂ+3§ﬂ—ﬂfr (5.1-21)

embora as pressoes se apresentem em todas as direcoes da corda, o fluxo de energia é

direcionado apenas no sentido azimutal da corda césmica, sendo dado por

1 1 dM dR

efe "

= — + —_ ) .1-22
g0 f! [% 2A" dr dr ] (5 )

Para qualquer um dos casos acima, ao fazermos f(R) = R recuperamos as condigoes de

energia usuais e suas respectivas componentes de densidade e fluxo de energia . Com o
uso dessas novas definicoes de pressao e densidade de energia, podemos agora estender o
principio das condigoes de energia fraca e dominante da Teoria da Relatividade Geral, do
mesmo modo que foi feito anteriormente para a condicao forte. Estas duas condigoes sao

dadas, respectivamente, por
ple>0, pletpdc>0 e ple>pi, (5.1-23)

onde i = (1,2,3). Usando essas condigoes, e as eqgs. (5.1-18) a (5.1-21) obtemos as
seguintes relacoes:

i) Condigoes de energia fraca,

p— (f _2Rf,) + Df/ > 07 (5.1_24>
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dA 1 dR
2> 1-2
Pt dr A(r) drf 20, (5.1-25)
p+ps =0, (5.1-26)
dR\? R
1" 1 > 1_2
p+pz+(—dr) [ =0, (5.1-27)
i1) Condigoes de energia dominante,
1 1 dA 1 dR
— —(f=RfY+Of > S(f—RM+ L= B _gp 1-2
p=g U= RPHBF > pet g (T = RF)+ sl =6, (5.198)
1 ! / ]' / /
p= 3= R4 0 2 oot 5 (7~ RY) - 0f | (5.1-20)
1 1 AR\’ *R
_ = _ / I:\ /> - _ / n l/_ D ! . 1-
Py =R +OF 2 oot g =R+ (5) £ G- ar| Gaso)

As equacoes de campo da TRG podem ser reescritas em termos do novo tensor energia-
momento efetivo,
R

=g =Tl (5.1-31)

R — 5

com T’ 556 ja definido anteriormente em (5.1-16) e,

igm/ - (v,uvu - g;wD) f/, (51—32)

T = 'R = 5

Rearranjando as equacoes de campo em termos do tensor energia-momento efetivo, ficara
bem mais facil o procedimento matematico para determinacao das componentes de (5.1-

31). A seguir faremos isto.
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5.2 O modelo BallPoint Pen para a corda césmica
com rotacao

O elemento de linha nas regides interna e externa a corda, assume a seguinte forma[88]:
ds? = —[F(r)dt + M(r)d¢]* + A(r)?de? + dr? + d2>. (5.2-33)

sendo F, M e A funcoes apenas de r. Na regiao exterior a solugao é de vacuo. Portanto, o
espaco-tempo ¢ localmente plano, no caso em consideragao. Vamos determinar somente a
solugao que descreve a regiao interior da corda com rotagao, uma vez que a regiao exterior
ja fo determinada anteriormente no capitulo 4 desta tese. Neste caso, para o modelo do

ballpoint pen que iremos utilizar, fazemos F'(r) = 1 em (5.2-33), e portanto, temos
ds? = — [dt + M(r)d¢]> + A(r)2d¢? + dr? + d=*. (5.2-34)

Por uma questao de simplificagdo matematica, vamos definir todas as grandezas fisicas

e componentes matematicas em termos de uma nova base de tetrata dada por:

e dat = F(r)dt + M(r)dg, (5.2-35)
e dat = A(r)de, (5.2-36)
erdr = dz, (5.2-37)

e dat = dr. (5.2-38)

Com esta definicao estabelecemos uma relagao entre a base coordenada e a base tetrada,
bem como o tensor métrico de Minkowski e o do espaco-tempo curvo, dada pela seguinte

expressao:

Nmn = eumerubg/wa (52—39)
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onde 7,,, ¢ a métrica do espaco-tempo plano de Minkowski,

100 0
[ o 100
=10 0 1 0

0 00 1

g € a métrica na base coordenada (5.2-33) e e sao as matrizes de transformagao entre

as bases, dadas por:

1/F —M/FA 0 0
L 0 0 01
e prnd
m 0 1/A 00
0 0 10
e sua inversa
F 0 M 0
m 0 0 A O
“~{ o0 0 1
0O 1 0 O

Todos os vetores, ou tensores, das equagoes modificadas de Einstein, eq. (5.1-31), terdo

de ser calculados na nova base tetrada (5.2-39).

5.3 A métrica da corda césmica com rotacao

Nosso objetivo, agora, é encontrar uma solugao para as equagoes modificadas de
Einstein (5.1-31), que descreva o campo gravitacional de uma corda cdsmica com rotagao
azimutal, que possua uma estrutura interna, com densidade linear de massa u, situada
ao longo do eixo z e que obedeca as condigoes de energia para os limites relativisticos

descritas anteriormente. Considerando, novamente, o espago-tempo descrito em (5.2-34):

ds® = —[dt + M(r)dp]* + A(r)2d¢® + dr? + dz2?, (5.3-40)

encontramos que o escalar de curvatura para esta métrica é dado por:

LM\ A
_ LM A 3-41
Y L s

onde a linha representa a derivada com respeito ao argumento da funcao, nesse caso r. As

componentes nao nulas das equagoes de Einstein modificadas, na base tetrada, em termos
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da base coordenada, podem ser obtidas com o uso de (5.2-39). As componentes do tensor

de Riemanm na base tetrada sao:

_ 1M
Rm=§CX)7 (5.3-42)
_ M M/A/Q
R01—<2A>—(2A ) (5.3-43)
B 1 /M 2 A
Ry = 3 (7) AR (5.3-44)
_ L/ M
R%::§<TI)’ (5.3-45)

A barra indica que a quantidade estd expressa na base tetrada. Podemos ainda mostrar

que as equagoes (5.1-31) podem ser reescritas da seguinte forma:

df(R) 5 [(R)_ oo _z o) YR _ 5
WR,W - Tg,u/ + (Vuvu - g;wD) 7 - Tuw (53_46>

onde todas as componentes estdo calculadas na base tetrada (5.2-39), e V,, representa a
derivada covariante na base tetrada. O escalar de Ricci nao apresenta variacao entre as

duas bases. Tomando a componente, u = v = 0, desta equacao, encontramos:

3 /M 2 ?A 1
efe _ 2 [} _ 22 _
p 1 ( ) 2 A (5.3-47)

Para que possamos integrar essa equacao, que deve obedecer a condicao de energia fraca

(5.1-24), podemos admitir uma forma bem mais simples para a densidade de energia,

dada por

3 (M
ple = I (7) + A, (5.3-48)

sendo A > 0. Podemos garantir que a condicao de energia seja satisfeita e que o problema

tenha solugao, que é dada por:

A(r) = \% sin VA, (5.3-49)
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onde impusemos que A(0) = 0 e %’r:O = 1 de modo que a solugao nao possua uma
singularidade conica no seu eixo de simetria. Uma discussao mais aprofundada sobre o
parametro A merece ser feita, e isto faremos posteriormente, na determinacgao da funcgao
M(r).

As componentes nao-nulas das equagoes de Einstein modificadas (5.3-46), em termos

das fungoes A(r) e M(r) e ainda da fungao f(R), sdo as seguintes:

ROl e

Cdf(R) |1 /MNP A" f(R) A'dRAf(R) df
v=" |2(x) 3| Fa e o (m) 6
Dy = O <%) — @, (5.3—52)

_Ldf(R) (M'\®  f(R) [(dR\’&f(R) d*f(R)dR df
P==574r (7) _T_(%) dRS dR? dr2+D(E)‘ (5.3-53)

df (R) <M” M’A’) M'dR d%f(R) df (R)

AL _ _ L and VL G 354
©“="gr \24  2A2 9A dr dR? dR (5.3-54)

Para determinarmos a fun¢ao M(r), vamos invocar a condigao de energia forte, dada
pela eq. (5.1-11). Vamos substituir as equagdes (5.3-50) a (5.3-53), que sao as formas
explicitas da densidade e das presses, em (5.1-11). Assim procedendo, chegamos a

seguinte equagao:
dM(r)

——— —sinVAr—y =0, (5.3-55)
dr
cuja solucao é:
1
M(r) = r——(COS\/Xr—1), 5.3-56
(r) =7 7 ( )
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com v sendo uma constante adimensional, positiva ou nula, que satisfaca as condic¢oes de

energia, e que é dada por

v = . i/x (cos Vrg — 1) ; (5.3-57)

onde 7 é o raio da corda. Para obtermos a solugao (5.3-56), consideramos que exatamente
na origem, r = 0, o observador nao devera sentir a rotacao da corda, de modo que a
componente gopo da métrica deve ser zero, e para isso, M (r = 0) = 0. Para encontrarmos
a constante v em termos de A fizemos a juncao das duas solugoes, externa e interna, na
fronteira, em r = ry. Tendo em vista que a solucao interna deve coincidir com a solugao
de vécuo externa, em r = 1y, também fizemos M (r = ry) = 0.

Encontramos um resultado, no minimo intrigante, para as duas fungoes A(r) e M(r),
dadas pelas egs. (5.3-49) e (5.3-56), pois ambas sdo dependentes de A. O fato reside
justamente nessa dependéncia, a questao é que desde que 7 foi escolhido como sendo maior
ou igual a zero como uma forma possivel de se resolver a equagao (5.3-55), ao fazermos
coincidir a solucao interior com a solucao exterior na fronteira, r = ry, encontramos a
expressao (5.3-57) como forma explicita de 7, porém, a tnica forma de nao violarmos as
condigoes de energia do nosso sistema fisico foi fazendo cos v Arg = 1, o que nos leva a

uma vasta possibilidade de valores para A,

(5.3-58)

todos positivos, como exigidos pela equagao (5.3-48), para que a densidade de energia
permaneca positiva, garantindo a condi¢do de energia fraca, com n = (1,2,3,..). Este
resultado faz com que tenhamos uma distribuicao discreta nos possiveis valores de A e

consequentemente uma quantizacao na densidade de energia efetiva da corda, eq. (5.3-47),

2
A in /A
po A (7 +sin */_T> Y (5.3-59)

4 sin vV r
Nesta expressao levamos em consideragdo que a funcdo f(R) possui a seguinte forma

especifica: f(R) = R+ aR?.
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A densidade de energia efetiva apresenta uma divergéncia em r = 0 e outra proxima a
superficie da corda, tendo um comportamento aproximadamente constante nesse intervalo.
As grandezas fisicas associadas ao interior da corda césmica com rotacao, tais como
pressao, fluxo e densidade de energia dadas pelas eqs. (5.3-50)-(5.3-54), sdo dependentes
da constante A\ e também de o, de modo que o sinal escolhido para «, positivo ou negativo,
¢ de fundamental importancia para cada uma das grandezas. No caso especifico da
densidade de energia, eq. (5.3-50), também apresenta um comportamento quantizado
semelhante ao caso efetivo, porém nessa situacao devemos escolher o parametro o como
sendo negativo, caso contrario teremos uma densidade negativa de energia. Para um caso
particular r = 1o, exatamente sobre a superficie da corda, nossa expressao para M(r) é
nula, e o observador deixa de sentir rotacao, a pressao sobre ele também desaparece, e a
funcao A(r) torna-se uma constante. A solu¢do que encontramos para a corda é bastante
diferente do modelo que ja existe na Teoria da Relatividade Geral, principalmente no
aspecto de distribuicao de energia, que em um determinado ponto se apresenta como

continua e em outro discreta.
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Capitulo 6

Espaco-Tempo de Letelier com
rotacao

Nos anos 70 e 80 do século passado, houve uma intensa discussao sobre a teoria das
cordas geométricas, cuja motivacao foi a possibilidade de sua aplicagao em modelos de
particulas elementares. Originalmente, foi proposta uma extensao do modelo relativistico
de nuvem de poeira para um fluido perfeito.

Em trabalho pioneiro sobre esse tema, Letelier [92] apresentou um tratamento
invariante de gauge para o modelo de fluido de cordas incoerente, e obteve solucoes
particulares das equagoes de Einstein, no contexto do modelo mencionado. Letelier [92]
apresentou duas razoes principais para estudar as equacoes de Einstein para uma nuvem
de cordas. A primeira foi que cordas relativisticas, consideradas classicamente, podem ser
usadas na construc¢ao de modelos para as interacoes [93, 94].

A segunda razao de acordo com Letelier [92], esta associada ao fato de que o Universo
pode ser representado por uma colecao de objetos extendidos, e portanto, um modelo
cosmoldgico com uma poeira de cordas poderia fornecer os elementos, via a construcao
de um modelo, para investigar as propriedades relacionadas com essa descricao que usa
nuvem de cordas.

O tratamento geral de cordas utilizando um modelo invariante de gauge para uma
nuvem de cordas, iniciado por Letelier [92], no qual foram obtidas as solugoes das equagoes

para uma nuvem de cordas com simetria esférica, plana e cilindrica, foi generalizado para
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um fluido de cordas [95], no qual foi considerada a pressdo ou a tensao produzida pelas
cordas que formam a nuvem.

Dando sequéncia ao tratamento relativistico da nuvem de cordas, onde foram
considerados efeitos gravitacionais produzidos por cordas e associados ao acoplamento
destas com o campo gravitacional, Letelier [96] investigou o papel de uma nuvem de
cordas em modelos cosmologicos, em especial, o modelo de Bianchi tipo I e o espaco-
tempo de Kantowski-Sachs. No modelo adotado por Letelier [96], cada corda possui uma
certa massa, e é formado por uma corda sem massa, com particulas com massa colocadas
ao longo de sua extensao, as cordas desse modelo foram chamadas de p-cordas[97], mais
recentemente, nos anos 90 do século passado, as cordas césmicas foram investigadas em
varios cendrios, em especial, em modelos cosmoldgicos, tendo em vista a possibilidade de
que esses defeitos topoldgicos possam ter gerado a flutuagao de densidade de energia em
escala suficiente para explicar a formagao de estruturas [18]. Nesse cendrio, o desacordo
entre a entropia na radiagao césmica de fundo (CMB) prevista pelas cordas cdsmicas e os
dados observacionais, descartaram o uso de cordas como sementes césmicas no processo de
formagao de estruturas [18]. Mais recentemente, chegou-se a conclusao de que as cordas
coésmicas foram formadas no final da era inflacionaria, e que a existéncia de redes de
cordas no Universo primitivo nao entram em contradicao com os dados observacionais da
atualidade [98], e que o papel importante, originalmente atribuido a esses defeitos, passou
a ser reconsiderado, tendo em vista a ligacao entre as cordas cosmicas e as supercordas,
prevista na cosmologia de Branas [99].

Trabalhos recentes sobre cenarios contendo nuvens de cordas consideram modelos
cosmoldgicos inomogeneous, em que um fluido de cordas é a fonte do campo gravitacional
[100], bem como cordas cdsmicas como fonte do modelo cosmolégico de Bianchi tipo 11
[101].

Neste capitulo, vamos obter a solugao correspondente a um espago-tempo gerado por

uma nuvem de cordas, com rotac¢ao[26], a partir da solugao obtida por Letelier [92], que
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corresponde ao espago-tempo(espago-tempo de Letelier) gerado por uma nuvem de cordas,
com simetria esférica. Na secao II, faremos uma breve revisao sobre a solucao obtida por
Letelier [92]. Na segdo III, obteremos a solugdo estaciondria, com o uso do método de
complexificagdo de coordenadas desenvolvido por Newman e Janes [102]. Na segao 1V,

apresentaremos os comentarios finais.

6.1 Espaco-tempo de Letelier

Nesta se¢ao, vamos apresentar a solucao das equacgoes de Einstein obtidas por Letelier
[92], para uma nuvem de cordas com simetria esférica como fonte. Para obter essa solugao,
as equagoes de Einstein sao resolvidas para uma métrica estatica com simetria esférica

dado por,

ds® = e’dt? — eMdr" — r*df? — r* sin 0%d¢?, (6.1-1)

onde v e A sao fungoes somente de r.

As simetrias do espaco-tempo em consideracao restringem a densidade p e a grandeza,

ozt Ox¥
S = AP 6.1-2
ONA ONB ( )
onde €4 é o tensor de Levi-Civita em duas dimensoes, definido por: €' = —¢!® =1, e )\ é

um parametro tal que z# = r#(\*) descreve a superficie de universo da corda(A? = A%, A1),
onde \° e A! sdo parametros tipo-tempo e tipo-espaco, a depender somente de r. Desta
forma, as simetrias restringem X, a ter somente duas componentes diferentes de zero,
a saber, Xy e Xo3. Esta quantidade X", que é esfericamente simétrica, é tal que
¥0i(i = 1,2,3), bem como Y% = ¥*(permutacoes ciclicas de i,j,k), apontam na direcao
radial.

A solucao geral para X9 é [92]

201:i26—()\+u)/27 (6.1-3)
er
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onde a é uma constante de integragao positiva [92]. As equagoes de Einstein, neste caso

sdo dadas por [92],

20" — NV + 4V [r + 17 =0, (6.1-4)
20" — NV — 4 [r + V" =0, (6.1-5)
e [1 + g(z/ N — 1] - —a. (6.1-6)

De (6.1-4) e (6.1-5), encontramos a seguinte relacao:
VN =0, (6.1-7)

e portanto,

v =—)\ (6.1-8)

onde foi omitida a constante de integragao, uma vez que ela pode ser escolhida como
sendo igual a zero por uma redefinicao conveniente da coordenada temporal.

As equagdes (6.1-6) e (6.1-7) nos fornecem o seguinte resultado:
() =1-a (6.1-9)

Resolvendo (6.1-6) e usando a relacao dada por (6.1-8), obtemos

2
¢ =er=1—aq=""1 (6.1-10)
T

sendo m uma constante de integracdo. Agora vamos considerar o caso geral, isto é,
=3t r), p=ptr), A=Atr) e v=uv(tr). (6.1-11)

Da mesma forma que no caso anterior, encontramos que as unicas componentes nao-nulas
sdo Y1 = —Xjp. Portanto, a componente Ty; do tensor energia-momento é nula [92]. Isto
implica que A é independente do tempo, e como consequéncia Yy, p € v sao também,
independentes do tempo. Portanto, a solu¢ao em que v = v(r) e A = \(r) é a mais geral,
para a simetria considerada.

As diferentes condigoes de energia impoem condigoes sobre . Considerando as

condicoes de energia, temos:
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1. Condicao de energia fraca, isto é,
T u,uy > 0, (6.1-12)
onde u, ¢ um vetor tipo tempo, ou seja, u,u* > 0.

2. Condigao de energia dominante,

T" w,u, >0 (6.1-13)
w, T T u, >0 (6.1-14)
3. Condicao de energia forte, isto é,
1 14
(TW — §gWT) utu” > 0. (6.1-15)

A condigao de energia forte, aplicada a solu¢ao encontrada, fica reduzida a [92],
r* [(@%)? + sin 0%(@°)?] > 0, (6.1-16)

onde @ = ut/(u®uy )"/
Por outro lado, as condigoes de energia fraca e dominante nos fornecem o seguinte
resultado

r [(u®)? + sin 0 (u*)*] > 0. (6.1-17)

Note que estas condicoes nao impoem nenhuma restricaio com respeito ao valor da
constante de integracao a.
Uma vez que as constantes a e m nao estao relacionadas, pois sao constantes de

integracao independentes, entao, a métrica

2 2m\ 7
ds® = (1 —a— Tm) dt* — (1 —a— Tm) dr? — r2d6* — r*sin 0%d¢? (6.1-18)

representa o espago-tempo associado a uma particula de massa m, colocada na origem de

um sistema de coordenadas, envolta por uma nuvem de cordas esfericamente simétricas

92].
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A solugao dada pela equagao (6.1-18) tem um raio de horizonte dado por

=gy O L (6.1-19)

Caso a seja menor do que a unidade, a nuvem de cordas ird aumentar o raio de
Schwarzschild por um fator de (1 — a)™'. Quando a > 1, a equacio (6.1-18) representa
um espago-tempo homogéneo [92]. A nuvem de cordas sozinha, isto é, m = 0, nao tem

horizonte. Ela tem, no entanto, uma singularidade em r = 0, isto pode ser visto do fato

de que
R i—j (6.1-20)
o
ROWR, 5 — 48m*  16ma  4a® (6.1.21)

76 o ra
A métrica dada pela equagao (6.1-18) possui simetria esférica, e sua fonte é uma nuvem
de cordas [92]. O espago-tempo correspondente, estamos denominando espago-tempo de

Letelier.

6.2 Espaco-tempo de Letelier com rotacao

A solucao obtida por Letelier[92] que descreve o espago-tempo de uma nuvem de
cordas, é estatica. Ela é dada pela equacao (6.1-18). Nesta segdo, vamos obter a
versao estaciondria desta métrica[26], ou seja, a métrica do espago-tempo de Letelier, com
rotagao, cujo parametro associado denotaremos J, e representa o momento-angular por
unidade de massa. Para obter a solucao estacionaria, vamos adotar o método desenvolvido
por Newman-Janis [102], cujo fundamento estd na complexificacao das coordenadas.

Fazendo uma redefini¢ao das coordenadas e da massa m, na equagao (6.1-18), dada
por

(1—a)?t=T, (6.2-22)

(1—a)?r =R, (6.2-23)
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m

T = M, (6.2-24)

o elemento de linha, (6.1-18), para a nuvem de cordas pode ser escrito na forma
2M oM\
ds* = (1 - 7) dT? — (1 - ?> dR® — (1 — a)R? (d6® + sin0°d¢”) . (6.2-25)

Vamos reescrever a métrica dada pela equacgao (6.2-25), com o uso de uma nova

coordenada, U, definida por

R

Neste caso, obtemos o seguinte resultado,
2GM
ds* = (1 - T) dU? +2dUdR — (1 — a)R* (d§” + sin 6*d¢?) . (6.2-27)

As componentes contravariantes, g", sao dadas por:

g0 =0 (6.2-28)
2GM
gt =— <1 — %) (6.2-29)
@t =1 (6.2-30)
22 1
1
g% =— (6.2-32)

(1 —a)R?sin 6?

Usando o método de Newman-Janis [102], podemos escrever ¢g"” da seguinte forma:

g = Fn" + 1"nt — mtm” — m"m# (6.2-33)

onde os vetores [*, n”, e m* sao dados por consisténcia, pelas seguintes equacoes:

= gt (6.2-34)
1 2GM
=g ( _ GT) 5 (6.2-35)
mit— 1 (e (6.2-36)
\/5(1 —a)R 2 ginf 3
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onde a barra denota o complexo conjugado.
De acordo com o algoritomo de Newman-Janis [102], R passa a admitir valores
complexos, dai a referéncia a complexificacao, e dessa forma, os vetores I*, n”, e m#

passam a ser reescritos na seguinte maneira:

"= gt (6.2-37)
1 1 1
S S TR (6.2-39)
V2(1 —a)R 2 &inf? )

Agora vamos introduzir o parametro que representa a rotacao, .JJ, que corresponde
ao momento angular por unidade de massa, e realizar a seguinte complexificacao de
coordenadas,

u =u—1iJcosb

r'=r+iJcost (6.2-40)
0 =0
¢ = ¢.

Assim, usando (6.2-40), os vetores [*, n”, m* e seu complexo conjugado m*, podem ser

reescritos nas novas coordenadas, na forma,

I = ot (6.2-41)
m_gi— Ll Zaum " st (6.2-42)
Ty 72 + J2 cos 0° ! -
o 1 ST O (SE_ SK [ U

mt = 30— a)( + i o) iJsin ' (0 — o)) + 04 + pm 6’63 (6.2-43)

_ 1 N i
= V2(1 = a)(r' —iJ cos ) {—Usm 00 = o) + % - sin 9’55] (6:2-44

A nova métrica na base de tetrada,

g/ul/ — l/unlu + l/yn/u _ m/,umlu _ m/ym/,u (62-45)
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com (", n¥, m* e mH sendo dados pelas eqs. (6.2-41)-(6.2-44), representa o espago-tempo
de uma nuvem de cordas, com rotacao, ou melhor, o espaco-tempo de Letelier com rotacao.

Usando as equagoes (6.2-41)-(6.2-44) e (6.2-45), podemos determinar as componentes
contravariantes da métrica, e dai, as componentes covariantes. Em termos das

coordenadas (u',7’,6',¢'), as componentes de g, sdo dadas por:

1 — _ 2GMy 1 0 2GMJr sin? ¢/
24 J2 cos? 0/ r'24 J2 c0322 0’
;o 1 0 0 —J%sin’¢
Iy 0 0 0 0
2GM Jr’ sin? ¢’ 2 w2l /
Vi Treoszer  —J sin” 60" 0 90

onde,

2G M Jr' sin® ¢’
2 + J2cos2 @'

Jhp = —sin® ¢’ {(1 —a)r” + + J?[(1 — a) cos® ¢’ + sin* ¢/'] } . (6.2-46)

Esta métrica ainda nao estd na forma apropriada para verificarmos se ela corresponde,
de fato, ao espaco-tempo de Letelier com rotagao. Para coloca-la numa forma que fique
evidente seu carater estacionario, vamos fazer mais uma transformagao de coordenadas

que corresponde as de Boyer-Lindquist [103], dada por

2G? M? arctan <¢%)

VG

t:u’—r’—GMln(r'2—2GM7"'—|—J2) —

r=r
0=0 (6.2-47)
J arctan (%)

¢=¢ +

VI -Gl

Usando as transformagdes de coordenadas dadas em (6.2-47), a métrica g, toma a

seguinte forma:

1 — 2GMr 0 0 _ 2GMJrsin?9
r2+J2 cos? 0 r2+4+.J2 cos? 0
0 —r24J2(asin? 0—cos? 6) 0
I = r2—2GMr+J? Gre
0 0 —(1—=a)(r* + J?cos*0) 0
2GM Jrsin? 0
T r2¥J%cos?0 Yor 0 9se
onde,

_aJ [r?sin®0 — J? cos® (1 + cos? 0)]
o = r2 —2GMr + J?

(6.2-48)
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Gop = —sin? 0{(1 — a)r* + 2J*r*(1 — a) cos* 0 (6.2-49)
+2GM Jrsin® 6 + J* cos® 0 [(1 — a) cos® § + sin® 6]}/ (r* + J* cos® 6) .
Note que fazendo a = 0, portanto na auséncia da nuvem de crodas, a métrica g, fica
reduzida a métrica de Kerr, nas coordenads de Boyer-Lindiquist.

Vamos considerar agora, a aproximagao em que desprezamos os termos de ordem

> J?/r?. Entdo a métrica g,,, juntamente com as defini¢des (6.2-48) e (6.2-49), fica

reduzida a,
1-— QGTM 0 1 0 —QGMJTQSin2 0
2GM\ — aJ sin“ 6
—2G M Jrsin? 0 —% 0 —(1 —a)r?sin®0

Fazendo a = 0 nesta ultima expressao temos,

2GM 2GM\ ™
ds* = (1 _ ) dt* — (1 _ ) dr? — r*df* — r* sin® §d¢?. (6.2-50)

T T

A expressao (6.2-50) corresponde a métrica de Lense-Thirring. Se usarmos as coordenadas
originais adotadas para escrever a eq. (6.1-18) a componente g, serd g, = (1 —a —
2M/r)~1, e portanto, a raiz de g,., a saber, 2M /(1 — a), serd o raio do horizonte, que é o
mesmo do caso estatico. A razao para este resultado reside no fato de que desprezamos
os termos da ordem igual ou superior a J2/r? o que significa que estamos considerando
baixa rotacao.

O tratamento relativistico de cordas, usando o formalismo invariante de gauge,
permitiu a obtencao da solucao, que com simetria esférica correspondente a uma nuvem
de cordas geométricas, com particulas, como fonte das equagoes de Einstein. A solucao
esfericamente simétrica que obtemos, estamos denominando espago-tempo de Letelier [92].

A partir da solucdo obtida por Letelier em [92], usamos o método da complexificagao
das coordenadas, e obtivemos uma solucao que corresponde ao espaco-tempo de Letelier
com rotagao. O método utilizado funciona para se construir a solucao de Kerr a partir

da solucao de Schwarzschild, ou para se construir a solucao de Kerr-Newman a partir da
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Espaco-Tempo de Letelier com rotagao

de Reissner-Nordstrom. O método que adotamos tem sido utilizado para construcao de
solugoes estacionarias a partir de solugoes sem rotacao, tanto em espacos com simetria

esférica, quanto naqueles com simetria cilindrica.
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Nesta tese, focalizamos um tnico tipo de defeito topoldgico, a saber, a corda cdsmica.
Dedicamos o estudo a esse tipo de defeito com base nas teorias de gravitacao modificadas
e na Teoria da Relatividade Geral. Em particular trabalhamos com duas teorias
modificadas: Teoria de Gravitacao f(R) e Teoria de gravitagdo de Gauss-Bonnet(também
conhecida como f(G)). Escolhemos trabalhar com cordas, devido a sua importancia
fundamental para a possivel explicacao da formacao das estruturas que compoe 0 nosso
Universo, e por sua importancia, caso existam, no contexto cosmoldgico. Decidimos
trabalhar com teorias de gravitacao modificadas devido ao seu enorme potencial em
descrever as interacoes fundamentais da matéria em regimes extremos, onde a Teoria
da Relatividade Geral nao fornece as respostas a problemas recentemente colocados pelas
observacoes.

Nossa contribuicao encontra-se nos ultimos capitulos desta tese. No capitulo 3,
deduzimos trés solugoes inéditas da corda césmica, duas em f(R) e umaem f(G). Nas trés
solugoes consideramos uma corda com caracteristicas semelhantes a da Relatividade Geral:
uma corda cosmica estatica, infinitamente longa, situada ao longo do eixo z, com simetria
axial e invariante por boosts ao longo de seu comprimento. No primeiro caso, deduzimos a
solugdo para uma corda césmica em teorias f(R), com a seguinte forma: f(R) = R+aR".
Restringimos a dois casos distintos, n = 2 e n = —1, nos quais analisamos uma solucao
para a regiao interna e outra para a parte externa a corda. Chegamos a conclusao de
que nossas duas solugoes externas sao solucoes cilindricamente simétricas semelhantes as

obtidas por Azadi[75]. No caso das regides internas observamos uma ligeira diferenga
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em relacdo a solugao anteriormente obtida por Hiscock [19]. Neste caso, uma redefinigao
apropriada de constantes torna as solugoes idénticas. A outra solugao da corda, deduzimos
com base na teoria de Gravitacao de Gauss-Bonnet, que embora seja diferente das teorias
f(R), nos forneceu um resultado semelhante, na forma, aos obtidos em f(R) e na Teoria
da Relatividade Geral. Para as teorias de Gauss-Bonnet escolhemos a fungao como sendo
dada por: f(G) = aG", com n = 2. Nesta situagdo também encontramos duas solugoes,
uma para o seu interior e outra de vacuo. Ambas as solugoes sao formalmente idénticas
as solugoes em teorias f(R), a menos de uma redefinigdo apropriada de constantes. O
que diferencia uma da outra e ambas da Relatividade Geral é o seu déficit angular, e
a dependéncia com os parametros que caracterizam as solucoes em cada teoria. Como
ultimo trabalho deste capitulo encontramos as solugoes da equacao de Dirac no espaco-
tempo da corda césmica em f(R) e f(G), com o uso das solucoes da corda em f(R) e
f(G) que foram determinadas nas sec¢oes anteriores. As solugdes que correspondem a uma
particula espinorial nos espacos-tempo da corda, nestes contextos, contém informacoes
sobre a estrutura topologica de cada solugao, que ¢ determinada através dos parametros
que as caracterizam.

No capitulo 4, fizemos um detalhado processo de desenvolvimento para a obtencao
de uma geometria que descreve o espaco-tempo de uma corda césmica com rotagao. O
pricipal objetivo deste capitulo era obter a geometria externa de uma corda césmica
com rotagao em teorias f(R), a partir de uma solugao estéatica, que coincidisse com a
solugao da corda com rotacao em Relatividade Geral no limite em que o — 0. Para
este fim partimos da solugao de vacuo da corda cédsmica em teorias f(R) que obtivemos
no capitulo 3. Como ja tinhamos a solucao estatica da corda, para que a mesma
adquirisse rotacao adaptamos, para o caso de simetria cilindrica, um método conhecido
como Complezificagio de Coordenadas, desenvolvido por Newman e Janis[24], no qual,
uma solugao estatica, é submetida a uma transformacao complexa de corrdenadas e dessa

forma constroi-se a solucao estacionaria correspondente. Como o método desenvolvido por
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Newman e Janis tratava exclusivamente de simetrias esféricas, tivemos que fazer algumas
modificacoes na transformacgao complexa de coordenadas e na base de tetrada utilizada
por Newman-Janis, originalmente[24]. Para fins de comparacao do o resultado, utilizamos
uma solucao da corda com rotacao em Relatividade Geral, ja conhecida. Podemos observar
que apesar de sairmos de uma solucao estatica, cilindricamente simétrica em teorias de
gravitagao f(R), nosso espaco-tempo obtido reduz-se exatamente a do caso da Teoria da
Relatividade Geral, no limite em que o parametro « vai a zero. Podemos observar que o
momento angular da corda J, é exatamente o mesmo da Relatividade no caso limite, e
ainda que nossa solugao se reduz ao caso estatico da corda de Hiscock[19], quando fazemos
o termo de rotacao igual a zero.

O capitulo 5 desta tese é dedicado integralmente a obtencao de um modelo que descreve
com precisao, o espago-tempo de uma corda cdésmica com rotacao, no modelo ballpoint
pen. Diferentemente dos casos anteriores, neste, adotamos um modelo especifico para a
geometria interna de uma corda, o ballpoint pen, que substitui a singularidade conica no
eixo da corda por um espago com curvatura constante, na regiao interior. Antes porém,
tivemos que fazer um estudo detalhado sobre as condigoes de energia de uma corda césmica
com rotagao, pois até entao, esse estudo nao havia sido feito, e nao constava na literatura.
Este estudo de condicoes de energia baseou-se principalmente na equacao de Raychalduri
e em uma redefinicdo que adotamos para o tensor energia-momento da corda, através da
qual foi possivel determinar quais eram exatamente as condicoes de energia que deveriamos
impor as nossas equagoes a fim de encontrar um resultado fisicamente aceitavel. Somente
através das condigoes de energia é que conseguimos determinar exatamente o espaco-
tempo interior da corda. Nesse capitulo, encontramos que as grandezas fisicas da corda,
como pressao, densidade e fluxo de energia, possuem a partir de uma determinada regiao
um carater quantizado, e isso é surpreendente, pois até entao a distribuicao de energia de
uma corda assumia valores unicamente continuos na Relatividade Geral, e isso era valido

para o seu interior e exterior. Portanto, o que encontramos, quando decidimos analisar a
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corda com rotagao em teorias de gravitagao f(R), é que existe uma distribuicao quantizada
de energia da corda quando a mesma é dotada de um modelo especifico como o ballpoin
pen e a funcao f(R) assume uma forma especifica, em nosso caso: f(R) = R+ aR". Vale
ressaltar também que durante todo o desenvolvimento deste trabalho nao especificamos
em momento algum a forma da funcao f(R). Apenas para comparar com as solugoes da
Relatividade Geral, adotamos f(R) = R + aR". No ultimo capitulo da tese, capitulo 6,
obtivemos a solucao correspondente a uma nuvem de cordas césmicas no espaco-tempo de
Letelier com rotagao. Para isso, fizemos uso, novamente, do método de complexificacao
de coordenadas de Newman-Janis, onde partimos de uma solugao estatica ja existente e
obtivemos uma solucao estacionaria correspondente a esse espaco-tempo.

Nessas solugoes que obtivemos da corda césmica em teorias de gravitacao modificada,
podemos perceber que em todas elas, com a excessao do modelo do ballpoint pen, existe
uma semelhanca muito grande com suas respectivas solucoes na Teoria da Relatividade,
em geral, elas diferem umas das outras apenas por uma redefinicao apropriada de
constantes, o que implica que, apenas o déficit angular da geometria de cada espago-
tempo determinado em teorias modificadas é alterado. Porém, um fato que pode mostrar
que as teorias de gravitacao modificadas que trabalhamos, que sao construidas a partir
da introdugao de termos de ordem superior no escalar de curvatura na agao, como f(R) e
f(G), devem, de fato, serem analisadas com mais detalhes, é o fato de termos encontrado
uma distribuicao de energia quantizada para o interior de uma corda césmica, sem paralelo
da mesma solucao em Relatividade Geral, que pode servir de parametro para uma melhor

comparacao entre a Teoria da Relatividade Geral e as Teorias modificadas da gravitagao.
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Apeéendice A

Sistema avancado de coordenadas de
Eddington-Finkelstein

Uma técnica muito utilizada para contornar o problema de coordenadas insatisfatorias
¢ esquadrinhar o espaco-tempo com geodésicas, as quais continuam sendo coordenadas
independentes e nao serao afetadas de nenhuma forma pelos limites de validade de um
sistema de coordenadas local. Das muitas possibilidades, o sistema de coordenadas de
Eddington-Finkelstein, usa como esquadrinhamento, as linhas de mundo nulas de fétons
que se movem radialmente em uma variedade. O estudo desse sistema pode ser dividido
em duas partes: o sistema avancado e o retardado.

Se, em particular, desejamos desenvolver uma melhor descricao de um sistema de
particulas em queda, vamos comecar pela construgao de um novo sistema de coordenadas,
com base em fétons caindo radialmente. Lembre-se que a linha de mundo de um féton

radialmente em curso é dada da seguinte forma:

t=—r—2uln

T 1’ + const.
24

Sendo t e r coordenadas temporal e radial, respectivamente, e ;1 a massa do f6ton. Vamos
utilizar a constante de integracao como a nova coordenada, que denotaremos por p. Assim,

fazemos a seguinte transformacao de coordenadas:

p=t+r+2uln : (A.0-1)

A
2

onde p, por rasoes historicas, é conhecido como parametro de tempo avancado, sendo uma
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coordenada nula. Desde que p seja uma constante ao longo de toda a linha de mundo do
foton em curso radial, serd uma boa coordenada onde quer que penetre. Diferenciando p,

obtemos:
r

dp = dt +
r—2u

dr (A.0-2)

substituindo dt no espago-tempo de Schwarzschild pela equacao (A.0-2), vemos que em

termos do parametro p o elemento de linha toma a seguinte forma simples:

2
ds? = (1 — _M) dp? — 2dpdr — r* (d92 + sin® 0d¢2) . (A.0-3)
r

Podemos observar imediatamente que este elemento de linha nao apresenta nenhuma
divergéncia no ponto r = 2u. De fato, é regular para todo o espaco 0 < r < o0, 0
qual é o intervalo percorrido por um féton em queda numa geodésica. Assim, em certo
sentido, a transformacao (A.0-1) ampliou a gama de coordenadas da solu¢ao de uma forma
que lembra a continuacao analitica de uma funcao complexa. Pode-se argumentar que a
transformagao de coordenadas (A.0-1) ndo pode ser utilizada no ponto r = 2u, porque a
torna singular. No entanto, isso deve acontecer para que se possa retirar a singularidade
de coordenadas daquele ponto. Como jé era esperado, a métrica (A.0-3) é especialmente
conveniente para calculos de caminhos de geodésicas nulas. Em particular, veremos que

geodésicas nulas (para as quais ds = df = d¢ = 0) sdo dadas em geral por,

21 dp 2 dp
1)V () 22
( r ) (dr) dr ’

p = const.

a qual possui duas solucoes

p=2r+4pln

T 1‘ + const,
2

que correspondem a geodésicas nulas radiais entrando e saindo, respectivamente. Uma

vez que p é uma coordenada nula, o que pode nao ser tao familiar, é comum trabalhar
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Sistema avancado de coordenadas de Eddington-Finkelstein

com a coordenada tipo tempo ', definida por:

t'=p—r=t+2uln

- 1‘.
24
Entao, o elemento de linha (A.0-3) toma a seguinte forma,

ds® = (1 — 27”) dt”? — 47'udt’dr — (1 + 27’”‘) dr* — r* (d6” + sin® 6d¢?) (A.0-4)
o qual, novamente, é regular para o intervalo 0 < r < oco. As coordenadas (¢',7,0, )
sao chamadas de sistema de coordenadas avancado de Eddington-Finkelstein. Podemos
observar que o elemento de linha (A.0-4) nao é invariante com respeito a transformagao
t' — —t’, sob a qual o segundo termo do lado direito muda de sinal. E facil ver que a
trajetoria radial de uma particula, ou de fétons, em queda livre nesse elemento de linha
(A.0-4) é continua no raio de Schwarzschild r = 2y, sem singularidades. As mudangas na
estrutura do cone de luz no raio de Schwarzschild, depois de ter atravessado a fronteira
r = 2u, é dirigida para a singularidade. Analogamente, podemos observar que um féton,

ou particula, comegando de um ponto r < 2u nao pode escapar para a regiao r > 2u. O

raio de Schwarzschild define um horizonte de eventos, um ponto sem retorno.
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Apeéendice B
Obtencao de A(r)

Com a utilizacao do principio de conservacao da energia podemos mostrar que para
uma métrica qualquer que for escrita sob a forma dada em (3.1-2), a fun¢ao A(r) sempre
sera uma constante.

A derivada covariante do tensor energia momento deve ser nula:

V. T!'"=0 (B.0-1)
de modo que,
0.1} + 10T =TT =0 (B.0-2)

cuja a unica componenete diferente de zero é,

—T5, 19 =0 (B.0-3)

logo,
Io =0 (B.0-4)

unsando a expressao para I'); dada em (3.1-6), e substituindo em (B.0-4), obtemos o

seguinte resultado
dA(r)

- B.0-
o =0 (B.0-5)

o que implica que, A(r) é necessariamente uma constante.
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Apéndice C

O escalar de Gauss-Bonnet

O escalar de Gauss-Bonnet é dado por,
G = R* — 4R, R*® 4 Rup, s R*°. (C.0-1)

sendo R o escalar de Ricci, R, o tensor de Ricci e Ryp,5 0 tensor de Riemman. Vamos

analisar o termo RagRa’B,

RosR™ = Ry RM + Roy R* (C.0-2)
sendo,
1 d*C
Ry=R"Y=———
M C dr?
d*C
Ry = C—
2 dr?
e
1 d*C
R22 et
O3 dr?”’
assim,
1 d20\?
a3 —9( 22 B
R.gR (C dr2> . (C.0-3)
O segundo termo é,
Rugys R0 = Ry RM2 (C.0-4)

2 L. ~ .
sendo, Riz1p = CLS e R'12 = a5 R'1? 0s tinicos termos nao nulos do tensor de Riemman.

Assim, temos

1 d2C\?
afyd [ 2 2 -
RogysR ( - dﬂ) . (C.0-5)
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O escalar de Gauss-Bonnet

1d%C

&%, € substituindo em

Usanso a expressao para o escalar de Ricci dado por R = 2

(C.0-1), obtemos

1 20\ ?
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Apendice D

Deficit angular

Podemos calcular o déficit angular no espago-tempo da corda césmica, utilizando o fato
de que d¢ = 2w — 2ma, isto nos dard a diferenca que existe entre o que deveriamos ter no
espaco plano e o que esta faltando. Caso a constante a fosse maior que a unidade, a > 1,
nao terfamos um déficit, e sim, um excesso angular, no caso considerado, o parametro a
¢ dado por:

a = cos (y/wor) ,

e portanto o déficit angular pode ser escrito na forma

d¢ = 2w — 2w cos (y/wor) ,

ou

(5(;5:27r—27r(1— wo“),

210y

e finalmente,
Wo

0p =

0o
O valor obtido acima corresponde ao déficit angular para n = 2. Os outros casos sao
andalogos, e a obtencao do déficit angular é feita com o uso apropriado dos parametros

que as caracterizam.
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