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Resumo

A ciência não-linear é tema central de diversas linhas de investigação, cobrindo áreas

como a biologia, a física, a matemática e a química. Nossa primeira vertente de trabalho

nesta tese, consiste no estudo de não-linearidades via abordagem de teoria clássica de

campos. As discussões estão baseadas em soluções estáticas em (1, 1) dimensões, com

destaque para o chamados defeitos tipo kink e lump. Nos procedimentos relatados, dis-

corremos a respeito de diversas técnicas para a determinação de novos modelos com suas

respectivas soluções analíticas. Um ferramental fundamental para a obtenção desses re-

sultados é o chamado método de deformação, o qual também foi parte essencial para a

criação de um método de extensão de modelos, onde visamos a construção de modelos de

dois campos reais a partir do acoplamento entre dois modelos de um campo. Tal método

também foi exposto em detalhes, bem como as análises sobre estabilidade linear, cálculo

de modos zeros, determinação da energia total e dos superpotenciais, relativos às novas

famílias de potenciais. Já a segunda linha de pesquisa, refere-se aos conceitos básicos do

movimento browniano, onde analisamos as propriedades da solução da equação de Lan-

gevin, e na introdução de uma abordagem via integrais de trajetória para descrevê-lo nos

moldes de teoria de quântica de campos.

Palavras-chave: Teoria Clássica de Campos, Campos Escalares, Soluções Analíticas,

Kinks , Lumps , Potenciais, Movimento Browniano, Equação de Langevin, Integrais de

Trajetória.
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Abstract

The non-linear science is a central topic covering several investigation areas, such as

biology, chemistry, mathematics and physics. In the �rst part of this thesis, we studied

the non-linearity in the scope of classical �eld theory. The discussions are based on static

solutions in (1, 1) space-time dimensions, and they are focused on kinks and lumps defects.

In the related procedures, we show several techniques which allowed us to determine new

models with their respective analytical solutions. The main mathematical tool to obtain

these results is the so called deformation method, which was also an essential piece in

the construction of a new extension method. This method presents the determination of

new two scalar �elds models from the coupling between two one scalar �eld systems. The

method was analyzed carefully, as well as the linear stability, the zero modes, the total

energy and the superpotentials, related with the new families of potentials. Furthermore,

in the second part we presented the basics concepts about the Brownian Motion, where

we analised the features of the solution of the Langevin Equation, and we also introduced

a path integral approach to this problem in a quantum �eld theory way.

Keywords: Classical Field Theory, Scalar Fields, Analytical Solutions, Kinks, Lumps,

Potentials, Brownian Motion, Langevin Equation, Path Integral.
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Introdução

A ciência não-linear engloba uma diversidade de investigações embasadas em diferen-

tes áreas do conhecimento, percorrendo e muitas vezes conectando estudos em biologia,

física, matemática e química. Uma característica intrínseca da ciência não-linear consiste

nas di�culdades técnicas, que em geral, estão relacionadas com os procedimentos para

solucionar dinâmicas ou equações de movimento de determinados sistemas. Todavia, a

grande riqueza desse ramo da ciência refere-se justamente à não-linearidade presente em

suas equações.

Um dos exemplos marcantes de fenômenos não-lineares é o da onda solitária observada

por John Scott Russell no ano de 1834, enquanto avistava um estreito canal que cortava

as cidades escocesas de Edinburgo e Glasgow. As notas de John Scott Russell constam

no 14th Meeting of the British Association for the Advancement of Science [1], realizado

em 1844. Este relato descreve de forma resumida o processo de formação da onda, cuja

ocorrência estava relacionada com a parada repentina de um barco que era puxado por

um par de cavalos ao longo do canal. Apesar do barco ter parado, a massa de água por

ele deslocada ainda estava em movimento, e ao chocar-se com a estrutura do barco criou

uma elevação solitária. Tal elevação possuía um formato arredondado e bem de�nido,

mantendo seu curso pelo canal conservando assim, seu contorno e sua velocidade.

As observações de John Scott Russell só seriam equacionadas matematicamente por

Korteweg e de-Vries em meados de 1895 [2], através de uma dinâmica não-linear que

recebeu o nome de equação da KdV, em homenagem a esses autores. Mais tarde, a onda

solitária de Scott Russell foi denominada sóliton, tratando-se de uma classe de oscilações

associada com in�nitas quantidades conservadas e resultando em um tópico de grande

aplicabilidade nos mais diversos contextos, cobrindo descrições de sistemas biológicos [3,4]

até modelos em matéria condensada e óptica não-linear [5, 6].
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A não-linearidade também é tema central de estudos em teoria de campos e, em

particular, sua abordagem clássica, nos oferece um arcabouço de não-linearidades muito

extenso, resultando em sistemas cujas soluções estáticas são conhecidas na literatura como

defeitos. As aplicações das estruturas de defeitos estão presentes em diversas áreas da

física, tais como física de altas energias [7�12], cenários de mundos-brana [13�28], modelos

cosmológicos, contribuindo para a explicação da expansão acelerada do universo [29�32],

física de matéria condensada [33, 34], onde elas estão relacionadas com a formação de

padrões [33] e na descrição de interfaces em diversas con�gurações de sistemas magnéticos

[34]. Podemos também aplicá-las em estudos de excitações não-lineares nos condensados

de Bose-Einstein [35, 36], bem como na construção de aparatos magnéticos em escala

nanométrica [37].

Esta gama de atuação concedeu aos modelos de campo escalar, em especial aqueles

de (1, 1) dimensões (uma dimensão temporal e uma dimensão espacial), um status de

relevância na teoria de campos. Como salientamos, estes modelos possuem um papel

fundamental em inúmeras investigações interessantes e muitas delas podem ser vistas em

um nível mais pedagógico em [38] e [39].

O escopo central da primeira parte desta tese, baseia-se no estudo dessas soluções

analíticas tipo defeitos, com destaque para os chamados kinks e lumps , bem como nas

diversas técnicas que auxiliam na determinação destes defeitos, visando contornar as di-

�culdades usuais de obter soluções analíticas de modelos não-lineares. Uma ferramenta

presente em grande parte das discussões e que foi imprescindível para lidar com as di-

�culdades previamente mencionadas, trata-se do método de deformação, introduzido na

literatura por Bazeia, Losano e Malbouisson [40] em 2002, e utilizado nos mais diferentes

contextos, vide [41�52]. Além desse método nos possibilitar a análise de novos sistemas

compostos por um único campo escalar, ele foi o pilar fundamental para construirmos um

procedimento de extensão, capaz de gerar modelos de dois campos escalares a partir da

combinação não-trivial de modelos de um campo.

Uma motivação extra para a determinação de novos modelos de dois campos escalares

analíticos, é que podemos tratar com maior realismo uma grande diversidade de cenários,

como os estudados em [7, 8, 11, 12, 33, 53�91]. Outro ponto interessante é que modelos

caracterizados por um campo escalar complexo podem ser reescritos em termos de sistemas

de dois campos escalares reais.
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A segunda parte dos trabalhos aqui apresentados, baseia-se na descrição do movimento

browniano via equação de Langevin e em discussões preliminares sobre um formalismo

de integrais de trajetória que reproduz os resultados bem conhecidos relativos à dinâmica

da partícula browniana. Os relatos históricos do movimento browniano iniciam-se em sua

primeira observação experimental de caráter cientí�co, realizada pelo botânico Robert

Brown em 1827 [93]. A experiência de Brown constituía em partículas de pólen, sus-

pensas em uma solução líquida à temperatura constante, que se movimentavam de forma

aleatória. Apesar de Brown ter descrito o fenômeno, ele não conseguiu explicá-lo de forma

correta. Porém desde seu parecer, diversos esforços cientí�cos foram realizados no intuito

de entender de forma qualitativa e quantitativa, o que ocorre neste tipo de experimento.

O primeiro artigo cientí�co que explicou a verdadeira natureza desse comportamento

foi publicado em 1905 por Albert Einstein, [94], no qual ele descreve a velocidade e a

posição de uma partícula browniana generalizada, não como grandezas determinísticas

mas como quantidades probabilísticas, o que atualmente identi�camos como uma abor-

dagem quântica do fenômeno físico. Einstein também calculou uma equação de evolução

para a distribuição de probabilidades associada ao movimento browniano e a partir desta,

determinou a forma do coe�ciente de difusão.

Pouco tempo depois do trabalho de Einstein, dois outros artigos também detalharam

a natureza do movimento browniano, apresentando uma abordagem simpli�cada do ponto

de vista quantitativo. A autoria de tais trabalhos pertence a Langevin [95] e a Ornstein

e Uhlenbeck [96], e são essas as referências que utilizaremos com mais a�nco. Vejamos

brevemente os conceitos fundamentais que permeiam os trabalhos mencionados. A �m

de estudar o comportamento de uma partícula movendo-se em uma dimensão espacial

(por simplicidade), e sujeita à força de atrito devido a viscosidade do líquido no qual ela

encontra-se suspensa, utilizamos a segunda lei de Newton,

m v̇(t) = −α v(t) , (1)

onde m é a massa da partícula e α é o coe�ciente de atrito. A solução analítica desta

dinâmica é simplesmente

v(t) = v0 e
− α

m
t , (2)

informando que para grandes valores de t, a velocidade tende a zero. Contudo, este não

era o comportamento observado no movimento browniano, aliás, o que era de se esperar é

que para um intervalo de tempo muito grande, a partícula permanecesse em movimento.
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No intuito de satisfazer tal exigência física, podemos modi�car a dinâmica introduzindo

uma nova função cuja natureza é diferente da velocidade. Tal função é conhecida como

variável estocástica ou ruído e possui caráter probabilístico. Assim, nossa equação de

movimento ganha a forma

m v̇(t) = −α v(t) + η(t) . (3)

Agora, a velocidade depende também da existência desse ruído η(t), o que faz dela uma

função estocástica, bem como a posição da partícula browniana. A equação anterior é

conhecida na literatura cientí�ca como equação de Langevin.

Por uma questão pedagógica, discorremos brevemente sobre cada um dos capítulos

que fazem parte desta tese. No capítulo 1 expomos uma breve revisão, referente aos

conceitos básicos de teoria clássica de campos para densidades lagrangianas compostas

por um e dois campos escalares reais. Esta abordagem leva em conta soluções estáticas em

(1, 1) dimensões. O capítulo 2 é dedicado à introdução do método de deformação e em sua

aplicação para a determinação de novas famílias de potenciais polinomiais de alta ordem de

potência. Já o capítulo 3, apresenta uma outra aplicação do método de deformação, desta

vez considerando uma deformação composta, a partir da qual obtivemos novas famílias

de modelos multi sine-Gordon. Ainda no capítulo 3 mostramos uma nova deformação

composta, a qual utilizamos para determinar formas exóticas de defeitos topológicos e

não-topológicos para potenciais polinomiais.

No capítulo 4 introduzimos nossa proposta para a construção de modelos de dois cam-

pos escalares reais a partir do acoplamento de modelos de um campo escalar, além disso,

ilustramos o potencial deste método com diversos exemplos, incluindo um acoplamento

de dois sistemas que envolvem soluções analíticas do tipo kink duplo. O capítulo 5 ex-

põe os conceitos básicos referentes ao movimento browniano, bem como, detalhes sobre a

interpretação física dos ruídos branco e colorido, além de apresentarmos nossa proposta

de quantização do movimento browniano via integrais de trajetória e o cálculo das cor-

relações do sistema. Finalmente, a última parte de nossa tese é dedicada às conclusões,

comentários �nais e futuras ideias de continuidade dos trabalhos aqui iniciados.
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Capítulo 1

Teoria Clássica de Campos Escalares

Reais

1.1 Introdução

A vertente clássica de teoria de campos é baseada principalmente no estudo de soluções

das equações de movimento provenientes da minimização de uma determinada ação. Ao

consideramos sistemas com parte cinemática usual, as características dessas soluções es-

tarão associadas diretamente com o potencial do modelo. Em geral, quando trabalhamos

com campos escalares reais, esses potenciais são não-lineares e caso as soluções sejam es-

táticas, elas são classi�cadas como defeitos. Os defeitos apresentam-se como topológicos

e não-topológicos, em particular no estudo de campos escalares em (1, 1) dimensões, estes

defeitos são usualmente denominados por kinks e lumps , respectivamente.

Os defeitos tipo kink também são conhecidos como paredes de domínio em duas ou

mais dimensões. Apesar deles serem distribuições de energia como os sólitons de Scott

Russell [1] existe uma série de diferenças entre sólitons hidrodinâmicos e defeitos topoló-

gicos. A primeira dessas diferenças está no fato das ondas solitárias não permanecerem

estáticas. Outro ponto relevante é que sólitons como estes encontrados na hidrodinâmica,

preservam sua identidade depois de espalhamento, pois estão associados com in�nitas

quantidades conservadas, enquanto kinks e paredes de domínio não necessariamente pos-

suem esta propriedade, podendo inclusive, dispersar suas energias em colisões e até mesmo
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se aniquilar.

Os kinks também são caracterizados por possuírem uma carga topológica, sendo esta

consequência da conservação de uma corrente topológica. Em termos práticos, os kinks

são soluções que conectam os mínimos globais vizinhos dos potenciais de cada um dos

modelos abordados.

Neste capítulo, temos como proposta apresentar os conceitos fundamentais de teoria

clássica de campos escalares, abrangendo sistemas de um e dois campos reais. Além

disso, discorremos sobre o método BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Somer�eld) [90, 91],

demonstrando como nossas equações de Eüler-Lagrange podem ser satisfeitas por soluções

provenientes de equações diferenciais de primeira ordem.

1.2 Teoria de Campos para um Campo Escalar

Um modelo generalizado composto por um campo escalar real está associado com a den-

sidade de lagrangiana

L =
1

2
∂µ ϕ ∂

µ ϕ− V (ϕ) , (1.1)

cuja ação clássica é

S[ϕ] =

∫
L(ϕ, ∂µ ϕ) dt d 3x , (1.2)

integrada sobre o espaço-tempo. Aqui, consideramos teorias de campo relativísticas que

obedecem à métrica de Minkowsky, assim, ao longo de nossas discussões utilizaremos a

representação g µ ν = diag (+,−,−,−), para sistemas quadri-dimensionais. A situação

mais simples que podemos trabalhar, consiste em um campo escalar em (1, 1) dimensões,

ou seja, ϕ = ϕ(x, t). Deste modo, ao minimizarmos nossa ação clássica, determinamos a

equação de Eüler-Lagrange

ϕ̈− ϕ ′′ +
dV

dϕ
= 0 , (1.3)

com ϕ ′ = ∂ ϕ/∂ x e ϕ̇ = ∂ ϕ/∂ t. Caso nosso campo escalar seja estático ou estejamos

considerando o referencial da solução, então ϕ = ϕ(x), e nossa equação de movimento

reduz-se a

−ϕ ′′ +
dV

dϕ
= 0 . (1.4)

Esta última pode ser integrada multiplicando ambos os lados por ϕ ′, de tal modo que

ϕ ′ϕ ′′ =
dV

dϕ

dϕ

dx
=
dV

dx
, (1.5)
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ou ainda,
d

dx

(
ϕ ′ 2

2

)
=
dV

dx
. (1.6)

Consequentemente, em geral temos,

ϕ ′ = ±
√
2V + C . (1.7)

Essa mesma equação de primeira ordem pode ser obtida através de uma abordagem

equivalente, porém seu procedimento não trata-se apenas de técnicas algébricas, mas sim

de importantes interpretações físicas. Tal abordagem foi apresentada de forma indepen-

dente por Bogomol'nyi, Prasad e Somer�eld [90, 91] e esta metodologia é conhecida na

literatura como BPS. No intuito de demonstrarmos as propriedades do método BPS,

permita-nos escrever a densidade de energia correspondente à densidade de lagrangiana

para o campo ϕ(x), ou seja,

ρ(x) = −L =
ϕ ′ 2

2
+ V (ϕ) , (1.8)

deste modo, a energia total do nosso sistema é de�nida como

E =

∫ +∞

−∞
ρ(x) dx =

∫ +∞

−∞

[
ϕ ′ 2

2
+ V (ϕ)

]
dx . (1.9)

Agora, podemos completar um quadrado perfeito nessa última equação, resultando em

E =

∫ +∞

−∞

[
1

2

(
ϕ ′ ∓

√
2V
)2

±
√
2V ϕ ′

]
dx . (1.10)

A equação anterior nos informa que a condição para minimização da energia de um sistema

como este, requer que

ϕ′ = ±
√
2V , (1.11)

implicando diretamente na energia

E = ±
∫ +∞

−∞

√
2V ϕ ′dx . (1.12)

Podemos observar também que ao utilizarmos (1.7) para reescrever V (ϕ) em (1.9), �camos

com

E =

∫ +∞

−∞

[
ϕ ′ 2 − C

2

]
dx = −(∞)C +

∫ +∞

−∞
ϕ ′ 2 dx , (1.13)

como estamos interessados em soluções cuja derivada seja suave, bem de�nida e sua

integração seja �nita sobre toda a variação espacial, somos levados a impor que C = 0
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para que nossa energia total seja �nita. Consequentemente (1.7) é idêntica ao resultado

obtido em (1.11). Digamos ainda, que o potencial V (ϕ) possa ser escrito na forma

V (ϕ) =
W 2

ϕ

2
, (1.14)

onde Wϕ é a derivada em relação ao campo ϕ de uma função W (ϕ), a qual denominamos

superpotencial. Logo, a energia total vista em (1.12) passa a ser

EBPS =

∫ +∞

−∞
Wϕ ϕ

′dx = |W [ϕ (+∞)]−W [ϕ (−∞)]| , (1.15)

enquanto nossa equação diferencial de primeira ordem, �ca dada por

ϕ ′ = ±Wϕ(ϕ) . (1.16)

Como discorremos previamente, outra quantidade física relevante consiste na carga

topológica. Essa carga, pode ser determinada a partir da corrente topológica, e em se

tratando de sistemas compostos por um campo escalar, uma das maneiras de de�nir esta

corrente é

j µ
T = ϵµ ν ∂ν Wϕ , (1.17)

onde ϵµ ν é anti-simétrico, isto é, ϵ 0 1 = −ϵ 1 0 = 1 e ϵ 0 0 = ϵ 1 1 = 0, para µ, ν = 0, 1 [92].

Deste modo, a assimetria de ϵµ ν implica na conservação da corrente topológica, ou seja,

∂µ j
µ
T = 0, o que nos permite estabelecer a carga topológica como

QT =

∫
d x j 0

T = [Wϕ(x = +∞)−Wϕ(x = −∞)] , (1.18)

para um campo estático. Assim, a carga topológica caracteriza dois tipos de soluções,

aquelas onde seu valor é diferente de zero (kinks) chamadas de topológicas e aquelas onde

a carga é nula (lumps) as quais são rotuladas como não-topológicas.

Finalizamos estas generalidades, introduzindo o tensor energia-momento para este

modelo. A partir do teorema de Noether1, veri�camos que a minimização de nossa ação

em relação à transformações no espaço-tempo, resulta em um tensor energia-momento

com a forma

T µ ν =
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
∂ ν ϕ− g µ ν L (1.19)

= ∂ µ ϕ ∂ ν ϕ− g µ ν L

= ∂ µ ϕ ∂ ν ϕ− g µ ν

(
1

2
∂ α ϕ ∂α ϕ− V (ϕ)

)
.

1Mais detalhes sobre o teorema de Noether são apresentados no Apêndice A.
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Consequentemente, ao trabalharmos com campos estáticos ϕ = ϕ(x) em (1, 1) dimensões,

a componente T 0 0 é tal que

T 0 0 = ρ =
ϕ ′ 2

2
+ V (ϕ) , (1.20)

que representa a densidade de energia. Já a componente T 1 1 é dada por

T 1 1 = p =
ϕ ′ 2

2
− V (ϕ) , (1.21)

caracterizando a pressão ou stress devido ao campo escalar. No caso de potenciais posi-

tivos de�nidos, podemos reescrever a expressão anterior como,

p =
ϕ ′ 2

2
− V (ϕ) =

ϕ ′ 2

2
−
W 2

ϕ

2
(1.22)

=
1

2
(ϕ ′ +Wϕ) (ϕ

′ −Wϕ) = 0 ,

resultando em stress nulo para os estados BPS.

1.3 Teoria de Campos para dois Campos Escalares

A descrição de um modelo geral composto por dois campos escalares reais não é muito

diferente do formalismo apresentado na seção anterior, onde consideramos apenas um

campo escalar. Nossas análises iniciam-se pela densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂ µ ϕ ∂µ ϕ+

1

2
∂ µ χ∂µ χ− V (ϕ, χ) , (1.23)

cujas equações de movimento são

ϕ ′ ′ = Vϕ ; χ ′ ′ = Vχ , (1.24)

para campos estáticos, ou seja, ϕ = ϕ(x) e χ = χ(x) em (1, 1) dimensões. A densidade de

energia correspondente a esse sistema é

ρ(x) =
ϕ ′ 2

2
+
χ ′ 2

2
+ V (ϕ, χ) . (1.25)

Desenvolvendo uma vez mais o procedimento BPS, temos

E =

∫ +∞

−∞
ρ(x) dx =

∫ +∞

−∞

[
ϕ ′ 2

2
+
χ ′ 2

2
+ V (ϕ, χ)

]
dx . (1.26)

Se nosso potencial V (ϕ, χ) for de�nido como

V (ϕ, χ) ≡
W 2

ϕ

2
+
W 2

χ

2
, (1.27)
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com Wϕi
≡ ∂W/∂ ϕi (esta notação será utilizada constantemente no decorrer desta tese).

Logo, a energia total passa a ser

E =

∫ +∞

−∞

[
ϕ ′ 2

2
+
χ ′ 2

2
+
W 2

ϕ

2
+
W 2

χ

2

]
dx , (1.28)

e uma maneira de completarmos os quadrados na relação anterior consiste em

E =
1

2

∫ +∞

−∞

[
(ϕ ′ ∓Wϕ)

2
+ (χ ′ ∓Wχ)

2 ± 2Wϕϕ
′ ± 2Wχχ

′
]
dx . (1.29)

Vê-se que as equações diferenciais que minimizam a energia são dadas por

ϕ ′ = ±Wϕ(ϕ, χ) , e χ ′ = ±Wχ(ϕ, χ) , (1.30)

resultando em uma energia total escrita de acordo com

EBPS =

∫ +∞

−∞
(ϕ ′Wϕ + χ ′Wχ) dx , (1.31)

ou seja,

EBPS = |W (ϕ (+∞) , χ (+∞))−W (ϕ (−∞) , χ (−∞))| . (1.32)

Além disso, as equações em (1.30) podem ser rearranjadas de modo a obtermos a equação

diferencial
dϕ

dχ
=
Wϕ

Wχ

, (1.33)

que relaciona os campos ϕ (x) e χ (x) e sua solução é conhecida como equação de órbita.

Este resultado é de extrema importância para resolvermos as equações de primeira or-

dem obtidas via método BPS, pois a equação de órbita nos permite, quando possível,

desacoplar as equações em (1.30), o que facilita a determinação de soluções analíticas.

Uma vez que, as características topológicas serão descritas pelo par (ϕ, χ), a corrente

topológica é de�nida, por exemplo, como

j µ
T = ϵµ ν ∂ν W (ϕ, χ) , (1.34)

quando trabalhamos com modelos de dois campos. Tal de�nição, resulta na carga topo-

lógica

QT =

∫
dx j 0

T =

∫
dx

dW

dx
= W (ϕ(+∞), χ(+∞))−W (ϕ(−∞), χ(−∞)) , (1.35)

ou seja, ela é igual em módulo à energia BPS. Já o tensor energia-momento é expresso

como

T µ ν = ∂ µ ϕ ∂ ν ϕ+ ∂ µ χ∂ ν χ− g µ ν L (1.36)

= ∂ µ ϕ ∂ ν ϕ+ ∂ µ χ∂ ν χ− g µ ν

(
1

2
∂ α ϕ ∂α ϕ+

1

2
∂ β χ∂β χ− V (ϕ, χ)

)
,
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nesta formulação envolvendo dois campos escalares. Desta maneira, suas componentes

T 0 0 e T 1 1 são tais que

T 0 0 =
ϕ ′ 2

2
+
χ ′ 2

2
+ V (ϕ, χ) , e T 1 1 =

ϕ ′ 2

2
+
χ ′ 2

2
− V (ϕ, χ) , (1.37)

respectivamente. Consequentemente, nossa densidade de energia também é igual à carga

topológica e ao considerarmos a de�nição (1.27) para nosso potencial de dois campos, a

pressão torna-se

T 1 1 =
ϕ ′ 2

2
+
χ ′ 2

2
−
W 2

ϕ

2
−
W 2

χ

2
=

1

2

(
ϕ ′ 2 + χ ′ 2 −W 2

ϕ −W 2
χ

)
(1.38)

=
1

2
[(ϕ ′ +Wϕ) (ϕ

′ −Wϕ) + (χ ′ +Wχ) (χ
′ −Wχ)] = 0 ,

para os defeitos BPS.

11



Capítulo 2

Campos Escalares e o Método da

Deformação

2.1 Introdução

Neste capítulo estamos interessados em determinar soluções analíticas para potenciais po-

linomiais de campos escalares em (1, 1) dimensões. Contudo, torna-se uma tarefa muito

difícil encontrar defeitos analíticos, resolvendo as equações de movimento provenientes da

densidade de lagrangiana para potenciais polinomiais de grau maior do que seis. Essa di�-

culdade foi resolvida por Bazeia, Losano e colaboradores em 2006, quando empregou-se o

método de deformação [40], calculando-se várias soluções analíticas de diversos potenciais

polinomiais gerados a partir de deformações do modelo ϕ4, além da análise da estabilidade

linear das soluções, por eles obtidas, (vide [97]).

Nas próximas seções descrevemos o método de deformação [40], além de reproduzir-

mos em detalhes o conteúdo da referência [97], ilustrando o comportamento dos novos

potenciais e soluções determinadas via função deformadora. Veri�camos ainda, a estabi-

lidade linear dos diferentes tipos de defeitos. As análises relativas ao artigo [97] também

serão relevantes no próximo capítulo, onde discorremos sobre modelos analíticos de maior

complexidade.
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2.2 Método de Deformação

Inicialmente, faremos uma breve revisão de como foi de�nido o método de deformação,

proposto por Bazeia, Losano e Malbouisson em 2002 [40]. Tal método, será a base de

grande parte dos problemas abordados nesta tese. Dada a densidade de lagrangiana para

um campo escalar em (1, 1) dimensões

L =
1

2
∂µ χ∂

µ χ− U (χ) , (2.1)

sua equação de movimento para soluções estáticas �ca escrita como

−χ ′′ +
dU

dχ
= 0 , (2.2)

com χ ′ = dχ/dx, cuja equação diferencial de primeira ordem correspondente é

χ ′ = ±
√
2U . (2.3)

Supondo agora uma nova densidade de lagrangiana, também de um campo escalar em

(1, 1) dimensões, dada por

Ld =
1

2
∂µ ϕ ∂

µ ϕ− V (ϕ) . (2.4)

veri�camos que ao realizarmos uma integral primeira de sua equação de movimento (con-

siderando novamente soluções estáticas), �camos com a expressão

ϕ ′ = ±
√
2V , (2.5)

a menos de uma constante de integração, que anulamos a �m de obter soluções com

energia �nita. Agora, permita-nos de�nir a seguinte relação entre os campos ϕ e χ

χ = f (ϕ) ; ϕ = f −1 (χ) , (2.6)

onde f (ϕ) é inversível e é denominada função de deformação. Segundo (2.6), podemos

calcular diretamente

χ ′ =
df

dϕ
ϕ ′ . (2.7)

Substituindo as relações para ϕ ′ e χ ′ vistas em (2.3) e (2.5), obtemos

V (ϕ) =
U (χ = f (ϕ))

f 2
ϕ

, (2.8)

onde fϕ = df/dϕ e a solução analítica do modelo deformado é dada por

ϕ(x) = f −1 (χ(x)) . (2.9)
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2.3 Aplicação o Método de Deformação

Com base nos resultados da seção anterior, utilizaremos como ponto de partida para nossa

análise um potencial bem conhecido, dado por

U (χ) =
1

2

(
1− χ2

)2
, (2.10)

implicando na densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂µ χ∂

µ χ− 1

2

(
1− χ2

)2
, (2.11)

que é simétrica pela re�exão χ → −χ caracterizando a simetria deste sistema como Z 2.

A solução analítica de sua equação de movimento é

χ (x) = tanh (x) , (2.12)

para χ = χ(x), ou seja, um campo estático. Considerando a função de deformação

f (ϕ) = cos (a arccos [ϕ]−mπ) , (2.13)

mostramos diretamente que

f (ϕ) = (−1)m cos (a arccos [ϕ]) m inteiro , (2.14)

f (ϕ) = (−1)2m sin (a arccos [ϕ]) m semi-inteiro .

Ao substituir (2.13) em (2.8) com U (χ) dado por (2.10) , obtemos os seguintes potenciais

deformados

V a
sin =

1

2a2
(
1− ϕ2

)
sin 2 (a arccos [ϕ]) , (2.15)

para m inteiro e

V a
cos =

1

2a2
(
1− ϕ2

)
cos 2 (a arccos [ϕ]) , (2.16)

para m semi-inteiro. Visando uma análise mais palpável dos potenciais deformados, é

conveniente expandirmos em série as funções �sin 2 (a arccos [ϕ])� e �cos 2 (a arccos [ϕ])�.

Deste modo,

P a
sin (ϕ) = sin 2 (a arccos [ϕ]) (2.17)

= sin
[aπ
2

]2
− 2

(
a cos

[aπ
2

]
sin
[aπ
2

])
ϕ+

(
a2 cos

[aπ
2

]2
− a2 sin

[aπ
2

]2)
ϕ2

+

(
−1

3
a cos

[aπ
2

]
sin
[aπ
2

]
+

4

3
a3 cos

[aπ
2

]
sin
[aπ
2

])
ϕ3

+
1

3

(
a2 cos

[aπ
2

]2
− a4 cos

[aπ
2

]2
− a2 sin

[aπ
2

]2
+ a4 sin

[aπ
2

]2)
ϕ4 + ... ,
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e

P a
cos (ϕ) = cos 2 (a arccos [ϕ]) (2.18)

= cos
[aπ
2

]2
+ 2

(
a cos

[aπ
2

]
sin
[aπ
2

])
ϕ+

(
−a2 cos

[aπ
2

]2
+ a2 sin

[aπ
2

]2)
ϕ2

+

(
1

3
a cos

[aπ
2

]
sin
[aπ
2

]
− 4

3
a3 cos

[aπ
2

]
sin
[aπ
2

])
ϕ3

+
1

3

(
−a2 cos

[aπ
2

]2
+ a4 cos

[aπ
2

]2
+ a2 sin

[aπ
2

]2
− a4 sin

[aπ
2

]2)
ϕ4 + ... .

Podemos veri�car a partir da forma de Psin e Pcos, que para valores de a semi-inteiros,

somente as potências ímpares de ϕ são diferentes de zero. Já no caso em que a é um

número inteiro são as potências pares de ϕ que sobrevivem. Veri�camos ainda, que o grau

do polinômio está diretamente relacionado com a escolha do valor da constante a, isto se

nos restringirmos a valores inteiros e semi-inteiros de a para P a
sin e P a

cos, por exemplo:

P
1
2

sin =
1

2
− ϕ

2
; P

3
2

sin =
1

2
+

3ϕ

2
− 2ϕ3 , (2.19)

P
5
2

sin =
1

2
− 5ϕ

2
+ 10ϕ3 − 8ϕ5 ; P 2

sin = 4ϕ2 − 4ϕ4 ,

P 3
sin = 1− 9ϕ2 + 24ϕ4 − 16ϕ6 ; P 4

sin = 16ϕ2 − 80ϕ4 + 128ϕ6 − 64ϕ8 ,

P
1
2

cos =
1

2
+
ϕ

2
; P

3
2

cos =
1

2
− 3ϕ

2
+ 2ϕ3 ,

P
5
2

cos =
1

2
+

5ϕ

2
− 10ϕ3 + 8ϕ5 ; P 2

cos = 1− 4ϕ2 + 4ϕ4 ,

P 3
cos = 9ϕ2 − 24ϕ4 + 16ϕ6 ; P 4

cos = 1− 16ϕ2 + 80ϕ4 − 128ϕ6 + 64ϕ8 ,

resultando em formas exatas dos polinômios Psin e Pcos. Agora, podemos substituir esses

polinômios nas expressões dos potenciais, gerando uma família de diversos modelos a

partir daquela função de deformação, correspondendo a

V
1
2

sin =
(
1− ϕ2

)
(1− ϕ) ; V

3
2

sin =
1

9

(
1− ϕ2

) (
1 + 3ϕ− 4ϕ3

)
, (2.20)

V
5
2

sin =
1

25

(
1− ϕ2

)
(1− ϕ)

(
−1 + 2ϕ+ 4ϕ2

)2
; V 2

sin =
1

2

(
1− ϕ2

)2
ϕ2 ,

V 3
sin =

1

18

(
1− 5ϕ2 + 4ϕ4

)2
; V 4

sin =
1

2

(
ϕ− 3ϕ3 + 2ϕ5

)2
,

V
1
2

cos =
(
1− ϕ2

)
(1 + ϕ) ; V

3
2

cos =
1

9

(
1− ϕ2

) (
1− 3ϕ+ 4ϕ3

)
,

V
5
2

cos =
1

25

(
1− ϕ2

)
(1 + ϕ)

(
1 + 2ϕ− 4ϕ2

)2
; V 2

cos =
1

8

(
1− ϕ2

) (
1− 2ϕ2

)2
,

V 3
cos =

1

18

(
1− ϕ2

)
ϕ2
(
3− 4ϕ2

)2
; V 4

cos =
1

32

(
1− ϕ2

) (
1− 8ϕ2 + 8ϕ4

)2
.

Essas diferentes famílias de potenciais podem ser expressadas em uma notação mais

compacta, através dos chamados polinômios de Chebyshev de primeiro e segundo tipo
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[98�100], ou matematicamente,

Ta(θ) = cos[a arccos(θ)] , (2.21)

e

Ua(θ) =
sin [(a+ 1) arccos (θ)]

sin [arccos (θ)]
. (2.22)

Estes polinômios são soluções analíticas de uma equação diferencial de segunda ordem,

denominada equação de Chebyshev, cuja forma generalizada é(
1− θ 2

) d 2 y

d θ 2
− θ

d y

d θ
+ a 2 y = 0 , (2.23)

para |θ| < 1. Deste modo, as diferentes famílias de potenciais são reescritas como

V a
sin(ϕ) =

1

2 a2
(
1− ϕ2

)2
U 2
a−1(ϕ) ; a = 1, 2, 3, ... (2.24)

V a
cos(ϕ) =

1

2 a2
(
1− ϕ2

)
T 2
a (ϕ) ; a = 1, 2, 3, ... (2.25)

V a
sin(ϕ) = V a

cos(−ϕ) =
1

4 a2
(
1− ϕ2

)
(1− T2 a(ϕ)) ; a = 1/2, 3/2, 5/2, ... (2.26)

onde observamos nesta última equação que V a
sin(ϕ) e V

a
cos(ϕ) estão associados por re�exão,

ou seja, pela troca de ϕ → −ϕ. Além disso, através da análise cuidadosa dos potenciais

gerados e dos zeros das funções seno e cosseno, constatamos que as famílias de potenciais

também são descritas por

V a
sin(ϕ) =

1

2 a2

a+1
2∏

j=1

(
1− ϕ2

Za 2
j

)2

; a = 1, 3, 5, ... (2.27)

V a
sin(ϕ) =

ϕ2

2

a
2∏

j=1

(
1− ϕ2

Z a 2
j

)2

; a = 2, 4, 6, ... (2.28)

com Z a
j = cos

(
j−1
a
π
)
, bem como, por

V a
cos(ϕ) =

ϕ2

2

(
1− ϕ2

) a−1
2∏

j=1

(
1− ϕ2

Z a 2
j

)2

; a = 1, 3, 5, ... (2.29)

V a
cos(ϕ) =

1

2 a2
(
1− ϕ2

) a
2∏

j=1

(
1− ϕ2

Z a 2
j

)2

; a = 2, 4, 6, ... (2.30)

onde, Z a
j = cos

(
2 j−1
2 a

π
)
, e ainda,

V a
sin(ϕ) = V a

cos(−ϕ) =
1

4 a2
(1− ϕ)

(
1− ϕ2

) a− 1
2∏

j=1

(
1 +

ϕ

Z a
j

)2

; a = 1/2, 3/2, 5/2, ...

(2.31)
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para Z a
j = cos

(
2 j−1
2 a

π
)
.

O próximo passo é escrever as soluções gerais correspondentes a essa função de defor-

mação. Para isto, voltemos a (2.12) e (2.13) a partir das quais obtemos essencialmente

ϕ = cos

(
arccos [tanh(x)] +mπ

a

)
, (2.32)

para m inteiro e semi-inteiro.

No intuito de evidenciar as características de cada um dos potenciais de (2.20) e das

soluções de suas respectivas equações de movimento, geramos diversos grá�cos que vão

da Figura 2.1 até a Figura 2.3. Essas �guras, explicitam o fato da escolha das constantes

a e m, que aparecem inicialmente na função de deformação, in�uenciarem nos tipos de

defeitos topológicos e no grau dos potenciais analisados.

Simpli�cando esta discussão com alguns exemplos, analisamos inicialmente os grá�-

cos presentes em Figura 2.1. O grá�co à esquerda, revela que o potencial Vsin (ϕ) com

a constante a = 1/2 não é positivo de�nido, consequentemente seu mínimo global está

localizado no in�nito negativo, além disso, ele possui apenas um mínimo local em ϕ = 1.

Já o da direita, mostra a ocorrência de um único tipo de defeito para seu potencial cor-

respondente, no caso um defeito não-topológico do tipo lump, isto porque existe somente

um mínimo local neste potencial, assim, a solução vai deste mínimo local até o outro

zero do potencial (cuja derivada é diferente de zero), retornando ao referido mínimo. A

periodicidade da solução, vide equação (2.32), implica que ϕ (x) é o mesmo para qualquer

valor inteiro de m.

Agora vejamos os grá�cos da Figura 2.2. Observamos a ocorrência de um potencial

com dois mínimos locais que não é positivo de�nido. A existência de dois mínimos locais,

repercute em defeitos do tipo kink e anti-kink , que são observados à direita da Figura

2.3, conectando estes mínimos. O grá�co previamente mencionado, resume os diferentes

defeitos que podem ser obtidos a partir deste potencial, ou seja, um kink (anti-kink)

ligando dois mínimos locais e um lump que sai de um dos mínimos locais, vai até o zero

do potencial e retorna ao mínimo local. A periodicidade da solução, indica que ao tomar

m ̸= 0, m ̸= 1 e m ̸= 2 desde de que m seja um número inteiro, irá apenas reproduzir

uma daquelas soluções apresentadas na Figura 2.3.
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Figura 2.1: Na esquerda observamos o potencial V
1
2

sin (ϕ) e sua solução tipo lump, apresentada

à direita. O ponto em vermelho na curva do potencial representa seu mínimo local. Veja que o

potencial não é positivo de�nido.
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Figura 2.2: Potencial V
3
2

sin e suas respectivas soluções analíticas, cujas cores correspondem aos

diferentes setores do potencial. As soluções tipo kink e anti-kink foram obtidas considerando

m = 0 e m = 2, já a solução do tipo lump corresponde a m = 1.
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Figura 2.3: Nos grá�cos da esquerda e do centro geramos diferentes formas dos potenciais V a
sin e

V a
cos, com a = 2 (curva contínua em verde), a = 3 (curva tracejada e pontilhada em azul) e a = 4

(curva tracejada em vermelho). Vemos que a família de potenciais V a
sin com a inteiro é composta

por potenciais positivos de�nidos. O terceiro grá�co à direita compara as características de V a
cos

para valores semi-inteiro (curva sólida vermelha) e inteiro (curva pontilhada azul) de a.
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Outros grá�cos que podemos discutir são aqueles vistos na Figura 2.3, onde veri�camos

que os potenciais gerados a partir de V a
sin, com a inteiro são positivos de�nidos, ou seja,

todos os seus pontos de mínimos são globais. Assim, empiricamente não teremos mais

defeitos do tipo lump como soluções das equações de movimento destes potenciais. No que

se refere aos potenciais V a
cos, os membros desta família não serão positivos de�nidos e os

valores inteiros e semi-inteiros de a, caracterizam a simetria/assimetria destes potenciais

em relação a ϕ = 0.

2.4 Estabilidade Linear

Para �nalizar esta aplicação do método de deformação, veri�camos a estabilidade linear

dos defeitos determinados a partir de alguns dos potenciais abordados anteriormente.

A estabilidade linear resume-se em escrever a solução do campo como sendo composta

da solução estática mais uma perturbação que dependa das coordenadas espaciais e do

tempo, desta maneira

ϕ (x, t) = ϕs (x) + η (x, t) , (2.33)

com ϕs (x) dado por (2.32). A equação de movimento proveniente da densidade de la-

grangiana do campo ϕ (x, t) é

∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
− ∂2ϕs

∂x2
+
dV

dϕ
= 0 . (2.34)

Considerando pequenas �utuações em torno da solução estática, temos

∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
+ η

d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕs

− ∂2ϕs

∂x2
+
dV

dϕ

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕs

= 0 , (2.35)

mas os dois últimos termos formam justamente a equação de movimento para a solução

estática, vide (1.4), logo
∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
+ η

d2V

dϕ2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕs

= 0 . (2.36)

Para resolver essa equação diferencial, podemos recorrer ao método de separação de va-

riáveis. Deste modo, através do Ansatz

η (x, t) =
∑
n

ηn (x) cos (ωnt) , (2.37)

(2.36) é reescrita como

−d
2ηn
dx2

+ U (x) ηn = ω2
nηn , (2.38)
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com U (x) =
d 2V

dϕ 2

∣∣∣∣∣
ϕ=ϕs

.

A última expressão é simplesmente uma equação tipo Schrödinger independente do

tempo para a função ηn (x), com autovalores dados por ω2
n. Para dar continuidade à

análise, basta substituirmos o potencial, determinarmos quem é U (x), resolver essa equa-

ção de autovalores e descobrir a forma da função η (x, t). Contudo, dependendo das

características do potencial, essa equação de autovalores pode não ser facilmente solúvel.

Ilustraremos apenas a estabilidade para dois casos, um no qual a equação é exatamente

solúvel e outro em que a solução foi obtida numericamente. No entanto, tais análises po-

dem ser estendidas para outros defeitos correspondentes a cada um dos novos potenciais

gerados.

Analisaremos agora a estabilidade do potencial Vsin (ϕ) com a inteiro. Como esta

família é composta por potenciais positivos de�nidos, podemos dizer que

Vsin (ϕs) =
W 2

ϕs

2
, (2.39)

com Wϕs = dW/dϕs, consequentemente de (2.4) obtemos ϕ ′
s = Wϕs , e portanto

U = W 2
ϕsϕs

+WϕsWϕsϕsϕs . (2.40)

Substituindo o último resultado na equação de autovalores (2.38), vemos que ela pode ser

reescrita em termos dos operadores

a†a =

(
d

dx
+Wϕsϕs

)(
− d

dx
+Wϕsϕs

)
, (2.41)

como

a†a ηn = ω2
nηn . (2.42)

Admitindo a existência de estados ligados para o modo zero, ou seja para ω0 = 0, temos

que

a η0 =

(
− d

dx
+Wϕsϕs

)
η0 = 0 , (2.43)

que ao ser integrada implica em

η0 (x) = Ae
∫
Wϕsϕsdx , (2.44)

sendo A uma constante de integração. Observando que

d log (Wϕs)

dx
=

1

Wϕs

WϕsWϕsϕs = Wϕsϕs , (2.45)
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temos

η0 (x) = AWϕs = A
dϕs

dx
=

sech (x)
a

sin

(
arccos[tanh (x)] +mπ

a

)
, (2.46)

a menos de uma constante de normalização. A forma dos possíveis η0 (x)'s será sempre a

mesma do grá�co à esquerda da Figura 2.4, onde vemos que a solução com ω0 = 0 não

possui nó, signi�cando que as auto-funções que representam o estado fundamental são

aquelas do modo zero, com isto, os defeitos obtidos a partir desses potenciais são estáveis,

neste caso, defeitos do tipo kink 1.
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Figura 2.4: Na esquerda, exempli�camos a auto-função obtida no cálculo analítico da estabi-

lidade dos novos potenciais que são positivos de�nidos. Não há nós nesta função, indicando a

estabilidade das soluções estáticas. À direita, veri�camos as diferentes características do poten-

cial U(x), apresentado em (2.48).

Para potenciais diferentes daqueles cuja estabilidade foi previamente analisada, recor-

remos ao cálculo numérico na tentativa de ao menos ilustrar a estabilidade das soluções

de suas equações de movimento. Tomamos como exemplo, o potencial

V 2
cos (ϕ) =

1

8

(
1− ϕ2

s

) (
1− 2ϕ2

s

)2
, (2.47)

a partir do qual determinamos que

U (x) = −5

4
+ 12 cos

(
arccos[tanh(x)] +mπ

a

)2

− 15 cos

(
arccos[tanh(x)] +mπ

a

)4

,

(2.48)

onde ϕs (x) é dado por

ϕs = cos

(
arccos [tanh(x)] +mπ

a

)
.

1Estamos considerando apenas o potencial Vsin (ϕs) e a inteiro. Além disso, estes potenciais são

positivos de�nidos e unidimensionais, sendo assim, suas equações de movimento não possuem defeitos

não-topológicos como soluções.
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Figura 2.5: O grá�co da esquerda mostra a integração numérica da auto-função relativa à

solução estática tipo kink , enquanto na direita observamos o comportamento da auto-função

correspondente ao defeito tipo lump, também calculada via integração numérica. O nó implica

na instabilidade do lump.

Ao gerar o grá�co para U (x), veri�camos que esta função difere para soluções estáticas

topológicas (m = 1/2) e não-topológicas (m = 3/2), Figura 2.4. O resultado da integração

numérica da equação de autovalores (2.38), com U (x) dado pela expressão anterior, pode

ser visto nos grá�cos da Figura 2.5 . Nesses últimos, observamos que η0 (x) possui um

nó, quando analisamos a estabilidade da solução estática tipo lump (m = 3/2), para o

potencial (2.47)2. Isso signi�ca, que esta não é a auto-função do estado fundamental, e

que o modo zero estaria relacionado a um autovalor ω2 < 0, resultando na instabilidade

do lump. Já para o caso do kink (m = 1/2), a auto-função não possui nós, desta maneira o

modo zero representa o estado fundamental indicando que o kink desse potencial é estável.

Uma outra maneira de abordar a estabilidade de um potencial com as características

daquele apresentado em (2.47), seria reescrevê-lo em termos da derivada de um superpo-

tencial correspondente e aplicar os argumentos discutidos na referência [101]. Os resul-

tados desta seção corroboram com análises de estabilidade linear de defeitos de outros

modelos de campos escalares em (1, 1) dimensões, como dos modelos ϕ4 e ϕ4 invertido.

2O mesmo resultado é obtido para o outro lump deste potencial (com m = 7/2).
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Capítulo 3

Novas Famílias de Potenciais Escalares

3.1 Introdução

Este capítulo aborda uma nova aplicação do método de deformação, onde partimos do

bem conhecido modelo ϕ4, o qual apresenta quebra espontânea de simetria, no intuito

de obter novas famílias de potenciais. Para tanto, utilizaremos novamente o método de

deformação, proposto na literatura em [40]. Segundo nossas análises prévias, o método

de deformação requer a presença de uma função, conhecida como função de deformação

a qual possui um papel fundamental na construção do novo modelo deformado. Aqui nós

utilizaremos uma versão da função de deformação chamada de composta, isto porque ela

apresenta uma deformação intrínseca. Deste modo, escolhas convenientes da deformação

composta nos permite obter novas famílias de modelos, bem como suas soluções analíticas.

O foco da primeira abordagem será nos modelos sine-Gordon, sendo estes de interesse

em diversos contextos como aqueles abordados em [102�107]. Além disso, potenciais do

tipo duplo, triplo e de outras multi-frequências são temas centrais de estudos em modelos

integráveis [108�111], em cenários de mundos-brana [14�23] e em branas com estrutura

interna [57�67].

O procedimento é implementado via uma função deformadora especí�ca com diversos

parâmetros, cujas alterações nos levam a modelos tipo duplo e triplo sine-Gordon com

soluções analíticas. As famílias de potenciais periódicos que introduzimos neste trabalho

englobam subestruturas periódicas, a quais identi�camos como M = 1, 2, ..., represen-
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tando um número inteiro relativo à multiplicidade do potencial.

Já na segunda parte do presente capítulo, exploramos a função de deformação com-

posta para duas possibilidades distintas de gerar potenciais polinomiais e então estudamos

os defeitos deformados em maiores detalhes. Além disso, ilustramos como a função de

deformação composta nos permite deformar soluções singulares do modelos de partida em

soluções regulares do modelo deformado.

Outro resultado interessante é que todos os potenciais obtidos podem ser escritos de

forma fatorada, em termos de fórmulas que imediatamente nos permitem a identi�cação

dos mínimos correspondentes. Analisamos criteriosamente algumas soluções estáticas

exóticas, tais como novos tipos de kinks , kinks duplos, bem como lumps tipo sino e tipo

pão de açúcar .

Uma vez que, nosso ponto de partida é o modelo ϕ4 e ele é descrito por um super-

potencial explicitamente conhecido, as expressões dos novos superpotenciais também são

calculadas explicitamente, resultando em seus correspondentes estados BPS [90,91], bem

como, na determinação da sua energia total e análises de estabilidade das soluções dessas

famílias de modelos [112].

3.2 Função de Deformação Composta

Neste estudo, seguimos a mesma metodologia básica do capítulo anterior e abordada em

detalhes em [97], no entanto, aqui consideramos novas funções f = f(ϕ), a partir das

quais nós podemos construir diversas famílias de modelos. Assim, tomamos o potencial

U(χ) =
1

2
(1− χ2)2 ,

onde a solução tipo defeito deste modelo está �xada na origem (x0 = 0) implicando em

duas soluções estáticas, a primeira delas com a propriedade |χ| ≤ 1, ou seja, um kink

regular de energia �nita

χ1(x) = ± tanh(x) , (3.1)

e a segunda para |χ| ≥ 1, tratando-se de um kink singular de energia in�nita

χ2(x) = ± coth(x) . (3.2)

Este modelo é deformado via a função composta

f(ϕ) = cos(a arccos(g(ϕ))−Mπ). (3.3)
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Observe que f(ϕ) depende de uma função arbitrária g(ϕ), do parâmetro real a, e de M

que pode ser inteiro ou semi-inteiro, de modo que, para M inteiro, o potencial deformado

pode ser escrito como

V a
sin(ϕ) =

1

2a2
(1− g2(ϕ))

(g′(ϕ))2
sin2 (a arccos(g(ϕ))) , (3.4)

onde g′(ϕ) = dg/dϕ. Ao trabalharmos com M semi-inteiro, �camos com

V a
cos(ϕ) =

1

2a2
(1− g2(ϕ))

(g′(ϕ))2
cos2 (a arccos(g(ϕ))) . (3.5)

Como mostramos logo abaixo, ao utilizarmos diferentes valores para o parâmetro a, �xa-

mos um determinado número de vácuos das novas famílias de potenciais.

A escolha (3.3) trata-se de uma generalização da função de deformação previamente

abordada em [97], uma vez que, o trabalho citado baseou-se no caso especial g(ϕ) =

ϕ. Constatamos ainda, que os modelos acima identi�cam famílias de potenciais que

apresentam soluções estáticas dadas pela forma geral

ϕS(x) = g−1

(
cos

(
η(x) +M π

a

))
, (3.6)

onde g−1 é a função inversa de g(ϕ), e η(x) pode ser tanto

θ1(x) = arccos(tanh(x)) , (3.7a)

quanto

θ2(x) = arccos(coth(x)) , (3.7b)

com θ1, além de θ2 ∈ [0, π].

3.3 Famílias de Modelos para g(ϕ) = α cosϕ

Iniciamos nossa abordagem considerando g(ϕ) como uma função periódica do campo es-

calar, e este será o procedimento responsável pela geração de novas famílias de potenciais

periódicos ou novas famílias de potenciais sine-Gordon generalizados. Os diversos po-

tenciais obtidos compreendem novas famílias de modelos analiticamente solúveis e neste

sentido, nosso trabalho vem a contribuir com o próprio fortalecimento do método de

deformação, introduzido em [40].

Sendo assim, escolhemos a função g(ϕ) = cosϕ, e a partir de (3.4) e (3.5) obtemos

V a
sin =

1

2a2
sin2(a ϕ) , (3.8)
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e

V a
cos =

1

2a2
cos2(a ϕ) , (3.9)

tratando-se dos modelos sine-Gordon com multiplicidade M = 1, onde o parâmetro a é o

responsável por controlar a amplitude e a periodicidade do potencial. Consequentemente,

podemos gerar novos potenciais sine-Gordon com multiplicidade mais alta, ao utilizarmos

g(ϕ) = α cosϕ, onde α é um parâmetro cuja escolha é tomada caso por caso. Tais

características serão evidenciadas nas sub-seções procedentes.

3.3.1 Nova família de modelos seno

Nesta próxima abordagem, consideramos que g(ϕ) = Z̃a
k cosϕ, onde a é inteiro e Z̃a

k é um

dos zeros dos potenciais (2.27) e (2.28), exceto por ϕ = 0 e ϕ = 1. Neste caso, �camos

com Z̃a
k = cos

(
k
a
π
)
onde k = 1, 2, ..a

2
−1, para a par, além de k = 1, 2, ..a−1

2
para a ímpar.

A forma polinomial de V a
sin com seus zeros, para g(ϕ) = ϕ, como vimos, é bem conhe-

cida. Assim, ao trabalharmos com a deformação g(ϕ) = Z̃a
k cosϕ, as equações (2.27) e

(2.28) implicam diretamente em

V a,k
sin (ϕ) =

1

2a2 Z̃a 2
k

1

sin2 ϕ

(a+1)/2∏
j=1

(
1− Z̃a 2

k

Za
j
2 cos2 ϕ

)2

, (3.10)

e

V a,k
sin (ϕ) =

cot2 ϕ

2

a/2∏
j=1

(
1− Z̃a 2

k

Za
j
2 cos2 ϕ

)2

, (3.11)

para valores ímpares e pares de a respectivamente, nos levando a

• para a > 1 ímpar:

V a,k
sin (ϕ) =

1

2a2Z̃a 2
k

sin2(ϕ)

(a+1)/2∏
j=1,j ̸=k+1

(
1− Z̃a 2

k

Za
j
2 cos

2 ϕ

)2

, k = 1, 2, ...,
a− 1

2
,

(3.12)

• para a > 2 par:

V a,k
sin (ϕ) =

1

8
sin2(2ϕ)

a/2∏
j=1,j ̸=k+1

(
1− Z̃a 2

k

Za
j
2 cos

2 ϕ

)2

, k = 1, 2, ...,
a

2
− 1 , (3.13)

onde Za
j = cos

(
j−1
a
π
)
. Observamos ainda, que o potencial V a,k

sin (ϕ) pode ser reescrito de

forma compacta em termos dos polinômios de Chebyshev de segundo tipo:

V a,k
sin (ϕ) =

1

2a2Z̃a 2
k

(
1− Z̃a 2

k cos2 ϕ
)2

sin2 ϕ
U2
a−1

(
Z̃a

k cosϕ
)
. (3.14)
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Algumas formas explícitas dos membros da família V a,k
sin (ϕ), para a = 3, 4, e 5 são dados

por

V 3,1
sin (ϕ) =

2

9
sin2(ϕ)

(
1− 1

4
cos2(ϕ)

)2

=
25

128

(
sin(ϕ)− 1

15
sin(3ϕ)

)2

, (3.15)

V 4,1
sin (ϕ) =

1

8
sin2(2ϕ)

(
1− 1

2
cos2(ϕ)

)2

=
9

128

(
sin(2ϕ)− 1

6
sin(4ϕ)

)2

, (3.16)

V 5,1
sin (ϕ) =

8 sin2(ϕ)

25
(
1 +

√
5
)2
(
1−

(
1 +

√
5
)2

16
cos2(ϕ)

)2(
1−

(
1 +

√
5
)2(

1−
√
5
)2 cos2(ϕ)

)2

=

(
483− 209

√
5
)

5120

(
sin(ϕ)−

7
(
5 +

√
5
)

2
(
75− 37

√
5
) sin(3ϕ) + (

7 + 3
√
5
)

2
(
75− 37

√
5
) sin(5ϕ))2

,

(3.17)

V 5,2
sin (ϕ) =

8 sin2(ϕ)

25
(
1−

√
5
)2
(
1−

(
1−

√
5
)2

16
cos2(ϕ)

)2(
1−

(
1−

√
5
)2(

1 +
√
5
)2 cos2(ϕ)

)2

=

(
483 + 209

√
5
)

5120

(
sin(ϕ)−

7
(
5 +

√
5
)

2
(
205 + 93

√
5
) sin(3ϕ) + (

3−
√
5
)

2
(
205 + 93

√
5
) sin(5ϕ))2

,

(3.18)

ilustrando esta nova família de modelos.

Notamos diretamente a diversidade de modelos sine-Gordon presente neste primeiro

exemplo relativo a potenciais periódicos, incluindo variações no modelo sine-Gordon, no

duplo sine-Gordon, no triplo sine-Gordon, e assim por diante. Ilustramos estes modelos

nas Figuras 3.1 e 3.2, onde encontram-se os potenciais V 5,1
sin , V

6,1
sin , V

7,1
sin e V 8,1

sin .

Soluções estáticas

Uma vantagem relevante em utilizar o método de deformação é que podemos obter as

estruturas de defeitos dos novos modelos explicitamente. A partir da equação (3.6) e

da escolha g(ϕ) = Z̃a
k cosϕ, podemos veri�car diretamente que as soluções estáticas dos

potenciais V a,k
sin (ϕ), são escritas segundo

ϕa,k
m,n(x) = ± arccos

(
1

Z̃a
k

cos

(
θ1(x)

a
+
M π

a

))
+ n π , (3.19)

onde θ1(x) = arccos(tanh(x)), n = 0,±1,±2, .., e M é um número inteiro variando de:

M = k, ..., a− k − 1.
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Figura 3.1: Grá�cos dos potenciais V 5,1
sin (ϕ), no painel esquerdo, e V 6,1

sin (ϕ), no painel direito.

Esses potenciais possuem multiplicidadeM = 2, resultando em membros que pertencem à família

duplo sine-Gordon.
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Figura 3.2: Potenciais V 7,1
sin (ϕ), à esquerda desta �gura, e V 8,1

sin (ϕ), à direita. Tais potenciais

possuem multiplicidade M = 3, caracterizando-os como membros da família triplo sine-Gordon.

Máximos e mínimos

Os máximos e mínimos do potencial aparecem quando tomamos a derivada destes po-

tenciais com respeito ao campo ϕ(x) tendendo a zero. Se o potencial é não negativo,

então os mínimos correspondem aos zeros obtidos a partir de V a,k
sin = 0 . Estas informa-

ções nos auxiliaram muito a caracterizar as propriedades dos potenciais V a,k
sin . Assim, ao

considerarmos o caso a ímpar, obtemos os mínimos

ϕ̄1 = nπ , n = 0,±1,±2, ... , (3.20)

e

ϕ̄2 = ± arccos(±Zj,k) + 2Mπ , j, k = 1, ..,
a+ 1

2
, j ̸= k , M = 0,±1,±2, ... , (3.21)
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onde Zj,k = Za
j /Z̃

a
k . Já os máximos são tais que

ϕ̃1 =
(2n+ 1)π

2
, n = 0,±1,±2, ... , (3.22)

e ϕ̃2, que obedece a relação

1 +

(a+1)/2∑
j=1,j ̸=k

2Z 2
k,j sin

2(ϕ̃2)

1− Z 2
k,j cos

2(ϕ̃2)
= 0 . (3.23)

Nossas análises relativas à (3.22) nos permitem estipular que os máximos possuem altura

dada por h = 1/2a2Z̃a 2
k e as alturas dos outros máximos, provenientes da equação (3.23),

podem ser calculadas numericamente.

No caso de valores pares de a, os mínimos desta família são tais que

ϕ̄1 = n
π

2
, n = 0,±1,±2, ... ; (3.24)

ϕ̄2 = ± arccos(±Zj,k) + 2Mπ , j = 1, ...,
a

2
, j ̸= k + 1 , M = 0,±1,±2, ... , (3.25)

com Zj,k = Za
j /Z̃

a
k . Já os máximos representados pela notação ϕ̃, devem satisfazer

cos(2ϕ̃) +
sin2(2ϕ̃)

2

a/2∑
j=1,j ̸=k

Z 2
k,j

1− Z 2
k,j cos

2(ϕ̃)
= 0 , (3.26)

onde Zk,j = Z̃a
k/Z

a
j , a qual também podemos resolver numericamente. Na tabela abaixo

mostramos alguns exemplos de valores de alturas para diferentes escolhas dos parâmetros

a e k. Uma vez que, nossos máximos são periódicos, consideramos somente os seus valores

positivos mais próximos de zero, representando assim as diferentes famílias de máximos.

a 3 4 5 5 6 6 7 7 7

k 1 1 1 2 1 2 1 2 3

max1 1.571 0.928 0.699 1.571 0.567 0.936 0.479 0.723 1.571

h1 0.223 0.078 0.044 0.210 0.029 0.074 0.021 0.044 0.206

max2 - 2.214 1.571 - 1.264 2.205 1.065 1.571 -

h2 - 0.078 0.031 - 0.019 0.074 0.013 0.026 -

max3 - - 2.443 - 1.878 - 1.571 2.419 -

h3 - - 0.044 - 0.019 - 0.012 0.044 -

max4 - - - - 2.575 - 2.077 - -

h4 - - - - 0.029 - 0.013 - -

max5 - - - - - - 2.663 - -

h5 - - - - - - 0.021 - -
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3.3.2 Nova família de modelos cosseno

Trabalharemos agora com a deformação g(ϕ) = Z̃a
k cosϕ, onde a é um número inteiro e

Z̃a
k trata-se de um dos zeros dos potenciais (2.29) e (2.30), exceto por ϕ = 0 e ϕ = 1.

Nesse caso da família cosseno, nós temos Z̃a
k = cos

(
2k−1
2a

π
)
, com k = 1, ..a

2
, para a par e

k = 1, 2, ..a−1
2
, para a ímpar.

A forma polinomial de V a
cos, com seus zeros para g(ϕ) = ϕ, já foi discutida em maiores

detalhes no capítulo anterior e na referência [97]. Assim, a escolha g(ϕ) = Z̃a
k cosϕ resulta

em reescrevermos (2.29) e (2.30) como

• para a > 1 ímpar:

V a,k
cos (ϕ) =

1

8
sin2(2ϕ)

(
1− Z̃a 2

k cos2 ϕ
) a−1

2∏
j=1,j ̸=k

(
1− Z̃a 2

k

Za
j
2 cos

2 ϕ

)2

, k = 1, ...,
a− 1

2
,

(3.27)

• para a par:

V a,k
cos (ϕ) =

1

2a2Z̃a 2
k

sin2(ϕ)
(
1− Z̃a 2

k cos2 ϕ
) a

2∏
j=1,j ̸=k

(
1− Z̃a 2

k

Za
j
2 cos

2 ϕ

)2

, k = 1, ...,
a

2
,

(3.28)

onde Za
j = cos

(
2j−1
2a
π
)
. Os potenciais V a,k

cos (ϕ) também podem ser escritos de forma

compacta via os polinômios de Chebyshev de primeiro tipo, de modo que

V a,k
cos (ϕ) =

1

2a2Z̃a 2
k

(
1− Z̃a 2

k cos2 ϕ
)

sin2 ϕ
T 2
a

(
Z̃a

k cosϕ
)
. (3.29)

As formas explicitas de V a,k
cos (ϕ), para a = 4 e 5 ambos com k = 1 são

V 4,1
cos (ϕ) =

1

8

sin2(ϕ)

(2 +
√
2)

(
1− (2 +

√
2)

4
cos2(ϕ)

)(
1− (2 +

√
2)

(2−
√
2)

cos2(ϕ)

)2

=

(
235− 108

√
2
)

4096

[
1−

(
744− 524

√
2
)(

686− 451
√
2
) cos(2ϕ) + (

72− 68
√
2
)(

686− 451
√
2
) cos(4ϕ)

−
(
24 + 12

√
2
)(

686− 451
√
2
) cos(6ϕ) + (

10 + 7
√
2
)(

686− 451
√
2
) cos(8ϕ)] ,
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V 5,1
cos (ϕ) =

1

8
sin2(2ϕ)

(
1− (5 +

√
5)

8
cos2(ϕ)

)(
1− (5 +

√
5)

(5−
√
5)

cos2(ϕ)

)2

=

(
97− 21

√
5
)

4096

[
1−

(
46− 22

√
5
)(

194− 42
√
5
) cos(2ϕ)− (152− 56

√
5
)(

194− 42
√
5
) cos(4ϕ)

+

(
21− 33

√
5
)(

194− 42
√
5
) cos(6ϕ)− (

42 + 14
√
5
)(

194− 42
√
5
) cos(8ϕ) + (

25 + 11
√
5
)(

194− 42
√
5
) cos(10ϕ)] ,

ilustrando esta nova família de modelos. Aqui, podemos notar que, temos novas variações

de modelos sine-Gordon, compreendendo novos sine-Gordon, duplos sine-Gordon, triplos

sine-Gordon, e assim por diante. A �m de evidenciar estas características, geramos os

potenciais presentes na Figura 3.3, a qual contêm V 4,1
cos e V 5,1

cos , além daqueles da Figura

3.4, onde podemos observar V 6,1
cos e V 7,1

cos .
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Figura 3.3: Grá�cos dos potenciais V 4,1
cos (ϕ), no painel esquerdo, e V 5,1

cos (ϕ), no painel direito.

Estes potenciais possuem multiplicidade M = 2, indicando que eles fazem parte da família duplo

sine-Gordon.
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Figura 3.4: Potenciais V 6,1
cos (ϕ), à esquerda da Figura, e V 7,1

cos (ϕ), à direita. Estes potenciais

possuem multiplicidade M = 3, implicando que eles são membros da família triplo sine-Gordon.
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Soluções estáticas

Para determinar os defeitos estáticos vinculados aos potenciais V a,k
cos (ϕ), devemos partir

da expressão (3.6) e também de g(ϕ) = Z̃a
k cosϕ. Desta maneira, temos

ϕa,k
m,n(x) = ± arccos

(
1

Z̃a
k

cos

(
θ1(x)

a
+

(2M − 1) π

2a

))
+ n π , (3.30)

onde θ1(x) = arccos(tanh(x)), n = 0,±1,±2, .., e M é um número inteiro cuja variação é

M = k, ..., a− k.

Máximos e mínimos

Novamente, como no caso da família seno, os potenciais acima são positivos de�nidos.

Consequentemente, seus mínimos são calculados considerando V a,k
cos = 0, e a partir da

derivada do potencial, excluindo os mínimos, nós obtemos os valores de seus máximos.

Logo, para a ímpar, os mínimos são dados por

ϕ̄1 =
nπ

2
; n = 0,±1,±2, ... . (3.31)

e

ϕ̄2 = ± arccos(±Zj,k) + 2Mπ , j, k = 1, ...,
a− 1

2
, j ̸= k , M = 0,±1,±2, ... , (3.32)

onde Zj,k = Za
j /Z̃

a
k . Já os máximos dos nossos potenciais obedecem a relação

4 cos(2ϕ̃)
(
1− Za

k
2 cos2(ϕ̃)

)
+ Za

k
2 sin2(2ϕ̃) +

2 sin2(2ϕ̃)
(
1− Za

k
2 cos2(ϕ̃)

) (a−1)/2∑
j=1,j ̸=k

Z 2
k,j

1− Z 2
k,j cos

2(ϕ̃)
= 0 , (3.33)

com Zk,j = Z̃a
k/Z

a
j , que pode ser resolvida numericamente caso a caso, analogamente as

análises da família seno. Ao trabalharmos com valores pares de a, os mínimos obedecem

as relações

ϕ̄1 = nπ n = 0,±1,±2, ... , (3.34)

e

ϕ̄2 = ± arccos(±Zj,k) + 2Mπ , j, k = 1, ...,
a

2
, j ̸= k , M = 0,±1,±2, ... , (3.35)

para Zj,k = Za
j /Z̃

a
k . Os máximos por sua vez, satisfazem

ϕ̃1 =
(2M + 1)π

2
M = 0,±1,±2,±3, ... , (3.36)
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e para a > 2 também temos ϕ̃2, o qual obtemos a partir de

Za
k
2 sin2(ϕ̃2) +

(
1− Za

k
2 cos2(ϕ̃2)

)1 + 2 sin2(ϕ̃2)

a/2∑
j=1,j ̸=k

Z 2
k,j

1− Z 2
k,j cos

2(ϕ̃2)

 = 0 , (3.37)

com Zk,j = Z̃a
k/Z

a
j . Os máximos de (3.36) possuem altura h = 1/2a2Z̃a 2

k , enquanto as

alturas daqueles provenientes de (3.37) podem ser calculadas numericamente.

3.3.3 Multiplicidade

O potencial do modelo sine-Gordon possui um número in�nito de setores topológicos e

cada um destes setores é descrito pela mesma solução tipo kink . Assim, ao de�nirmos que

M denota a multiplicidade do kink , então o modelo sine-Gordon tradicional é caracteri-

zado por um kink de multiplicidade M = 1. Já um potencial do tipo duplo sine-Gordon,

possui dois setores topológicos distintos, que também repetem-se inde�nidamente, e por-

tanto, está relacionado com defeitos tipo kink de multiplicidade M = 2. Consequente-

mente, um potencial triplo sine-Gordon possui defeitos do tipo kink com multiplicidade

M = 3 e assim por diante. As diferentes multiplicidades dos potenciais estudados nas

seções anteriores são dependentes do parâmetro a, uma vez que, a variação de k depende

do valor de a. Essas multiplicidades estão descritas de forma compacta na tabela abaixo

Família a ímpar a par

V a,k
sin Ma

k =
a+1
2

− k Ma
k =

a
2
− k

V a,k
cos Ma

k =
a+1
2

− k Ma
k =

a+2
2

− k

Uma outra característica interessante no que compete à multiplicidade, é que quanto maior

é o valor de a e quanto menor for o valor de k, maior é a multiplicidade dos modelos.

3.4 Superpotenciais e Energias dos multi sine-Gordon

Alguns sistemas físicos permitem a derivação explícita dos superpotenciais. Seja W uma

função do campo escalar ϕ, sua relação com o potencial de nossa teoria é tal que

V =
1

2
W 2

ϕ . (3.38)

Agora, a partir do procedimento de deformação, nós podemos escrever que se W(χ) é

o nosso superpotencial de partida, então o superpotencial do modelo deformado, W (ϕ)
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deve obedecer
dW

dϕ
=

1

fϕ

dW
dχ

(χ→ f(ϕ)) . (3.39)

No caso do modelo χ4, previamente utilizado para a implementar o método de defor-

mação, nós temos
dW
dχ

= 1− χ2 , (3.40)

o qual pode ser utilizado para determinar os superpotenciais dos modelos deformados.

As expressões para os superpotenciais são de grande utilidade, isto porque, podemos

utilizá-las para obter a energia das estruturas de defeitos correspondentes, já que sabe-

mos que a energia do defeito topológico χ(x), com o potencial descrito em termos do

superpotencial W(χ) é

E = |W(χ(+∞))−W(χ(−∞))| , (3.41)

onde χ(∞) = limx→∞ χ(x) e χ(x) é uma solução estática do tipo kink .

Alternativamente, o superpotencial pode ser obtido diretamente da integração de

(3.38), o que nos leva à

W (ϕ) = ±
∫
dϕ
√

2V (ϕ) , (3.42)

contudo, tal integral nem sempre implica em uma forma explícita de W . Porém, este

não é o caso dessas famílias de potenciais sine-Gordon que obtivemos. Logo, as formas

explícitas de superpotenciais da família seno com a = 3, 4, 5, e 6 são

W 3,1
sin (ϕ) =

5

8
cos(ϕ)− 1

72
cos(3ϕ) , (3.43)

W 4,1
sin (ϕ) =

3

16
cos(2ϕ)− 1

64
cos(4ϕ) , (3.44)

W 5,1
sin (ϕ) =

(75− 37
√
5)

80(1−
√
5)

cos(ϕ)− 7(5 +
√
5)

480(1−
√
5)

cos(3ϕ) +
(7 + 3

√
5)

800(1−
√
5)

cos(5ϕ) , (3.45)

W 5,2
sin (ϕ)=

1

160

(
55+19

√
5
)[

cos(ϕ)− 7

6

(
5 +

√
5
)(

205+93
√
5
) cos(3ϕ) + 1

10

(
3−

√
5
)(

205+93
√
5
) cos(5ϕ)] ,

(3.46)

W 6,1
sin (ϕ) =

3

64
+

11

256
cos(2ϕ) +

3

64
cos(4ϕ)− 3

256
cos(6ϕ) , (3.47)

W 6,2
sin (ϕ) =

1

64
− 47

256
cos(2ϕ) +

1

64
cos(4ϕ)− 1

2304
cos(6ϕ) . (3.48)

Já no caso da família cosseno as formas explícitas do superpotencial para a = 4 e

diferentes valores do parâmetro k são
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W 4,1
cos (ϕ) =

1

64

(√
2− 1

)[
16 arccsc

(
2 sec(ϕ)√
2 +

√
2

)
(3.49)

− cos(ϕ)

√
5 + 2

√
2−

(
2
√
2 + 3

)
cos(2ϕ)×

(
5
√
2−

(
4 + 3

√
2
)
cos(2ϕ)

)]
,

W 4,2
cos (ϕ) =

1

64

(√
2 + 1

)[
16 arccsc

(
2 sec(ϕ)√
2−

√
2

)
(3.50)

+cos(ϕ)

√
5− 2

√
2 +

(
2
√
2− 3

)
cos(2ϕ)×

(
5
√
2 +

(
4− 3

√
2
)
cos(2ϕ)

)]
.

As expressões acima nos possibilitam obter as energias BPS correspondentes para

cada setor topológico distinto. Deste modo, nossas análises �nais consistem em calcular

explicitamente algumas energias. Começamos nossas discussões com a família de modelos

seno, considerando o potencial V 3,1
sin , cuja multiplicidade é M = 1, implicando em uma

única solução topológica com energia E = 1.222.

O potencial V 4,1
sin também possui multiplicidade M = 1 e seu kink tem energia E =

0.375. A situação muda quando consideramos potenciais como, por exemplo, V 5,1
sin cuja

multiplicidade é M = 2, vide Figura 3.1, signi�cando que ele possui dois kinks distintos,

sendo um para cada setor topológico. Esses defeitos foram rotulados como kink grande e

kink pequeno. Tais rótulos referem-se à altura dos máximos do potencial nos diferentes

setores. Assim, as energias desses dois defeitos são Eg = 0.211 e Ep = 0.123.

Um outro potencial que também possui multiplicidade M = 2 é V 6,1
sin , cujo grá�co

também encontra-se na Figura 3.1. As energias correspondentes aos dois defeitos topoló-

gicos deste duplo sine-Gordon são Eg = 0.139 e Ep = 0.076. Como uma última análise

referente à família seno, consideramos V 7,1
sin , o qual pode ser observado em detalhes na

Figura 3.2. A multiplicidade desse potencial é M = 3 e as energias dos defeitos tipo kink

são Eg = 0.099, Em = 0.053 e Ep = 0.050, onde os rótulos representam kinks grande,

médio e pequeno, respectivamente.

Vejamos agora as energiasBPS para os potenciais da família cosseno. O potencial V 2,1
cos

possui multiplicidade M = 1 e a energia de seu defeito é E = 1.285. Um outro potencial

também com multiplicidade M = 1 é V 3,1
cos , apresentando um kink de energia E = 0.610.

Analisamos também dois exemplos de potenciais com multiplicidade M = 2, dados por
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V 4,1
cos e V 5,1

cos , cujas respectivas energias de seus defeitos são Eg = 0.206, Ep = 0.147,

Eg = 0.129 e Ep = 0.090, respectivamente. Já o potencial V 6,1
cos é o primeiro membro

com multiplicidade M = 3, para o qual as energias de cada um dos diferentes kinks são

Eg = 0.088, Em = 0.061 e Ep = 0.059.

3.5 Famílias de Modelos para g(ϕ) = ϕr

Esta seção compreende o estudo da família de modelos proveniente da escolha g(ϕ) = ϕr,

onde r = n/m é um número racional e positivo, ou seja, a razão de dois números naturais

diferentes de zero, ou matematicamente n,m ∈ N∗. A partir da solução geral (3.6), os

defeitos estáticos dos potenciais V a
sin(ϕ) e V

a
cos(ϕ) são escritos como

ϕk
S(x) = s(r) cos1/r

(
η(x) +M π

a

)
, (3.51)

onde M = k − 1 para a família seno ou M = (2k − 1)/2 para a família cosseno com o

parâmetro k sendo um número natural positivo. Devemos salientar, que apenas alguns

poucos valores de k produzem diferentes soluções estáticas e tais valores também depen-

dem da escolha do parâmetro a. O símbolo s(r) em (3.51) possui a seguinte de�nição: se

r = 2p
2q−1

, p, q ∈ N∗, s(r) consiste em tomar o sinal ± e o módulo antes de extrair a raiz

ímpar na equação (3.51):

ϕk
S(x) = ±

∣∣∣∣cos2q−1

(
η(x) +M π

a

)∣∣∣∣ 1
2p

. (3.52)

Para qualquer outro valor de r o símbolo é simplesmente igual à unidade, ou seja, s(r) =

1. Isto ocorre, porque existem duas raízes reais para potências pares e apenas uma

raiz real para potências ímpares. Uma vez que, r é positivo, a função de deformação

χ = g(ϕ) = ϕr mapeia a variação do campo |χ| ≤ 1 em |ϕ| ≤ 1, além disso, todos os

zeros do potencial deformado �cam con�nados no intervalo −1 ≤ ϕ ≤ 1. Desta maneira,

para obter soluções estáticas com energia �nita, devemos trabalhar com o kink regular

η(x) = θ1(x), mencionado na equação (3.7a).

Uma característica geral dos modelos gerados pela deformação (3.3) com g(ϕ) = ϕr, é

que o número de soluções estáticas topológicas e não-topológicas é determinado somente

pelo parâmetro a. Observamos ainda, que os potenciais podem ser escritos na forma

polinomial para a inteiro ou semi-inteiro, como mostraremos nas próximas subseções.
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3.5.1 Modelos da família seno para valores inteiros de a

Investigamos a família de modelos dada por V a,r
sin , especi�cando que o parâmetro a é

um número inteiro. A forma polinomial de V a,1
sin , com seus zeros (e multiplicidades) é

conhecida, e assim, realizando a deformação g(ϕ) = ϕr �camos com

• para a ímpar:

V a,r
sin (ϕ) =

1

2a2r2
ϕ2−2r

(a+1)/2∏
j=1

(
1− ϕ2r

Za
j
2

)2

, (3.53)

• para a par:

V a,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2

a/2∏
j=1

(
1− ϕ2r

Za
j
2

)2

, (3.54)

onde Za
j = cos

(
j−1
a
π
)
com as restrições que o potencial deve ser real e não singular. Assim

sendo, caso a seja ímpar consideramos somente r ≤ 1. O potencial seno V a,r
sin (ϕ) pode ser

escrito em termos dos polinômios de Chebyshev de segundo tipo na variável ϕr :

V a,r
sin (ϕ) =

1

2a2r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r)2 U2

a−1(ϕ
r) . (3.55)

As formas explicitas de V a,r
sin (ϕ), para a = 1, 2, 3, 4 são dadas por

V 1,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2−2r (1− ϕ2r)2 , (3.56)

V 2,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2 (1− ϕ2r)2 , (3.57)

V 3,r
sin (ϕ) =

8

9r2
ϕ2−2r (1− ϕ2r)2

(
1

4
− ϕ2r

)2

, (3.58)

V 4,r
sin (ϕ) =

2

r2
ϕ2 (1− ϕ2r)2

(
1

2
− ϕ2r

)2

, (3.59)

ilustrando esta nova família de modelos. Podemos ver que, nos casos r > 1 e inteiro e

para r > 1/2 e semi-inteiro, devemos tomar valores pares de a.

Kinks topológicos, kinks duplos e lumps não-topológicos tipo sino

Os defeitos analíticos descritos pela relação (3.51) podem ser classi�cados em três tipos

distintos: kink topológico, lump não-topológico e kink duplo topológico. Essas classes de

defeitos dependem dos potenciais V a,r
sin (ϕ). O caso especial previamente estudado em [97]

consiste na escolha r = 1, onde existem duas classes de modelos: a primeira para a ímpar

a qual compreende potenciais do tipo ϕ4, já que são diferentes de zero na origem, e outra
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classe para a par, implicando em modelos tipo ϕ6, ou seja, os potenciais tocam o zero na

origem.

Vejamos então, os novos potencias que podemos construir e vamos compará-los com

seus predecessores supramencionados.

1.1. V a,r
sin (ϕ). Para a = par, r = n ou r = n/m, n inteiro e m ímpar, os potenciais

são positivos de�nidos e simétricos com relação ao ponto ϕ = 0, comportando-se como o

modelo ϕ6, tais como os grá�cos das Figuras 3.5 e 3.8. Os vácuos e as soluções estáticas
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Figura 3.5: À esquerda, apresentamos os grá�cos para V 2,1
sin (ϕ) e V 2,2

sin (ϕ), gerados com linhas

tracejada (vermelho) e sólida (azul), respectivamente, e nos grá�cos da direita temos V 4,1
sin (ϕ) e

V 4,2
sin (ϕ), gerados com linhas tracejada (vermelho) e sólida (azul), respectivamente. Esses poten-

ciais pertencem à família de modelos ϕ6

são dados por

ϕj
v = ±

∣∣∣∣cos(j − 1

a
π

)∣∣∣∣ 1r , j = 1, . . . ,
a

2
+ 1 , (3.60)

ϕk
S(x) = ±

∣∣∣∣cos(arccos(tanh(x)) + (k − 1)π

a

)∣∣∣∣ 1r , (3.61)

k = 1, . . . , a. Observamos a existência de a + 1 vácuos e a pares de kink/anti-kink ,

ambos para n par e ímpar. Os defeitos correspondentes a todos esses casos são pares

kink/anti-kink , topológicos, interpolando os vácuos consecutivos desses potenciais.

1.2. V
a,n

2
sin . Para a par e r = n/2 ≥ 1/2 semi-inteiro, os potenciais também são positivos

de�nidos, mas são assimétricos com respeito a ϕ = 0, que nestes casos trata-se de um dos

mínimos de V . Estes potenciais não correspondem à invariância ϕ→ −ϕ e todos os seus

máximos locais são não negativos, veja Figura 3.6. Os vácuos e as soluções estáticas são
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Figura 3.6: No primeiro painel, ilustramos os potenciais V 2,1/2
sin (ϕ) e V

2,3/2
sin (ϕ), gerados com li-

nhas tracejada (vermelho) e sólida (azul), respectivamente, já no segundo painel, temos V 4,1/2
sin (ϕ)

e V
4,3/2
sin (ϕ), gerados com linhas tracejada (vermelho) e sólida (azul), respectivamente.

ϕj
v =

(
cos2

(
j − 1

a
π

)) 1
n

, j = 1, 2, . . . ,
a

2
+ 1 , (3.62)

ϕk
S(x) =

(
cos2

(
arccos(tanh(x)) + (k − 1)π

a

)) 1
n

, (3.63)

k = 1, 2, . . . , a. Esses modelos apresentam a/2+ 1 vácuos e a/2 pares topológicos do tipo

kink/anti-kink .

1.3. V
a, 1

2
sin (ϕ). Para esta escolha a é ímpar e r = 1/2, implicando em potenciais da

família seno não-negativos somente para ϕ ≥ 0, e o zero em ϕ = 0 não é um ponto crítico,

veja o grá�co na Figura 3.7. Os vácuos e as soluções estáticas são tais que

0.5 1.0
Φ

0.2

0.4

Figura 3.7: Grá�cos dos potenciais V 1,1/2
sin (ϕ) e V

3,1/2
sin (ϕ), ilustrados com linhas tracejada (ver-

melho) e sólida (azul), respectivamente.

ϕj
v = cos2

(
j − 1

a
π

)
, j = 1, 2, . . . ,

a+ 1

2
, (3.64)
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ϕk
S(x) = cos2

(
arccos(tanh(x)) + (k − 1)π

a

)
, (3.65)

k = 1, 2, . . . , a. Para estes potenciais, existem (a + 1)/2 vácuos além de a defeitos - um

lump não-topológico e (a− 1)/2 defeitos topológicos do tipo kink/anti-kink . As soluções

relativas à k < (a+1)/2 são kinks topológicos interpolando dois dos mínimos locais. Para

k > (a + 1)/2 encontramos anti-kinks topológicos que conectam os vácuos nos sentidos

opostos aos dos kinks . A outra classe de soluções compreende os valores k = (a + 1)/2

comportando-se assintoticamente como ϕ = cos2
(
a−1
2a
π
)
para x = ±∞, tratando-se de

diferentes lumps não-topológicos.

1.4. V
a, n

m
sin (ϕ). Nesta família, consideramos a inteiro e r = n/m não inteiro, com m

ímpar, e n = 1, 2, . . . ,m−1, resultando em potenciais positivos de�nidos e simétricos com

respeito à origem, onde V = 0, os quais podem ser observados em detalhes na Figura 3.8.
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Figura 3.8: Grá�cos dos potenciais V
1,1/3
sin (ϕ) linhas tracejada (vermelho) e V

2,1/3
sin (ϕ) sólida

(azul), ilustrados no painel esquerdo. No painel direito, apresentamos V
3,1/3
sin (ϕ) e V

4,1/3
sin (ϕ),

gerados com linhas tracejada (vermelho) e sólida (azul), respectivamente.

Uma novidade bastante interessante ocorre nestes casos, tratando-se do fato da origem

não ser um vácuo do potencial V , isto é, dV
dϕ

|ϕ=0 é ambígua para r > 1/2 e d2V
dϕ2 |ϕ=0 → ∞

se r < 1/2.

Este comportamento, gera um defeito conectando os dois mínimos vizinhos mais pró-

ximos da origem, resultando em soluções do tipo kink duplo. Os vácuos e as soluções

estáticas são tais que

ϕj
v = ±

∣∣∣∣cosm(j − 1

a
π

)∣∣∣∣ 1n , j = 1, . . . ,
a+ 1

2
, (3.66)
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ϕk
S(x) = ±

∣∣∣∣cosm(arccos(tanh(x)) + (k − 1)π

a

)∣∣∣∣ 1n , (3.67)

onde k = 1, . . . , a e k ̸= a+1
2

para defeitos kink/anti-kink , além de

ϕk
S(x) = ±|x|

x

∣∣∣∣cosm(arccos(tanh(x)) + (k − 1)π

a

)∣∣∣∣ 1n , (3.68)

onde k = a+1
2

para kinks (+) e anti-kinks (−) duplos1. Existem a+ 1 vácuos e a defeitos

topológicos - (a−1) kinks/anti-kinks e um par de kink/anti-kink duplo ao redor da origem

- tanto para n par quanto para n ímpar.

Deste modo, tomamos n = 1 e k = (a + 1)/2. Nestes casos, os kinks escapam da

origem e conectam os mínimos mais próximos de ϕ = 0, dados por ϕ = cosm
(
a−1
2a

π
)

e ϕ = cosm
(
a+1
2a

π
)
. O caráter dessas soluções é topológico, conectando dois mínimos

diferentes do potencial, contudo, elas são kinks e anti-kinks duplos. Essa forma especial de

defeito foi introduzida na literatura pela referência [113] e vemos sua aparição inesperada

dentre os membros dessa família de potenciais. Na Figura 3.9 ilustramos o comportamento

das soluções do tipo kink/anti-kink duplo, para a = 1 e r = 1/3.

-4 -2 2 4
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0
ΦHxL

Figura 3.9: Nesta �gura vemos o par kink linha sólida e anti-kink linha pontilhada, representado

as soluções analíticas de V
1,1/3
sin (azul) e V 1,1

sin (vermelho). As soluções de V
1,1/3
sin são do tipo

kink/anti-kink duplo.

3.5.2 Modelos da família cosseno para valores inteiros de a

Nesta seção, investigamos a família de modelos dada por V a,r
cos , nos restringindo a casos

especí�cos em que a é um número inteiro. Assim como nas análises prévias, a forma

1A forma |x|
x representa uma notação na qual consideramos sinais diferentes para cada um dos ramos

da solução ϕk
S(x).
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polinomial de V a,1
cos , com seus zeros e multiplicidades é bem conhecida e foi abordada em

amplos detalhes no capítulo 2. Deste modo, trabalhamos com a deformação g(ϕ) = ϕr,

nos levando aos potenciais

• com a ímpar:

V a,r
cos (ϕ) =

1

2r2
ϕ2(1− ϕ2r)

a−1
2∏

j=1

(
1− ϕ2r

Za
j
2

)2

, (3.69)

• com a par:

V a,r
cos (ϕ) =

1

2a2r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r)

a
2∏

j=1

(
1− ϕ2r

Za
j
2

)2

, (3.70)

onde Za
j = cos

(
2j−1
2a
π
)
. Para que o potencial seja real e não apresente singularidades,

nossa potência deve ser tal que r ≤ 1 para valores pares de a. Os potenciais tipo cosseno

V a,r
cos (ϕ) podem ser escritos em termos dos polinômios de Chebyshev de primeiro tipo na

variável ϕr, resultando em

V a,r
cos (ϕ) =

1

2a2r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r) T 2

a (ϕ
r) . (3.71)

As formas explícitas para os potenciais V a,r
cos (ϕ) com a = 1, 2, 3, 4 são

V 1,r
cos (ϕ) =

1

2r2
ϕ2 (1− ϕ2r) , (3.72)

V 2,r
cos (ϕ) =

1

2r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r)

(
1

2
− ϕ2r

)2

, (3.73)

V 3,r
cos (ϕ) =

8

9r2
ϕ2 (1− ϕ2r)

(
3

4
− ϕ2r

)2

, (3.74)

V 4,r
cos (ϕ) =

1

32r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r)

(
1− 8ϕ2r + 8ϕ4r

)2
, (3.75)

ilustrando nossa nova família de modelos. Vemos aqui que, nos casos em que r > 1 inteiro

e para r > 1/2 semi-inteiro, nosso parâmetro a deve ser ímpar.

Kinks e kinks duplos topológicos e lumps tipo sino não topológicos

Os defeitos analíticos descritos pela fórmula (3.51), podem ser classi�cados em três tipos:

kink topológico, lump tipo sino não topológico e kink topológico. Essas classes de defeitos

dependem da natureza do potencial V a,r
cos (ϕ). Como veri�camos anteriormente, no caso

r = 1, existem duas classes de modelos: uma para a ímpar do tipo ϕ4 invertido, possuindo

um zero na origem, já a segunda compreende os valores pares de a, resultando em modelos
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do tipo ϕ6 invertidos. Em nossas discussões, procuramos descrever os nossos potenciais,

caso por caso, e compará-los com seus antecessores, determinados previamente em [97] .

1.1. V a,r
cos (ϕ). Para a = ímpar, r = n ou r = n/m, com n inteiro e m ímpar, os

potenciais são positivos de�nidos se e somente se |ϕ| ≤ 1 e seus zeros denotados por

ϕ = ±1 não são pontos críticos, reproduzindo o comportamento do modelo ϕ4 invertido.

Apresentamos alguns potenciais em mais detalhes nas Figuras 3.10 e 3.13. Os vácuos e
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Figura 3.10: Potenciais V 3,1
cos (ϕ) e V 3,2

cos (ϕ), ilustrados com linhas tracejada (vermelho) e sólida

(azul), respectivamente, apresentados no painel à esquerda. No painel à direita, observamos os

potenciais V 5,1
cos (ϕ) e V 5,2

cos (ϕ), gerados com linhas tracejada (vermelho) e sólida (azul), respecti-

vamente. Estes potenciais comportam-se como o modelo ϕ4 invertido.

soluções estáticas são

ϕj
v = ±

∣∣∣∣cos(2j − 1

2a
π

)∣∣∣∣ 1r , j = 1, . . . ,
a+ 1

2
, (3.76)

ϕk
S(x) = ±

∣∣∣∣cos(2 arccos(tanh(x)) + (2k − 1)π

2a

)∣∣∣∣ 1r , (3.77)

onde k = 1, . . . , a−1 para defeitos kinks/anti-kinks e k = a para o defeito lump. Existem

a vácuos, além de 2a defeitos - (a − 1) pares de kink/anti-kink topológicos e dois lumps

tipo sino não topológicos, tanto para n par quanto para n ímpar.

1.2. V
a,n

2
cos . Aqui trabalhamos com a ímpar e r = n/2 ≥ 1/2 semi-inteiro, os potenciais

resultantes não são simétricos e positivos de�nidos apenas para ϕ ≤ 1, além disso, o zero

no ponto ϕ = 1 não é um ponto crítico. Observamos ainda, que todos os seus pontos

críticos são não-negativos, veja na Figura 3.11. Os vácuos e as soluções estáticas são

ϕj
v =

(
cos2

(
2j − 1

2a
π

)) 1
n

, j = 1, 2, . . . ,
a+ 1

2
, (3.78)
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Figura 3.11: Nesta �gura apresentamos à esquerda, os potenciais V 3,1/2
cos (ϕ) e V 3,3/2

cos (ϕ), gerados

com linhas tracejada (vermelho) e sólida (azul), respectivamente. Nos grá�cos da direita, vemos

os potenciais V
5,1/2
cos (ϕ) e V

5,3/2
cos (ϕ), ilustrados com linhas tracejada (vermelho) e sólida (azul),

respectivamente.

ϕk
S(x) =

(
cos2

(
2 arccos(tanh(x)) + (2 k − 1)π

2 a

)) 1
n

, (3.79)

com k = 1, 2, . . . , a−1, para defeitos kink/anti-kink , e k = a para o defeito lump. Existem

(a + 1)/2 vácuos não-negativos e a defeitos, sendo (a − 1)/2 pares de kinks/anti-kinks

topológicos e um lump tipo sino não topológico.

1.3. V
a, 1

2
cos (ϕ). Para esta escolha o parâmetro a é par e r = 1/2. Os potenciais da

família cosseno são positivos de�nidos para 0 ≤ ϕ ≤ 1, além disso, os zeros ϕ = 0, 1 não

são pontos críticos e todos os seus pontos críticos são não negativos, como ilustrado nos

grá�cos da Figura 3.12. Nossos vácuos e soluções estáticas para esta família são
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Figura 3.12: Grá�cos dos potenciais V
2,1/2
cos (ϕ) e V

4,1/2
cos (ϕ), gerados com linhas tracejada (ver-

melho) e sólida (azul), respectivamente.
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ϕj
v = cos2

(
2j − 1

2a
π

)
, j = 1, 2, . . . ,

a

2
, (3.80)

ϕk
S(x) = cos2

(
2 arccos(tanh(x)) + (2 k − 1)π

2 a

)
, (3.81)

onde k = 1, 2, . . . , (a − 1) ∀ k ̸= a/2 para defeitos kink/anti-kink e k = a/2 ou a para o

defeito lump. Neste caso, existem a/2 vácuos e um total de a defeitos - dois lumps do

tipo sino não topológicos e (a− 2)/2 pares de kinks/anti-kinks .

1.4. V
a, n

m
cos (ϕ). No estudo desta família, consideramos a par e r = n/m não inteiro, com

m ímpar e n = 1, 2, . . . ,m− 1. Nossos potenciais são não negativos apenas para |ϕ| < 1

além de serem simétricos com relação à origem, onde V = 0. Os zeros destes potenciais

em ϕ = ±1 mais uma vez, não são pontos críticos, como observamos na Figura 3.13.

Neste caso, a origem não é um dos vácuos de V , pois dV
dϕ

|ϕ=0 é ambígua para r > 1/2 e
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Figura 3.13: Potenciais V
2,1/3
cos (ϕ) e V

4,1/3
cos (ϕ), ilustrados com linhas tracejada (vermelho) e

sólida (azul), respectivamente.

d2V
dϕ2 |ϕ=0 → ∞ para r < 1/2. Uma vez mais, este comportamento está relacionado com

defeitos que conectam os dois mínimos mais próximos da origem, resultando em soluções

do tipo kink/anti-kink duplo. Os vácuos e soluções estáticas desta família são

ϕj
v = ±

∣∣∣∣cosm(2j − 1

2a
π

)∣∣∣∣ 1n , j = 1, . . . ,
a

2
, (3.82)

ϕk
S(x) = ±

∣∣∣∣cosm(2 arccos(tanh(x)) + (2k − 1)π

2a

)∣∣∣∣ 1n , (3.83)

onde k = 1, 2, . . . , (a − 1) ∀ k ̸= a/2, para o par kink/anti-kink , k = a para defeitos do

tipo lump e

ϕk
S(x) = ±|x|

x

∣∣∣∣cosm(2 arccos(tanh(x)) + (2k − 1)π

2a

)∣∣∣∣ 1n , (3.84)
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com k = a/2 para os defeitos tipo kink/anti-kink duplo. Existem a vácuos e 2a defeitos

- (a − 2) pares de kink/anti-kink , um par de kink/anti-kink duplo conectando os vácuos

ao redor da origem e dois lumps do tipo sino - para n par e ímpar. Na Figura 3.14, nós

plotamos as soluções estáticas para o potencial cosseno com a = 4 e r = 1/3.
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Figura 3.14: Defeitos kink/anti-kink (linha sólida azul), kink/anti-kink duplo (linha vermelha

tracejada) e lump (linha verde sólida) correspondentes aos diferentes setores do potencial V 2,1/3
cos .

3.5.3 Famílias de Modelos para a semi-inteiro

Ao estudarmos as famílias de potenciais para estes valores do parâmetro a, veri�camos

que elas possuem uma relação de re�exão entre si, ou seja, V a,r
cos (ϕ) = V a,r

sin (−ϕ), o que

as faz essencialmente iguais. Deste modo, examinaremos em detalhes apenas uma dessas

famílias, no caso, aquela relativa aos potenciais do tipo seno, os quais são escritos segundo

V a,r
sin (ϕ) =

1

4a2r2
ϕ2−2r(1− ϕr)(1− ϕ2r)

a− 1
2∏

j=1

(
1 +

ϕr

Za
j

)2

, (3.85)

onde Za
j = cos

(
2j−1
2a
π
)
e r ≤ 1 como restrição para que os potenciais sejam reais. Os

potenciais da família seno também podem ser escritos em termos dos polinômios de

Chebyshev de primeiro tipo, de tal maneira que

V a,r
sin (ϕ) =

1

4a2r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r) (1− T2a(ϕ

r)) , (3.86)
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onde Ta(θ) é dado pela relação (2.21). As formas explícitas dos potenciais desta família,

para a = 1/2, 3/2, 5/2 são

V
1/2,r
sin (ϕ) =

1

r2
ϕ2−2r (1− ϕr)

(
1− ϕ2r

)
, (3.87)

V
3/2,r
sin (ϕ) =

1

9r2
ϕ2−2r (1− ϕr)

(
1− ϕ2r

)
(1 + 2ϕr)2 , (3.88)

V
5/2,r
sin (ϕ) =

1

25r2
ϕ2−2r (1− ϕr)

(
1− ϕ2r

)
×
(
1− 2ϕr − 4ϕ2r

)2
, (3.89)

ilustrando nossa nova família de modelos.

Kinks e kinks duplos topológicos e lumps tipo sino e tipo pão de açúcar não

topológicos

Os defeitos analíticos descritos pela expressão (3.51) podem ser classi�cados em três classes

distintas: kink topológico, lump não topológico tipo sino e tipo pão de açúcar . Esses tipos

de defeitos dependem basicamente da escolha dos potenciais V a,r
sin (ϕ). O caso r = 1, foi

descrito em detalhes no trabalho [97].

Aqui, nós consideramos V
a, n

m
sin (ϕ) para r sendo a razão de dois números positivos na-

turais, de tal maneira que r = n/m < 1. Os potenciais são não negativos apenas para

ϕ ≥ −1, não simétricos e o zero em ϕ = −1 não é um ponto crítico, como podemos ver

na Figura 3.15. Os vácuos são ϕ1
v = 1 além de

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5
Φ

1

2

Figura 3.15: Potenciais V 1/2,1/3
cos e V

1/2,1/3
sin , ilustrados com linhas sólida (azul) e tracejada (ver-

melha), respectivamente.

ϕj
v = −

(
cos

(
2j − 3

2a
π

)) 1
r

, j = 2, . . . , a+
1

2
, (3.90)
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para a > 1/2. Já as soluções estáticas são

ϕk
S(x) =

(
cos

(
arccos(tanh(x)) + (k − 1)π

a

)) 1
r

, (3.91)

onde k = 1, . . . , 2a. Todas as soluções estáticas são descritas por (3.91), aquelas que

interpolam os vácuos dos potenciais são topológicas, enquanto as outras que evoluem entre

o zero ϕ = −1 e o vácuo vizinho mais próximo, para k = a + 1/2, são não topológicas.

No exemplo da Figura 3.15, a origem não é um vácuo do potencial, uma vez que, dV
dϕ

|ϕ=0

é ambígua para r > 1/2 e d2V
dϕ2 |ϕ=0 → ∞ para r < 1/2. Desta forma, neste setor ao redor

de ϕ = 0 (para a = 1
2
), surge como solução um defeito não topológico exótico, o qual

denominamos lump tipo pão de açúcar 2, além disso, esta família de potenciais também

apresenta soluções do tipo kink/anti-kink duplo, ao considerarmos a ≥ 3/2. Quando

utilizamos a > 1/2, temos defeitos do tipo lump tipo sino, um par de kink/anti-kink duplo

e a−3/2 pares de kink/anti-kink topológicos. Na Figura 3.16 representamos gra�camente

as soluções lumps do tipo pão de açúcar para os potenciais da família cosseno e seno,

com a = 1/2 e r = 1/3, respectivamente.

-4 -2 2 4
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0
ΦHxL

Figura 3.16: Grá�cos para as soluções estáticas dos potenciais V 1/2,1/3
cos e V

1/2,1/3
sin geradas com

linhas sólida (azul) e tracejada (vermelha), respectivamente. As soluções estáticas de V 1/2,1/3

são lumps tipo pão de açúcar.

3.6 Famílias de Modelos para g(ϕ) = 1/ϕr

Nesta seção, vamos considerar o caso g(ϕ) = 1/ϕr, onde r = n/m. Como em nossas

análises anteriores, r é um número racional positivo, ou seja, a razão entre dois números
2Estes defeitos também foram discutidos na referência [101].
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naturais diferentes de zero, matematicamente descritos como n,m ∈ N∗. A partir da

equação (3.6), nós somos capazes de determinar analiticamente as soluções estáticas dos

potenciais V a
sin(ϕ) e V

a
cos(ϕ), dadas por

ϕk
S(x) = s(r) cos−1/r

(
η(x) +M π

a

)
, (3.92)

onde M está relacionado com k, e apenas para alguns poucos valores de k produzem

defeitos diferenciados, sendo que, k também depende do valor do parâmetro a, como

explicamos em mais detalhes logo abaixo. O símbolo s(r) em (3.92) é de�nido da mesma

forma apresentada em (3.51).

Para n positivo, a função de deformação χ = g(ϕ) = 1/ϕn mapeia a variação |χ| ≤ 1

na variação |ϕ| ≥ 1, bem como a variação |χ| ≥ 1 em |ϕ| ≤ 1. Assim, para obtermos as

soluções estáticas dos potenciais deformados que cobrem −1 ≤ ϕ ≤ 1, devemos escolher

η(x) = θ2(x), como na relação (3.7b), já para ϕ ≤ −1 ou ϕ ≥ 1 escolhemos η(x) = θ1(x),

como em (3.7a). Uma característica geral desses modelos gerados pela deformação (3.3)

com g(ϕ) = 1/ϕr, é que o número de setores topológicos é determinado apenas por a,

como descrevemos abaixo. Os potenciais podem ser escritos de forma polinomial, para a

inteiro ou semi-inteiro, como evidenciaremos a seguir.

3.6.1 Modelos da família seno para a inteiro

Permita-nos investigar diversas famílias de modelos relativas ao potencial V a,r
sin , para casos

especí�cos em que a é um número inteiro. A forma polinomial de V a,1
sin , com seus zeros

e multiplicidades são bem conhecidas. Assim, nosso foco será considerar a deformação

g(ϕ) = 1/ϕr e os seguintes casos:

• com a ímpar:

V a,r
sin (ϕ) =

1

2a2r2
ϕ2−2ar

(a+1)/2∏
j=1

(
ϕ2r − 1

Za
j
2

)2

, (3.93)

• com a par:

V a,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2−2ar

a/2∏
j=1

(
ϕ2r − 1

Za
j
2

)2

, (3.94)

onde Za
j = cos

(
j−1
a
π
)
e r ≤ 1/a com a restrição que o potencial seja real. O potencial

tipo seno, V a,r
sin (ϕ) pode ser escrito em termos dos polinômios de Chebyshev de segundo

49



tipo, de tal modo que

V a,r
sin (ϕ) =

1

2a2r2
ϕ2−2r(1− ϕ2r)2 U2

a−1

(
ϕ−r
)
, (3.95)

onde Ua(θ) é descrito em detalhes na equação (2.22). As formas explícitas do potencial

V a,r
sin (ϕ) com a = 1, 2, 3, 4 são

V 1,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2−2r (1− ϕ2r)2 , (3.96)

V 2,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2−4r (1− ϕ2r)2 , (3.97)

V 3,r
sin (ϕ) =

1

18r2
ϕ2−6r (1− ϕ2r)2

(
4− ϕ2r

)2
, (3.98)

V 4,r
sin (ϕ) =

1

2r2
ϕ2−8r (1− ϕ2r)2

(
2− ϕ2r

)2
, (3.99)

ilustrando nossa nova família de modelos. Podemos observar que, o parâmetro r �ca

restrito aos valores r ≤ 1/a, e o primeiro membro desta família, para a = 1, é idêntico

aquele visto em (3.56).

Kinks, kinks �nos e kinks duplos topológicos

Os defeitos descritos analiticamente pela equação (3.92) podem ser classi�cados em três

tipos distintos: kink simples, kink �no e kink duplo topológicos. As classes de defeitos

dependem somente dos potenciais V a,r
sin (ϕ). Estes modelos possuem potenciais positivos

de�nidos e são descritos caso a caso.

1.1. V
a, 1

a
sin (ϕ). Para a ímpar e r = 1/a, os potenciais são não negativos e simétricos com

respeito à origem, assim como o modelo ϕ4 - possuindo um máximo na origem, contudo

trata-se de um máximo pontiagudo para a > 1, veja por exemplo o grá�co da Figura

3.17. Nesta família, existem a + 1 vácuos e a pares de defeitos. Em todos os casos, os

defeitos são kinks/anti-kinks topológicos, interpolando vácuos consecutivos do potencial.

Os vácuos são

ϕj
v = ±

∣∣∣∣cos(j − 1

a
π

)∣∣∣∣− 1
r

, (3.100)

onde j = 1, . . . , a+1
2
. As soluções estáticas, para |ϕ| ≤ 1, são

ϕ1
S(x) = ∓ψ0 , x > 0 ,

ϕ1
S(x) = ±ψ1 , x < 0 , (3.101a)
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Figura 3.17: Grá�co do potencial V 3,1/3
sin (ϕ), como função do campo escalar ϕ.

tomando os sinais (−)(+) para o defeito kink e (+)(−) para anti-kink , onde

ψℓ(x) =

(
cos

(
arccos(coth(x)) + (ℓ− 1)π

a

))− 1
r

, (3.101b)

já considerando |ϕ| ≥ 1, eles são dados por

ϕk
S(x) = ±

∣∣∣∣∣cos
(
arccos(tanh(x)) + (k̃ − 1)π

a

)∣∣∣∣∣
− 1

r

, (3.102)

onde k̃ = k − (a+ 1)/2 com k = 2, . . . , a.

Neste caso, dV
dϕ

é ambígua na origem, para a > 1, causando o máximo pontiagudo.

Assim, os defeitos entre os mínimos vizinhos de ϕ = 0 são mais �nos do que os kinks

tradicionais, e por isso denominados de kinks �nos. Na Figura 3.18 ilustramos o formato

dessa nova solução topológica, para a = 3 e r = 1/3.
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Figura 3.18: Grá�cos dos kinks (linha sólida) e anti-kinks (linha tracejada), representando as

soluções de V
3,1/3
sin (azul) e V 1,1

sin (vermelho). As soluções de V
3,1/3
sin são os chamados kinks �nos.
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1.2. V
a, n

m
sin (ϕ). No caso desta família, consideramos n inteiro, m ímpar e r = n/m <

1/a não inteiro, resultando em potenciais positivos de�nidos e simétricos com respeito à

origem, onde V = 0, como o modelo ϕ6, possuindo um mínimo na origem com concavidade

negativa, o que nos fornece uma solução do tipo kink duplo ao redor de ϕ = 0, veja por

exemplo o grá�co da Figura 3.19.
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Figura 3.19: Potencial V 3,2/7
sin (ϕ) como função do campo escalar ϕ. Ao lado mostramos em

detalhes o comportamento peculiar deste potencial próximo à origem.

No caso em que a é ímpar, existem a+1 vácuos e a pares de defeitos topológicos, destes

(a− 1) pares tipo kink/anti-kink e um par kink/anti-kink duplo ao redor da origem, para

n par e ímpar. Novamente, os vácuos são dados por (3.100), já as soluções estáticas

topológicas kink/anti-kink duplo, são dadas por (3.101), exceto para o caso a = 1 e n

ímpar, quando temos

ϕ1
S = ± (coth(x))−

1
r , (3.103)

e os outros (a − 1) pares de kinks/anti-kinks são expressos em termos de (3.102), onde

novamente, k̃ = k − (a+ 1)/2 com k = 2, . . . , a.

Para a par, existem a vácuos e (a− 1) pares de defeitos topológicos - (a− 2) pares de

kinks/anti-kinks e um par de kink/anti-kink duplo ao redor da origem, para n par e ímpar.

Este caso também apresenta vácuos descritos por (3.100), onde j = 1, . . . , a
2
e as soluções

estáticas são dadas por (3.101) e (3.102), onde k̃ = k − a/2 com k = 2, . . . , (a− 1).

3.6.2 Famílias de Modelos para a semi-inteiro

Do mesmo modo que os potenciais abordados previamente, as famílias cosseno e seno são

re�exões uma da outra quando consideramos a semi-inteiro, ou seja, V a,r
cos (ϕ) = V a,r

sin (−ϕ).
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Consequentemente, trabalharemos explicitamente com os potenciais da família seno, que

são escritos segundo

V a,r
sin (ϕ) =

1

4a2r2
ϕ2−2ar(1− ϕr)(1− ϕ2r)

a− 1
2∏

j=1

(
ϕr +

1

Za
j

)2

, (3.104)

onde Za
j = cos

(
2j−1
2a
π
)
e r ≤ 1/a, com a restrição do potencial ser real. Para valores

semi-inteiros de a, os potenciais V a
sin(ϕ) podem ser denotados em termos dos polinômios

de Chebyshev de primeiro tipo, ou seja,

V a,r
sin (ϕ) =

1

4a2r2
ϕ2(ϕ2r − 1)

(
1− T2a

(
ϕ−r
))
, (3.105)

onde Ta(θ) pode ser visto em (2.21). As formas explícitas desses potenciais, para a =

1/2, 3/2, 5/2 são dadas por

V
1/2,r
sin (ϕ) =

1

r2
ϕ2−r (1− ϕr)

(
1− ϕ2r

)
, (3.106)

V
3/2,r
sin (ϕ) =

1

9r2
ϕ2−3r (1− ϕr)

(
1− ϕ2r

)
(2 + ϕr)2 , (3.107)

V
5/2,r
sin (ϕ) =

1

25r2
ϕ2−5r (1− ϕr)

(
1− ϕ2r

) (
4 + 2ϕr − ϕ2r

)2
, (3.108)

ilustrando nossa nova família de modelos.

Kinks, kinks �nos e kinks duplos topológicos

Os defeitos analiticamente descritos pela relação (3.92) são classi�cados em três classes

distintas: kinks topológicos simples, �nos e duplos. Esses defeitos dependem da estrutura

de cada um dos potenciais V a,r
sin (ϕ). Para as escolhas r = 1/a ou r = n/m, com n

par e m ímpar, estes modelos estão relacionados com potenciais não negativos, os quais

descrevemos caso a caso. Iniciamos nossa abordagem com

1.1. V
a, 1

a
sin (ϕ). Os potenciais são positivos de�nidos e simétricos com relação à origem,

obedecendo o mesmo comportamento do modelo ϕ4, possuindo um máximo na origem,

contudo novamente temos um máximo pontiagudo para a > 3/2, veja por exemplo, a

Figura 3.20.

Em geral, existemN vácuos eN−1 pares de defeitos, sendo um deles um par kink/anti-

kink �nos, conectando os vácuos próximos à origem, exceto no caso a = 1/2 onde os

defeitos não são �nos. Para as escolhas a = 1/2 e a = 3/2 temos N = 2, para a = 5/2
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Figura 3.20: Potenciais V
1/2,2
sin (ϕ) (linha sólida) e V

3/2,2/3
sin (ϕ) (linha tracejada), apresentados

no painel esquerdo. No painel direito, podemos conferir o potencial V 5/2,2/5
sin (ϕ) como função do

campo escalar ϕ.

e a = 7/2 �camos com N = 4, já para a = 9/2 e a = 11/2 temos N = 6 e assim por

diante. Em qualquer das situações, todos os defeitos são pares kink/anti-kink topológicos,

interpolando os vácuos consecutivos do potencial. Os vácuos são

ϕj
v = ±

∣∣∣∣cos(j − 1

a
π

)∣∣∣∣− 1
r

, j = 1, . . . ,
N

2
. (3.109)

Nossas soluções estáticas, para o par kink/anti-kink ao redor da origem são dadas por

(3.101), exceto no caso a = 1/2, onde temos

ϕS(x) = ±|x|
x

(
2 coth2(x)− 1

)− 1
r . (3.110)

Já para a > 3/2, os outros pares de kinks/anti-kinks são descritos analiticamente por

(3.102), onde k̃ = k −N/2 e k = 2, . . . , (N − 1).

1.2. V
a, n

m
sin (ϕ).

Para n par, m ímpar e r = n/m < 1/a, nossos potenciais são positivos de�nidos e

simétricos com relação à origem, onde V = 0, como no modelo ϕ6, possuindo um mínimo

na origem, mas com concavidade negativa o que nos fornece uma solução do tipo kink

duplo conectando os mínimos ao redor da origem, como podemos conferir na Figura 3.21.

Em geral, existem N + 1 mínimos, N vácuos, sendo N − 1 pares de kinks/anti-kinks

topológicos e um deles um par kink/anti-kink duplo conectando os mínimos próximos à

origem. Nos casos em que a = 1/2 e a = 3/2 temos N = 2, já a = 5/2 e a = 7/2

correspondem a N = 4, para a = 9/2 e a = 11/2 �camos com N = 6 e assim por

diante. Os vácuos desses modelos são obtidos via (3.109). No caso de suas soluções
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Figura 3.21: Grá�cos do potencial V 5/2,2/7
sin (ϕ) como função do campo escalar ϕ. Podemos

conferir em detalhes o comportamento peculiar deste potencial ao redor da origem.

analíticas, (3.101) refere-se à solução kink/anti-kink duplo, exceto para a = 1/2, cuja

forma é apresentada em (3.110). Ao considerarmos a > 3/2, os outros pares de defeitos

kinks/anti-kinks são descritos por (3.102), onde k̃ = k −N/2 e k = 2, . . . , (N − 1).

3.7 Superpotenciais e Energias para os Kinks e Lumps

Como vimos, quando temos potenciais não negativos, em geral, é possível reescrevê-los

em termos de superpotenciais W = W (ϕ), de tal maneira que

V (ϕ) =
1

2

(
dW

dϕ

)2

; W (ϕ) = ±
∫

dϕ
√

2V (ϕ) .

Esta é justamente a situação para a família de potenciais seno com a inteiro. Contudo, nos

outros casos, como por exemplo, para a família cosseno com a inteiro e para as famílias

de seno e cosseno com a semi-inteiro, os potenciais podem não ser positivos de�nidos. De

qualquer modo, podemos seguir as investigações realizadas na referência [101] e introduzir

superpotenciais tanto para potenciais que apresentam soluções topológicas quanto para

aqueles em que ocorrem defeitos não topológicos.

Particularmente, para r = 1, no caso das famílias seno e cosseno e a inteiro ou semi-

inteiro, os superpotenciais podem ser expressados em termos dos polinômios de Chebyshev

como

W a,1
sin(ϕ) =

1

a2(a2 − 4)
[(a2(1− ϕ2)− 2) Ta(ϕ)− 2aϕ(1− ϕ2) Ua−1(ϕ)] , (3.111a)

W a,1
cos (ϕ) =

√
1− ϕ2

a2(a2 − 4)
[(a2(1− ϕ2)− 2) Ua−1(ϕ) + 2aϕ Ta(ϕ)] , (3.111b)
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para a ̸= 2, além de

W 2,1
sin(ϕ) =

1

4
ϕ2(2− ϕ2) , (3.112a)

W 2,1
cos(ϕ) =

ϕ

8
(3− 2ϕ2)

√
1− ϕ2 +

1

8
arcsin(ϕ) . (3.112b)

Agora, no caso da família seno �xamos a ∈ Z+ como um inteiro positivo, ao tomarmos

r ̸= 2, na relação

W a,r
sin(ϕ) =

1

ar

∫
dϕϕ1−r(1− ϕ2r)Ua−1(ϕ

r) , (3.113)

obtemos diretamente

W 1,r
sin(ϕ) =

ϕ2−r

r

(
ϕ2r

r + 2
+

1

r − 2

)
, (3.114)

W 2,r
sin(ϕ) =

ϕ2

4r

(
ϕ2r

r + 1
− 1

)
, (3.115)

W 3,r
sin(ϕ) =

ϕ2−r

9r

(
4ϕ4r

3r + 2
− 5ϕ2r

r + 2
− 1

r − 2

)
, (3.116)

W 4,r
sin(ϕ) =

ϕ2

8r

(
2ϕ4r

2r + 1
− 3ϕ2r

r + 1
+ 1

)
, (3.117)

W 5,r
sin(ϕ) =

ϕ2−r

25r

(
16ϕ6r

5r + 2
− 28ϕ4r

3r + 2
+

13ϕ2r

r + 2
+

1

r − 2

)
.

(3.118)

Já no caso r = 2, temos

W 1,2
sin(ϕ) =

ϕ4

8
− 1

2
log |ϕ| , (3.119)

W 3,2
sin(ϕ) =

ϕ8

12
− 5ϕ4

24
+

1

6
log |ϕ| . (3.120)

Ao trabalharmos com a família cosseno e �xarmos a ∈ Z+ como um inteiro positivo,

ao tomarmos r ̸= 2 em

W a,r
cos(ϕ) =

1

ar

∫
dϕϕ1−r

√
1− ϕ2r Ta(ϕ

r) , (3.121)

determinamos que

W 1,r
cos(ϕ) =

ϕ2

2r(2 + r)

(
2
√
1− ϕ2r + r 2F1

[
1

2
,
1

r
, 1 +

1

r
, ϕ2r

])
, (3.122)

W 2,r
cos(ϕ) =

ϕ2−r

8r(1 + r)(r − 2)

(
2
√
1− ϕ2r

(
1 + r + (r − 2)ϕ2r

)
+B (2r − 1)ϕr−2

[
ϕ2r,

1

2
+

1

r
,
1

2

])
, (3.123)
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W 3,r
cos(ϕ) =

ϕ2

18r(2 + r)(2 + 3r)

(
2
√

1− ϕ2r
(
−6− 13r + 4(2 + r)ϕ2r

)
+r(2− 9r) 2F1

[
1

2
,
1

r
, 1 +

1

r
, ϕ2r

])
, (3.124)

onde 2F1 é a Função Hipergeométrica Gaussiana e B a Função Beta Incompleta de Eüler.

No caso em que r = 2, �camos com

W 2,2
cos(ϕ) =

1

24

√
1− ϕ4 (5− 2ϕ4) +

1

8
log(ϕ2)− 1

8
log
(
2 + 2

√
1− ϕ4

)
. (3.125)

Uma grande motivação para obter os superpotenciais relativos as nossas famílias é o

fato deles simpli�carem os cálculos relacionados com as energias de cada um dos defeitos.

Veri�camos diretamente, que as soluções tipo kink possuem energia generalizada dada

por

Ea,r,k(ϕk) = |W a,r(Zk)−W a,r(Zk+1)| , (3.126)

e no caso dos defeitos tipo lump [101] as energias correspondentes são

Ea,r,k(ϕk) = 2 |W a,r(Zk)−W a,r(ϕ(x = 0))| . (3.127)

Estabilidade e modos zero

Com respeito à questão da estabilidade linear, a maior parte das novas soluções en-

contradas em nossos estudos são kinks ordinários interpolando vácuos consecutivos dos

potenciais, ou lumps clássicos conectando um vácuo em x = −∞ com ele mesmo em

x = +∞. Há diversos estudos relativos à estabilidade dessas soluções, a partir dos quais

podemos a�rmar que kinks correspondem a soluções estáveis, enquanto lumps são instá-

veis. Contudo, em nossas análises nós determinamos uma classe de soluções do tipo kink

duplo, cuja estabilidade não �ca clara. Consequentemente, discutiremos em mais detalhes

a estabilidade deste novo tipo de solução, escolhendo um exemplo genérico e analisando-o

cuidadosamente. Trabalhamos com o potencial

V
2, 1

3
cos (ϕ) =

9

2
ϕ

4
3

(
1

2
− ϕ

2
3

)2 (
1− ϕ

2
3

)
, ϕS(x) = ±

sinh3
(
x
2

)
cosh

3
2 x

, (3.128)

cuja forma e o par de defeitos kink/anti-kink duplo encontram-se nas Figuras 3.22 e 3.23,

respectivamente. O superpotencial deste modelo é escrito segundo

W (ϕ) =
3

128

(√
1−ϕ2/3

(
−48ϕ7/3+40ϕ5/3+2ϕ+3ϕ1/3

)
− 3 arcsin

(
ϕ1/3

))
, (3.129)
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Figura 3.22: Potencial V
2, 1

3
cos (ϕ) escrito em função do campo escalar ϕ.
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x

0.1

0.25
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Figura 3.23: Defeitos kink duplo (linha sólida azul) e anti-kink duplo (linha vermelha tracejada)

em função da coordenada x.

de tal maneira que a energia correspondente ao kink duplo é dada em termos da diferença

W

(
1

2
√
2

)
−W

(
− 1

2
√
2

)
=

3

16

(
1− 3π

16

)
.

O potencial do tipo Schrödinger que governa as pequenas �utuações ao redor desses

kinks possui a formaK = − d2

dx2 +U(x), onde o potencial tipo poço exibe a seguinte relação

analítica

U(x) = 1 +
1

2 sinh2 x
2

− 5

2 cosh x
− 35

4 cosh2 x
,

cuja forma pode ser apreciada em detalhes na Figura 3.24 (grá�co esquerdo). Podemos

notar diretamente, que ao tomarmos os limites limx→±∞ U(x) = 1, limx=0 U(x) = +∞ , o

potencial U(x) é qualitativamente similar ao potencial de Lennard-Jones em física mole-

cular [114].

Podemos veri�car diretamente, que a função de onda para o estado fundamental, isto
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Figura 3.24: Potencial tipo poço U(x) (à esquerda) e função de onda (à direita) correspondente

ao estado fundamental, contra o eixo x.

é, ψ0(x) =
dϕ
dx
(x), possui a forma explícita

ψ0(x) =
3 sinh x

2
sinhx

4 cosh
5
2 x

.

Este poço de potencial, não admite estados com energia negativa, isto porque o aparente

nó na função de onda correspondente ao estado fundamental, não é um nó no sentido

estrito. Somos levados à esta conclusão, devido a não ocorrência de mudança de sinal na

função de onda, comportamento este que observamos por exemplo, no grá�co da Figura

2.5 no capítulo 2, o que nos informa que o centro da solução kink duplo não pode ser

perturbado, local este, no qual o campo atinge o valor zero. As outras funções de onda de

estados excitados deste potencial compõem estados de espalhamento, nos assegurando a

estabilidade destes defeitos topológicos, por mais peculiar que seja o formato da solução

do estado fundamental relativo à perturbação, apresentada no grá�co da direita na Figura

3.24.
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Capítulo 4

Modelos de Dois Campos a partir de

Modelos de Um Campo

4.1 Introdução

Na literatura cientí�ca, observamos que o modelo básico descrito por um único campo

escalar real, pode ser estendido para casos em que consideramos dois campos escalares

reais, o que nos leva diretamente a modelos mais so�sticados, os quais novamente pos-

suem grande aplicabilidade em diversos ramos de ciência não-linear. Contudo, modelos

compostos por dois campos escalares são, em geral, mais difíceis de serem resolvidos ana-

liticamente, e nossa proposta neste estudo é apresentar um algorítimo que nos permite

construir novos modelos de dois campos escalares com suas respectivas soluções. Estas

discussões cobrem, em sua maior parte, acoplamentos entre soluções do tipo kink , que

satisfazem modelos descritos por potenciais positivos de�nidos e como apontamos anteri-

ormente, são denominadas estados BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfeld) [90,91].

Um dos problemas centrais no que concerne a modelos de dois campos escalares aco-

plados, é que precisamos resolver as equações de movimento relativas à variação de nossa

ação, e tais equações de movimento são em geral equações diferenciais de segunda ordem

acopladas. Um procedimento muito e�caz no tratamento desta questão é denominado

método das órbitas tentativas, [73], contudo a primeira abordagem deste método tam-

bém esbarra na questão de integrar equações diferenciais de segunda ordem acopladas.
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Posteriormente, foi demostrado que o método das órbitas tentativas poderia ser muito e�-

ciente quando aplicado a equações diferenciais de primeira ordem, as quais surgem como

consequência dos estados BPS, veja por exemplo as referências [87, 115,116].

A técnica fundamental que permeia nosso trabalho, é baseada no método de deforma-

ção [40] envolvendo dois modelos de um campo escalar real. Nossa ideia resume-se em

utilizar um acoplamento entre esses dois modelos de um campo para construir um modelo

efetivo de dois campos. Como descreveremos em maiores detalhes, é possível implementar

um procedimento geral, o que nos capacita a realizar os mais variados acoplamentos entre

modelos de um campo e obter um modelo de dois campos analiticamente solúvel.

4.2 Generalidades

Nesta seção, vamos reescrever resumidamente, algumas de�nições básicas envolvendo te-

oria de campo escalar para modelos de dois campos, no espaço tempo de Minkowski. Isto

porque, gostaríamos de clari�car ao máximo todos os passos fundamentais para a cons-

trução do nosso método. Como vimos previamente, iniciamos nossa análise introduzindo

a densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂ µϕ ∂µ ϕ+

1

2
∂ µχ∂µ χ− V (ϕ, χ) . (4.1)

Mais uma vez, como trabalhamos com campos estáticos, nossas equações de movimento

são reescritas segundo

ϕ′′ =
∂V

∂ϕ
; χ′′ =

∂V

∂χ
. (4.2)

Agora, vamos rede�nir nosso potencial como

V (ϕ, χ) =
1

2
W 2

ϕ +
1

2
W 2

χ , (4.3)

o que nos leva as equações diferenciais de primeira ordem

ϕ′ = ±Wϕ; χ′ = ±Wχ . (4.4)

Já a densidade de energia é tal que

ρ(x) =
1

2
(ϕ′ ∓Wϕ)

2 +
1

2
(χ′ ∓Wχ)

2 ± dW

dx
, (4.5)

e vemos que a energia é minimizada para as soluções que obedecem às relações presentes

em (4.4), implicando na energia total

EBPS = |W (ϕ(∞), χ(∞))−W (ϕ(−∞), χ(−∞))| . (4.6)
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Um aspecto interessante sobre os modelos de dois campos, é que podemos utilizar

o chamado método do fator integrante para determinar uma órbita analítica entre os

campos ϕ e χ. A �m de implementar esta técnica, reescrevemos as equações (4.4) como

ϕχ =
dϕ

dχ
=
Wϕ(ϕ, χ)

Wχ(ϕ, χ)
, (4.7)

tratando-se de um dos pontos centrais de nosso trabalho, que nos inspirou a propor

modelos de dois campos campos novos e recuperar casos já bem estabelecidos, como

veremos em breve.

Permita-nos também, reapresentar algumas características sobre o método de defor-

mação1 para modelos de um campo escalar real. Como vimos durante esta tese, o método

de deformação baseia-se em relacionar a densidade de lagrangiana

L =
1

2
∂ µϕ ∂µ ϕ− V (ϕ) ; V (ϕ) =

1

2
W 2

ϕ , (4.8)

cuja solução estática obedece a equação diferencial de primeira ordem

ϕ′ =Wϕ(ϕ) , (4.9)

com um modelo deformado, descrito pela densidade de lagrangiana

Ld =
1

2
∂ µχ∂µ χ− U(χ) ; U(χ) =

1

2
Wχ (4.10)

com defeitos que obedecem à relação

χ′ = Wχ(χ) . (4.11)

O método de deformação requer que esses modelos sejam conectados por uma função in-

versível especí�ca, denominada função de deformação e denotada por f(χ). Essa conexão

entre os campos escalares é representada por

ϕ = f(χ) ; χ = f −1(ϕ) , (4.12)

implicando em

ϕ′ =
df

dχ
χ′. (4.13)

1Aqui utilizamos uma notação diferente daquela apresentada nas de�nições do capítulo 2 apenas por

uma questão de conveniência.
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Deste modo, o potencial U(χ) pode ser obtido a partir do potencial relativo ao campo ϕ,

segundo

U(χ) =
V (ϕ→ χ)

f 2
χ

, (4.14)

e podemos escrever também que

Wϕ(ϕ→ χ) = Wϕ(χ) =
df

dχ
Wχ(χ) . (4.15)

4.3 O Novo Método

O procedimento que queremos introduzir é baseado na ideia de utilizar as equações (4.13)

e (4.15), para escrever uma relação do tipo

df

dχ
=
ϕ ′(χ)

χ′(χ)
=
dϕ

dχ
=
Wϕ(χ)

Wχ(χ)
. (4.16)

Vemos que esta estrutura é muito parecida com aquela apresentada em (4.7), para um

modelo de dois campos. Então nos inspiramos neste fato para incluir o ponto fundamental

de nosso método, baseado em utilizar a função de deformação para reescrever (4.16) como

dϕ

dχ
=
Wϕ(ϕ, χ)

Wχ(ϕ, χ)
, (4.17)

que deve resultar em uma relação de órbita para um modelo de dois campos efetivo. O

primeiro passo na direção deste modelo efetivo, é perceber que podemos expressar nossa

equação diferencial de primeira ordem para o campo ϕ(x) de três formas distintas mas

equivalentes, dadas por

ϕ′ = Wϕ(ϕ) , ϕ′ =Wϕ(χ) , ϕ′ =Wϕ(ϕ, χ) , (4.18)

onde, na segunda expressão substituímos ϕ→ f(χ) em todos os termos de Wϕ resultando

em Wϕ(χ), já na terceira expressão, nós modi�camos ϕ → f(χ) parcialmente, ou seja,

trocamos o campo ϕ emWϕ(ϕ) de uma forma particular, fazendoWϕ uma função especí�ca

dos campos ϕ e χ. Este último procedimento é realizado de forma que Wϕ(ϕ, χ) não seja

simplesmente uma combinação de Wϕ(ϕ) com Wϕ(χ), isto é, caso Wϕ(ϕ) contenha um

termo ϕ3, por exemplo, ele será reescrito como ϕ3 = ϕ × ϕ2 que por sua vez, pode ser

expresso segundo ϕ× f 2(χ) ou ϕ2× f(χ), resultando em diferentes acoplamentos entre os

campos escalares. O mesmo mecanismo pode ser implementado no caso de (4.11), para a

qual obtemos

χ′ = Wχ(χ) , χ′ = Wχ(ϕ) , χ′ =Wχ(ϕ, χ) . (4.19)
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Deste modo, de�nimos os seguintes parâmetros ai, bi, e ci, onde i = 1, 2, 3 e com os

vínculos a1 + a2 + a3 = 1, b1 + b2 + b3 = 1, e c1 + c2 + c3 = 0. Tais constantes são

relacionadas com as equações (4.18) e (4.19), de forma a trocarmos Wϕ → a1Wϕ(χ) +

a2Wϕ(ϕ, χ) + a3Wϕ(ϕ) e Wχ → b1Wχ(χ) + b2Wχ(ϕ, χ) + b3Wχ(ϕ). Esse último passo,

nos leva a escrever

dϕ

dχ
=
Wϕ

Wχ

=
a1Wϕ(χ) + a2Wϕ(ϕ, χ) + a3Wϕ(ϕ) + c1 g(χ) + c2 g(ϕ, χ) + c3 g(ϕ)

b1Wχ(χ) + b2Wχ(ϕ, χ) + b3Wχ(ϕ)
, (4.20)

onde a função de contra-peso g(ϕ) = g(χ) = g(ϕ, χ) é em princípio arbitrária e construída

via a função de deformação, do mesmo modo que as diferentes formas de Wϕ e Wχ.

Ao invés de adicionarmos o termo c1 g(χ) + c2 g(ϕ, χ) + c3 g(ϕ) ao numerador de (4.20),

poderíamos adicioná-lo ao denominador, contudo, isto somente faria com que os campos

ϕ e χ trocassem de papel no modelo efetivo.

A forma especí�ca de g para cada um dos novos modelos de dois campos, é obtida

através de um segundo vínculo, o qual surge devido ao fato das derivadas do superpotencial

efetivo de dois campos W (ϕ, χ), obedecerem à propriedade

Wϕχ = Wχϕ . (4.21)

Podemos identi�car na expressão (4.20) que trocamos Wχ por

b1Wχ(χ) + b2Wχ(ϕ, χ) + b3Wχ(ϕ) . (4.22)

e ainda, que substituímos Wϕ por

a1Wϕ(χ) + a2Wϕ(ϕ, χ) + a3Wϕ(ϕ) + c1g(χ) + c2g(ϕ, χ) + c3g(ϕ) . (4.23)

Desta forma, ao impormos a condição (4.21), �camos com o vínculo

b2Wχϕ(ϕ, χ) + b3Wχϕ(ϕ) = a1Wϕχ(χ) + a2Wϕχ(ϕ, χ) + c1 gχ(χ) + c2 gχ(ϕ, χ) , (4.24)

o qual será utilizado para calcular a função de contra-peso g. Este procedimento nos

permite determinar a forma �nal de W (ϕ, χ) e, uma vez que, este superpotencial foi

construído a partir de modelos de um campo com soluções analíticas, o modelo efetivo

resultante automaticamente engloba este par de soluções como uma de suas possíveis

órbitas. Portanto, buscamos clari�car o método e sua abrangência com diversos exemplos,

que analisamos em detalhes na próxima seção.
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4.4 Exemplos

Nesta seção, temos como objetivo ilustrar a aplicabilidade de nosso método através de

alguns exemplos, que seguem logo abaixo.

4.4.1 Exemplo 1: ϕ4 versus χ4

Este primeiro exemplo consiste no acoplamento do modelo ϕ4 com um modelo também de

quarta ordem, que não é positivo de�nido, conhecido como χ4 invertido. Iniciamos con-

siderando o modelo de um campo descrito pelo campo escalar ϕ, cuja solução topológica

obedece a equação

ϕ′ =Wϕ = a (1− ϕ2) , (4.25)

e sua forma é dada segundo

ϕ(x) = tanh(a x) . (4.26)

Aqui a é um parâmetro real e adimensional. Este modelo trata-se do ϕ4 padrão, com

quebra espontânea de simetria.

Para deformá-lo em seu parceiro invertido, devemos considerar a conexão

ϕ = f(χ) =

√
1− χ2

b2
. (4.27)

na qual b é um outro parâmetro real que controla a função de deformação. A equação

diferencial de primeira ordem, correspondente à esta deformação é

χ′ = Wχ = −aχ
√

1− χ2

b2
, (4.28)

com solução analítica

χ(x) = b sech(a x) . (4.29)

O passo seguinte, consiste em escrever cada uma das equações diferenciais de pri-

meira ordem de três maneiras diferentes e equivalentes. Logo, segundo nossa função de

deformação e sua inversa, obtemos

Wϕ(ϕ) = a
(
1− ϕ2

)
(4.30a)

Wϕ(χ) =
a

b2
χ2 , (4.30b)

Wϕ(ϕ, χ) =
a

b
χ
√

1− ϕ2 , (4.30c)
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bem como,

Wχ(χ) = −aχ
√

1− χ2

b2
, (4.31a)

Wχ(ϕ) = −a b ϕ
√
1− ϕ2 , (4.31b)

Wχ(ϕ, χ) = −aχϕ . (4.31c)

Como queremos evitar a presença de raízes em nossos potenciais polinomiais, vamos

escolher a2 = b1 = b3 = 0. Além disso, tomamos c2 = 0 na equação (4.23), implicando

diretamente em a1 + a3 = 1, b2 = 1 e c1 = −c3. Consequentemente, ao substituir tais

resultados no vínculo (4.24), determinamos que

g(χ) = −1

2

a

c1

(
1 + 2

a1
b2

)
χ2, (4.32)

e via função de deformação, podemos reescrever o último como

g(ϕ) = −1

2

a b2

c1

(
1 + 2

a1
b2

)
(1− ϕ2) . (4.33)

Deste modo, ao aplicarmos todos esses ingredientes na relação (4.23), encontramos dire-

tamente que

Wϕ = −a
2
χ2 + a

(
1 +

b2

2

)
(1− ϕ2), (4.34)

e segundo a expressão (4.22), �camos com

Wχ = −aχϕ . (4.35)

Assim, o passo �nal consiste em integrações simples em relação aos campos ϕ e χ,

para calcularmos a forma �nal do superpotencial efetivo, que nesse caso é tal que

W (ϕ, χ) = a

(
1 +

1

2
b2
) (

ϕ− 1

3
ϕ3

)
− 1

2
a ϕχ2 . (4.36)

Além disso, este modelo de dois campos possui como um de seus pares de soluções analí-

ticas as relações

ϕ(x) = tanh(a x) , χ(x) = b sech(a x) . (4.37)

Um caso particularmente interessante, ocorre ao identi�carmos

a = 2 r e b = ±
√

1

r
− 2 (4.38)

com r ∈ (0, 1/2), nos levando à

Wr(ϕ, χ) = ϕ− 1

3
ϕ3 − r ϕχ2 , (4.39)
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com a órbita

ϕ(x) = tanh(2 r x), (4.40a)

χ(x) = ±
√

1

r
− 2 sech(2 r x) . (4.40b)

Este modelo é conhecido na literatura cientí�ca pela denominação BNRT (Bazeia, Nas-

cimento, Ribeiro e Toledo, [117]) e é tema central de diversas investigações cientí�cas,

algumas delas presentes nas referências [68�70,76,82,83,85,86].

4.4.2 Exemplo 2: ϕ4 versus χ6

Este próximo exemplo foi construído combinando os modelos ϕ4 e χ6, os quais admitem

soluções tipo kink . Aqui, iniciamos nossas discussões a partir da equação de primeira

ordem

ϕ′ = Wϕ = a2 − (ϕ− a)2 , (4.41)

com a solução topológica

ϕ(x) = a+ a tanh(a x) . (4.42)

A função de deformação que consideramos nesta aplicação é

ϕ = f(χ) = 2 a− a

b2
χ2 , (4.43)

implicando na seguinte equação diferencial de primeira ordem para o campo χ:

χ′ = Wχ = −a
2
χ

(
2− χ2

b2

)
, (4.44)

cujo defeito analítico é

χ(x) = b
√
1− tanh(a x) . (4.45)

O procedimento requer que as equações diferenciais de primeira ordem sejam reescritas

como

Wϕ(ϕ) = a2−(ϕ−a)2 , Wϕ(χ) =
a2

b2

(
2χ2 − χ4

b2

)
, Wϕ(ϕ, χ) =

a2 χ2

b2

(
χ2

b2
+ 2

ϕ− a

a

)
,

(4.46)

além de,

Wχ(χ) = −a
2

(
2− χ2

b2

)
χ , Wχ(ϕ, χ) = −a

2

(
1 +

ϕ− a

a

)
χ . (4.47)
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Aqui, escolhemos b3 = 0, para evitar raízes quadradas em nosso potencial polinomial,

culminando em b1+b2 = 1. Além disso, trabalhamos com c1 = 0, implicando em c3 = −c2,

bem como em uma função g dada por

g(ϕ, χ) = − b2
4 c2

χ2 − a2 a
2

c2

χ2

b2

(
χ2

b2
+ 2

ϕ− a

a

)
− a1
c2

a2

b2

(
2χ2 − χ4

b2

)
, (4.48)

e a partir de nossa função de deformação, podemos expressá-la na forma

g(ϕ) = −b2 b
2

4 c2

(
1− ϕ− a

a

)
− a2 (a2 + a1)

c2

(
1− (ϕ− a)2

a2

)
. (4.49)

As informações prévias nos permitem determinar o superpotencial

W (ϕ, χ) = −(1− b2) a

2

(
χ2 − χ4

4 b2

)
− b2 ϕ

χ2

4
+
b2 b

2

4

(
2ϕ− ϕ2

2 a

)
+

(
a ϕ2 − ϕ3

3

)
,

(4.50)

composto pelos campos escalares ϕ e χ.

Diversos modelos interessantes podem ser gerados para diferentes escolhas dos parâ-

metros a, b e b2. Em particular, ao de�nirmos que b2 = 2, a = ± 1/2 e b2 = 1, nosso

superpotencial ganha a forma

W (ϕ, χ) = ϕ− ϕ3

3
− χ2

4
ϕ , (4.51)

tratando-se do modelo BNRT para r = 1/4; veja (4.39). Contudo, este acoplamento

resulta nas órbitas laterais deste modelo, descritas por

ϕ(x) = −1

2
+

1

2
tanh

(x
2

)
, χ(x) = ±

√
2 + 2 tanh

(x
2

)
(4.52)

e

ϕ(x) =
1

2
+

1

2
tanh

(x
2

)
, χ(x) = ±

√
2 − 2 tanh

(x
2

)
. (4.53)

Na Figura 4.1 podemos ver as diferentes órbitas do modelo BNRT, com r = 1/4,

encontradas nas seções 4.4.1 e 4.4.2. Os mínimos, representados com pontos vermelhos,

são (−1, 0), (1, 0), (0,−2) e (0, 2) no plano (ϕ, χ). Já na Figura 4.2, apresentamos alguns

exemplos das diferentes formas que o potencial de dois campos, determinado a partir

de (4.50), pode assumir. Os potenciais foram gerados considerando a = 1 e b = ±1.

Os mínimos do grá�co na parte superior são (0,−
√
2), (0, 0), (0,

√
2), (2,−

√
2), (2, 0)

e (2,
√
2). No caso do grá�co da parte inferior, temos os mínimos (0,−

√
2), (0,

√
2),

(−0.5, 0) e (2, 0).
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Figura 4.1: Os grá�cos presentes nesta Figura mostram o potencial V (ϕ, χ) para o modelo

BNRT com r = 1/4, discutido em detalhes nas seções 4.4.1 e 4.4.2, bem como, as órbitas

analíticas de cada uma dessas seções. As linhas sólidas correspondem aos defeitos abordados em

(4.52), já as linhas tracejadas na borda referem-se à (4.53) enquanto a linha central representa

(4.40).
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Figura 4.2: Nesta Figura ilustramos o potencial de dois campos V (ϕ, χ) determinado na seção

4.4.2 com a = 1 e b = ±1, seus mínimos (pontos vermelhos) e suas órbitas correspondentes.

4.4.3 Exemplo 3: ϕ4 versus χ3

Este exemplo baseia-se no acoplamento de potenciais com potência quádrupla e cúbica.

Para tanto, iniciamos nosso procedimento escrevendo a equação diferencial de primeira
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ordem para o modelo ϕ4 normalizado, ou seja,

ϕ′ =Wϕ = 1− ϕ2 . (4.54)

Com solução analítica dada por

ϕ(x) = tanh(x) . (4.55)

Agora, consideramos a seguinte função de deformação

ϕ =

√
1− χ

a
, (4.56)

e via o método de deformação para um campo obtemos diretamente que

χ′ =Wχ = −2χ

√
1− χ

a
, (4.57)

cujo defeito analítico é

χ(x) = a sech2(x) . (4.58)

Ao utilizarmos a relação (4.56), determinamos que

Wϕ(ϕ) = 1− ϕ2 , Wϕ(χ) =
χ

a
, (4.59)

e

Wχ(ϕ, χ) = −2ϕχ , Wχ(ϕ) = −2a ϕ(1− ϕ2) , (4.60)

isto porque, estamos evitando a presença de raízes em nosso potencial polinomial. Assim,

neste acoplamento trabalharemos com os vínculos a2 = b1 = c1 = 0, re�etindo em a3+a1 =

1, b2 + b3 = 1 e c3 = −c2. Desta maneira, podemos determinar diretamente que nossa

função g(ϕ, χ) possui a forma

g(ϕ, χ) = −2ab3
c2

(1− 3ϕ2)χ− b2
c2
χ2 − a1

ac2
χ . (4.61)

Uma vez mais, utilizamos a função de deformação para reescrever a última equação so-

mente em termos do campo ϕ, resultando em

g(ϕ) =

(
−2a2b3

c2
(1− 3ϕ2)− a2b2

c2
(1− ϕ2)− a1

c2

)
(1− ϕ2) . (4.62)

Todos esses ingredientes nos permitem calcular diretamente que nosso superpotencial

efetivo de dois campos é

W (ϕ, χ) = (5b2 − 6)a2
ϕ5

5
+ (1 + 8a2 − 6a2b2)

ϕ3

3
− 2a(1− b2)(1− 3ϕ2)ϕχ

−b2ϕχ2 + (1 + 2a2 − a2b2)ϕ (4.63)
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que ao ser derivado em relação a ϕ e χ, nos leva à

Wϕ = (1− ϕ2)
(
1 + (2− b2)a

2 − (6− 5b2)a
2ϕ2
)
− 2a(1− b2)(1− 3ϕ2)χ− b2χ

2, (4.64)

e

Wχ = −2a(1− b2)(1− 3ϕ2)ϕ− 2b2ϕχ , (4.65)

respectivamente. Ao substituirmos estas duas últimas expressões em (4.3), computamos

a estrutura �nal do potencial de dois campos V (ϕ, χ).

Para ilustrar este modelo de dois campos, geramos os grá�cos presentes na Figura

4.3, onde apresentamos as diferentes formas do potencial V (ϕ, χ) com a = 1, correspon-

dente a este acoplamento. Os mínimos do primeiro grá�co são (−
√
2, 0), (−1, 0), (

√
2, 0),

(1, 0), (0,−
√
2) e (0,

√
2), no plano (ϕ, χ). Enquanto o segundo potencial possui os vá-

cuos (−1, 0), (1, 0), (0,−0.7208) e (0, 1.3874). Em ambos os casos, as órbitas analíticas

conectam os pontos (−1, 0) e (1, 0) (linhas sólidas).
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Figura 4.3: Diferentes estruturas do potencial V (ϕ, χ) ambos para a = 1, com seus mínimos

(pontos vermelhos) e suas respectivas órbitas analíticas, para o acoplamento ϕ4 - χ3.
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4.4.4 Exemplo 4: modelo-p

Nosso exemplo �nal, aborda uma generalização do chamado modelo-p, descrito em de-

talhes na referência [113]. Inciamos este acoplamento a partir da equação diferencial de

primeira ordem

ϕ ′ =Wϕ = p (ϕ(p−1)/p − ϕ(p+1)/p) (4.66)

onde p = 1, 3, 5, ... é ímpar e inteiro. Note que o caso p = 1 corresponde ao modelo ϕ4

padrão. Contudo, para outros valores de p surgem soluções do tipo kink duplo. A solução

geral deste modelo é

ϕ(x) = tanhp(x) , (4.67)

como encontrado em [113]. Devido à complexidade deste modelo, vamos realizar um

acoplamento simples envolvendo outra teoria também descrita pelo modelo-p, culminando

na deformação

ϕ = f(χ) =
χ

a
, (4.68)

de modo que, ao aplicarmos o método de deformação usual, encontramos

χ′ =Wχ = p a [(χ/a)(p−1)/p − (χ/a)(p+1)/p] , (4.69)

com a seguinte solução analítica:

χ(x) = a tanhp(x) . (4.70)

Nosso próximo passo, consiste em reescrever as equações diferenciais de primeira ordem

via a função de deformação e sua inversa, resultando nas expressões

Wϕ(ϕ) = p (ϕ(p−1)/p − ϕ(p+1)/p), Wϕ(χ) = p

[(χ
a

)(p−1)/p

−
(χ
a

)(p+1)/p
]
,

Wϕ(ϕ, χ) = p

[(χ
a

)(p−1)/p

− ϕ
(χ
a

)1/p]
,

(4.71)

e

Wχ(χ) = pa

[(χ
a

)(p−1)/p

−
(χ
a

)(p+1)/p
]
, Wχ(ϕ) = pa(ϕ(p−1)/p − ϕ(p+1)/p) ,

Wχ(ϕ, χ) = pa

[(χ
a

)(p−1)/p

− ϕ
(χ
a

)1/p]
.

(4.72)
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Consequentemente, ao escolhermos c1 = 0 e b3 = 0 (no intuito de evitar potências negati-

vas na forma �nal do potencial), �camos com c3 = −c2 = 0 e b1 + b2 = 1, o que nos leva

à função de contra-peso

g(ϕ, χ) = −b2
c2

p2 a2

p+ 1

(χ
a

)(p+1)/p

− a2
c2
p

[(χ
a

)(p−1)/p

− ϕ
(χ
a

)1/p]
−a1
c2
p

[(χ
a

)(p−1)/p

−
(χ
a

)(p+1)/p
]
. (4.73)

Como nos casos prévios, a aplicação da função de deformação nos permite reescrever a

relação acima como

g(ϕ) = −b2
c2

p2 a2

p+ 1
ϕ(p+1)/p − a2 + a1

c2
p (ϕ(p−1)/p − ϕ(p+1)/p) . (4.74)

Deste modo, os resultados anteriores possibilitam a determinação do superpotencial

efetivo

W (ϕ, χ) = b1 p
2 a2

[
1

2 p− 1

(χ
a

)(2 p−1)/p

− 1

2 p+ 1

(χ
a

)(2 p+1)/p
]
+ b2 p

3 a2 ϕ(2 p+1)/p

(p+ 1) (2 p+ 1)

+b2 p
2 a2

[
1

2 p− 1

(χ
a

)(2 p−1)/p

− ϕ

p+ 1

(χ
a

)(p+1)/p
]

+p2
[
ϕ(2 p−1)/p

2 p− 1
− ϕ(2 p+1)/p

2 p+ 1

]
. (4.75)

A partir do superpotencial, calculamos diretamente as derivadas

Wϕ = p
(
ϕ(p−1)/p − ϕ(p+1)/p

)
+
b2 p

2 a2

p+ 1

[
ϕ(p+1)/p −

(χ
a

)(p+1)/p
]
, (4.76)

e

Wχ = b1 p a

[(χ
a

)(p−1)/p

−
(χ
a

)(p+1)/p
]
+ b2 p a

[(χ
a

)(p−1)/p

− ϕ
(χ
a

)1/p]
. (4.77)

Logo, somos capazes de escrever a forma �nal do potencial V (ϕ, χ) e construir o modelo

de dois campos correspondente. Uma escolha interessante de nossos parâmetros, consiste

em tomar p = 3, b1 = 0, b2 = 1 e a = 1 nas relações Wϕ e Wχ, implicando em

Wϕ = 3ϕ2/3 − 3

4
ϕ4/3 − 9

4
χ4/3 ; Wχ = 3χ2/3 − 3ϕχ1/3 (4.78)

cujo superpotencial é

W (ϕ, χ) =
9

5

(
ϕ5/3 + χ5/3

)
− 9

28
ϕ7/3 − 9

4
ϕχ4/3 . (4.79)

As soluções analíticas deste modelo são

ϕ(x) = tanh3(x) e χ(x) = tanh3(x) , (4.80)

73



demonstrando pela primeira vez, um modelo de dois campos escalares composto pelo

acoplamento de dois kinks duplos.

A �m de ilustrar nosso modelo de dois campos, geramos os potenciais presentes na

Figura 4.4. O primeiro caso, trata-se de V (ϕ, χ) com p = 1, a = 1/2, b2 = 1, b1 = 0 e

b3 = 0, com os mínimos (−1,−0.5), (−0.3780,−1.3229), (0.3780, 1.3229) e (1, 0.5), cuja

órbita analítica é dada por (4.67) e (4.70).

No segundo caso, observamos a forma de V (ϕ, χ) para o acoplamento entre dois kinks

duplos, onde consideramos p = 3, b1 = 1, b2 = 0 e b3 = 0, com os vácuos (−1,−1), (−1, 0),

(−1, 1), (0,−1), (0, 0), (0, 1), (1,−1), (1, 0) e (1, 1) no plano (ϕ, χ). Os defeitos do tipo

kink duplo que compõem esta órbita podem ser vistos na Figura 4.5.
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Figura 4.4: Os grá�cos mostram diferentes formas do potencial V (ϕ, χ), seus vácuos e suas

respectivas órbitas analíticas para acoplamento entre modelos-p. Os pontos vazios representam

os mínimos (−1, 0), (0,−1), (0, 0), (0, 1) e (1, 0).
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Figura 4.5: Soluções do tipo kink duplo para os campos ϕ(x) e χ(x).

Os pontos vazios no plano (ϕ, χ) mostram mínimos onde Vϕϕ(ϕmin, χmin) = ∞ ou

Vχχ(ϕmin, χmin) = ∞, sendo este comportamento o responsável pelo aparecimento de kinks

duplos. Além disso, ao invertermos o sinal da solução analítica do campo χ determinamos

a órbita correspondente à linha tracejada na Figura 4.4. Evidentemente, é possível obter

diversos novos modelos ao trabalharmos com valores distintos tanto para p quanto para

os outros parâmetros.
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Capítulo 5

Movimento Browniano e o Formalismo

via Integrais de Trajetória

5.1 Introdução

A versão mais popular na literatura cientí�ca da equação de Langevin, é conhecida como

Markoviana, tratando-se de uma abordagem simpli�cada, onde consideramos um modela-

mento ideal de interações entre a partícula suspensa e o líquido. Porém, há também uma

outra versão mais elaborada chamada de não-Markoviana que, tanto quanto a Markovi-

ana, possui uma série de aplicações. Na primeira parte deste capítulo, apresentamos de

forma detalhada os conceitos fundamentais do movimento browniano, e ainda, discorrere-

mos sobre as características e diferenças dos processos Markovianos e não-Markovianos.

Já na segunda parte deste capítulo, propomos uma abordagem alternativa para a

obtenção das correlações relativas à equação de Langevin Markoviana, na qual a dinâmica

é obtida através de um formalismo lagrangiano e hamiltoniano e utilizamos o método das

integrais de trajetória para quantizar a ação correspondente ao movimento browniano.

Esta abordagem é fundamentada em conceitos largamente utilizados em teoria quântica

de campos, e esperamos que ela nos traga novas interpretações a respeito do movimento

browniano, bem como, possibilite uma discussão deste problema via formalismos de teoria

de campos à temperatura �nita, como o formalismo da dinâmica dos campos térmicos [125]

e de Schwinger [125�127].
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5.2 Movimento Browniano - Conceitos Fundamentais

5.2.1 Equação de Langevin - Ruído Branco

As discussões a respeito do movimento browniano são baseadas no estudo da equação

diferencial

m
dv

d t
= −α v + η(t) , (5.1)

que é nada mais, nada menos, do que a lei de Newton para uma partícula de massa �m�,

suspensa em uma solução líquida e sujeita a uma força de atrito com coe�ciente α, além

de, uma função estocástica η(t), mais conhecida como ruído. Este termo está relacionado

com os incontáveis graus de liberdade experimentados por nossa partícula browniana,

devido a interação desta com as partículas do líquido. Nossa função estocástica satisfaz

as correlações

⟨η(t)⟩ = 0 ; ⟨η(t) η(t ′)⟩ = 2B δ(t− t ′) , (5.2)

onde B é o parâmetro de dispersão relativo à distribuição gaussiana e as correlações carac-

terizam um comportamento conhecido como ruído branco, ou Markoviano. Ao integramos

(5.1), determinamos que a velocidade da partícula �ca escrita como

v(t) = v0 e
− α

m
t +

e−
α
m

t

m

∫ t

0

d s η(s) e
α
m

s , (5.3)

e podemos utilizar este resultado junto com as correlações para determinar que a média

da velocidade quadrática é

⟨v2(t)⟩ =
(
v20 −

B

mα

)
e−

2α
m

t +
B

mα
. (5.4)

Sabemos ainda, a partir do teorema de equipartição de energia, que energia livre de

um gás ideal unidimensional é dada por

E =
T

2
; com kB = 1 , (5.5)

onde T representa a temperatura do gás. Assim, se igualarmos a última equação com a

energia cinética de nossa partícula, obteremos a relação

⟨v2(t)⟩ = T

m
, (5.6)

e estabelecendo que a con�guração de equilíbrio térmico ocorre em t → ∞ na equação

(5.4), �camos com

⟨v2(t)⟩ = B

mα
=
T

m
; B = αT , (5.7)
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nos informando que a constante �B � é independente da massa da partícula e positivo

de�nida. Tal resultado é conhecido na literatura como teorema da �utuação-dissipação.

Contudo, o parâmetro físico mais interessante relativo ao movimento browniano, é o

coe�ciente de difusão. Para obtê-lo, devemos trabalhar com a evolução temporal da

coordenada de nossa partícula browniana, ou seja, x(t), cuja forma pode ser determinada

a partir de

x(t) = x0 +

∫ t

0

d t ′ v(t ′) , (5.8)

implicando em

⟨x(t)⟩ = x0 +
v0m

α

(
1− e−

α
m

t
)
, (5.9)

além de,

⟨x2(t)⟩ = x20 + 2x0 v0
m

α

(
1− e−

α
m

t
)
+ lim

t′→t

∫ t

0

∫ t′

0

dt̄ dt̄′⟨v( t̄ ) v(t̄′)⟩ . (5.10)

O próximo passo consiste em desenvolver as integrais da média ⟨v(t)v(t′)⟩. Este procedi-

mento é muito popular em livros textos e seguimos a linha apresentada em [118]. Assim,

temos

⟨v(t)v(t′)⟩ = v20 e
− α

m
(t+t′) +

e−
α
m

(t+t′)

m2

∫ t

0

∫ t′

0

ds ds′⟨η(s)η(s′)⟩ e
α
m

(s+s′) , (5.11)

mas por outro lado,

1

m2

∫ t

0

∫ t′

0

ds ds′⟨η(s)η(s′)⟩ e
α
m

(s+s′) =
2B

m2

∫ t

0

ds e
2α
m

s Θ(t′ − s) ; para t < t′ ,

(5.12)

ou

1

m2

∫ t

0

∫ t′

0

ds ds′⟨η(s)η(s′)⟩ e
α
m

(s+s′) =
2B

m2

∫ t′

0

ds′ e
2α
m

s′ Θ(t− s′) ; para t > t′ ,

(5.13)

o que nos leva a,

⟨v(t)v(t′)⟩ = e−
α
m

(t+t′)

{
v20 +

B

αm

(
e

2α
m

t − 1
)}

; para t < t′ , (5.14)

ou

⟨v(t)v(t′)⟩ = e−
α
m

(t+t′)

{
v20 +

B

αm

(
e

2α
m

t′ − 1
)}

; para t > t′ . (5.15)

Consequentemente, culminamos no seguinte resultado

lim
t′→t

∫ t

0

∫ t′

0

dt̄ dt̄′⟨v( t̄ ) v(t̄′)⟩ =
v20 m

2

α2

(
1− e−

α
m

t
)2

+ lim
t′→t

2
T

m

∫ t

0

∫ t′

0

dt̄ dt̄′ e−
α
m

(t̄′−t̄ )

− lim
t′→t

T

m

∫ t

0

∫ t′

0

dt̄ dt̄′ e−
α
m

(t̄′+t̄ ) ,
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onde o fator � 2 �, em frente ao segundo termo à direita da igualdade, computa as duas

possibilidades de ordenamento temporal entre os intervalos t e t′, além de utilizarmos o

fato de B = αT . Agora, ao realizarmos as integrações simples, obtemos

lim
t′→t

∫ t

0

∫ t′

0

dt̄ dt̄′⟨v( t̄ ) v(t̄′)⟩ = v20 m
2

α2

(
1− e−

α
m

t
)2
+
T m

α2

[
−5 + 4 e−

α
m

t − e−
2α
m

t + 2 e
α
m

t
]
,

(5.16)

e expandindo e
α
m

t em série de Taylor, encontramos

lim
t′→t

∫ t

0

∫ t′

0

dt̄ dt̄′⟨v( t̄ ) v(t̄′)⟩ = v20 m
2

α2

(
1− e−

α
m

t
)2
+
T m

α2

[
−3 + 4 e−

α
m

t − e−
2α
m

t +
2α

m
t

]
,

(5.17)

implicando em,

⟨x(t)2⟩ = x20 + 2 x0 v0
m

α

(
1− e−

α
m

t
)
+
v20 m

2

α2

(
1− e−

α
m

t
)2

(5.18)

+
T m

α2

[
−3 + 4 e−

α
m

t − e−
2α
m

t +
2α

m
t

]
,

além de,

⟨∆x2⟩ = ⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 = T m

α2

[
−3 + 4 e−

α
m

t − e−
2α
m

t +
2α

m
t

]
. (5.19)

Após calcularmos as últimas equações, podemos analisar o que ocorre com a coordenada

x(t) nos valores extremos de t. Primeiramente, focamos em pequenos valores do tempo,

o que nos leva a

⟨x(t)⟩ = x0 + v0 t−
v0
2

α

m
t2 ; ⟨x2(t)⟩ = x20 + 2 x0 v0 t+ v0

(
v0 −

αx0
m

)
t2 , (5.20)

tratando-se do comportamento esperado de um sistema clássico, sem qualquer in�uência

do ruído. Já, para grandes valores de t, simplesmente determinamos que

⟨∆x2⟩ → 2T

α
t ≡ 2D t , (5.21)

consequentemente,

D =
T

α
, (5.22)

e � D � é nosso coe�ciente de difusão. Este é o celebrado resultado obtido por Einstein em

1905 [94], todavia, esta abordagem do problema remete aos trabalhos de Langevin [95] e

G. E. Uhlenbeck e L. S. Ornstein, [96].
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5.2.2 Equação de Langevin - Ruído Colorido

As próximas discussões também remetem ao trabalho de Uhlenbeck e Ornstein, [96], onde

eles consideram uma equação de Langevin para um oscilador harmônico forçado. A ideia

é partir da dinâmica

m
dv

d t
= −α v − k x , (5.23)

e adicionar o ruído estocástico η(t), nos levando a

m
dv

d t
= −α v − k x+ η(t) , (5.24)

onde �ca claro que, ao tomarmos k = 0, nós obtemos a equação de Langevin para o

movimento browniano. Aqui, novamente consideramos um ruído branco, implicando nas

correlações

⟨η(t)⟩ = 0 ; ⟨η(t) η(t ′)⟩ = 2B δ(t− t ′) . (5.25)

Nós também podemos reescrever nossa dinâmica em uma forma mais conveniente, dada

por

v̇ = −ω2 x− γ v +
η

m
, (5.26)

com,

ω2 =
k

m
; γ =

α

m
. (5.27)

Uma possível solução para (5.26) é

v(t) = e−γ t

∫ t

−∞
ds e γ s

(
−ω2 x(s) +

η(s)

m

)
, (5.28)

a qual, reescrevemos como

v(t) =
d x

d t
= −ω2

∫ t

−∞
ds e−γ (t−s) x(s) + η̄(t) , (5.29)

onde

η̄(t) =
1

m

∫ t

−∞
ds e−γ (t−s) η(s) , (5.30)

é nosso novo ruído. Com este resultado em mãos em conjunto com as funções de correlação

para o ruído branco, nós constatamos que

⟨η̄(t) η̄(t ′)⟩ =
1

m2

∫ t

−∞

∫ t ′

−∞
ds ds ′ e−γ (t+t ′) e γ (s+s′) ⟨η(s) η(s ′)⟩ (5.31)

=
2B

m2
e− γ(t+t ′)

∫ t

−∞

∫ t ′

−∞
ds ds ′ e γ (s+s ′) δ(s− s ′) ,
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então,

⟨η̄(t) η̄(t ′)⟩ = 2B

m2
e− γ(t+t ′)

∫ t

−∞
ds e 2 γ s Θ(t ′ − s) para t < t′ , (5.32)

ou em outras palavras,

⟨η̄(t) η̄(t ′)⟩ = 2B

m2
e− γ(t+t ′)

∫ t ′

−∞
ds ′ e 2 γ s ′

Θ(t− s ′) para t > t′ , (5.33)

e consequentemente,

⟨η̄(t) η̄(t ′)⟩ = B

αm
e− γ(t ′−t) para t < t′ , (5.34)

ou

⟨η̄(t) η̄(t ′)⟩ = B

αm
e− γ(t−t ′) para t > t′ . (5.35)

Deste modo, ao trabalharmos com t > t ′, veri�camos a partir de (5.29) que

d x

d t
= −ω2

∫ t

−∞
dsK(s, t) x(s) + η̄(t) , (5.36)

com a correlação,

⟨η̄(t) η̄(t ′)⟩ = B

αm
K(t, t′) , (5.37)

e a função K(t, t ′) é conhecida como kernel de memória, possuindo a forma

K(t, t′) = e− γ(t−t ′) . (5.38)

É relevante salientar, que o ruído η̄(t) continua gaussiano, e este kernel de memória foi

o primeiro exemplo de como obter um ruído diferenciado, consequentemente, ele é o mais

encontrado na literatura cientí�ca no que tange a ruídos coloridos (não-Markovianos).

5.3 Processos Markovianos e não -Markovianos

5.3.1 Processos Markovianos

Os trabalhos cientí�cos envolvendo a equação de Langevin, em sua grande maioria, estão

relacionados com a versão Markoviana ou descrição via ruído branco, desta equação. Uma

maneira geral de escrever tal dinâmica, é dada por

d x(t)

d t
= −δS[x(t

′)]

δx(t)
+ η(t) , (5.39)
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onde x(t) é uma variável generalizada e S[x(t)] representa uma ação clássica e

δS[x(t′)]

δx(t)
= lim

ϵ→0

1

ϵ
{S[x(t ′) + ϵ δ(t ′ − t)]− S[x(t ′)]} , (5.40)

conhecida como derivada funcional. Assim, se desejarmos recuperar a equação de Lange-

vin para o movimento browniano, abordada na seção anterior, basta escolhermos

x(t) = v(t) ; S[v(t)] = α

∫
d t
v2

2
, (5.41)

e uma vez que, consideramos um ruído gaussiano, as correlações referentes à (5.39) con-

tinuam escritas como

⟨η(t)⟩ = 0 ; ⟨η(t) η(t′)⟩ = 2B δ(t− t′) . (5.42)

Uma de�nição simpli�cada de um processo Markoviano, é que a variável estocástica re-

lativa a ele, em nosso caso, o ruído η(t), descreve uma dinâmica que interage instan-

taneamente com o sistema físico. Podemos exempli�car tal comportamento abordando

novamente o movimento browniano. Como vimos, neste sistema, o ruído representa as

interações entre a partícula browniana e as partículas do líquido, e caso as interações

sejam de natureza Markoviana, elas ocorrerão instantaneamente, o que é considerado um

modelo ideal.

Outra descrição comumente encontrada para um processo Markoviano, é que este

trata-se de um processo sem memória, uma vez que, a evolução temporal da distribuição de

probabilidade relativa ao processo depende somente de seu valor imediatamente anterior.

Uma consequência deste comportamento, é que se nosso sistema dinâmico Markoviano é

preparado no estado de equilíbrio, ele permanecerá nesta con�guração. A �m de clari�car

esta a�rmação, voltamos à solução da equação de Langevin para o movimento browniano,

onde temos

v(t) = v0 e
− α

m
t +

∫ t

0

d s η(s) e−
α
m
(t−s) .

Deste modo, ao calcularmos a correlação ⟨v2(t)⟩, encontramos

⟨
v2(t)

⟩
=

(
v20 −

B

mα

)
e−

α
m

t +
B

mα
.

A partir do último resultado, podemos inferir que a con�guração de equilíbrio ocorre para

t→ ∞, implicando em ⟨
v2(t)

⟩
=

B

mα
, (5.43)
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porém, o mesmo resultado seria obtido para qualquer instante de tempo, se nossa veloci-

dade inicial for

v20 =
B

mα
, (5.44)

o que signi�ca que o sistema foi preparado em equilíbrio e como trata-se de um processo

Markoviano, suas características são imutáveis.

5.3.2 Processos não-Markovianos

Ao descrevermos sistemas físicos reais, nós esperamos que suas interações ocorram em

intervalos �nitos de tempo, ou em outras palavras, estes sistemas são não-Markovianos,

veja por exemplo, [119]. Podemos dizer assim, que o processo Markoviano é uma classe

especial de processos não-Markovianos como mencionado por [120�122]. Deste modo,

ao trabalharmos com processos não-Markovianos os efeitos de memória são essenciais

para a evolução temporal da distribuição de probabilidades e a equação de Langevin é

escrita em termos de uma nova estrutura dinâmica, conhecida como equação de Langevin

generalizada.

Há evidências que ao considerarmos intervalos de tempo longos o su�ciente, a dinâmica

não-Markoviana tenderia à Markoviana, contudo, não podemos generalizar este compor-

tamento para todos os tipos de sistemas físicos, como foi observado na referência [123], na

qual são abordados casos em que este limite nem sempre é verdadeiro, mas sim dependente

dos parâmetros físicos dos sistemas analisados.

A maneira padrão de introduzir um kernel de memória na equação de Langevin é dada

segundo
d x(t)

d t
= −

∫
dsK(t, s)

δS[x(t′)]

δx(s)
+ η(t) , (5.45)

na qual vemos claramente que, se

K(t, s) = δ(t− s) , (5.46)

recuperamos a abordagem Markoviana. Além disso, as correlações para nosso ruído são

⟨η(t)⟩ = 0 ; ⟨η(t) η(t′)⟩ = 2K(t, t′) , (5.47)

signi�cando que, agora estamos trabalhando com ruído colorido, e caso ele seja gaussiano,

sua distribuição de probabilidade correspondente é

P [η] = N exp

{
−1

4

∫
d t d t′η(t)

[
K−1(t, t′)

]
η(t′)

}
. (5.48)
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Consequentemente, nós concluímos que os sistemas dinâmicos físicos fora do equilíbrio

térmico são, em geral, descritos por processos não-Markovianos, cujas soluções são de-

terminadas via integração da forma geral da equação de Langevin. Este comportamento

peculiar também foi alvo de discussão do trabalho desenvolvido por Gleiser e Ramos, [124],

no qual eles determinaram a dinâmica fora do equilíbrio térmico de uma interação do tipo

ϕ4 em teoria de campo escalar.

5.4 A Lagrangiana e a Hamiltoniana para o Movimento

Browniano

A de�nição de uma lagrangiana e de uma hamiltoniana para o movimento browniano é de

suma importância para o estabelecimento do formalismo de integrais de trajetória. Nossa

proposta para uma lagrangiana que nos leve à equação de Langevin, inicia-se segundo

L = λ (v̇ + γ v) , (5.49)

onde as variáveis λ(t) e v(t) são determinísticas e γ é uma constante. A partir desta

lagrangiana, calculamos diretamente que

Πv =
∂L
∂ v̇

= λ ; Πλ =
∂L
∂ λ

= 0 , (5.50)

onde Πv e Πλ são os momentos canonicamente conjugados com respeito as variáveis v(t)

e λ(t), respectivamente. Os ingredientes anteriores, nos possibilitam de�nir os multipli-

cadores de Lagrange

φ1 = Πv − λ ≃ 0 ; φ 2 = Πλ ≃ 0 , (5.51)

os quais serão essenciais na construção da hamiltoniana

H = Πv v̇ +Πλ λ̇− L+ α1 φ1 + α2 φ 2 , (5.52)

ou

H = −γ λ v + α1 (Πv − λ) + α2 Πλ . (5.53)

Tomamos por de�nição, que os multiplicadores de Lagrange são constantes, implicando

em

φ̇1 = {Πv − λ,H} = γ λ− α2 = 0 , (5.54)
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além é claro de,

φ̇ 2 = {Πλ, H} = γ v + α1 = 0 , (5.55)

resultando em

α1 = −γ v ; α2 = γ λ . (5.56)

Substituindo as últimas relações em nossa hamiltoniana, encontramos diretamente que

H = γ (λΠλ − vΠv) , (5.57)

já os parênteses de Poisson envolvendo os multiplicadores de Lagrange, nos levam à

{φ1, φ2} =
∂ φ1

∂ v

∂ φ2

∂ Πv

− ∂ φ1

∂ Πv

∂ φ2

∂ v
+
∂ φ1

∂ λ

∂ φ2

∂ Πλ

− ∂ φ1

∂ Πλ

∂ φ2

∂ λ
, (5.58)

ou seja,

{φ1, φ 2} = −1 = −{φ 2, φ1} , (5.59)

as quais podem ser reescritas na notação matricial

{φa, φ b} = Ca b =

 0 −1

1 0

 . (5.60)

Consequentemente, somos capazes de utilizar a matriz Ca b e sua inversa C −1
a b como base

para a de�nição dos parênteses de Dirac, cuja forma geral é

{A,B}D = {A,B} − {A,φa} C −1
a b {φ b, B} . (5.61)

Agora, determinamos diversos parênteses de Dirac partindo de

{v, v}D = −{v, φ1} C −1
1 2 {φ 2, v} − {v, φ 2} C −1

2 1 {φ1, v} = 0 , (5.62)

e procedendo de maneira análoga, veri�camos que

{Πv,Πv}D = 0 ; {v,Πv}D = 1 , (5.63)

além de,

{λ, λ}D = 0 ; {Πλ,Πλ}D = 0 ; {λ,Πλ}D = 0 , (5.64)

e

{v,Πλ}D = 0 ; {Πv,Πλ}D = 0 ; {v, λ}D = 1 . (5.65)

Os resultados anteriores nos levam a concluir de�nitivamente que

Πλ = 0 ; Πv = λ , (5.66)
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implicando diretamente na hamiltoniana

H = −γ vΠv , (5.67)

bem como, na dinâmica

v̇ = {v,H}D = −γ v {v,Πv}D = −γ v , (5.68)

ou

v̇ + γ v = 0 . (5.69)

Determinamos ainda, que a dinâmica obedecida pelo momento canonicamente conjugado

é

Π̇v = {Πv, H}D = γ Πv ; Π̇v − γ Πv = 0 . (5.70)

O próximo passo consiste em acoplar o ruído estocástico Markoviano η(t) à nossa

lagrangiana inicial, de tal maneira que

L = λ
(
v̇ + γ v − η

m

)
, (5.71)

consequentemente, nossa função v(t) não é mais determinística. Uma vez mais, pode-

mos determinar diretamente que os momentos canonicamente conjugados da lagrangiana

anterior são

Πv = λ ; Πλ = 0 , (5.72)

assim como, de�nir os multiplicadores de Lagrange

φ1 = Πv − λ ≃ 0 ; φ 2 = Πλ ≃ 0 , (5.73)

e �nalmente, nossa hamiltoniana possui a seguinte estrutura:

H = −λ (γ v − η) + a1 (Πv − λ) + a2 Πλ . (5.74)

Desta maneira, podemos calcular as constantes a1 e a2 impondo que

φ̇1 = {φ1, H} = γ λ− a2 = 0 , (5.75)

e

φ̇ 2 = γ v − η

m
+ a1 = 0 , (5.76)

o que resulta em

a1 = −γ v + η

m
; a2 = γ λ . (5.77)
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Consequentemente, podemos reescrever nossa hamiltoniana segundo

H = Πv

(
−γ v + η

m

)
+ γ λΠλ , (5.78)

e uma vez mais,

{φa, φ b} = Ca b =

 0 −1

1 0

 ; C −1
a b =

 0 1

−1 0

 , (5.79)

além dos parênteses de Dirac,

{v,Πv}D = {v, λ}D = 1 , (5.80)

o que nos leva a concluir de�nitivamente que

H = λ
(
−γ v + η

m

)
; λ = Πv . (5.81)

Com a forma �nal da hamiltoniana em mãos, somos capazes de calcular diretamente as

equações de primeira ordem,

v̇ = {v,H}D = −γ v + η

m
; λ̇ = {λ,H}D = γ λ , (5.82)

corroborando com as dinâmicas via equação de movimento e via parênteses de Poisson.

5.5 Formalismo via Integrais de Trajetória

Ao falarmos em teoria quântica de campos, um objeto que é de extrema importância

trata-se do propagador, ou em outras palavras, das funções de Green que solucionam

nossas equações de movimento. Tais propagadores são calculados considerando o valor

esperado no vácuo do produto temporalmente ordenado dos campos que compõem um

determinado modelo, ou seja,

∆i,j,... (x1, x2, ...) = ⟨0|T (ϕi(x1)ϕj(x2) ...) |0⟩ . (5.83)

Este último resultado pode ser reescrito em uma forma mais conveniente ao realizarmos

a quantização dos campos via integrais de trajetória. Como é bem conhecido, há diver-

sas vantagens em adotar esse procedimento de quantização, no nosso caso em especial, as

integrais de trajetória simpli�cam muito a determinação das correlações, uma vez que, tra-

balharemos com quantidades clássicas ou �c-numbers� e não com os operadores de campo.
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Além disso, a quantização de modelos mais so�sticados é facilitada quando realizada via

integrais de trajetória.

No intuito de auxiliar na compreensão dos cálculos futuros, vamos expor uma breve e

pouco rigorosa introdução a respeito do cálculo de correlações utilizando as integrais de

trajetória1. Sendo assim, considere

|x⟩ e |p⟩ , (5.84)

tratando-se de um estado quântico na representação de coordenadas e um estado quântico

na representação dos momentos, respectivamente. Estes estados formam bases ortonor-

mais, implicando nas propriedades algébricas

⟨x|x′⟩ = δ(x− x′) e ⟨p|p′⟩ = δ(p− p′) , (5.85)

além das identidades ∫
d x |x⟩ ⟨x| = 1 e

∫
d p |p⟩ ⟨p| = 1 . (5.86)

Outra relação interessante pode ser obtida considerando

⟨x|x ′⟩ = δ(x− x ′) (5.87)∫
d p ⟨x|p⟩ ⟨p|x ′⟩ = δ(x− x ′)∫
d p ⟨x|p⟩ ⟨p|x ′⟩ =

1

2π

∫
d p e ip(x−x′) ,

onde utilizamos a transformada de Fourier da Delta de Dirac na última equação2, logo

constatamos que

⟨p|x⟩ = e−ipx

√
2 π

= ⟨x|p⟩† . (5.88)

Ambos os estados são de�nidos na representação de Schrödinger, mas como bem sabemos,

estados na representação de Heinsemberg são relacionados a estados na representação de

Schrödinger segundo

|x, t⟩H = e iHt|x⟩ , (5.89)

de modo a manter a amplitude de probabilidade invariante, ou seja,

⟨x, t|x, t⟩ =
⟨
x|e−iHte iHt|x

⟩
= ⟨x|x⟩ . (5.90)

1Para mais detalhes a respeito desses conceitos fundamentais e uma abordagem mais aprofundada,

vide [128].
2Ao longo de nossas discussões, consideramos ~ = 1.
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Podemos ainda, mostrar facilmente a identidade∫
d x |x, t⟩ ⟨x, t| =

∫
d x e iHt |x⟩ ⟨x| e−iHt (5.91)

= e iHt

{∫
d x |x⟩ ⟨x|

}
e−iHt

= e iHt 1 e−iHt = 1 .

A �m de construir uma descrição baseada nas integrais de trajetória para o movimento

browniano, partimos da hamiltoniana

H = λ
( η
m

− γ v
)
, (5.92)

aqui, como mencionamos, η(t) é um ruído Markoviano (branco), cujas correlações são

⟨η(t)⟩ = 0 ; ⟨η(t) η(t ′)⟩ = 2B δ(t− t ′) , (5.93)

além disso, nossa variável estocástica está relacionada à uma distribuição de probabilidade

gaussiana, ou seja,

P [η] = N exp

{
− 1

4B

∫ tf

ti

η2 dt

}
, (5.94)

na qual o parâmetro B é sua dispersão.

O primeiro passo para estabelecer o formalismo das integrais de trajetória, consiste

em escrever a amplitude de transição ⟨xf , tf |xi, ti⟩ como

⟨xf , tf |xi, ti⟩ =
∫

dx1 ⟨xf , tf |x1, t1⟩ ⟨x1, t1|xi, ti⟩ , (5.95)

onde utilizamos a identidade ∫
dx1 |x1, t1⟩ ⟨x1, t1| = 1 .

Assim, ao dividirmos nosso intervalo temporal em �N � partes iguais, constatamos que

tf − ti = N ϵ ; tn = ti + n ϵ , (5.96)

e o limite contínuo requer N → ∞ e ϵ → 0. Isto leva nossa amplitude de transição à

seguinte representação

⟨xf , tf |xi, ti⟩ = lim
N→∞

lim
ϵ→0

∫
dx1 ... dxN−1 ⟨xf , tf |xN−1, tN−1⟩ ... ⟨x1, t1|xi, ti⟩ , (5.97)

a qual podemos reescrever segundo

⟨xf , tf |xi, ti⟩ = lim
N→∞

lim
ϵ→0

∫
d x1 ... d xN−1 ⟨xf |e−iH(tf−tN−1)|xN−1⟩ ... ⟨x1|e−iH(t1−ti)|xi⟩

lim
N→∞

lim
ϵ→0

∫
d x1 ... d xN−1 ⟨xf |e−iHϵ|xN−1⟩ ... ⟨x1|e−iHϵ|xi⟩ .
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Como H é escrito em termos dos operadores p̂ e x̂, é importante atentarmos para o

fato de que esses operadores não comutam. Deste modo, o operador H pode ser escrito

de duas representações equivalentes, são elas a ordem normal (O.N) e a ordem de Weyl

(O.W)3. Na ordem normal, o operador momento p̂ é tomado a esquerda do operador

coordenada x̂, ou seja,

p̂ x̂ = p x , x̂ p̂ = p x , (5.98)

resultando no produto interno⟨
pj|HO.N|xk

⟩
= ⟨pj|xk⟩ H(xk, pj) , (5.99)

bem como, em

⟨x′|HO.N|x⟩ =
∫

dp

2π
e−i p(x−x′)H (x, p) . (5.100)

Já na ordem de Weyl, o produto de operadores p̂ x̂ é dado por

p̂ x̂ =
1

2
(p x+ x p) . (5.101)

Logo, considerando o ordenamento de Weyl, o produto interno da nossa hamiltoniana é

⟨x′|H(x̂, p̂)|x⟩ =
∫

dp

2 π
e−i p(x−x′)H

(
x+ x′

2
, p

)
, (5.102)

que ao ser substituído na amplitude de transição, resulta em

⟨xf , tf |xi, ti⟩ = lim
N→∞

lim
ϵ→0

∫
d x1 ... d xN−1

dp1
2 π

...
dpN
2 π

× exp

{
iϵ

N∑
n=1

[
pn

(
xn − xn−1

ϵ

)
−H

(
xn + xn−1

2
, pn

)]}
,

a qual pode ser representada como

⟨xf , tf |xi, ti⟩ =
1

(2π)N

∫
D xD p exp

{
i

∫
dt [p ẋ−H(x, p)]

}
, (5.103)

onde utilizamos a notação padrão∫
D x = lim

N→∞
lim
ϵ→0

∫
d x1 ... d xN−1 e

∫
D p = lim

N→∞
lim
ϵ→0

∫
d p1 ... d pN . (5.104)

Desta maneira, a amplitude de transição para o movimento browniano possui a forma

⟨vf , tf |vi, ti⟩ =
N

(2 π)N

∫
D vD λ exp

{
i

∫ tf

ti

dt λ
(
v̇ + γ v − η

m

)}
, (5.105)

3Podemos também escrever o produto dos operadores p̂ x̂ em termos da representação generalizada

p̂ x̂ = 1
αβ (αpx+ β x p), nos levando aos mesmos produtos internos obtidos via ordem normal e via

ordem de Weyl.
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sendo N , uma constante de normalização que iremos determinar após o cálculo das in-

tegrais. A partir do resultado anterior, podemos de�nir o seguinte funcional gerador na

ausência de fontes (funcional de vácuo)

Z[0] =
Ñ

(2 π)N

∫
D vD λD η exp

{
i

∫ tf

ti

dt λ
(
v̇ + γ v − η

m

)
− 1

4B

∫ tf

ti

dt η2
}
,

(5.106)

onde a integração sobre η(t) leva em conta a in�uência do ruído em nosso sistema. Ao

completarmos um quadrado perfeito com respeito aos termos que envolvem o ruído, con-

cluímos que

− 1

4B

(
η2 + 4 i

λB

m
η

)
= − 1

4B

(
η + 2 i

λB

m

)2

− B λ2

m2
, (5.107)

implicando em uma integração gaussiana simples sobre a variável estocástica η(t), nos

levando à

Z[0] = N
∫

D vD λ exp

{
i

∫ tf

ti

dt λ (v̇ + γ v)−
∫ tf

ti

dt
B λ2

m2

}
, (5.108)

onde rede�nimos a normalização de forma a obter

Ñ =
( π
B

) N
2 N . (5.109)

O passo seguinte, consiste em completar novamente um quadrado perfeito no expo-

nente da equação (5.108), culminando em

−B λ2

m2
+ i λ (v̇ + γ v) = − 1

B

(
B λ

m
− i

2
m (v̇ + γ v)

)2

− m2

4B
(v̇ + γ v)2 , (5.110)

e após realizarmos uma integração gaussiana para λ(t), �camos com

Z[0] = N (B π)
N
2

∫
D v exp

{
−m2

2 B̃

∫ tf

ti

dt (v̇ + γ v)2
}
, (5.111)

onde B̃ = 2B. Além disso, podemos reescrever nosso expoente segundo

(v̇ + γ v)2 = v̇ 2 + 2 γ v v̇ + γ2 v2 (5.112)

=
d

d t
(v v̇)− v v̈ + γ

d

d t
(v2) + γ2 v2 ,

cuja integração em relação à variável temporal é∫ tf

ti

dt (v̇ + γ v)2 =

∫ tf

ti

dt v

(
− d 2

d t 2
+ γ 2

)
v + termos de contorno . (5.113)
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Estes termos de contorno contribuem somente com fatores de fase, os quais podem ser

absorvidos pela constante de normalização. Assim, o funcional de vácuo é escrito como

Z[0] = N (Bπ)
N
2

∫
D v exp

{
−m2

2 B̃

∫ tf

ti

dt v A v

}
(5.114)

= N
(
2B π

m

)N

(det A)−
1
2 ,

onde,

A =

(
− d 2

d t 2
+ γ2

)
. (5.115)

O procedimento padrão adotado no cálculo deste determinante, consiste em impor que A

satisfaz uma equação de autovalores do tipo(
− d 2

d t 2
+ γ2

)
ψn(t) = λn ψn(t) , (5.116)

cuja solução analítica é

ψn(t) = C sin

(
nπ (t− ti)

tf − ti

)
, (5.117)

onde C é uma constante de normalização e os autovetores satisfazem a condição ψn(ti) =

ψn(tf ) = 0. Podemos determinar o valor de C a partir de uma normalização simples, ou

seja, ∫ tf

ti

dt |ψ(t)|2 =

∫ tf

ti

dt |C|2 sin2

(
nπ (t− ti)

tf − ti

)
(5.118)

=
tf − t1

2
|C|2 = 1 ,

logo, |C| =
√

2
tf−ti

. Consequentemente,

ψn(t) =

√
2

tf − ti
sin

(
nπ (t− ti)

tf − ti

)
, (5.119)

que ao ser substituído em (5.116), nos leva a

λn =

(
nπ

tf − ti

)2

+ γ2 . (5.120)

Deste modo,

det

(
− d 2

d t 2
+ γ2

)
=

∞∏
n=1

λn (5.121)

=
∞∏
n=1

[(
nπ

tf − ti

)2

+ γ2

]

=
∞∏
n=1

(
nπ

tf − ti

)2 ∞∏
n=1

[
1 +

(
γ (tf − ti)

nπ

)2
]

= C̃
sinh γ (tf − ti)

γ (tf − ti)
= C̃

sinh γ τ

γ τ
,
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para

C̃ =
∞∏
n=1

(
nπ

tf − ti

)2

; τ = tf − ti (intervalo de tempo total) . (5.122)

Permita-nos analisar nosso funcional gerador com uma fonte J(t), dado pela relação

Z[J ] = N
∫

D v exp

{
−1

2

∫ tf

ti

dt v Ã v −
∫

dt J v

}
, (5.123)

no qual, Ã = m2

B̃
A . Vamos também, rede�nir v(t) como

v(t) = ṽ(t) +
B̃

m2

∫
dt ′G(t− t ′) J(t′) , (5.124)

onde estamos considerando

ÃG(t− t ′) = −m
2

B̃
δ(t− t ′) , (5.125)

ou (
− d2

d t2
+ γ2

)
G(t− t ′) = −δ(t− t ′) . (5.126)

Após estes procedimentos, determinamos que

Ã v(t) = Ãṽ(t)− J(t) , (5.127)

bem como,

1

2
v(t)Ã v(t) + J(t) v(t) =

1

2
ṽ(t)Ã ṽ(t) +

B̃

2m2

∫ tf

ti

dt ′J(t)G(t− t ′) J(t ′) , (5.128)

resultando no funcional gerador

Z[J ] = Z[0] exp

{
− B̃

2m2

∫
dt dt′J(t)G(t− t ′) J(t ′)

}
. (5.129)

Consequentemente, somos capazes de obter nossas correlações físicas computando as

derivadas do funcional gerador Z[J ] com respeito à fonte J(t) e, após isto, tomando o

limite J → 0. Logo, veri�camos diretamente que

⟨v(t)⟩ = 1

Z[0]

δ Z[J ]

δ J(t)

∣∣∣∣∣
J=0

= − B̃

m2
G(t− t ′) J(t)

∣∣∣∣∣
J=0

= 0 , (5.130)

e a natureza gaussiana do nosso ruído implica que este resultado será o mesmo para todas

as potências ímpares de v(t). Nós também estamos interessados em obter a correlação

⟨v(t) v(t′)⟩ = 1

Z[0]

δ2 Z[J ]

δ J(t) δ J(t ′)

∣∣∣∣∣
J(t)=J(t ′)=0

= − B̃

m2
G(t− t′) , (5.131)
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indicando que para determinarmos ⟨v2(t)⟩, precisamos da forma explícita da função

G(t− t ′). Como mostramos previamente, o propagador deve satisfazer a relação(
− d2

d t2
+ γ2

)
G(t− t ′) = −δ(t− t ′) .

O procedimento padrão para resolver tal equação, consiste em escrever G(t−t ′) e δ(t−t ′)

em termos de suas Transformadas de Fourier, cujas formas são

G(t− t ′) =

∫
d k√
2 π

G(k) e−i k (t−t ′) e δ(t− t ′) =

∫
d k

2π
e−i k (t−t ′) . (5.132)

Aplicando as transformadas em (5.126), encontramos

G(k) = − 1√
2π

1

k2 + γ2
, (5.133)

e consequentemente,

G(t− t ′) = − 1

2π

∫
dk

e−ik(t−t ′)

(k + i γ) (k − i γ)
. (5.134)

Nossa análise revela que o propagador possui dois polos, localizados em k = ± i γ.

Então, ao integramos sobre o contorno superior do plano formado pelas partes real e

imaginária de k, obtemos

G(t− t ′) = −(2 i π)

2 π

eγ (t−t ′)

2 i γ
= −e

−γ (t ′−t)

2 γ
, (5.135)

que vamos representar na notação

G−(t− t ′) = −θ(t ′ − t)
e−γ (t ′−t)

2 γ
, (5.136)

garantindo a convergência do nosso propagador. Por outro lado, ao integramos sobre o

contorno inferior deste plano complexo, determinamos

G(t− t ′) = −(−2 i π)

2π

e−γ (t−t ′)

−2 i γ
= −e

−γ (t−t ′)

2 γ
,

o qual expressamos como

G+(t− t ′) = −θ(t− t ′)
e−γ (t−t ′)

2 γ
. (5.137)

Consequentemente, nosso propagador efetivo possui a forma

G(t− t ′) = G+(t− t ′) +G−(t− t ′) (5.138)

= − [θ(t− t′) + θ(t ′ − t)]
e−γ | t−t ′|

2 γ
= −e

−γ | t−t ′|

2 γ
.
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Assim, ao substituirmos o propagador na correlação ⟨v(t) v(t ′)⟩, encontramos

⟨v(t) v(t ′)⟩ = − B̃

m2

(
−e

−γ | t−t ′|

2 γ

)
=

B

m2 γ
e−γ | t−t ′| , (5.139)

e �ca claro que para t = t ′, a correlação ⟨v2(t)⟩ é simplesmente

⟨v2(t)⟩ = B

m2 γ
=

B

mα
, (5.140)

onde utilizamos a de�nição γ = α/m.

A última equação trata-se exatamente da correlação do estado de equilíbrio térmico,

que obtemos via a abordagem padrão do movimento browniano. Esta correlação nos

permite calcular explicitamente o valor do parâmetro �B �, assumindo a igualdade entre

a energia cinética média para a nossa distribuição de velocidades com a energia térmica

no estado de equilíbrio (teorema de equipartição), ou em outras palavras,

m

2
⟨(∆ v)2⟩ = m

2
⟨v2(t)⟩ = B

2α
=
T

2
,

resultando em B = αT , onde T é a temperatura do nosso sistema. Assim, este valor do

parâmetro �B � é uma consequência direta da conservação da energia total, exigida pelo

estado de equilíbrio do sistema físico.
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Conclusões

Iniciamos nossos comentários �nais a partir das diversas aplicações do método de deforma-

ção. Ilustramos no capítulo 2, como este procedimento pode ser utilizado na determinação

de novos potenciais polinomiais deformando o modelo ϕ4. Esta primeira aplicação permi-

tiu a obtenção de novas soluções analíticas de modelos compostos por um campo escalar

estático, com alto grau de não-linearidade. Além disso, os conceitos apresentados no capí-

tulo mencionado, nos inspiraram a considerar maiores graus de complexidade no processo

de deformação, resultando nos modelos analisados no capítulo 3.

No capítulo 3, estudamos primeiramente uma diversidade de modelos descritos por po-

tenciais periódicos. Tal investigação, baseada em uma função de deformação composta,

nos levou à obtenção de novas famílias de potenciais e também possibilitou explorar os

setores topológicos de cada um de seus constituintes, além das correspondentes estruturas

de defeitos. Os potenciais periódicos são caracterizados pela multiplicidade em seus dis-

tintos setores, sendo este, o parâmetro que utilizamos para de�nir as diferentes famílias

multi sine-Gordon. É relevante enfatizarmos que calculamos os superpotenciais desses

modelos explicitamente, tratando-se de um procedimento importante para investigar as

energias dos kinks . Além disso, as energias dos defeitos topológicos foram determinadas

diretamente, via função deformadora.

Outra característica interessante é que estes modelos periódicos, abrem novas linhas

de investigação em diversos contextos. Um dos mais interessantes, seria introduzir estes

modelos multi sine-Gordon em cenários de mundos-brana, nos quais as branas podem

conter multi estruturas. Tal aplicação pode ser realizada no escopo de diversas referências

na literatura dessa temática, como por exemplo, nos trabalhos [14�18,24�28,57�67].

A segunda parte do capítulo 3 é fundamentada no estudo de modelos relativísticos

também descritos por um campo escalar real. Nestas análises novamente utilizamos uma

deformação composta f(g(ϕ)). A forma funcional explícita desta deformação foi f(g(ϕ)) =
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cos(a arccos(g(ϕ)−Mπ), com a e M inteiros ou semi-inteiros, e com g(ϕ) = ϕr ou g(ϕ) =

1/ϕr, para diversos valores de r. Além disso, a partir da segunda deformação composta,

ou seja, g(ϕ) = 1/ϕr, nós conseguimos deformar soluções singulares do modelos de partida

em soluções regulares do modelo deformado.

As novas famílias correspondentes à essas deformações foram estudadas em grandes

detalhes, para as quais determinamos defeitos tipo kink , lump e outras formas de so-

luções topológicas e não-topológicas, além dos superpotencias, os quais nos permitem

calcular as energias, bem como analisar a estabilidade linear e obter os modos zeros.

Evidenciamos ainda, que todos os potenciais puderam ser expressados em uma forma

fatorada, informando imediatamente suas estruturas de mínimos correspondentes. Como

mostramos, as duas famílias de modelos comportam-se de maneira muito diferente e acre-

ditamos que elas podem ser utilizadas em diversas aplicações práticas. Uma investigação

potencialmente interessante seria a presença desses cenários distintos na abordagem de

Randall-Sundrum [17], estendido para suportar campos escalares, vide [18] e como foi

recentemente considerado nos trabalhos [129�134]. Outras ideias relevantes, seriam nas

considerações sobre a formação de padrões na natureza [33], bem como em teorias k-

generalizadas [29�32].

As análises do capítulo 4 discorrem sobre nossa proposta de um novo procedimento

para gerar modelos de dois campos escalares reais. Nosso método inicia-se com um modelo

de um campo escalar conhecido, o qual é utilizado para gerar um novo modelo de um

campo via o método de deformação. Então, acoplamos esses dois modelos de um campo

de forma não-trivial, determinando um modelo efetivo de dois campos. Este procedimento

foi ilustrado com diversos exemplos, mostrando sua e�ciência e aplicabilidade envolvendo

os mais complexos acoplamentos. Uma vantagem muito importante com respeito a este

mecanismo, é que ele nos informa automaticamente um dos pares de soluções analíticas

dos novos sistemas.

Esta investigação nos leva à questões interessantes, como por exemplo, na extensão do

procedimento para a construção de modelos de três ou mais campos, além do acoplamento

entre potenciais de um campo que são não-polinomiais. Outra questão estaria relacionada

com modelos cosmológicos, onde este procedimento poderia descrever interações entre

energia e matéria escura, como vemos nas referências [135�138]. Há ainda, a possibilidade

de sua aplicação em cenários de mundos-brana e também em modelos que descrevem
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polímeros em matéria condensada [139�141].

As discussões a respeito do movimento browniano e dos processos Markovianos e não-

Markovianos, clari�caram diversas dúvidas a respeito do tratamento de sistemas termo-

dinâmicos fora do equilíbrio térmico, e esperamos também, implementar estes conceitos

nos métodos de quantização estocástica que recaiam no formalismo de integrais tempo-

ralmente fechadas (formalismo de Schwinger), de maneira consistente. Nossas análises

preliminares revelam ainda, que o movimento browniano pode ser descrito com sucesso

em termos de uma formulação baseada em integrais de trajetória, deste modo, várias

técnicas utilizadas em teoria quântica de campos podem ser aplicadas nesta abordagem.

Outra característica interessante, é que o procedimento via integrais de trajetória

esboça uma maneira mais natural de quantizar esse sistema físico e esperamos aplicar este

mecanismo também à equação de Langevin generalizada. Além disso, é relevante salientar

que nossa abordagem é diferente da formulação padrão via integrais de trajetória adotada

na literatura, como podemos ver nos trabalhos [142�144]. Isto porque, nessas referências,

os autores usualmente realizam uma mudança de variáveis ao ruído contido na distribuição

de probabilidade gaussiana vista em (5.94), reescrevendo η(t) em termos de v e v̇, via

equação de Langevin. Portanto, apesar de nossas investigações nesta linha estarem em

um estágio inicial, acreditamos que elas tenham um potencial muito interessante, tanto

na descrição usual do movimento browniano relativo a um ruído Markoviano, quanto

para equações de Langevin que consideram ruídos não-Markovianos, bem como para a

aplicação de formalismos de teoria de campos à temperatura �nita.

Finalmente, podemos concluir que os temas abordados neste período de formação

caracterizaram discussões passíveis de serem estendidas em um futuro próximo. Algumas

das ideias anteriormente citadas, estão em fase de discussão e esperamos que elas nos

levem a outros resultados frutíferos.
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Apêndice A

O Teorema de Noether

Partimos da ação generalizada

S[ϕ] =

∫
d 4xL (∂µ ϕ, ϕ, x

µ) , (A.1)

cuja minimização resulta em

δ S =

∫
d 4x ′L (∂µ ϕ

′, ϕ ′, x ′µ)−
∫

d 4xL (∂µ ϕ, ϕ, x
µ) (A.2)

=

∫
d 4x ′ (L+ δL)−

∫
d 4xL ,

na qual d 4x ′ = J(x ′, x) d 4x, com J(x ′, x) denotando o jacobiano da transformação in�-

nitesimal x ′µ → xµ + δ xµ. Este jacobiano pode ser determinado a partir da relação

J(x ′, x) = det

(
∂ x ′µ

∂ xα

)
= det (δ µ

α + ∂α δ x
µ) ≃ 1 + ∂µ δ x

µ . (A.3)

Consequentemente,

δ S =

∫
d 4 x (δL+ L ∂µ δ xµ) (A.4)

=

∫
d 4 x δ ϕ

{
∂ L
∂ ϕ

− ∂µ

(
∂ L

∂ (∂µ ϕ)

)}
+

∫
d 4 x ∂µ

{
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
δ ϕ+ L δ xµ

}
,

ou seja,

δ S =

∫
d 4x δ ϕ

{
∂ L
∂ ϕ

− ∂µ

(
∂ L

∂ (∂µ ϕ)

)}
+

∫
σ

{
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
δ ϕ+ L δ xµ

}
dσµ , (A.5)

onde o primeiro termo à direita da igualdade trata-se da equação de movimento do sistema,

e o segundo de uma integral calculada sobre o contorno σ. Sabemos que o valor mínimo da
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varição requer δ S = 0, signi�cando que nossa equação de movimento deve ser obedecida

além de δ ϕ = 0 e δ xµ = 0 no contorno. Contudo, podemos obter interpretações físicas

relevantes se somarmos e subtrairmos o termo

∂ L
∂ (∂µ ϕ)

(∂ ν ϕ) δ x ν , (A.6)

na segunda integral da equação (A.5), implicando em reescrevê-la como∫
σ

{
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
[δ ϕ+ (∂ ν ϕ) δ x ν ] +

[
g µ ν L − ∂ L

∂ (∂µϕ)
∂ ν ϕ

]
δ x ν

}
dσµ , (A.7)

ou ainda, ∫
σ

[
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
∆ϕ− T µ ν δ x ν

]
d σµ = 0 , (A.8)

que deve se anular a �m de garantir que δ S = 0. Nesta última expressão, de�nimos que

∆ϕ ≡ δ ϕ+ (∂ ν ϕ) δ xν , (A.9)

onde ∆ϕ corresponde à variação total do campo ϕ, e

T µ ν ≡ ∂ L
∂ (∂µ ϕ)

∂ ν ϕ− g µ ν L , (A.10)

é o tensor energia-momento. Ao considerarmos transformações genéricas contínuas nas

coordenadas e nos campos, ou seja,

δ xµ = Xµα δ ω
α ∆ϕ = Φα δ ω

α , (A.11)

a integral sobre o contorno σ �ca com a forma∫
σ

[
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
Φα − T µ ν X ν α

]
δ ω α d σµ = 0 , (A.12)

e uma vez que δ ω a é arbitrário, reescrevemos a equação anterior como∫
σ

J µ
α d σµ = 0 ; J µ

α =

[
∂ L

∂ (∂µ ϕ)
Φα − T µ ν X ν α

]
, (A.13)

ou ainda, ∫
d 4 x ∂µ J

µ
α = 0 , (A.14)

resultando na conservação da corrente J µ
α, sob transformações genéricas contínuas. Deste

modo, o teorema de Noether estabelece que para cada transformação de simetria existe

um conjunto de quantidades conservadas.
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