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RESUMO

Teorias de dimensoes extras tém sido amplamente estudadas nos tltimos anos, com
o intuito original de resolver o problema da hierarquia. Entre os modelos de dimensoes
extras podemos citar o modelo de branas Randal-Sundrum, que trata o nosso universo
como uma brana imersa em um espago ambiente com uma dimensao extra de com-
primento infinito. O aspecto fundamental do cendrio de branas é que a matéria e os
campos estao confinados em uma hipersuperficie e, apenas, a gravidade tem acesso a
todas as dimensoes. Sendo assim, testes observacionais envolvendo a gravitacao po-
dem oferecer meios de se verificar a existéncia das dimensoes extras. Com esta ideia
em mente, neste trabalho, encontramos solugoes de buracos negros em uma versao
regularizada de uma brana (ou seja, com espessura) do tipo RSII e aplicamos, entao,
dois testes cldssicos da relatividade geral para estas solucoes de buracos negros, es-
tudando a influéncia do movimento transversal nas trajetorias quadrimensionais das
particulas. Constatamos que o desvio da luz e o atraso temporal, neste cendrio, pas-
sam a depender da energia (frequéncia) do sinal luminoso, podendo, portanto, dar
origem ao fendémeno de arco-iris gravitacional. Discutimos também um modelo de
branas com espessura, conhecido como modelo de separacao de férmions, formulado
com o propésito de explicar a estabilidade do préton sem recorrer a algum tipo de
simetria. Neste modelo, elétrons e prétons estao localizados em diferentes hipersuper-
ficies da brana. Verificamos que na presenca de um campo gravitacional gerado por
um corpo massivo, estas particulas irao sentir diferentes geometrias quadrimensionais.
Esta aparente violagao do principio da equivaléncia, do ponto de vista de observadores
quadrimensionais, produz interessantes fenémenos como, por exemplo, a inducao, pela
gravidade, de um dipolo elétrico em um dtomo de Hidrogénio. Verificamos que a
Hamiltoniana que descreve este efeito tem a mesma forma da Hamiltoniana de Stark,
ou seja, H = ,uff - 07, onde a aceleracao de maré A (devido a separacao de elétron
e préton na dimensao extra) estd no lugar do campo elétrico e a massa reduzida do

dtomo substitui a carga elétrica.



Palavra Chaves: Dimensoes extras, Fat brane, Buracos Negros, Testes da Relativi-

dade Geral.
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ABSTRACT

Theories of extra dimensions have been extensively studied in recent years with the
original intention of solving the hierarchy problem. Among the models of extra dimen-
sions we can mention the braneworld models, more precisely, the Randall-Sundrum
model, which considers our universe as a brane embedded in an ambient space with
an extra dimension of infinite size. The fundamental aspect of the brane models is
that matter and fields are confined in a hypersurface and only gravity has access to
all dimensions. Thus, observational tests involving gravity may provide a way of veri-
fying the existence of extra dimensions. With this idea in mind, in this work, we find
black hole solutions in a regularized version of a RSII type brane and then we consider
two classical tests of general relativity to these solutions. We studied the influence of
transversal movement in the four-dimensional path of the particles. We note that the
deflection of light and the time delay, in this scenario, depend on the energy ( frequency
) of the light signal and can, therefore, give rise to the phenomenon of gravitational
rainbow. We also discuss a model of thick branes known as the split fermion model. In
this model electrons and protons are located on different hypersurfaces of the brane.
We found that, in the presence of a gravitational field generated by a massive body,
these particles will experience different four-dimensional geometries. This violation of
the equivalence principle, from the viewpoint of four-dimensional observers, produces
interesting phenomena as, for instance, the gravitational induction of an electric dipole
in a hydrogen atom. We verified that the Hamiltonian that describes this effect has
the same form of the Stark Hamiltonian, i.e., H = ,uf_f - 07, where the tidal acceleration
A (due to the separation of electron and proton in the extra dimension) substitutes
the electric field and the reduced mass atom replaces the electric charge.

Key word: Extra Dimensions, Fat brane, black holes, Tests of General Relativity.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos de unificagao das forcas fundamentais da natureza parecem requerer a
existéncia de dimensoes extras, como por exemplo, o modelo pioneiro de Kaluza-Klein.
Em um artigo publicado em 1921, o matemaético alemao, Theodor Kaluza, propos a
unificacao entre a gravidade e o eletromagnetismo e para isso ele levou em conta
um espaco-tempo de cinco dimensoes. Posteriormente um fisico sueco, Oskar Klein,
forneceu uma justificativa para explicar por que a quinta dimensao nao é observada na
natureza. Este é o modelo conhecido como Kaluza-Klein e neste cendrio a dimensao ex-
tra estd enrolada, formando um circulo de raio [ da ordem do comprimento de Planck.
Assim, neste modelo, a dimensao extra torna-se praticamente indetectdvel. Essa ideia
de dimensoes extras foi abandonada por um tempo. Contudo, com o advento da tec-
nologia juntamente com os avancos da fisica tedrica, os estudos sobre dimensoes extras
foram resgatados e dessa vez com o objetivo de resolver o problema da hierarquia, que
nada mais é que a enorme diferenca entre as escalas de Planck 103GeV e a eletrofraca
103GeV. Nesse contexto, surgem as teorias de branas onde o universo é tratado como
uma hipersuperficie imersa em um espaco ambiente com dimensoes superiores denomi-
nado de "bulk". Neste tipo de modelo, a hipersuperficie, também chamada de brana
(em alusdo a uma membrana), contém a matéria e os campos quadrimensionais usuais
em um estado de confinamento [3, 71], no entanto, a gravidade é capaz de se propagar

na direcao das dimensoes extras.



Podemos, destacar quatro importantes modelos neste cenario. O primeiro deles é o
modelo proposto pelo Arkani-Hamed, Dimopulos e o Dvali, conhecido por modelo ADD
[5], que consiste de um modelo de branas cuja dimensao extra é compacta e possui uma
escala de comprimento da ordem do milimetro. Este modelo exige a existéncia de no
minimo duas dimensoes extras, para poder resolver o problema da hierarquia e ainda
permanecer compativel com os dados experimentais. Outros importantes modelos
sao aqueles propostos por Lisa Randall e Raman Sundrum, denominados de modelos
RS, existem dois modelos nesse cendrio, denominados por RSI e RSII [66, 67]. No
primeiro modelo, RSI, existe uma tnica dimensao extra, mas o espaco ambiente possui
uma constante cosmoldgica negativa. A dimensao extra é campactada por meio da
existéncia de duas branas com tensoes iguais e com sinais contrdrios localizadas em
pontos fixos do espago ambiente. J4 no modelo RSII, a segunda brana é colocada no
infinito e isto faz com que a dimensao extra passe a ter um comprimento infinito ao
contrario do que acontecia com os modelos anteriores. Devemos também mencionar o
modelo DGP proposto por Dvali et al. [32], onde o espago ambiente tem também cinco
dimensoes nao compactas, a exemplo do RSII, mas nao possui constante cosmoldgica.
No entanto, a gravidade é descrita por uma Lagrangeana modificada, e, como veremos,
isso induz uma gravidade aproximadamente igual a descrita pela teoria Newtoniana
sobre a brana.

A principal diferencga entre cada um destes modelos, estd baseada na forma como a
dimensao extra é escondida dos dados observacionais. Nesse sentido, o campo gravita-
cional se mostra uma boa ferramenta para se investigar a existéncia destas dimensoes
extras.

No contexto da teoria de campos, a brana pode ser descrita por meio de uma
parede de dominio formada por um certo campo escalar real. Neste caso, a brana teria
uma certa espessura e as branas finas dos modelos ADD, RSI, RSII, citados seriam
idealizagoes obtidas no limite em que a espessura vai a zero.

Nesse trabalho iremos investigar solucoes de buracos negros em branas com



espessura, onde utilizamos uma variacao de solugoes de buracos negros em branas
finas do tipo RSII ja conhecidas na literatura [39, 27]. Discutiremos também a apli-
cagao de testes cldssicos da relatividade geral (precessao do periélio, desvio da luz e
atraso temporal) para esses tipos de solugdes.

Uma solugao analitica de buraco negro em uma brana fina tem sido intensivamente
procurada nos ultimos anos (solu¢oes numeéricas de buracos negros em branas ja foram
encontradas [61, 36, 82, 83], e nds discutiremos brevemente sobre tais solugoes). Con-
tudo, apesar de todo o esforco despendido nesse sentido, apenas solugoes
"parciais" foram encontradas, entre elas podemos citar a solucao obtida por Gar-
riga e Tanaka [39], cuja métrica descreve o espago-tempo de um buraco negro num
regime de campo fraco. Outra solu¢ao bem conhecida é a chamada solucao DMPR
[27], obtida por Dadhich, Maartens, Papadoupoulos e Rezania, cuja métrica tem a
forma semelhante a solugao de Reissner-Nordstrom, mas ao contrério desta, a solugao
DMPR apresenta uma carga de maré que surge como efeito da gravidade livre no
bulk. Apesar de ser exata, a solugado DMPR nao é completa por estar restrita a brana
e, portanto, nao descreve a geometria do espaco ambiente. Além disso, no limite de
longas distancias, ela nao reproduz a solucao de Garriga e Tanaka. Por isso, espera-
se que a solucao DMPR corresponda, aproximadamente, a solucao de buraco negro
real, apenas no seu entorno. Longe do buraco negro, a solucao seria aproximadamente
aquela descrita por Garriga e Tanaka. Partindo dessas solucoes obtivemos solucoes
correspondentes para buracos negros em uma brana com espessura.

Estudamos também o comportamento de particulas de testes no espaco-tempo
descrito por tais solucoes e verificamos a influéncia do movimento transversal ao longo
da dimensao extra. Neste contexto, aplicaremos aqui os testes classicos da relativi-
dade geral para uma das métricas que descrevem buracos negros em uma brana com
espessura e verificamos a influéncia do movimento oscilatério transversal sobre os nos-
sos resultados. Como veremos, em consequéncia do movimento transversal, o desvio

da luz passa a depender da energia de radiagao, produzindo desta forma o chamado



arco-iris gravitacional.

Seguindo essa linha de investigar os efeitos das supostas dimensoes extras, consi-
deraremos, por fim, um modelo de branas com espessura que postula uma separagao
espacial entre os férmions ao longo da dimensao extra. Este modelo assume que 1éptons
e barions vivem em diferentes fatias da brana com o intuito de explicar a estabilidade
do préton sem recorrer a algum tipo de simetria. Veremos que em decorréncia dos
férmions estarem localizados em diferentes fatias da brana, os léptons e barions sen-
tirao diferentes forcas gravitacionais mesmo quando se encontram na mesma posi¢ao
quadrimensional, em outras palavras, no espago-tempo produzido por uma massa M
presa a brana. A métrica induzida serd diferente para distintas fatias da brana. Isto
significa que léptons e bdrions irao sentir diferentes geometrias. Disso resulta uma
aceleracao de maré A, devida a separagao dos férmions na dimensao extra, que produz
uma forca interna em um dtomo de hidrogénio, por exemplo, induzindo desta maneira
um efeito de dipolo elétrico na direcao paralela a brana. Teremos assim em efeito

Stark induzido pela gravidade na brana.



Capitulo 2

Teorias de dimensoes extras

Desde o inicio do século passado, mais precisamente apés a formulacao da Teoria
da Relatividade Geral de Einstein, os fisicos tem se dedicado a busca por uma teoria
de unificacao das forgas fundamentais da natureza. Com esse objetivo, em 1921, o
matemdtico Theodor Kaluza apresentou um modelo onde o campo gravitacional é
unificado com o eletromagnetismo, admitindo a existéncia de uma dimensao extra no
espaco-tempo. Posteriormente, em 1926, o fisico sueco Oscar Klein introduz algumas
modificagoes nesse modelo que passou a ser conhecido por teoria de Kaluza-Klein.
Esse é o primeiro modelo de dimensoes extras no contexto da Teoria da Relatividade
Geral. Acontece que, na teoria de Kaluza-Klein, o tamanho da dimensao extra é da
ordem do comprimento de Plack (107%5m), sendo assim praticamente impossivel de
ser medido.

Mais de sete décadas se passaram, até que novamente as dimensoes extras se
tornaram objeto de um intenso estudo por parte do fisicos. Durante esse tempo,
mais dois tipos de forcas foram descobertas; as forcas nucleares fraca e forte. E im-
portante ressaltar que as forcas eletromagnética e nuclear fraca ja foram unificadas
com sucesso, formando o que denominamos por forga eletro-fraca. A motivagao ori-
ginal desses novos modelos de dimensoes extras, conhecidos como modelos de branas,
foi explicar a grande diferenca entre as escalas de energia das forgas eletro-fraca e

gravitacional.



Nesse capitulo iremos apresentar de maneira sucinta alguns modelos de dimensoes
extras: ADD, RSI, RSII e DGP. A diferenca principal entre os modelos estd na forma
como a dimensao extra é escondida das observacoes, como veremos adiante.

Por fim, trataremos do modelo fat brane, no qual o universo ¢ imaginado como
sendo uma brana (parede de dominio) em trés dimensdes imersa em uma espago-
tempo de cinco dimensoes e onde a matéria, bem como os campos de gauge, estao
aprisionados nessa parede por meio da acao de um campo escalar. Essa brana possui
uma espessura e os campos de férmions estao presos nelas em pontos distintos ao longo
da dimensao extra, denomimaremos esse modelo de fat brane. Uma motivacao para
esse modelo, é que ele consegue explicar a estabilidade do préton sem impor uma lei

de conservacao do nimero barionico.

2.1 Teoria de Kaluza-Klein

Com o intuito de realizar a unificacao entre a teoria do eletromagnetismo de
Maxwell e a Relatividade Geral de Einstein, em 1921 Kaluza propdés um modelo onde
0 espago-tempo possui cinco dimensoes, assumindo que a dimensao extra seria uma
dimensao espacial z, de forma que o conjunto completo das coordenadas em um espaco-
tempo (4+1)-dimensional seria (z*,2), u =0, 1,2, 3.

Admitindo que a equacao do campo gravitacional em cinco dimensoes também
¢ dada pelas equacoes de Einstein, entao, no vdcuo a métrica em cinco dimensoes,

gap(A, B =0,1,2,3,4), obedece as seguintes equagoes [55]:

Gap =0 (2.1)

ou de maneira equivalente:

Rap =0 (2.2)

onde Gap = Rap — Rgap/2 é o tensor de Einstein 5-dimensional, Ryp e R = gapRAP



sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente, em cinco dimensoes.
A auséncia de matéria nestas equacoes vém da suposicao utilizada por Kaluza de que
o universo em dimensoes mais altas estd vazio. A ideia de Kaluza, foi indentificar
a parte quadrimensional de g4ap como sendo g,, , a parte g,. com A, (o potencial
eletromagnético) e a parte g.. com ¢ (o campo escalar) [55, 54, 75].

Kaluza propods a seguinte parametrizacao para a métrica gapg

L+ K2PALA, kp A
gan=| " Ay w8 A (2.3)
KO*Ay ¢

A assinatura da métrica 4-dimensional ¢ tomada como sendo ( + - - -) e utilizamos

as unidades ¢ = i = 1.

2.1.1 A condigao cilindrica de Kaluza

Como veremos, a teoria de Kaluza consegue unificar a gravidade e o eletromag-
netismo postulando a existéncia de uma dimensao extra no espago-tempo. Contudo, a
teoria ainda deveria explicar o fato de que a dimensao extra nao é observada. Com esse
intuito, Kaluza impoe que os campos nao dependem da coordenada extra. Matemati-

camente isso é equivalente a seguinte condicao:

agAB
0z

—0 (2.4)

Essa exigéncia é conhecida como condi¢ao cilindrica.
Podemos utilizar a condic@o cilindrica (2.4) juntamente com métrica na forma

dada por (2.3), para obter as equagoes de Einstein[65]:



2 12 1
G = T = IV,(0,6) = ,,530] (2.50)
VHE,, = —38%5@” (2.5b)
3
O¢ = ”Zf F,, ™ (2.5¢)

onde G, = R,, — Rg,,/2 € o tensor de Einstein em 4 dimenstes com a métrica
s TMEVM = gWFaBFaB /4 —F ﬁ‘Fm ¢ o tensor energia-momento eletromagnético, e
F,3 = 0,As—03A,, corresponde ao tensor eletromagnético. Se tomarmos ¢ = cte = 1,

as duas primeiras equagoes acima se reduzem as equacgoes de Einstein e as equagoes

de Maxwell em quatro dimensdes na auséncia da matéria:

G = 87GTLM, (2.6a)
VFF,, =0 (2.6b)

Portanto, podemos derivar, as equagoes de Maxwell no vicuo e as equagoes da
Teoria da Relatividade Geral em quatro dimensoes acopladas, a partir das equagoes

de Einstein no vdcuo em cinco dimensoes.

2.1.2 Klein e o mecanismo de campactacao

Na tentativa de explicar a natureza aparentemente 4-dimensional do universo, em
1926 o fisico Oscar Klein, assumiu que a dimensao extra deveria ter a topologia de
um circulo e além disto, deveria possuir uma escala de comprimento muito pequena
[60]. Como efeito desta topologia, qualquer quantidade f(z*,z) deve ser periédica
com respeito a dimensao extra. Por exemplo, para o campo escalar ¢(z*, z) definido

no espaco de cinco dimensoes devemos ter:



o(zt, 2) = p(a*, z + 27l) (2.7)

onde [ é o comprimento da dimensao extra.

Sendo assim, o campo pode ser expandido em séries de Fourier [37]:

dlat,z) =D ™ (x)em! (2.8a)

onde n refere-se ao n-ésimo modo de Fourier. Note que apenas no modo zero (n = 0)
existir, o campo ¢ serd independente da dimensao extra.
Para ilustrar o argumento de Klein vamos, agora, considerar a equacao de Klein-

Gordon para um campo escalar sem massa em cinco dimensoes

Uiy =0 (2.9)

onde Uy =0 — g—; é o operador D "Lambertiano em cinco dimensoes.
A equagao (2.9) pode ser resolvida pelo método de separagao de varidveis, onde

escrevemos ¢(z#, z) = x (z") ¢ (2) e, entao, encontramos,

Ox (z*) = m*x (z*) (2.10a)
82502(;) +m?*p (2) =0 (2.10Db)

Podemos interpretar a constante de separacao m? como sendo a massa do campo .
Resolvendo a equagdo (2.10b) e impondo a condicdo de periodicidade
v (2) = ¢(z + 2nl), podemos verificar que os valores permitidos para a constante
de separacao sao:

m? = — (2.11)

De um ponto de vista quadrimensional, o campo ¢(x*, z) pode ser decomposto em

um modo zero (n = 0) sem massa juntamente com modos massivos que chamaremos



de modos de Kaluza-Klein (KK) para n # 0. Desta forma, cada modo KK pode
ser interpretado como um tipo diferente de particula com massa m,, = |n|/l. Assim,
cada modo KK carrega uma energia minima da ordem de n/l, e para serem excitados
seria necessario, no minimo, uma energia da mesma ordem. Para energias abaixo da
escala 1/1, somente o modo com n = 0 é relevante, ou seja, a baixas energias a fisica
¢ efetivamente quadrimensional [60, 28, 75].

Admitindo que [ é muito pequeno (da ordem do comprimento de Planck) entao,
a energia necessdria para excitar os modos com n # 0 ¢ bastante elevada (~ 1/1).
Desta forma, os modos KK com massa ficariam fora do alcance experimental e assim,
somente o modo zero (n = 0), seria observado. Isso ¢ equivalente & condigao cilindrica

exigida na teoria de Kaluza.

2.2 Dimensoes Extras de Grande Escala: Modelo

ADD

O modelo ADD surge como uma tentativa de resolver o chamado problema da
hierarquia, que é a enorme diferenca de magnitude entre a escala eletro-fraca e a
escala de Planck. No modelo ADD as dimensoes extras estao escondidas por meio
de um mecanismo de confinamento da matéria e dos campos em uma hipersuperficie
(quadrimensional) imersa em uma espago ambiente maior (bulk) e apenas a gravi-
dade pode se propagar ao longo da dimensao extra [5]. Em contraste com o modelo
proposto por Kaluza, que possui dimensoes extras compactas com comprimentos da
ordem do comprimento de Planck, no modelo ADD as dimensoes extras, ainda sao
compactas, mas podem atingir a escala de comprimento submilimétrica, sem conflitos
com a experiéncia.

Para entender este modelo, vamos ilustrar o mecanismo de localizacao de férmions
numa parede de dominio neste cendrio e em seguida discutiremos os efeitos das dimen-

soes extras sobre a gravitagao.
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2.2.1 Confinamento da Matéria

Consideremos um campo escalar real ¢ = ¢(z*, 2), cuja acao é dado por [71, 72,

73]:

S = / d*zdz E((S‘Agb)2 — V(gb)] (2.12)

onde A=0,1,2,3,4 e V(¢) é o potencial escalar.
Vamos escolher um potencial adequado com o intuito de obter uma solugao do tipo

parede de dominio, desta maneira, tomamos
)\2
V(g) = §(¢2 —1?)? (2.13)

O comportamento deste potencial ¢ visto na figura (2.1)

V(o)

-V V ¢

Figura 2.1: Gréfico do potencial escalar em fung¢ao do campo.

Para este potencial temos dois valores de menor energia ¢ = —v e ¢ = v. Notamos
ainda que para ¢ = 0, existe um maximo instavel
Por meio das equacoes de Euler-Lagrange, podemos obter a equagao dindmica do

campo, dada por

/\2
%d = O+ T ol — 1) = 0 (2.14)

11



#(2)
\4

Figura 2.2: Solucao do tipo parede de dominio.

Uma solucao desta equacao é a seguinte funcao:

¢(2) = vtanh <%> (2.15)

Esta configuragao conecta os estados fundamentais do campo escalar, ou seja,

quando ¢y = (2 — —00) = —v e ¢y = (2 — +00) = +v e é conhecida como parede de
dominio [71, 72, 73, 75].

Podemos ainda, considerar a densidade de energia correspondente a parede de

dominio. Iniciamos pela densidade de Hamiltoniana associada ao campo ¢. Pode-se

verificar que a densidade de Hamiltoniana é dada por

o1 A?
Ho = é(aAgb)? + §(¢2 —1?)? (2.16)
Para uma solucao do tipo parede de dominio, dada por (2.15), encontramos

~

)\2 4
Ho Y

- icosh‘l(%) (217)

A distribuicao de energia estd concentrada em torno de z = 0. Além disso, nota-
mos que quanto maior A\, maior a concentracao de energia. Sendo assim, A pode ser
associada com o inverso da espessura da brana. Temos portanto a seguinte distribuicao

de energia ilustrada na figura (2.3).

Integrando com relagao a z obtemos a densidade de energia por 3-volume no campo.
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Figura 2.3: Densidade de energia na brana em 2z = 0.

1 At 203
_ - _dz = 2.18
7 /_oo4cosh4(%) T3 (2.18)

No limite em que a espessura vai a zero (A — o0), mantendo o constante, a parede

de dominio d& origem uma estrutura conhecida como 3—brana.

2.2.2 Localizacao de Férmions

Férmins sao descritos por espinores (7)), e a equagdo do movimentos dos férmions
¢ a equagao de Dirac. Admitindo, que a Lagrangeana do campo de Dirac em cinco

dimensoes, tem a seguinte forma [73]:

L = iUT40,¥ — mI¥ (2.19)

a agao serd, entao, dada por
Si2 = /d%dz(ililFA@Aw — mU) (2.20)

onde as matrizes de Dirac em cinco dimensoes sao:
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T = o (2.21)

¥ = —iny

.. 5 0 12><2
explicitamente, v° =

Ioxo 0O
4x4

Para estudar o comportamento de férmions numa parede de dominio, devemos
admitir que o férmion interage com o campo escalar por meio de uma interacao do

tipo Yukawa [73]. Neste caso, a agao da interacdo toma a seguinte forma:

Sint = —h / d*rdzgUV (2.22)
onde h é uma constante de acoplamento.
Assim, a acao total serd
S = / d*zdz(iTA0,V — MU — hgp U ) (2.23)

Para um férmion sem massa, ou seja, m = 0, temos:

S = / d*rdz(iVT A0,V — hoyUW) (2.24)

Da agao acima obtemos a seguinte equacao do movimento

L0,V + il"0,¥ — hey¥ = 0 (2.25)

Admitindo VU5 (z,2) = ¥ () f(2), e impondo a seguinte restricao ao espinor
7?1 = —1p, obtemos, pelo método de separacao de vardveis, a seguinte equacdo para

OS Campos

ﬁaz f(2) +hoo| ¢ (x) — iy 0,0 (2) = 0 (2.26)
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onde ¥ (z) é o espinor de Dirac em 4-D. Para particulas sem massa, a condi¢ao
v?1 = —1) determina que o espinor sem massa tem quiralidade. No entanto, essa
condi¢ao nao implica em nenhuma restrin¢ao fisica, uma vez que as particulas de
massa nula apresentam quiralidade bem definida. Logo, poderfamos ter escolhido
outra condigao (quiralidade).

Portanto, para satisfazer a equacao acima devemos ter que

i 0 (x) = my (x) (2.27)
T (m—hoo) £ ) (2.28)

onde a constante m é interpretada como a massa do espinor em 4-D [13, 44].

Para o modo zero (m = 0), podemos resolver (2.28) e encontramos

F(2) = exp <—h /O i ¢0(z)dz) (2.29)

Considerando que ¢,(z) descreve uma parede de dominio, verificamos que f (z)
cai exponencialmente para z grande. E este comportamento de f (z) que garante a
localizagao do modo zero fermionico na brana.

Sendo assim, a funcao de onda do férmion de modo zero sera:

Wy = exp (— /0 ) hgbo(z)dz) by, (2.30)

1, indica um espinor de quiralidade esquerda. Concluimos que o modo zero fermionico,
ou seja, os férmions quadrimensionais estao localizados préximo de z = 0.

A equagdo (2.28) determina que os modos fermidnicos possuem um espectro de
massa. De acordo com Rubakov [73], esse espectro tem a seguinte caracteristica: o

primeiro modo com massa ¢ o modo ms = hv e a partir desde modo o espectro de
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b TNfermion

ms = hv

const - hr
m =20

Figura 2.4: Espectro de massa dos férmions presos na brana. O hiato entre o modo
zero (m = 0) e os modos continuos é proporcional a hv. A parte continua tem inicio
em ms = hv.

massa se torna continuo. Se admitimos que v é muito grande, entao, os modos massivos

seriam experimentalmente inacessiveis para um observador na brana.

2.2.3 Potencial Gravitacional em Dimensoes Extras

Vamos discutir, agora, como a dimensao extra afeta a gravidade, considerando que
o campo gravitacional é o Uinico campo capaz de se propagar ao longo da dimensao
extra. Para tanto, devemos obter o potencial gravitacional Newtoniano gerado por um
corpo de massa m em um espago-tempo com 7 dimensoes espaciais. Se admitimos que
o campo gravitacional ¢ em n dimensoes é conservativo e a equagao de campo tem a

mesma forma que a sua correspondente quadrimensional [84], ou seja

V.-§=—47G™)p (2.31)

onde G™ ¢ a constante gravitacional em n dimensdes do espaco-tempo e p é a densi-
dade de massa da matéria, entao, podemos mostrar que o campo gravitacional de um

corpo com simetria esférica e massa m é:

2l (n/2) GO m
(b (T) = 7r77/2—1 (2 _ 77) rn—2

(2.32)
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onde o nimero de dimensoes espaciais (1) e o nimero de dimensdes do espago-tempo
(n) estao relacionados por n =7+ 1.
Para n = 3,0 potencial Newtoniano é recuperado. Note ainda que, para o caso

2 ou seja, se desvia claramente do

17 = 4, com uma dimensao extra, ¢ depende de r~
comportamento observado para longas distdncias. Devemos ressaltar que as dimen-
soes aqui tém a topologia de R. Portanto, a dimensao extra no modelo ADD, por

causa do campo gravitacional, nao pode ser nao-compacta, sem incorrer em conflitos

fenomenoldgicos.

2.2.4 Potencial Gravitacional em um Espaco com uma Di-

mensao Extra compacta.

Para determinar o potencial gravitacional gerado por uma massa em um espagco-
tempo multidimensional no qual a dimensao extra é compacta, vamos considerar um
observador localizado em um ponto O do espago. Uma vez que a dimensao extra do
universo é compacta e possui a topologia de um circulo, fazendo com que o universo
tenha uma forma cilindrica, as linhas de forca que se originam na massa m darao
voltas em torno do espaco até atingirem o observador em O, que por sua vez sentird
o efeito de vdrias corpos de massa m em diferentes pontos do universo.

Se pudéssemos desenrolar o cilindro (universo), obteriamos um plano onde as di-
versas massas (m; = msq ...) estariam espalhadas ao longo de uma linha de forma que
duas imagens consecutivas estariam separadas por uma distancia igual a 27l, onde [ é
o raio da dimensao extra. A essas massas damos o nome de imagens topoldgicas. Se
o observador se encontra a uma distdncia R muito maior que [, ele "verd"uma linha
de massa distribuida ao longo da dimensao extra, como ilustrado na figura (2.5) .

Para calcular o campo gravitacional produzido por essa linha de massa podemos
utilizar a lei de Gauss, onde a superficie gaussiana serd um cilindro. Contudo, como
estamos num espago com quatro dimensoes espaciais, a base do cilindro é uma esfera

em vez de ser um circulo [62]. Portanto, a linha lateral do cilindro de comprimento L
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Figura 2.5: Na primeira figura, temos a massa localizada em um determinado ponto
do nosso universo. Jd na figura seguinte, o cilindro é representado por um espaco
"aberto"com as identificagbes topolégicas (o observador sente a influéncia de vérias
imagens topoldgicas). Na tltima figura, temos uma situacdo onde o observador estd
muito distante da massa e observa uma distribuicao praticamente continua destas
massas.

serd 4mR%2L. Assim, temos

/5' dA = —4n G5 My, (2.33)

onde M;,; é a quantidade de massa topoldgica dentro da superficie gaussiana. Como
as massas estao separadas por uma distancia 27/, assim, o nimero de cargas contidas

numa linha de comprimento L serd igual a L/2ml. Deste modo

L
Mt = — 2.34
o (2:34)
Logo, em notacao vetorial, obtemos que
G5m
§(R) = ———=-¢ 2.35
9(R) = —5 msitr (2.35)

e potencial gravitacional, por sua vez serd

¢(R) = — (C;‘:?) }% (2.36)

Se escrevemos GGy = ('5/27l, recuperamos o potencial gravitacional quadrimen-
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sional para R > [, ou seja

¢(R) =~ (2.37)

2.2.5 Escala fundamental de comprimento da dimensao extra

e o problema da hierarquia

No estudo da gravitagao, algumas vezes é conveniente utilizarmos o sistema de
unidades de Planck, onde temos trés unidades bdsicas, comprimento de Planck [, ,
massa de Planck m, e tempo de Planck t,. definidas em termos das trés constantes

fundamentais ¢, & e G, da seguinte forma:

Gh [ Gh he
Y LR S . (2.38)

Podemos por meio de uma combinagao entre as trés constantes fundamentais
¢, h e G™ obter uma relacio entre o comprimento de Planck para um espaco-tempo
de n dimensoes e o comprimento de Planck do espago quadrimensional, através da

seguinte expressao.

(lm))"*? _ — 2 (2.39)

Desta relacao vemos que o comprimento de Planck, para um espaco-tempo de quatro
dimensoes, ¢ na verdade um valor efetivo, enquanto que o comprimento de Planck
fundamental estd estabelecido no espago ambiente [5, 84, 75]. Em um cendrio onde
consideramos a existéncia de uma tinica dimensao extra compacta com a topologia de
um pequeno circulo de raio [, onde o comprimento da dimensao ¢é igual a 27/, vimos
que as constantes gravitacionais em quatro e cinco dimensoes se relacionam da seguinte
forma:
GO

onde /. é o comprimento da dimensao extra. Vemos, entao, que as constantes gravita-

19



cionais em diferentes dimensoes diferem por um fator da ordem do comprimento da
dimensao extra compacta. Assim, para o caso geral onde temos n dimensoes, devemos
ter

G ™) .
G4 = (lC) !

(2.41)

se admitimos que o comprimento de todas as dimensoes extras é o mesmo. Combinando
(2.39) com (2.41), podemos escrever [. em fungdo do comprimento de Planck em 4

dimensoes (I,) e o comprimento de Planck em n—dimensoes (l}fb)) .

o (B o

O comprimento de Planck em 4-D ¢é [, = 107*3¢m, agora, se admitimos que o
comprimento de Planck em n dimensoes tem a mesma ordem da escala eletro-fraca,
ou seja l,(j") ~ 107'8¢m, o que resolveria o problema da hierarquia, obtemos uma
relacao entre o tamanho da dimensao extra [. e o nimero de dimensoes extras do
espago:

I = 10718 (101%)*"* (2.43)

Escolhendo n = 5 (uma unica dimensao extra), obtemos que I, ~ 102cm, um
comprimento vinte vezes maior que a distancia entre a Terra e a Lua, o que torna esse
resultado fenomenologicamente inaceitdvel, uma vez que uma dimensao extra com um
comprimento tao grande ja teria sido observada [5]. Assim, a ideia de um universo com
uma tnica dimensao extra deve ser descartada neste modelo, se quisermos resolver
o problema da hierarquia [78]. Para n = 6, ou seja um espago-tempo com duas
dimensoes extras, o comprimento da dimensao extra seria da ordem de [. ~ 0,01mm.
Esta ¢ a escala de distancia até onde a lei Newtoniana da gravitacao foi testada [5, 52].
Portanto, um modelo com duas dimensoes extras é aceitdavel. Assim, desvios das leis do
inverso do quadrado da gravitacao, nesta escala, seriam um forte indicio da existéncia

de dimensoes extras [5].
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2.3 Cenario de branas: modelos de Randall-Sundrum

Os modelos de Randall-Sundrum (RS), assim como o modelo ADD, sdo modelos
de brana. Mas, eles se distinguem do ADD, por mostrar que um modelo de cinco
dimensoes nao é incompativel com os dados experimentais. Isso é possivel admitindo-
se que o espaco ambiente possui uma constate cosmolégica negativa ajustada a tensao
da brana. H& dois modelos: RSI e RSII. O modelo RSI propoem a existéncia de duas
branas. Neste modelo cada brana é caracterizada por uma tensao (densidade de energia
por unidade de 3-volume). Chamamos essa densidade de tensdo da brana. Neste
modelo a dimensao extra estd compactada devido a existéncia dessas duas branas. No
modelo RSII uma das branas é retirada, de maneira que a dimensao extra terd um

comprimento infinito, ou seja, a dimensao extra nao é compacta.

2.3.1 O Modelo RSI

Neste modelo, o espaco-tempo tem uma tnica dimensao extra compactada por
meio da existéncia de duas branas que estao localizadas em dois pontos fixos do es-
paco ambiente [66]. Uma brana com tensdo positiva (+o0) estd localizada em z =0 e
uma de tensdo negativa (—o) estd localizada em z = z.. Dizemos que z. é, entdo, o
comprimento da dimensao extra. Admitimos que a dimensao extra possua a topologia
do espago S'/Z,. que pode ser descrita da seguinte forma: se 6 € [—m, 7] é a coor-
denada angular que localiza os pontos em um circulo, entao, o espago S'/Z, é obtido
indentificando-se os pontos 6 e —6. Nessas coordenadas as branas de tensao positiva
e negativa estao localizadas nos dois pontos fixos, § = 0 e § = 7w. Podemos ainda
relacionar as coordenadas 6 com a coordenada z através de z = 0l, onde [ é o raio da
dimensdao extra [2].

A métrica do modelo RSI possui a seguinte forma:

ds* = a*(z)n,, dz"dz” — dz?, (2.44)
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z=0 Z=7Z,

Figura 2.6: Comportamento do fator de deformagao (warp factor).

onde 7, ¢ a métrica de Minkowski em quatro dimensoes e a(z) ¢ chamado de fator

de deformacao "warping factor"que tem a forma:

a(z) = e A, (2.45)

O comportamento da fungao a (z) em S*/Z, estd ilustrado na fugura (2.6).
Determinaremos x por meio das solucoes das equacgoes de Einstein em cinco di-

mensoes, dadas por

, 1 .
Rap — 5 apR ="Tap. (2.46)

onde o tensor energia momento 745 pode ser escrito como[66, 75]

Tap = AﬁAB + 87TG(5)TAB, (2.47)

onde A e G5 sao as constantes cosmoldgica e gravitacional em cinco dimensoes. O

termo T 4p descreve a energia das branas e é dado por

_ (5)5 - (5)5 o
TAB = {TMV OGuv (Z) OGuv (Z zC) ) (248)

TAz — 0
Utilizando a métrica (2.44), as equagoes de Einstein juntamente com o tensor

energia-momento (2.48), levam ao seguinte sistema de equagoes [66, 75]
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I\ 2 "
a a

G,. =0 (2.49D)

[_6 <%)2] — A (2.49¢)

onde a equagao (2.49b) é automaticamente satisfeita.

A equagao (2.49¢) é satisfeita se

W2 — —%A. (2.50)

Segue, entao, que a constante cosmolégica deve ser negativa para que a métrica
(2.44) seja solucao das equagoes de Einstein.

Integrando a equagao (2.49a) em torno de z = 0 (brana com tensao positiva), no
intervalo —e < z < €, no limite em que ¢ — 0, verificamos que a tensao na brana estd
ajustada a constante cosmoldgica do espaco ambiente do seguinte modo:

3
o? = _327r2—G§5)A‘ (2.51)

De maneira andloga, a solucao em torno da outra brana z = 2. conduz ao mesmo

resultado.

Linearizacao da gravidade e espectro de massa dos gravitons

Desejamos encontrar as correcoes causadas pela dimensao extra na solugao das
equacgoes de campo. Essas correcoes serao tratadas como perturbacoes na métrica
quadrimensional. Portando, podemos obter tais correcoes por meio da linearizacao

das equagdes de Einstein. A métrica perturbada em cinco dimensoes é dada por [66]

ds® = [a2<z)77;w + by (w, Z)} datdr” — dz7, (2.52)
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onde h,, é o termo de perturbacao e satisfaz a condigao |h,,| < 1. Escolhendo um
sistema de coordenadas no qual h,, = 0, vamos resolver a equacao de Einstein para a
métrica dada em (2.52). Se introduzirmos matéria na brana, as equagoes de Einstein

serao

Gap = 871G 5 T8 + 87Gs TH& + Aap (2.53)

onde T8 e 754" s30 os tensores energia-momento da matéria e da brana respectiva-
mente, e A a constante cosmoldgica do espaco ambiente.

Escrevendo as equagoes de Einstein para a métrica perturbada (2.52), obtemos:

1 5o ) . . Lo |1(d\,,. [(ad\° .
50’ (z)[h’u,a',u + ha’,p,u +n hau,p,u - hu,o‘,u] + Ehau + 5 E h,u - E hu Nov
(2.54)
1
F2HI0(2) = 00z = 20l = 26y = $5G 2) (T3 — 470, )
1 —2/1'v "p a v v
—§a (h,j’# — hu,p) + e (hw‘ — hu,v) =0 (2.55)
1 a a” a” 871G (5)a* e
—5 0 h b [5 - <§)} ht = %5(2'”( 2 (2.56)

E possivel escolher um gauge (sistema de coordenadas) no qual h,, é transverso e

possui trago nulo [66], isto é :

bt =t =0 (2.57)

Para esse gauge as equagoes (2.55) e (2.56) sdo automaticamente satisfeitas na

regidao externa. Enquanto que a equacao (2.54) assume a seguinte forma:
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R, — 2267 — 2k0(2) + 266(2 — z¢)|hgy — @ 20"0,hy, = 0. (2.58)

No intervalo 0 < z < z. esta equacao se reduz a

B — 4k%h,, — a 20"9,hy, =0 2.59
ov 12

E integrando (2.58) em torno dos pontos z = 0 e z = z., obtemos respectivamente

as seguintes equacoes:

(h;y + 2/{hou) |z:0: 0 (260&)

(h, + 26hgy) |2z, = 0. (2.60b)

As equagao (2.60a) e (2.60b) podem ser entendidas como condigbes de contorno
para a equagao (2.58). Portanto, uma solu¢ao que satisfaca a equacao (2.58) deve
satisfazer simultaneamente as equagoes (2.59), (2.60a) e (2.60b). Essas duas ultimas,
como veremos a seguir, vao resultar na quantizagao do espectro de massa dos gravitons
vistos pelos observadores quadrimensionais [2].

Para resolver a equagao (2.59) vamos utilizar o método de separagao de varidveis,
escrevendo h,,(x,z) = U(z)®,,(z). Podemos verificar que (2.59) possui solugao se

existir uma constante C' tal que

U (2) — 4Kr%U(2) + Ca W (2) =0 (2.61)

O0®,,(x) + C®,,(z) =0, (2.62)

onde [ é operador D’Lambertiano
E possivel mostrar que os valores que a constante de separacao C' pode assumir

sao positivos de modo que podemos escrever C' = m?. Logo a equagao (2.62) fica
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O0®,,(z) + m?*®,,(z) = 0. (2.63)

Essa equagdo é uma equagao de Klein-Gordon para o campo ®,,(z) com massa
m. Como o campo ®,,(z) depende das coordenadas da brana podemos interpreté-lo
como um graviton (uma perturbagao linear da métrica) de massa m, que pode ser
visto pelos observadores confinados na brana. O conjunto de valores de m constituem
o espectro dos modos KK [75].

A equagao (2.61) fica escrita como
U (2) — 4k°0(2) + —U(2) =0 (2.64)
a

Tomando m = 0, obtemos uma solugao particular importante da equagao (2.64).

Temos entao:

U(2) = Coe 21, (2.65)

onde Cj é uma constante de normalizacao. Essa solugao é chamada de modo zero
(m = 0). Através dela podemos recuperar o comportamento quadrimensional do
campo gravitacional, para grandes distancias, na brana.

m

Para m # 0, fazendo a seguinte mudanga de coordenadas z = "¢, podemos

escrever (2.64) da seguinte forma:

x2

2V (z) 14V (z) 4
+ +
dx? r T

1— —) U (z)=0 (2.66)

Esta equagao apresenta a forma de uma equacgao diferencial de Bessel com indice
n = 2, cuja solu¢ao mais geral é dada por [4]:

m

Wi (2) = Ady (2em=) + BN, (o) (2.67)

K R

onde J5(z) e Ny(z) s@o as fungoes de Bessel de ordem 2 de primeira e segunda espécies,
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respectivamente. As constantes A e B, podem ser determinadas impondo as condigoes
de contorno (2.60a) e (2.60b) em z =0 e z = 2.

Para a primeira condi¢ao em z = 0, a solucao pode ser escrita como
V(z) =Cp [J1 <E> Ny <@€m> - N (T) Jo (ﬁem)] , (2.68)
K K K K

onde (), é uma constante de normalizacao.

Impondo a segunda condigao de contorno em z = z., obtemos:

N (fe™) _ N(R)

K

Ny (few=)  N(%)

(2.69)

Os valores permitidos de m sao as raizes de (2.69), sendo assim o espectro de massa
dos gravitons serd dado pelo conjunto de solugoes desta equagcao.

Podemos mostrar que, para as primeiras raizes temos:

my ~ ke " (2.70)

Assim, percebemos que a massa dos gravitons depende de comprimento da di-
mensao extra. Portanto, se escolhemos z. suficientemente pequeno, e x suficiente-
mente grande, a massa do primeiro modo KK seria muito grande de tal maneira que a
energia necessdria para excité-lo estaria fora do alcance dos nossos instrumentos. Isso
implicaria que apenas gravitons sem massa poderiam ser vistos por um observador
quadrimensional que habita na brana. Entao, um espago-tempo com apenas uma
dimensao extra é compativel com os dados observacionais na escala de energia dos

aceleradores de particulas atuais.

2.3.2 Modelo RSII

No modelo RSII, a brana de tensao negativa localizada em z. é afastada a uma
distancia infinita da brana de tensao positiva e desta maneira a dimensao extra deixa

de ser compacta e passa assim a ser uma dimensao extra de comprimento infinito
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[67]. Uma vez que fazemos z. — 00, neste modelo, verificamos que ao contrario do
que ocorre no modelo RSI, onde o espectro de massa dos gravitons (modos K K)
é discreto e a massa do 1° modo K K a massa era dada por m ~ ke "%, Aqui nao
existem mais saltos entre as massas dos modos K K, ou seja, o espectro de massa torna-
se continuo. Nesse caso, a primeira vista, poderiamos pensar que os gravitons de massa
pequena seriam acessiveis a baixas energias e isso colocaria a teoria em conflito com
os testes experimentais. No entanto, como veremos, devido a existéncia de um modo
zero normalizével, o campo gravitacional recupera o comportamento quadrimensional
para longas distdncias. Entao, com o intuito de verificar isso, podemos calcular o
potencial gravitacional newtoniano produzido por um objeto massivo sobre a brana e

verificaremos os efeitos da dimensao extra sobre este pontencial.

Modos KK Continuos

Vamos iniciar nossa discussao considerando a normalizagao das fun¢oes de onda
que descrevem os modos K K que s@o dados pelas solugoes da equagao (2.61). Esta
equacao pode ser vista como uma equacao de autovalores de um operador de Sturm-
Liouville. De acordo com a teoria de Sturm-Liouville, as autofungoes associadas a
autovalores discretos sao normalizdveis e aquelas associadas a autovalores continuos
podem ser normalizadas no sentido distribucional, ou seja, segundo a delta de Dirac
[67].

Se supomos que nao hd informacao vindo do infinito em direcao a brana, ou seja,
as autofungoes devem ser finitas no limite z — oo, é possivel mostrar que todos os
autovalores devem ser nao-negativos [35].

Outra caracteristica fundamental é a existéncia do modo zero normalizédvel. De

fato, para m = 0, encontramos a seguinte solugao

Wy(2) = V2kre 2 (2.71)
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tal que

+oo
/ [Wo(2)Pdz =1 (2.72)

[e.e]
onde v/2k é a constante de normalizacao.

Para os modos K K com massa, as autofun¢oes normalizéveis sao dadas por [67, 75]:

()N, () — Ny(2)p (2e)]
U, (2) =4/ — (2.73)
ﬁ V() N ()

3=

Funcao de Green

Para determinar o comportamento do campo gravitacional produzido por um
corpo confinado na brana devemos estudar, usando o método da fungao de Green, a

solucao da equacao nao homogénea
(02 — 2 (2k% — 2K6(2)) + a_QD(‘l)] hyw = 20 (2.74)

o termo ¥, faz o papel de fonte para h,, mas nao deve ser confundido com o tensor
energia-momento da matéria.

Segundo o formalismo da funcao de Green, a solugao da equagao (2.74) é dada por:
hy = /dz'd%’G(x, zia!', 28, (2.75)

onde G(x, z; 2, 2') é a fungao de Green que é solugao da seguinte equagao

(02 — 2[2k% — 2k6(2)] + a20W] G(, 232/, ) = 8" (z — 2/)6(2 — 2') (2.76)

A funcdo de Green pode ser construida, segundo a teoria de Sturm-Liouville, a
partir das solugoes da equagao homogénea, que sdo obtidas a partir da equacao (2.76)

pelo método da separacao de varidveis
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O®,,(z) — m*®,,(z) =0 (2.77a)
U (2) — 2267 — 2K6 (2)]¥(2) + T—;\I/(z) =0 (2.77Db)

Um resultado extremamente importante dessa teoria é o de que o conjunto completo
das autofungoes forma uma base completa para o espago de fungdes normalizdveis e
que satisfazem as mesmas condicées de contorno das autofuncoes [63, 64].

As autofungdes associadas a equacdo (2.77a) sdo dadas pelas ondas planas

1
(2m)*

exp (1K,2") com k, k" = m?. Para a equagao (2.77b), vimos que as autofungoes

associadas, ja normalizadas sao dadas por:

ug (2) = V2ke ™ (2.78a)

()N, (o) — Ny(2)p (e)]
U (2) = ] — (2.78b)
ﬁ V() N ()

Entéao, as fungoes (2—7104 exp (tk,x") up, (2) constituem uma base para as funcoes em

cinco dimensdes. E nesta base a fungdo de Green pode ser escrita como [63, 64]

4

, d*k
bowyto (2 ) e 4 /
(Ok) 0( ) (27T)4

d'k
(2m)*

G (z,z;2',2) = / Ambpytim (2)e* " (2.79)

Os coeficientes bgy) € by, podem ser determinados por meio da equagao (2.76) e

isso nos permite obter a func¢ao de Green independente do tempo [67, 75]

1 eme

G(x,z;2',2') = <_E}_%) ke 20+ —i—/o dmit, (2)um(2") <_E 7 ) (2.80)

onde R = |¥— 7'|. Veja que por causa do modo zero (m = (), recuperamos o potencial
Newtoniano que cai com o inverso da distdncia. J& para os modos massivos, a funcao

de Green cai exponencialmente com a distancia.
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Consideremos, agora, uma particula com massa localizada na brana em z = 0 [67].
O potencial estatico gerado pela particula, devido aos gréavitons de modo zero e de
modo continuo do espectro K K, num ponto sobre a brana (z' = 0), sera obtido por
meio de (2.80), ou seja,
K 1 o

G(z,0;2',0) = "R IR, dm [, (0)]" e 7" (2.81)

onde u,, (0) s@o os autos-estados dos modos K K avaliados na brana, dados por (2.780) .
Para calcular o potencial num ponto sobre a brana distante da fonte devemos
admitir que R > x~!. Uma vez que a exponencial em (2.81) ¢ decrescente, a integral

é significativa apenas para m < m* onde m* é da ordem de 1/R. Assim, temos,

KR>1 (2.82a)

mR<m*R~1 (2.82b)

Essa condigao implica que na integral (2.81) podemos admitir que m/xk < 1.Sendo
assim, podemos expandir as funcoes de Bessel para pequenos argumentos. Logo em

primeira aproximagao em ordem de m/x, temos

i (0))° = (2.83)
K
Assim, integrando (2.81), obtemos finalmente, a funcao de Green:
o K 1
Gz, z;2',2") =~ E 1- e (2.84)

Interpretamos a fun¢ao de Green (2.84) como sendo o potencial gerado por um
objeto massivo localizada na brana. Verificamos que a funcao de Green devido o modo
zero, recupera o cardter quadrimensional mais um termo de correcao para o potencial

gravitacional para longas distancias [67]. Essa correcao se deve a contribuicdo dos
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modo KK com massa e surge como um efeito da dimensao extra.

2.4 O modelo DGP

O modelo DGP foi proposto por Dvali, Gabadadze e Porrati [32] e é também
um modelo de branas, onde o nosso universo é imaginado como uma 3-brana imersa
em um espaco de Minkowski com 5 dimensoes. Nesse modelo, a dimensao extra pos-
sui comprimento infinito, como no modelo RSII, mas a dimensao extra é plana. O
campo gravitacional se propaga livremente no espago ambiente de cinco dimensoes,
no entanto, a Lagrangeana do campo gravitacional é modificada. Como veremos, esta
modificagao que é induzida pela presenca da brana, recupera o comportamento quadri-
mensional da gravidade dentro de um certo dominio. Curiosamente, ao contrario do
que ocorre com os outros modelos de dimensoes extras, no modelo DGP, as corregoes

da lei do inverso do quadrado se tornam significativas para grandes escalas.

2.4.1 Gravidade induzida sobre a brana.

Por motivo de simplicidade, vamos omitir os campos de matéria confinados na

brana. Desta forma no modelo DGP a gravidade é descrita pela seguinte acao:

S = M3/d5X\/§R+u2/d4x\/|g|R, (2.85)

onde M e p sao a massa de Planck em cinco e em quatro dimensoes respectivamente.
Se fazemos M — 0 mantendo pu fixo, a agao descreve a acao da gravidade quadri-
mensional sobre a brana. Por outro lado, no limite em que y — 0 com M fixo, obtemos
a gravidade em cinco dimensoes do espaco ambiente. Neste modelo, vamos considerar
M e p finitos.
A parte quadrimensional da gravidade na agao (2.85) pode ter duas origens distintas
[32]. A primeira possibilidade é de que existe matéria confinada na brana. Assim, em

um sistema de coordenadas apropriado, o tensor energia-momento da matéria assume
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a forma,

T,(x)6(z) 0O

Tup = (2.86)

0 0

Isto poderia, em certas circunstancias, induzir correcoes da acao de Einstein-Hilbert
em cinco dimensoes, através do cdlculo de um loop, que seria equivalente a introdugao
do termo cinético quadrimensional para a gravitagao, ou seja, da agao quadrimensional
em (2.85) [32].

A outra possibilidade para explicar a parte quadrimensional da agao (2.85), é supor
que ela surge naturalmente a partir do acoplamento entre a gravidade em cinco di-
mensbes com um campo escalar também em cinco dimensoes que chamamos de x (z) ,0
qual é uma solucao do tipo parede de dominio [2].

Uma maneira simples de ilustrar isso, é admitir uma interacao entre dois campos
escalares 5-D ¢ (z) e x (z), onde o campo ¢ (z) fard o papel da gravidade em cinco

dimensoes. Portanto, iniciamos com a seguinte densidade Lagrangeana

L= M*949)* + 1 [(94x)*(989)" — (0290"X)?] (2.87)

Note que o segundo termo da Lagrangeana acima, nos fornece um termo de inte-

ragao entre os campos x e ¢. Entao, (2.87) pode assumir a seguinte forma
L = M*(040)* + 1*X"*(9,u9)* (2.88)

aqui a linha denota a derivada com respeito a z [32].

Se o campo escalar x (z) é uma solugao do tipo parede de dominio, ou seja
X (2) = vtanh(vz), (2.89)

entao, a partir de sua derivada primeira com relacaio a z, obtemos que
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(X')? = vsec h*(vz). Esta fungao pode ser vista, de modo idealizado, como uma fungao

delta de Dirac. E assim, (2.88), pode ser escrita como
£ = MY (040)° + 123(2)(0,0)% (2.90)
A partir dessa Lagrangeana podemos escrever a acao

S = M3/d4xdz8A¢(m,z)8A¢(x, 2) +u2/d4xaugb(x)8“¢(x). (2.91)

Portanto, verificamos que a parte quadrimensional da acao do modelo DGP, surge a
partir de uma interacao com o campos escalares ¢ (z) e y (z). De maneira semelhante,
a agao (2.85) pode ser obtida a partir da interagao entre o campo gravitacional 5-D e

o campo Y (2) .

2.4.2 Funcgao potencial do campo escalar

Desejamos, agora, determinar a dependéncia com a distancia das interacoes que
sao mediadas por um campo escalar numa teoria descrita pela agao (2.91). Isso serd
feito através do calculo da funcao de Green. A funcdo de Green deve ser solugao da

seguinte equacao

[M32040" + 126(2)0,0"] G(x,2;0,0) = W (2)d(2) (2.92)

onde 7 = \/a? + x5 + 22.
A equagao (2.92), pode ser resolvida se utilizarmos o método da transformada de

Fourier. Desta forma a fung¢ao de Green fica escrita como

4 ~
Gla.0.0) = [ e Gip.2) (2.93)

onde p = /p? = \/ 3+ p? + p3 + pi, é o quadri-momento associado ao campo.

Desta maneira, substituindo (2.93) em (2.92), ficamos com a seguinte equagao
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32, 38

(M3(p* = 82) + 11°p*0(2)) Gr(p. 2) = 6(2). (2.94)

e que tem como solugao

~ 1

G == — . 2.95
R(pﬂz) M2p2+2M3pexp( p|2|) ( )

Assim, para um caso estatico, o potencial em um ponto sobre a brana é dado por
Vir) = /G(t,f,z = 0;0,0,0)dt, (2.96)

Entao, por meio da (2.93) encontramos que o potencial medido pelo campo ¢ sobre

a brana é dado por

-t (o) () o)) e

onde Si(z) e Ci(z) s@o as fungbes seno integral e cosseno integral, dadas por

Ci(z) =v+1In(z) + /Oz(cos(t) — 1)dt/t, (2.98)

Si(2) = /OZ sin(t)dt/t, (2.99)

ey ~0,577 ¢é a constante de Euler-Masceroni.
Naturalmente, surge um comprimento r. que estabelece a distancia a partir da qual
as correcoes nas leis de Newton sao perceptiveis. E possivel demostrar que r, ¢ dado

por:

12

BEWE

Te

(2.100)

Desta forma, é possivel estimar o valor de r.. Sabendo que u ~ 10'%GeV, podemos
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escolher, motivados pelo problema da hierarquia, a massa de Planck em cinco dimen-
soes como sendo M ~ 1 TeV | isso nos fornece que r. é da ordem do tamanho do
sistema solar. Nessa escala de distdncia, as leis de Newton sao bem estabelecidas.
Assim, para que nao haja contradi¢cao com os dados observados, devemos escolher r,
suficientemente grande. Vamos, entao, investigar isso.

Para curtas distancias r << 1., a equagao (2.97) assume a seguinte forma

V() ~ _8%%2% {g + [—1 +y+1In (rﬁ)} <r1) + O(r2)} . (2.101)

Podemos verificar que neste dominio recobramos o potencial Newtoniano quadri-
mensional mais um termo de correcao logaritmico repulsivo.

Para grandes distancias r >> r., o potencial serd

1 1 (r. 1
V(r) ~ S {? +0 (ﬁ> } , (2.102)

Logo, para grandes distancias o potencial cai com 1/7?, apresentando, portanto, o
comportamento de um campo em cinco dimensoes. Se admitimos que r. é suficiente-
mente grande (escala cosmolégica), entao, esse modelo nao entra em contradi¢ado com

a teoria Newtoniana [32].

2.4.3 Campo Gravitacional no modelo DGP

Com base nesta analogia, podemos agora estudar o comportamento do campo
gravitacional no modelo DGP. Vamos inicialmente introduzir flutuagdes na métrica de

Minkowski 5D [32]

ga = Nap + has. (2.103)

Podemos escolher um gauge no bulk tal que:

1
O*hap = 5th8 (2.104)
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hy = 0. (2.105)

Neste Gauge é possivel mostrar que as equagoes de Einstein se reduzem a [32]

040*hY, = 00" h? (2.106)

(M3040* + 1126(2)000) by (1, 2) = {TW - %WVTS} §(2) + p26(2)9,0,h%. (2.107)

De modo semelhante ao que foi feito na secao anterior, podemos utilizar a trans-
formada de Fourier para encontrar a solucao de (2.107)
_ -
— T/u/ — §T77l“/

hl/ y =0)= )
H (p < ) M2p2+2M3p

(2.108)
onde TW ¢ a transformada de Fourier de 7,
Assim, usando um argumento semelhante ao descrito anteriormente, verifica-se que
o potencial Newtoniano é recuperado para pequenas distancias comparadas com ..
Em resumo podemos dizer que a proposta do modelo DGP consiste em adicionar
a acao 5D um termo quadrimensional, que corresponde a acao do campo em qua-

tro dimensoes. E vimos que, para o caso da gravitacao, o potencial Newtoniano é

recuperado no dominio 7. < r [2].

2.5 Branas com Espessura

Nos modelos Randall-Sundrum, o nosso universo é visto como uma brana infi-
nitesimalmente fina (sem espessura) imersa em um espago ambiente maior (bulk), na

qual os campos estao confinados e apenas a gravidade é capaz de se propagar ao longo

37



do espago ambiente.

Num contexto onde as branas possuem uma espessura ¢, as branas nos modelos
RS, podem ser vistas como um caso limite de uma brana cuja espessura ¢ vai a zero
(e —0).

Apresentaremos aqui um modelo proposto por Hamed et.al.[3], no qual a brana
possui uma pequena espessura ao longo da dimensao extra. Aqui os campos de gauge
e matéria ainda estao confinados na brana. Esse modelo se distingue dos demais
pela seguinte caracteristica: os barions e os 1éptons do modelo padrao estao presos
em diferentes fatias da brana. Nas secoes anteriores, apresentamos um modelo de
localizagao de férmions em paredes de dominios em um espago tempo de 5 dimen-
soes. Apresentaremos a seguir uma generalizacao desse modelo, para o caso de vérios
férmions localizados em diferentes fatias da brana. Uma aplicagao para esse modelo é

o problema do decaimento do préton em uma teoria com 5 dimensoes.

2.5.1 Localizacao de varios férmions

Ja vimos nas segoes anteriores deste capitulo que por meio da interacao entre o
campo escalar e o campo de Dirac, podemos confinar os férmions numa parede de
dominio. A ac@o para esse tipo de interagao é dada por (2.23) para o caso de um
férmion sem massa. Se desejamos generalizar este modelo para uma situagao onde

existem varios férmions com diferentes massas, a eq. (2.23) assume a seguinte forma

S = / d*rdz Y (10 TA04V; — hijo W ¥ + my T, 0;) (2.109)
]
onde m;; sao as massas dos campos de férmions enquanto que h;; a constante de
acoplamento com o campo escalar. Por simplicidade, admite-se que h;; e m;; sao
matrizes diagonais, ou seja, h;; = hd;;, enquanto que m;; é diagonalizdvel e possui
autovalores m; [3].

Para obter o comportamento dos campos de férmions ao longo da dimensao extra,
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devemos realizar o mesmo procedimento para o caso de uma parede de dominio (ver

a segao 2 deste capitulo). A equagdo do movimento serd

> (U404 — hep (2) U, 05 ) =0 (2.110)

ij

onde escrevemos ¢ (z) = (¢ — m;), tal que m; = m;/h . Por razao de simplicidade, a
partir de agora vamos suprimir os fndices latinos.
Podemos entao, resolver a equacao acima pelo método de separacao de varidveis,

de modo que V¥ (z,z) = ¢ (z) f (2). Encontramos facilmente que

F(2) = exp {—h/cp (2) dz] (2.111)

Se o campo escalar tem a forma apresentada em (2.15), podemos expandir em

torno de z = 0 até primeira ordem,
¢ (2) = 20°2 4+ O (2%) (2.112)
onde v? = ’\T’ﬂ. Entao, podemos escrever

F(2) = exp {—mﬂ / (z—7) dz] (2.113)

temos que r; = m;/2hv?.

Integrando a equacdo acima encontramos que
f(z) =cexp [-hv* (z — 7“)2] (2.114)

onde ¢ é uma constante de normalizagao.
Vemos entao, que as fungoes de ondas dos férmions ainda sao gaussianas, mas agora
elas estao localizadas em torno de z = r, onde 7; nos fornece as posigoes dos férmions

na brana. Note também que as posicoes dos diferentes férmions na brana, sao fixadas

39



por meio da massa m; de cada férmion. Sendo assim, a acdo (2.109) descreve um
conjunto de férmions 4-D nao interagentes localizados em diferentes fatias da brana

ao longo da dimensao extra [3].

2.5.2 Decaimento do préton

O préton é um particula bastante estdvel, ou seja, o seu decaimento esponta-
neo nunca foi observado. No modelo padrao, a estabilidade do préton é imposta
estabelecendo-se a lei de conservacao do niimero baridnico.

No presente modelo, em que os léptons estao separados dos barions ao longo da
dimensao extra, a estabilidade do préton é explicada naturalmente, isto é, sem a
necessidade de se postular uma lei de conservacao.

Como visto anteriormente, os diferentes férmions estao presos em diferentes pontos
da brana ao longo da dimensao extra. Vamos considerar aqui o caso onde um préton
estd preso em uma fatia da brana localizada em z = 0, enquanto que um elétron esta
preso na fatia z = r. Para ilustrar a estabilidade do préton nesse modelo, vamos
considerar uma interacao que poderia violar a conservacao do nimero barionico. A
Lagrangeana que descreve a interagdo em 5 dimensodes tem a seguinte forma [18]

(QTCs L) (UL C5Df)

Lp= A5

(2.115)

onde C5 = v°92+5 e os indices T e ¢ representam, respectivamente, o espinor transposto
conjugado e o espinor conjugado de carga. Os espinores (), U, D representam os campos
de quarks, enquanto que L representa os campos dos léptons. O espinor Q7 = ( u d )

¢ um dupleto de quarks, ja os espinores U = u e D = d, sao os singletos de quarks
. . Ve
up e down respectivamente. O espinor L = ¢ um dupleto de léptons, onde

(&

e~ representa o elétron e v~ o neutrino do elétron. A constante A possui dimensao
de massa e ¢ introduzida com o intuito de manter a ordem da dimensao [18]. Um

dos processos que a Lagrangeana (2.115) pode descrever é o decaimento do préton
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em um lépton e um méson, mais precisamente em um pion zero e um pdsitron, i.e.,
p— 0 +el.

A agao fica escrita como [3]

T T cT c
S ~ / PMCACD A(SU G5 D) (2.116)
Esta acao viola a conservacao do mimero bariénico em cinco dimensoes. Des-
crevendo assim o decaimento do préton em uma teoria 5-D.
Podemos novamente realizar o procedimento de separacao de varidveis, isto é, es-
crever os campos na forma 1 (z,2) = ¢ (z) f (2), utilizado anteriormente e assim,

temos [3]

Q=4q.fq (2.117a)
U =ul.f, (2.117D)
DC =d°. f, (2.117¢)
L=1L1f (2.117d)

onde q,u,d e [, sao espinores de Dirac em 4-D. As fungoes da coordenada extra sao
dadas pela equagao (2.114) . Assim, para o préton (quarks) em z = 0 e o elétron em

z = r, podemos escrever [3]

T ed* 2,2 3 2 2
S ~ /d%dz%—?w [6_” ? } e~V (=) (2.118)

A integral ao longo da dimensao extra nos fornece

+o00 3 1
o [ e

se hv? é real e maior que zero.

2.2

v (2.119)

]

Logo, a acao 4D que descreve a interacao que poderia levar a violagao da conser-
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Quarks Léptons

Fat brane

Figura 2.7: Perfil das fungoes de onda dos férmions do modelo padrao (eixo vertical),
na dimensdo extra (eixo horizontal). Os férmions se propagam livremente em 341
dimensoes e estao presos em diferentes posi¢oes ao longo da dimensao extra [3].

vacao do nimero bariénico, ficard multiplicada pelo fator 4:

1
5 =3 /%e—%”“ (2.120)
A2

Uma vez que v? = el = % Para os campos confinados na brana, essa espessura
passaria a ser efetivamente o tamanho da dimensao extra. A eq. (2.120) representa um
pacote de onda gaussiano ao longo da dimensao extra. Perceba que o desvio padrao

desta distribuicao ¢ dado por

(A2 = E (2.121)

02

Podemos interpretar o desvio padrao da distribuicao como sendo a largura do
pacote de ondas gaussiano. Sendo assim, se fazemos com que o préton e o elétron
estejam separados ao longo da dimensao extra por uma distancia 10 vezes maior que a
largura do pacote de ondas, ou seja vr = 10, encontramos que § ~ 10733, Este termo
torna irrelevante a interacao de violagao do niimero baridénico quadrimensional, mesmo

para A da ordem de 17eV [3]|. Assegurando desta forma, a estabilidade do préton.
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Capitulo 3

Buracos Negros em Branas

O cendrio das branas, tem sido objeto de estudos nos tltimos anos, uma vez que
ele levanta a possibilidade de que o universo no qual vivemos pode ser visto como uma
brana inserida em um espaco ambiente maior. E neste cendrio que desejamos investigar
solucoes de buracos negros em branas. Apesar do grande nimero de trabalhos a esse
respeito terem surgido nos tltimos anos, uma solucao exata que descreva um buraco
negro em uma brana no modelo Randall-Sundrum ainda nao foi encontrada.

Uma motivacao para se estudar buracos negros no cenario de branas estd no fato
de que esses objetos podem produzir efeitos que, em principio, poderiam revelar a
existéncia de dimensoes extras. Isso pode ser realizado, por exemplo, por meio dos
testes clédssicos da Relatividade Geral, os quais serao tratados no préximo capitulo.

Neste capitulo, iremos discutir dois tipos de solugoes para buracos negros em branas
do tipo RSII. A primeira delas, obtida em [39] por Garriga e Tanaka, fornece uma
solucao aproximada do campo gravitacional criado por um objeto massivo (fonte do
campo) na brana. A outra solucdo, trata-se de uma solugao exata e foi obtida por
Dadhich et al. [27], conhecida como buraco negro DMPR. Esta solugdo tem uma
caracterfstica interessante, ela possui a forma matemadtica da solugao de Reissner-
Nordstrom da RG, mas no lugar da carga elétrica aparece uma carga de maré que
surge devido aos efeitos da dimensao extra. Apesar de ser exata, a solugago DMPR

¢é incompleta, por que nao descreve a geometria do espago ambiente, mas apenas da
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brana. Por fim apresentaremos brevemente algumas solugoes existentes na literatura,
que buscam descrever buracos negros em branas tipo RSII, entre as quais podemos
citar a solugao nimerica para pequenos buracos negros na brana, obtida por Kudoh
et al. [61]. Mais recentemente Figueiras e Wiseman [36] e posteriormente de forma
independente, Abdolrahimi et al. [1], encontraram solu¢oes numéricas para buracos
negros na brana onde o raio do horizonte ¢ grande quando comparado com o raio do

espago ambiente.

3.1 Solucao de Garriga e Tanaka

Nesta secao pretendemos discutir uma solugao aproximada do campo gravitacional
gerado por um corpo massivo localizado em uma brana. Esta é uma solucao conhecida
na literatura e foi obtida por Garriga e Tanaka [39]. Neste contexto, podemos esperar
que, no limite de campo fraco, a solugao obtida na brana serd diferente da solugao de
Schwarzschild da Relatividade Geral, devido a influéncia da dimensao extra.

No capitulo anterior, vimos que a perturbagao do campo gravitacional h,, (eq.
(2.74)) nas coordenada RS, tem como fonte o tensor X,,. Desejamos agora estabele-
cer uma relagao entre a fonte da perturbacao do campo gravitacional no gauge RS,
com T, o tensor energia-momento da matéria dado nas coordenadas Gaussianas.
Consideremos a equagao de campo para h,,, nas coordenadas Gaussianas (z#, z). Nas
coordenadas Gaussianas adaptadas & brana, a localizacao da brana é descrita pela
equacao z = 0, mesmo com a perturbacao, pois admitimos que h 4, = 0. Nestas coor-
denadas, os campos sao simétricos com relacao a z, uma vez que z mede a distancia
transversal de um ponto com respeito a brana [39, 75].

Utilizando a condigao de jungao de Israel, obtemos uma relacao de descontinuidade
entre a curvatura extrinseca [/,,| da brana e o conteido energético distribuido na
brana (descrito por S,,), onde [K,,] = Elirfrlo K, — Elirzlo K., = K}, — K, Como
estamos preocupados apenas com o conteido energético distribuido sobre a brana,

entao, devido a simetria Z,, podemos avaliar as quantidades em ambos os lados da
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brana, ou seja, podemos fazer K}J[V =-K, [79]. Logo, para o lado positivo da brana,
podemos escrever (K, | = 2K} . Assim, temos

1
2K, = —8rGs (SW — ggWS) (3.1)

Uma vez que k = 1/, ou seja, k € o inverso do raio de curvatura do espago AdS,
o fator warping dado por (2.45) fica escrito da seguinte forma: a (z) = e=2*/¢. Assim,
a métrica induzida na hipersuperficie z = cte serd g,, = e~/ 277;“/ + Iy
Uma vez que a curvatura extrinseca da brana nas coordenadas gaussianas é dada

por

1
K/,Ll/ §azg;w (3 2)
em Z = () temos que
2 _
Ky = =1, + 0.hu (3.3)

14

Por sua vez, o conteiddo energético distribuido na brana, pode ser dividido em
duas partes, a primeira parte serd a tensao da brana ¢ e a outra parte serd o tensor

energia-momento de um corpo massivo na brana [81]:

Sy = —Uggy + T, (3.4)
onde g)), ¢ a métrica induzida na brana (z = 0).
Desprezando os termos de segunda ordem, o traco do tensor energia-momento da
brana é entao calculado

S=—on"n,, +T! (3.5)

onde baixamos e subimos os fndices com ggy = Ny + Py

Portanto, a partir da condicao de juncao, obtemos a seguinte equagao

45



2 - 1
(z + @) h,, = —87Gs (T;w - ganT) (3.6)

Esta equacao nos dd entao uma relacao do campo h,, com o tensor energia-
momento confinado na brana, nas coordenadas Gaussianas [39, 75].

Devemos lembrar que o gauge RS, tem A/, = 0. Sendo assim, a partir de (3.6),
podemos verificar que esta condi¢ao nao é necessariamente satisfeita. Logo, podemos
concluir que os gauge Gaussiano e RS nao coincidem. No entanto, podemos encontrar
a transformacao de coordenadas entre eles explicitamente e obter a relacao entre BW

e h,, (ver apéndice).

3.1.1 O Campo Gravitacional

Sabemos que h,, ¢ a perturbacao do campo gravitacional no gauge RS, sendo
assim, podemos dividi-lo em duas partes, uma contribuicao referente ao corpo massivo

e a outra devido ao desvio da brana. Entao

- 2
Py = {0 4+ Ze*'ﬂ/fnwgz +hlE) +00,0,67 — 2e7%/1 0,1, (3.7)

como vimos na segao (2.3.2), h,, ¢ uma solugao de (2.74), esta solucao pode ser obtida

por meio do método da funcao de Green. De fato, temos

Pyar = =2 / d'ad?' G (2, 2,07, 2') By (27)8() (38)

de forma que podemos escrever:

1
hlimet) = —167TG5/d4:c'dz'G (z,2;2',2") <Tw — 577WT) (3.9a)
hl(fy) = —4/d4x'dz'G (z, 22", 2") 0,0, (3.9b)
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onde fizemos uso do fato de que
1 z
Y, = 871G (TW — §77WT) +20,0,¢ (3.10)

Podemos escolhemos F'* (z) de forma que os 3 tltimos termos em (3.7) se anulem

em z = 0 [81]. Assim, em z = 0 a perturbagao adquire a seguinte expressao

_ , : 1 2
Ry = —167Gs / d'2'G (x,o;a: ,0) (TW — gnWT) + zmwfz (3.11)

3.1.2 Meétrica estatica e com simetria esférica na brana

Como aplicagao, podemos considerar agora a existéncia de um objeto massivo e
sem rotacao na brana. O espago-tempo em torno desse objeto serd deformado, o que
ird provocard uma perturbacao na métrica do espaco-tempo. Vamos portanto calcular
essa perturbagao [39, 75]. O tensor energia momento de um corpo com uma massa M

localizado na brana é dado por

T, = M5® (%) 6967, (3.12)

E facilmente visto que o traco de T, ¢
T =—-Ms® () (3.13)

Desta forma, em 3 dimensoes, a equagao (A13) assume a seguinte forma

47TG5

2 M&® (Z) (3.14)

v2§z —

Sabemos que

V2= = —4ms(%) (3.15)
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Portanto

& = (3.16)

onde definimos r = |7

Como vimos, a perturbagao da métrica no gauge RS é dividida em duas partes,
uma referente & matéria na brana e a outra devido ao desvio da brana [75, 81]. A parte
da perturbagao que diz respeito & matéria é dada por (3.9a). Utilizando a funcao de

Green estaciondria (2.84) , temos:

i I 1
hfj[)}at) = —167TG5/d3§C G (I, O, X ,O) (TP«V — gn#VT) (317)

Para o tensor energia-momento dado em (3.12), temos

1 1 -
(TW - gn,wT) = (5252 + g%) M@ (z) (3.18)
Portanto, (3.17) fica escrito como
4G5 M 2 1
plmat) — 5 (14— ) (6969 + 1
v or T 52 w0 T 3w (3.19)

Substituindo (3.16) e (3.19) em (3.11). Encontramos entao, a perturbagao do
campo gravitacional gerada por um objeto de massa M nas coordenadas Gaussianas

adaptadas a brana.

- 2Gs M 02 2N\ o0
b =25 (1 g e (2 53 00 (3:20)
Se consideramos que Gy = G5/, temos portanto
- 2G4 M 202
hoo = ;f [<1 + ﬁ)] (3.21)
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hi = 2G4 M [(1 + e > 5,-]] (3.22)

r 3r2

Assim, o elemento de linha no gauge de area seré:

— r2dQ? (3.23)

2G,M 4G M dr?
ds? = (1 - =22 21 > — _
r 37«3 (1 + 2G4 M + 204é\lf )
Observamos que temos o potencial com a dependéncia de 1/r mais o termo de
corregao de ordem 1/r? [39]. Recuperamos assim, o resultado da Relatividade Geral
no limite de campo fraco, para longas distancias. Observe que na expressao (3.23), o

termo adicional é o termo de correcao para o potencial devido a dimensao extra.

3.2 Solucao DMPR

Ja vimos no capitulo anterior que as equacoes de Einstein em um espago-tempo
de 5 dimensoes sao dadas por (2.46)

, 1 .
Rap — 5 AR = Typ.

A métrica induzida na brana é dada por gag = gap — nang, onde ns é um vetor

unitdrio normal & brana. O tensor energia-momento 745 assume a seguinte forma:

Typ = Agap + 87Gs5T 4B, (3.24)

onde A e G5 sao as constantes cosmoldgica e gravitacional do espaco 5-D e 745 0 termo
que descreve a matéria e energia localizada nas branas.

Por meio das equacgoes de Gauss-Codazzi, que estabelecem condigoes de compa-
tibilidade entre a geometria da hipersuperficie e do espago ambiente, é possivel es-
crever o tensor de Einstein definido na brana ((4)GW) em termos do tensor penta-
dimensional ®)G,,. Desta forma, Shiromizu et al. [79], encontraram, a partir de (2.46)

uma equagao de campo induzida na brana. Levando em conta a simetria Zs, eles ve-
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rificaram que, em relagao as equacoes de Einstein usuais, as equagoes induzidas apre-
sentam modificacoes devido os efeitos do bulk sobre a brana. As equacoes de campo

na brana ficam escritas como [79]:
G = =N + 87G5T, + ksSu — E, (3.25)
onde as constantes cosmoldgicas em 4 e 5 dimensoes estao relacionadas por
Ay = %kﬁ (A — %k%A) (3.26)

enquanto que as constantes k? = 87G e k2 = 87(G5sao dadas

o k2
=0 (3.27)

Observamos dois tipos de corregoes nas equagoes de Einstein. As contribuicoes
devido aos campos de matéria existentes na brana, surgem nas equagoes de campo via

o tensor Sy, e sao correcoes quadraticas do tensor energia-momento da matéria.

1 1 1 1
5T T = 3 Tu TS+ ~ G Tas T — ﬂg,WT2 (3.28)

S = 1 8

O outro tipo de contribuicao vem dos efeitos do campo gravitacional livre no bulk.
Esses efeitos surgem como uma projecao do tensor de Weyl do bulk sobre a brana que
¢ identificado pelo tensor £, o qual carrega informacoes sobre o campo gravitacional

fora da brana. A projecao do tensor de Weyl do bulk é construida da seguinte forma:
Eap = Cacppn®n” (3.29)

Esse tensor é simétrico, possui traco nulo e nao possui componentes ortogonais a
: A
brana, ou seja, E,gn” = 0.

Considerando que F,,, faz um papel de fonte para a gravitacao, podemos tratd-lo
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como um tensor energia momento de um fluido e, desta forma, decompo-lo irredu-
tivelmente, com respeito a um campo de 4-velocidades u*, de maneira usual, ou seja,

podemos escrever

ks \* P
B =— (kz_i> {Z/luuuy + gE;w + 11, + 2, u.) (3.30)

onde h,, = u,u, — g,., projeta ortogonalmente a u,, ®, ¢ um quadri-vetor ortogonal
aut (®,ut =0), o tensor II,, é ortogonal a u* (II,, u*u” = 0) e tem trago nulo.
Podemos, entao, dar uma interpretacao fisica ao conteido do tensor F,,,, oriundos

dos efeitos do bulk sobre a brana, temos que

o\ 4
U=- (—4> E, utu” (3.31)
ks

E um escalar e pode ser interpretado como uma densidade de energia efetiva na
brana, medida por observadores com 4-velocidade u*. Como ela é um efeito da geome-
tria do bulk, entao, essa densidade de energia nao precisa ser necessariamente positiva.

k 4
P=- <1<;_:) E, h™ (3.32)

E a pressao do fluido.
O tensor II,,, pode ser interpretado como um tensor de pressao de anisotropia, na

brana e, por 1ltimo,

Eo\*
o, = — <k—5) hY Eau® (3.33)

é um campo vetorial que pode ser interpretado como um fluxo de energia. Como

veremos, no vazio e no caso estético, podemos fazer ¢, = 0.
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3.2.1 Tensor Energia-Momento

A equacao de Einstein modificada pode ainda ser escrita da seguinte forma

Gy = —Nagu + k3T (3.34)
onde
tot kg 1
Tp,y - T,uu + k_ZS/w - k_iElw (335)

é o tensor energia-momento efetivo na brana, que contém as contribuig¢oes do campo
de matéria local na brana e os efeitos devido & gravidade livre no espago ambiente.

E bem conhecido na literatura que para um campo de matéria livre de forcas
externas, a derivada covariante do tensor energia-momento desse campo de matéria
é igual & zero, sendo assim, na brana, temos que V*T},, = 0 (onde V" representa
a derivada covariante na brana). Essa equagdo nos fornece uma lei de conservagao
para o tensor energia momento. Portanto, a contracao da identidade de Bianchi na
brana (V“GW = 0), nos garante que o tensor energia-momento efetivo também sera
conservado, ou seja

VAT = 0 (3.36)

Isso implica que a projegao do tensor de Weyl, deve obedecer a seguinte equacao
V*E,, = kiS,., (3.37)

Esta equagao nos diz que as corregoes de segunda ordem dos campos de matéria
na brana geram efeitos gravitacionais no bulk, que por sua vez voltam a interagir com
a brana [42]. Mais adiante veremos que estes efeitos aparecem na brana como um tipo
de carga de maré.

No vazio, temos que 7),, = 0 e consequentemente S, = 0, assim o tensor energia-

momento total se reduz a

1
tot
THV = _]{j_z

Eu (3.38)
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e a equacao de conservacao para 7T ;‘;t, nos fornece que

VB, =0 (3.39)

Logo, a equacao de Einstein, toma a forma

G = —E,, (3.40)

Desejamos uma solucao estdtica e esfericamente simétrica para a equacao acima.

Entao, escolhemos a métrica escrita da seguinte forma

ds* = —A(r)dt* + B (r) dr* + r*dQ? (3.41)

Inspirados pela solucao de Reissner-Nordstrom no contexto da Relatividade Geral,

Dadhich et al. [27], propuseram uma fonte com a seguinte forma

=z

B = —k* U2 /3 (3.42)

U —11) /3

(U —11) /3

onde k = ks /ky.

Portanto, um fluido que satisfaz a uma equacao de estado por meio da relagao
P = U e possui uma anisotropia regulada por II. Para que possamos obter uma solugao
do tipo RN, devemos escolher U e o traco da anisotropia adequadamente. Impondo a

relacao

(k'8 1
U= (E,) 7= 5l (3.43)

onde [ é uma constante, obtemos as seguintes componentes para o tensor projecao de
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Weyl

E)=Ff =—-E; = -F; = :34 (3.44)

que tem a forma do tensor energia momento do campo eletromagnético na solucao

RN.

3.2.2 Equagoes de Campo

Vamos agora resolver as equagoes de campo. Utilizando a métrica (3.41), as

equacoes de Einstein podem ser escritas da seguinte forma [48, 49]

1 1 /1 B 481G
0 _ _ 0
1 1 /1 A 481G
(S e L 45
= r2 B (7“2 * A) okt 1 (3-45b)
1 [A” 1 /A 2\ (A B 487G
p R A (il B (R N R Rl 2" A4
S QB{A 2<A 7“> (A B)} SER (3-45¢)
Resolvendo a equacao (3.45a), encontramos
2GM ¢ 1
2 _ 2 2 2702
ds ——(1— " +r_2)dt+(1—2€M+r%)dT + rdS2 (3.46)

Esta solucao é parecida com a solucao de Reissner-Nordstrom para um buraco
negro carregado. Contudo, vale salientar que, obtivemos esta solucao a partir de um
corpo estatico e esfericamente simétrico sem carga elétrica. O parametro ¢ (chamado
de carga de maré) surge devido os efeitos da gravidade ao longo da dimensao extra.

A partir da métrica acima, vemos que o potencial de interacao na brana fica dado
por

vy =M 1 (3.47)

r 72

Ao contrério do que ocorre na solucao de RN da Relatividade Geral, onde o termo
relativo a carga do buraco negro admite apenas valores positivos, pois depende de

e?, a carga de maré pode admitir valores positivos ou negativos. Para o caso onde
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q > 0, verificamos que, assim como na solucao RN da relatividade geral, o efeito da
dimensao extra enfraquece o campo gravitacional. Mas para o caso onde ¢ < 0, ocorre
justamente o contrario, os efeitos da dimensao extra tendem a fortalecer o campo
gravitacional [27].

E importante enfatizar que as soluces apresentadas neste capitulo, néo sio as dni-
cas solugbes de buracos negros existentes na literatura [56, 50, 70].
Chamblin et al. [20], obtiveram uma solugdo de buraco negro estdtico e sem carga
conhecida como Black String. Esta solucao se caracteriza pelo fato de que o horizonte
de eventos se estende infinitamente ao longo da dimensao extra, e por isso, nao deve
representar a geometria de um buraco negro que se forma pelo colapso da matéria
confinada na brana

Podemos também mencionar aqui, dois tipos de solugoes obtidos por R. Casa-
dio, A. Fabbri e L. Mazzacurati, conhecidas como solugoes CFM. Em [23], Casadio
et al. propoe solucoes analiticas na brana em z = 0. Parametrizadas pela massa
ADM e por parametros PPN. Eles admitem que as solugbes em quatro dimensoes
tenha a forma, ds? = —B (r) dt* + A(r) dr® + r? (d¢? + sin® #d¢”) em z = 0, mas com
B # A7l As solugoes sao obtidas por fixar de maneira alternada B () ou A (r) como
em Schwarzschild e entdo por meio das equagoes de campo se obtém a solugao [23].

Apesar da intimeras tentativas de se obter uma solugao exata realistica de um
buraco negro no cendrio de Randall-Sundrum, nenhuma solucao foi encontrada até o
presente momento. Contudo, solugdes nimericas tém surgido na literatura. Em [61],
¢ apresentado uma solucao niimerica para pequenos buracos negros, cujo raio do hori-
zonte (Ry4) é pequeno quando comparado com o raio de curvatura do espago ambiente
(¢). S6 recentemente, resultados com buracos negros com raio compativel ou superior
a ¢ tem sido obtidos. Uma solugao deste tipo, para grandes buracos negros na brana,
foi obtida por Figueiras e Wiseman em [36, 82, 83]. Assim, buracos negros massivos,
tal que Ry/¢ € [0.07,20], podem ser construidos. Os resultados mostram que estes

buracos negros de tamanho grande (R4 > 0.05¢) se comportam como buracos negros
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de Schwarzschild assintoticamente planos em quatro dimensoes. Mais recentemente,
Abdolrahimi et al [1], obtiveram um resultado de maneira independente de [36] por

um método nimero distinto e cujos resultados estdo de acordo com os obtido em [36].
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Capitulo 4

Testes Experimentais da

Relatividade em Branas Finas

Para ser aceita, toda teoria deve passar pela experimentagao, comprovando desta
maneira sua validade. Assim como acontece com outras teorias, a Relatividade Geral
s6 foi bem aceita no meio cientifico apés passar por testes observacionais que a val-
idaram como uma verdadeira teoria da gravitacdo. E pequeno o nimero de testes
experimentais para a Teoria da Relatividade Geral e a principal razao para isso é que,
no nivel do sistema solar, o campo gravitacional "experimentado"por nds nao é muito
forte. Einstein propos inicialmente trés testes para provar a validade de sua teoria, sao
eles: o red-shift gravitacional, a precessao do periélio de um planeta e o desvio da luz
pelo Sol. Posteriormente surgiu um quarto teste denominado atraso temporal. Esses
testes sao conhecidos como testes cldssicos da Relatividade Geral. Além destes, existem
outros testes, como por exemplo, a precessao de um giroscépio em Orbita em torno
da Terra, contudo, neste capitulo iremos nos ater apenas a trés dos testes cldssicos
citados acima.

De acordo com a primeira lei de Kepler, um planeta em o6rbita em torno do Sol
descreve uma elipse com o Sol em um de seus focos. Contudo, essa érbita eliptica nao
é perfeitamente fechada e em uma boa aproximagao elas sao elipses que precessam

[22], a este fendmeno denominamos de precessao do periélio. Todos os planetas do
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sistema solar apresentam uma precessao do seus respectivos periélios, no entanto, a
mais discutida delas é a do planeta Merciirio, que possui a maior precessao observada.
A teoria Newtoniana jd previa uma precessao no periélio dos planetas, uma vez que o
sistema solar é composto de muitos corpos, e é natural esperar que os outros planetas
produzam um efeito perturbativo na érbita de um planeta em particular. Entretanto,
a teoria newtoniana nao era capaz de justificar uma discrepancia de 43"de arco por
século na precessao do periélio de Mercirio (entre a teoria e os dados observacionais
[31]). Somente com a publicacao da Teoria da Relatividade Geral de Einstein em 1915,
¢ que essa discrepancia ¢é explicada. A Relatividade Geral prevé um valor de 42,94
segundo de arco por século para a precessao de Merciirio, estando assim, de acordo
com os dados observacionais.

O segundo teste da relatividade proposto por Einstein é conhecido como desvio
da luz. Como o préprio nome diz, a teoria prevé que um feixe de luz ao passar nas
proximidades de uma corpo massivo, sofrerd uma deflexao na sua trajetéria devido
acao do campo gravitacional desse corpo. A primeira tentativa de medir este desvio
foi realizada por Sir Arthur Eddington em 1919. O experimento sugerido por Einstein
e que foi realizado por Eddington, consistia em fotografar as posicoes das estrelas no
céu noturno e depois compara-las com as posi¢oes das mesmas estrelas fotografadas
no momento de um eclipse solar total. Este foi a primeira evidéncia experimental
comprovada da Teoria Geral da Relatividade.

Um outro teste da Teoria da Geral da Relatividade é o atraso temporal ou "Radar
echo delay". Este teste foi proposto por I. I. Shapiro em 1964. O experimento proposto
por Shapiro consiste em enviar um sinal de luz a partir da Terra, de modo que ele
passe muito préximo do Sol e alcance outro planeta (ou satélite) e seja refletido de
volta para Terra. O atraso temporal nada mais é que a medida do tempo necessario
para que a luz percorra todo esse percurso. Uma vez que, na presenca da estrela, o
espago-tempo é curvo, é esperado que o tempo de viagem da luz seja maior do que o

tempo medido na auséncia do campo gravitacional.
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Assim como a solucao de Schwarzschild é a base para os testes da Relatividade
Geral, utilizaremos as solugoes encontradas no capitulo anterior como base para cal-
cular os testes cldssicos da relatividade no contexto das branas a fim de verificar as

correcoes devidas a dimensao extra.

4.1 Testes darelatividade no espaco-tempo de Gar-
riga e Tanaka

Nesta segao utilizaremos a solucao obtida por Garriga e Tanaka em (3.23) . Esta
¢ uma solugao aproximada que descreve o espago-tempo no regime de campo fraco de
um buraco negro na brana. Nas segoes que seguem derivamos dois dos testes cldssicos
da Relatividade Geral neste espaco-tempo, o desvio da luz e o atraso temporal. E
importante enfatizar que nenhuma célculo para a precessao do periélio no espaco-

tempo de Garriga e Tanaka foi encontrada na literatura.

4.1.1 Desvio da Luz

Desejamos estudar o movimento da luz no espago-tempo descrito pela métrica
(3.23), i.e., precisamos estudar a deflexao da trajetéria de uma particula sem massa
sob & agao do campo gravitacional gerado por um corpo massivo. Assim, para uma

particula sem massa, sabemos que
guidts” =0 (4.1)

Calculando as equagoes de movimento para as coordenadas t e ¢ respectivamente

por meio das equacoes de Euler-Lagrange, obtemos as seguintes constantes do movi-
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mento

dt

E = —gtta (42&)
d¢
L= gooy (4.2b)

onde \ é um parametro afim.

Estas sao constantes do movimento da particula no espago-tempo. Podemos inter-
pretar EF como a energia total da particula, enquanto que L é o seu momento, medido
por observadores assintoticamente planos. Utilizando a métrica (3.23) e admitindo,
por motivo de simplicidade, que o movimento ocorre no plano equatorial § = 7, a
equagao (4.1) assume a seguinte forma:

WGM  4GMPY . 0GM  2G M2 .
(1 BGM _AGMEN gy () 2GM | 2GMEN a2 (4.3)
r 3r3 r r3

Por meio desta equacao, podemos encontrar a equagao para o movimento radial da
particula. Entao, substituindo as constantes do movimento (4.2a) e (4.2b) na equagao

acima, temos

2 2 2
12 2GM ., 2GM! (E L> (84

r2 r3 3r3
Contudo, como estamos interessados na deflexao da trajetéria da luz, devemos

escrever r como uma fun¢ao da coordenada angular ¢. Entao, utilizando a equagao

da conservagdo do momento angular (4.2b), podemos escrever

) L2 (dr\?

E portanto, a equagao radial (4.4) fica escrita da seguinte maneira:

(4.6)

1 (dr\* E* 1 2GM 2GMPE® 2GM*
r4 \ d¢

Lz r? 73 3r3 L2 7o

Podemos ainda introduzir uma nova varidvel r = 1/u, que pode ser escrita u = u (¢)
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2 2
[31]. Desta maneira, temos que 7%4 (%) = (j—;) . Logo, a equagao (4.6), sera:

du\® B2 2 E2
(ﬁ) = 3 — 0 20Mu® — SGMPu L + 2GM O (4.7)

Com o objetivo de resolver a eq. (4.7), podemos escrevé-la na seguinte forma

<§—Z>2 = F (u) (4.8)

onde

B2 3 2 2, 3 E° 2,5
F(u)= 7z U + 2GMu” — gGMK U Ty + 2GMFu (4.9)

Estamos interessados em calcular o desvio da luz causado por um corpo esferi-
camente simétrico, descrito pela métrica (3.23). Desta forma devemos integrar a eq.
(4.8). Assim, vamos considerar um raio de luz que vem do infinito » — oo, ou seja,
(u — 0), passa préximo a fonte do campo gravitacional (7,) e depois segue novamente
para o infinito.

Integrando a eq. (4.8), temos a expressao

¢ (4.10)

v
W) =00 = [ —mdo
o VF(z)
A variacao total no angulo de deflexao da luz é duas vez a variacao encontrada no

trecho de r — oo até r, [80], ou seja,

Ap=2|¢(u) =9 (0)] —m (4.11)

Notamos que se nao existe fonte ( M = 0), a trajetéria da particula serd uma reta

L2

(u = %sin ¢) , onde o parametro de impacto b serd dado por b = 4.

Acontece que
o integrando diverge quando levamos em conta as raizes de F. Entao, nao podemos
usar um método perturbativo para calcular a integral. No entanto, para avancar neste

problema podemos seguir o seguinte procedimento. Primeiro vamos encontrar as raizes
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de F' (u). Em ordem zero, temos como solugao
1
U =3 (4.12)

onde u, = 1/r,. Podemos interpretar r, como sendo a distancia mais préxima entre
o feixe de luz e o corpo gerador do campo gravitacional. Em ordem zero de GM, a
distancia mais préxima ¢é igual ao parametro de impacto, i.e., r, >~ b.

No regime de campo fraco, onde GMu << 1, a fonte fard com que o movimento
da particula sofra um pequeno desvio de sua érbita original. Logo, para qualquer

perturbagao na trajetéria da particula, em primeira aproximagao, esperamos que

U, = — (1 + 0) (4.13)

S =

onde § & da ordem de <M. Se (4.13) ¢ solugdo de F (u), entdo, devemos ter:

1 2GM 2GM 2G M2
ﬁ_ﬁ(i1+5)2+b—3(i1+5)3_ o (£1+06)° + b5 (£1+6)° =0
(4.14)
Em primeira ordem em GM, encontramos
GM 2 (2
0=—1|14+-= 4.1
b [ * 3b2] (4.15)

Considerando as duas raizes encontradas, dadas por (4.12) e (4.15), podemos fa-

torar a fungao F' (u) da seguinte maneira

F(u)=(u—1up) (u—u_)G (u) (4.16)

onde a fungao G (u) é definida como segue:

G (u) = (azu® + asu’® + ayu + ag) (4.17)
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E as duas raizes, u, e u_ sao dadas por:

(1 + 5) (4.18&)

Uy =

(=14 6) = —uo + 2% (4.18b)

Uu_ =

S = OV

onde ¢ ¢é dado por (4.15).

Logo, (4.16) assume a seguinte forma

26
F (u) = azu® + agu®* + <a1 — %) u® + (ao — %) u? — (% + %) u— % (4.19)

Podemos agora comparar (4.9) com (4.19), com o objetivo de encontrar os coefi-

cientes da fungao G (u). Assim, encontramos que

as — 2GM€2
a9 = 0
2 (2
ag = —1
Finalmente, podemos reescrever F' (u) da seguinte maneira:
Fu)=(w—ul)(1- ¥ (azu® + aju — 1) (4.21)
© b(u+ u,)

Com esta expressao de F' (u), podemos reconsiderar a equagao (4.10) . Expandindo

a funcdo G (u) perturbativamente, encontramos

Do+ s+ ;5) du (4.22)

v
¢(U)—¢(0)=/0 W(HE 2 " (utu)b
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Substituindo u, = % (1 + ) e desprezando os termos de ordem superiores em G M,

a integral nos fornece

T 2GM  2GM/?

o(u) =6(0) =5 +——+—3 (4.23)

Substituindo (4.23) em (4.11), entao, o dngulo de deflexao total & dado por

_4GM 4GMP?

A
o= T

(4.24)

podemos ainda reescrever este resultado em termos de r,, i.e., a distdncia de maior

proximidade
_AGM N 4G M *

T r3

A

(4.25)

O primeiro termo na expressao acima € o termo de previsto pela relatividade geral,
enquanto que o segundo termo nos fornece a corregdo devido a dimensao extra [57].
Se escolhemos /% = 0, recuperamos o resultado obtido pela Relatividade Geral.

Se utilizarmos os dados observacionais da deflexao da luz no sistema solar, podemos
entao, impor um vinculo aos valores permitidos para ¢. Desta maneira, iremos fazer
uso dos seguintes valores para as constantes astrofisicas, G = 6,67 x 107 ''m3Kg~1s72,
M = Mg = 1,989 x 10®°kg , r, = Rg = 6,955 x 10°m, ¢ = 2,998 x 10%m/s.

A Relatividade prediz um valor de 1,75 segundos de arco para a deflexao de uma

raio de luz que se origina no infinito, passa préximo ao Sol e termina no infinito. De

acordo com [69] nos fornecem uma corregao dada pela seguinte expressao [41, 15]

Ad = Adpg (14 6) (4.26)

onde A¢ps € o desvio previsto pela Relatividade Geral e § é o correcao medida pelos
experimentos, com ¢ < 0,0002 + 0, 0008.

Se admitimos que § = §, é totalmente proveniente dos efeitos da dimensao extra,
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o teste da deflexao da luz nos fornece o seguinte vinculo para ¢ :
¢ <9,84.10%n (4.27)

Os vinculos encontrados aqui, sao mais fracos do que os encontrados nos testes da
lei do inverso do quadrado realizado em laboratérios (¢ < 50um) [52]. No entanto, sua
relevancia estd no fato de que sao obtidos em sistemas fisicos diferentes, e portanto,

devem ser considerados como testes independentes.

4.1.2 Atraso Temporal

Pretendemos agora, encontrar os efeitos da dimensao extra sobre o atraso temporal
no tempo de viagem de um sinal luminoso causado pela presenca da fonte do campo
gravitacional. Novamente vamos considerar que o movimento da particula é restrito ao
plano equatorial, i.e., § = w/2. Podemos reescrever a equacao radial (4.4) da seguinte

maneira

<Z—§) _ B(r) (4.28)

onde B(r) = B? — & 1 260 2 26ME (2 312).

Reparametrizando a eq. (4.28) em termos das coordenadas t e ¢, temos que

<%)2 — %B(r) (4.29)

() - Lo (430)

onde o ponto representa derivada com relacao ao pardmetro afim A. Se dividimos

(4.29) por (4.30), encontramos a seguinte relagao:

du\ 2 qbz du\?
— | == |- 4.31
(@) = (&) 431
onde escrevemos r = 1/u. Fazendo uso eq.(4.8), a relagdo (4.31) assume a seguinte

65



forma:

(%)2 _ 9 ) (4.32)

Podemos, entao, fazer uso do formalismo apresentado na secao anterior. Assim
substituindo as constantes de movimento (4.2a) e (4.2b) na equagao acima e escrevendo
a funcdo F' (u) como um produto de fatores. O tempo de viagem de um sinal luminoso
que, emitido de um planeta A (a Terra, por exemplo), localizado em u,, passa préximo
ao Sol e chega até um planeta B (digamos, Merciirio) localizado em u, no espago tempo

de Garriga e Tanaka, é dado por:

2,2 —
t(r,ro) = /12 — 12 4+2GMIn (u) +GM % (4.33)
o T T
(9r + Tro) GM O [r —7,
+
3rr2 4T,

Podemos agora calcular o atraso no tempo de viagem do feixe de luz. De acordo com

[80] o atraso no tempo entre o transmissao de um sinal luminoso e a sua subsequente

recepcao ¢ calculado como:

At =2 [t(rl, ro) + t(r2,70) — \/r% —r2— \/7% — rg} (4.34)

admitindo r > r,, nossa solucao se reduz a

(4.35)

2 2
At:4GM—|—4GM1n (4T1T2> +6GM€ 4 14G MY (T1+T2>

72

2
o rs 37, 179

Este resultado estd de acordo com aquele obtido em [58]. Vemos que os dois tltimos
termos nos fornecem as corregoes ao atraso no tempo de viagem de um féton devido
os efeitos da dimensao extra. Novamente, fazendo ¢? = 0, recuperamos o resultado ja
bem conhecido da Relatividade Geral, obtido a partir da métrica de Schwarzschild.

Assim como fizemos para o desvio da luz, podemos impor aqui, um vinculo ao valor

de ¢. Diversas medidas do atraso temporal ja foram realizadas nas iltimas décadas
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[12, 68]. Contudo, as medidas mais recentes sdo aquelas realizadas com o uso ondas
de radio que ao serem enviadas a partir da Terra, passam proximos do sol e alcancam
satélites artificiais. Para os sinais que foram emitidos da Terra e cruzando o Sol até
alcancar o satélite artificial Cassini [12], foi obtido a seguinte corre¢do para o atraso

temporal, 07 ~ (1,14 1,2).107°. Assim, podemos verificar que:
0 <7,1.10°n (4.36)

onde utilizamos r, aproximadamente igual ao raio do sol e 1 = 1,525 x 101m e
ro = 1,26 x 10'2m, sdo as distancia da Terra e do satélite até o Sol respectivamente

12].

4.2 Testes para a solucao DMPR

Vamos agora considerar a solugao das equacoes de campo no vacuo no cendrio
de branas, obtida por Dadhich, Maartens, Papadopoulo e Rezanias vista no capitulo
anterior. Esta é uma generalizacao da solucao de Schwarzschild e este tipo de solugao
¢é conhecida por solugao DMPR. Os testes da Relatividade para este tipo de solugao
ja sao bem conhecidos na literatura, ver [14, 15] e [41]. Utilizando o formalismo
apresentado na se¢ao anterior, iremos verificar qual a influéncia da dimensao extra

sobre o movimento das particulas neste espago-tempo.

4.2.1 Precessao do Periélio

Para encontrar a precessao do periélio para uma particula que orbita um buraco
negro descrito pela solugao DMPR, faremos uso de um formalismo proposto na secao
anterior para os espaco-tempo de Garriga e Tanaka. Mais uma vez, consideramos que
a trajetéria da orbita da particula estda contida no plano equatorial ( § = 7/2) e as
constantes do movimento sao dadas por (4.2a) e (4.2b). A coordenada radial r varia

ao longo de um intervalo (7min, Tmax) , tal que -00 < ryin < Tpax < +00.
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Iniciamos com a métrica (3.46) , dada por

2GM ¢ 1
2 2 2, .2.702
ds__(1_7+ﬁ)dt+(1—mTM+T%)dr + r=dS) (4.37)
onde dQ? = db? + sin? §d¢>.
Com base nas secoes anteriores, podemos escrever a equacao do movimento da
seguinte forma
T =P (4.38)
— +tu=Pu :
dg’?
onde derivamos (4.8) com respeito a coordenada angular ¢. A fungao P (u) é obtida a

partir primeira derivada da fungao F' (u) dada em (4.9) , para a métrica (4.37) . Assim,

temos
GM ¢
e gt

P (u) = 3GMu* — 2qu® + (4.39)

onde definimos £ como sendo o momento angular por unidade de massa de repouso
da particula.

Estamos tratando de um movimento sob agao de uma forca central, desta forma
a orbita da particula estd confinada em uma plano. Ja escolhemos o plano 0 = /2.
Assim, assumindo que a érbita da particula é aproximadamente um circulo, podemos

escolher u = u, = cte, como solugado da equacao (4.38). Desta maneira , teremos
u, = P (u,) (4.40)

Assumindo que q/£* < 1, entao, a solu¢ao de primeira ordem é aproximadamente
u, = GM /L%

Para qualquer desvio na érbita circular da particula, a solu¢ao da equagao (4.38)
sofre uma pequena perturbagao que em primeira ordem de aproximacgao é dada por

u = u, + ¢ e que é solucdo da equagao (4.38), sendo assim

d? (up + 9)

L Ut =Pu+) (4.41)
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onde 06 ~ O (GM).

Expandindo P (u) em torno de u,, em primeira ordem de ¢ obtemos que

d? (u,) ~ d* () dP 9
=P — 4.42
5 i e + o + 0 (uo)+(du)uu05+0(5) (4.42)
utilizando (4.40), encontramos a seguinte equagao
d?0 drP 9
ot [1 + <%>u:uj § =0 (6% (4.43)

Esta equacao tem uma solugao ja bem conhecida na literatura, dada por

5:50008[(\/14—(@) )¢—I—19
du ) ..

onde J, e Y sao constantes de integragao. Como estamos estudando o periélio, dese-

(4.44)

jamos encontrar os valores de dngulo para os quais 7 seja minimo. Se r é minimo, logo
u é maximo e consequentemente 0 também serd méximo. Portanto, considerando a
variacao de § com relacao a ¢, verificamos que ¢ volta a ser maximo para o angulo ¢
dado por

6= l (4.45)

1 + (%)u:uo

Se nao existisse precessao do periélio, ao realizar uma volta completa em torno da

fonte do campo, uma particula voltaria para o mesmo ponte de partida e seu periélio
ocuparia o mesmo lugar no plano do movimento. Assim, o avanco do periélio por
revolucgao seria

Ap=¢—2m (4.46)

Vamos escrever a equagao (4.45) como

¢ = (4.47)
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onde

o=1- \/1 + (2—5)”% (4.48)

Para (ﬂ)uw pequeno, podemos expandir a expressao acima e teremos
— Wo

du
1 /dP
=—|— 4.49
773 (du)uuo (4.49)

Em termos de o, o avango do periélio por revolucao é dado por
A¢ = 210 (4.50)

Considere agora a soluggo DMPR dado pela métrica (3.46), entao, angulo de pre-
cessao sera
™q

A¢ = GWGMUO — E (451)

onde desprezamos os termos de segunda ordem em u,,.
No intuito de obter o cédlculo efetivo da precessao do periélio, precisamos conhecer
uma expressao da constante £ em funcao dos parametros das érbitas [15]. Desta forma

podemos escrever, £2 = GMa(1—e?), onde a é o semi-eixo maior e ”e” a excentricidade

da 6rbita. Substituindo u, = GM/£?, temos

Aj— 6mGM Tq

T a(l—e?) GMa(l —e?) (4.52)

Assim como em [14], verificamos que se fazemos ¢ = 0, na equacdo acima, re-
cobramos a correcao prevista pela Relatividade Geral para a precessao do periélio.
O segundo termo surge como uma correcao devido aos efeitos da dimensao extra.
De maneira semelhante ao que foi feito na secao anterior, podemos também impor
um vinculo experimental ao valor de ¢q. Portanto, se tomamos o planeta Merctirio
como um exemplo, a precessao do periélio observada atualmente para este planeta é

de 43,11 £ 0,21 segundos de arco por século [14, 77]. Onde utilizamos os valores de
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a=57,91x10%m e e = 0,205615, para a érbita de Merctirio [14]. O valor da precessao
do periélio de Merctrio prevista pela Teoria da Relatividade Geral é de 42,94” /século.
Portanto, a diferenca entre os dados observacionais e o valor previsto pela Relatividade
Geral nos fornece (0,1740,21)” /século, que podem ser explicados devido a outros fa-
tores. Se admitimos que esta diferenca seja devido unicamente ao efeitos da dimensao
extra [14], encontramos que:

lg] < 2,59.10*m? (4.53)

4.2.2 Desvio da Luz

Baseados no formalismo apresentado nas se¢oes anteriores deste capitulo podemos
calcular os outros dois testes da relatividade para o espago-tempo de um buraco negro
na brana descrito pela solucao DMPR.

Um raio de luz que passa nas vizinhancas de um objeto massivo descrito pela

métrica (3.46) terd uma deflexdo medida da seguinte forma:

_4GM 3ma (4.54)

T 4 r2

0¢

Esta expressao estd de acordo com o resultado obtido em [14, 57]. Por meio da eq.

(4.26) , podemos obter a seguinte relagao

16GMr,
< 270

4.
q < ™ ) (4.55)

onde § < 0,0002 + 0,0008, portanto o teste da deflexao da luz neste espacgo tempo,

nos fornece o seguinte valor para a carga de maré:

< 3,49.10%m? 4.56
q] <3,
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4.2.3 Atraso temporal

Com base em [14], obtemos que o atraso temporal da situagao descrita acima é

dado por

(4.57)

5T ~ 2GM In <4T1T2) _ e

2
rs To

Podemos novamente impor um limite ao valor de ¢. E neste caso encontramos que:

gl <1,03.10°m? (4.58)
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Capitulo 5

Buracos negros ein branas com

espessura

No contexto da teoria de campos, a brana pode ser escrita como uma parede
de dominio gerada por um campo escalar, como vimos no capitulo 2. A principio
essa parede pode possuir um espessura, e no limite em que essa espessura vai a zero,
recaimos numa solugao conhecida por brana fina ou brana sem espessura. No modelo
RSII, o nosso universo é visto como uma brana fina inserida no espaco-tempo que
possui uma dimensao extra que se estende até o infinito, como vimos no capitulo 2.

Modelos de Branas com espessura tém se tornado objetos de estudo ultimamente,
uma vez que se abre a possibilidade de que a espessura da parede de dominio produza
novos efeitos no espaco-tempo. Existe uma gama enorme de trabalhos na literatura que
tratam desse tema. Em [33], Dzhunushaliev et al. apresentam uma revisao bastante
ampla sobre os modelos existentes.

As solucoes de Branas com espessuras podem ser divididas em duas classes, sao elas:
solucoes estdticas e solucoes dependentes do tempo. Por sua vez as solugoes estaticas
se dividem em dois tipos; classificadas como: Solugoes topologicamente nao-triviais
(s@o paredes de dominios formadas pela agdo de um ou mais campos escalares nao
interagentes) e solugoes topologicamente triviais (que surgem devido a agao de campos

escalares interagentes). As solugbes dependentes do tempo nos fornecem modelos
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cosmolégicos que descrevem a evolugao temporal da parede de dominio. Se em cinco
dimensoes, a solugao para brana espessa nao possa ser obtida, uma aproximagao para
brana fina pode ser realizada [33].

A busca por solucées de buracos negros neste tipo de brana também tem sido in-
tensa nos ultimos anos. Um exemplo disto ¢ a solucao quadrimensional encontrada em
[34] denominada de WBH (wall-black hole). Para se obter esta solucao, se toma como
base a solucao de uma brana bidimensional infinitesimalmente fina que divide um bu-
raco negro ao meio e que é obtida através de uma métrica bem conhecida na literatura,
denominada por métrica C. Esta métrica descreve um buraco ace-lerado. A solugao
obtida apresenta a mesma forma que a secao equatorial da solucao quadrimensional
de Reissner-Nordstrom-de Sitter [34].

No entanto, a solucao exata de um buraco negro em brana com espessura em 5D
nao é conhecida.

Neste capitulo, apresentamos uma solucao que pode ser pensada como uma versao
regularizada do modelo RSII. Discutiremos dois tipos de solugoes, a primeira solucao
é uma solucao baseada na métrica de Garriga e Tanaka e a outra serd inspirada na

solucao do tipo DMPR.

5.1 Equacoes de Campo

Um buraco negro sem rotacao ou uma estrela localizada em uma brana deve dar
origem a um espaco tempo estdtico e axialmente simétrico em cinco dimensoes. Em
tais espacos, como é bem conhecido, existem coordenadas em que a métrica assume
a forma canodnica de Weyl [21]. Partindo da métrica na forma canonica de Weyl,
podemos, por meio de uma conveniente transformacao de coordenadas, colocé-la na
forma Gaussiana adaptada a brana. Nestas coordenadas, o elemento de linha do espago

5D tera a forma:

ds? = — A 2 | 2BER) g2 4 2062402 1 2 (5.1)
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onde z = 0 nos fornece a localizacio da brana e dQ? = df* + sen?0d¢>
Nos cendrios das branas, uma brana com espessura é usualmente descrita como
uma parede de dominio gerada por um certo campo escalar ¢ [17, 19, 24, 30, 45, 46,
71, 10, 11]. E razodvel esperar que o buraco negro (ou a estrela) ira afetar a solugao da
parede de dominio. Contudo, considerando a simetria do problema, podemos assumir
que a nova solugao dependerd somente das coordenadas € e z, isto é., ¢ = ¢ (&, 2).
Fora da fonte, as equacoes de Einstein R, — %RQW = k1, ﬁf) , sao equivalente ao

seguinte sistema de equacao:

Ao+ A2+ (Age + A7) €728 + A,(2C. + B.)+ (5.2)
2
A¢ (20 — Be)e P = —rzV(9)
B..+ B2+ B, (A, +2C,) — B¢ (Ae +2C¢) e 25+ (5.3)

2
(Age + Ag +2Cge +2C¢) 7 = —re ™" <¢§ + 5V (d)))

C.. + 207 + (Cee 4+ 2C%) e P+ O, (A, + B,)+

Ce (Ac — Be)e P — 72 — —/%v (6) (5.4)
Azg + 2Cz§ + Ag (AZ - Bz) + 205 (CZ - Bz) = —K¢§¢Z (55)

[Agg —|— 20& —|— Ag —f- 3052 —|— 2A§O£ — Bg (Ag —I— 205)} 6_2B+

AB.+C.(2A, +2B. +C,) —e*“ =k (%& — %¢§e—23 -V (¢)) (5.6)

onde V (¢) € o potencial do campo escalar. A dindmica do campo escalar é governada
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pela equagao ¢ — V' (¢) = 0, que assume aqui a seguinte forma

G+ (As+ B.+2C.) ¢, + € P [ + (Ae — Be +2C) o] = V' () =0 (5.7)

Quando o potencial é convenientemente escolhido, uma solucao exata de uma

parede de dominio pode ser obtida a partir das equagoes acima. Por exemplo, tomando

[59]
A A
Vo) = 3 (6 =) = Lo (67 ) 58)
a solucao é [59]
ds® = ) (—dt* + d&* + £2dQ?) + dz* (5.9)
2a(z) = —2(In (cosh2 (g)) — Btanh? (g) (5.10)
¢ = ntanh (S) (5.11)

onde E% = ’\7”2, b= ’%72 e k € a constante gravitacional em cinco dimensoes.

Esta solucao pode ser interpretada como uma versao regularizada do modelo de
branas RSII. De fato, tomando o parametro £ (a espessura da parede de dominio)
indo a zero e mantendo a condicao % = % = const, onde ¢ é o raio de curvatura do
espaco AdSs, a solugdo do modelo RSII é recuperada. E importante notar que essas
coordenadas sao adaptadas as superficies de niveis do campo escalar. Em particular,
o centro da parede de dominio, onde ¢ = 0, coincide com a hipersuperficie z = 0.

Note que a métrica induzida em z = 0 é a métrica de Minkowski. Portanto, esta

solucao nao descreve o campo gravitacional de um buraco negro confinado na brana.
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5.2 Solugao aproximada de um buraco negro em
uma brana com espessura

Vamos agora considerar uma distribuicao de energia adicional, estética e axi-
almente simétrica (possivelmente descrevendo uma estrela no interior da parede de
dominio ou uma singularidade descrevendo um buraco negro). A presenca da fonte
certamente ird modificar tanto a métrica original (5.9) como o campo escalar (5.11).
Para grandes distdncias, onde o regime de campo fraco é valido, essa modificacao
pode ser tratada como uma pequena perturbacdo da métrica original [43]. E neste

caso, podemos escrever:

ds® = 23 [—(1+4 f(&,2))dt* + (L +m (&, 2))dE% + € (1 + h (£, 2)) dQ?]
+d2? (5.12)

6 =1 [tanh (g) Tk, z)] (5.13)

onde |f| << 1, |m| << 1lelh| << 1le k] << 1.
Ocorre que, devido a perturbacao, a coordenada z nao estard necessariamente
adaptada a superficie de nivel do campo escalar. Por exemplo, o centro da parede de

dominio (¢ = 0) que originalmente coincide com z = 0, é agora dado pela equagao:

2 = —eh (6,0) = —v (&) (5.14)

Por motivo de simplicidade, é conveniente usar o sistema de coordenadas adaptado
ao centro da parede de dominio. E nés podemos retornar as coordenadas Gaussianas

por meio da transformagao abaixo:

&) =z=2—9() (5.15a)

(&
F=£— (/62a(y)dy U’ () (5.15Db)
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Esta claro que, no novo sistema de coordenadas, o centro da parede de dominio

estd localizado na hipersuperficie Z = 0. Nestas coordenadas, podemos escrever

ds® = ) [~ (1+ f)dt* + (L+m) dr® + 7 (1 + h) dQ°] + dz° (5.16)

¢ =n [tanh (g) + l%} (5.17)

onde f, m, h e k , que sdo funcoes de 7 e Z, fornecem as correcoes da métrica e do
campo escalar nas novas coordenada.

A grande vantagem de trabalhar nestas coordenadas é o fato de que as condicoes
iniciais, isto é, os valores que as funcoes assumem no centro da parede, podem ser
facilmente estabelecidas. Por exemplo, como o centro corresponde a zZ = 0, entao,

teremos

k(7,0) =0 (5.18)

Outra condicao importante pode ser imediatamente deduzida baseada no fato de
que esperamos que a métrica seja simétrica com respeito ao centro da brana. Como
0z é o vetor normal da hipersuperficie em z = 0, Entao, no centro da brana teremos:

of
RE

_ om

T oz

ok

== = 1
= 0 (5.19)

z=0

z=0 z=0

Estas funcoes devem satisfazer outras condicoes que iremos discutir posterior-
mente. Contudo, agora, vamos concentrar nossas atengao nas equagoes de campo.
Em primeira ordem de aproximagao, as equagoes (5.2) — (5.7) se reduzem ao seguinte

conjunto de equagoes:

1 2
MR = {2 FO 42 <f§i) += fﬁ”) e 2 424" (50 + mY 4 2nV)

2
_ —ngO'k(l) (5.20)
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WRr = %1 [nglz) + (2]‘,9 - L—lmgl) +4h®) 4 §h$1)> e 2
r r

2
a' (2fY + 10m® + 4nV)] = —gld/o'k(l) (5.21)

1 4 2
WRY — 1 {2h (2h§}) e L A I 2h5}>)) e (5.22)
T r
4 2
+2d' (f& +m® +6n) — TQe*Qfz (m® — h(l))} = —gmvgk“)
1 4
DR, = i {2 O+ 4pd) + = (B — mF;))} = —kkM 0 (5.23)
T
1 4
W@, = -3 [6@ (fO +m® +20M) + (2f§§) +4h®) + = (O —m® + 3h§}))> e 2
T
4 —2a
—e (m® — h(l))} S (¢g°> kD — Vo’k(l)) (5.24)
W0 — VI'ED = kD 4 4a'kD + = ¢0 (fO +m® + 201 +

g2 [kﬁp + ;1@@} —VIEM =0 (5.25)

Este sistema pode ser dividido em duas classes de equacgoes: equagoes dindmicas
(5.20), (5.21), (5.22) e (5.25) - que envolvem derivadas segundas da métrica com res-
peito a coordenada z - e equacdes de vinculos (5.23) e (5.24). E bem conhecido que,
devido as identidades de Bianchi, as equacoes de vinculos sao propagadas por meio
das equagoes dindmicas. Isto significa que se as equacgoes de vinculos sao satisfeitas
em uma, certa hipersuperficie, as equagoes dinamicas asseguram que as equacoes de
vinculos serao satisfeitas em um conjunto aberto da variedade na vizinhanca daquela
hipersuperficie. Por isso, baseados nesta propriedade, podemos dizer que, com res-

peito as equagoes (5.23) e (5.24), podemos nos concentrar no problema de encontrar
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uma solugao da hipersuperficie Z = 0. Esta solugao pode ser interpretada como uma
condicao inicial possivel pra a solucao da equagao dinamica.

As equacgoes dindmicas podem ser resolvidas por um método interativo. Isolando
a segunda derivada da métrica ou do campo escalar no lado esquerdo das equagoes,
podemos calculd-las na hipersuperficie z = 0 a partir da condi¢ao inicial. Derivando as
equagoes com respeito a z e repetindo o mesmo procedimento sucessivamente, podemos
calcular as derivadas de qualquer ordem das fung¢oes desconhecidas f,m, he k em z = 0.
Todos esses coeficientes constituirao uma série que converge em algum conjunto aberto,
de acordo com o teorema de Cauchy-Kowalewsky. Esta série representa a solucao das
equagoes.

Podemos utilizar esse procedimento para encontrar uma solucao aproximada do
nosso problema. Primeiro, de acordo com essa abordagem, temos de escolher uma
conjunto apropriado de condigoes iniciais. Como ja mencionado, as condigoes iniciais
consistem das fungoes f (r,0),m (r,0),h(r,0) e k(r,0) e suas derivadas primeiras

ok
0z

om oh

of
0z |._n 0z lz=0" Bz
z=0

9z €

z=0

) todas elas definidas na hipersuperficie z = 0, satis-
=
fazendo as equagoes de vinculos (5.23) e (5.24).

Parte das condices iniciais foram determinadas nas equacoes (5.18) e (5.19). E
interessante notar que com estas escolhas, a equagao de vinculo (5.23) é automatica-
mente satisfeita.

ok

O conjunto restante das condigoes iniciais, isto ¢, f (r,0),m (r,0),h(r,0) e 5Z|,_,

podem ser determinados por meio do uso da solugdo da brana sem espessura (thin
brane) como inspiragdo. De acordo com Garriga e Tanaka, no limite da brana fina,
a métrica de uma distribuicao de matéria com massa M localizada na brana é dada,
como vimos no capitulo 3, em primeira ordem de aproximacao, por:

2GM 4G M? 2GM  2G M
d52:_<1_ GM 4G >dt2+<1+ G + ¢ )dr2+r2d§22 (5.26)

T 373 r r3

Devemos enfatizar que essa métrica é valida na brana, i.e, em Z = 0, em uma regiao

distante da fonte (r >> GM ).
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Com o objetivo de obter uma conexao entre nossa solugdo (brana com espessura)

e a solugao na brana fina, vamos admitir a seguinte condigao:

. 2GM  AGM(?
) _
f(r,0) ( " + 53 ) (5.27a)
2GM  2GM?
mM (r,0) = + 3 (5.27b)
AW (1,0) =0 (5.27c¢)

De um ponto de vista fisico, estas condicoes significam que a métrica induzida no
centro da brana é isométrica & geometria da brana fina. Portanto, um observador
estritamente confinado no centro da parede de dominio, sentiria o campo gravitacional
de uma brana fina.

Agora, impondo a equagao de vinculo (5.24) sendo vdlida em z = 0, devemos ter
kD] _, =0, (5.28)

Agora, considerando este conjunto de condigbes iniciais, podemos investigar a
solucao da equagao dindmica pelo método interativo mencionado acima. E assim

encontramos, a derivada segunda das fungoes desconhecidas:

D)., = SG%EQ, (5.292)
m®| _, = 4fo£2 (5.29D)
hD|._, = —6G35M2 (5.29¢)
kD[, =0 (5.29d)

Considerando a expansao em série de poténcias, podemos, entao, escrever a métrica,

81



até 2% ordem da seguinte forma

— (1 — 2GM (1 +26 2%42%)) d? + (1 + XM (1 +5+ f—iz2>) dr?

ds® = e
+ <T‘2 . 3G7{\34€2 Z2> 402

+dz?

(5.30)

O campo escalar é simplesmente dado por ¢ = 7ntanh (f) em primeira ordem de
aproximagcao. Entretanto, é interessante enfatizar que, admitindo estas condicoes inici-
ais, o campo escalar nao sofre nenhuma modificagao em qualquer ordem da expansao.
Podemos verificar isso notando que a perturbacao do campo escalar (a fungao k) estd
diretamente acoplada a métrica por meio da funcdo v = f +m + h (que é um tipo de
trago da perturbagao da métrica). Podemos determinar uma equagao para 7 por meio

da seguinte combinagao R! + R’ + 2R} — G.. das equagoes de campo. Isto produz
V., + 24"y, = 45 <—%v0'k<1> — ¢ k:gU) (5.31)
Por outro lado, a equacao do campo escalar nos fornece
k.. +4d'k, + %gzﬁg% +e 2V - Vi'k =0 (5.32)

Usando a condigdes iniciais, v, (0,7) = 0, k(0,7) = 0 e k, (0,7) = 0 nas equagoes
acima, podemos concluir que as derivadas de 7y, e k em qualquer ordem, calculadas

em z = 0, sao nulas. Assim, nao existe corre¢ao para o campo escalar ¢ = ntanh (g)

em ordem de GM.

5.3 Solucgao do tipo DMPR

No capitulo 3, apresentamos uma solucao exata para uma distribuicao de matéria
com massa M localizada na brana obtida por Dadchi et al, conhecida como solucao

DMPR [27], cuja métrica ¢ dada por
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2GM 2GM -
ds> = — (1 = 2GM + 4 g2 S i 2GM + 4 dr? 4+ r2dQ? (5.33)
r r2 r r2

Devemos lembrar que esta é uma solucao para brana sem espessura, e é vilida na
brana em z = 0. Acredita-se que esta solucao descreve o comportamento de um buraco
negro real para pequenas distdncias. Isso por que neste dominio a dimensao extra
estaria "aberta'"para o campo gravitacional e o comportamento do potencial seria do
tipo 1/r%. No entanto, para longas distancias o buraco negro deve ser aproximadamente
descrito pela solu¢ao de Garriga e Tanaka.

Novamente, desejamos obter uma versao dessa solucao em uma brana com espes-
sura. O procedimento serd andlogo ao da se¢ao anterior, mas agora devemos considerar
as equacoes de campo exatas. Além disso, temos que modificar as condigoes iniciais
da solucao. De fato, em z = 0, para reproduzir a solugao DMPR, devemos impor que

as fungoes desconhecidas A (€, z2), B (€, 2) e C (&, z) satisfagam as seguintes condigdes

_62A(r,0) - _ (1 _ 2GM + %) (534&)
T T
-1
62B(r,0) — (1 _ 2GM + %) (534b)
T T
L20(r0) _ .2 (5.34c¢)

Devido & simetria de reflexao, devemos impor as seguintes condicoes iniciais:

%
0z

_oB
0z

e

= =0 (5.35)

z=0

z=0 z=0

Considerando as equagoes de campo (5.20) —(5.22) podemos, a partir das condigoes

iniciais, determinar a derivada segunda da métrica com relagao a dimensao extra
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avaliada em z = 0.

Azz‘zzo = _F - ?Vb (536&)
2K
Bzz|z:o - _% - ?Vb (536b)
2K
sz‘zzo = Tq4 - ?Vb (536C)

onde Vj é o potencial V' (¢) avaliado em z = 0.
Usando mais uma vez as condigoes iniciais, segue das equacgoes (5.24) e (5.25), as

seguintes condicoes

(%qbi— L2 - <¢>)

E evidente que essas equacoes podem ser resolvidas se admitimos

~0 (5.38)

z=0

¢ =0 (5.39a)

o2,y = Vo (5.39b)

Considerando a forma do potencial dado em (5.8), avaliado em z = 0, onde ¢ = 0.

Vo — % (”—2) (5.40)

g2

Neste caso, teremos

Logo:
2

2 n
$lco= (5.41)

Usando o valor de Vj em (5.36a) - (5.36¢) , obtemos

qg 31
Assl,mo = Beal o = AT 9 (5.42a)
qg 31
=0 . 2¢el ( )
onde utilizamos o fato de que 5 = % e ?6 Z para escrever o potencial em z = 0 em
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termos da espessura da brana (¢) e do comprimentos da dimensao extra (¢).
Podemos agora encontrar as componentes da métrica. Expandindo as funcoes

A(r,z), B(r,z) e C(r,z) em torno de z = 0, temos que

A(r,2) = A(r,0) + %Am (r0) 22 + ... (5.43a)
B(r,z) =B (r,0) + %Bzz (r,0) 2% + ... (5.43b)
Cr,2) = C(r,0) + %czz (r0) 22 + . (5.43¢)

onde utilizamos (5.35) . Logo:
g = —e?A0?) = _ 2o AL (5.44)

0
Usando os valores de Ag e AY encontrados, podemos escrever:

2GM ..
g = —e*) <1 - = 2) e (5.45)
onde definimos a (z) = 3522,

De maneira semelhante, encontramos que

2GM g
Gpr = €2903) (1 - + %) e (5.46a)
r r
oo = €227 (5.46D)
9o = e24(2) 2757 gin? (5.46¢)

Assim, a métrica de um corpo de massa M em um brana com espessura em torno

de z = 0 fica em escrita como
2GM q
ds* = e* {— {(1 - + %) 6_332} dt* (5.47)

2GM o
+ [(1 = + %) e AT
r T
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Capitulo 6

Testes da relatividade em branas

COIll espessura

O surgimento de teorias de dimensoes extras ocorreu hd quase um século, com
o intuito de unificar a gravidade com o eletromagnetismo. Desde entao, teorias com
dimensoes extras tém sido utilizadas com a finalidade de responder aos novos ques-
tionamentos da fisica, como por exemplo, por qué o universo estd se expandindo de
forma acelerada? Essa e outras questoes talvez possam encontrar respostas a luz das
dimensoes extras. Contudo, se de fato tais dimensoes extras existirem, elas estao es-
condidas. No entanto, é natural esperar que maneiras de se comprovar a existéncia
dessas dimensoes extras surjam com o passar dos anos. Uma maneira de se obser-
var as dimensoes extras é por meio do estudo do campo gravitacional. Nos modelos
Randall-Sundrum, todos os campos com excegao da gravidade, estao confinados na
brana, somente a gravidade é capaz de se propagar ao longo da dimensao extra. Sendo
assim, podemos utilizar os testes cldssicos da relatividade geral, como ferramentas no
intuito de realizar tais medidas.
Vamos, portanto, apresentar aqui os testes da relatividade geral para as solucoes
de buracos negros em uma brana com espessura, tais solugoes foram apresentadas no
capitulo anterior. Iniciamos com uma discussao sobre o movimento de particulas de

teste nestes espagos-tempo, com o intuito de calcular estes testes.
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6.1 Movimento de uma particula de teste em uma
brana com espessura

Vamos considerar uma particula de teste que se move no espaco tempo descrito
pela métrica (5.30). E bem conhecido que, numa brana com espessura do tipo RSII, as
geodésicas nao sao estaveis [25], isto é, qualquer perturbagao transversal do movimento
pode fazer com que a particula escape da brana para o espago ambiente. Entao,
se faz necessdrio formular um mecanismo de confinamento da particula de teste na
brana. Baseado na interacao de Yukawa entre férmions e a parede de dominio, vista
no capitulo 2, Dahia e Romero [25], propuseram uma Lagrangeana particular para
descrever o movimento da particula neste contexto. Esta Lagrangeana tem o efeito de
aumentar a massa efetiva da particula, devido & interagao com o campo escalar, e esta
modificacao é suficiente para assegurar a localizacao da particula.

A nova Lagrangeana é dada por

L =\/m2+ h2p2\/—japiAiB (6.1)

onde m é a massa de repouso da particula e h é uma constate de acoplamento da
interagao.

Calculando o 5D-momento P, da particula, que é obtido por tomar dL£/di*, en-
contramos:

Py = —/m2 + h2p2G,pi" (6.2)

para particulas de teste massivas (QAB:L"A:I':B = —1) . Entao, encontramos diretamente

que a massa efetiva é agora influenciada pelo campo escalar

PAPy = — (m® + h2¢?) (6.3)
observe que a relagao usual é recobrada desligando a interagao, isto é, tomando h = 0.
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Utilizando as equacoes de Fuler-Lagrange, a equacao do movimento para particulas

com 1massa (QABx'Ax'B = —1) é entao, dada por
d - h? 1 - .B.
i () e A 5 ) <0 0

Derivando o primeiro termo da equacao anterior e multiplicando pela métrica in-

versa (QAM ), a equagao assume a seguinte forma

LA 1~AM . - .B.C h2‘;0900 ~AC 2 AC
T + 29 (20mB,c — Jpom) 717 = —m( +atw ) (6.5)
Que pode ser escrita como:
LA A
T+ P3¢ = K4 (6.6)
BC
onde a forca K“ ¢ dada por
g Meve (3€ + i) (6.7)
m2 + h2p?2

Podemos também reescrever K* como o gradiente da massa efetiva da particula:
K* = —TI"°VIn (m? + h2p?) (6.8)

onde IT4¢ = G4¢ 4 #43° é o tensor de projecao no espaco quadrimensional ortogonal
a velocidade prépria das particula ©4.
Vamos investigar a equacao explicitamente:

i) para z* = t, temos:

—/m?2 + h2p2G,t = F (6.9)

ii) para * = ¢,temos:

Vm? + h2p2G,56 = L (6.10)
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iii) para r” = 0, temos:
d _ 1 2
_dT <—\/ m2 + h2§02g4990> = —5\/ m?2 + h2g029¢¢79¢ (611)

Como ggg,0 € proporcional a sin 6, entao, segue que 6 = 5 ¢ uma solugao da equagao.

Assim, por motivo de simplicidade vamos admitir que o movimento é tomado na
. e
hipersuperficie 6 = 7.

A

iv) Para x* = z, temos:

2 1

Para prosseguirmos, ¢ 1itil analisarmos o termo gz, . separadamente. Considerando

a forma da métrica (5.30), podemos escrever:

v.2 = 20'Gpy + sy (6.13)
onde
8GM(? AGMP? 6G M2
qpoda’dz? = e** [— ( p= z) dt* + ( = z) dr? — < = z) dQQ} (6.14)

Sendo assim, o dltimo termo da eq. (6.12), pode ser reescrito na forma:

gy 23007 = 24'Gp, 3% 57 + qp, 237 (6.15)

Agora, lembrando que uma vez que Gapi?4?® = —1, para uma particula com massa,
podemos escrever:
Jopt®i? = -1 — 32 (6.16)
Logo:
G007 = =24 (1 + 22) + qp,i%2" (6.17)
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Substituindo essa relagdo em (6.12) , obtemos a seguinte equagao

4 —\/m2+h*p22 —M—a’\/ m2+h*p? (1 + 2°)
dr Vm2+h3p?
1
+§\/m2+h2¢2qﬁﬂ,j;%7=0 (6.18)

Se multiplicarmos a equagao acima pelo fator \/m? + h2p2e?**?, entao poderemos
reunir os trés primeiros termos em uma derivada com respeito a 7. Neste caso, a
equagao (6.12), assume a seguinte forma.

% [(m2 + B22) 2 (14 22)] = (m? + h%62) 22 (qui® + 4usd” + gni®)  (6.19)

Podemos agora usar as constantes de movimento (6.9) e (6.10), e reescrever a

equacgao na forma abaixo

d . [ E? L2 ,
o [(m2 + h2<,02) e (1 + 22)} = 2} Q=5 + Qoo =5 + (m2 + h2902) g7 | (6.20)
T It [
O termo 72 pode ser eliminado da equacao se empregarmos mais uma vez a condicao
Japi®i? 4+ 22 = —1. De fato, considerando a forma da métrica (5.30) e as constantes

de movimento, obtemos:

2L (1 +42 4 £ + s ) (6.21)
Gre (m? +12¢%) gu (M2 + 129?) Goo '

Assim, se substituimos esta relacao na tltima equagao, obtemos a equacgao de

evolucao da coordenada z da particula, que nos dd o seu movimento na dimensao

extra:
d 2 2 2 2a 2
E[(m + h??) e (1+ 2°)] (6.22)
2 2
—on (LT By (o) By ) (14 2)
Gt Grr Gt oY) 9rr ) Go¢ Grr
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Figura 6.1: Comportamento confinante do potencial efetivo quando a interacao com o

campo escalar é levada em conta (linha continua), comparado com o caso quando nao
existe interagao, i.e. para h = 0 (linha pontilhada).

Do ponto de vista fisico, esperamos que o movimento transversal da particula (ao
longo da dimensao extra) seja um movimento oscilatério. Além disso, para justificar
a auséncia de tracos fenomenolégicos da dimensao extra, esperamos que a amplitude

do movimento (A) seja muito pequena e a frequéncia (w) muito alta. Vamos agora

verificar que essas hipdteses sdo compativeis com a eq. (6.22).

Primeiro vamos considerar o caso sem fonte, i.e, M = 0. Nessas condicoes, o

movimento transversal é determinado pela equacao:

h? “ : :
(1 + ﬂ?gﬂ) e (14 2%) =1+ 2 (6.23)

onde %y, é uma constante de integracao, relacionada a velocidade inicial da particula.

A eq. (6.23) pode ser reescrita na forma:

h2
(1 + ﬁgﬂ) e =35 -V (6.24)

onde Vj faz um papel de potencial efetivo [25], e é definido por

h2
Vo = (1 + ﬁﬁ) e —1 (6.25)

Esse potencial tem um carater confinante como podemos ver na figura(6.1) .
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Agora, vamos considerar a fonte M mais uma vez. Pela andlise dimensional dos
termos do lado direito da eq. (6.22) e baseado na solugao (6.23) esperamos que a nova
solucao tome a forma

e* (1 + h22902) (1+2%) = [1 +i4+0 (GMPA?)} (6.26)

m2 D5

onde D ¢é a nova distancia radial entre a particula e a fonte.

Portanto, se nés queremos uma solu¢ao aproximada de ordem O (Gl]\)éﬂ A2>, entao,
podemos simplificar o dltimo termo no lado direito da eq. (6.22) usando a ordem zero

da eq. (6.26) para escrever

d h?

dr Kl T mr? > T 22)1 (620
E? L?

_ 2 [(Qtt _C.Alrr> 4 (qﬂ_&) 2 (1+27)

G Orr ) M2Gu Goo G ) M200e gw

Para prosseguir vamos fazer algumas consideragoes sobre o movimento da particula.
E razogvel admitir que o movimento oscilatério na diregéo transversal possua uma alta
frequéncia w, a fim de explicar a auséncia de qualquer traco fenomenolégico da existén-
cia de dimensoes extras medidos até o presente momento, como ja mencionamos an-
teriormente. Como consequéncia, podemos assumir que durante um periodo completo
da oscilagao a coordenada r permanece praticamente constante. Sob esta hipdtese, a

equagao anterior pode ser diretamente integrada, fornecendo

h2
K1 + 3¢ ) “(1+ 22)} = (1+25) — Vi (1, 2) (6.28)
onde
N rr E2 rr L2
VM(r,z):—/ e {(%—?—> 5= -I—(M—?—) 5=
0 it Grr ) MGt 9o  Grr ) TMGge

Z”" e (1 +z0)} d2' (6.29)
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Para oscilacoes de pequenas amplitudes e em primeira ordem com respeito a GM

podemos integrar explicitamente a expressao citada. O potencial V' (r, z) é dado por

Vi (1, 2) =

(2GM€2z2> {EQ 5 L2

rd

+(1+ z'g)} (6.30)

m2  2m?2r?
E evidente que no fim das contas, a solucao deverd satisfazer a4 condicao de con-
sisténcia

(6.31)

Note que a equagao (6.28) pode ser reescrita em termos de um potencial Vs :
h 5\ saso 2
(1 + i ) ezt =25 — Vegs (6.32)
onde agora o potencial efetivo é
Vers = Vo +Vu (6.33)

O potencial continua sendo confinante, logo, a particula executard um movimento
oscilatério na direcao da dimensao extra, mas agora a amplitude de frequéncia pode
depender da posicao 7.

Apés analisarmos a equacgao de evolucao para as coordenadas t, ¢, 0 e z, que seguem

da equacao de movimento (6.6), vamos agora considerar o movimento radial.

v) A equacio para a coordenada r pode ser obtida a partir da condicio gapi?i? =

—1. Usando as equagoes (6.9) e (6.10) , encontramos

E? 2GM 200 202 \\ ' L? 3aMe )\ 7!
——— 1 1+———=2 + 1-— z
(m? + h2¢?) r 3rz ot (m? 4+ h2p?) r? rd

2GM 22
+e* <1 + GT (1 + 5+ —z2)> i =—(1+2)) (6.34)

2
Se multiplicarmos pelo fator e (1 + TZ—Z&), entdo, podemos usar (6.28) no lado
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direito da equagao. Desta forma, teremos

E? 2GM 20 202 ,2\\7' | I? 3GME* )\
_E 128 2 1— 2 )
m2( ; < + 3,3 704,z)> +m2r2< pe z) (6.35)
h2 2G M ¢
cev (e et) (1625 (1)) = (O ) v )

Dividindo a equagao (6.35) por (1+ 22) e definindo uma massa efetiva p? =

m? (1 + 2%), entdo, obtemos:

E? 2G M 202 22 B M2\
——<1— ¢ (1+£—iz2)) + (1—3G g%) (6.36)

12 ” 32 4 1272 5
(14 56%)  aam . e e
- 1 T+ —+—22) )2 =—-14V,
+ 15 2) ( + " ( +T2+r4z))r + Vi (1, 2)
onde
~ 2G M 222 E? 5 2
VM(T’Z):(T—E’) {ﬁ+§m+l}

De acordo com a equacao (6.36), o movimento radial estd acoplado ao movimento
transversal. No entanto, como a amplitude A do movimento oscilatério na direcao da
dimensao extra é muito pequena, podemos fazer uma expansao das fungoes depen-
dentes da coordenada z em série de poténcias. Além disso, considerando que z oscila
com frequéncia muito alta, entao, de acordo com o chamado
"método da média" (avering method [8]), podemos, numa primeira aproximagao,
substituir 2% pelo seu valor médio (A4%/2).

Procedendo desta forma, podemos mostrar que, até a ordem A2, o movimento

radial serd ditado pela seguinte equagao:

1+ 02A2 E? 2GM L? 2GML?
Ll I - (6.37)
1 + 23 Iu2 Iu27.2 M2T3
2GM E? 2GML*| (2 2GM E? 2GML?) ¢ ,
+ 1- — + 1-— — | =4
r 3M2 M2T3 702 r ,U’Q M2T3 7n4

onde O? = <§h—2 — ) 32 e QA é da ordem de %,.

2 km?2 2e/
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6.2 Movimento de particulas sem massa

Ja apresentados nos capitulos anteriores os seguintes testes para as solugoes obti-
das em uma brana sem espessura: o desvio da luz e o atraso temporal de um sinal
luminoso. Estamos interessados agora em discutir estes testes em uma brana com
espessura. Para tanto, devemos obter a equagao do movimento para uma particula
sem massa, ou seja, pretendemos estudar as linhas de universo do tipo luz.

A eq. (6.6), que descreve o movimento de uma particula com massa, ndo pode ser
aplicada no limite m — 0 para descrever o movimento da particula sem massa, por
que nesse limite, K4 nao estard bem definida na brana. Assim, precisamos seguir um
outro caminho para obter uma equacao de movimento para a luz nesse contexto.

Podemos partir da rela¢ao (6.3). Tomando m = 0, temos
PyPA = —h2p? (6.38)

Nesse caso, a interacao gera massa para a particula que se move na dimensao extra,
e é por meio desse mecanismo que ela permanece presa a brana. No centro da brana,
onde ¢ = 0, recuperamos a expressao usual P, P4 = 0. Baseados na ideia proveniente
da mecanica ondulatdria, que estabelece uma relagao entre o momento linear (PA) de
uma particula livre e o vetor de onda (K A) da onda plana que a representa, somos

levados a propor

K KA = —h2p? (6.39)

A equacgao de movimento pode ser obtida tomando-se a derivada covariante da

equacao (6.39) . Isto nos leva a seguinte equagao
1
K'VpK, = =5V (17¢%) (6.40)

Se consideramos que o vetor de onda K4 é o gradiente da fase da onda S (que é
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um campo escalar), i.e. K4 = V4S5, entao,
VpKas=V4Kp (6.41)
Usando esta condigao em (6.39) , obtemos
KAV Kp = —%hQaBﬁ (6.42)

e aeq. (6.6) assume a seguinte forma

dK4 1
— M KPKC = —EthABang? (6.43)

Vamos admitir que essa é a equagao de movimento do sinal luminoso que estd
ligado a brana. Vamos inicialmente estudar o comportamento da componente z do
vetor de onda, i.e. K*. A partir da equagao (6.43), temos:

dK*

1
T M3 KPKC = —§h28zg02 (6.44)

Considerando a métrica (5.30), que descreve a geometria da brana com espessura
na presenca do corpo M, podemos verificar que os simbolos de Christolffel nao-nulos

S30:

F;Zw = _ig;u/,z (645)
e que I'?, = 0.Entao (6.44), fica
dK* 1 1
o - BV o 2
= 3w KK = — oy, (6.46)

Utilizando (6.13) e o fato de que K, K" = —(h?¢? + K?2), a equagdo acima pode

ser reescrita da seguinte forma
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%[62“(h2<p2 + K?)] = e*K.q,., K"K" (6.47)

onde ¢, estd definido em (6.14).

A equacao para as outras componentes A =t e A = ¢ nos fornecem g, K' = E
e gssK? = L, respectivamente. Podemos verificar também que K? = 0 é solugdo em
0=m/2.

A equacao para K" pode ser extraida da condigao (6.39). Vamos agora adotar a
notacao usual que identifica #4 com K4.

Usando esses resultados e seguindo o mesmo procedimento aplicado na segao an-
terior, obtemos:

oy . [AGM?z E*  10GM?z L AGMZz ,, ,
az - - - ¢ a

d 2
Y 1,2a h2 2 12\ — 4
[6 ( ¥ +z )] € 7"5 Gut 7"5 9o 7“5 20 (6 8)

dA

que sob as hipdteses de pequena amplitude e alta frequéncia, relativo ao movimento

transversal, nos dé, apds integragao direta, a seguinte solucao:

e (h2p? + 22) = 22 — Viy(r, 2) (6.49)
onde
2G M (2 2* , HL*
Vi(r, z) = (T) {E + 3,2 + zo] (6.50)

Em relacao ao movimento radial do sinal luminoso, podemos seguir o mesmo ca-

minho trilhado anteriormente. O resultado em ordem de A? é o seguinte:

L*  2GM [L?
(1—ad?) i = -5+ B — — + — {ﬁ + z’g’] (6.51)
2GM? [E*  L* ] 2GMEA*T , L*
8 {?+r_2_zo] o [E 2 _ZO}

2
onde o = %A—.
E.
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6.2.1 Desvio da Luz

Como ja discutido anteriormente, o desvio da luz é um dos testes cldssicos da
relatividade geral. Verificaremos que o movimento oscilatério da particula na direcao
da dimensao extra influencia o resultado para o desvio da luz ja conhecido na literatura.
Utilizando o mesmo formalismo apresentando no capitulo 4 para obter o desvio da luz
em uma brana fina, obtemos, a partir da eq. (6.51), que o angulo de deflexao sofrido

por um feixe de luz neste espaco-tempo, serd dada por

_ 2GM 1 2 2 2 4rA

Ao 5 1—1-@ 3 @ ﬁ—i_g pa

onde b é o pardmentro de impacto.

(6.52)

Se nao houver movimento da particula ao longo da dimensao extra, teremos que
A =0e 2y =0, e recobramos o resultado ji obtido no capitulo 4, para o desvio da luz
causado pelo campo gravitacional de uma corpo de massa M, no limite de campo fraco
em uma brana do tipo RSII. Além disso, se fazemos ¢? = 0, recuperamos o resultado
ja bem conhecido da Relatividade Geral.

E interessante observar que a deflexdo neste cendrio, dada em (6.52), depende da
energia do feixe luminoso. Se admitirmos que a energia é proporcional a frequéncia
de radiagao, entao a equagao (6.52) mostra que a deflexao dependerd da frequéncia de
radiagdo. Quanto menor a frequéncia (fixando Zy) maior a deflexdo. Portanto, a luz
vermelha sofrerd a maior deflexao. Assim, a luz branca de uma estrela sera espalhada
pelo campo gravitacional produzido pela massa M em feixes de luzes com diferentes
cores, produzindo assim o que chamamos de arco-iris gravitacional. Até onde sabemos
nao hd nenhum relato da observagao deste fenomeno. Isso, portanto, pode ser usado

para estabelecer um vinculo experimental para 2.
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6.2.2 Atraso temporal

Um outro teste da Teoria Geral da Relatividade é o atraso temporal (time delay)
ou Radar echo delay. Novamente vamos considerar que a particula se move no plano
0 = m/2. O movimento radial é governado pela equagao (6.51) . Desta forma, utilizando
o formalismo do capitulo 4, onde podemos escrever a eq. (6.51) na forma de (4.28), o
tempo necessdrio para que a luz va de r até ry e volte para r, onde ry é o ponto de

maior proximidade entre a fonte e o raio de luz, é dada por

t(r,ro)= il + SCM (1— ! ) In <r+ 7"2—7"3)
PR (1—2’(2)/E2) (1—2(2)/E2) 3(1—23/E2)1/2 To

GM V 7n2_,'ﬂ(2) 1 GM T —To
o (1-2/E) (1-2/E°) (1—23/E7) 0
2 2.2 2
L TGME Py 2GME (1 1 2)) (6.53)

3re r 3ry
2G M 1* 1 r—ro GMPZA? r2—r2 (7“2—7”3)3/2
+ 32 9 2\ 1/2 + + 34 o 3

onde a distdncia de maior proximidade ry, estd relacionada com o pardmetro de im-

pacto b, da seguinte forma

1 1
e 0 é dado por
GM 1 2 (2 A2(?
0= 14-—=—2—— 6.55
b (1_u_2>[+3b2 b (6.55)
B2

O termo /12 — 13 em (6.53), é tempo de viagem esperado, caso a luz viajasse em
uma linha reta com velocidade unitéria ¢ [80]. Evidentemente, as corregdes devido o

campo gravitacional e a existéncia da dimensao extra produzem um atraso no tempo
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de viagem da luz. Esse atraso ¢ entao dado por:

Al — 4GM + 6GM 1— 1 In 4T1T2
S (1-2/E%) (11— 23/E?) 3(1— 32/E2)Y? r2

28G M ¢* n 8GM(? 1 n 8G M2 A?
3r2 32 (1- 32/ E2)"? 3rd

w20 (g 1) 2 e (- )
e (1= )

(6.56)

Verificamos que se fazemos A = 0 e Zy = 0, recuperamos a eq. (4.35), resultado
que foi obtido no capitulo 4 e na referéncia [58], calculado a partir da métrica de
Garriga e Tanaka (3.23). Se ¢ = 0, entao recuperamos o resultado ja conhecido da
Relatividade Geral. Verificamos que, assim como no caso do desvio da luz, o atraso
temporal também ird depender da frequéncia de radiagdo do sinal luminoso (onda

eletromagnética).
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Capitulo 7

Polarizacao elétrica induzida pela
gravidade em branas com

espessura.

No cendrio das branas, nosso espago-tempo quadrimensional é visto com uma
subvariedade isometricamente imersa em uma espago ambiente com dimensoes extras.
O ingrediente bésico destes modelos é o confinamento da matéria e dos campos na
brana, enquanto a gravidade tem acesso a todas as dimensoes [3, 5, 51, 66, 67, 71].
Neste cendrio, as dimensoes extras podem ser muito maior que a escala de Planck. Na
realidade, no modelo RSII, foi mostrado que a dimensao extra pode ainda ter uma
escala de comprimento infinita sem qualquer conflito fenomenoldgico [67].

Uma versao modificada do modelo RSII, conhecida como fat brane (brana com
espessura), assume que a brana possui uma espessura e que os léptons e os barions
vivem em diferentes fatias da brana [7]. A motivacdo original deste modelo é ten-
tar explicar a estabilidade dos prétons sem a necessidade de postular uma simetria
especifica para este fim. A conservacao do nimero barioénico, que protege o préton
do decaimento, é apenas uma consequéncia da separagao dos férmions em uma brana
com espessura, uma vez que esta separacao produz uma forte supressao no acopla-

mento entre quarks e léptons. Por outro lado, campos de gauge tem acesso a toda a
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brana. Assim, se a espessura da brana é da ordem do TeV, entao, podemos esperar
que as evidéncias das dimensoes extras possam ser detectadas em experimentos no
LHC [6, 7, 9, 16, 29, 40, 47, 53].

Em virtude do confinamento, as particulas nao "véem"a geometria completa do
espaco ambiente, mas elas sentem a meétrica induzida na hipersuperficie onde elas
vivem. Se nao existem fontes do campo gravitacional, entao todos os férmions véem o
mesmo espago-tempo de Minkowski. Contudo, sob a influéncia da gravidade de uma
massa M na brana, a métrica induzida serd diferente para distintas fatias da brana.
Isto significa que léptons e bdrions irao sentir diferentes geometrias. Do ponto de
vista de um observador quadrimensional (que n@o tem conhecimento das dimensoes
extras), isto serd visto como uma violagdo do principio da equivaléncia, uma vez que
particulas com as mesmas coordenadas quadrimensional na brana irao sentir diferentes
aceleragoes. Esta aceleracao de maré ff, devida & separagao dos férmions na dimensao
extra, produz uma forca interna em um atomo de hidrogénio, por exemplo, induzindo,
desta maneira, um dipolo elétrico na direcao paralela & brana. Como veremos, a
Hamiltoniana associada a interacao entre o dtomo e o campo gravitacional de M
contém um termo de dipolo que tem exatamente a mesma forma da hamiltoniana do

efeito Stark, Hy = —,uff- or.

7.1 Equacao do movimento

E bem conhecido que o confinamento da matéria em uma brana com espessura
pode ser obtida por meio de uma interacao do tipo Yukawa entre o campo de Dirac
e o campo escalar [71]. Sob essa interagdo, um pacote de onda sem massa do campo
de Dirac possui um pico no centro da parede de dominio e decai exponencialmente na
direcao da dimensao extra. Quando uma massa nao nula é levada em conta, este pico
sofre um desvio, na direcao da coordenada extra, proporcional a massa da particula
[7]. Desta forma, elétrons e quarks estao localizados em diferentes fatias da brana.

Neste cendrio, as particulas estao em um estado ligado com respeito a direcao
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transversal, mas elas podem se propagar livremente na direcao paralela. Se nés que-
remos estudar o movimento de uma particula ao longo da brana, é conveniente con-
siderar uma abordagem cldssica para esse problema. No intuito de alcangar esse ob-
jetivo, primeiro, é necessario fornecer um mecanismo de confinamento das particulas
de teste na brana, que pode simular classicamente o confinamento dos campos de
matéria. Como jé discutido, na referéncia [25], Dahia e Romero propuseram, basea-
dos na interacao do tipo Yukawa entre os férmions e a parede de dominio, uma
Lagrangeana particular que descreve o movimento das particulas neste cendrio. Esta
Lagrangeana tem o efeito de aumentar a massa efetiva da particula devido a sua in-
teragao com o campo escalar. Esta modificacao é suficiente para garantir a localizagao

da particula. Esta nova Lagrangeana ja foi definida no capitulo anterior e é escrita

como L = \/m? + h2¢p?\/—gapiAiB, onde m é a massa de repouso da particula livre
e h é a constante de acoplamento da interacgao.

Contudo, com o intuito de introduzir a separacao dos férmions neste modelo, deve-
mos encontrar um novo acoplamento entre a massa e o campo escalar. A caracteristica
essencial desse novo acoplamento é que o aumento da massa da particula dependerd
de m, assegurando desta maneira, que a massa efetiva seja modificada por uma quan-
tidade que depende da massa original da particula. Provavelmente, existem muitas
maneira diferentes de se fazer isso, contudo, baseados em [7], uma maneira simples de
conseguir esse objetivo, é substituindo ¢ por ¢ + am, onde o é um novo parametro

do modelo. Assim, a nova Lagrangeana serd dada por
L= [~ (m* + 1 (o + am)?) gapie?] "’ (7.1)

Calculando o 5D-momento P, da particula, que é obtido por tomar 9L£/di, en-
contramos

PPy =—(m*+ 1 (p+ am)2) = —mZ; (7.2)

para particulas de teste massivas (§ Attt = —1) . E evidente que a relagio usual é
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recobrada quando desligamos a interacao, isto ¢, tomando h = 0.
As equagbes do movimento associadas com a Lagrangeana (7.1) podem ser escritas

como em (6.6), assim temos

LA A
T+ B3¢ = K4 (7.3)
BC
onde a forca K4 = —II4¢ (@c In ./\/l> ¢ o gradiente de um potencial de massa

M = eQ“mgf , projetado pelo tensor IT1¢ = §4¢ + $43% no 4-espaco ortogonal a
velocidade prépria da particula i4.

Como vimos no capitulo 5, quando nao existe nenhuma fonte adicional de gravidade
(M = 0), a métrica no espago ambiente ¢ dada por (5.9) e o movimento transversal
estd desacoplado do movimento na direcao paralela. Neste caso, a primeira integral

da eq. (7.3) na diregdo z pode ser obtida diretamente, mostrando que o movimento

transversal é limitado pelo potencial de massa M de acordo com:

M#P=E - M (7.4)

onde £ é alguma constante relacionada com as condigoes iniciais do movimento. A
funcao M faz o papel de um potencial confinante e possui um ponto de equilibrio
estdvel quando os parametros h e « satisfazem as condicoes apropriadas. Além disso, a
posicao de equilibrio zg de cada particula ird depender de sua massa. Se admitimos que
zo € pequeno em comparacao com a espessura da brana e, entao, podemos mostrar que
a particula com massa m estard confinada em uma fatia da brana aproximadamente
especificada por:

2
20 = \/?_ozm elk (7.5)

Como podemos ver, os elétrons estao localizados mais préximos do centro do que
os quarks. E claro que podemos manipular a Lagrangeana com o intuito de obter o

resultado inverso, ou seja, os quarks presos no centro da brana e o elétron em uma
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fatia superior [26]. Para nosso propésito, o que é importante, é que podemos formular
um modelo cldssico simples que tenha a caracteristica essencial do modelo de brana
com separacao de 1éptons e bdrions em diferentes fatias da brana. Por outro lado, para
M = 0, tanto os léptons como os bdrions se movem livremente na dire¢ao tangente do
mesmo espaco-tempo de Minkowski 4-D induzido .

Esta situacao muda quando consideramos a presenca de uma massa M na brana.
Por motivos de simplicidade, daqui por diante vamos admitir que os quarks estao
confinados no centro da parede de dominio enquanto que os elétrons estao presos
em alguma fatia zy. Com esta escolha, podemos admitir que quase toda a massa
M estd localizada no centro da brana, uma vez que os bdrions estao presos nesta
hipersuperficie. Segue, entao, que a métrica serd dada por (5.30) e por isso léptons
e barions sentirao diferentes geometrias quadridimensionais, uma vez que a métrica
induzida na brana depende do valor de z. Como consequéncia, de um ponto de vista
quadrimensional o principio da equivaléncia serd violado e este fato pode produzir um
interessante fenbmeno na brana, como por exemplo, a inducao de dipolo elétrico em
um atomo de Hidrogénio pelos efeitos gravitacionais.

Com o intuito de investigar isto, vamos considerar o movimento de uma particula
no espago-tempo descrito pela métrica (5.30). Devido a simetria deste espago-tempo, a
energia I/ e o momento angular axial L serao conservados e o movimento da particula

ird obedecer as seguintes equacgoes

—mefgttt: = E (76)

MepGopd = L (7.7)

Como vimos, por motivo de simplicidade, podemos escolher ¢ = 7. Por outro lado,
o movimento na direcao z nao estd desacoplado do movimento radial. Contudo, se

a particula estd em um movimento circular ou estdtico (1o = const), entdo o tnico
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efeito da massa M serd o de modificar a posicao de equilibrio da particula por uma
quantidade da ordem de GM.

Por sua vez, analisando o movimento radial, podemos ver que existem Orbitas
circulares estdveis para valores apropriados da energia e do momento angular.

De fato, o movimento radial é governado pela seguinte equagao

2 2 2 -1 2 2 -1
_£ <1 e (1 + 2 2%42)) + L (1 _ 3GME z2> (7.8)

2 r 3r? p2r? 75
2GM AN

Assim, se tomarmos a derivada da equagao (7.8) em um movimento circular estavel,
r = const., e impusermos 17 = 0 e ¥ = 0, obtemos uma relacao entre a energia e o

momento angular dada por

2 2 2 2
E 1 (1+21GM€ , 2 %2) 79)

— = 25— —5 2
2 5 0 2 4“0
L GMr, 2rg g o

Considerando isto, podemos ver que a partir das equagoes (7.6) e (7.7) a frequéncia

angular da particula em um movimento circular de raio ry é dada por

N 2
() L gy

Assim, utilizando a métrica (5.30) e (7.9) , encontramos

O\ 2
GM 202 102
t Ty 75 7o

Isto mostra claramente que a frequéncia angular depende da massa da particula
por meio de zo dado por (7.5). Da perspectiva de observadores quadrimensionais, esta
dependéncia da massa serd interpretada como uma violagao do principio da equivalén-

cia. De fato, em uma 6rbita circular com o mesmo raio 79, 0 préton (preso no centro

da brana) ird se mover mais rapidamente que o elétron.
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7.2 Dipolo elétrico induzido pela gravidade

Se considerarmos um dtomo de hidrogénio orbitando a massa M com uma certa
frequéncia angular, entao, baseados no raciocinio anterior, somos levados a esperar que
o raio da drbita do elétron (7%) e o raio da érbita do préton (7,) devem ser diferentes. O
centro da carga negativa tende a circular em uma érbita mais externa em comparagao
com a 6rbita do préton. Poderemos ver isso diretamente da Lagrangeana (7.1). De
fato no regime de campo fraco, segue de (7.1) que, neste modelo, a Lagrangeana das
baixas velocidades da particula confinada em alguma fatia 2y, apés termos excluido o

termo referente & energia de repouso, é aproximadamente dada por

1
L= 5771302 — mg), (7.12)

onde mg = \/ m2 + h? (¢ (20) + am)?e**) pode ser interpretado como a massa mensu-
ravel da particula, v é sua velocidade ao longo da brana e v é o potencial gravitacional
da massa M sentido pela particula localizada na fatia z da brana, dado por
GM 202 202
=14 = — =22 7.13
4 r ( 3rz ot (7.13)
Entao, para o elétron localizado na fatia zy e o préton localizado no centro da

brana (z = 0), respectivamente temos

GM 202 202
¢€ — —T (1 ﬁ — FZ%) (714)
€
GM 20?
Y= (1 + @> (7.15)

Segue diretamente de (7.12) que a Hamiltoniana nao-relativistica do dtomo de
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Hidrogénio neste cendrio ¢ dada por

2 2
=L ; e U 7.16
2mp+2me+mpwp+mwe+ ( )

onde os indices e e p indicam o elétron e o préton respectivamente, P é o momento
linear da particula ao longo da direcao paralela a brana e U é a energia potencial da
interagoes elétrica e gravitacional entre o préton e o elétron.

Podemos expressar a Hamiltoniana em termos das coordenadas do centro de massa

()

T + MeTe

R=" (7.17)

my + me
e da coordenada relativa:

5F = 7, — 7, (7.18)

Considerando a parte da Hamiltoniana devido a energia potencial gravitacional, ou
seja, Hy = myp, + mep,, podemos verificar que em uma expansao até primeira ordem
em |07], obtemos:

H, — - GMm (1 L2 (ﬁ) 22> o (—NGMW ﬁ) 67 (7.19)
R 3R? R*\m R
onde p = T£% ¢ a massa reduzida do dtomo e m = m,, + me ¢ a massa total.

O primeiro termo que nao contém a coordenada 07, descreve o campo gravitacional
no centro de massa do sistema. Ele se diferencia do valor Newtoniano por contribuicoes
decorrentes da existéncia da dimensao extra.

Jéa o segundo termo de H, é bastante incomum para o campo gravitacional, pois

¢ um termo de dipolo. Este novo termo que surge devido & separacao dos elétrons e

prétons em diferentes fatias da brana, tem a forma da Hamiltoniana de Stark, ou seja:
Hy= —pA- o7 (7.20)

onde, no lugar do campo elétrico aparece a aceleracao de maré A entre o elétron e
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o préton e p é a massa reduzida do d&tomo. Devemos enfatizar que A é a aceleracao
gravitacional relativa entre o elétron e o préton quando eles tém as mesmas coorde-
nadas quadrimensionais [26]. E evidente que a origem desta aceleragao é a separagao

dos férmions ao longo da dimensao extra e é dada por

> 1002 ,\ =

A hamiltoniana H, ird induzir uma dipolo elétrico p'no dtomo de hidrogénio cuja
direcao tende a se alinhar com o campo de maré. Com o intuito de fazer uma estimativa
da magnitude do dipolo, n6s vamos descrever o dtomo segundo uma abordagem semi-
cldssica. Primeiro, admitimos que a carga elétrica estd uniformemente distribuida em
uma nuvem em torno do préton. A aceleracao de maré dentro do dtomo de Hidrogénio
ird produzir uma separacao radial entre o préton e o centro da carga negativa, dando
origem a uma forca elétrica F entre eles.

Para calcular F, nés vamos fazer algumas consideragoes. Como vimos no capitulo
2, de acordo com o modelo de brana espessa, o estado da particula é descrita por um
pacote de onda muito estreito ao longo da dimensao extra e assim a funcao de onda
pode ser considerada como um distribuicao delta na dire¢ao z. Entao, podemos pensar
que a nuvem eletronica estd espalhada em um 3-volume esfericamente simétrico da fatia
zo- Uma esfera em uma hipersuperficie constitui uma espécie de disco tridimensional
da perspectiva do espago ambiente. Estamos admitindo que o raio do disco ¢é igual ao
raio de Bohr a. Esta situacao pode ser ilustrada pela figura (7.1) .

Sabemos que o elétron e o préoton estao separados em diferentes fatias da brana
na direcao da dimensao extra. No entanto, devido & acao do campo gravitacional
da massa M , o proton nao estard localizado ao longo do eixo de simetria da nuvem
eletronica, mas ird sofrer um pequeno deslocamento 87 na direcéo radial. E razodvel
esperar que essa separacao radial 0r nao seja maior que zg. Podemos calcular a forca F
por meio do potencial eletrostatico gerado pela nuvem eletréonica em um ponto situado

na vizinhanga do seu eixo de simetria a uma distancia z; do seu centro.
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Figura 7.1: Elétron e préton em diferentes fatias da brana. Devido & acao do campo
gravitacional um momento de dipolo induzido p, surge como efeito da dimensao extra.

De modo semelhante ao cédlculo do potencial gravitacional em um espaco-tempo
com n dimensoes, dado pela equacao (2.32), podemos calcular o potencial eletrostético

em 5 dimensoes da seguinte forma

_ duv’
o (R :k:<5>/f—q 7.22
( ) |R _ R/|2 ( )

onde £®) é a constante eletrostética em cinco dimensdes e p a densidade volumétrica
de carga elétrica. Como desejamos calcular o potencial em um ponto ao longo do eixo
de simetria do disco, temos que R = z.Z é o vetor que localiza esse ponto. Assim, a

eq. (7.22) fica escrita como

. a R/Q
e, [ BT
® <R) 4rk®) /O =P (7.23)

Resolvendo a integral, obtemos

® (2) = 4nk®p [a — arctan (a/2)] (7.24)

A partir de (7.24), podemos facilmente calcular a componente do campo elétrico

na direcao da dimensao extra, temos portanto:

— 47k0) S I
E, =47kYp {arctan <Z> (T a2/ (7.25)
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Em torno ponto zg, a equacao de Gauss da eletrostdtica se resume a V - E =0.
Pela simetria o campo elétrico depende apenas da coordenada radial e da coordenada

extra, logo, em coordenadas cilindricas em 5D, a lei de Gauss pode ser escrita como:

OF,
0z

r*E,) + =0 (7.26)

2
Podemos, entao, encontrar a componente radial do campo elétrico entre o elétron
e o préton se integrarmos a equagao acima. Substituindo (7.25) em (7.26), obtemos a

componente radial do campo elétrico:

2 3
E, = 47k®p {— ¢ QT} (7.27)
324 (1+ a?/2?)

Avaliando esta componente em 2z, e considerando que zy << a, ficamos com:

E, = (%) r (7.28)

3e
4ma3

onde substituimos p = e k é a constante eletrostatica em 4 dimensoes, que se
relaciona com k®), conforme a equacdo (2.40). Como vimos, a separacio radial é
pequena em comparagao com zg, € por isso, podemos fazer r ~ dr. Portanto, a forga

F fica determinada da seguinte maneira

— ke?c\
F= ( p )5r (7.29)

No estado de equilibrio a forca elétrica interna e a forca de maré sao balanceadas,
entao, o dipolo elétrico induzido pela gravidade é proporcional & aceleracao de maré,
ou seja:

atu -
p=—A .
D o (7.30)

O fator de proporcionalidade, que define a polarizabilidade elétrica do &tomo de

hidrogénio induzido pela gravidade, pode ser escrito como ag = L ag - onde ag ¢ a

111



polarizabilidade eléctrica do dgtomo induzido pelo campo elétrico. Com o objetivo de
fazer uma comparacao entre esses efeitos, vamos considerar o campo elétrico equiva-
lente Eeqv = (’f) A que ¢é capaz de produzir a mesma aceleracao A em uma particula
com carga e e massa j. Em uma brana, cuja tensao é da ordem de Tev, o dipolo
induzido pela gravidade serd aproximadamente 10° (: g) maior que o dipolo induzido
pelo campo elétrico equivalente. Apesar desta impressionante amplificagdo de magni-
tude, como a aceleracao de maré A produzida por corpos celestes é muito pequena,
entao, a magnitude de um dipolo induzido é pequeno em comparacao com a magnitude
obtida em um laboratério com um campo elétrico forte. De fato, se consideramos que
¢ é da ordem do milimetro [52], entao, o dipolo gravitacional induzido em um dtomo
de Hidrogénio no estado fundamental na superficie da Terra é p ~ 10772 aC-A. Con-
tudo, devemos esperar uma amplificacao deste dipolo gravitacional induzido se ndés
levarmos em conta nao o atomo individualmente mas sim uma certa quantidade de
gds de Hidrogénio em érbita. Também, esperamos um aumento significante do efeito
na presen¢a de um buraco negro microscépico para o qual R << /.

Finalmente, também temos que enfatizar que em uma brana com espessura, como
os elétrons e prétons estao presos em diferentes fatias da brana, entao todo atomo deve
ter um dipolo elétrico na direcao z. Contudo, nés mostramos aqui que o dtomo em
um campo gravitacional de uma massa M ird adquirir um dipolo na diregao paralela
a brana. Portanto, o 4tomo ird produzir um campo elétrico na brana cuja forma pode
ser reconhecida por observadores em quatro dimensoes e servir como mais um teste

observacional deste modelo de dimensao extra.
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Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho investigamos solugoes de buracos negros em branas do tipo RSII,
mais precisamente consideramos um extensao deste modelo para um caso onde a brana
apresenta uma espessura. Com este fim, apds uma revisao sobre as teorias de dimensoes
extras de maior destaque, em especial o modelo RSII (onde o universo é tratado como
uma brana imersa em um espaco ambiente com uma dimensao extra de comprimento
infinito), estudamos solugoes de buracos negros em branas finas, i.e; sem espessura,
no modelos RSII. Existem duas solugoes de maior destaque: A solugao de Garriga
e Tanaka que descreve uma solucao aproximada de um buraco negro em uma brana
do tipo RSII no limite de campo fraco, portanto, vdlida para longas distancias; e a
solucao obtida por Dadhich et al. denominada de DMPR. Esta ¢ uma solucao exata
de um buraco negro estédtico localizado no cenario RSII e que apresenta uma métrica
com a mesma forma da métrica de Reissner-Nordstrom, porém sem carga elétrica. No
lugar da carga elétrica, temos o termo de correcao denominado de carga de maré que
surge devido aos efeitos da gravidade do espago ambiente. Acredita-se que a solucao
DMPR deve representar o comportamento da geometria na vizinhanga de um buraco
negro real. A partir dessas solugoes estabelecidas na brana fina, determinamos solugoes
correspondentes em branas com espessura.

No contexto da teoria de campos, a brana pode ser descrita por meio de uma parede

de dominio. A brana fina seria, entdao, uma idealizacao obtida tomando-se o limite em
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que a espessura da parede vai a zero.

Dentro desse contexto, as versoes "regularizadas"das solugoes de Garriga e Tanaka e
DMPR foram obtidas seguindo-se o seguinte procedimento: Admitimos que as solucoes
de branas finas sao validas no centro da parede e propagamos a geometria dessa hiper-
superficie ao longo da dimensao extra usando as equagoes de Einstein em 5D acopladas
ao campo escalar (que produz a parede).

Uma vez determinadas as solugoes, passamos a investigar os possiveis efeitos da
dimensao extra no movimento das particulas. Com esse propdsito, aplicamos dois
testes clédssicos da Relatividade Geral: o desvio da luz e o atraso temporal.

Definindo um Lagrangeana apropriada para descrever o confinamento das particu-
las de teste na brana, podemos verificar que, neste cenario de branas, o desvio gra-
vitacional da luz, depende da energia da luz, por conta do seu movimento oscilatério na
dimensao extra. Por conta disso, a luz branca emitida por uma estrela, ao ser desviada
por um corpo com massa confinado na brana, serd decomposta em suas vdarias cores,
produzindo dessa forma uma espécie de arco-iris gravitacional.

Vimos também que o atraso temporal depende da frequéncia do sinal emitido, neste
cenario.

Em principio, esses efeitos poderiam ser detectados e os dados observacionais pode-
riam ser usados para estabelecer vinculos aos parametros do modelo de dimensao extra.

Um outro efeito discutido, surge em um modelo de separagao de férmions que cor-
responde a uma variagao do modelo RSII. Neste modelo, os férmions estao confinados
em diferentes hipersuperficies da brana e sua posi¢ao ao longo da dimensao extra de-
pende da sua massa. Sendo assim, prétons e elétrons se encontram em diferentes fatias
da brana. A motivacao original desse modelo, é explicar a estabilidade dos prétons
sem que seja necessdrio recorrer a qualquer tipo de simetria.

Imaginamos, entao, o caso de um dtomo de hidrogénio orbitando um corpo massivo
(ou estrela) cujo espago-tempo ¢é descrito pela solugao do tipo Garriga e Tanaka na

brana com espessura. Uma vez que o préton e o elétron orbitam a estrela em dife-
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rentes posicoes ao longo da dimensao extra, eles irao perceber diferentes geometrias
quadrimensionais, ja que a métrica possui uma dependéncia da coordenada extra. De
um ponto de vista quadrimensional isso seria um violagao do principio da equivaléncia,
uma vez que particulas com as mesmas coordenadas quadrimensional na brana irao
sentir diferentes "aceleracoes". Esta aceleracao de maré, por sua vez, ird produzir uma
forga interna no dtomo de hidrogénio, induzindo assim um dipolo elétrico no dtomo.
Podemos, entao falar em um efeito Stark gravitacional. Um fato interessante é que o
termo da Hamiltoniana que descreve este efeito apresenta a mesma forma da Hamil-
toniana do efeito Stark, onde no lugar do campo elétrico temos a aceleragao de maré
entre ao elétron e o préton quando eles tém as mesmas coordenadas quadrimensionais.

O dipolo induzido, em principio poderia ser detectado, o que reportaria a um indicio
de existéncia da dimensao extra e a confirmacao do modelo de separacao de férmions.

Como uma perspectiva de trabalho, pretendemos estudar versoes regularizadas de
solucoes cosmoldgicas para extrair novos vinculos empiricos. Além disso, podemos
considerar todo o problema do movimento das particulas por meio de um tratamento

quéntico.
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APENDICE

Transformagao de coordenadas

Desejamos obter uma equacao que nos forneca a relagao entre h,,, a métrica
perturbada no gauge RS, e o contelido energético na brana. Para tanto, devemos obter

uma relacao entre h,, e h,,. Isso pode ser feito por meio da seguinte transformacao

de coordenadas

7 =2t 4+ € () (A1)

onde £ (x) é uma funcdo de todas as coordenadas tal que £ (z) < 1.

Segue de (A1) que os os campos hap e hap estao relacionados da seguinte forma:

hun = hun —YVan 5?]‘\4 — Yam ffz‘v — &M (@) Yw o (A2)

onde v, corresponde a métrica de fundo, tal que

Vv = N
Yz =10

Yoz = —1

Como, h., = h,, = 0, segue da equacgao (A2), que
ou seja, a funcdo £ ndo possui dependéncia da coordenada extra [75], portanto

& =& (@) (A4)
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Considerando que nos dois gauges temos
hy:=hu. =0 (A5)

podemos escrever a equagao (A2), da seguinte forma

h,uz = huz - (fYA,u éé + YAz gi) - fA (%’) ’yuz,A (A6)
De onde obtemos a seguinte equagao diferencial para as fungoes £ ()

ga — 672z/£nya£z (A?)

7Z 7“

—2z/4

para isso utilizamos a métrica de fundo inversa, dada por v#* = e n*“. Integrando

com respeito a varidvel z, temos
e l —2z/L, pocez o (.
£(z,2) = —5e B Ipag, + F° (2°) (A8)

onde F'*(z*) é uma funcdo oriunda da integragao, a qual nao possui dependéncia com
a coordenada extra [75].

Uma vez obtida as condi¢oes necessdrias para £%(x) e £*(2#) a fim de satisfazer as
condigoes impostas, tanto nas coordenadas Gaussianas como no gauge RS, resta-nos
agora obter a relagao entre BW e h,,. Levando em conta que a métrica de fundo nao
possui dependéncia com as coordenadas 4-dimensionais e utilizando (A8), a equagao

(A2) pode ser escrita como.
- 1
hyw = hyw + E@,ﬁyﬁz + 2/{6_22/47)#1,52 — 26_%/68(#’0”)&[:@ (A9)

Podemos portanto escolher F'*(z*) de maneira apropriada de modo que os 3 iltimos
termos em (A9) se anulem em z = 0. Estabelecemos assim uma relagdo entre a

perturbagao do campo gravitacional nos dois sistemas de coordenadas. Podemos agora,
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relacionar o campo gravitacional no gauge RS com o contetddo energético na brana.

Portanto, substituindo (A9) em (3.6) temos

2 1
(Z + az> h = —87Gs (TW - §nWT) — 20,0, (A10)

Sendo assim, podemos, interpretar os termos do lado direito da igualdade acima
como termos de fonte do campo gravitacional h,,, no novo gauge [75] (ver eq. (2.74)).

Definimos, portanto,

1
E/W = 87TG5 (TIW — g?”]#VT) + 28H8V§Z (All)

e assim, temos a equacao procurada:

(% + az) hMV = _Zuu (A12)

Como veremos, no gauge RS, hﬁj = 0. Entao, para que a equacao acima seja
satisfeita, devemos ter que X4 = 0 e para garantir essa condigao, a fungao {* deve

obedecer a seguinte equacgao

47TG5

¢ =
$T 3

T (A13)

A funcao £ nos dé a transformacao entre as condicoes z e z. Explicitamente;

zZ=2z+4+& () (A14)

Nas coordenadas Gaussianas, a posi¢ao da brana é dada pela equagao z = 0. Logo,
no gauge RS, a posicdo da brana sera dada pela equacao z = —&° (x). Portanto,
neste gauge, a brana é descrita como uma hipersuperficie "curva", quando hd matéria

confinada na brana [75].
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