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Resumo

Esta tese discute o formalismo matemaético para se obter solucoes de defeitos topoldgicos
em teorias de campo com dindmica modificada. Verificaremos que solugoes de defeito,
em teorias generalizadas, podem ser obtidas tanto no espaco tempo quadridimensional
de Minkowski como em um espaco tempo de dimensao extra com geometria deformada.
Serd mostrado, tanto no espaco tempo quadridimensional, quanto no espaco tempo de
dimensao extra, que as caracteristicas da solugao, como densidade de energia e espectro
perturbativo, que surge nas teorias com dinamica modificada, podem ser profundamente
distintas das que surgem nas teorias com dinamica padrao. Encontraremos também quais
as condigoes necessarias para que a densidade de energia e espectro perturbativo perma-
necam inalterados em relacao ao obtido em uma teoria com dinamica padrao. Em se
tratando de defeito em um espaco tempo de dimensao extra com geometria deformada,
utilizaremos modelos com dinamica generalizada para descrever os chamados cenérios de
mundo brana. O estudo de brana serd dividido em duas partes: na primeira seré realizada
uma modificacao na dinamica da densidade de lagrangiana e na segunda serd feito uma
analogia as chamadas gravidade F(R), sendo adicionado novos termos dependentes do

escalar de curvatura & acao Einstein-Hilbert.

Palavras chave: defeitos topologicos; mundo brana; brana F'(R).



Abstract

This thesis discusses the mathematical formalism to obtain solutions of topological de-
fects in theories of field with modified dynamics. We will check that defect solutions, in
generalized theories, can be obtained so much in 4-dimensional spacetime of Minkowski
as in a spacetime with extra dimension of the deformed geometry. Will be shown both
in four-dimensional spacetime as in spacetime as an extra dimension, that the solution
characteristics, such as energy density and perturbative spectrum, which appears in the
theories with modified dynamic may be profoundly different from those that arise in the
theories with dynamics standard. We also find the necessary conditions for that the energy
density and the perturbative spectrum remain unchanged compared to that obtained in a
theory with dynamics standard. In the case of a defect in a spacetime of extra dimension
with warped geometry, we use models with generalized dynamic to describe the so-called
braneworld scenarios. The study of brane will be divided into two parts: in the first the
modification will be performed in the dynamics of the Lagrangian density and the second
will be an analogy to called gravity F(R), being added new terms dependent of scalar

curvature in the action of Einstein-Hilbert.

Keywords: topological defects; braneworld; F'(R)-brane.
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INTRODUCAO

Em 1998 foi constatado, através de observagoes astrondmicas [1,2], que o universo esta
se expandindo aceleradamente. Esta descoberta contradiz o esperado ja que a gravitacao
exerce apenas forcas de atracao entre os corpos. Logo, esperava-se que, mesmo 0 universo
passando por uma fase de expansao, esta expansao deveria ser retardada pelas forcas

existentes.

Umas das explicacoes aceitas hoje, para o fenomeno da expansao acelerada do universo,
pode ser obtida através da teoria da relatividade geral de Einstein, pela existéncia da
chamada energia escura. A energia escura ¢ uma forma desconhecida de energia que
estaria distribuida por todo o espaco e tende a acelerar a expansao do universo através de
uma forte pressao negativa. De acordo com a teoria da relatividade geral, o efeito de tal
pressao negativa seria semelhante ao de uma for¢a que age em larga escala em oposigao a

gravidade.

Entre as principais propostas para a descricao da energia escura podemos destacar:
a constante cosmolégica, que pode ser interpretada tanto como uma modificacao de
natureza geométrica nas equacoes de campo da relatividade geral, quanto como um efeito
da energia do vicuo, a qual preenche o universo de maneira homogénea; e a quintesséncia
que é usualmente modelado como um campo escalar cuja densidade de energia pode variar
no tempo e no espaco [3,4].

As previsoes tedricas para a constante cosmologica através da energia do vacuo mos-

tram um valor 1020

vezes maior que o observado. Essa incrivel discrepancia entre teoria
e observagao indica que existe algo de errado em nossa explicagao sobre a gravitacao uni-
versal. Uma das ideias viaveis é alterar a teoria da gravitacao de Einstein!. Neste sentido
podemos destacar: k-inflagdo e gravitacdo F'(R) como maneiras de explicar a expansao
acelerada sem a necessidade da constante cosmoldgica. Porem, sem dados experimentais

que possam sugerir o que é realmente a energia escura, nada podemos afirmar sobre qual

1C. Armendariz-Picon, V. F. Mukhanov and P. J. Steinhardt, “A Dynamical solution to the problem
of a small cosmological constant and late time cosmic acceleration,” Phys. Rev. Lett. 85, 4438 (2000)
[astro-ph/0004134].



teoria deve ser o caminho a ser seguido.

Diante dessa aparente escuridao sobre a fisica da gravitagao universal, alguns desenvol-
vimentos matematicos surgem em outras areas da fisica, utilizando-se de algumas ideias
apresentadas na explicacao de expansao acelerada do universo. Nesta tese iremos desta-
car os trabalhos de Babichev e outros, no comeco dos anos 2000, que baseado em teorias
como a k-inflagao, buscam por solucdes tipo defeitos topolégicos em teorias de campos

com dinamica nao padrao.

Diante do exposto é proposto nesta tese uma descricao matematica que permite es-
tudar modelos de campos escalares com dindmica nao padrdao. A escolha de campos
escalares se d&, pois sao os mais simples dentre os diversos tipos de campos, no entanto,
podem ser utilizados para modelar uma grande variedade de problemas fisicos [5,6]. Um
interessante exemplo é a formagao de estruturas do tipo Defeitos Topologicos (DT), que
podem ser descritos como solucoes de equacoes diferenciais parciais que conectam dois
valores de minima energia [7,8]. E teorizado que tais estruturas deram origem a configu-
racoes estaveis de matéria durante as transicoes de fase do universo primordial através do

mecanismo de quebra espontanea de simetria [9].

A busca por solucoes do tipo DT comegou ha varios anos. Em especial Hobart [10] e
Derrick [11] mostraram que somente solugoes em 141 dimensao do espago-tempo geram
estruturas de defeito estaveis em modelos de campos escalares reais, tais defeitos sao
chamados de paredes de dominio. No entanto, se assumirmos a existéncia de outros
campos que nao sejam os escalares reais, tais como campos vetoriais ou mesmo os campos
escalares complexos, poderemos obter uma série de possiveis solucoes de defeitos com
dimensdo superior a4 imposta pelo teorema de Derrick/Hobart. Entre eles, podemos citar
os vortices, cordas cosmicas, monopolos e texturas [12|. O tipo de defeito formado é

determinado pelas propriedades de simetria do modelo.

Nesta tese, estudaremos essencialmente as propriedades de DT do tipo paredes de
dominio. Para tal, utilizaremos teorias com dindmica nao-canoénica, isto é, que podem
ser escritas na forma geral £=L(¢, X) e faremos a comparagao com os modelos que tém
dinamica padrao, com densidade lagrangiana escrita na forma £=X — V. Teorias que
engendram defeitos topologicos com dindmica nao padrao sdo chamadas de k-defeitos [13].
Verificaremos que, em muitas situacoes, os k-defeitos possuem o comportamento distinto
do modelo com dindmica padrao. No entanto, nos casos chamados de modelos gémeos [14],
as propriedades do modelo generalizado e do modelo com dinamica padrao, tais como

densidade de energia e estabilidade permanecem inalteradas.

Além disso, também estudaremos solucoes de DT do tipo paredes de dominio imersas
em um espacgo-tempo de dimensoes extras com geometria deformada. Para tal utilizare-

mos um espaco-tempo de cinco dimensoes e analisaremos os chamados cenarios de mundo



brana [15]. Tais teorias sdo importantes pois possibilitam resolver o problema da hierar-
quia? [16,17]. Assim como apresentado anteriormente, nos focaremos em modelos com
lagrangiana generalizada. Tais generalizacoes serao feitas de duas formas. Primeiro assu-
miremos generalizagoes na dinamica da teoria e em seguida iremos proceder acrescentando
novos termos proporcionais ao escalar de curvatura na acao de Einstein- Hilbert. Este
ultimo procedimento ¢ claramente inspirado nas chamadas terias F'(R) da gravitagao.
Em ambas as situacgoes teremos como base de comparacao um modelo com lagrangiana
padrao a fim de verificar o que surge de diferente nas teorias generalizadas. Apesar de
ambas as formas de generalizacao, ditas acima, buscarem os mesmos objetivos, veremos

que em cada caso atingiremos resultados bastante distintos.

A tese esta organizada da seguinte maneira: No primeiro capitulo, apresentaremos
uma formulacdo matematica geral que permite a descricao de uma teoria de muitos cam-
pos, com dinamica generalizada, em 141 dimensoes do espago-tempo. Implementaremos
o formalismo de primeira ordem que permite encontrar solu¢oes analiticas para alguns
modelos e também permite obter a energia de uma maneira simples. Para concluir o
capitulo, analisaremos alguns exemplos especificos com dinamica padrao que possibilitam

solucoes de DT.

O segundo capitulo sera dedicado aos modelos com dinamica generalizada e serd divi-
dido em trés etapas. Na primeira parte, apresentaremos um formalismo geral para obter
solucoes perturbativas em teorias com dinamica generalizada. Na segunda parte, obtere-
mos solugoes exatas partindo de modelos com dinamica generalizada. Veremos que, em
ambas as situacoes, o comportamento serd distinto do caso com dinamica padrao. A parte
final do capitulo serd dedicada ao estudo dos modelos gémeos, onde veremos que algu-
mas teorias com dinamica generaliza podem ser indistinguiveis dos modelos com dinamica

padrao.

Os capitulos trés e quatro sao dedicados ao estudo dos cendrios de mundo brana
generalizados. No terceiro capitulo, introduziremos uma formulagao geral para estudar
uma teoria de mundo brana com varios campos e com dinamica generalizada. Assim
como no primeiro capitulo, também implementaremos o formalismo de primeira ordem e
estudaremos alguns exemplos com dinamica padrao e nao padrao. Utilizaremos o conceito
de modelos gémeos, apresentado no segundo capitulo, de forma a obter nao s6 modelos
gémeos em relacao a uma teoria com dinamica padrao, mas também modelos gémeos

entre duas teorias com dinamica generalizada.

No quarto capitulo, abordaremos novas generalizacoes em modelos de mundo brana,
mas agora com as chamadas teorias F'(R). Mais uma vez comegaremos introduzindo o

formalismo e concluiremos estudando modelos onde o escalar de curvatura é constante

20 problema da hierarquia se refere & grande discrepancia entre os valores das forcas fraca e gravita-
cional. Em média a forca fraca ¢ 1032 vezes mais forte do que a gravidade.



ou nao constante. Veremos que, se o escalar de curvatura ¢ constante, a teoria torna-se
inconsistente fisicamente. No entanto, se o escalar de curvatura nao for constante torna-se
possivel obter solugoes analiticas exatas para alguns casos especificos. Faremos também
uma andlise aproximada das teorias F'(R), considerando agora que o termo de correcdo é
pequeno em comparacao com o termo usual. Veremos que, tanto na analise exata, como
na perturbativa, surge uma nova caracteristica ao modelo que é o split da densidade de

energia.

Finalizaremos a tese apresentando as conclusoes e as perspectivas para novos traba-
lhos. Embora tenhamos obtido resultados interessantes ao longo desses quatro anos de

doutorado, ainda ¢é preciso tempo para que os resultados sejam melhor compreendidos.



Capitulo 1

CAMPOS ESCALARES E SOLUCOES
DE DEFEITO

Para melhor compreender o que chamamos aqui de defeito topoldgico, suponha que
na figura 1.1a pudéssemos associar as cores verde e vermelho com dois estados de um
sistema fisico que tenham o mesmo valor de minimo da energia. Neste caso, a regiao de
transicdo entre esses dois estados (amarelado) serd uma regido de conflito. E a esta regido
de conflito que damos o nome de defeito topologico. Em geral a transicao entre esses dois
estados exige um gasto de energia (energia do defeito) e é feita de maneira suave como

estd caracterizado na figura 1.1a pela linha continua.

(a)
Figura 1.1: (a) Representacdo em um grafico de cores de uma regiao de transicdo entre dois
valores de minima energia. (b) Imagem de uma flor real que possui uma regido de conflito.

Defeitos topolégicos surgem naturalmente em diversos situagoes na natureza, veja, por
exemplo, a imagem da flor mostrada na figura 1.1b. Nela podemos ver a regiao de conflito
entre o amarelo e o vermelho que é o defeito. Certamente a planta que produziu esta flor
gastou mais energia para produzir o defeito do que outra planta que nao produza tais
regioes de transicao. Em troca ela é melhor vista pelos passaros e outros animais que a

polinizam.



CAPITULO 1. CAMPOS ESCALARES E SOLUCOES DE DEFEITO 6

Do ponto de vista matematico, esse tipo de comportamento pode ser mapeado por
solucoes nao perturbativas em teorias de campos classicas. Antes de nos aprofundarmos
em algum modelo especifico, iremos apresentar o formalismo matemético que permite
obter, a partir de uma teoria de campos, estruturas de defeito. Para isso, iremos seguir o

procedimento introduzido nas referéncias [18-21] que é descrito como segue.

1.1 Dinamica Generalizada com n-campos

Para descrever uma teoria de campos generalizada vamos partir de uma acao que

descreve n campos escalares reais ¢, ¢o, -, ¢,, em um espaco-tempo plano quadridi-
mensional, isto é,
S— /d%ﬁ(gbi,Xjk) | (1.1)
A dinamica da teoria é descrita pelo invariante Xj;, definido como:
1 e
X = inuua ¢;0" Py, , (1.2)
onde 7,,, representa a métrica do espago-tempo de Minkowski com assinatura (4, —, —, —).

Nesta tese assumiremos o sistema natural de unidades (¢ =h = 1), que faz com que os

campos e as coordenadas sejam adimensionais.

Através do principio de minima agao podemos escrever a equacao de movimento como:

oL oL
o (at07) ~ 30

Com isso, usando a densidade lagrangiana £=L(¢;, X,) obtemos que:

O (£x,0"¢;) — L4, =0, (1.3)

onde Lx,, = 0L/0X;; e Ly, = 0L/0¢;. Com mais algumas manipulaces algébricas,

podemos escrever a equa¢ao de movimento (1.3) na seguinte forma geral:
Gﬁ‘é’@udgbk + Qij,CXU% — ,ngi =0, (14)
onde o tensor G% foi definido como:

Gitky = »CXinklaﬂgbjaygbl + nMV‘CXik :

Se queremos descrever defeitos do tipo paredes de dominio, devemos assumir apenas

solugbes estaticas e unidimensionais na equacgao (1.4), ou seja, ¢; = ¢;(z). Isso faz com que
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o defeito esteja na direcao perpendicular a parede, sendo constante nas demais direcoes.
Com isso, o invariante X;; é expresso na forma X;; = —¢;¢;/2, e podemos escrever a

equagao de movimento (1.4) como:
<£Xik + QXJ'Z‘CXUXM) /k/ + ‘C@ - 2Xjk‘CXij¢k =0, (1'5)

onde estamos usando que ¢' = do/dx, ¢" = d*¢/dx?, etc.

A equagao (1.5) é, na verdade, um conjunto de equagoes diferenciais de segunda ordem
para cada um dos n campos ¢;. Em uma grande variedade de situacoes, dependendo da
densidade lagrangiana utilizada, essa equagao diferencial pode ser de dificil resolucao,
impossibilitando, em alguns dos casos, a obtencao de solugoes analiticas. No entanto,
podemos mostrar, sem perda de generalidade, que (1.5) pode ser reduzida a uma equagao
deferencial de primeira ordem que, em geral, é mais simples de ser resolvida. E facil
mostrar que a equagao diferencial de primeira ordem que obedece (1.5) pode ser escrita

COmo:

[» - 2Xij£X¢j - C, (16)

onde C' é uma constante real. Veremos na proxima se¢ao o quanto a equagao (1.6) pode ser
importante. E importante lembrar que as duas ultimas equacdes sdo calculadas na solucio
estatica, isto ¢, quando colocamos a expressao ﬁxij, devemos ter em mente EX,L.J.|¢:¢($),
porém, por questdo de comodidade, omitiremos a simbologia |4—4;) para dizer que a

funcao estd sendo calculada na solucao estética.

Outro resultado que seré ttil é o tensor energia momento. Esta quantidade fisica nos
d& um indicio de como ¢ a distribuigao de energia e matéria do sistema em que estamos
trabalhando. Se temos uma acao especifica, de uma teoria de campos, que representa um
sistema fisico de interesse, entao o tensor energia momento do sistema ¢ definido como a

variacdo da respectiva agdo com repeito a métrica. Em [22] o tensor energia momento é

T 2 0(v/—nL)
ovEn o

onde 7 é o determinante da métrica de Minkowski, 7,,. Se usarmos a relagao (A.6) do

escrito como:

apéndice A.1, obtemos o tensor energia momento como:

TMV = _77/11"6 + Exijﬁuqﬁi@,,@-. (17)

Neste tese, sempre que propormos uma teoria de campos nova, teremos como guia a
condicao de energia nula 7, n*n” > 0, onde n* ¢ um vetor tipo luz tal que 7,,n"*n"” = 0.

Esta relacao nos conduz a seguinte restricao,

Lx, >0. (1.8)



CAPITULO 1. CAMPOS ESCALARES E SOLUCOES DE DEFEITO 8

Além disso, como estamos lidando apenas com solucoes estaticas e unidimensionais, as

componentes do tensor energia momento tornam-se:

TOO = —,C, (19&)
Ty =1n =0, (1.9¢)

onde a componente Ty é definida como a densidade de energia (p), e a componente T},
¢ a componente de stress (1) do tensor energia momento. Das equagoes (1.6) e (1.9b)
obtemos que T}, = C, ou seja, a componente de stress do tensor energia momento é

constante. Logo, substituindo (1.6) em (1.9a) encontramos a densidade de energia como:
p(z) = ¢, Lx,; +C, (1.10)

e a energia torna-se:

o0 o oo

E:/ p(x)dx:/ gbggb;ﬁxijdm—l—C/ dr . (1.11)
—0o0 —0oQ —0o0

Nota-se com esse resultado que, se a constante C na equagao acima for diferente de

zero, a energia ird divergir. Assim, se estamos buscado por solucoes localizadas com

energia finita, devemos assumir que a componente de stress do tensor energia momento

seja nula, isto é, T}, = C' =0. Essa mesma restricao pode ser obtida pelo teorema de
Derrick/Hobard [10, 11].

1.1.1 Formalismo de primeira ordem e solugoes BPS

Para teorias estaticas, como a que estamos estudando, podemos usar o método de
Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield |23, 26|, para encontrar a energia de uma maneira
simples. As solugoes do problema obtidas sao chamados Fstados BPS. Para entender
como se d4 este procedimento vamos considerar a densidade de energia (1.10), com C' = 0,
ou seja,

p(CE) = (Zb;(b;ﬁng :

Vamos agora obter o formalismo de primeira ordem introduzindo uma funcao dos n
campos W (¢;) tal que,
Wy, = gb;-ﬁxij . (1.12)

Essa nova funcao W é chamada de superpotencial e deve ser uma funcao de classe C* dos

campos ¢;, além disso, devemos assumir que W seja positivo definido. Essa defini¢ao seréa
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de grande utilidade quando investigarmos a estabilidade linear das solu¢oes!.

Com a definigao (1.12) podemos escrever a densidade de energia como:

aw
=W, = — . 1.13
Com isso, a energia serd agora dada por:
< dW
E= dr— = AW 1.14
/oo Vda | )

ou seja,
E = W[¢1(00), §2(00), -+, ¢n(00)] = W1 (—00), p2(=00), -+, ¢n(—00)].  (1.15)

Assim, obtemos que a energia nao depende da forma explicita da solu¢ao, mas é dada
em termos de W, calculado com os valores assintoticos do campo. A energia obtida em

(1.15) ¢ a energia da solu¢do BPS.

A estabilidade da solucao estatica pode ser inferida pela presenca de uma corrente

definida em termos da fungao W como:
j’?‘ = E.UVaVW’

que é chamada de corrente topolégica. Podemos notar que esta corrente é conservada
por construcdo. Esta defini¢do é inspirada em [24], e é construida de modo que a carga

topologica seja numericamente igual a energia da solucao estatica, ou seja,

Qr = / dzjy = AW . (1.16)

o0

Neste ponto é importante enumerar duas situacoes. A primeira ocorre quando QQ7=0,
neste caso dizemos que a solucdo tem uma natureza nao topolégica. A segunda ocorre
quando Q1 #0, neste caso as solucoes serao topologicas. Veremos no estudo de modelos de
dois campos que, em geral, a presenca de uma carga topologica nao garante a estabilidade
da solucao, ou seja, solucoes do tipo topoldgicas nao sao necessariamente estaveis. Para
que tenhamos exatiddo da natureza estével (ou nao) de tais solugoes devemos fazer o teste

da estabilidade linear, o que sera realizado na préxima secao. Por outro lado, solucoes

1Seja f : U — R uma funcio que possui as n derivadas parciais em todos os pontos do aberto U C R™.
Ficam entao definidas n funcoes
of of

af af
ey —— R d :
ox,’ " Oz, U—R, onde 0x; v ox;

()

Se estas funcoes forem continuas em U, diremos que f é uma funcio de classe C'' e escreveremos f € C1.
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nao topoldgicas neste presente contexto, isto é, solugoes de teorias de campos escalares

reais em 141 dimensoes, serao sempre instaveis.

1.1.2 Estabilidade linear

Nesta tese, sempre buscaremos por solugoes que sejam estaveis. Em geral, na fisica, é
desejavel que o sistema em estudo seja estavel ao menos durante o intervalo de tempo que
estd sendo analisado. No presente estudo isso é obtido analisando a estabilidade linear
das solucoes. Uma solucao terd estabilidade linear sempre que, ao ser perturbada, tende

a se comportar de maneira semelhante ao que era antes da perturbagao.

Para investigar se uma determinada teoria é estavel, por estabilidade linear, iremos
introduzir uma pequena flutuagdo £(z,t) em torno da solucao estatica. Para fazer isso,

vamos considerar que a solucao é perturbada na forma:
oi(x,t) = ¢i(z) + &i(,t). (1.17)

A estabilidade linear consiste em fazer uma expansao até primeira ordem em §&; na
equagao de movimento. Primeiro podemos notar que o invariante X;; pode ser escrito
como:

1
Xij = 50u0:0"d; + 0ui0"¢; (1.18)

com isso, substituindo (1.17) em (1.3) podemos expressar a expansao, até primeira ordem

em &;, da equacao de movimento na forma:

au ('CXLJ a’ugj +£XUXM@V¢]€8V€Z8M¢_7 +£X1J¢k fkau(b‘j) _ﬁ(biXklal/gbk‘anl _£¢L¢] 5] = O )
ou melhor,

8# (E—Xij augj+£XinkzaV¢kaV&8M¢j) +aﬂ (L:Xijma%j) i —
_£¢i¢j€j+(‘CXij¢k_£ij¢i) au¢jaufk20' (1'19)

Para facilitar a analise, vamos assumir que a perturbacao &; possa ser decomposta na

seguinte forma:
&i(x,t) = &(x) cos(wt) (1.20)

onde w deve ser uma constante positiva para garantir que estamos lidando com pequenas

perturbagoes. Usando (1.20) em (1.19), obtemos que:

_[ (‘C’Xil +2ij£Xinkz) gll] - <£Xij¢k _Eij¢i) ¢;§Ilc = |:w2£Xij + (£X¢l¢j¢;)/+£¢i¢j] gj :
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Note que esta equacao pode ser escrita na seguinte forma geral,

— (ai3&))" = big&) — &5 = W Lx ;&

ou ainda,
—ay€] — (aj; + byy) § — ci§; = WL, (1.21)
onde,
aij = EXij + 2Xk‘l/~’1Xilej 9 (122&)
bij = (ﬁXmﬁj - Cijﬁi) ¢; ) (122b)
Cij = (‘CXWZU QZS;)/ + ‘C¢i¢j . (1.22C)

A principio, a equagdo (1.21), ndo apresenta nenhum significado fisico evidente. Este
fato pode ser contornado se for possivel escreve-la na forma de alguma equacao conhecida.
Por sorte, a equagao (1.21) pode ser escrita na forma de uma equagao de tipo-Schrodinger.
Embora aqui ndao tenhamos o mesmo significado encontrado na mecanica quéntica, o
conhecimento matematico da equagao de Schrédinger ¢ bem desenvolvido e pode nos
ajudar a obter mais informacoes sobre a estabilidade dos sistemas apresentados. Para

obter a equagao tipo-Schrédinger, precisamos assumir a seguinte mudanca de variavel,

dz
§i(x) = Sjpup(z) e do= R
Com isso, obtemos que:
, dS i d
" __ 2qQ. il 7 7
§ = RS 2. +Rdz (R 7 )uk+R(d Sik + 2R 7 ) -

Logo, a equagao (1.21) pode ser escrita como:

duy, d d d
— a;;S — R [R— <%R Sf’“) + ¢iiSjk + by R—2" Sﬂ”} we —

Ly dz dz d
das; d iR d
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Apos algumas manipulagoes algébricas, obtemos a seguinte equagao:

d?uy, _ d dsSy dS
— (Smkﬁ — R ZSln% hl |:R£ (ain d;’ ) + C”Sjk + wa dj :| Ur —
as d(a;; R d
— R 1S 1al_zl |:2 Z]R d]k (C;JZ )Sjk +b”S]k:| %
= wQR_QSl_W}alilﬁxiijkuk . (123)

Logo, para que esta equagao seja uma equagao tipo-Schrodinger, devemos impor as

seguintes restricoes:

dS;;  d(a;R)
2a;; R d; + di: Sik + 0S5 = 0, (1.24a)
RiQSlfmlCLl;lﬁXiijk = 5mk . (124b)

Portanto, se as restricoes (1.24) forem satisfeitas, podemos escrever a equagao (1.23)

na formas:

{—&jdd—; + Uij(z)] ui(2) = w?u;(2), (1.25)

onde o potencial, U;;(z), é dado por:

d ds, as
Uij(z) = =R~ 25511%:71 {Rdz (amde_j) + CnkSkj + b R d?fj (1.26)

A relagao (1.26) faz uma papel andlogo ao potencial da mecanica quantica de Schro-
dinger, onde, para cada potencial, podemos obter um conjunto de correspondentes autova-
lores e autoestados. Apesar de haver uma analogia a um resultado da mecanica quantica,
os calculos e discussoes apresentadas nesta tese nao envolvem fenémenos quénticos. A

analogia estd apenas no fato da equacao ser semelhante a equacao de Schrodinger.

Se estamos lidando com apenas um campo escalar os resultados anteriores podem ser

simplificados. Como, por exemplo, as equagoes (1.22) que podem agora ser escritas como:

a=Lx+2XLxx,
b=20,
c= (Lxgd) + Log -

Além disso, as relagoes (1.24) sao expressadas, simplesmente, por:

S=(ALx)"Y* e R=1/A, (1.27)
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onde,
B EX + QX,CXX

AQ
Lx

(1.28)
Por fim, a equacao tipo-Schrodinger (1.25) e o potencial (1.26) podem ser escritos,

respectivamente, como:

(~45+ V) ute) = Puta) (1.29

U“*ZEE%%%Z_E%{@@+%(LW%ﬁj' (1.30)

A estabilidade das solucoes é garantida se os autovalores da equacdo tipo-Schrédinger
sao todos positivos. Caso contrario as solugoes serao instaveis. Além disso, devido a

invariancia translacional da teoria podemos escrever o modo zero? como:

£§{ 1/4
UO(Z) = N() (m) ¢Z(Z) s (131)

onde Ny é uma constante de ajuste.

Nas proximas secoes iremos apresentar alguns modelos de teorias de campos escalares
(estéaticas e unidimensionais) que possuem relativo interesse em fisica na formacao de
estruturas de defeito. Por fins didaticos, consideraremos apenas teorias com a lagrangiana

padrao e deixaremos o estudo de k-defeitos para o préximo capitulo.

1.2 Aplicacao 1: Dinamica padrao em modelos de um
campo

E importante verificar qual o comportamento do formalismo generalizado, apresentado

neste capitulo, para a situagao mais simples, isto é, para a teoria com dinamica padrao.

Esta teoria sera descrita por uma lagrangiana, de um tnico campo, com termo cinético

trivial, ou seja,

L=X-V(p), (1.32)

onde X ¢é agora dado por X = 0,00"¢/2 e V(¢) é o potencial que especifica a teoria.

Usando (1.32) a equagdo de movimento (1.3) torna-se:

0,0"¢ +V, = 0.

Como de costume, se estamos considerando apenas campos estaticos unidimensionais,

2Modo que nao contribuem para a energia da perturbacao (E = 0).
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a equacgao de movimento anterior pode ser escrita como:
/!
=V, (1.33)
o que nos leva a seguinte equagao de primeira ordem,

% =2V (9). (1.34)

Nesta equacao, assumimos que a constante de integragao seja igual a zero para que a
energia seja finita®. Pela defini¢ao (1.12), podemos também escrever o superpotencial na,
forma:

¢ =W,. (1.35)

Logo, comparando as equagoes (1.34) e (1.35) obtemos o potencial V' (¢), em termos do

superpotencial, como:
1
wwzéwj (1.36)

Podemos também encontrar as componentes do tensor energia momento (1.8). Para

isso, utilizando (1.32) obtemos que:

1
T,uy = §¢/2nuu + V(¢)"7W + 8u¢ 0,9,

cujas componentes, nao nulas, sao:

Too = %925/2 +V(9), (1.37a)
Ty = 67~ V(9). (1.37h)

Usando as equagoes (1.35) e (1.36), podemos escrever a densidade de energia (1.37a),

como: T
/
pu— —_ —— 1-
pla) = §Wy = ——. (1.38)
e a energia associada com essa configuracao é dada por:
E = [W[g(o0)] = W[p(—o0)]]. (1.39)
Por fim, a equacao de estabilidade (1.21), se resume a:
s TV EY: (1.40)
dx? B ’ '

3veja o final da secdo 1.1.
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onde U(x) = V. Usando (1.36) podemos também escrever o potencial U(z) como:

U([L‘) = W£¢ -+ W¢W¢¢¢ . (141)

Com o modo zero sendo obtido de (1.31) na forma:

Apos esta rapida revisao podemos, a partir de agora, analisar alguns modelos es-
pecificos que possuem relativo interesse na fisica. Tais modelos serao estudados pela

especificacdo do potencial V(¢) ou do superpotencial W (¢).

1.2.1 Defeitos tipo lump

Optamos por comecar nossa abordagem por um modelo com pouca aplicagao pratica,
mas de interesse em fisica por possuir um desenvolvimento matematica ja muito bem
desenvolvido. As solucdes de defeito que abordaremos nesta subsecao nao apresenta uma
estrutura estavel e funcionarao aqui como um modelo de exibicao, ou seja, um modelo
onde podemos apresentar um desenvolvimento matemaéatico completo. Tais defeitos sao
chamados de lump e podem, por exemplo, ser encontrados se considerarmos um potencial

na forma:

V(p) = %¢2 (1-9¢%). (1.43)

Este potencial é mostrado na figura 1.2. Notamos a existéncia de um ponto de minimo
do potencial em ¢=0 e dois pontos de maximo em ¢:i1/\/§. E verificado também que
o potencial tem regioes onde V(¢) <0, o que impede que possamos construir uma funcao

superpotencial da forma definida em (1.35). Usando (1.43) na equacdo de movimento

ol o~ |
0.0

-0.1
-0.2
-0.3
_04F
-0.5F

-0.6

-05 0.0 0.5 1.0

Figura 1.2: Potencial que suporta estruturas tipo lump.

(1.33) obtemos que:
9" = ¢ —2¢°. (1.44)
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Esta equacao diferencial pode ser resolvida analiticamente e tém solucao dada por:
o(r) = £ sech(zx) . (1.45)

A figura 1.3a mostra o comportamento da sech(z). A solugao positiva (lump) esta re-
presentada pela linha solida e a negativa (anti-lump) pela linha tracejada. Vemos que a
solugdo é concentrada x =0 e que ¢(z) tende a zero quando x — 00, logo da equagao

(1.16) a carga topologica desta solucgao é nula, ou seja, o lump é um defeito nao topologico.

E importante notar como se comporta a densidade de energia. Para isso podemos usar

a equacao (1.10) e escrever que:

Além disso, usando a solugao (1.45) obtemos a densidade de energia como:
p(x) = sech?(x) tanh®(z) (1.47)

que é representada na figura 1.3b. Notamos que a densidade de energia é nula em z = 0

e vai a zero quando z — Fo0.

1.0F 0.25F

0.20
0.5

0.15
0.0

-05

—-1.0-

(b)
Figura 1.3: (a) Comportamento da solucao tipo lump representada pela equagao (1.45). (b)
Densidade de energia (1.47) .

Para concluir a andlise deste modelo investigaremos e estabilidade linear da solucao
lump. Como foi visto no final da secao 1.1.1 solugoes nao topologicas sdo instaveis por
um argumento nao geral de natureza topologica. Este fato deve ser verificado quando

analisarmos sua estabilidade linear.

Usando a equagao (1.40) podemos escrever a equagao tipo-Schrédinger como:
—&"(2) + U(2)é(z) = wé(2) (1.48)
onde o potencial U(z) é dado por:

U(x) =1 — 6sech?(x), (1.49)
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que é o conhecido potencial de Poschl-Teller modificado (Veja anexo A.2 e referéncias

[27,28]). E possivel encontrar o modo zero da equacio (1.48) como:

&(x) = \/gtanh(x)sech(x) : (1.50)

A figura 1.4 mostra qual é o comportamento do potencial (1.49) e do modo zero (1.50).

Vemos que o modo zero possui um né em x =0, o que assegura a presenca de ao menos um

Figura 1.4: Potencial de Péschl-Teller modificado (1.49) representado pela linha s6lida e modo
zero (1.50) representado pela linha tracejada.

estado ligado com autovalor negativo (Veja [29]). No entanto, como foi dito no final da
segao 1.1.2 para que a solugao lump seja estavel, todos os estados ligados em (1.48) devem

ter autovalor positivo, logo, podemos assim concluir que a solugao tipo lump & instavel.

1.2.2 Defeitos tipo kink para o potencial ¢*

Um modelo simples que envolve campos escalares e que apresenta a formacao e estru-
turas estaveis é discutida a seguir. A teoria abordada tém como implicacao a formacao de
estruturas do tipo defeitos topologicos que sao de grande interesse em diversas areas da
fisica como em matéria condensada [30] e cosmologia [31]. Uma teoria que suporta este
tipo de estrutura é descrita pelo seguinte potencial

Vig)=5(1-¢")". (1.51)

N | —

que esté representado na figura 1.5. Este potencial possui um ponto de maximo em ¢=0
e dois minimos degenerados em ¢* = 1. Vemos também que o potencial ndo possui

nenhuma regiao com V <0, este fato nos permitira obter um superpotencial.

Usando (1.33) a equagdo de movimento para campos estaticos e unidimensionais torna-

se:

¢//+2¢ (1 - ¢2> = 07
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.0t ‘ ‘ \ \ \
-15 -10 -05 00 0.5 1.0 15

Figura 1.5: Potencial que suporta solucoes tipo kink plotado a partir da equagao (1.51).

e a equacao de primeiro ordem é:

¢ =1-—¢° (1.52)
A equacao (1.52) pode ser facilmente resolvida nos levando as solugoes:
¢(x) = £ tanh(z), (1.53)

que estao representadas na figura 1.6a, onde a solucao positiva é representada pela linha
solida e a negativa pela linha tracejada. E possivel notar algumas caracteristicas impor-
tantes desse tipo de solu¢do. A primeira é que ¢(x—00) # ¢(r——00). Solugdes com
esse comportamento, isto e, que vao para valores diferentes do campo assintoticamente,
sao chamadas de solu¢bes kink. A solugao negativa é o antikink (reflexdo do kink em
relagao ao eixo x). A segunda caracteristica estd no fato de que ¢(z—+o0) — ¢*, ou
seja, as solucoes conectam os minimos ¢ ==+1 do potencial da figura 1.5. Dizemos que
a solucao kink conecta os minimos ¢+ — ¢, enquanto que a antikink faz o percurso de
volta ¢~ — ™.

Solugoes tipo kink possuem caga topologica nao nula ja que ¢t #¢~. Podemos mostrar
que a carga topolégica do kink é Q7 =-+1, enquanto que o antikink tem caraga topoldgica
QT = —1. Por isso, solucoes de defeito com esse comportamento sao ditos topologicos.

Além disso, a densidade de energia da solucao kink pode ser escrita como:
p(x) = sech*(x), (1.54)

que é mostrada em 1.6b. Notamos que a densidade de energia é concentrada no ponto

x =0 e vai a zero quando x — F0oc.

E interessante neste ponto introduzir a funcdo superpotencial. Para tal utilizaremos

a equacao (1.36) juntamente com (1.51) para escrever o superpotencial na forma:

W(g)=¢— %df’. (1.55)
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0.0
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-1.0k | Dttt

(a)
Figura 1.6: (a) Grafico da solucao kink (linha solida) e anti-kink (linha tracejada) e (b) densidade
de energia (1.54).

Com isso, a energia da solucao kink pode ser facilmente obtida pela equagao (1.39). Mais

precisamente temos que,

E=|W(¢") - W($ )| =+

Vemos que a energia da solucao foi obtida com o auxilio do superpotencial apenas co-
nhecendo o comportamento da solucao nos extremos. Este fato é de grande valia em
muitos problemas onde nao conhecemos precisamento a solucao mas apenas seus valores

assintoticos.

Por fim, iremos investigar a estabilidade do modelo. J& vimos que, diferente das
solugoes tipo lump da secao anterior, solugoes kink devem ser estaveis pelo argumento da

topologia, visto que sua carga topologica é diferente de zero.

Como de costume podemos também obter a equacdo tipo-Schrodinger (1.40) com o

potencial quantico U(z) sendo agora dado por:
U(x) = 4 — 6 sech?(z). (1.56)

No entanto, diferente do potencial (1.49) para a solugao lump, neste caso o potencial de

Poschl-Teller modificado permite apenas a existéncia de estados ligados com autovalor
positivo. Além disso, o modo zero deste modelo é escrito como:

3

£o(x) = gseChQ(x). (1.57)

A figura 1.7 mostra o comportamento do potencial (1.56) e também do modo zero

(1.57). Vemos que o modo zero nao possui nés, logo, qualquer outro estado ligado que

exista dever ter obrigatoriamente energia positiva, e isso garante que essas solugoes sejam

estéveis.
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Figura 1.7: Potencial de Posh-Teller modificado (1.56) (linha solida) e modo zero (1.57) (trace-
jado).

1.2.3 Defeitos tipo kink para o potencial seno-Gordon

Outro modelo de interesse fisico que possibilita estruturas tipo kink e obtido pelo

potencial seno-Gordon [32], que pode ser escrito como:

V(¢) = 5 cos*(¢), (1.58)

e que é mostrado na figura 1.8. Vemos que diferente do modelo anterior o potencial

05F
ol
03
02 -

01f-

0.0t % . ? ? ) ’
-3r/2 -nx« —n/2 0 /2 n 3n/2

Figura 1.8: Potencial seno-Gordon (1.58).

seno-Gordom apresenta varios minimos degenerados em ¢= +(2n — 1)7/2, com n sendo
um numero inteiro. Este fato permite a existéncia de varias regides que possibilitam
a formacao de defeitos topologicos, sendo cada regiao entre dois minimos do potencial

conectado por um defeito.

A equacao de movimento para solucao estatica é:

@" + cos(¢) sin(¢) = 0.

Podemos também obter a equagao de primeira ordem como:

¢ = cos®(¢), (1.59)
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que tem solucao dada por:
¢(z) = + arcsin [tanh(z)] . (1.60)

O grafico 1.9a mostra o perfil da solu¢ao (1.60). Vemos que a solugao se comporta

assintoticamente como ¢(z — +00) — +m/2. Novamente temos solugbes topologicas ja

que Qr # 0.

e S >
A 2 b
o5 N
0.0

s

R b Ak B Nodo e

s S

(a) (b)
Figura 1.9: (a) Solugao tipo kink (1.60) e (b) densidade de energia (1.62) do modelo seno-
Gordon.

Como o potencial (1.58) é positivo podemos também escrever o superpotencial. Usando
a equagao (1.35) temos que:

W (¢) = sin(¢) . (1.61)

Desta equacao podemos encontrar a energia como:

E=|W(rn/2) - W (—n/2)| = 2.

Por outro lado, a densidade de energia torna-se:
p(x) = sech®(z). (1.62)

O grafico 1.9b mostrada o comportamento da densidade de energia, como era de se esperar

a densidade de energia tém um comportamento semelhante a obtida na se¢ao anterior.

Para concluir, podemos também escrever uma equacgao tipo-Schrodinger que governa

a estabilidade idéntica a equagao (1.40), mas com potencial dado por:
U(x) =1 — 2sech?(x). (1.63)

Onde modo zero é agora,

So(z) = %ﬁsech(x) : (1.64)

No grafico 1.10 mostramos o comportamento do potencial (1.63) junto com o modo
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zero (1.64). Vemos que o modo zero nao possui nos, logo o modo zero é o estado de menor

energia, o que nos diz que a teoria é estavel.

1.0

0.5

0.0

-o5f s i AR

-10L, ‘ ‘ ‘
-4 -2 0 2 4

Figura 1.10: Potencial (1.63) que governa a estabilidade no modelo seno-Gordon (linha solida)
e modo zero (1.64) (linha tracejada).

Percebemos com isso que, tanto o modelo definido pelo potencial (1.51) quanto o sino-
Gordon dado pelo potencial (1.58), sdo modelos possiveis que permitem a construcao de

solucoes de defeitos topologicos estaveis.

1.3 Aplicacao 2: Dinamica padrao em modelos de dois

campos

Como tultimo exemplo deste capitulo iremos considerar um modelo com dinamica pa-
drao envolvendo dois campos escalares reais ¢ e y. Uma descricao mais detalhada do que

serd abordado nesta se¢do pode ser obtida nas referencias [33-35].

E conveniente quando lidamos com modelos de mais de um campo definir as quanti-
dades fisicas relevantes em termos do superpotencial W em vez do potencial. Seguindo

essa linha iremos considerar a seguinte teoria:
L=Xn+ X —V(dX), (1.65)

que é a teoria com dinamica padrao para modelos de dois campos. Note que esta teoria
nao possui termos cruzados na derivada dos campos, tais como ¢'x’, ja que os invariantes

X11 e X9 sao definidos como:

1 1
X = B Rolee € Xop = 2 X0 X -

Além disso, iremos assumir que o potencial seja escrito na forma

1 1
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com W sendo o ja conhecido superpotencial. Com isso, podemos escrever as equagcoes de

movimento para 0s campos ¢ e Y como:

¢" = WyWas + W, W,y , (1.67a)
X' = WeWo + W\ Wy . (1.67b)

Por outro lado, da defini¢ao (1.12) podemos também escrever a derivada dos campos

como:

¢/ = W¢<¢7 X) € X/ = WX(¢7 X) .

Neste ponto iremos fazer uma importante escolha. Iremos assumir que os campos
possuem uma dependéncia funcional entre si, ou seja, vamos supor que o campo ¢ é
uma func¢do do campo x na forma ¢ = f(x). Isso nos permite escrever as duas relacoes

anteriores como uma tinica equacao na forma

d %%
o _ W (1.68)
dx W,
Se pudermos resolver a relacao (1.68) de modo a encontrar qual é a funcao f que
relaciona o campo ¢ com o campo Y obteremos uma espécie de orbita no espago dos
campos (¢, ), ou seja, saberemos como o sistema evolui entre os minimos de energia.

Para demostrar este procedimento vamos assumir o especifico superpotencial:

W(6.0) = 6 - 36"~ rox (1.69)

onde r é uma constante real. Este é o conhecido modelo BNRT estudado em varios artigos

como por exemplo em [36—40|. Este modelo permite expressar o potencial como:

(1—¢°— 7")(2)2 + 2r2¢° 2. (1.70)

N | —

V(o x) =

Note que se r=0 reobtemos o potencial (1.51), neste sentido o BNRT é uma extensao do
potencial ¢*. Usando (1.69) nas equagoes (1.67) podemos obter as equagoes de primeira

ordem como:

¢ =1—¢* =1y, (1.71a)
X = —2rox. (1.71b)

Com isso, a equagao (1.68) torna-se:

dp — 1—¢> =1y

= T (1.72)
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A equagdo (1.72) pode ser resolvida de modo a obtermos a seguinte solugio geral

P =1+ X2+CX1/T, (1.73)

2r —1

onde ¢ é uma constante de integracdo. A equagao (1.73) nos da uma familia de orbitas no
plano (¢, x) para cada escolha da constante c¢. Para concluir esta analise vamos escolher

duas orbitas particulares.

Orbita Linha Reta:

A orbita reta é obtida se assumirmos que y =0, com isso obtemos de (1.73) que ¢ ==+1.
Isso permite escrever um valor de vicuo no espago dos campos como, v* = (%1, 0), neste

ponto o potencial assume o valor V(v¥) = 0. Além disso, a equagdo (1.71a) torna-se:
¢ =1—¢%, (1.74)

cuja solucao geral é:
¢(z) = tanh(z). (1.75)

A orbita linha reta possibilita a formacao de estruturas de defeito tipo kink que conecta

os valores de vacuo v — v~ com energia BPS dada por |E|=4/3.

Orbita Eliptica:

O segundo exemplo é uma orbita eliptica obtida pela condigdo ¢ = 0 em (1.73). Desse

modo obtemos que

2 r 2
=1 ) 1.76
¢ 5 (1.76)
O estado de vacuo do potencial corresponde aos pontos ¢ = 0 e y = £v/—2+r~1.
Chamaremos esse novo conjunto de minimos do potencial de u®™ = (0, +v—2+ r—l).
Neste caso obtemos que: V(u®) = 2r2%. Por outro lado, substituindo (1.76) em (1.71a)
obtemos,

¢ =2r(1-¢%),

cuja solucao geral é:
¢(z) = tanh(2rz) . (1.77)

Outra vez obtemos uma solucao kink mas com espessura 2rz, diferente da encontrada em

(1.75). Usando novamente a equac¢ao (1.76) encontramos a solugao para y como:

1-2r
r

x(z) ==+ sech(2rx), (1.78)
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onde devemos impor que r esteja no intervalo aberto 0 < r < 1/2 para que x(x) seja
um campo real. A figura 1.11a mostra todos os pontos de vacuo do potencial dado pela
equagao (1.70). Verificamos a presenca de seis possiveis setores topologicos, ou seja, setores
que conectam dois minimos do potencial. No entanto, nem todos os setores sao BPS. O
quadro 1.11b mostra a energia de cada um dos setores. Vemos que o setor u™ < u~
tem energia nula sendo assim nao fisico (instaveis). Além disso, a orbita linha reta pode
conectar apenas os setores vt <+ v™, enquanto que a orbita eliptica pode conectar qualquer

dos setores.

X
out Setor Topolégico | Energia
vt — U |E| =2/3
v vt vt —vT |E| =4/3
¢ * vt —u” |E| =2/3
ut — v~ |E| =2/3
U ut — u” |E| =0
v U |E| =2/3

(a) (b)
Figura 1.11: (a) Setores topoldgicos no espaco dos campos e (b) Energia correspondente a cada
setor.

A equagao para a estabilidade linear torna-se bem mais complexa, pois envolve uma

mistura dos campos ¢ e x para cada autovalor &. A equacao tipo-Schrédinger pode agora

&) L Ve Vix G _ 2 & | (1.79)
é’ V¢x Vxx & 13

ser escrita como:

onde,
Vg = —2+6¢° + 2r(1 + 2r)x?, (1.80a)
Vi = 4r(1+2r)py, (1.80b)
Vix = —2r +6r* +2r(1 + 2r)¢°. (1.80c)

Neste caso, o potencial tipo-Schrodinger é uma matriz 2 X 2, o que torna a andlise da

estabilidade bem mais dificil de ser realizada.

Em particular, para a orbita eliptica, obtemos que,

V) = 4—4(1+2r?)S? 4y/1—2r(142r) tanh(2rz)S (1.81)
(@) = 4y/1=2r(1+2r) tanh(2rx)S 1072 —2r(1+2r)S? ’ '

onde S = sech(2rx).



Capitulo 2

K-DEFEITOS E MODELOS GEMEOS

Modelos com dinamica nao padrao tém recebido uma aprecidvel atencao nos tltimos
anos, pois fornecem um mecanismo viavel para explicar a expansao acelerada do universo.
Os chamados k-campos foram primeiro introduzidos no contexto de inflacao do universo
[41], onde a letra k deriva da palavra “cinética” em inglés (kinetics). Em geral, o termo
“dinamica nao padrao” é empregado a qualquer teoria que apresenta ordens superiores em
poténcia no invariante X, tais como, X2, v1—X, ou termos de mistura entre o campo
e sua derivada como, ¢X. Além disso, quando estas teorias apresentam formacao de

estruturas de defeito sdo também chamadas de k-defeitos [42].

A seguir iremos utilizar o formalismo desenvolvido no capitulo anterior para estudar al-
guns modelos com dinamica modificada. Este capitulo esté organizado da seguinte forma.
Na primeira secao introduziremos as mudangas na dinamica da teoria por uma maneira
perturbativa, isto é, acrescentaremos pequenas correcoes a teoria com dinamica padrao
(1.32) e em seguida abordaremos alguns modelos especificos. Na segunda se¢ao faremos
um estudo exato de k-defeitos tendo como modelo de partida uma teoria que ja apresenta
altas ordens nas derivadas dos campos. Por fim, finalizaremos o capitulo estudando uma
caracteristica importante verificada em alguns modelos com dinamica modificada que é
a caracteristica fwin (gémeo). Esta caracteristica é empregada a quaisquer dois modelos

distintos, mas que apresentarem as mesmas solucoes e a mesma densidade de energia.

2.1 Método Perturbativo

Uma interessante maneira de se estudar k-defeitos ¢ apresentado em [43]. La os autores

propoem que a modificacao na dinamica é feita de uma maneira perturbativa, ou seja,

26
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assumi-se que a densidade lagrangiana é escrita na forma:
L=X-V+aF(X,¢), (2.1)

onde o é um parametro real pequeno e F(X,¢) é uma fun¢do do campo ¢ e de sua
derivada. Vemos que se =0 reobtemos a teoria com dinamica padrao estudada na secao
1.2.

E importante ressaltar que se F' depende apenas do campo ¢ nao temos a formacao de
k-defeitos, pois a letra “k”, como dissemos, indica uma mudanc¢a na dinamica da teoria.

No entanto, por completeza, também iremos analisar este caso.

Para a teoria (2.1) a equacao de movimento (1.3) pode ser escrita como:
8M8u¢ + V¢ = F¢ — 0ﬂ (FX6“¢) s (22)

onde, como de costume, definimos as derivadas na forma: F, = 0F/0¢, Fx = 0F/0X,

etc.

De maneira usual se estamos considerando apenas solucoes estaticas unidimensionais

¢»=0¢(z), a equagdo de movimento torna-se:
"+ V= [Fy + (Fx'Y] (23)

onde o “’” denota a derivada com relacao a x. Além disso, podemos escrever a equacao

de primeira ordem (1.6) como:

%w —Vta(Fyd?+F) =0, (2.4)

onde usamos a constante C' igual a zero para que a teoria tenha energia finita.

O tensor energia momento (1.7) para solugoes estéticas pode ser escrito como:

T = ,60,0 + (30 4 V) + o Fx,00,6 ~ ). (23)

com componentes nao nulas sendo dadas por:

1

TUO = §¢/2 +V — C(F, (26&)
1

Ty = §¢'2 —V+a(Fx¢”+F). (2.6b)

A ideia chave deste formalismo é considerar que a solu¢ao ¢(z) possa ser escrita na
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forma:

¢(z) = ¢(z) + a ga(z), (2.7)

onde ¢, é uma fungao a ser determinada e ¢(z) é a solugdo da teoria com dinamica padrao

(a=0) que ja foi estudada na secao 1.2 e que obedece as seguintes equagoes,

/= V¢‘¢:¢~> e ¢/2 = 2V|¢:g;. (2.8)
Se « é pequeno podemos usar (2.7) para obter a expansao do potencial como:

- ~ a? a’ .
V(6 +ada) = V(9) + adaVslys + 5 0aVoolomg + 5 0aVissloms + - (2.9)
Com isso, a equagao de movimento (2.3) torna-se:
—¢" — Al + Vglyog + 0PaVagly_g + -+ = a[Fy + (Fxd)' ]| s + - -

onde desconsideramos neste expansao termos de ordem superior em «. Além disso, se

usarmos as equagoes (2.8), podemos escrever a equac¢ao de movimento como:

—ng + %VM = FJ) + (Fng/)/, (2.10)

onde omitimos a notagao “| s—¢ Dbara indicar que a solucao esta sendo calculada em ¢.
Fazendo o mesmo procedimento para a equagdo de primeira ordem (2.4), encontramos

que:

g — Vs %_F—2)~(F)~(.
VY V2V

Esta equacao pode ser integrada permitindo escrever a seguinte solucao geral,
- 1 [ F-2XFy
/ X
Ll b O ) ’
¢ (x) (c + 5 / < s

onde ¢ é uma constante de integracao que pode ser eliminada pela constante que vem

(2.11)

¢a(z)

da integral no ultimo termo (isso pode ser feito, pois a constante fornece apenas uma

translacao na solugdo). Com isso, podemos escrever a solugao completa (2.7) como:
a -, T (F
o(x) = o(x) + = ¢'(x) — —2F | dx. (2.12)
2 0o \ X

A densidade de energia também pode ser expandida em série usando (2.7). Para isso
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usaremos a equacao (2.6a) para obter que
1 72 7 T gt 7
pla) = 50" +V(0) + (g}, + Vs(d)oa— F) +---

Portanto, usando as equagoes (2.8) para a solu¢ao nao perturbada obtemos a densidade

de energia como:

p(z) = ¢” —aF + a(¢'¢a) . (2.13)

Além disso, a energia também pode ser encontrada na forma:

:/_Zda:qg&—a/_zle%—a/_mM <¢/ja) +

no entanto, é requerida que a solugao gg(x) obedeca as caracteristicas de uma solucao de
defeito, isto é, é(x—> —00) # (5(3:—>oo) e ¢ = 0 quando z — +o0o0. Com isso, o ultimo

termo da expressao anterior nao contribui para a energia. Logo, obtemos simplesmente
E=FEy— a/ dz F(¢,X), (2.14)

onde Fj é a energia da solugao nao perturbada (1.39). Vemos que a corregdo em primeira,

ordem para a energia s6 depende da solugao nao perturbada (;NS

Para concluir ¢ necessario estudar o comportamento da estabilidade linear dessa teoria.
Para isso usaremos o procedimento desenvolvido na secao 1.1.2. Mas precisamente da

equacao (1.29) obtemos a equacao de autovalor como:

d*u 9
—@-FU() = wu,

onde devemos assumir a seguinte mudanca de variavel,
u(z) = [1+%(FX+XFXX>}5(5C) e dz= (1—04)2'FXX>d:c.

Para encontrar o potencial quantico (1.30) devemos notar que:

1 -
/AEX:1+§Q<FX+XFXX)+'” (2.15a)
1 1 5
\/m—l_§@<FX+XFXX>+"' (2.15b)
Lo
o = VeitaViia - o(VagFy + Fig) + -+ (2.15¢)
1 -
Y. :—1—|—a<FX—|—XFXX>+"' (2.15d)
'
Lxg
= aFgs+ (2.15¢)
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Assim, usando as equagoes (2.15) e a relagdo para a mudanca de coordenada de = para

z, o potencial quantico U obtido de (1.30) pode ser escrito como:
U(z) = Vi + ala(z2), (2.16)
onde,

- (FX(;)\/ZV)Z — FgVis— Fip +

Nesta equacio temos que ¢ = (5(,2)

Para ilustrar este formalismo o restante desta secao sera dedicada ao estudo de alguns
exemplos especificos para a fun¢ido F(X, ¢) e para o potencial V(¢). Iremos considerar
duas situacoes. A primeira quando F' depende apenas do campo gE e a segunda quando F
depende apenas da derivada do campo ¢'. Em ambos os casos iremos buscar por solucoes
para potenciais da forma ¢* introduzido em (1.51) e sino-Gordon introduzidos (1.58). O
caso geral onde a fungao F' depende tanto do campo qg como de sua derivada (/5’ nao sera
abordado nesta tese, mas pode ser encontrado na referencia [43]. Para essa teria o modo

zero pode ser escrito como:
~ a ~ dao ~
to(=) = o + g (Fx+ XFyx) + a2 [ d=XFyy (2.17)
z

onde g é o modo zero do modelo com dinamica padrao.

Na teoria com dindmica padrao, o potencial quantico analogo tem o modo zero pro-
porcional & derivada da solucao estatica e como este ¢ também o estado fundamental
temos assegurada a estabilidade da estrutura de defeitos. No entanto, para o modelo

generalizado devemos calcular as correcoes na energia do modo zero, isto ¢,

wo = oz/OO dz Uy (2) tg(2) . (2.18)

—00

Concluimos que quando wy > 0 as solugoes estaticas do modelo com dinamica generalizada

sao estaveis, o que sempre pode ser feito pela escolha adequada do sinal de a.

2.1.1 Primeiro Caso: F = F(¢)

Como dissemos, a primeira situacao que iremos abordar é o caso onde a funcao F

depende apenas do campo ¢. Por simplicidade iremos considerar uma dependéncia na
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forma:
F(¢) = 2v8V3/2, (2.19)

isso faz com que a teoria (2.1) seja uma teoria efetiva, com potencial efetivo dado por:

V(g) =V —2aV8V*2. (2.20)

O motivo da escolha da relagdo (2.19) ¢ simples. Com esta escolha a integral na

equagao (2.12) pode ser facilmente calculada de modo que obtemos a solu¢do como:

6lx) = d(z) — 20 G2)'(x). (2.21)

Além disso, a densidade de energia (2.13) e e energia (2.14) podem se escritas respec-

tivamente como:

p(@) = 9*(2) — 40 §/(2) [0*(2) + H(2)3"(2)] (2.22)

E=E,—2a /OO B (z) da . (2.23)

Por fim, o potencial quantico que governa a estabilidade pode ser escrito como:

V242UV, 4d
o é ¢6 - do

O modelo (2.9) ndo provoca alteracoes na energia do modo zero. Portanto se a teoria
de defeito inicial para o = 0 for estavel a teoria generalizada com a # 0 também sera.
Temos assim todas as caracteristicas importantes na descricao do nosso modelo faltando

apenas especificar o potencial V(¢) que sera feito nos exemplos a seguir.

Exemplo 1:

Como primeiro exemplo especifico vamos assumir que V' seja o potencial polinomial

abordado na secao 1.2.2, ou seja:

V(g) == (1—¢%)".

N | —

Se @ = 0 este potencial nos leva a soluces estaticas na forma: ¢(z)=tanh(z).

Com isso, podemos escrever o potencial efetivo (2.18) e a solucgao geral (2.19), respec-

tivamente, como:

(1-¢%)° =20 (1-¢°)°, (2.25)

DN | —

V(g) =



CAPITULO 2. K-DEFEITOS E MODELOS GEMEOS 32

¢(z) = tanh(z) [1 — 2a sech®(z)] . (2.26)

Vemos pela equagao (2.25) que se a < 0 o potencial efetivo vai assintoticamente para
—o0. Por outro lado, de @ > 0 o potencial efetivo é positivo sempre. O grafico 2.1a
mostra o comportamento do potencial (2.25) e o gréafico 2.1b mostra o comportamento da

solugdo (2.26), ambos plotados para os mesmo valores do parametro . O valor de a=0

12 1.0f |
\ JSF
y
10y, | | | 7 | |
| 05F--r------- T
08 | | : /// I I |
0.6 0.0 ‘
L4
0.4 | | L | | |
—05F ey [E—
lv,
0.0f, | 10t

(b)
Figura 2.1: (a) Potencial (2.25) e (b) solugao tipo kink (2.26) obtidas por método perturbativo
e plotados para =0 (linha solida), «=0.075 (linha tracejada), «=0.15 (linha trago-ponto).

estd representado pela linha continua, a=0.075 pela linha tracejada, «=0.15 pela linha
trago-ponto. Vemos que a solugao obtido em (2.26) possui os mesmos valores assintoticos
da solugdo ndo perturbada, ou seja, ¢(z — +oo) = qg(x — +00). Isso faz com que os
minimos do potencial também nao se alterem, no entanto, o ponto de maximo em ¢ =0

¢ deslocado de AVipax =—2a.

Obtemos também a densidade de energia (2.22) como:
p(z) = sech(z) + 4o [2 sech*(z) — 3 sech’(z)] . (2.27)

A figura 2.2a mostra o comportamento da densidade de energia para alguns valores de a.
A linha continua correspondo ao caso onde a=0. Vemos que a densidade de energia tem
um ponto de inflexdo em a =1/10. Este é um novo resultado chamado de split e sera

melhor abordado quando estudarmos modelos de Mundo brana.

A energia da solucao estatica é agora dada por:

4 32«
EF=—-—— 2.28
LR (2.28)

logo, se a>0 e energia do defeito é menor que no caso a=0. Para concluir este exemplo

podemos escrever o potencial quantico (2.24) como:

U(z) = 4 — 6sech’(z) — 12a [2 sech®(z) — 3 sech*(z)] . (2.29)
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Figura 2.2: Densidade de energia (a) e potencial quantico (b) obtidas por método perturbativo
e plotados a=0 (linha solida), «=0.075 (linha tracejada), «=0.15 (linha traco-ponto).

Na figura 2.2b mostramos o comportamento do potencial quantico para alguns valores de
«. Notamos que o minimo do potencial quantico é deslocado de um valor AU, =12«

em relacdo ao minimo com a=0.

Exemplo 2:

Para o segundo exemplo vamos considerar o potencial sino-Gordon (1.58), ou seja,

que permite solucio estatica nao perturbada na forma: ¢(z)=arcsin[tanh(z)]. Com isso,

o potencial efetivo (2.20) e a solugao geral (2.21) tornam-se:

V() = = cos?*(¢) — 2a cos®(¢), (2.30)

¢(z) = arcsin[tanh(z)] [1 — 2« sech(z)] . (2.31)

Os gréficos 2.3a e 2.3b mostram respectivamente o comportamento do potencial efetivo
(2.30) e da solucdo kink (2.31). Note que o potencial seno-Gordon se transforma em um

duplo seno-Gordon, pois os maximos em ¢ = nm sao deslocados por um valor Vipax =
—2a(—1)".

Neste caso, a densidade de energia pode ser escrita como:
p(x) = sech?(x) — 4o sech?(z) [sech(x) — tanh(z) arcsin[tanh(z)]| , (2.32)

que tém comportamento mostrado na figura 2.4a. Note que novamente a densidade de
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Figura 2.3: Potencial (a) e solugdo tipo kink (b) para o modelo Sino-Gordon obtidas por método

perturbativo e plotados para a =0 (linha solida), @ =0.075 (linha tracejada), o = 0.15 (linha
trago-ponto).

energia possui um ponto de inflexdo para a=1/10. Além disso, a energia é dada por
E=2-ar, (2.33)

que novamente diminui em ralacao ao caso standard se assumirmos que a > 0.

1.0f
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0.6

0.4

0.2

Figura 2.4: Densidade de energia (a) e potencial quantico (b) obtidas por método perturbativo
e plotados para a=0 (linha solida), «=0.075 (linha tracejada), a=0.15 (linha trago-ponto).

O potencial quantico que governa a estabilidade pode ser escrito como:
U(z)=1—2sech?(z) —2asech(z) |6—9sech?(z) —4 tanh(z)sech(z) arcsin[tanh(z)]| , (2.34)

e é¢ mostrado no grafico 2.4b. Neste caso o minimo do potencial quantico é deslocado de

um valor AU, =6a.

2.1.2 Segundo Caso: F' = F(X)

Vamos abordar agora uma situacao mais interessante com F' sendo uma fun¢ao apenas

da derivada do campo escalar, ou seja, F'=F(X). Para isso escolheremos a seguinte forma
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funcional:

X
F(X)= E|2X|”‘1, (2.35)

onde n ¢ um nimero inteiro positivo. Esta é a maneira mais geral de se escrever a fungao
F. Além disso, vemos que para n =1 reobtemos a teoria com dindmica padrao a menos
de uma constante multiplicativa. O moddulo se justifica pois no caso de campos estaticos

X <0 e isso garantird que a densidade energia seja positiva definida.

Para encontrar a solu¢ao completa (2.12) devemos notar a seguinte identidade

F 2n—1
— —2Fy = —
e X

Por conseguinte para solucao estatica temos que [2X| = (;;’2, logo, a equagao anterior

torna-se: 7 5 )
— —2Fx = —"T_gg’%—z. (2.36)

Com isso, a equacao (2.12) pode ser escrita como:

o(x) = o(z) — Y2y (2.37)

Além disso, a densidade de energia (2.13) e a energia (2.14) tornam-se, respectiva-

mente,

plz) =" + %é’% +a(da) (2.38a)

E=E)+— / ¢ . (2.38b)
2n J_

Para obter o potencial quantico devemos notar que

F on?—dn+1
9Py £ 2X Fyx = M gt
X n

0 que permite escrever o potencial quantico que governa a estabilidade na seguinte forma,

=3 ()OS ) E e

onde U = V5 e nesta equagao b = o(2).

Percebemos também que este exemplo deve contribuir para a energia do modo zero.

Portanto devemos observar se esta contribuicao pode desestabilizar as solucoes. Para isso
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escreveremos 0 modo zero como:

uo(2) = ofz) + o (fl—‘ff“ao(z) +afn— 1)% / (2—?)2n2dz. (2.40)

Exemplo 1:

Vamos agora usar a forma especifica para os dois potenciais ja estudados: ¢* e sine-

Gordon. Para o potencial ¢* com solucio ¢ = tanh(z), a solucio geral (2.37) torna-se:

2n — 1

1 3
sech?(z) tanh(z) o F} (5, 3 —2n; X tanh2(x)> : (2.41)

¢(z) = tanh(z) — «

onde 5 F7 é a fungao hipergeométrica (Veja anexo A.3) que representa uma série polinomial

de grau 4n — 5 em tanh(z). Para n =1 e n = 2 temos, respectivamente, que

¢(r) = tanh(z) — %:p sech®(z) , (2.42a)

6(x) = tanh(z) — %O‘sechQ(x) tanh(z) (1 - %tanh2(a:)> | (2.42D)

As figuras 2.5a e 2.5b mostram o comportamento da solugao (2.41). Em 2.5a a solugao
foi plotada para o = 0.2 e n = 1,2,3,4. Notamos que a mudanca do parametro n nao
altera significativamente o comportamento da solucao. Ja na figura 2.5b mantemos n fixo
e variamos o parametro a. Neste caso observamos que a solucao é deslocada da solucao

padrao (a = 0).

10f ! ‘ 1.0F ;
| | /,‘_/,
| | o 7
05 777777777 :7777777777 77777:’ 77777777 0.5”””‘T 77777 : 77777 77{'/7—: 77777 : 777777
00 0.0
_o5f- - 3””7 ”””””L 77777777 _0_5,,,,,,L,,,,,i,;,/',/,,,,,,,j 77777 3 777777
| | A o
~10l; 1 3 ‘ ol
-4 -2 0 2 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
(a) (b)
Figura 2.5: (a) Grafico da solugdo (2.41) plotado com a=0.2 e n=1,2,3,4. (b) Grafico da
solucao (2.41), mas para n =2 com «a = —0.2 (linha tracejada), « =0 (linha solida) e o = 0.2
(linha-traco-ponto).
A densidade de energia (2.38a) pode ser escrita como:
n—1)a 2(2n - 1)«
pn(2) = sech®(z) — gsech‘*”(w) + usech”‘(m) X

n n

1 3
x tanh?(z) o F <§, 3—2m; 5; tanh2(x)) . (2.43)
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Para n =1 e n = 2 obtemos respectivamente

p1(x) = sech4(x)<1 +2a tanh(x)) : (2.44a)

pa(z) = sech®(x) 4 a sech?(x) (2 — sech?(z) — gsech4(x)> : (2.44b)

Além disso, a energia (2.38b) é obtida como:

4 I'2
B, -4 oy TCn) (2.45)
3" on T (2n+1/2)
que nos permite escrever para n = 1 e n = 2, respectivamente, £, = 4/3 + 2a/3 e

Ey = 4/3 + 8/35.

1.0f
0.8f
0.6f
o.4f

0.2}

Figura 2.6: (a) Grafico da densidade de energia para a=0.2 e n=1,2,3,4,5. (b) Densidade de
energia n=2, a=—0.2 (linha tracejada), «=0 (linha solida) e «=0.2 (linha-traco-ponto).

As figuras 2.6a e 2.6b mostram o comportamento da densidade de energia (2.43). Na
figura 2.6a a densidade de energia foi plotada para a=0.2 e n=1,2,3,4,5. Note que para

n > ng, onde

1—a+v1—2a+ 502
Ng = )
2a
o centro da densidade de energia deixa de ser um ponto de maximo e passa a ser um
ponto de minimo. Para a=0.2 isso ocorre quando n, = 4.2. Na figura 2.6b a densidade
de energia foi plotada para alguns valores de o, com n=2, em contraste com a densidade

de energia padrao («=0) que é sempre mostrada pela linha solida.

O potencial quantico (2.39) torna-se:

Un(2) = 4—6sech?(2)+2a [4n(n —1)*=2+4(3—3n+7n"—4n") seChQ(z)] sech® ™ (2) +

2n% —4n+1 1 3
+ 604&3%112@) tanh®(z) o F} (5, 3 — 2n; Y tanhz(z)) (2.46)

n
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Paran =1 e n = 2 temos respectivamente que

Uy (2) = 4—6sech?(z) - 2a [2 — 3sech?(2) (1 —  tanh(z)) ] (2.47a)

Us(2) = 4—6sech?(2)+a sech?(z) [2 + 11sech®(z) — 15sech4(z)] (2.47Db)

Além disso, o0 modo zero pode ser escrito como:

V3 any/3

ug(z) = 7sech2(z) +

sech®™2(2) — v3a(n — 1)sech?(z) x

4
1 3
x tanh?(2) o F} (5, 3 —2n; 5 1-— sech2(z)). (2.48)

Para qualquer n e o teremos que wy = 0, ou seja, as solugoes sao sempre estaveis.
A figura 2.5a mostra o comportamento do potencial quantico (2.46) para a =0.2 ¢ n =
1,2,3,4. Notamos que o minimo do potencial quantico é deslocado de AU, = —a(n? —
n—1). A figura 2.5b mostra o potencial quantico para n=3 e «=—0.2 (linha tracejada),

a=0 (linha solida) e =0.2 (linha-trago-ponto).

Figura 2.7: Gréfico do potencial quantico (2.46) para o =0.2 e n =1,2,3,4. (b) Potencial
quantico para n =3 e o = —0.2 (linha tracejada), o =0 (linha solida) e a = 0.2 (linha-traco-
ponto).

Exemplo 2:

Vamos agora refazer toda a anéalise anterior para o potencial seno-Gordon, cuja solugao
nao perturbada é dada por ¢(z) = arcsin[tanh(z)]. O primeiro resultado que podemos

verificar é que a solugao referente a equagao (2.37) torna-se:

2n—
n

1 1
sech(x) tanh(z) o F} (—, 2 —n; §; tanhg(x)) (2.49)

¢(r)=arcsin[tanh(z)] — « 5 5
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Especificamente para n = 1 e n = 2 temos, respectivamente, que:

¢(r) = arcsin[tanh(x)] — % x sech(z), (2.50a)

¢(z) = arcsin[tanh(x)] — %Tasech(x) tanh(x) . (2.50b)

Além disso, a densidade de energia e a energia sao obtidas, respectivamente, por:

(n—1)a (2n—1)a

pn(z) = sech?(z) — sech® (z)+ - sech?(r) x
n
1 3
x tanh?(x) 2F1<§, 2—n; §;tanh2(a:)) , (2.51)

ay/m T(n)
2n T'(n+1/2)°

E,=2+ (2.52)

Especificando a energia para n = 1 e n = 2 obtemos E; =2+a e Ey =24+a/3. O
grafico 2.8 mostra o comportamento da densidade de energia (2.51) para alguns valores
dos parametros a e n. Vemos novamente que existe uma regiao de parametros onde a
densidade de energia comeca a sofrer um split. Pode-se mostrar que a relagao entre a e

n onde a densidade de energia (2.51) sofre split sdo os mesmos obtidos para a equagao
(2.43).

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

00— . ..

Figura 2.8: (a) Grafico da densidade de energia para o = 0.1 e n=1,5,10,15. (b) Densidade de
energia para n=2 e a=—0.1 (linha tracejada), =0 (linha solida) e a=0.1 (linha-trago-ponto).

Para concluir esta secao, escrevemos o potencial quantico como:

Upn(z) = 1—2sech?(z)+asech® 2(2) [2713 —4n®+2n—1—2(2n°—3n*+n—1) sech2(z)] +

4n? — 2 1 3
+ &Msech2(2) tanh®(z) o F} <§,Z—n; E;tanh2(2)> : (2.53)
n
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Para n =1 e n = 2 temos, respectivamente, que:

Ui(2)=1-2 sechz(z)—oz(l — sech?(2) (1 — 2 tanh(z))> , (2.54a)

Us(2) = 1—2 sech?(z)+a sech?(z) (4 - 1lsech2(z)> : (2.54b)

onde novamente obtemos que wy = 0, ou seja, o termo relativo a equacao (2.35) nao

N Lo 10f
N 7 05
| A1
WS-,
“2F NN 0.0
I v\ /o I
v N |
i | -05
\ | |
_6 777777777777777 Vo
, |
\ , ! -1.0
| ' / |
-10F - 3 ,,,,,,, \,\f,,,,,,,i ,,,,,,,,, -15
-2 -1 0 1 2 -4 -2 0 2 4
(a) (b)

Figura 2.9: (a) Grafico do potencial quéintico (2.53) para a=0.1 e n=1,2,3,4. (b) Potencial
quéantico paran=2 e a=—0.1 (linha tracejada), =0 (linha solida) e «=0.1 (linha-trago-ponto).

contribui para a energia do modo zero, portanto o conjunto de solugao (2.49) é sempre
estavel. O grafico 2.9 mostra o comportamento do potencial quantico (2.53) para alguns
valores de a e n. Em 2.7a mantemos « constante e variamos n e em 2.7b mantemos n

constante e variamos «.

2.2 Método Exato

Tendo em mente a ideia de teorias com dinamica modificada apresentada anteriormente
iremos introduzir nesta secao novas teorias de campos escalares que apresenta estruturas
tipo kink, mas diferente do que foi feito na secao anterior, iremos partir de uma teoria
com dinamica nao padrao. Ou seja, iremos obter defeitos topologicos de forma analitica

e exata.

2.2.1 Kink em teorias com dindmica modificada
Como primeiro modelo vamos considerar a seguinte lagrangiana
X
L= )X = Vi(g), (2.55)
n

onde n é um nimero real. Vemos que se n=1 reobtemos a teoria com dindmica padrao

(1.32). Por simplicidade iremos assumir que esta teoria tenha as mesmas solugoes do
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modelo especifico (1.51), ou seja queremos obter solugbes na forma ¢(z)=tanh(x), para

isso devemos assumir que o potencial V(¢) seja escrito como:

2n—1
2n

2n
V(g) = (1—¢%)". (2.56)
A figura 2.8a mostra o comportamento do potencial (2.56) para n=1 (linha sélida),
n = 2 (tracejado) e n = 3 (trago-ponto). Note que os minimos do potencial ndo sao

modificados e permanecem em ¢t = +1.

Figura 2.10: Potencial (a) e densidade de energia (b) plotados para n=1 (linha solida) , n=2
(linha tracejada) e n=3 (linha trago-ponto).

Usando (1.3) a equagdo de movimento pode ser escrita como:
27719, (| X" 19r¢) —2(2n — 1) (1 - ¢?)™" ' =0,
e para solucoes estaticas unidimensionais temos que,
#2220 (1— %) = 0. (2.57)

A equacao (2.57) pode ser integrada uma vez permitindo obter a mesma equagao de

primeira ordem (1.52), isto é:
¢ =1—¢%, (2.58)

que tem, como esperado, a solucdo estética (1.53). No entanto, a densidade de energia é
modificada para
p(x) = sech®(x), (2.59)

ou seja, é elevada a um fator n em relagao a (1.54). A figura 2.7b mostra o comportamento
da densidade de energia (2.59) para n=1 (linha solida), n =2 (linha tracejada) e n=3
(linha traco-ponto). A medida que n cresce a densidade de energia se concentra em torno

da origem (x = 0). Para este modelo o superpotencial deve ser escrito na seguinte forma
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geral:

W9) = 6281 (5, ~20+ 1 5:67) (2.60)

ou seja, em termos da funcao hipergeométrica. Como exemplo podemos escrever:

Wa(o) ==¢-—¢3+-§¢5—-%¢7, (2.61a)

Wy(d) = 6 26" +26° — ¢ + 26" — =g, (2.61b)

9 11

para n=2 e n =3 respectivamente. Com a defini¢do do superpotencial (2.60), podemos

obtemos a energia (1.15) como:

V() (2.62)

F(2n+3)

n

que nos da Fy=32/35 e F3=>512/693 para n=2 e n=23, respectivamente.

Vamos agora analisar a estabilidade linear. E novamente seguiremos o procedimento

apresentado na se¢ao 1.1.2. A equacao de autovalor (1.29) continua sendo valida, isto &,
—u,.(2) + U(2)u(z) = wu(z).
Neste caso o potencial quantico torna-se:
U(z) = 2n(2n—1)U,(2), (2.63)

onde U, (z) = 2n—(2n+1)sech” (v2n—1 z). Que novamente ¢ o potencial de Péschl-Teller

Figura 2.11: Potencial de Poschl-Teller modificado (2.63) para n=2 (linha s6lida), n=3 (linha
tracejada) e n=4 (linha trago-ponto).

modificado assim como em (1.56). Porém, neste caso o potencial suporta o modo zero e
outros 2n— 1 estados ligados com energia £y, = (2n—1)k(4dn—k), parak = 0,1,...,2n—1.
Todos os outros autoestados com energia Ej, > 4n? sdo estados espalhados. A figura 2.11
mostra o comportamento do potencial U,(z) para n = 2 (linha sélida), n = 3 (linha

tracejada) e n=4 (linha trago-ponto).



CAPITULO 2. K-DEFEITOS E MODELOS GEMEOS 43

2.2.2 Kink compacto

Uma caracteristica das solugbes tipo kink ou lump estudadas até aqui é que elas (as
solugbes) se estendem da regido em torno do defeito até o infinito, ou seja, o defeito,
apesar de ter uma largura caracteristica, deve existir em todo o espago. No entanto, nem
sempre isso acontece. Existem solucoes de defeitos topologicos que s existem em uma
determinada regiao do espago, tais solucoes sao chamadas de Kink compacto ou simples-
mente “compactons” [44-46]. Estas solugbes surgem naturalmente em véarios modelos com
dindmica nao padrao como por exemplo na densidade lagrangiana apresentada em (2.55)
com o potencial dado por

V(g) = 22;1 1—¢*". (2.64)

Este potencial ¢ mostrado na figura 2.12 para n =1 (linha solida) e n=2,3,4,5 (linha

tracejada). Note que para n = 1 o potencial apresenta pontos com descontinuidade na

derivada primeira.

Figura 2.12: Potencial (2.64) plotado para n=1 (linha sélida) e n=2,3,4,5 (linha tracejada).
A equacao de movimento estatica pode ser escrita como:
¢/2n72¢1/ + (b (1 o ¢2> |1 o ¢2‘n—2 =0.

Podemos assim obter a seguinte equacao de primeira ordem,

¢ =VI1-¢, (2.65)

que tem solucao dada por:

1 para r< -7,
¢(x) = ¢ sin(z) para —-F<a<7%, (2.66)
-1 para r> 7

Vemos que a solucdo muda seu comportamento apenas na regiao —=2 < z < Z. sendo
2 27

constante fora deste intervalo. O grafico 2.13a mostra o comportamento da solugao (2.66).
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Figura 2.13: (a) Comportamento da solucao compact (2.66). (b) Densidade de energia (2.67)
plotado para n =1 (linha solida) e n = 2,3,4,5 (linha tracejada)

Vemos que a solugao assume um valor assintotico constante ¢ =41 quando |z| >7/2. Além

disso, a densidade de energia pode ser escrita como:

0 para T < —3,
p(x) =4 cos™(x) para —F<a<7, (2.67)
0 para T > 7.

E possivel construir estruturas compactas para todos os valores de n. A densidade de
energia (2.67) é mostrada no grafico 2.13b e assume valor diferente de zero apenas no
intervalo —7/2 < x < 7/2. Isso nos diz que os aspectos fisicos sao relevantes apenas neste

regiao do espaco.

Neste caso o superpotencial deve ser escrito na forma,

0 que permite escrever,
Wi(p) = B) 11— ¢?| + % arcsin(¢) , (2.69a)
1 3
Wa($) = /|1 — 2| (g — Z¢2> + = arcsin(9) (2.69b)

para n=1 e n=2, respectivamente. Além disso, a energia é agora dada por

_ VAl(n+3)
E, = Tor (2.70)

Vemos que para n=1 e n=2, a energia torna-se: F1=m/2 e Fy=3m/4, respectivamente.

Para concluir, a estabilidade das solucoes pode ser obtida de forma idéntica ao que foi
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feito nas segOes anteriores. Isto é, podemos encontrar uma equagao de Schrédinger como:
—u,.(2) + U(2)u(z) = wu(z),
onde o potencial quantico pode ser escrito na forma:

™
oo para z < —3y,

U(z) =nX*S Uy(z) para — & <z< X, (2.71)

s
0O para 2z > gy.

onde U,(z) = —n+(n—1)sec’* (A\z) e A=+2n—1. Este ¢ o potencial de Pdschl-Teller
[27,28]. O fato interessante deste potencial é que ele apenas suporta estados ligados para

k=0,1,2,--- e os correspondentes autovalores sdo Ey=4(2n — 1)k(n + k). O potencial

100F -------- -
80 --------1- N .

60 |- N e

,,%/ﬁ 0 ﬂ/\)ﬁ
Figura 2.14: Potencial de Poschl-Teller (2.71) para n = 2.

Un(z) é mostrado no grafico 2.14 para n=2. Vemos que ele se comporta semelhante ao

poco de potencial estudado nos cursos de mecanica quantica.

2.2.3 k-defeitos em modelos de dois campos

Nesta secao iremos estudar uma teoria com dinamica generalizada que envolva dois
campos escalares reais ¢ e y semelhante ao que foi feito para a teoria com dinamica padrao

na secao 1.3. Para isso vamos considerar a seguinte densidade lagrangiana,
X _
L=—2X"" = V(¢ x), (2.72)
onde agora
1 1
X = 58,@8’% + 58,»(8“)(. (2.73)
Porém, iremos assumir que o potencial V' (¢, x) possa ser escrito como:

1
Vg, x) = §W£ +

1

JW' (2.74)
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Como foi feito na secao 1.3 é possivel encontrar uma equagao para a orbita dos cam-
pos no plano (¢, x) para isso iremos assumir que o campos ¢ é funcao do campo y na
forma ¢ = ¢(x). O primeiro passo é escrever a equagao (1.12) para campos estaticos e

unidimensionais, isto é,

($24+X2)"T = W, (2.75a)
X/ (¢/2 + X/Q)nfl _ WX. (275b)
Essas equacoes podem ser manipuladas de tal modo que obtemos uma simples equacao

na formas:

2n—1

(6" +x”) =W;+W?. (2.76)

Usando (2.76) nas equagoes (2.75) obtemos que

W

¢ = T (2.77a)
(W2 +Wz)er
X = W —. (2.77b)
(v )
Por outro lado, se dividirmos (2.75a) por (2.75b) obtemos
LW, d 4%
Wy a0 _We (2.78)

X W, dx W’

que é a equacao das orbitas dos campos no plano (¢, x). Vemos que, apesar da teoria
ter dinamica nao padrao, a equacao da orbita é a mesma obtida na secao 1.3 no caso
da teoria com dinamica padrao (Veja Eq. (1.68)), ou seja, as teorias sdo distintas mas
as orbitas sao as mesmas. Para ilustrar este procedimento vamos novamente assumir o

superpotencial do modelo BNRT ja estudado no capitulo 1, isto é,

W(6.0) = 6 - 36"~ rox’ (2.79)

Com alguns calculos podemos escrever as equagoes de primeira ordem (2.77) como:

1— 2 2
¢ = o X — (2.80a)
[4r2¢2x2+(¢2+7“x2—1)2} 2n-t
)
X = - rex — . (2.80b)

[47“2¢2X2+(¢2 +7°X2—1)2} 201
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E também a equagao de orbita (2.78) torna-se:

do_ 1=¢"—rx" (2.81)

dx N 2rox

com solucao geral dada por:

)
F =l e (2.82)

onde ¢ é uma constante de integracdo. A equagao (2.82) nos da uma familia de orbitas no
plano (¢, x) para cada escolha da constante ¢. Para concluir esta andlise vamos escolher

duas orbitas particulares.

Orbita Linha Reta:

A orbita linha reta é obtida se assumirmos que xy=0 em (2.82). Com isso, a equagao
(2.80a) torna-se:

1
¢ =(1-¢")"", (2.83)
cuja solucao é dada em termos da funcao hipergeométrica na forma,
1 1 3
x o F (—,—;—; 2): . 2.84
0(z) x2F1(5, 5—i510(2) )= (2.84)
10¢ : —_— 10f 1 VI
| //{_w,——" | | / ‘ |
! 7o [ ! Ve !
05 s A SRR o5 S N roo----
0.0 f f 00
050 SRR AN N EERREEEEE —0.5———% ———————
A ‘ ! 74 ! !
_________—;—/r’/ ! I 7/
-10t/—=—— 1 ‘ -10f=——=—— ‘ ‘
-4 -2 0 2 4 -25 -L 0 Ly 25
(a) (b)

Figura 2.15: (a) Solucdo kink obtida pela equacao (2.84) invertida numericamente para n = 1
(linha continua), n = 5/6 (linha tracejada) e n = 3/4 (linha trago-ponto). (b) Solucao compacta
para n = 3 (linha tracejada) em contraste com a solucao kink para n = 1 (linha continua).
Notamos neste ponto a primeira distingao do que foi feito na secao 1.3, pois apesar
de obtermos a mesma orbita, nos dois casos as solucoes sao drasticamente distintas. A
equagao (2.84) é uma equacao transcendental que nem sempre pode ser invertida analiti-
camente. No entanto, a inversao numeérica sempre pode ser feita e permite tanto solucoes
tipo kink quanto solucoes compactas. As solugoes kink sao obtidas sempre que o argu-

mento 1/(2n—1) da fun¢ao hipergeométrica for um namero inteiro ou semi-inteiro. Em
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alguns casos isso garante até que (2.84) seja uma fungao polinomial simples. Por exemplo,

para 1/(2n—1) = 3/2, ou seja, n = 5/6. Neste caso a funcao (2.84) torna-se:

Xz

V1422’

que tem o comportamento de uma solucao kink [47], como mostrado pela linha tracejada

¢(x) =

no grafico 2.15a. Plotamos também o caso onde 1/(2n—1) = 2.

As solucoes compactas podem ser escritas na forma:

_ (2.85)
sign(z) para |z|>L,.

$(z) = { Oo(x) para [o] <L,

Onde,

VAl (GE)
b Ty

an
e ¢.(x) é a solugdo da equagdo transcendental (2.84) para qualquer n tal que 1/(2n—1)

N
=

[=2]
[S8

nao é um inteiro ou semi inteiro. Na figura 2.15a invertemos numericamente a solugao
(2.84) para n=3 com L, ~ 1.15.

Orbita Eliptica:

O segundo exemplo que podemos destacar ¢ o de uma orbita eliptica obtida pela

condi¢ao c=0 em (2.82). Neste caso obtemos que

X(x):j:\/l_% (1—¢?). (2.86)

r

Com isso, a equagao (2.80a) torna-se:

n

¢/ — [QT (1_¢2)]m”_1 7 (2.87)

[2r42(1—3r)¢?] 2T

cuja solucao geral é:

11— .
() appellF1<_- n.on 33

2 m—12n-12 r ¢<x)2;¢(x)2>:(27’)#1$- (2.88)

A fungao “appellF1” é uma fungdo polinomial que recai na hipergeométrica para r=1/3. A
figura 2.16 mostra o comportamento das solucoes ¢ e y obtidas numericamente invertendo
a equacao (2.88) parar=1/3 en=1,5/6,3/4.
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Lor | T )
/s
| /4 |
05— N R
| / |
0.0
I 'l' I
| ; |
o 7 A
7,
.=t
—lopm=——— |
-10 -5 0 5 10

(a)
Figura 2.16: (a) Solucao do campo ¢ obtida numericamente pela equagao (2.88) para r=1/3 e
n=1 (linha continua), n="5/6 (linha tracejada) e n=3/4 (linha trago-ponto). (b) Solucao do
campo x obtida usando a solugdo ¢ em (2.86) com os mesmos valores dos parametros r e n.

Podemos também obter solu¢des compactas na forma:

o) = { ¢e(z) para |z| < L., (2.89)

sign(x) para |z|> L.,

onde usamos r=1/3 e definimos

Le=——7

Com ¢.(z) sendo a solugao da equacdo transcendental (2.88) com r=1/3. A figura 2.17

mostra a solugao (2.89) para n=3 com L,~2.

1.0fF | PN
I / N
I / I
,,,,,, 2 I N I
0.5 | / \ |
/ \
/ N\
0.0
os S N
-1.0¢t T |
—Le 0 Le

Figura 2.17: Solugdo compacta para o campo ¢ (linha continua) e para o campo y (linha
tracejada) obtidas numericamente pela equagdo (2.88) para r=1/3 e n=3.
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2.3 Modelos Gémeos

Teorias com dinamica generalizada fornecem uma interessante maneira de se estudar
solucoes do tipo defeitos topologicos. Essa nova abordagem faz com que este tipo de

estrutura tenha mais interesse fisico e envolva cada vez mais uma riqueza de detalhes.

Nas secoes anteriores vimos que algumas k-teorias, como por exemplo, o modelo es-
tudado na secao 2.2.1 possui as mesmas solucoes kink da teoria com dinadmica padrao
estudada na secao 1.2.2. No entanto, os modelos se distinguem quando olhamos para a
densidade de energia. Além disso, foi verificado que, exceto para o caso trivial comn=1, o
comportamento das duas teorias sobre estabilidade linear também ¢ distinto. No entanto,
podemos construir algumas k-teorias que sao indistinguiveis nos aspectos apresentados,
ou seja, que tenha a mesma densidade de energia e a mesma estabilidade. Isso foi feito
pela primeira vez na referéncia [14], 14 os autores Andrews, Lewandowski, Trodden and
Wesley, introduziram o conceito de “modelos gémeos” que sao modelos distintos mas que
apresentam as mesmas solucoes com a mesma densidade de energia. Pouco depois na refe-
rencia [48] os autores D. Bazeia e R. Meneses generalizaram o formalismo e englobaram a
condi¢ao de mesma estabilidade para as teorias. Teorias gémeas também foram estudadas
em [49-51], sendo também aplicadas em teorias com campo de Higgs generalizadas [52]
e em cosmologia [53]. Em especial na referéncia [54| fizemos uma aplicagdo a teorias de

brana e em [55] encontramos teorias gémeas para modelos de varios campos.

Nesta secao apresentaremos o formalismo para construcao de modelos gémeos, no en-
tanto, por simplicidade utilizaremos a formulagdo para o modelo de um campo. Como
dissemos, a generaliza¢ao para modelos de mais campos pode ser obtida em [55]. Come-

caremos considerando uma densidade lagrangiana escrita na forma:
L= —V(@)F(Y), (2.90)

onde V(¢) continua sendo o potencial que especifica a teoria e o invariante Y é func¢ao do

campo ¢ e de sua derivada primeira e é definido como:

X
Y=——. 291
- (291)

Note que para F(Y)=1+Y reobtemos a teoria com dindmica padrdo introduzida em

(1.32). Utilizando (1.3) obtemos a equagao de movimento como:
0, (Fyd"¢) + (F — Y Fy)V, =0, (2.92)

onde Fy = dF/dY. Além disso, da equagao (1.8) o tensor energia momento pode ser
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expresso por:
T = V(O)F(Y) + Fy0,00,¢ . (2.93)

Se estamos interessados em campo estaticos e unidimensionais a equacao de movimento
(2.93) torna-se:
—(Fy¢) +(F - YFy)Vy =0, (2.94)

e as componentes ndo nulas do tensor energia (2.93) momento sao:

TO() = VF, (295&)
Ty = -V (F-2YFy). (2.95b)

A equagdo (2.94) pode ser integrada uma vez e obtemos que,

Y Fy — F = g , (2.96)

onde, C' é uma constante de integracao que pode ser identificada com o tensor de stress,
isto é, T1; = C. Esta equacao nos mostra um importante resultado. Podemos ver que
como F' é uma funcao de Y entao 2Y Fy — F também deve ser uma funcao de Y que

assumiremos ser uma func¢io inversa G~(Y), ou seja,

WF —F=G(Y) = Y=C@VFy—F)=C (g) |
Essa rela¢do nos permite escrever a defini¢ao (2.91) como:
¢ =2GV (). (2.97)

Para teorias onde o tensor de stress ¢ nulo (C=0) nos assumiremos que G(0)=c, com ¢
sendo uma constante real. Neste caso temos que Y=c e a equagao (2.97) pode ser escrita

na forma:
¢ (x) =2cV(¢). (2.98)

Podemos notar com isso que a solugao ¢(z) da equagao (2.98) é a mesma solugao ¢4(z)
da equagao (1.34) obtida para um modelo geral com dindmica padrao, mas com a posigao

sendo alterada de z—+/c z. Tsto significa que podemos escrever

o(x)=¢s (Vex) (2.99)

e agora a espessura na solucao é dada por §=0,//c. Assim, a solu¢io é mais fina ou mais
grossa dependendo se o valor da constante “c” é maior ou menor que a unidade. Notamos

também que ¢ ndo pode ser negativa para que os campos sejam reais. Além disso, apenas
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teorias onde o tensor de stress é nulo tem a forma especificada da equagao (2.99).

Da definigao (1.12) podemos escrever que
Fyd = W,, (2.100)

o que permite obter a densidade de energia como:

FY)

p(r) = md) W .

Por outro lado, usando agora as equagoes (2.96) (com C=0) e (2.99), podemos escrever

a densidade de energia como:

1 1 dw
px) = %¢s (Vea) Wy, = N (2.101)

e a energia torna-se:

E= i/ = (2.102)

onde Ej ¢ a energia (1.39).

Com isso, para que a teoria (2.90) seja considerada gémea da teoria (1.32) devemos
impor algumas condigoes sobre a funcao F'. A primeira faz com que as solugoes sejam
idéntica e é obtida pela condicao:

Y=1. (2.103a)

A segunda restricao que a funcao F' deve obedecer é
Fy(1)=1. (2.103b)

Essa restricao faz com que a densidade de energia de ambos os modelos sejam iguais.

Como consequéncia das imposicoes anteriores também devemos impor que,
F()=2, (2.103c)

para que a equagao (2.96) seja verdadeira. As equagdes (2.103) sdo as restrigbes gerais
sobre F(Y), para fazer o modelo (2.90) gémeo do modelo (1.32).



CAPITULO 2. K-DEFEITOS E MODELOS GEMEOS 53

2.3.1 Estabilidade Linear

Vamos agora investigar a estabilidade linear de maneira usual como feito na secao
1.1.2, ou seja, introduzindo pequenas flutuagoes n(z,t) = £(x) cos(wt) na solugao estatica

¢(z). Da equagao (1.21) obtemos

!/

_ [ (Fy +2Y Fyy) €'(2)| + (F=Y Fy+2Y2Fyy)Vyy £(z) = Fy £(x).

Como foi visto, para teorias onde o tensor de stress é nulo podemos fazer Y constante

logo, a equacao anterior torna-se:

—&"x) + cU(x)é(x) = — &(x), (2.104)

onde
B Fy +2Y Fyy

2

U(x) = Voslo—s.(ven) e A 7 :
Y

assim se A? > 0, os dois modelos terdao o mesmo comportamento sobre estabilidade

linear. Devemos, com isso, impor uma condi¢ao nova para que o espectro perturbativo

dos modelos sejam iguais. Essa nova condi¢ao é:
Fyy =0. (2.105)

Essa relagao foi chamada no artigo [48] de condicdo forte (strong condition). Assim as
relagoes (2.103) juntamente com (2.105) sdo todas as condi¢oes que a fungao F(Y') deve
obedecer para que a teoria (2.88) seja gémea da teoria (1.32) com a mesmo espectro
perturbativo. A seguir explicitaremos alguns exemplos de funcoes F' que obedecem as

condicoes citadas.

Exemplo 1:

Como primeiro exemplo vamos considerar uma funcao F' como:

F(Y)=ag+ Y —. n>3, (2.106)
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onde todos 0s ay sao constantes reais nao nulas, e ag# 1 para n=3. A familia de modelos

definida por esse F(Y) deve satisfazer as seguintes restri¢oes,

n

a = 4 — 3ag — %; (k= 3)(: — 2k (2.107a)
ay = —6(1 — ag) + 2 En: (k= 3)(: — Da : (2.107b)
k=4
as = 3(1 — ag) + g i (k= 2)(: — Vo (2.107¢)
k=4

que vem das condig¢oes (2.103) e da condicao (2.105).

Como exemplo especifico vamos considerar o caso com n=3, que nos permite obter,
FY)=ag+ (4—3ag)Y —3(1 —ag)Y? + (1 —ag)Y?, (2.108)

Podemos verificar assim que

F() =2, (2.109a)
(1) =1, (2.109b)
Fyy(1) =0 (2.109¢)
Com isso, a densidade lagrangiana (2.90) torna-se:
X? X3
Exemplo 2:
Outro exemplo é obtido se considerarmos
a . b
F(Y)=2+ —sin(aY) — —cos(aY), (2.111)
o) a

onde a,b, « sdo constantes reais. O modelos definido por esse F', satisfaz as condigoes
F(1) =2, Fy(1) =1 e Fyy(1) = 0, para a = arctan(b/a) e a® + b* = 1. Particularmente
para b = 0 nos temos o = (2m~+1)7w/2 (m = 0,£1,+2,...), no entanto para a = 0 obtemos

a=mn (m==+1,42,...). Neste caso a densidade lagrangiana torna-se:

b
£=—ov-"y sin(aY) + EV cos(aY). (2.112)
a



Capitulo 3

MUNDO BRANA I: modelos com

dinamica generalizada

Foi teorizado que o universo observavel poderia ser uma hipersuperficie de (14 3)
dimensées imersa em um espaco-tempo (1+3+d) dimensional [56-60]. Por analogia, a
hipersuperficie foi chama de brana, do inglés “brane”, enquanto que o espago tempo como
um todo foi chamado de “bulk”. Neste modelo de universo as particulas do Modelo Padrao
e 0s campos estao presos na brana, enquanto que a gravidade é livre para acessar nao s

a brana como também o bulk.

O modelo de mundo brana mais estudado consiste em uma dnica brana imersa em um

5-dimensional espaco-tempo anti-de-Sitter [15,61,62].

Neste capitulo, iremos modelar tais teorias de mundo a partir de campos escalares

reais.

3.1 Cenario de mundo brana

A estrutura de defeito que aparece em teoria de campos escalares pode ser usado para
descrever uma brana no chamado cenario de mundo brana com geometria deformada. A
investigacao desta questdo pode ser feita considerando uma acao em (14 3+ 1) dimensoes

que descrever a gravidade acoplada a n campos escalares {¢1, ¢o, ..., ¢, } na forma:

Sz/d“xdy\/E[— iR+£(¢i,Xij) : (3.1)

onde g é o determinante da métrica 5-dimensional e R é o escalar de curvatura definido

em (A.5). Além disso, assumimos a adimensionalidade dos campos e fizemos 417G =1.

95
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O invariante X;; é agora definido em termos da derivada covariante como:
1 ab
Xij =39 Va9iVpo; (3.2)

onde devemos lembrar que os indices latinos sao {a,b}=0,1,2,3, 4.

Iremos agora delimitar qual a geometria do espaco-tempo que estamos trabalhando
e isso é obtido definindo a métrica. Para o presente estudo devemos utilizar a métrica

5-dimensional definida em [63] como:
ds? = gapda’da’® = e*Ads? — dy? (3.3)

onde e** & chamado de “warp factor”. Este fator nos mostra como o espaco-tempo é
deformado, e A é uma fun¢ao de deformacao (warp function). Além disso, o elemento de

linha 4-dimensional ds? sera assumido como sendo a métrica de Minkowski, isto é:

ds; = nudatdz” . (3.4)

A equagdo de movimento, obtida pela minimizacdo da ac¢do (3.1), pode ser escrita

COmo:

Va (EXijva¢j) - £¢i =0, (35)

ou de uma forma mais explicita,

Lx,;xuV OV 05 (VaVidr) + 2X15Lx o + 9 Ly (VaVidr) — Lo, = 0. (3.6)

Com isso, a equacao de movimento pode ser escrita na forma:
GV Vydr + 2X3Lx, 00 — Loy =0, (3.7)

onde definimos que
GR = Lx,x, V'OV’ + gL, . (3.8)

Iremos assumir que os campos ¢; e o warp function sao estaticos e s6 dependem da
dimensao extra y, ou seja, 6=0¢(y) e A=A(y). Com isso, a equa¢ao de movimento (3.6)

pode ser escrita como:
_QXJZ‘CXMXM<V4V4¢/€> + QXJ'/C‘CX@;'% + ‘CXijv4v4¢j - ’C¢i =0, (39)

onde usamos que X;; =—¢;¢’/2.

Usando as relagoes para a derivada covariante (Ver apéndice A.1) podemos verificar
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que V,Vid;=¢! e que V,Vip;=—4A'¢. — ¢!!. Assim, a equagao (3.9) torna-se:
_2Xﬂ['X1:ijz /k, + 2Xjk£X7;jd>k - ’CXz'k (4A,¢;c + ¢lkl) - ’C¢>z‘ =0.
Com algumas manipulacoes algébricas podemos escrever a seguinte equagao,

(2XLx,, x0 + Lxi) Oh — (2XjeLx,o, — Lo) = —4A' ¢ Lx (3.10)

17 7
que formam um conjunto de n equagoes de movimento, uma para cada campo ¢;. Podemos
também obter um novo conjunto de equacgoes fazendo a variacao da acao com respeito
a métrica. Essas equagoes sao chamadas Equacoes de Einstein. Para o presente caso

podemos escrever que:

1
Rab — §gabR = 2Tab, (3.11)

onde T,, é o tensor energia momento. A demonstracdo da equacao (3.11) é feita no
apéndice A.4 para o caso mais geral onde a teoria depende nao apenas de R, mas também

de uma funcao geral do escalar de curvatura, F'(R).

Para a teoria (3.1) o tensor energia momento pode ser expresso como:
Ty = _gabﬁ + £Xi].va¢ivb(bj. (3.12)

Esta expressao pode também ser escrita na forma de componentes, ou seja:

Too = —e*AL, (3.13a)
T11 == T22 - T33 == 62'A£, (313b)
T44 = ¢;¢;£X” -+ L. (313C)

Um resultado util é saber como as equagoes de Einstein (3.11) sdo expressas se utili-

zarmos a métrica (3.3). Para este fim iremos utilizar a seguinte definigao:

1
Gab = Rab - §gabR7 (314)

onde G, é chamado tensor de Einstein. O tensor de Ricci, Ry, € definido no Anexo A

(Eq. A.4), em termos da conexao, como:

Ry, = 0.1¢, — 0T¢, + T, 1% —T¢TS (3.15)
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Usando a métrica (3.3) encontramo as componentes do tensor de Ricci como:

Roo = 4 (447 + A) | (3.16a)
R11 == RQQ == R33 == —62A (4./4,2 + ./4”) y (316b)
Ry =-4(A%+A4") . (3.16¢)

Com isso, o escalar de curvatura torna-se:

R =20A"+8A". (3.17)

Usando as relagoes (3.13), (3.16) e a relagdo (3.17) obtemos as componentes da equagao
de Einstein (3.11) como:

2L = 3 (2A% + A") | (3.18a)
—2X;;Lx, + L =3A%. (3.18b)

Com algumas manipulagoes algébricas podemos escrever as equagoes (3.18) como:

1

./4/2 = g (£ — 2XU£X1;) s (319&)
4

A" = XLy, (3.19b)

que reproduz o resultado obtido em [20] para um tnico campo. E importante notar que
as equagoes (3.10) e (3.19) nao sao independentes. Na verdade podemos mostrar com

algumas manipulagoes algébricas que a equacao (3.10) reproduz (3.19).

Utilizando as equagdes (3.19) podemos escrever a densidade de energia (3.13a) como:

3d

p(y) = 5y (e*A) . (3.20)

Que permite obter a energia na forma:

_ 3 doaqny 3 o) g |V
E = 2/dydy(e A) = 5¢ A'(y) (3.21)

y=—00

Para a geometria apresentada neste capitulo, o warp function é uma funcao simétrica na

coordenada (veja [62]). Portanto, a energia da brana é nula ja que A(—o00) = A(0).

As equagoes de Einstein (3.19) nem sempre sao simples de serem resolvidas analitica-
mente. No entanto, assim como foi feito nos capitulos anteriores, em algumas situacoes
podemos obter equacoes de primeira ordem que, em geral, possuem resolugao analitica

bem mais factivel. O formalismo de primeira ordem para branas foi primeiro estudado
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em [64-71]. Podemos obter este formalismo assumindo a seguinte relacao para os campos:
, 1

A = —§W(q5i). (3.22)

Isso faz com que as equacoes de Einstein (3.19) possam ser escritas na forma:

W? =3(L-2X;Lx,,) (3.23a)
, 1
Ol = 5War, (3.23b)

onde podemos ver que a equagao (3.23b) reproduz a equagao (1.12).

3.1.1 Estabilidade da brana

Um importante ponto é saber se pequenas flutuacoes podem desestabilizar a brana.
Para verificar esse fato devemos estudar o espectro das flutuacoes gravitacionais linea-
rizadas, ou seja, devemos obter as equacoes de Einstein quando submetidas a pequenas
perturbagoes. Para este fim, assumiremos que a métrica em cinco dimensoes g, seja

perturbada na forma:

gab(yv J?) = Gab + 7Tab<ya I) y (324)
onde 7y, € simétrico nos indices a,b e x = z,2" é o quadrivetor posicao.

Da relagao de completeza G,.g° =" obtemos a seguinte condigao:
T = —gm g™ . (3.25a)
Além disso, iremos também assumir que 7., obedeca a seguinte restricao,
Taa = 0, (3.25b)
com a parcela quadridimensional 7, sendo escrita na forma:
T (Y, ) = 62A(y)h,w(y, z), (3.25¢)
onde h,, obedecera as restri¢oes de gauge transverso de trago nulo, ou seja,
0"hy =n"hy, =0. (3.25d)

Veremos que essas restri¢oes irao fazer com que o problema tenha uma analogia Mecanico-
Quantica, permitindo assim obter uma equacao tipo-Schrodinger para a perturbacao hy, .

O caso mais geral onde a restrigao (3.25d) nao ¢ valida pode ser encontrado em [72].
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Com as equacoes (3.25b) e (3.25¢), podemos escrever a métrica em cinco dimensoes
(3.3) como:
ds? = W [, + hy(y, 2)] de"da” — dy* . (3.26)

Vamos também assumir que os campos ¢; sejam perturbados da maneira usual, isto

0i(y, ) = ¢i(y) + &(y. z) . (3.27)

Com isso, podemos usar as equacoes (3.24) e (3.27) para expressar o invariante X,; na

forma:
X 1 Va Vb 1 va Vb 1 Va Vb 1 va vb
iy 29ab ¢z ¢j 29ab ¢z éj 29ab éz ¢j 29ab éz éj

1 1 1 1
+§7Tabva¢ivb¢j + §7Tabva¢ivb§j + §7Tabva§ivb¢j + §7Tabva§ivb§j :

Assim, as contribuicoes de ordem zero e de primeira ordem para X;; serao, respecti-

vamente,
1
X = 59V 6iV'; (3.284)
1 1
X)) = 50a (VON'E + VEN"0)) + 57V 6V, (3.28b)

Podemos agora efetuar a expansao até primeira ordem em &; e em 7y, da equacao de

movimento (3.5). Primeiro vamos expandir em §&;, isto &,
Va (‘CXijvaqu+£Xijva€j+‘C¢kXij§kva¢j+£XinkIX]gl1)va¢j>:£¢i+£¢i¢j€j+£¢ixijj<]?'

Por conseguinte, se usarmos a expressao (3.28b) poderemos escrever a equagao anterior

como:
Va(Lx,V;) + (Valx,) Vi + Lx, VoV + [Va (Lox, VO05) ] & +
1
+Lyx,;, ViVl + Vg (gbcﬁXinklvb¢kva¢jvc€l) - §7Tbc£¢ixjk. Vb¢jvc¢k +
1
+5Va (ToeL x5, VOOV 0LV G) = Lo, = L6, — gL, VOOV = 0. (3.29)
Vemos com isso que a expansao em 7, serd relevante apenas no primeiro termo, pois

todos os outros termos envolve o campo . Para obter a expansao do primeiro termo

iremos assumir a defini¢do da derivada covariante (A.1b), ou seja,

V Vo =0,V +Tb ve. (3.30)
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Primeiramente devemos expandir a conexao I'¢, na forma:

L5 =IO T T @
onde,
o) 9“
Ly’ = Y 0a9ab+ OpGaa—Oaab |
e(l) ng Ter
re) = 5 OaTap+OpTaqg— OqTap | + -5 OaYab+OsGad— OaGab | -

Portanto, se assumirmos que a métrica em cinco dimensoes g4, seja dada pela equagao

(3.3), as duas equacgbes anteriores podem ser escritas como:

0 — (5355+5§5;-535§5;+5ggab) , (3.32a)

1
D = A5y + Se* g (8ahbd + Oyhag — adhab) . (3.32b)

Usando a expansao (3.31) podemos escrever a equagao (3.29) como:

Va(Lx,0°0;) = Lo +T4N (L, 0°05) + (VaLix,,) VO + L, VaVOE Lo, &+
[V (£¢>quv ¢J)} fk + £¢>sz; Va¢j oSk + Va (gbcﬁXinklvb¢kva¢ij£l) -
5 Lox, V'V bty v, (MoeLx,; 500 VDV 06V 1) = gapLos,x,, V6 V' =0. (3.33)

The

Em consequéncia podemos usar a equagido de movimento (3.5), a relacdo para a de-
rivada covariante de um campo escalar, V,¢; = 0,¢;, e também a expressao para o

laplaciano e 5 dimensoes (A.3), isto é,

Y,V = f 0a (V9 9™ 06;5)

para escrever a equacao (3.33) como:

Lx.
W(Lx,0°0;) + (0uLx,,) O€; + \; 02 (V7 9°04;) +

+Fab (ﬁmxma 0;) &k + Loy x,,0°0;0.E + 0, (gbcﬁxuxklabqﬁkaa%acfz)
+ [0 (Lopx,,0°6)] & + T8 (gheLx,, x O 910%0;0°6) +

1 1
+_7Tab£¢>¢Xjkaa¢jab¢k + _8a (TbeLx,;x,, 050" B0 dr) +

1
+2Fad (waCX”XM@ ¢]ab¢kac¢l) £¢i¢j§j — gabﬁ@xjk(’)“gzﬁj@bfk = 0. (334)

Para campos estéaticos podemos usar as rela¢oes (3.32) juntamente com a restrigao
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(3.25b) para escrever a equagao anterior como:

1 AN Y] 1t " —
_énwﬁxij‘bjhw - (‘CXz'j) 5j + EXij <_4‘A fj - fj e 2AD(4>€J') B
—4A Ly, x, 056k — Loy x,; 056 + (Exijxklcb;g(b;i{)/ — (ﬁmxﬁéﬁg),fk +
+4A (‘CXUXMQS;QS;‘&/) — Ly,6,6 + E(;Sinka;‘gi; =0, (3.35)

onde usamos que: TV = snn,, T O — 4468 e g = 34 para a métrica (3.3). Além

pvr = ab

disso, definimos o operador D’Alambertiano em 4 dimensdes como O® = n*?9,05. Com

alguns calculos podemos escrever a equagao (3.35) na seguinte forma:

e_QAEXijD(‘l)g [ (ﬁX + 2sz£Xlej) fl}l +
+[ (£¢¢ij - ‘C¢ink) ¢;€ —4A (EXij + QXMEXuij) }53 o

1
|:(£¢] zk¢k)) +4A£¢7 7k¢k+£¢l¢J:|£] _nuyﬁ 1J¢j uv* (336)

Note que esta nao é uma equacao de autovalor do tipo-Schrodinger.

O proximo passo é verificar qual as contribuicoes em primeira ordem para as equagoes

de Einstein. Para isso utilizaremos a forma de Ricci:

Ray = 2T, (3.37a)
onde,
. 1
Tab = Tab - ggachca (337b)

com Ty, sendo o tensor energia momento definido em (3.12) e Ry, e o tensor de Ricci
(3.15).

Vamos primeiro encontrar as contribui¢coes em primeira ordem para o tensor energia

momento. Para isso usaremos que

L=£0 420 XD 106 +
0
Ly, =LY +£X X X+ L bt

onde o indice (¥ indica um termo néo perturbado, ou seja, que nio depende do campo &;

e nem de m,,. Podemos escrever o tensor energia momento perturbado como:

Top = =g L + LY Vot Vid; — LY 1 &Vt Vi85 + LY 5 &V adi Vot +
+£g?i)j (va(bivbfj + Vaéivbgbj) + gabﬁg?i)j(ﬁ;é} — gabﬁgl)fk — Wabﬁ(o)

com isso, vemos que as contribuicoes em ordem zero e primeira ordem para o tensor
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energia momento sao, respectivamente:

Ty = Eg(()i)j VatiV0j — gL, (3.38a)
Ty = _‘Cg?i)ijlgb;cfl/va¢ivb¢j + ﬁg?i)jmfkva@vbéf)j - gabﬁfz,i)ék +
LY (VahiVobj + VabiViody) + gL A1) — 7 L (3.38b)

Podemos também encontrar a expansao até primeira ordem para 7}, como:

_ 1 1 1
7O =7 ggabngTc(;) - ggabwchjj}) . gﬁabg“ch(g) . (3.39)

Assim, usando as equagoes (3.38) em (3.39) obtemos:

] o 2
Ty = —Lx,; x5 01V aPiVed; + Lx,6,.56V aPi Ved; + ggabﬁmﬁk +

2 ) el
+£Xij (va(bivbfj + vaﬁiquﬁj) + §gainj£Xinkz¢k£l -
2 2
—ggainjﬁxijqbk,fk — 3Mab (XiLx,, — L), (3.40)

onde usamos a restrigdo (3.25b) e ainda que g.49°°=5. Deste ponto em diante ndo mais
explicitaremos o indice © para indicar que estamos usando a solucdo nao perturbada.

. =(1
Disso, podemos escrever as componentes de Téb) como:

— 2

3
2
—§e2AhW (XiLx, — L), (3.41a)

— 2 2
sz(i) = _g (2Xij£Xij¢k + ‘£¢k) Sk + § (2Xij[’Xz‘ijz + 3£sz) ¢§c£l,? (3'41C)

que ¢ o resultado obtido em [20].

O préximo passo € encontrar as contribuicoes em primeira ordem para e tensor de
Ricci. Usando (3.31) em (3.15) obtemos:

= 0TS0 4T20%) ~ (TS0 4T50) 4 (2004100 (P40 00 -

_ (FZ © 4 e d(n) « ( a(0) +pga(1>) T

Logo, se fizermos que Rab:REL?))—l—R&)—F- -+, encontraremos
RY =050 — g,re©@ 4 0014 e Opd © (3.42a)

Ry =000 —ore M1 Ore® e Ura® g Ord® 1y T (3.42p)
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Por conseguinte, pelas relagoes (3.32) podemos escrever que:

1
801“2531) = (A/€2'Ahab), + AIQQ'Ah;b + §€2A90dac (8ahbd + 8bhad — 8dhab) s (343&)

Ol = %8b (9°%€* Dohea) . (3.43b)
TOTdD — g 4224, 4+ 24'e* R, | (3.43¢)
I oy = %A’emg“l (8200t 01 0uhea— 520t Wyt gunhly) (3.43d)
Ty TA0 = A%y, + %A’e“ (529%Duhect2hLy) | (3.43¢)
Ty D40 = A2 by, + %e“A’ (629 Bphea + 2hL,) . (3.43f)

Com isso, obtemos (3.42b) de uma maneira mais explicita

1
R((zt) = (.AIGQAhab)/ + .AIGQAh;b + 562“496‘16,3 (8ahbd + 8bhad — &mab) —

1 1
=506 (96 Ouhea) + 2A%€* oy + S A (g — 0,0)) Mg, (3.44)

Ou como componentes,

RY = —% (h” + 2A’h’> , (3.45a)
RY = %(a‘”h’w - auh’> , (3.45b)
R{) = * [%h;’w + 24N, + (A" + 4A47) hw] + %nWA’th’ +

+% (0,0%hay, + 0,0y — 0,0,h) — %D(“)hw , (3.45¢)
RM = 1 + 541 + ¢4 (8“0%“” - u<4>h) . (3.45d)

onde h = 9" hy,.

Portanto, usando as equagdes (3.44) e (3.40) podemos escrever a contribuicao de pri-

meira ordem para a equacao (3.37a) como:

1 1
(AIGQ_Ahab)/ + A/@Q.Ah;b + 562'/496(180 (aahbd + abhad — adhab) — Eab <nge2A8ahcd) +

]' ! /
+2A/262Ahab + §A/€2Ag0d (gab - (5353) h/cd = —2£Xinkl§k¢,Va¢Nb¢j +
4
+2Lx,,4,.56Va®iVod; + ggabﬁqsk.fk +2Lx,; (Vadi Vi + Vu&iVyo;) +

4 4 4
+§gainj£Xinkz¢L§z' ~ 59 XiiLx,0. 8k — 3 Tab (XiiLx, — L) . (3.46)
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Na forma de componente podemos escrever as trés seguintes equacoes:

{p,v}: 4 [%hﬁy + 24, + (A" + 4A%) h,w} + %TIWA'ezAh' +
+%(aﬂaahw+ayaahw ~0,0,h)— %m@ P = —%ez““hw (Xi;Lx,,— L)+
+§€2A77;w [ﬁmﬁk — Xij (Lx00&k — Lxyx0480) ] : (3.47a)

(1,4} : %(8%’% - a,ﬁ) — 2/ L, Vb (3.47b)

{4,4} : —% (h” + 2A’h’> = —% (2X5Lx, 0, + Loy) S +
+§ (2X4Lx,, x0 +3Lx,) OLEL S (3.47c)

Além disso, usando as equagoes (3.23a) e (3.23b), a equagao (3.47a) torna-se:

hZV+4A’h;W—e‘zAD(A‘)hW+77WA’h’+e‘2A<8u6°‘ha,,+6,,8“hw—8M8Vh>

8

= 3w [ﬁm,fk — Xij (Lx, 008k — Lx,x0 81 ] : (3.48)

Vamos agora considerar que h,, obedega as condi¢oes de gauge transverso de trago

nulo dada pelas equac¢oes (3.25d). Dessa forma podemos escrever a equacao (3.48) como:
W AN, —eA0Wh,, = ;n,w [@gk — X (Lo — Loy xu®bE) ] . (3.49)
Contraindo esta equac¢ao com n*” e novamente usando as relagées (3.25d), obtemos que
Lo r — Xij (Lxjo.6k — Lxyxu®i&l) = 0.
Com isso, a equacdo (3.49) torna-se:

(02 + 449, — D)y, = 0. (3.50)

E esperado que essa equagao represente a gravitacao em quatro dimensoes. Para
isso deve existir o modo zero (m? = p? = 0) para a equagao de Klein-Gordon, ou seja,

Uh,, = 0. Com isso, vemos que as solugoes devem ser ondas planas na forma:
hyu(y, ) = Crve ™™, (3.51)

onde €}, € um tensor constante.

Para entender melhor a equagao (3.50) vamos propor uma mudanga de variavel a fim
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de que a métrica seja conformalmente plana. Vamos assumir que:
dz = e Wdy (3.52)
com isso, a métrica perturbada (3.26) torna-se:
ds? = 2A) [(77#1, + hy (2, 1)) datdx” — dz2] : (3.53)
Desse modo, (3.50) pode ser escrita como:
— A (y)e AW, 1 e AW 4 4N (y)e AW, — 6—2«4@5] By =0,
e obtemos uma equagao tipo-Schrédinger na forma:
(=02 —3A.0.+0) hy, = 0. (3.54)
Por conveniéncia iremos redefinir o campo gravitacional h,, e escrever-lo como:
Py (2, 2) = e 3AD2C(0)H W\ (2) (3.55)

onde G(z) obedece o equagao de Klein-Gordon na forma UG(z) = —p?G(z). Isso faz com

que a equacao (3.54) obtenha a forma:

- ag + U(Z)] H,uu = p2H,uV ) (356)
onde
9 , 3

A equagao (3.56) é a equacdo tipo-Schrodinger que governa a estabilidade do sistema.

Ainda podemos escrever essa equacao em uma forma supersimétrica, ou seja:
i 3 3 9
QO'H,, = || 0, + §AZ —0, + 5“42 H,, =p°H,, . (3.58)

Vemos que o modo zero corresponde a gravitacao em uma teoria efetiva em 4D e pode ser
escrito como:

H,(2) = B x exp (%t(z)) , (3.59)

onde B é uma constante real. Por fim, a estabilidade é garantida pela positividade do
operador QQ' na versdo supersimétrica da teoria. Por outro lado, esta fatoracdo mostra,
diretamente que nao ha estados ligados de graviton com massa negativa. Com isso, o

modo zero (3.59) serd o estado fundamental do problema mecanico quéntico associado.
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Isso leva & conclusao importante que a modificacao na dinamica dos n campos escalares,
nao contribui para desestabilizar os graus de liberdade geométricos, que aparecem no

cenario mundo brana padrao.

3.2 Aplicacao 1: Modelos de um campo com dinamica

padrao

Nesta secao vamos analisar alguns modelos especificos para a teoria de um campo com
dinamica padrao, isto é,
L=X-V(s). (3.60)

Deixaremos os casos com dinamica nao padrao e também com mais que um campo, para

serem estudados na proxima secao.

Para comecar iremos obter algumas equacoes para o caso simples dado pela lagrangiana
(3.60). A primeira equagao importante é a equagao de movimento (3.10). Ela pode ser

escrita como:

¢+ 4A ¢ =V (3.61)

Além disso, as equagoes de Einstein (3.19) tornam-se:

1 1

A% = 645’2 -3V, (3.62a)
2

A= —§¢’2 : (3.62b)

Vemos com isso que o problema se resume a resolver as equacoes diferenciais acopla-
das (3.62) para algum potencial especifico. Apesar de sempre ser possivel resolver essas
equagoes numericamente, o caso analitico é quase sempre irrealizavel. Porém, alguns

resultados analiticos podem ser obtidos pelo formalismo de primeira ordem.

Como foi descrito neste capitulo, o formalismo de primeira ordem pode ser obtido
considerando que o warp function, A(y), possa ser escrito em termo do superpotencial W

na forma:

A’:—%W. (3.63a)

Usando essa relacao em (3.62b) obtemos também que

1
¢ =W (3.63b)

Por outro lado, se usarmos (3.63a) e (3.63b) em (3.62a), obtemos o potencial V' em
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termos do superpotencial como:

V(p) = %Wj — %WQ. (3.64)

Notamos com isso que, para um dado superpotencial especifico, podemos encontrar todas
as caracteristicas do modelo de mundo brana. Vamos, por exemplo, escolher que W (o)

represente o potencial sino-Gordon. Para isso, devemos escolher o superpotencial como:

W (¢p) = 3bc sin <\/§¢> ) (3.65)

onde b e ¢ sao constantes reais. Com isso, a equacao de primeira ordem para o campo ¢

¢ = cV6b cos <\/§¢> .

Essa equacao possui solucao geral dada por:

torna-se:

¢(y) = V6barctan [tanh (cy)} , (3.66)

que é uma solucao tipo kink com largura caracteristica ¢ e amplitude dada por v/ 6b.

O warp function, A(y), é obtido integrando a equacao (3.63a) com o superpotencial

(3.65) e com a solugao (3.66), ou seja,

Ay) = —3bc/dy sin [2 arctan (tanh (cy) ﬂ

b
= éln [sech (20y)} : (3.67)
Com isso, o warp factor pode ser escrito como:
e*AW) = sech®(2ey) . (3.68)

Vemos que se |cy| > 0, o warp function assume o comportamento assintotico linear,

A(y)— —bcly| e o warp factor torna-se:

2AW) — 9b,—2bcly| W

O gréfico 3.1a mostra algumas caracteristicas da brana. A linha continua é a solucao kink
(3.66) e a linha tracejada mostra o comportamento do warp function (3.67). O grafico 3.1b
mostra o comportamento do warp factor (3.68) parab=2/3 e c=1,2,3,4,5. Vemos que

a medida que o valor de ¢ cresce o warp factor se aproxima do comportamento assintotico.



CAPITULO 3. MUNDO BRANA I: MODELOS COM DINAMICA GENERALIZADA69

15f
10F
05

0.0f
05}
-10

,,,,,,,

—20F

(a)
Figura 3.1: (a) A linha continua representa a solugao kink (3.66) e a linha tracejada o warp
function (3.67) plotados para c=1/2 e b=2/3. (b) Comportamento do warp factor (3.68) para
b=2/3, c=1 (linha continua) e c¢=2,3,4,5 (linha tracejada).

O potencial ¢ obtido da equagao (3.64) como:

[(1 —b) — (1 +b)cos (\/%(b)] :

Vemos que os minimos do potencial estdo localizados em ¢ = +nm/3b/32, onde n é um
—3(1 — b)bc*/2. O grafico 3.2a mostra o
comportamento do potencial (3.69) para c=1/2 e b=2/3.

B 3bc?

v
2

(¢) (3.69)

niamero inteiro. Além disso, temos que V()

A densidade de energia (3.20) pode ser escrita como:

p(y) = —3bc? [b —(1+0) sech2(20y)] sech®(2cy) , (3.70)

onde podemos mostrar que a integral em toso o espago é nula. Para |cy|>0 a densidade

de energia torna-se:

ply) = —36c%2" b — A(1 + be~ e [ =2l ..

O grafico 3.2b mostra o comportamento da densidade de energia (3.70) para b=2/3 e
c=1,3/2,2,5/2.

Por fim, podemos construir o potencial quantico (3.57). Para isso devemos notar que

a mudanca de variavel (3.52) torna-se:

z = /sech_b/2 (2cy) dy

sinh(2cy) 12-b3

- — 71
2c 27 4 (3:71)

. =: — sinh?
2

X 2F1< (20y)> .

Para poucos casos a equagao (3.71) pode ser invertida analiticamente. Um exemplo

onde isso é possivel & quando b = 2. Neste caso temos que y = arcsinh(2cz)/(2¢), e o
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Figura 3.2: O gréfico (a) mostra o potencial tipo seno-Gordon (3.69) plotado para ¢ =1/2
e b=2/3. O graficos (b) mostram a densidade de energia (3.70) plotada para b=2/3 e ¢ =
1,3/2,2,5/2.

potencial quantico (3.57) torna-se:

, 10222 — 1

U(z) =6c"——.
=) (14 4c222)?

(3.72)

Com o modo zero gravitacional sendo dado por:

Hy(2) = ﬁ (3.73)

A figura 3.2 mostra o comportamento do potencial quantico (3.72) para c=1 (linha

continua), c=2 e ¢=3 (linhas pontilhadas).

,,,,,,,,, [ Y 2 S R
20 :// \ ! \\\
=27 7™~
O-—"'é L \\\ 1/ —
N‘\y
| \ | |
-0 A WA o
[N
L
—AOf - Rt ST
]
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 3.3: Potencial quantico (3.71) plotado para ¢=1 (linha continua), c=2 e ¢=3 (linhas
pontilhadas).

Nas proximas segoes iremos apresentar algumas teorias de Mundo brana, com dinamica
nao padrao, para um e dois campos escalares e concluiremos analisando as caracteristicas
de modelos gémeos. Nos basearemos em dois artigos que foram produzidos durante a
vigéncia do doutorado. Em [73] descrevemos modelos de Mundo brana, com dindmica nao
padrao, através do formalismo de primeira ordem, ji em [54] estudamos as caracteristicas

gémeas de uma classe de modelos.
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3.3 Aplicacao 2: Modelos de um campo para solucoes

kink e compacton com dindmica generalizada

Para estudar modelos de brana com dinamica generalizada usaremos a densidade la-

grangiana escrita numa forma polinomial definida como segue,
X
L= )X = Vi(g), (3.74)
n

onde para n = 1 reobtemos a teoria com dinamica padrao (3.60).

Utilizando o formalismo de primeira ordem, na forma das equagoes (3.23), obtemos

que:
& = (lwd,) (3.75a)
2 )
on—1/1 e S R
Vo)== (§W¢> - (3.75b)

Para exemplificar este modelo escolheremos solugoes kink na forma:

¢(y) = tanh(y) (3.76)

que, na auséncia de gravidade, é a bem conhecida solucio do modelo ¢* apresentado na
secao 1.2.2 e generalizada para uma teoria com dinamica nao padrao na secao 2.2.1. Neste

caso devemos usar o superpotencial (2.60), isto é:

1
W) = 2¢ x 2F1(§; —2n + 1; g; ¢2) : (3.77)
para obter o potencial (3.75b) na forma

2 4o 1 3. 9 ’
(1-¢%)" 20 {2F1<§,—2n+1; 5;@5)} . (3.78)

_2n—1

V(o)==

Especificadamente para n = 1 e n = 2 obtemos, respectivamente
4 1 .\2
(-6~ (o-10")"
4 3 1
1_24__<_3 05 1 7)
(1-¢%)' =5 (o-¢"+50" =0

(3.79a)

2
. (3.79b)
Em geral o potencial (3.78) é um polinémio de grau 8n — 2, além disso, podemos verificar
a presenga de cinco pontos de extremo da funcao V(¢). Um deles esta localizado em
¢o =0 e outros dois em ¢ ==+1. O extremo central é um ponto de méximo da funcao

potencial, pois V(¢g)=(2n — 1)/(2n) é sempre uma constante positiva. Os extremos em
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¢+ ==1 sao minimos locais com

(3.80)

g I'(2n) ))2’

V(gs) =—3 (F(Qn +1

sendo uma constante sempre negativa. H4 também outros dois maximos locais. O com-
portamento do potencial (3.78) em torno do maximo central é mostrado na figura 3.4a
paran = 1,2,3,4,5. Além disso, podemos observar que V(¢ — +o0) — —o0. Assim, em-
bora nao seja mostrado nas respectivas figuras, os potenciais vao assintoticamente para

—0Q.

08}
06/
0.4f
02f
000
_0_2; A
_0.4; -
_0.65

Figura 3.4: (a) Perfil do potencial V(¢) dado pela equacao (3.78) para n = 1 (linha solida) e
n = 2,3,4,5 (linhas tracejadas). (b) perfil de warp factor ¢*A¥) para n = 1 (linha solida) e
para n = 2,3,4,5 (linhas tracejadas).

Apesar de ter a mesma solucao, estes modelos tém outras caracteristicas distintas,

como o warp function que é obtido pela equagio (3.22) como:

2 1 3
Aly) = -3 /dy oFy (5, —2n + 1; ot tanhQ(y)> tanh(y) , (3.81)

A integral na equacdo (3.81) nao possui uma forma analitica. No entanto, pode ser

facilmente efetuada para um dado n. Temos, por exemplo,

4 s 1
Aly)=gInS+5 -5, (3.82a)
32 852 g4 g6 33
2% T 82h
AW =159+ 15t 35 T 63 315 (3.82b)

para n =1 e n = 2, respectivamente, onde S = sech(y). Onde fixamos A(0) = 0 para
obter a constante de integragdo em (3.81). A figura 3.4b mostra o comportamento do
warp factor, e*A, para alguns valores de n. Notamos que a funcido decai mais lentamente

a medida que o valor de n cresce. Isso pode ser verificado a partir do comportamento do
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warp function agora fora da brana, isto é,

W(o+)

A (y) = — 3

y = — ¥ _TCn) . (3.83)

3 T(2n+1
Onde a relagao entre as fungoes Gamma vai a zero para n crescente.

A densidade de energia (3.20) pode ser escrita como:

ply) = {sechgn(y) — %tanh%x) [2F1 (%, —2n + 1; g; tanhz(gg))} 2] e2AlY) (3.84)

Para n =1 e 2, as expressoes sao:

58/9 6 4 2 2 2
p(y)—2—7<45' +125% + 278 —16) Xexp[—§(1—5 )}, (3.85a)
G64/105
ply) = s (100514+140512+224510+56058+3675S4—1024) X
2
X exp [ — o= (38— 2487 — 95" - 55°) } . (3.85b)

A figura 3.5 retrata o perfil da densidade de energia (3.84) para alguns valores de n.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Figura 3.5: Perfil da densidade de energia p(y), para n=1 (linha continua) e n=2,3,4,5 (linha
tracejada).

O préximo passo é analisar se a modificacao da dinamica pode desestabilizar o modelo.
Para isso iremos utilizar o formalismo apresentado na secao 3.1.1, em especial devemos

efetuar a mudanca de variavel (3.52), ou seja,

z = /e‘A(y)dy, (3.86)

de tal modo que possamos obter o potencial da equagio tipo-Schrédinger (3.56) como:
9 3
Uz) = 1“45 + 5AZZ. (3.87)

A figura 3.3 representa o potencial tipo-Schrodinger (3.87) para varios valores de n.
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Podemos notar que os potenciais sao tipo vulcano, com sua altura méxima diminuindo a

medida que n cresce.

Figura 3.6: Perfil do potencial tipo-Schrédinger (3.87) para o superpotencial (3.77). A linha
continua representa n = 1 e as linhas tracejadas se referem a n = 2, 3,4, 5.

Outra possibilidade é assumir um modelo que suporta solugoes tipo Kink compactos.

Para isso escolheremos a forma especifica (2.66), isto é,

sin(y)  para |y| < 7,

(y)= (3.88)

sgn(y) para |y| > 7,

bb

onde “sgn(y)” é a fungao sinal. Esta solugdo obedece a equacao de primeira ordem ¢’ =

V|1 — ¢?|. Assim, usando a equagao (3.75a), podemos reconstruir o superpotencial W (o)

COINO:

wWio)=2 [do (Vi)

13

=26 % oFy(5, 57 3 F)AW@) + B(o), (3.89)

onde as fungoes A(¢p) e B(¢) sao tais que

(=)™ para ¢*>1,

Alp) =
1 para ¢* <1,
: A\ VT T(n+1/2) ;
B() = sgn(qb)(l—z(—l) )W para ¢~ > 1,

0 para ¢? < 1.
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|1 — ¢?| + arcsin(¢) para¢® <1,

W(g)= _ (3.90a)
[ oVIL— %+ Sgn(gb)(arccosh(|¢|) — 5) para¢? > 1,
(?\/|1—¢2|<§—¢2> +§larcsin(q§) para¢® <1,

W(¢) = (3.90b)
\/ |1—¢?| ( )—i—88gn(¢)(arccosh(|d>|)+27r) para¢? > 1,

para n=1 e n =2, respectivamente. O potencial tem trés extremos locais: um maximo

em ¢o=0, onde, V(¢o) =(2n—1)/(2n) ¢ uma constante sempre positiva, e dois minimos

em ¢4 ==1, com
7 (T(n+ %) ?

tendo sempre um valor negativo. O comportamento do potencial V(¢) como uma fungao

de n ¢ mostrada na Fig. 3.7a. E possivel mostrar que V(¢ — +00) — —oo.

1.0f
0.8}
0.6}

0.4}

0.2

00imm==2= | N SSmea

-10 -5 0 5 10
(b)

Figura 3.7: (a) Perfil do potencial V' (¢) (3.75b) para W (¢) dado pela equacgao (3.87), para n=1

(linha continua) a para n=2,3,4,5 (linhas tracejadas). (b) Perfil de warp factor e*A¥)  para

n =1 (linha continua) e para n = 2,3,4,5 (linhas tracejadas).

O warp function pode ser obtido para n=1 e n=2, respectivamente, como:

(2 sin’(y i
_E _ 6( ) para |y| S 5’
Aly) = (3.92a)
P o>
_ ara 5
[~ 1 para |y| > 3,
( 2 5 1
~ %~ 21 S0W) + 5y sin'(y)  para gl <
Aly) = (3.92b)
™ 3m2—16 .
gl g para [y| > 7,

onde novamente usamos 4(0) =0 para obter a constante de integragao. Note que para
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ly| > /2, o comportamento do warp factor é semelhante ao caso de uma brana fina, ou
seja, proporcional a exp(—|y|) como em [15] (Veja também [74,75]). Isto acontece porque
o campo escalar esta em um minimo local do potencial. Na Fig. 3.7b, plotamos o perfil

do warp factor para alguns valores de n.

Comportamento semelhante também é encontrado para as densidades de energia cor-

respondentes,
( yQ SinQ y B
fl(y)XeXp(—g— 3( )> para |y| < 7,
ply) = (3.93a)
72 s 1 72 -
|- x (- 3ly-5+75) para [y| > T,
( v 5 1., _
foly) x exp(— = sin®(y)+ 5 sin(y) ) para Jy| < 3
ply) = (3.93b)
S L ol > 3
— o XeXpl— Yl — 5T 2 ara z
\ 64 P 4 Y 3 16 p Yy PR
onde,
Yy 4 ., 1.,
fl(y)zl—g—gsm@y)—g sin (y)+§ sin®(y) ,
3y Lo 21 ., 31sin*(y) sin®(y) sin®(y)
—1-2 -2 -2 2y) — — -
fay) =1=5 =1 P 2sin(y)] sin(2y) =g sin*(y) + =5 > 12

paran = 1 e n = 2, respectivamente. A figura 3.3 mostra o comportamento da densidade

1.0f
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

-0.2

Figura 3.8: Perfil da densidade de energia para n=1 (linha continua) e para n=2,3,4,5 (linha
tracejada).

de energia para alguns valores de n. Mais uma vez podemos mostrar que para qualquer

n teremos E = 0.

Efetuando a mudanga de variavel (3.86) podemos novamente reconstruir o potencial
tipo-Schrodinger (3.87), mas agora utilizando o superpotancial (3.89). A figura 3.3 mostra

este comportamento para alguns valores de n.
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Figura 3.9: Perfil do potencial quantico (3.87) para o modelo dado pelo superpotencial (3.89).
A linha continua foi tragada para n = 1 enquanto as linhas tracejadas foram tracadas com
n=2,3,4,5.

3.4 Aplicacao 3: Modelos de dois campos

Vamos agora considerar novamente o modelo descrito pela lagrangiana (3.74), mas
para dois campos escalares reais. Assim como foi feito para o caso em quatro dimensoes,
sem gravidade, na secao 2.2.3, iremos requerer, por simplicidade, que o invariante X
nao tenha termos cruzados nas derivadas dos campos, tais como, ¢/ ¢,. Desconsiderando
qualquer produto das derivadas dos campos, podemos escrever o invariante X estatico na

forma:

_ __¢/2 /2 (3'94)

onde assumimos que ¢; = ¢ e ¢ = x. Usando a equagéo (3.25b) obtemos, da mesma
forma que na secao 2.2.3 (Equagbes (2.75)), as seguintes relacoes entre os campos e o

superpotencial,

n— 1
(07 +X2) = SWal9:X) N
- TS (ng N ZWE) O (3.95)

x’<¢’2 + X/2> = %WX(¢7 X)

Com isso, podemos desacoplar as equacoes para a derivada dos campos ¢’ e x’, e obter

que
1 2no1
o' =5Ws (4W¢ 4W2> : (3.96a)
1 ~2n—1
X’:§W (4W¢ ZW2> : (3.96b)

Além disso, a relacao (3.95) permite escrever o potencial como:

2n—1
2n

Vo, x) = ( W3 + —WQ)“ - %W? (3.97)
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Neste modelo iremos assumir que o warp function A(y) possa ser escrito como uma
fun¢ao dos campos na forma A = A(¢,x). Para isso devemos usar a equagao (3.24)

juntamente com as equagoes (3.96) para obter que:

2 (1 1\t
AWy + AW = =W <ZW§ + ij) : (3.98)

Além disso, podemos usar as equagoes (3.96) para obter a equacdo das orbitas na

forma:

o _We

3.99
dx Wy ( )

Para resolver este problema, vamos novamente considerar o superpotencial BNRT
(2.79), isto é:
2
W(6,x) =20 = 50" = 2rox”. (3.100)

Isso faz com que o potencial (3.97) tenha a forma:

Vo, x) = 27;; ! [ (1—¢?—ry®)? +4r2¢2x2} . §¢2(1—%¢2—r><2)2. (3.101)

Este potencial permite quatro estados de minimo para r > 0, sdo eles: v¥ = (£1,0) e
ut=(0,%£1/y/r), onde V(v*)=-16/27 e V(u*)=0.

Além disso, as equagoes (3.96) podem ser escritas como:

1—¢?—1ry?
¢ = — (3.102a)
=g+
2
X =- rox — (3.102b)

(A=) pargye |
Com isso, podemos obter a equacao da orbita (3.99) na seguinte forma:

do B 1—¢?—1ry?

dx N 2rox

cuja solucao geral foi encontrada nos capitulos anteriores como:

¢ = 1+2TT—_1X2+CX1/T . (3.103)

Cada orbita leva a um par de solucgoes ¢(y) e x(y) e, consequentemente, um diferente

A(y) é obtido caso a caso.

Para ilustrar, vamos novamente considerar as orbitas linha reta e eliptica. Ambas as
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orbitas conectam dois minimos v; a v do potencial. Para a orbita linha reta, a equacao

(3.102a) ¢é escrita como:
1
¢=(1-¢*)7"T, (3.104)
que tem solucao dada por

1 1

5 o 1 ,¢7~( ) ) =y. (3.105)

ér(y) X 2F1<
Com esta solucao podemos obter o warp factor como:

(20-1) (1-¢3)
9(n—1)(4n—3)

(2n—1)(5n—4)

3.106
9(3—Tn+4n?)’ (3-106)

A(g,)= [5n—4—(n—1)¢2| -

onde ¢, é a solugao da equagao transcendental (3.105).

Um interessante caso ocorre quando n = 3/2, onde obtemos uma solugao kink com-
pacta na forma:

sin(y)  para |y| < 7/2,
o(y) =
sgn(y)  para |y > /2,

que ja foi estudado anteriormente, mas agora com warp factor dado por:

2[7— (7—sin?(y)) | cos(y)l]  para lyl < 7/2,

Aw) =43 ., .
—mlyl =52 —7) para [y| > /2.
A segunda orbita é eliptica e pode ser obtido se fizermos ¢=0 em (3.103). Neste caso

obtemos
@ =1+ LX , (3.107)

para 0 <r<1/2. Substituindo o campo x obtido em (3.107) na equacio (3.102a), obtemos

n

o _Lro-e

[2r —2(3r—1)¢?] 21

Vemos que a solu¢ao depende de r. Para simplificar, nés escolhemos o caso r=1/3,

com isso, a equacao acima torna-se:
— (2/3)71 (1— )71 (3.108)

A solucao desta equacao pode ser dada por:

1

i i) = (2/3)7 T, (3.109)

Pe(y) X 2F1<
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Com isso, podemos obter o warp factor como uma funcao do campo ¢ na forma:

(2, (Fe—t NP
A(czﬁe)—(g) cb(m) <1+2¢6—2¢e—6¢6+5¢6> . (3.110)

com ¢.(y) sendo a solucao da equagao (3.109).

O perfil das solugbes ¢(y) e x(y) para as orbitas linha reta e eliptica sdo mostradas
na figura 3.10a para n = 2. A orbita linha reta estd representada pela linha continua,
enquanto que a orbita eliptica pela linha tracejada. No grafico usamos que L, ~ 1.293 e
L. =~ 2.408. Na figura 3.10b, mostramos o perfil do warp factor para as duas solugoes,

obedecendo as orbitas elipticas e retas.

1.0f | | // ~Q = I 1{:
: / /\( : 0.9
| L/ N | '
05F---------- oo oo N 0.81
! /! ;\\ | 0.71
/ | |
"/ I I N 0.61
0.0 : 1 1 ! 0.51
! ! | | 0.41
1 L | 1 0.31
—-0.5r - o i e e 0.21
B o 0.1
/: | | 04 y
-1.0t T 8
-Le  -L 0 L Le y
(a) (b)

Figura 3.10: (a) Perfil das solugoes ¢(y) e x(y) que obedecem as equagoes (3.109) e (3.107)
para n = 2. A orbita linha reta esta representada pela linha continua e a orbita eliptica pelas
linhas tracejadas. (b) Perfil do warp factor, no caso da érbita linha reta (linhas continua) e da
orbita eliptica (linhas tracejadas). Na figura da direita a regido sombreada indica que os campos
escalares nao sao constantes.

3.5 Modelos de brana Gémeos

Para concluir este capitulo vamos seguir o que foi feito na secao 2.3 para estudar
modelos gémeos em teorias de mundo brana. No entanto, diferente do que foi feito 14,
a teoria de partida sera a teoria com dinamica generalizada representada pela densidade
lagrangiana (3.74). Para comegar vamos usar as equagoes (3.75a) e (3.75b) para escrever
a densidade de energia na forma:

1 \moT

ol = | (3we) 7T - ). (3111)

Vamos agora considerar uma nova teoria de um tnico campo governada pela seguinte

densidade lagrangiana,

A

L=-V(@FY)+g(e), (3.112)
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onde g(¢) é uma funcio a ser determinada e V() é o potencial da nova teoria que esté

relacionado ao potencial da teoria de partida V' (¢) na forma:

~

V(g) =V(p) +W?/3. (3.113)

Além disso, F' é uma funcao geral do invariante Y definido como:

x|t
nV(e)

9

que para campos estaticos, torna-se:

1 2n
= __? ) (3.114)
nV(¢)
Vamos agora obter as equagoes de Einstein para a densidade lagrangiana (3.112). Das

equagoes (3.23a) e (3.23b), obtemos, respectivamente, que:

Wy \ 3=t

o (Z) 2n—1

¢ = <_2Fy> , (3.115a)
1 ~

Fy ¢ = gW2 —g(¢) +VF. (3.115b)

Além disso, a densidade de energia pode ser escrita como:

ply) = e+ [(2%) - %W%)} , (3.116)

Por outro lado, podemos usar a relagao (3.114) para escrever a equacgao (3.115b) como:

W?2/3 —
oy Ry — F = W3=9(0) (3.117)
Note que o lado esquerdo desta equacao depende apenas do invariante Y, enquanto que
o lado direito é uma funcao do campo ¢. Isso nos permite executar um procedimento
semelhante ao que foi feito no capitulo anterior quando estudamos modelos gémeos (veja

equagao (2.96)), isto é, iremos definir uma fungao G=1(Y) = 2nY Fy — F, tal que,

Y = G(QnYFy . F) - G(M) . (3.118)

Assim, impondo que g(¢) = W?/3, obteremos que Y = G(0). Com isso, sem perda de
generalidade, podemos assumir que G(0) = ¢, onde ¢ é uma constante real, logo, da

relacao (3.118), Y também serd uma constante.

Comparando a equagao (3.115a) com (3.75a) vemos que a primeira restricdo que a
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funcao F(Y) deve obedecer para obtermos teorias gémeas é:
Fy =1. (3.119)

Essa restrigdo, juntamente com a escolha da fun¢io ¢(¢), permite escrever a equagao
(3.117) como:
F(Y)=2nY. (3.120)

Além disso, o potencial V(¢) pode ser obtido da equacio (3.115b) na forma:

Yo =7(5)"

onde usamos novamente que Fy = 1. Por outro lado, assumirmos a equacdo (3.113),

encontramos que,

Vig) = l(%)221 - %W2. (3.121)

Comparando a equagao (3.75b) com (3.121) obtemos uma nova condi¢ao sobre a fun¢ao

F. Para que a teoria (3.112) seja gémea da teoria (3.74) devemos assumirmos que

2n
jo . 3.122
o — 1 (3.122a)

Além disso, pela equagao (3.120) devemos também assumir que

1
Y = )
2n —1

(3.122b)

Logo, a densidade lagrangiana do modelo da brana gémeo tem a seguinte forma:
1
L= -V(@F(Y)- W) (F(Y) - 1) . (3.123)

Assim, se as condigoes (3.122) e (3.119) forem satisfeitas os dois modelos, (3.74) e
(3.123), terao a mesma solucdo, com a mesma densidade de energia sendo assim chamados

de modelos gémeos.

3.5.1 Estabilidade

Para finalizar esta secao vamos investigar a estabilidade linear dos modelos de mundo

brana gémeos. Para isso, iremos escrever a perturbacdo na métrica (3.26) e no campo
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escalar, respectivamente, como:

ds? = W 1, + hy(y, 7)] detdz” — dy? (3.124)
oy, 7) = o(y) + £y, 7). (3.125)

Com isso, para a teoria de partida, (3.74), podemos escrever a equagao de movimento

(3.36) para a perturbagdo & na forma:

2n—2

(b)) o o[ (b)) e %”WG%) T

1 1 = 1 W2 —3et 2 2
W, <—W) = e (—W) SW2-Sww, ] _ Wh’ 3.196
+[2 voo |\ 5 We + 1o 1\ge 3 S WWoo | €= Ws ( )

Além disso, as contribuicoes de primeira ordem para as componentes da equacao de Eins-

tein, sao:

(n ——Wh’ ‘QAD(A‘)hMV)—EWnWh’%—e_QA(8,,00%,,@%—0”80%“&—8“8”@

uv 3
_8 (n—1), 1 1o \~5t, | 2
—g%qub[ 5 §— ZW¢¢<§W¢> £+ gWE} , (3.127a)
1 (0%
5(8 - auh’) = W,0,€, (3.127h)
1 2 2 1 w1, 8 (4n +2)
—— (W' = ZWH) = W (=W, — SWWé + — e (3.127
2( 3 ) 3 ¢¢(2 ¢’) § = gWWel + ——Ws. (3.127c)

Por outro lado, para o modelo gémeo (3.123), a equagao de movimento para a pertur-
bacao e as contribuicoes em primeira ordem para as componentes da equacao de Einstein

podem ser escritas, respectivamente, como:

24 (Wo) 5 e (an-14 2 F ) [(B2) ]

2 2 -1 2
4 2n Wo\3=2 , Fyy [1/Ve N\ 2V,
W (-t g o A) () 51 5(5) 3y
—|—3W<n 5P ) (5 €t |5 (W) +3 W e
1 1 Nm= 1 W5, /1 P e Ve
- - - - Y
+[2W¢¢¢< W¢> Tlon- 1<2W¢> - v
2
Wi 3WW¢¢]§— W', (3.128)
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4 1
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%(aah;a - a,m') = W0, , (3.129b)
0= 30) =30 e () e s
+% <4n +2+ szv_yi)m)é’ . (3.129¢)

Onde usamos as restri¢oes (3.119) e (3.122). Podemos assim notar que os modelos gémeos

terao o mesmo espectro perturbativo apenas se,
Fyy =0. (3.130)

Se esta restricao for satisfeita o conjunto de equagoes que governam a estabilidade do

setor gravitacional do modelo gémeo sao equivalente as do modelo de partida.

Como sabemos, o estudo de estabilidade nao é uma tarefa trivial, no entanto, podemos
assegurar aqui que, utilizando-se das trés condicoes (3.119), (3.122a) e (3.122b), junta-
mente com a condigao forte (3.130), a estabilidade linear dos dois modelos serao idénticas.
Portanto, se conhecemos o comportamento da estabilidade do setor gravitacional da teoria
de partida conheceremos com exatidao qual o comportamento da estabilidade do modelo

gémeo generalizado.

No préoximo capitulo faremos outra generalizacao a teorias de mundo brana. Seguire-
mos a linha das chamadas teorias F'(R) e generalizaremos a densidade lagrangiana através

de uma funcao geral do escalar de curvatura R.



Capitulo 4

MUNDO BRANA II: teorias F'(R)

E de nosso conhecimento que o universo passa por uma fase de expansio acelerada
[1,2]. No entanto, até o momento, nenhuma explicagio satisfatoria para este fendmeno
foi encontrada. Muitas propostas estao sendo apresentadas como possiveis fontes para
esta aceleracao, entre elas podemos destacar a energia escura e as teorias alternativas da
gravitagao, como as teorias F'(R). As teorias F'(R) sao teorias alternativas a Relatividade
Geral de Einstein que nao fazem mencao a fontes de energia desconhecidas e tentam
explicar o presente cenario de expansao acelerada do Universo. Essas teorias surgem de
uma substituicao do escalar de curvatura na acao de Einstein-Hilbert por uma funcao

arbitraria do mesmo, isto é, F(R).

Neste capitulo iremos apresentar um formalismo geral para se estudar teorias F/(R) em
modelos de mundo brana. No entanto, diferente do que temos visto nos artigos sobre este
tema, iremos partir de uma teoria, nao s6 com a generalizacao no escalar de curvatura,
mas também, com dinamica generalizada. Além disso, estudaremos a estabilidade como
feito em [76] e finalizaremos apresentando alguns modelos com curvatura constante e ndo

constante.

4.1 Formalismo

Comegamos com uma acao em 50D que descreve um F(R) brana em que a gravidade

é acoplado ao campo escalar na forma:

5= /d5x\/—_g< _ iF(R) +L6.X)). (4.1)

85
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onde L é a densidade lagrangiana de matéria que depende do campo ¢ e do invariante X.

Para o caso onde a brana é plana o elemento de linha é dado por

ds? = e*An,, datde” — dy? (4.2)

onde como sabemos, e*4

¢ o warp factor e n,, representa a métrica 4-dimensional de
Minkowski. Além disso, o escalar de curvatura pode ser obtido em termos do warp

function pala equacao (3.17), ou seja,

R=8A"+20A4". (4.3)

A equacao de Einstein que surge desta nova conjectura é obtida impondo que a variacao

da acdo (4.1) com respeito & métrica inversa seja nula. Isto é,

5S
dg

ab
No anexo A.4 (Eq. A.23), obtemos a equagao de Einstein na forma:

1
FrRap — §gabF + (900®) = V) Fr = 2Ty, (4.4)

onde Ty, é o tensor energia momento,

Tab = _gabﬁ + LXVG¢Vb¢ . (45)

Além disso, obtemos a equacao de movimento para o campo escalar como:
GV Vi +2XLxs— Ly =0, (4.6)

onde
Gab = ,CXXV“ngVbqb + g“bﬁx .

Como de costume vamos supor que tanto o warp function, A(y), quanto a campo
escalar ¢(y) sao estaticos, e depende apenas da dimensao extra y. Neste caso, a equacao

de movimento para o campo escalar assume a forma

(2X£XX + EX) " (2X£X¢ + £¢) = 4N YLy (4.7)
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E as componentes da equacao de Einstein (4.4) tornam-se:
1
(A" +4A?)Fr — 5F - SAFy, — Fj = —2L, (4.8a)
1
—4(A” + A" Fpr + SF+ 4A'F, = 2L —4XLx . (4.8b)

Além disso, com algumas manipulagoes algébricas, podemos escrever as equacoes (4.8)

CcOomao:
" 1 Ui 1 / / 4
A'Fp+ 5 Fy = g AFp = X Lx . (4.8¢)

que reproduz o caso padrao se F(R)=Re L=X —V.

Podemos também obter a densidade de energia na forma,
ply) = =AW L. (4.9)

Note que a densidade de energia nao depende da funcao F(R).

4.1.1 Estabilidade

Para analisar a estabilidade vamos seguir o que foi feito em |76] e decompor a pertur-

bacoes métricas de maneira usual, ou seja,
9ab = Gab = Gab t Tab (4.10)
com a métrica em 5 dimensoes sendo escrita como:
ds?t = W (n,, + h,,)da"dx” — dy* . (4.11)

Além disso, iremos considerar as restricoes de gauge transverso e traco nulo sobre a

perturbacao h,,, bem como as demais restricoes dadas pelas equagoes (3.25).

Fazendo a variagao diretamente na equagao de Einstein (4.4) obtemos que:

1 1
(0Ru)Fr + RapFrrOR — 5(59ab)F - égabFRéR +

+(69a5) TP Fr 4 gap (P Fg) — 6(VoVyFg) = 20T, . (4.12)

Porém, usaremos a relagdo: V,V,Fg = 0,0,Fr — I'¢,(0.Fr), para escrever que,

5(VoVFr) = 0.0y(FrroR) — (6T¢,)(0.Fr) — T%,0.(FrroR) .
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Além disso, podemos usar a equagao (3.32b) para obter a seguinte relagao:

1
§(VoVyFR) = —e™ | A'hay + §h;b Fl 4 0,00(FrrOR) — T¢,0.(FrroR).  (4.13)

O termo 6(0® Fg) da equagdo (4.12) ¢ obtido reescrevendo o laplaciano em quatro

dimensées, isto ¢, O Fr = ¢°V.V4Fg, de modo que encontramos,
30 Fg) = (09°)VeVaFg + ¢“0(VVaFF) .
Assim, utilizando a relacao (4.13) obtemos que,
1
5O Fp) = — [A’h+§h'] Flt e 2A0® (FrpoR) — (FrrdR)" —AA (FrpdR)  (4.14)
Com isso, a equacao (4.12) pode ser escrita como:
]‘ 1 /A nl !
(5Rab>FR + RabFRRéR — §7TabF — §gabFR(SR — 7Tab(4./4 FR + FR) +
1
—Jab [-A/h—F §h/} F]/%+6_2Agab|j(4) (FRR(SR) — (FRR(SR)” —4gabA'(FRR5R)/ +
1
teA [A’hab + 5%} Fly — 8,05(FrpdR) + I,0,(FrpdR) = 20T, (4.15)

onde os termos 6 Ry, € JR sdo obtidos pelas equagbes (3.44) e (3.45d), respectivamente.

As flutuagoes no tensor energia momento ja foram obtidas no capitulo anterior pela

equagao (3.40). Para solucoes estaticas temos que

0Ty = =Tl — g Lol + gaLx '€ + (LxoVad Vo) £ —
—(¢'LxxVadVd) & + LxV iV + LxVOViE . (4.16)

Se h,, obedece ao gauge (3.25d), verificamos que 0R = 0. Além disso, a componente

i, v do tensor de Ricci torna-se:

1 1
OR,, = &* 5% + 24K, + (A" + 4A®)hy, — 56-%‘5(4)% _ (4.17)

Com isso, podemos escrever a componente {u, v} da equagdo de Einstein (4.15) como:

1 1 1
bhgy +24'H, + (A" + 4A?)hy, — ée*”‘m(‘*)hw} Fr = 5hwF =

1
S bh;w — 3Ny | Fl = —2h, L — 21y, (@g - £ng’§’> . (4.18)
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Por outro lado, usando (4.8a) podemos escrever a equacao anterior como:

1 1 1
SH 240, — S a hu,,] Fpet 5Hy Fiy=—=2n, (@5 _ £X¢’£’) . (419)

que contraindo n*” nos permite obter que,

L& — Lxd'e =0,

logo, a equacao (4.19) obtém a seguinte forma:

/!

F
— P AN D+ O —F—gay] By = 0. (4.20)

Percebemos que quando assumimos o gauge transverso de traco nulo podemos desa-
coplar a perturbagdo do campo escalar da perturbagao métrica na equacao (4.18). A

equagao (4.20) pode ser reescrita se assumirmos a seguinte mudanca de variavel,
dz = e dy . (4.21)

Isso faz com que a métrica seja conformalmente plana. Com isso, a equagao (4.20) torna-

se:

[—ag— <3Az +(In FR)Z)azm(“)} By = 0. (4.22)

Por outro lado, podemos considerar, por simplicidade, que %, seja escrito na forma:
(2, 2) = e AP PG L (2)H () (4.23)

onde G, (z) satisfaz a equacio de Klein-Gordon e quatro dimensdes WG, () = —m?G (7).

Disso podemos escrever (4.22) como uma equagao tipo-Schrodinger,
[—02+ U(2)] H(z) = m*H(z), (4.24)

onde o potencial quantico analogo é,

_9 2 3 3 d(lIlFR) 1 d(lnFR) 2 1 dQFR
Ule) = A + A + 5 A [ iz ] Fn d2

4.25
dz 4 ( )

Para ser mais explicito, também se pode fatorar a equagio tipo-Schrodinger (4.23) da

forma:

Q0 = {( — 0.+ SAZ + %%) (0- + gAz + %%)} H(z) = m2H(z) ,(4.26)
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o que indica que nao ha nenhum modo gravitacional com m? < 0. Assim, qualquer solucao
do sistema de equagoes (4.8a) e (4.8b) ¢é estavel sob as perturbagoes tensoriais. O modo

zero (se existir) toma a forma,
Hy(z) = Ny 42 F)? (4.27)

onde Ny é uma constante de normalizacao. Todos os resultados obtidos aqui sao reduzidos
aos resultados obtidos no capitulo anterior para F'(R) = R. Vemos que para uma forma,
arbitraria de F(R), se o escalar de curvatura nao é constante, a equacdo para hy, ¢é

largamente diferente do caso com F'(R) padrao.

4.2 Dinamica padrao com curvatura constante

O modelo mais simples que podemos discutir ocorre quando assumimos a lagrangiana

com dinamica padrao dada por
1
L= §gabva¢vb¢ —V(p). (4.28)

Com isso, podemos escrever a equagao de movimento (4.7) e as componentes da equagao

de Einstein, (4.8), respectivamente, como:

¢ +AA Y =Vy. (4.29)

e
o = APy~ Fht L A, (4.300)
V(e(y)) = %(gA” + 4A’2)FR - iF — EA’F]’% — ;lFR (4.30D)

Em [77,79] foi demonstrado que se a curvatura escalar é constante é possivel obter
solucoes analiticas para as equagoes de campo (4.30). Especialmente em [77] os autores

mostraram que se R’ =0 podemos resolver diretamente a equacao (4.3) para obtemos que

L\
<§ky> para R =0,

e = ¢ cost/? (gky> para R = —20k? < 0, (4.31)
cosh?/® (gky> para R = 20k% > 0.

O caso especial onde a curvatura é constante nao tém mostrado grande relevancia, pois,

apesar de obtermos solugoes tipo defeitos topologicos, o warp factor é uma funcao di-
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vergente para qualquer uma das trés escolhas do escalar de curvatura na equagao (4.31).
Portanto, iremos discutir mais a fundo apenas o caso onde a curvatura é nao constante,

o que seré feito na proxima secao.

4.3 Dinamica padrao com curvatura nao constante

Nesta se¢ao assumimos que a curvatura escalar é uma funcgao geral da dimensao extra

y, na forma R=R(y). Com isso, a equagao (4.30a) pode ser reescrita como:
/2 3 " 1 &Y /" 1 /2
o :_5“4 FR+§ (AR -R )FRR_ER FRrRrr, (4.32a)
e o potencial (4.30b) como:

1 5) 7 1 1
V(ely) = —7F + (ZA” + 2A’2)FR - <ZA’R’ + 1R") Frn— 7R Frr. (4:32D)

Por outro lado, usando o escalar de curvatura em termos do warp factor (4.3), podemos

reescrever as equagoes (4.32), respectivamente, como:

3 4 1 2
¢/2 — _§A/,FR+20 (A/QA”_A”Q_EA/AW_5«4””>FRR_32 <5A/AII+A///> FRRRa (433&)

(&
1 5 " 12 12 " / n "2 nn
V(6(y)) = —ZF(RH(ZA 24 )FR—2<35A A"+ 124 A" 154"+ A )FRR—
2
—16<5A’A”+A”’> Frir. (4.33b)

Para estudar a estabilidade iremos usar a transformacao conforme (4.21) para escrever

o escalar de curvatura na forma:
R = de2A (2,422 + 3,43) . (4.34)

Com isso, o potencial quantico (4.25) torna-se:

U(e) = A2+ 5 A — 1604 (342 - Al = o) [(F2) - 27

F
_4672“4 <3-/4ZZL + 8'/43"422 - -Agz - 2Az./4zzz - Azzzz) % . (4-35)
R

Para prosseguir seguiremos [79], e escolheremos uma fun¢ao polinomial para F na
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forma:
F(R) = R+ aR?, (4.36)

onde o ¢ um ntimero real. Iremos investigar dois caos: o primeiro para o sendo um nimero
real qualquer, e o segundo para a pequeno, onde faremos uma analise perturbativa. Para

o caso geral, podemos escrever as equagoes (4.33) como:

3
¢/2 _ —5./4”—404 (5A/2A//+16A//2+8A1A///+2A////) : (4.37&)

V(¢(y)) — _3./4/2_ZA//—QOJ(10./4/4+69A/2A//+24./4/.A///+ 8A//2+2A////) . (437b)

Podemos também obter a densidade de energia em termos do warp factor na forma:

4
dy

[em(l—;A’S 124N+ 24")] + 4470‘(32““/1’4 . (438)

p(y) = poly) — 4o
onde po(y) é dado por (3.20). A energia da brana é calculado fazendo E = [p(y)dy. Para
o caso a # 0 os dois primeiros termos da equagao (4.38) sdo termos de superficie e nao

contribuem para a energia, entao obtemos a energia da simplesmente por

_44a
3

E dy e*A A (4.39)

Vemos que a brana tem energia negativa para a < 0 e energia positiva para a > 0.

Por fim, podemos expressar o potencial quantico (4.35) como:

3_ _ 2
0=ttt [

244 80(2A,,+3A2
_80‘[ 24480 (2A,,+3.A2) ] (4.40)

Vamos agora abordar alguns modelos especificos. Comecando com um modelo que

permite resultados exatos.

4.3.1 Procedimento exato

Resultados analiticos podem ser obtidos se escolhermos um warp factor, A(y), definir

na forma:
A(y) = Bln (sech(k;y)) , (4.41)
onde B e k sdo parametros positivos. Isto permite escrever o escalar de curvatura (4.3)
como: -
R(y) = 20B8%* (1 - 5; sech?(ky) ) (4.42)
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O escalar de curvatura é mostrado na figura 4.1. Vemos que o escalar de curvatura torna-
se constante no limite onde z — +oo (R — 20B%*k?), o que representa o caso com R
positivo em (4.31), no entanto, na regiao em torno da origem o escalar de curvatura muda

bruscamente, tendo, em =0, um valor de minimo igual a R(0)=—8Bk?.

20F

15

10

Figura 4.1: Escalar de curvatura (4.42) plotado para k=1e¢ B=1.

Com o warp factor (4.41) podemos escrever as relagoes (4.37), como:

/2 3
g 5 = 557+ dak’s? [532 168 +8 — (582 + 328 + 12)52] , (4.43a)
1% 3
% = —3B — 200k’ B® + 1(1 +4B)S? + 2ak*S? [QOB3+69B2+48B+8—

~ (10B*+69B%+568+12) 5? (4.43b)

onde S =sech(ky). No caso geral, os valores assintoticos do potencial e de sua derivada

tornam-se, respectivamente,
27.2 20 590
V((y—t00)) ——3B%k (1 + B ) e Vi(d(y—£oo))—0. (4.44)

A equagao (4.43a) nos possibilita encontrar uma faixa de valores permitidos para a

constante a, se queremos que ¢?> > 0, devemos assumir que,

aq S « S Qs , (445)

onde a; = —3 [8k2(8+16B+5B2)] " e ag = 3[32k2(1+4B)] .

A densidade de energia ¢ obtida da equacgao (4.38) e pode ser escrita como:

p po(y) 2 3 o2B 2 ZB+2[ 3 2
Bi Bi? Oak”B’S5“” + 4ak”S 0B°+37B°+32B+8

~ (5B°+37B°+44B +12) 5° (4.46)
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onde po(y) é definida como:

poly) = 3B 4 JBIE (1428) 72,

Uma caracteristica da densidade de energia (4.46) é a presenca de um ponto de inflexao

em
3+9B

~ 8k2(16 + 608 + 49B2)’

Qo

(4.47)

neste ponto verifica-se que as solugoes da equacao (4.43a) comecam a sofrer um split como
serd mostrado adiante. Além disso, a densidade de energia se comporta assintoticamente

CcOomo:

ply) = —2*8B%k? (3 - 20ak232) e 2By 4 (4.48)

A figura 4.2a mostra as regides permitidas para o parametro o com diferentes valores
de B e k=1. A regiao cinza claro representa os valores de « no intervalo o < a < as,
por outro lado, a regiao cinza escuro representa os valores de a no intervalo as < a<as.
Nesta figura fizemos a linha continua para a=aq, a linha tracejada para a=ay ¢ a linha
traco-pontilhada para o = as. A regidao cinza escuro representa os valores de a onde a

densidade de energia sofre um split em y=0.

0.10

0.05

0.00

0.0 012 014 016 018 1.‘0 1.‘2 14
(a)

Figura 4.2: (a) Regido permitida para a com k=1 e o=y (linha continua), o = g (linha

tracejada) e a=as3 (linha traco-pontilhada). (b) Densidade de energia para k=1, B=1e a=o;

(linha continua), «=cq (linha tracejada) e a=as3 (linha trago-pontilhada).

A Energia da brana é obtida como:

4
E= 11ak3ﬁrB [(B) (4.49)

(5/2+ B)

Resolvendo a equagao (4.43a) podemos encontrar uma fungdo ¢ = f(y) que pode ser

invertida na forma y= f~!(¢). Com isso, podemos escrever o potencial na forma usual,
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isto &, V=V(¢). A solucio geral da equacio (4.43a) é

\/ B[ a, V3B|. 20n— . 1/2
0 1——F(ky, P)+ 5 )1— S P S cosh(2ky)| tanh(ky), (4.50)
aq

103 (05}
onde
h _
/ sin . p_Om-moas (4.51)
\/ P—i—smh2 Q3= a3

O resultado geral conduz a alguns casos particulares interessantes. O primeiro é o
caso limite para a = «; na equacdo (4.45), onde obtemos que P > 1, e assim podemos

escrever a solucao ¢(y) e o potencial, respectivamente, como:

oly) = \/gli(i JQFBB()1(624:L 55BB)) tanh(ky), (4.524)

3BEk? [12+24B+5B2
4 8+16B+582

1+2B)(8416B+5B2)
3B(6 + B)(2 + 5B)

V() = } —k2(1+2B)¢2+k2< ¢t . (4.52b)

Para a=0 obtemos o caso padrao com P=1. Com isso, podemos escrever que

o(y) = V6B arctan [tanh <%>} , (4.53a)
V() = —3B%2 + ZBkQ(l +4B) cos? ( 3%@ , (4.53b)

que ¢ o resultado encontrado em [66]. Na sequencia deveriamos obter o caso limite onde
a = ag, no entanto, este ndo permite que a integral em (4.51) seja escrita em termos de
funcoes elementares e por isso nao sera analisado. O terceiro caso ¢ quando a=as3. Aqui

nos temos que

o) = PO (1 _ oot Jsem(n). (454a)
3B%k* 8+32B+5B*1 3BKk? 8+32B 2
Vo = -5 1+4B [+ =5 6+ B)2+58) [1_\/33(6+B)(2+5B) o] -

wf. (4.54b)

3Bk? (6 + B)(1+2B)(2 + 5B) 8+32B
16 1+4B [ ~\/3B(6+B)(2+5B)

Podemos notar que cada uma das solucoes particulares acima obedece & seguinte
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condigdo: ¢(y — d00) — ¢, onde

~ [3B(6+ B)(2+5B)

1 = \/ 16+ 2B(16 + 5B) (4.55)
o = % 68, (4.55b)
¢3 = \/3B(6 ;_1_3;)?,(223+ 58) : (4.55¢)

com ¢ < ¢g < ¢3, para a=aq, a =0 e a= a3, respectivamente. Além disso, para cada

um dos trés casos temos que V(¢) = v e Vy(¢) =0, onde

16 + 328 + 1052
- —332k2( ) 456
v 16+32B+582 /)’ (4.56a)
vy = —3B%k?, (4.56b)
8+ 32B + 5B?
Vs = _332k2< +8 - 3;B ) , (4.56¢)

com vy < vy < v3. Este resultado concorda com o obtido na equacao (4.44). Na figura

2 ‘ Ea—
1 3 ,,,,,,,,, 7{,/, ,,,,,,,,,,,,
| 7
0 j .
1 Ky
I/
_l ,,,,,,,,,,, :,7',/ T
/\//
—
_pl=== ) ) ) ) I . . i .
-4 -2 0 2 4 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) (b)
Figura 4.3: (a) Solugao kink para os trés modelos que permitem solugoes analiticas plotadas com
k=1, B=1e a=a; (linha continua), =0 (linha tracejada), o= a3 (linha trago-pontilhada).
(b) Potencial para os mesmos valores dos parametros k e B.

4.3a mostramos os trés casos onde a solugao é obtida analiticamente. Os graficos foram
plotados para k=1 e B=1. Podemos perceber que o centro do defeito comeca a sofrer
um split tipo um duplo-kink quando o > as. A figura 4.3b mostra o potencial para os

mesmos valores dos parametros k e B.

O préximo passo é encontrar o potencial quantico. Para isso devemos efetuar a mu-

danga de variavel (4.21) para o warp factor dado em (4.41). Isto é,

1 1 1-B 3
z = /dy sech P (ky) = z sinh(ky) o F1 (5, —5 g sinh2(k:y)> . (4.57)

A funcao hipergeométrica pode ser simplificada se B é um nimero impar. Em particular
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para B=1 obtemos que

1 1
y = Earcsinh(kz) = A(z) = —3 In (1 + k222> : (4.58)

Com isso, podemos obter o potencial quantico (4.40) como:

3k* 2 — 5k?2? 56 ak? (1 — 6k22%)
U(z)=—— s+ 2 -
4 (1+k222)° (14 k222)7[1 + k222 — 8k« (2 — Hk222))
B 3136 a?k®2? (4.59)
(14 k222)° [1 + k222 — 8k2a (2 — 5k222)]° '
que ¢ o resultado obtido em [80].
Além disso, o0 modo zero pode ser obtido como:
2,2
6k 1 —8ak? (3052
Holz) = — Y0 v i) (4.60)

2V3+8ak? (14 k222)%*

(b)

Figura 4.4: (a) Potencial quantico (4.59) plotado com k=1 e a = «; (linha continua), o =0
(linha tracejada), a = a3 (linha traco-pontilhada). (b) Modo zero para os mesmos valores dos
parametros k e B.

Vamos mais uma vez que as mudancas sugeridas nao contribuem para desestabilizar

os modelo, ja que o modo zero nao possui nos.

4.3.2 Procedimento perturbativo

Nesta secao, vamos utilizar o procedimento perturbativo introduzida na secao 2.1 para
estudar modelos de mundo brana. Como foi feito 14, iremos assumir que o campo escalar

é escrito na forma:

P(y)=9(y)+ada(y), (4.61a)
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onde « ¢ um parametro real pequeno. Além disso, o potencial e o warp function serao

escritos, respectivamente, como:

V(g) = V(¢) + aVa(0), (4.61b)
Aly) = A(y) + aAa(y) , (4.61c)

nessas equacoes ¢, V e A sao a solucao, o potencial e o warp function da teoria nao

perturbada com a=0. Onde, pelo formalismo de primeira ordem, podemos escrever que,
¢ = Ty 1W(¢3) (4.62)
2 -3 ’ '

onde usaremos a notagao que Wy = W e

Usando as equagoes (4.61) e (4.62) podemos escrever a equagao (4.37a) até primeira

ordem em « como:

2 2
¢, = —g% +5-Ws [5W2—24W2 AW W5+ 18W2; + 9W; W55, (4.63a)

e da equagao para o potencial (4.37b) podemos escrever que

: 12 20 23
V() = —W(;,[ZW%—gW} Gt 2W A — A” Wi WA -
8 2 4 2 2 3
S - 9W¢+ 3W¢W¢¢ + 3W¢WM,. (4.63b)

Para resolver a equagio (4.63a) devemos impor alguma condigao adicional sobre o
warp function, A/ . Para isso, iremos assumir que este pode ser escrito em termos do

campo nao perturbado na forma:

AL() = BV () + BW3() (4.64)

onde (51 e (o sao parametros reais de ajuste. Com esta escolha podemos obter o warp

function (4.61c) como:

Aly) = Zl% 1—3af) /W dy+0462/W3 ))dy, (4.65)

onde a constante de integracao é obtida pela condigao A(0) = 0. Além disso, podemos

também escrever as equagdes (4.63), respectivamente, como:

3 2 2 2 2
G == W (135 7) + 27W~ IV 24W 224V W5+ 18W2; + OW5 W55, (4.662)
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e
) = 1 2 9 3B1 9 10 4
23 9/82 2 2 8 2 4 4 2 9 9 1 5
(G g W= WIEW = GW S S35 (466D)

Vemos assim que podemos resolver a equacao (4.66a) para obter ¢, e com isso, encontrar

o potencial V,,(¢) em (4.66b). Além disso, se obtivermos o warp factor na equagao (4.65)
podemos utilizar as equagoes (4.38) e (4.40) para encontrar, respectivamente, a densidade

de energia e o potencial que governa a estabilidade.

9 3
Ulz) = A+ 5 A —Bae ™ [BA8AZAL — AL —2A A= Asecc| . (467)

Example 1

Vamos agora ilustrar este formalismo com duas escolhas para o superpotencial W. No

primeiro escolheremos a seguinte fungao

W(¢) = 2¢ — %aﬁ?’, (4.68)

que é o superpotencial que suporta estruturas tipo defeitos topoldgicos. A solucao exata

para este modelo é escrita como:

¢(y) = tanh(y), (4.69)

Com isso, obtemos o warp function (4.65) como:

_1 _16 2] 4 4
Aly) = 5 (1 3a3 3 oz52> [4ln(5) +S ] + 904525 +
20 6 by o« B B 1

onde S = sech(y). Aqui nos usamos A(0) = 0 para obter a constante de integracao.

Podemos notar que o warp factor 62“4, possui 0 seguinte comportamento assintotico
e2AW) ny o—denlul/2T o (4.71)

onde 1 = 3 — a(96;+160;). Logo, para que o warp factor vé assintoticamente a zero
quando y — +o0o devemos assumir que £; seja positivo, ou seja, que a < 3 (98, + 1653,) 7!
se B9 2 —90:/16. Essa condigdo é também chamada de limite de brana fina. A figura 4.5

mostra o comportamento do warp factor para alguns valores dos parametros «, 51 e fs.
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Figura 4.5: Warp factor plotado para 81 =2 =1, com a =0 (linha continua) a=0.01 (linha
tracejada) e «=0.02 (linha trago-pontilhada).

Usando (4.70) em (4.3) podemos escrever o escalar de curvatura como:

16 16
R(y) = g(20—4254—556) - Ea[36Oﬁl+640B2—3(171ﬁ1+75262)54—

—10(981+32[32)S%+13323,5% + 564,510 +408, 5| . (4.72)

Na origem o escalar de curvatura tem um valor minimo R(0)=—16/3+16a;. Além disso,

é possivel mostrar que o escalar de curvatura assume o mesmo valor assintotico constante

R quando y — #00, onde

320 640

R=— - %a@ﬁl + 16/32) .

O proximo passo é assumir que a correcao de primeira ordem no campo é uma fun-
¢ao da solugdo nao perturbada ¢. Com isso, podemos utilizar a equacao (4.66a) com o

superpotencial (4.68) para obter que

o8- (20051 () (U9 )5 (0 25y

Além disso, usando a solugao (4.69) podemos escrever a solugdo completa como:

#(y) = tanh(y) —« {<%+3—ﬁl> tanh(y)— <@—652> tanh®(y)+

9 2 81
416 1205, 80 20,
+<ﬁ_ - )tanhf’(y)_(ﬁ_T) tanh7(y)]. (4.74)

Quando y — 400 obtemos que ¢ — ¢ = + [1 + a (%—%—%)] Isso mostra que
o valor assintético de ¢ depende essencialmente do parametro a. No entanto, se [y =
8240/4131 — (105/272)3; a solugao geral possuira o mesmo valor assintético da solugao
nio perturbada, isto é, ¢ = +1. Na figura 4.6a mostramos o comportamento da solucio

geral (4.74) para alguns valores dos parametros «, ;. Note que usamos o valor de 35 de
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tal modo que a solucao geral tenha o mesmo valor assintético da solucao nao perturbada.

Usando a equagao (4.73) podemos escrever a corre¢ao de primeira ordem no potencial
(4.66b) como:

_ 160 38, /3056 3 38336
Vald) = g0 25+ (g 4 188) 0 (25 )
53600 48, 63262 o, (52 992y 4620 28548y
+< 729 9 >¢ < 3 81>¢+<15309 945 >¢
808, 320
+<567 45927)¢

Com isso, podemos reconstruir o potencial dado pela relagao (4.61b), onde

4

1 T, 25, ’
Precisamente temos que
1 2 4 1
V(o) = g6t oot ot a0l (B a1 ) o
301 38336 53600 45, 63262 6 52835 992
(2 o250 >¢ (729 9 )¢ ( 3 81>¢
4624 285452\ 10 8005, 320
(15309 945 >¢ (567 45927>¢ ] (4.75)

Este potencial é plotado na figura (4.6b) para alguns valores do parametro o com 5 = 1
e by = 1.609. Podemos ver que o ponto de maximo do potencial em ¢ = 0 é deslocado
de um valor que depende de a e é dado por V(0)=1/2—«(160/9+35,/2). Além disso,
quando o campo ¢ vai para um valor assintético ¢ os pontos de minimo do potencial, ou
seja, onde, Vy(¢) = 0, sdo alterados na forma

- 16 32«

V(0) =5 + oot (729ﬁl+129652—160>

Usando o warp factor (4.70) podemos escrever a densidade de energia (4.38) como:

py)=po(y) + Sf/;)[(ia §%) + (bi-+b5*+by5°) 1n<s>}, (4.76)
onde 2o

e9
= ——_8%9(16—3951—45%) .
Po(y) 9702 ( )
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1.07 | | g N
! ! p | | | |
| | 7, T i Y R S A
o5 7 e
| : 4/' ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0.0 1 e e A U R T
| : /’/) | | | . : | . .?
—0_5——————r————1,1/'—/————————y————j ffffff A\ e A
> - N~
“10t——==" N
-3 -2 -1 0 1 2 3 0
(a) (b)

Figura 4.6: (a) Perfil da solucgao kink (4.74) para 1 =1, f2=1.609, com a=0 (linha continua),
a=0.01 (linha tracejada), e «=0.02 (linha trago-ponto). (b) Perfil do potencial (4.75) para os
mesmos valores dos pardmetros tracados na solucao.

Os coeficientes de (4.76) sao dados por

25651+1417652 5120 4144160 348, 1428045, 49183, 320
= —_ Ae = — — J— a — —
=g 2187 6561 6 45927 81 76545 2 15309 45927
448256 4278, 35662483, 543968 861 582445, 8f
pr— —_— _ a —_ — —_—— S [ —
2= 15300 81 25515 ° 15309 81 ' 5103 47799
10432 108, 1889063, 1280483, 3008 128
— — _ — _ by =—— (96,416
T DY 25515 1T 795515 5103 ! 729( Br+165)

e também by = —16by/39=—4b3. A figura 4.7a mostra a densidade de energia (4.76). Para

107
08
06
0.4
0.2
0.0

~0.2

Figura 4.7: (a) Densidade de energia para 81 =1, f2=1.609, com o =0 (linha continua), «=0.01
(linha tracejada), e a=0.02 (linha traco-ponto). Neste caso o split inicia em a = 0.0155. (b)
Perfil do potencial quantico para os mesmos valores dos pardmetros.

a > 108/(8224+2975,—9720,) a densidade de energia sofre um split em x=0, indicando

a presenca de possivel estrutura interna na brana.

Para este caso o potencial quantico nao pode ser obtido analiticamente. No entanto,

seu comportamento é obtido numericamente na figura 4.7b.
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Example 2
Como segundo exemplo vamos considerar o modelo seno-Gordon definido em [66] como:
W(¢p) = 2sin(¢) . (4.77)

Com isso, podemos usar a equagao (4.62) para obter a solu¢ao nao perturbada na forma:

¢(y) = arcsin [tanh(y)] : (4.78)
Com a solucao (4.78) podemos obter o warp function (4.65) simplesmente por

Aly) = 0 (1- ) + ; [1-30(, +48)| In(S), (4.79)

onde usamos a condi¢ao A(0) =0 para obter a constante de integra¢do. Podemos mostrar

que o warp factor possui o seguinte comportamento assintotico:
e2AW) o 2e2ll/3 4L (4.80)

onde €9 =1 — 3a(f + 4/3). Logo, para obter o limite de brana fina devemos assumir
que g2 > 0, ou seja, que o < 1/(38,+120,) se 35, = 1206,. Na figura 4.3.2 mostramos o

comportamento do warp factor para alguns valores dos parametros «, 31 e [s.

1.0f

0.8

0.6

04

0.2

0.0

Figura 4.8: Warp Factor para 1 =1, 82 =0.294, com a=0 (linha continua), « =0.015 (linha
tracejada), e «=0.03 (linha traco-ponto).

Podemos também obter o escalar de curvatura como:

R(y) = ?(5 - 852) - 1%0‘ [10% +402) — (131 4+ 1166,) 5% + T66,5"| . (4.81)

Na origem o escalar de curvatura tem um valor minimo R(0) = —16/3+ 16a3;. Além

disso, podemos mostrar que o escalar de curvatura vai para um valor constante R quando
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Yy — +00, onde

R=[1-6a(8i+48)] .

Por outro lado, usando a equacao (4.66a) podemos escrever a contribuigao de primeira

ordem para a solucao como:

~ 112 3 ~ 320 9 -
ba(®) = (W - 5(51 + 652)>¢ - (? - 552) sin(2¢) . (4.82)
Com isso, a solucao completa torna-se:
o(y)= [1—1—& (% - 2(51 +662)>} arcsin [tanh(y)}—? (32170 - gﬁz)sech(y) tanh(y). (4.83)

Podemos mostrar que quando y— 400 a solucdo vai assintoticamente para +¢, onde

assim, se By =112/243— /31 /6 a solucao geral tem o mesmo valor assintotico da solugao
nao perturbada. A figura 4.9a mostra o comportamento da solu¢do (4.83) para f; =1,

P2 =143/486 com alguns valores de a.

5] e

]k SRRttt e
050
00— —
05 ’/',,,,,,,:L,,,,,A:,,,,

(a)
Figura 4.9: (a) Solugdo do modelo seno-Gordon para f; = 1, 2 = 143/486 € o = 0 (linha
continua), o = 0.015 (linha tracejada) e o = 0.03 (linha trago ponto). (b) Potencial (4.84) para
os mesmos valores dos parametros «, 51 e 2 usados no grafico da solucao.

Com o superpotencial (4.77) podemos escrever a contribui¢ao de primeira ordem para

o potencial (4.66b) como:

~ 112 3 2608 19 ~ 640 ~
V@ = (S )+ (g 198) ') (- 17) @)+
616 11 33 ~ ~
(5 =775 )asind,

Com isso, podemos reconstruir o potencial e obter que
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V(g) = % - %Sin%) - a[(%ﬁ%ﬁl) - (%Jr 19251 +15/32) sin?()+
+($_1762> sin’(9) - (%6—%61— 332ﬁ2)¢sin(2¢)} : (4.84)

que possui pontos de minimo em ¢ = (2n+1)7/2 e pontos de méximo em ¢ = nm, onde
n é um numero inteiro. A figura 4.9b mostra o comportamento do potencial (4.84) para
alguns valores do parametro o com ;=1 e 5, =143/486. Vemos que os pontos de méaximo
sao deslocados do valor usual (av=0) na forma AVipax =—a(112/9+35,/2) e os pontos
de minimo sao deslocados em AVj,in =—a(320/81—85; —3205).

Podemos também obter a densidade de energia como:

ply) = —%54/3 (4-75%) —%54/3 [64 (40—813; —4320,) —8 (3488 — 8913, — 7803 35) S? +
+72 (640 —4830,) S*—3456 (B1+453,) In(S) + 6048 (51 +45,) S* In(S) —
—44 (224—815,—4860,) S x tanh(y) arcsin(tanh(y))| . (4.85)

Novamente podemos mostrar que a densidade de energia sofre split para

Y 162
732845136, — 19445,

(4.86)

Na figura 4.10 mostramos o comportamento da densidade de energia (4.86). Vemos que

para os parametros dados o split comeca em a = 0.022.

1.0f :
0.8
0.6
04
0.2
0.0
-0.2

Figura 4.10: Densidade de energia (4.85) para 1 =1, 2 =143/486 e a =0 (linha continua),
a = 0.015 (linha tracejada) e o = 0.03 (linha traco ponto).

Podemos perceber que em ambos os caos (com escalar de curvatura constante e nao

constante) obtemos solugdes fisicas aceitéveis em teorias F'(R).



Capitulo 5

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Como foi apresentado neste tese, é possivel construir um formalismo matemaético que
permite obter solucoes, do tipo defeitos topologicos, para uma classe geral de teorias
de campos com lagrangiana nao padrao. Foi visto que, nestas teorias, a manipulacao
matematica se torna muito mais complicada do que o caso onde a lagrangiana é padrao,
porém, ainda é possivel obter resultados analiticos e fisicamente aceitaveis para uma

grande classe de modelos.

Embora a maior parte das teorias com dinamica modificada apresentam uma fisica
completamente distinta da obtida, nas teorias correspondentes, com dinamica padrao,
foi mostrado que, é possivel construir uma classe de novos modelos idénticos em varios
aspectos, tais como, mesma solucao, mesma densidade de energia e mesmo espectro de
estabilidade linear, bastando, para isso, impor que a teoria generalizada obedeca certas
condigoes. Essa classe de modelos sao denominados de teorias gémeas. Com essa nova
caracteristica, verifica-se que a mudanca da dinamica de uma teoria pode ou nao ser
percebida se comparada com a teorias de dinamica padrao. Este fato reflete as intiime-
ras possibilidades em se construir uma teoria de campos que descreva um determinado

fenomeno fisico.

Foi também mostrado que modelos com dinamica generalizada podem ser empregados
no estudo de objetos estendidos com dimensoes extras tais como um brana. Para isso,
foi apresentado um formalismo geral para a construcao de modelos, acoplando o campo
escalar & gravitacao em cinco dimensoes do espaco tempo. Foi mostrado, em uma grande
variedade de problemas, que podemos descrever novas caracteristicas da brana depen-
dendo da forma especifica da lagrangiana escolhida. Além disso, também encontramos
modelos gémeos com os mesmos aspectos apresentados nas teorias em quatro dimensoes,
ou seja, com a mesma solucao e mesma densidade de energia. Neste ultimo caso, a es-

tabilidade do setor gravitacional, torna-se rigorosamente idéntica ao caso com dinamica

106
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padrao, ou seja, é controlada unicamente pelo warp factor.

A tese é concluida considerando um outro cominho para se estudar branas generali-
zadas, onde, ao invés de alterar a densidade de lagrangiana, propomos acrescentar novos
termos que dependem do escalar de curvatura na acao de Einstein-Hilbert. Este novo
contexto é inspirado nas chamadas teorias de gravitagao F'(R). Em geral, teorias desse
tipo provocam profundas modificacoes nas equacoes de Einstein, tornando o problema
matematicamente robusto. Assim como nos modelos anteriores, foi realizado um desen-

volvimento matematico formal que possibilita estudar teorias de brana-F(R).

Para exemplificar o formalismo de brana-F'(R), foi considerado a adi¢ao de um termos
de segunda ordem, em potencia, no escalar de curvatura. Mostrando que, apesar das
alteragoes impostas, ainda podemos encontrar solugoes analiticas sob algumas condicoes.
Em especifico, isso foi obtido considerando o caso onde o escalar de curvatura depende da
dimensao extra y. Neste caso, a brana sofre um split na densidade de energia, indicando
uma possivel existéncia de estrutura interna. Além disso, foi também mostrado que ainda
podemos garantir a estabilidade do setor gravitacional pela positividade dos autovalores

de um problema mecanico quantico analogo.

Apesar da grande variedade de resultados obtidos nesta tese, podemos destacar alguns
pontos que precisam ser melhor entendidos. Como, por exemplo, qual o significado fisico
de se ter varias teorias que descrevem o mesmo fenémeno. Nesta linha de pensamento
poderiamos nos indagar se os chamados modelos gémeos possuem alguma utilidade pra-
tica ou se sao apenas curiosidade matemaética. Além disso, é importante ressaltar que,
embora tenhamos oferecido, na introducao desta tese, uma breve motivacao para se estu-
dar teorias generalizadas como possivel explicagao para a expansao acelerado do universo,
em nenhum momento nos permitimos verificar se algum modelo apresentado aqui chega
a este resultado. Note que esse possivel teste estd fora do escopo desta tese, mas que,

penso eu, poderia ser feito por algum especialista em gravitacao.

Por fim, podemos enunciar alguns problemas nao solucionados como possiveis perspec-
tivas para trabalhos futuros. Entre eles poderiamos tentar acoplar férmions aos modelos
de brana generalizados apresentados aqui. Além disso, no dltimo capitulo sugerimos uma
modificacao nas teorias de brana que incluam mudanca na dindmica com inclusao de uma
fungao F(R), porém, nenhum resultado analitico foi obtido com termos de dinamica nao
padrao. Por outro lado, pensando apenas em brana-F'(R), poderiamos tentar solucoes

analiticas incluindo termos com potencia superior no escalar de curvatura, tais como R".

Para finalizar, é importante destacar que, em paralelo ao que foi exposto nesta tese,
mas dentro do contexto de teorias de campos generalizadas, estd sendo estudada novas
generalizacoes aos modelos de campos padrao. Em particular podemos destacar o traba-

lho sobre defeitos topologicos com dinamica tipo Galileons [81] que descreve teorias que
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possuem derivadas superiores na agao, mas que conservam a segunda ordem nas equagoes
de movimento. Além disso, estamos estudando uma nova vertente em cosmologia com 0s
chamados campos auxiliares. Que consiste em generalizar o a parte de matéria da equa-
cao de Einstein a partir de uma expansao perturbativa de uma funcao do tensor energia
momento T,;,. Estes dois trabalhos estao concluidos e serao submetidos apos a conclusao

deste tese.



Apéndice A

Este anexo é dedicado a definicao e deducao de equagoes que serdo uteis ao longo desta

tese. A maior parte delas foi extraido da referéncia [82]. Vamos a elas.

A.1 Formulas da Gravitacao

Derivada covariante de um tensor covariante:

VoV = 0.V — TSV (A.1a)

Derivada covariante de um tensor contravariante:

V.V o= 9,V + 1t Ve (A.1b)
e Simbolo de Christoffel:
gcd
Io = 5 <8bgad + Oalba — adgab) (A.2)
e Operador d’Alembertiano:
AL iaa(\/ggababgb) (A.3)
N/
e Tensor de Ricci:
Ray = 0.1, — 0,1, + Tg, %, — T le, (A.4)

Escalar de Curvatura: O escalar de curvatura é obtido pela contracao do tensor de
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Ricei na formas

R =g"Ry (A.5)

e Relacao para a derivada da métrica

A.2 Potencial de Poschl-Teller

O potencial da mecanica quantica de Péschl-Teller modificado sem reflexao é dado por
U(x) = a — bsech?(x), (A.7)

onde a e b sao parametros reais positivos. O continuo nao contem estados de reflexao.

Para a < b, ha estados ligados. Os autovalores do espectro discreto sao:

En=0a—C, (A.8)
com
1 1
= -—n-—, A.
c \/b+4 n-g (A.9)
onde

1 1
< b+ - ——. Al
0<n <4/ +4 5 (A.10)

Se v/a < /b+ 1/4—1/2, existe autovalores de energia negativa. Mais detalhes podem

ser visto nas referéncias |27, 83].

A.3 Funcao Hipergeométrica

A Funcao Hipergeométrica é uma classe de fungoes que podem ser representadas como
séries de poténcia na qual os coeficientes sao apropriadamente produtos definidos e quo-
cientes de valores de funcao gamma e fatoriais. Quase todas as funcoes importantes da
fisica matemética podem ser reformulacoes hipergeométricas. Estas surgem pelo método
de Frobenius como solucoes analiticas da equagao diferencial hipergeométrica e geram

séries hipergeométricas [84, 85|.
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A equacao hipergeométrica é dada por:

z(1— z)%y(z) +c—(a+b+ 1)2]%3;(2) —aby(z) =0, (A.11)

onde a, b e ¢ sao parametros. Considerando agora o parametro b # 0 fazendo a seguinte

mudanca de variavel independente,

x
=2 A12
i3 (A.12)
obtemos a seguinte equacao diferencial
x\ d a—1 d
:p(l — g)@y(x) + [c - <T + 1>33] %y(x) —ay(x) =0. (A.13)
Por outro lado, tomando o limnite b — oo obtemos, a equacao diferencial,
xd—z (90)—1—(0—:6)i (x) —ay(x) =0 (A.14)
dz?”? dz” e = '

que é chamada equacgao da hipergeométrica confluente. Esta equacao tém somente dois
pontos singulares: um regular na origem e um irregular no infinito. O ponto singular
irregular no infinito é formado pela confluéncia de dois pontos singulares da equacgao

hipergeométrica, isto é, pelos pontos 1 e oco.

Uma das solugoes da equacao hipergeométrica pode ser encontrada através do método

de Frobenius na forma:

TI'(a+n)['(b+n)
C(c+ n)n!

y(x) = 1Fy(a, b; c; ) 2" (A.15)

n:O

isto é, uma solugao em torno do ponto z = 0. Para mais detalhes veja as referéncias [86,87].

A.4 Equagao de Einstein em teorias F(R)

Para obter as equagoes de Einstein para uma teoria F'(R) devemos variar a a¢ao com

respeito a métrica. Para isso vamos considerar a acao em cinco dimensoes na forma:

_ /d5x\/—_g< - iF(R) +L). (A.16)
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Com isso, a variacao da agdo nos permite escrever a seguinte equacao,

65 = /d% {5(\/—_9)(— iF(PL) +£) +\/—_g<— iéF—i—éﬁ)]

1
- / &z/—g [—%gabdgab< - F(R)+ ,c) - iFR(SR + 5.&] . (A7)

onde usamos a relagao (A.6). Logo, podemos escrever que:

1 1R 1 oL
6S = [ d°xv/=g | =g F(R) — ~—Fg ) A.18
S / x g[8gb(R) 1550 773 59]9 (A.18)
Por outro lado, a definicao do tensor energia momento nos diz que
1 oL 1 0(/—gL 1
__gab*c + = ( J ) = _Taba
2 5gab /_g 5gab 2
portanto, podemos escrever a equagao (A.18) como:
1R 1
Sov/— ———Fr+ =Tu| 6g". Al
/dﬂf |:gab(> 4(Sgab R+2ab 59 ( 9)
Além disso, da definigdo do escaler de curvatura (A.5) podemos mostrar que,
0R
T = R.s + (90— V,Vy) , (A.20)
Com isso, a equagao (A.20) torna-se:
. 1 1 1 b
53 = d Ty — gabF( ) ZFRRab — Z_l (gabD — VaVb) FR —|— §Tab (59 . (A21)
Logo, impondo que a variagdo da a¢ao seja nula (0.5 = 0), obter que,
1 1 1 1
ggabF(R) 1 (9D — VaVy) Fr — ZFRRab + §Tab =0, (A.22)
ou melhor,
1
FrRa — §gabF(R) + (g — Vo Vy) Frp = 2T, (A.23)

que é a equagao desejada. Para o caso trivial com F(R) = R, obtemos que:

1
Rab — EgabR = 2Tab, (A24)
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