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Resumo

Nesta tese, apresentamos modelos de sistemas estax@gidois niveis que interagem
através de um acoplamento global, de forma que o estadadeyor cada unidade da populacao
influi na taxa de transicao de estado das demais. Apresestdois modelos de acoplamento
global onde & possivel observar uma transicao de fagmdegime onde as unidades estao dis-
tribuidas igualmente entre os dois estados para uma fasehda aglomeracao de unidades em
um dos estados. Em um dos modelos de acoplamento essadoaosre de forma continua
com o parametro de acoplamento. Através de uma apro&ondg campo médio mostramos
que essa transicao de fase ocorre devido a uma bifwagdorquilha subcritica onde uma
das fases € associada a um regime monoestavel (unidagds@nte divididas entre os dois
estados) e a outra fase a um regime biestavel simétricom(rparte das unidades aglomera-
das em um dos estados). Ja o outro modelo apresenta umaéoads fase descontinua com
o parametro de acoplamento. A abordagem de campo médiargye essa transicao de fase
ocorre através de uma bifurcacao de forquilha sugeraionde temos um regime monoestavel e
um regime triestavel apresentando simetria com relaggmwc¢o de potencial central e a medida
que o parametro de acoplamento & aumentado a estabitidattal diminui enquanto os outros
dois estados se tornam mais estaveis. Foi mostrado quarpaes os modelos de acoplamento,
guando temos uma quantidade finita de osciladores o sis{@mseata uma estrutura de ruido
multiplicativo. Essa estrutura de ruido torna os estadt@veis obtidos com a aproximacao
de campo médio em estados metaestaveis. Também foiadogjue as flutuacdes devido a
guantidade finita de unidades quebra a simetria nos regiomesnultiestabilidade, essa quebra
de simetria ocorre devido a assimetrias da intensidade wtasg¢bes. Obtemos também uma
equacao de Fokker-Planck para esse sistema. A solacaquicao de Fokker-Planck nos da
a distribuicao de probabilidade da quantidade de unslade cada estado. Essa distribuicao
torna possivel a construcao de um diagrama de fases panasg;ao de fase dos regimes mo-
noestaveis para os regimes que apresentam multiestgat@liEssa transicao é caracterizada em
termos do parametro de acoplamento e da quantidade dedesida sistema.

Palavras-Chave: Sistemas estocasticos, osciladom@sasstos, transicao de fase, ruido
multiplicativo, osciladores de fases discretas.



Abstract

In this thesis, we presented models of two state stochaaierss which interact through a
global coupling, in a way that each population unit contiésito the state transition rates of the
other units. We presented two models of global coupling irctvis possible to observe a phase
transition of a regime with units equally distributed on thwe states to a phase where there is an
agglomeration of units in one of the states. In the first cmgpinodel this transition occurs in
a continuous way as we increase the coupling parameterughra mean field approximation
we shown that this phase transition occurs due to a sutatrgitchfork bifurcation where one
of the phases is associated to a monostable regime (unigdlyedistributed in the two states)
and the other phase to a symmetric bistable regime (majofritlye units agglomerated in one
of the states). On the other hand the other model preserngsantinuous phase transition as we
increase the coupling parameter, the mean field approaefsghat this phase transition occurs
due a supercritical pitchfork bifurcation where we have anostable regime and a tristable
regime presenting symmetry in relation to the central padewell, as the coupling parameter
Is increased the central stability reduces while the tweostates becomes more stable. It was
shown that for both coupling models, when we have a finite ramob oscillators the system
presents a multiplicative noise structure. This noisecsiime turns the stable states obtained
with the mean field approximation on metastable states, thlsdluctuations due to a finite
number of units breaks the symmetry in the multistable reginthis symmetry break occurs
due to the asymmetric intensity of the fluctuations. We alstaioed a Fokker-Planck equation
for this system and the probability distribution of the nienbf units in each state, from this
distribution it was possible to build a phase diagram forghase transition from the monostable
regime to the regime that presents multistability. Thissraon is characterized in terms of the
coupling parameter and the number of units in the system.

Keywords: Stochastic systems, stochastic oscillato@s@lransitions, multiplicative noise,
discrete phase oscillators.
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1 Introducao

Modelos de osciladores estocasticos de estado disaetdrajuentemente encontrados
na literatura. Existe uma classe especifica de osciladmtesasticos que apresentam uma
transicao de fase de um regime desordenado para um regil@eaolo onde grande parte da
populacao de osciladores se concentra no mesmo estades tesdmenos podem ser obser-
vados em sistemas de osciladores estocasticos de dai®®stsados para modelar circuitos
regulatorios genéticos [1] e problemas de formacaopiei@o em populacdes de eleitores [2].
Muitos modelos de osciladores de estados discretos d&addis para estudar fendmenos de
sincronizacao [3—-11], onde grande parte da populaghostiladores se concentra em um
estado e sofre transi¢cdes para os outros estados de forananizada, de maneira analoga
ao fendbmeno de sincronizacao de osciladores de fasegnoantomo apresentado por Kura-
moto [12]. Os modelos de estados discretos se mostram uraafanta Util para estudar tais
fendbmenos de sincronizac¢ao, onde varios modelosemia® uma transicao para uma fase com
oscilacgdes coletivas sincronizadas.

Osciladores de estados discretos também sao comumiizselos para estudos de dinamica
de populagbes, onde um oscilador pode ser visto como timesh uma rede com varios
possiveis estados de ocupacao e a interacao com gitiocssda rede determina a probabilidade
do estado de ocupacao ser modificado. O modelo pedra-fesmueira e suas generalizacdes sao
utilizados com frequéncia para modelar a evolu¢ao dp@@gao e competicao entre espécies
com efeitos de envelhecimento da estrutura e ruidos @d¢t3]. Também & possivel observar
nesses modelos ciclicos a presenca de oscilacdes,|taais quanto globais [14, 15]. Ainda
sobre 0 modelo pedra-papel-tesoura podemos observarimsutg de estruturas espaciais, em
especial o surgimento de dominios com estruturas deactfue dependem da quantidade de
espécies presentes na rede [16] e o surgimento de padndespiral em redes bidimensionais
quadradas [17]. Um outro modelo de dinamica de popukagde utiliza estados discretos & o
modelo epidémico SIRS, onde cada sitio representa umwichai de uma populacao que apre-
senta um dos 3 estados possiveis, susceptivel(S),adf#tt e recuperado(R), esse modelo &
utilizado para estudar a dinamica de epidémias em umaagin|[18—20].



Existe uma literatura extensa [21-29] sobre osciladortes@sticos com 3 estados. Pode-
mos destacar uma série de trabalhos publicados por Wobd2t-a24] onde foi estudada uma
familia de modelos de osciladores estocasticos de 3asssanétricos que apresentam transicao
de um estado quiescente para um estado sincronizado, ostilo guiescente é caracterizado
pela igual distribuicao da populacao de osciladoréeass 3 estados, ja o estado sincronizado
apresenta grande parte da populacao de osciladoresmutmupamesmo estado e transitando
para os outros estados de maneira sincronizada. Outrages@®ntribuicdes para o estudo
desse modelo de osciladores estocasticos [25, 26] mostiams modelos de Wood também
exibem uma segunda transicao de fase para um regime oodeilagdes globais cessam devido

ao surgimento de trés estados estacionarios simétricos

Uma outra aplicacao de sistemas de osciladores estuxsade estados discretos € a possi-
bilidade de construir um sistema de unidades excitavaidades que quando isoladas perma-
necem no mesmo estado, porem quando acopladas a outradespbdem mudar de estado
por efeito das interagdes com as outras unidades acaplsldaelos de sistemas compostos por
unidades excitaveis utilizando osciladores de tréslestglobalmente acoplados foram apre-
sentados em [27]. Num dos modelos apresentados, o sistegseai@ uma forma de acopla-
mento com transi¢des estocasticas que leva a um estadesirio estavel. Em outro sistema
apresentado apenas uma das transi¢cdes entre estados&stsa enquanto as transicoes en-
tre 0s outros estados ocorre de maneira deterministi@@éstde um intervalo de tempo fixo.
Foi mostrado que esse sistema apresenta um regime congossileoerentes, devido a uma
bifurcacao de Hopf na dinamica das probabilidades d@asles de ocupacao.

Podemos citar também o trabalho de Prager e colaboradt8ggje extende o trabalho
anterior para uma classe maior de sistemas nao markovoenuesos tempos de espera obe-
decem funcdes de densidade. Foi mostrado através depnmdraacao de campo médio que
esse sistema também apresenta um estado com oscilaé@ss, através de uma bifurcacao
de Hopf critica e subcritica. Outro modelo para estudaesale unidades excitaveis usa os-
ciladores estocasticos de dois estados com realimentaitdsada [30], que dependendo da
intensidade das flutuacdes o modelo apresenta um regirbiestabilidade quando variada a
forca do acoplamento. Ainda citando estudos de sistemasidades excitaveis temos dois
modelos de trés estados assimeétricos utilizados posA238j como modelagem de arranjos de
neurdnios. Um desses sistemas foi baseado nos modelosate[®de-24], onde a introducao
de uma assimetria nos estados foi usada para tornar as esidacitaveis. Esse estudo mos-
trou que a inclusao da assimetria torna impossivel a @éooia de oscilacbes coerentes. Ja
em um outro modelo baseado no modelo SIRS, usado para esteidosgamica de populagdes
onde cada unidade pode assumir 3 estados, sendo essesigekdefectado e recuperado, foi



possivel obter um arranjo de osciladores excitaveis guesantam oscilacdes coerentes.

Podemos destacar também as contribuicdes de Tsimrimgabaradores [31-35], onde
foram desenvolvidos trabalhos teoricos e experimentagxidnados para os estudo de cir-
Cuitos genéticos que apresentam comportamento sinexmiZNesses arranjos experimentais
células sao utilizadas para producao de determinadésipas que induzem uma fluorescéncia
no sistema dependente das concentracdes das proteddagzigas, dessa forma os efeitos das
proteinas nas células assumem o papel do acoplamentoo Esultado podemos observar
oscilagdes sincronizadas através da fluorescéncieiitha por algumas proteinas utilizadas.

Por fim, mencionamos dois trabalhos recentes com oscilséstecasticos de dois estados
desenvolvidos por Escalff et al. [36, 37], onde & apreseriaimodelo de acoplamento global
onde o sistema apresenta um estado quiescente com figgaesde osciladores distribuidos
nos dois estados e a medida que aumentamos o parametr@tinaeato ocorre a aglomeragao
dos osciladores em um dos dois estados. Essa transicam degime quiescente para um
regime de aglomeracao se da através de uma bifuradedorquilha e foi mostrado que a
inclusao de memoéria na dinamica do sistema modifica aaiag de bifurcacdo. De modo que
o0 sistema com memoria apresenta uma bifurcacao de foaguiperfeita.

Usualmente a abordagem analitica para tratar sistemascdadwres de fase discreta glo-
balmente acoplados consiste de uma aproximacao de cagygtio onde implicitamente & con-
siderada uma quantidade infinita de osciladores. A proptestsa tese € apresentar um modelo
simples de osciladores estocasticos de dois estados optaaento global. Esse sistema apre-
senta um regime onde ha a condensacao de osciladores eamamo estado, dando énfase aos
efeitos de tamanho finito do sistema. O sistema estudadodquebordado através de uma
aproximacao de campo médio apresenta uma dinamica ocootencial simétrico. No tra-
tamento que utilizamos para um sistema com quantidade élaitanidades observamos uma
estrutura de ruido multiplicativo que introduz uma ass$irmeno comportamento de campo
médio. Essa assimetria cresce no limite em que o numeraidadesN — o, esse resultado
€ uma aparente contradicao ao resultado da aproxordg@ampo médio. Essa contradicao
pode ser explicada em termo da nao comutatividade dosbimits o e N — . No caso da
aproximacao de campo médio o tamanho do sistema & esadal infinito a priori e entao se
observa a evolucao do sistema no tempo, ou seja, o lixite co € aplicado antes do limite
t — 0. Ja na abordagem para sistema finitos obtemos o compot@mmersistema em um
estado estacionario e observamos como esse comportageentodifica com o tamanho do
sistema, portanto, temos o limite+ « aplicado antes do limit&l — o, gerando resultados
diferentes da aproximacao de campo médio.
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A referéncia [38] desenvolvida durante o processo de p@ululessa tese apresenta um
acoplamento inspirado no modelo de osciladores de doidastpresentado por Escaff et
al. [37], porém nosso artigo da enfase ao efeito da gdam¢ de osciladores em um sistema
finito. Quando o sistema apresenta uma quantidade finita diadares os estados estaveis
observados na aproximacao de campo médio apresentamciigs e devido a essas flutuacdes
0 sistema pode apresentar transicdes entre os varmdosséstaveis, portanto esses estados
sao chamados de metaestaveis. Podemos destacar també&mn fijutuacdes se tornam mais
intensas quando temos uma quantidade menor de oscilatlbresutro resultado curioso que
observamos é que o efeito das flutuacdes devido a qudatfddta induz uma assimetria que
nao & observada através da aproximacao de campo midistramos que essa assimetria &
causada pelas flutuacdes que apresentam uma intensgjzefedénte da posicao do sistema no
espaco de fase.

A tese esta organizada da seguinte forma. O capitulo 2epauma revisao do contetdo
necessario de dinamica nao linear, para o desenvoltontEnabordagem de campo médio, e
dinamica estocastica, para o desenvolvimento da egua€Langevin e equacao mestra para
um sistema com quantidade finita de osciladores. Apresesttambém uma forma de obter a
equacao de Fokker-Planck através da equacgao de Lian@eeapitulo 3 descreve o modelo de
sistema de osciladores estocasticos de 2 estados, assmos® modelos de acoplamento que
iremos utilizar. Nesse capitulo, também & apresentatimalagem da aproximacao de campo
médio e os resultados obtidos com essa aproximacao. Ntuka4 apresentamos a equacao
mestra para um sistema cavnosciladores de 2 estados e apresentamos essa soluca@opara
bos os modelos de acoplamento apresentados no capitulo 8apitulo 5 mostramos como
obter a equacao de Langevin a partir do modelo microsoagd nosso sistema obtendo uma
equacao de Langevin com ruido multiplicativo, onde anstdade apresenta uma dependéncia
da posicao do sistema no espaco de fase. Mostramos cqiefe@t® & responsavel pela assi-
metria observada no sistema com quantidade finita de osc#is.d No capitulo 6 mostramos
como obter a equacao de Fokker-Planck a partir da equaeatra apresentada no capitulo 4 e
a partir da equacao de Langevin apresentada no capitdlprésentamos, também, a solucao
da equacao de Fokker-Planck e as distribui¢cOes de pilatzle obtidas a partir dessa equacao.
No capitulo 7 sao feitas as consideracdes finais e\missxtensdes dos problemas abordados

nessa tese.
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2 Revisio

Nesse capitulo apresentaremos uma breve revisao dositwene ferramentas que iremos
utilizar ao longo da tese. Inicialmente faremos uma revad& dinamica nao linear, definindo
0 que sao pontos fixos, estabilidade de pontos fixos e biffdesa esses conceitos serao fun-
damentais para o desenvolvimento da nossa abordagem de caeao. Também faremos
uma revisao sobre as ferramentas de dinamica estacgsigcutilizaremos, daremos énfase na
apresentacao da equacao de Langevin, equacao Mestraacao de Fokker-Planck unidimen-
sionais e na relacdo dessas equacdes. Essa revigdinpertante nos capitulos posteriores,
quando abordaremos sistemas finitos de osciladores sstosa

2.1 Dinamica nao-linear

Nesse trabalho utilizaremos apenas espacos de fase englonais, dessa forma podemos
descrever a dinamica de um sistema unidimensional atde@ma equacao do tipo

X = f(x). (2.1)

Observe quef(x) nao apresenta dependéncia explicita ¢oms sistemas com dependéncia
explicita cont sao chamados nao autbnomos e apresentam um compordmenimais com-
plicado e fogem do foco dado nessa breve revisao. Os sistdaszritos com derivadas de
ordem 2 e superiores podem ser representados por um cowmigrequacdes no formato de
(2.1) se definirmos uma variavel auxiliar do tige="y e dessa forma uma equacao do tipo
X = g(X) pode ser escrita como= g(x), observe que estamos representando uma equacao di-
ferencial de segunda ordem como duas equacdes difeiedeiprimeira ordem, sendo dessa
forma um sistema bidimensional. De forma analoga podesuhszir equacdes comordens
de derivada a um sistema dequacdes diferenciais de primeira ordem, e portanto,istensa
comn dimensdes. Porém ao longo dessa tese todo o tratamersioltades serao apresentados
utilizando apenas sistemas nao lineares unidimensionais
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2.1.1 Pontos fixos e estabilidade

Os sistemas no formato (2.1) apresentam um fluxo definidogetd dex. Casox < 0,
0 sistema vai percorrer 0 espaco de fase de modogleeresce com a evolu¢cao no tempo.
Por outro lado, casr > 0, x cresce com a evolugao no tempo. Finalmente, nos pontas ond
x = 0, o0 sistema permanece indefinidamente nesses pontosaokastadopontos fixosOs
pontos fixos de um sistema nao-linear sao equivalentegauss de equilibrio de um sistema
de mecanica classica e podem ser classificados da sefprimgequanto a estabilidade [3]:

e Estaveis, onde o fluxo no espaco de fase, proximo ao pinisempre na direcao do
ponto fixo. Nesse caso, aplicando pequenas pertubactsema se afasta do ponto fixo
momentaneamente mas com a evolucao no tempo o sistern@arét ao ponto estavel.

e Instaveis, onde o fluxo no espaco de fase sempre flui a parfonto fixo. Nesse caso
qualquer pequena pertubacao no sistema fara com quaialeéssponto fixo e escoe para
outra regiao do espaco de fase nunca voltando a esse ponto.

e Ponto de sela, esse tipo de ponto fixo €& caracterizado peseqar uma direcao estavel
e uma direcao instavel, portanto o fluxo no espaco deflaisgara o ponto fixo em uma
direcao e flui a partir do ponto fixo em outra direcao.

Usualmente se representa um sistema nao-linear grafitamavés dogetratos de fase
que sao graficos indicando as posi¢coes dos pontos fixespeco de fase e sua estabilidade.
Convencionou-se indicar os pontos fixos estaveis com pgmeenchidos e os pontos fixos
instaveis com pontos vazados no retrato de fase.

Na Fig. 2.1 estd um exemplo dessa representacao. O aistprasentado no exemplo
possui 3 pontos fixos, 2 estaveis e 1 instavel. Lembran@ongunosso sistema temas=
f(x), para os pontos fixos estaveis tenfgg) > 0 & esquerda &(x) < 0 a direita, portanto o
fluxo leva o sistema para o ponto fixo estavel. Ja para o goanstavel temos(x) <0 a
esquerda € (x) > 0 a direita fazendo com que o fluxo afaste o sistema do pordo fi& no
caso de termos um ponto de sela, o ponto fixo & representatwiodicado na Fig. 2.2 com
um ponto meio preenchido no lado estavel e vazado no ladaviels No caso especifico da
Fig. 2.2 um sistema que se encontre a esquerda do ponto fise e@roximar do ponto fixo
assintoticamente enquanto um sistema que se encontreita dio ponto fixo vai evoluir se
afastando do ponto fixo.

Podemos obter informagdes Uteis sobre a estabilidagemtes fixos através da analise de
estabilidade linear do ponto fixo. Uma vez que sabemos agmdeEum ponto fixa* podemos
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Figura 2.1: Retrato de fase de um sistema com espaco derfaBmensional. Pontos preen-
chidos representam pontos fixos estaveis, pontos vazegasentam pontos fixos instaveis.

X

Figura 2.2: Retrato de fase de um sistema com espaco derfasmensional apresentando um
ponto de sela. Um ponto fixo com metade preenchida e metadda@izdica estabilidade na
direcao da metade preenchida e instabilidade na diréganetade vazada.
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determinam = X(t) — X* como uma pequena perturbacado em torno desse ponto fixavéatr
da diferenciacao dg com relacao & podemos obter
' —E(x—x*)—ﬁ( (2.2)
n= at =X .

Comon & uma pequena perturbacao em tornxggpodemos usar a expansao de Taylor
i =%=f(x) = £(x' + 1) = £ (<) +n ' (x) +0(n?). (2.3)
Uma vez quect &€ um ponto fixo,f (x*) = 0, podemos escrever

n=nf'(x)+0(n?. (2.4)

Dessa forma, cast/(x*) # 0, o termon f’(x*) € dominante e podemos escrever a linearizagao
em torno de<* na forma

n~nf(x). (2.5)
Portanto, o sinal dé’(x*) indica a estabilidade do ponto fix6 de modo que, s€&'(x*) > 0 a
pertubacaa(t) cresce exponencialmente e portanto o ponto fixo & instéagakof’(x*) < 0
a pertubacaq (t) decresce exponencialmente e o ponto fixo & estavel. O calsf gx*) =0
indica que os termog(n?) nAo sdo despreziveis e portanto a analise de estafgllo@ar nzo
é suficiente para determinar a estabilidade do ponto fixo.

Outra caracteristica interessante da descricaoaddizaté entao € o fato de uma equacao do
tipo (2.1) ser associada a um potencial. Podemos determipaiencial associado ao sistema

(2.1) através da equacao g
\

Dessa maneira, 0s pontos fixos estaveis sao minimos @ogal, os pontos fixos instaveis
sao maximos do potencial e os pontos de sela sao os paniofiakdo. Como na mecanica
classica o sistema sempre vai convergir para os minimpetmcial, sempre se afastando dos

maximos.

2.1.2 Bifurcages

Podemos definir sistemas nao-lineares dependentes derameieo, ou seja, podemos
definir um f(x,r) de modo que nao depende de Através da variacdo desse parametro
pontos fixos podem surgir ou desaparecer. Esse fendmen@adaae aniquilacao de pontos
fixos recebe o0 nome de bifurcacao. Podemos representédussabdes através de um grafico
das posicdes dos pontos fixos do sistema num ptanp, indicando os pontos fixos estaveis
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Figura 2.3: Bifurcacao de ponto de sela. Linhas coninndicam a posi¢ao dos pontos fixos
estaveis e linhas tracejadas indicam a posicao dos p@irts instaveis.

por linhas solidas e os pontos fixos instaveis por linhesejadas. A seguir apresentaremos 0s
principais tipos de bifurcagao existentes em fluxos unétisionais [3].

Bifurcacao ponto de sela

Nesse caso de bifurcacao, um par de pontos fixos & criaaltdgumodificamos o valor do
parametra. O par de pontos fixos criados dessa forma sempre se aprassstz um ponto
fixo estavel e um instavel. O prototipo dessa bifurcag@mbém chamada derma norma) @
dado por

X=x°—r, (2.7)

dessa forma existem dois pontos fixos para0 e nao ha pontos fixos parac 0. r=0¢& 0
ponto onde ocorre a bifurcacao, nesse ponto o sistemseaieeum ponto de sela, sendo estavel
parax < O e instavel para > 0.

A Fig. 2.3 mostra como se comportam os pontos fixos no sistemfarg;ao do parametro
r. Podemos observar que para 0 ndo ha pontos fixos e a medida queresce, surgem os 2
pontos fixos nas posi¢cdes= +./r. Um fato interessante € que efeitos da bifurcacao aparec
mesmo antes da bifurcacao ocorrer, o fluxo se torna mais &medida que o valor dese
aproxima do ponto da bifurcacao, esse fendmeno é chao@éantasma da bifurcacdo. Esse
fendmeno fica evidente ao observarmos gue 0 parar < 0 e a medida que cresce e se
aproxima de Ox decresce e temos quéd) — 0 quandar — 0, quando temos = 0 temos o
surgimento do ponto de sela que da origem a bifurcacaod®ple sela.
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Figura 2.4: Bifurcacao transcritica. Linhas contipuadicam a posi¢cao dos pontos fixos
estaveis e linhas tracejadas indicam a posicao dos p@irts instaveis.

Bifurcagao transcritica

Nesse tipo de bifurcacao ha dois pontos fixos, dos quaipassui posicao fixa para qual-
quer valor do parametng enquanto o outro ponto fixo tem posicao dependenteederuza a
posicao do ponto fixo com posicao fixa a medida que aumerga Durante esse processo 0s
pontos fixos mudam a estabilidade a partir do valor dede ha a bifurcacao. Dessa forma um
ponto fixo com posicao dependenterdgue se localiza a esquerda do ponto fixo com posicao
fixa antes da bifurcacao, ap6s a bifurcacao estargestaldo ponto fixo com posicao fixa. A
forma normal dessa bifurcacao &

X = X% 4 rx (2.8)

Nesse caso sempre existe um ponto fixo pata0 e esse ponto fixo & estavel para
0 e instavel para > 0, alem desse ponto fixo existe outro ponto fixo em —r que tem
estabilidade oposta a estabilidade do ponto fixaxea0. Parar = 0 0os pontos fixos colidem
emx = 0 formando um ponto de sela como no caso anterior, a parsegemto eles trocam a
estabilidade.

A Fig. 2.4 mostra como a bifurcacao ocorre, observe quamar0 ocorre a mudanca de
estabilidade dos dois pontos fixos.
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Figura 2.5: Bifurcacao de forquilha supercritica. Lasltontinuas indicam a posi¢ao dos pontos
fixos estaveis e linhas tracejadas indicam a posicao alu®g fixos instaveis.

Bifurcacao de forquilha superciitica

A bifurcacao de forquilha supercritica ocorre em sisiemue apresentam um ponto fixo
estavel que perde a estabilidade ao mesmo tempo que suuers dois pontos fixos estaveis.
O ponto fixo que se torna instavel fica entre os dois novosgdixios estaveis. A forma normal

da bifurcacao de forquilha subcritica &

X=rx—x (2.9)

A Fig. 2.5 apresenta o diagrama da bifurcacao de forquillecritica. Pode-se observar
que surgem dois pontos fixos estaveis enquanto um pontodixgeexistia numa posicao entre
0S novos pontos fixos perde sua estabilidade, se tornandomnim fxo instavel.

Bifurcacao de forquilha subciitica

Enquanto na bifurcacao de forquilha supercritica haigisento de dois pontos fixos
estaveis, nesse caso ha a aniquilagao de dois pontasifigtaveis numa posi¢cao onde ha-
via um ponto fixo estavel. Apds a bifurcacao, o ponto fistheel perde sua estabilidade. A

forma normal dessa bifurcacao & dada por

X=rx+x (2.10)
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Figura 2.6: Bifurcacao de forquilha subcritica. Linltasitinuas indicam a posi¢cao dos pontos
fixos estaveis e linhas tracejadas indicam a posicao alu®g fixos instaveis.

A Fig. 2.6 apresenta o diagrama da bifurcacao. Essa bféaapresenta uma estrutura
similar a bifurcacao de forquilha subcritica, porémmcas estabilidades invertidas. Nesse caso
temos dois pontos fixos instaveis que se aniquilam na messigio onde um ponto fixo estavel
perde a estabilidade. Usualmente termos de ordem supstaiilezam o sistema evitando que
o sistema se afaste do ponto fixo instavel indefinidamensebifaircacdes de forquilha serao
Uteis nos proximos capitulos por serem ambas prottifetransicdes de fase, a subcritica
sera usada para modelar uma transicao continua (seguddm) e a supercritica junto com
bifurcacdes de ponto de sela serao utilizada para eongtn modelo de transi¢ao descontinua
(primeira ordem).

2.2 Equa@o Mestra

A equacao mestra descreve a evolucao da probabilidadene sistema markoviano. Ou
seja, como se comporta a distribuicao de probabilid¥gig ) para em um dado instarntebter
um valory de uma dada variavel do sistema, em termos das taxas die@@aatre 0s possiveis
valores dey. Usualmente podemos escrever a equacao mestra no fd@eato

ap,;f’” = / (W(Yly)P(Y,t) —=W(Y|y)P(y,t)] dy, (2.11)

ondeW(y.|y1) & a probabilidade de transicéo yleparay, por unidade de tempo. Por se tratar
de uma probabilidad&V/(y»|y1) > 0. No caso do sistema possuir estados discretos ao invés de
uma variavel continug, podemos indicar cada estado com um indieeentao a Eq. (2.11),
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toma a forma,
dpn(t)
dt

= 3 Wy Py (t) = WarnPn(1)] (2.12)

n/

ondepn(t) é a probabilidade de em um dado instantesistema estar no estade Wy, € a
probabilidade de transi¢ao do estdduara o estada. Uma forma conveniente de escrever esse
problema é definindo a chamada matizque define as probabilidades de transicao de forma
que

Yo = Wary — Sy <an”n> ) (2.13)

e dessa forma podemos descrever as equacoes (2.12) raadorm
Pn(t) = Z%wpw(t% (2.14)
n

onde o ponto denota uma derivada no tempo. Podemos tamb@nn g&t) como um vetor
com as componentg (t), dessa forma podemos escrever de forma mais compacta

p(t) =7"p(1), (2.15)
a matriz# ainda apresenta as seguintes propriedades

W >0 para n#n', (2.16)
> % =0 paracada n. (2.17)
n

A propriedade (2.16) & obedecida pelo simples fato das ooemies#,,y serem probabilida-
des e portanto ndo poderem assumir valores negativos pidipeaedade (2.17) é a condi¢ao
de balanco detalhado que determina que o sistema quandguiéifbro possui seus processos
elementares contrabalanceados pelos processos inv€lgo® consequéncia da propriedade
(2.17), temos quée”” apresenta um autovalor 0, o estgud) associado a esse autovalor re-
presenta as probabilidades de obter cada estatdaregime estacionario do sistema. Portanto,
sabendo as probabilidades de transicao entre os estademps obter as probabilidades de
cada estado no regime estacionario do sistema apenatodicw autovetop(t) para o auto-
valor O.

2.3 Equag@o de Langevin

Inicialmente a equagao de Langevin foi utilizada nacéigpara descrever o movimento
Browniano. Nesse modelo, &€ considerada uma particuttawg uma forca viscosa e que
recebe impulsos aleatérios devido a choques com asydadico fluido ao qual a particula esta
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imersa. Posteriormente essa abordagem foi generalizadaymda que podemos usa-la para
modelar efeitos de flutuacao em sistemas com comportamegtroscopico bem definido. A
seguir apresentaremos a equacao de Langevin para uriif@aBrowniana.

2.3.1 Equago de Langevin para uma paricula Browniana

Uma particula Browniana imersa em um fluido sem a influédeigualquer potencial esta
sujeita a forca viscosa do fluido e a uma forca estarzsievido a choques aleatérios com as
particulas do fluido. Dessa forma a equacao dinamieagweelocidade da particula & dada por

V=—w+L(t). (2.18)

O primeiro termo do lado direito da equacao é a forcaogac qual a particula esta sujeita e
o termoL(t) & uma variavel estocastica que representa os choquesrads com as particulas
do fluido. Usualmente, como no caso da particula brownja®@h se postula as seguintes
propriedades fisicamente plausiveis:

e L(t) age como uma forga externa e ndo depende dé&m disso temos que a média de
L(t) & nula. Portanto, de maneira formal podemos escrgvey) = 0.

e Aforcal(t) & causada por colisdes individuais da particula Broman@m as moléculas
do fluido e essas colisdes ocorrem em uma escala de tempmmenor do que a escala
de tempo da equacao dinamica (2.18). Podemos expressampestulado definindo a
fungao de correlagad._(t)L(t")) = F'd(t —t’), ondel & uma constante. Dessa forma
estamos considerando as colisdes instantaneas e mélacmnadas. De fato a correlacao
na forma de funcad &€ uma aproximacao, que & bem precisa ja que estamowvabde
o0 comportamento de uma particula macroscopica em uméaetEdempo muito maior
do que a escala de tempo das colisdes das particulas odipicas.

e L(t) segue uma distribuicdo Gaussiana, dessa forma espewBdadas as propriedades
delL(t) em termos do parametfa

O termolL(t) com as propriedades descritas acima comumente recebe odenuédo
gaussiano branco. O termo ruido branco se refere ao fatondpasicao espectral dgt) apre-
sentar uma distribuicao uniforme de frequéncias. Erististemas que apresentam um termo de
ruido colorido usado para descrever ruidos com distyiims espectrais ndo uniformes. Termos
de ruido colorido sao obtidos quando a fungao de auteleéo & diferente da func@o essa
autocorrelacao implica em um processo nao-Markovigooreanto um sistema com memoria.
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Os sistemas que trataremos ao longo dessa tese sao Mad®\partanto apresentando termos
de ruido gaussiano branco.

Podemos resolver a Eq. (2.18) formalmente, utilizando dicéo inicialv(0) = vp, pode-
mos obter a solugcao

t !
v(t) = voe " + e—Vt/ "L (t')dt. (2.19)
0

Calculando a média det) sobre um subconjunto de particulas brownianas com mesma ve
locidade inicialvp e utilizando a primeira propriedade da variavel esticasi(t) podemos
obter,

(V(t))y, = Voe . (2.20)

Podemos também elevar a Eq. (2.19) ao quadrado e novaragateafmédia sobre um subcon-
junto de particulas com velocidade inicig| obtendo,

t t ! "
(V(1))2)y, = VB 2 4 T 20 / dt / e+ (L)L), (2.21)
0 0
E utilizando a segunda propriedadelde), temos,
_ r _
(VD) = e +5 (1-e71). (2.22)

Lembrando que, parfa— o, a velocidade quadratica média esta associada a tetapeide
modo que((v(«))?) = kgT, ondekg € a constante de Boltzmann, podemos relacionar a cons-
tantel’, a temperaturd e a viscosidadg do sistema, obtendo,

-
(M())?) = 5, = kT (2.23)
y
Essa relacao & a forma mais simples do teorema da fadedisSipacao generalizado. Esse
teorema define a relacao entre a magnitude das osalapbe a temperatura e a viscosidade

do meio no qual a particula esta imersa.

2.3.2 Abordagem de Langevin para sistemasao lineares

Podemos utilizar uma abordagem similar a que foi apresamadecao anterior para des-
crever qualquer sistema que se conhece 0 comportamentosoapico e sabe-se que esta sob
efeito de flutuacdes. De maneira geral podemos determmarequacgao no formato

y=A(y) +C(y)L(t), (2.24)

ondeA(y) usualmente & a fun¢ao que descreve o comportamento saépioo do sistema sem
a presenca de flutuagddst) & uma variavel estocastica com as mesmas caractasistire-
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sentadas na secao anterioC@/) & uma funcao que define a dependéncia da intensidade das
flutuacbes com a posicao do sistema no espaco de fasand@QG(y) & constante dizemos
que o sistema possui um ruido aditivo, quando o ruido passa intensidade com uma de-
pendéncia explicita da posicao do sistema no espatasdalizemos que o sistema possui um
ruido multiplicativo.

Observe que as flutuagdes modeladaslLbr ocorrem numa escala de tempo muito pe-
quena e portanto podemos aproxinhgr) por uma sequéncia de funcdé&) ocorrendo em
tempos aleatorios. Porém segundo (2.24) essa aproxovdst(t) por funcded(t) gera des-
continuidades eny(t) tornando a posicagindeterminada no exato instante em duie) € um
pico, fazendo com qu&(y) também apresente essa indeterminacado. A equacaodidaquais
valores dey devemos utilizar para determin@fy) durante os saltos de(t). Esse dilema de
qual valor dey utilizar ao determinar o valor d&(y) da origem a duas interpretacdes do ruido
L(y) quando temos um ruido multiplicativo. Na interpretadga@dStratonovich & considerado o
valor médio dey antes e ap0s a avaliacao da funcao delta, enquanttemprigtacao de 1td con-
sideramos o valor dgantes da transicao, essas duas interpretacdes gesaltades diferentes
e, como sera mostrado na proxima sessao, equacOegkierffdanck diferentes [39].

2.4 Equa@o de Fokker-Planck

A Equacao de Fokker-Planck se trata de um tipo especialjdag@do mestra, ondg’
€ um operador que envolve derivadas de segunda ordem, espodsada como modelo de
processos Markovianos [40]. De fato a Equacao de FokleareR pode ser obtida da equacao
mestra através de uma expansao em séries de potérmiasemplo desse procedimento sera
apresentado no capitulo 6. De forma geral, podemos esa@dyguacao de Fokker-Planck da
seguinte forma [39, 40]

IP(y,t) 0 1 9?

FTR —a—yA(y)P(y,t) +§d—y2

B(Y)P(y;t), (2.25)

o primeiro termo do lado direito da equacgao recebe o noniged®mo de arrasto” ou “termo
convectivo” e 0 segundo termo & chamado de “termo de difusé “termo de flutuagao”.
Podemos também definir a corrente de probabilidade

10

J(y,t) = AY)P(y,t) — Qa—yB(y)Pw,t), (2.26)
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e portanto podemos escrever a Eq. (2.25) na forma de umagmdacontinuidade [39, 40]

JP(yt) 0

A integracao em todo o espaco de fase nos da

b
S [ Potdy=3(a ) - 3(b.0), (2.28)

e pela condicao de normalizagcao temos, que

/bPWJMyzl, (2.29)

portanto temos qué(a,t) = J(b,t). O estado estacionario da distribui¢&@,t) pode ser obtido
a partir da condigé%TP = 0. Usando as Eqgs. (2.26) e (2.27), temos que

_0Xdy) 0
dy 9y

[ VPY) 5 B >Pss<y>} o (2.30)

onde o subindicssindica estado estacionarietétionary statg A Eq. (2.30) impde que o
termo entre parénteses & constante. Contudo, como iuiishio de probabilidade no espaco
nao varia com o tempo, a corrente de probabilidade de faaowa. Portanto temos

% (Pss(y)dg—;y) +B(y) ap;ifw) = A(Y)Psy(y). (2.31)

Podemos rearrumar a equacao acima da seguinte forma

10Rs_,Aly) 1 9B(y)

=TS . . 2.32
P dy ~B(y) B Oy (2:32)
Integrando, temos
1 0P AlY) 1 JB(y)
= ITssqy—p [N gy 2 gy 2.33
oy =2 5™ 5y oy (233)
Portanto, podemos escrever
n[Pdy)]~n() =2 | £¥3ay ~In By 234

onde todas as constantes de integracao foram incormoead&. Rearranjando os termos,
podemos obter a solu¢ao estacionaria da equacao d¢erBlanck

K YA(YY)
Pss(y) = weXp [2 5 W‘N} :

A constanteK pode ser determinada a partir da condicdo de normalizfEsy(y')dy = 1.

(2.35)
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Para definir a relacdo da Equacgao de Fokker-Planck comuagao de Langevin vamos
comecar lembrando que a densidade de probabilidadeszatisf

P(y,t+1) = /P(y,t+r Y, OPY,t)dY, (2.36)

ondeP(y,t+ 1 | y,t) & a probabilidade de obter o valpnum instanté + 7 se no instantefoi
obtidoy'.

DefinindoA = y—y podemos escrevét(y,t+ 1 | y,t)P(Yy,t) como

Expandindo essa expressao em série de Taylor em tornomdofe- 0, temos

P+l 0P = 5 S0 () Pyt Tivopyn) (239

Usando essa expansao na Eq. (2.36), temos
Py, t+1) = i 9 ’ /A”P( +At+1 |y, t)dA | P(y,t)
y7 - n; n! dy y ) y7 y7

- ni (_%)” {WPW’U} ) (2.39)

onde a mudanca de sinal da integral devido a transforondeavariaveis) = y —y & absor-

vida pela inversao dos limites de integracao, da segt@iamina, considere limites de integracao
simétricos se extendendo d&o a o, dessa forma temos [41]

— 00

/Zdym/):_/yym dafy—8)=— [ “dafy-8)= [~ dafy-a). (240

Os momentos dg, M (y,t, T) séo definidos como

Ma(y,t,T) = ([E(t+T)=EM)]") [e0)=y
= [y=y)"P(y.t+ Tl vtydy

. / A'P(y+A,t+T | y,t)dA, (2.41)

ondeé (t) indica uma trajetoria possivel do processo estocagtigoObservando quily = 1,

(‘,%)n {MP(y,t)] . (2.42)

n!

temos

P(y,t+1) =P(y,t) + g
n=1
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Reescrevendo a Eq. (2.42) e dividindo por

Py.t+17)—P(yt) 12 ( 0 )” {Mn(y,t,r)

t+7—t rz oy n!

P(y,t)} , (2.43)
n=1

ExpandinddVy(y,t, T) como uma série de Taylor depodemos definir a quantidaBé” (y,t) =

i aMn(YLT)
n! 1

da seguinte forma

Mn<y7t7T)

o = DM (y,t)T+ O(1?). (2.44)

Tomando o limitet — 0, os termos de ordem superior gndesaparecem e temos a chamada
expansao de Kramers-Moyal [39]

apéi/,t) N n21(_i)n[D(n)(y,t)P(y,t)}

3 PP WOPYD] + (2.45)

A partir dessa expansao, podemos obter a Equacao de rHeldreck retendo os termos até
segunda ordem. Dessa forma, temos

2
P — 2 [P 0P] + 55 [P P, (2.46)

e pelarelacao (2.41), temos que

DIV (y,t) = — lim ~((£(t+7)~y)"). (2.47)

Agora, devemos obter a relacao b€ (y,t) e D@ (y,t) com a equaczo de Langevin. De
modo que para obter as formasi®) (y,t), usaremos a Eq. (2.24), lembrando que o ruid)
obedece a propriedade(t)L(t")) =Td(t —t’). Integrando a Eg. (2.24), podemos obter

t+T t+7
y(t+1) = y(t) + /t Ay(t'))dt + /t Cy(t'))dW(t'). (2.48)
Onde no Gltimo termo usamos a integral de Stieltjes, defipmt
dW = Wdt= L(t)dt. (2.49)

A integral de uma variavel estocastica nao € bem defioao uma integral de Riemann. O
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processdV(t) recebe o nome de processo de Wiener e podemos defini-lo datedguma.
t1
W(T) =W(t+ 1) —W(t) = / L(t')dt. (2.50)
t

Comol(t) & gaussiano, entao(T) também & gaussiano e temos as seguintes propriedades

w0) = 0 (2.51)
(w(t)) = 0O (2.52)
(w(T2)w(t1)) = 'min[ty, o). (2.53)

Resolveremos integrais estocasticas da seguinte forma
T
S— / dlw(T'), T]dW(T), (2.54)
0

onde®[w(1’),7’] € uma funcdo de uma variavel estocastiga’) e, possivelmente, do tempo
T’. Esse tipo de integral nao segue a definicao das intetgdtéemann, uma vez que o elemento
de integraca@W(1’) apresenta descontinuidades. Portanto as regras usuaiege¢ao nao
podem ser utilizadas para calcula-las. As interpretagie Itd e Stratonovich nos dao regras
diferentes para o calculo dessas integrais. Usaremoslice$l para a interpretacao de Itése
para a interpretagao de Stratonovich. A definicao d@dira a integral estocastica é

N—1
S=lim 5 ®lw(T), T][w(Tii1) - o(T)], (2.55)

onde
A=maxTii1—Ti), O=17<N1<..<In=T. (2.56)

Ja na interpretacao de Stratonovich a integral esticeé&s definida da seguinte forma

Ss=Ilim

A%O'.\l—lq)lw(n)-i—w(ﬁu) DT (1) — ()], (2.57)

2 T2
Podemos descrever o termo de ruido como uma série de sgjtagado no tempo, dessa forma
observe que na interpretacao de Itd a avaliacdo dgraité feita usando a posicao dg1)
imediatamente anterior ao salto, enquanto na interg@etae Stratonovicty(7) & avaliada com

a posicao como a média entre os pontos inicial e final do.sBksas diferentes interpretacdes
do termo de ruido influem no calculo dos momentos da disg#o da posicao de

Usando as definicdes acima vamos calcular a quantidade

B— </OT w(r’)dW(r’)>, (2.58)



27

pela interpretacao de Itd, temos

B = <Z)°”' (Tis) - >]>

- _;[(w(r.)w(r.ﬂ)) (w(T)w(Ti))]
N—1

= %(rri_rri>:o. (2.59)
i=
Pela interpretacao de Stratonovich, temos

"t (1) + (Tir)

Bs = <i;[ . ][w<m)—w<n>]>

N—1
= ;Z) @(Ti+1)) + (@(Tit2) W(Tiv1)) — (@(Ti) @(Ti)) — ((Ti1)w(Ti))]
= ; Z) M+ —-r—-ro)
rN 1
= 3 % Tip1—Ti) (2.60)

Podemos utilizar esses resultados para calcular o monjéftte- ) —y). Da integracdo da
equacao de Langevin temos

t+1 t+T1

yt+1)=y(t)+ A Ay(t)dt + t C(y(t")dt', (2.61)
usandoy = &(t), temos
t+T t+7
trn-y = [ AG@A+ [ oE)aw)
= /OTA(E(H—T'))dT'+/OTC(E(t+T’))dW(T’), (2.62)

ondetr’ =t’ —t, usando as expansodes

AE[) =Aly) +A(Y) (&) —y) + ... (2.63)
CE(t)) =Cy)+C'(Y)(&(t) —y) +... (2.64)

podemos calculaf (t + 1) —y pertubativamente. Assim, definingd” (t) como a aproximagao
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de orderm de (t), temos em primeira ordem que

Ny = [acernars [CcEes o)
= TAY) +Cy)w(T)

ocly) / () —y)dW(T) + .. (2.65)

oy

utilizando a mesma expansao recursivamente, podemas esttever o termo de segunda or-

dem como

E@t+1)—y = TA(Y)+C(y)w(T)

LI [Temwaw ) +

= TA(y) +C(y> T)

/ (') dW(T (2.66)
onde os termos de ordem superior efioram omitidos. Calculando a média dessa quantidade
temos

ocly) / [T /
(E(t+1) -y) = TAY) +CW) 75" /0 w(T)dW(T') ) + ... (2.67)
Usando a definicao dos momentos dada pela Eq. (2.47), tgneosa interpretacao de Strato-
novich, )
(1) I oC(y
DS’ =A - 2.
enquanto na interpretacao de Ito,
DY = A(x). (2.69)

O calculo deD® nao envolve a avaliacdo de integrais estocasticasamorpodemos facil-
mente obtex (£ (t+ 1) 2> da seguinte forma

Ern-y? = | [ rnars [ s Tow)
[/TA(E(HT” dr”+/ t+T"))dW(r”)}
_ // A(E(t+1"))dr'dr”
+ 2/ / AE(t+T"))C(E(t+T'))dT"dW(T)

+ //c (t+1'))C(& (t + ) dW(T")dW(T")
2TAY)C(Y)® <>+cz<y> 2(1) + 0(2) (2.70)

Utilizando a expansao (2.63) e o resultado (2.66), podenusdrar que a primeira integral tem
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ordemd(1?). Usando as propriedades (2.52) e (2.53) podemos obter

(E(t+1)—y)*) =C*(y)IT, (2.71)
logo
D@ = Zlim —((€(t+7) ~Y)) lew
1.
- 3ImC ()
= gcz(y). (2.72)

Portanto na interpretacao de Stratonovich podemos aliguacao de Fokker-Planck

9 0 9
T 2 A+ STCyIC )| P 2 R 2.73)

Com os mesmoA(y) eC(y) definidos na Eq. (2.24). E usando a interpretagao de @mpos

obter
IP(y,t) 0 r 92

ot ot WPt a5
0] termo% rC(y)C/(y) que diferencia a Eq. (2.73) da Eq. (2.74) recebe o0 nome detespurio.

Cy)P°P. (2.74)

Usualmente a interpretacao de Stratonovich é aplicadaqasos onde o ruido & proveniente de
fontes externas e a interpretacao de Itd quando as fligsado inerentes ao sistema e causadas
pelo proprio mecanismo que faz o sistema evoluir. ParaZaraéssa revisao, ressaltamos mais
uma vez que a diferenca das duas interpretacoes é a fmaaaliar o term€(y) no momento

de um salto devido ao termo de ruido. A escolha de qual irgergao usar depende do problema
fisico especifico que sera tratado.
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3 Modelo e Aproximago de campo
méedio

Nesse capitulo apresentaremos o modelo de osciladooegsttos de 2 niveis, definire-
mos o acomplamento global entre eles e desenvolveremospnodraacao de campo médio
para caracterizar uma transicao de fase de um estado gmojgusacao se encontra dividida
meio a meio entre os dois estados e uma fase onde ha um estéei@pcial que concentra
grande parte da populacao de osciladores. Nessa spgg&eataremos dois modelos de aco-
plamento global, um desses acoplamentos resulta numactarde fase continua e o outro
apresenta uma transicao de fase descontinua.

3.1 Oscilador estoastico de 2 nveis isolado

Nosso modelo & composto por osciladores estocasticosriee’s, estes sao unidades
binarias que podem se encontrar nos estados 0 ou 1. Ascfiesstntre os estados se dao
de maneira aleatoria com taxgs para a transicao do estado O para o estadoyil para a
transicao do estado 1 para o estado 0, isto pode ser zadalde forma simples na Fig. 3.1.

Podemos definiP, como a probabilidade de em um dado instantéter o oscilador no
estado 1 e de forma similar podemos deflicomo a probabilidade de obter o oscilador no

Y,
00O @
Y,

Figura 3.1: Desenho esquematico do oscilador estooad#i@ niveis. As transi¢des ocorrem
aleatoriamente com taxgse V1.
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estado 0. Utilizando essas defini¢cdes, juntamente commaliaacao da probabilidade onde
temosP, + P; = 1 podemos descrever a dinamicaRi&€om a seguinte equacao mestra:

PL = yoPo(t) - yiPu(t)
= w—(w+wn) P (3.1)

A soluco estacionaria desse problema (lembrando qestado estacionarie, = 0) &

pr_ W (3.2)

e Yo+vi’

gue nesse caso € um atrator global do sistema, ou seja 0 @staduilibrio. A solucao da Eq.

(3.1) para uma distribuicao de probabilidade ini€lgl0) nos da a convergéncia do sistema para
a solucao estacionaria. Resolvendo a Eq. (3.1), temos

/tdt/ B /Pl(t) dp.l.
0 — Jro) w— (i +wP1
P 1 |n{V0—(V1+VO)P1(t)}
ity  Lw—(vi+¥)Pi(0)
Pi(t) = P} (1—exp—<vO+vl>t)+p1(0)exp—<Vo+V1>t, (3.3)

indicando uma convergéncia exponecial para 0 estadd@sbaio.

3.2 Conjunto de osciladores est@sticos de 2 iveis rao aco-
plados

Para o caso dd osciladores nao acoplados, a probabilidBd;,t) de terN; osciladores
no estado 1 em um dado instante de tem@alada por uma distribuicao binomial,

P(Ny.1) = mamm (1 Py, (3.4)
Definimos, entao,
N
A= () =5 3 PO, @5

ondeP; satisfaz a Eq. (3.1). Nesse ponto, a fim de simplificar a @otginteressante introduzir
avariaveln; = N;/N. Dessa forma podemos escrever a seguinte equacao nesstavariavel

(ny)
d(ny)
dt

=Yo— (Yo+y1)(n). (3.6)
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Embora essa equacao seja valida para a médna,aevariaveln; apresentara flutuacdes pro-
porcionais a— devido a efeitos do tamanho finito que serao detalhadosadaiste, ou seja,

VN

%:VO—(VO‘FVl)nl'Fﬁ(%), (3.7)

1 ~ :
onde os termos de ordem W representam as flutuacdes que ocorrem devido a natureza
estocastica dos osciladores. Nesse capitulo darenfaseéan tratamento do caso oridles o,

nesse caso as flutuacdes sao desprezadas e a Eq. (31@veesusso sistema de maneira

satisfatoria, essa abordagem & denominada aproxamEséampo médio.

3.3 Acoplamento global de osciladores estasticos de 2 iiveis

Note que até esse ponto nao fizemos nenhuma considesaigéeoas taxas de transicgp
e y1. Daqui em diante consideraremos que as taxas de trangigadepender do niumero de os-
ciladores em cada estado. Podemos dizer que ambas as tpgadei® apenas e, uma vez
que a condi¢cao de normalizagdpt ng = 1 nos permite escreveg em funcao de;. O acopla-
mento que usaremos nao estabelece nenhum arranjo esp@dak os osciladores contribuem
para as taxas da mesma maneira, por esse motivo ele receherainigcao de acoplamento
global. Nesse trabalho apresentaremos 2 tipos de acopiasndiferentes, de modo que um
deles apresenta uma transicao de fase continua(seguigla) e o outro uma transicao de
fase descontinua(primeira ordem) em relacao ao pararde acoplamento. Como veremos
nas proximas duas secoes, escolhas particulares pta@aasy, e y1 podem levar as formas
normais das bifurcacdes de forquilha supercriticanfligio continua) e subcritica (transi¢ao
descontinua).

3.3.1 Acoplamento com transigo de fase corinua

Considerando um conjunto d¢ osciladores idénticos, agora vamos defigie y3 como
funcdes dependentes dgt). Uma forma particularmente interessanteygl@;) e y1(n1) que
apresenta uma transicao de fase de um regime com metadpualagho em cada estado para
um regime onde uma fracao maior da populacao se comceatmesmo estado é definida por,

3 1-4e¢
(M (t)) = SN + =5
1, 5—-4¢

(ma(t) =~ + 5 38)
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valores negativos das taxggn;) e y1(n1) ndo repesentam situacgdes fisicas e para evitar esses
casos, vamos limitar o parametro de acoplamentol/4. Podemos escrevej(t) = Py(t) +
ﬁ(iN)’ no limite termodinamico, ondd — c 0s termos de flutuagao desaparecem. Portanto
podemos reescrever as Eqgs. (3.8) da seguinte forma,

o(Pu(D) = SPE) + o 39)
n(P(D) = P + o 310)
Substituindo essas taxas na equagao mestra (3.1), peadrte,
PL=g(P—1/2)— (PL—1/2)%, (3.11)
usando a substituicdo= P; — 1/2 podemos obter,
U=eu—u°, (3.12)

que é a forma normal da bifurcacao de forquilha supgcar(supercritical pitchfork bifurca-
tion). Esse tipo de bifurcagcao & caracteristica destcéies de fase de segunda ordem, onde
temos o aparecimento de dois novos pontos fixos paré que se afastam de forma gradativa,
a medida que aumentamos o valor do parametro de acoplamento

Afigura 3.2 apresenta uma bifurcacao de forquilha sufigar Aqui usaremos a convencao
normalmente utilizada nos livros de dinamica nao lineade as linhas continuas representam
0s pontos fixos estaveis e as linhas tracejadas os pontesristaveis. No grafico a bifurcacao
ocorre pare = & = 0, podemos ver que a partir desse ponto sao criados dois povos
fixos estaveis e o0 ponto fixo estavel original perde sudistade, se tornando um ponto fixo

instavel.

Agora caracterizaremos essa transicao de um regime entestmetade dos osciladores
em cada um dos estados para o regime onde a maioria dos osedabtao em um mesmo
estado. Para obter os pontos fixos usamos a con&icadd) e denotamos os pontos fixos por
P;. Aplicando essas condi¢des na Eq. (3.11), podemos oltae < O que o sistema apresenta
apenas o ponto fixo esta@l = 1/2, enquanto que no casa> 0, 0 sistema apresenta 0s pontos
fixos estavei®; = 1/2+ /€ e o ponto fixoP; = 1/2 se torna instavel.

Podemos destacar dois intervalos do paramefpara 0s quais o sistema apresenta com-
portamentos diferentes. Primeiro, o caso oade & esta apresentado na Fig. 3.3, o sistema
converge para o Unico ponto fixo estavel, qug &= 1/2. Ja o casa@ > & apresentado na Fig.
3.4, o sistema possui dois pontos fixos estaveiPgm 1/2+ /€ e um ponto fixo instavel
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P

Figura 3.2: Grafico de uma bifurcacao de forquilha supiéca. Linhas continuas representam
0s pontos fixos estaveis e as linhas tracejadas os pontesristaveis.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 3.3: Diagrama de fluxo para o sistema (3.11) eom—1.0, apresentando apenas um
ponto fixo estavel para o qual o fluxo converge.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 3.4: Diagrama de fluxo para o sistema (3.11) eea0.1, apresentando um ponto fixo
instavel e dois pontos fixos estaveis.

emP; = 1/2 e, dessa forma, o sistema converge para o ponto fixo efavel /2 + /€ caso
P1(0) > 1/2, caso contrario, parg (0) < 1/2 o sistema converge para o ponto fixo estavel
P; =1/2— \/e. Observe que a condi¢ao inicial vai determinar o pontd fi@@a o qual o
sistema vai convergir e uma vez atingindo o ponto estavsistema permacera nesse estado
indeterminadamente.

A Eg. (3.11) descreve uma dinamica associada a um potetazal por

U (Py) = %(P1—1/2)4—:—2Ls(P1—1/2)2. (3.13)

Esse potencial esta apresentado na Fig. 3.5, podemos quaan sistema apresenta uma
transicao de um potencial de pogo Unico para um potkdeipoco duplo, sempre mantendo a
simetria com relagao ao ponp = 1/2.

3.3.2 Acoplamento com transi@o de fase descoimua

Ja vimos que o acoplamento global com as taxas dadas pelé8B).dao origem a um
sistema de osciladores estocasticos que apresenta umga@continua, representada como
uma bifurcacao de forquilha supercritica na aproxi@wage campo médio. Nesta secao apre-
sentaremos taxas que dao origem a um sistema com tramkdase descontinua, nesse caso o
sistema apresenta uma bifurcagcao de forquilha suberiti

Para obter um modelo com uma transicao de fase descartomu 0 parametro de acopla-
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Figura 3.5: Potencial para sistema com transi¢ao de fasttncia. Independente do valor do
parametro de acoplament® potencial & simétrico em relaca®a= 1/2.

mento escolhemos as taxgsn; ) e y1(n;) da seguinte forma

3izn1 (8ny(6a— 5b) + n2(80b — 32a) — 16n3(5b+ 8)
+ 32n}(b+3) - 16r —20a+9b+32)

_3_12 (n1— 1) (8ny(2a—b) — 32n(a—b— 1)

+  n3(64—48b) +32nf(b+3) — 16r — da+b) (3.14)

yo(n1)

ya(ny)

Nesse caso 0 parametro de acoplamentpetemos mais dois parametros arbitra@os b.
Seguindo o0 mesmo procedimento que utilizamos no caso anéesubstituindo essas taxas na
equacao mestra (3.1), podemos obter,

. 1 1\° 1\°

Po=r{Pi—z)+a(Pi—%z) —b({Pi—% ) . 3.15

1 ( 1 2) + ( 1 2) ( 1 2) ( )
Mais uma vez utilizando a transformagée- P, — 1/2, temos,

U=ru+au’ —bw. (3.16)

Essa & a forma normal de uma bifurcacao de forquilha #idaronde o termo de ordem 5
garante que a variavalnao cresce ou decresce indefinidamente. A Fig. 3.6 mosisgoatna
de bifurcacao da Eq. (3.15) para o caso especifico and@0 eb = 100. Nesse caso para
r < —1 temos apenas um ponto fixo @i = 1/2. Emr = —1 ha uma bifurca¢ao, dando
origem a um par de pontos fixos estaveis e um par de pontodiisiaseis. De maneira geral
podemos determinar os valoresrdende ocorrem as bifurcacdes, fazemie- 0 na Eq. (3.15),
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcac&o para o sistemar (P, —1/2)+20(P,—1/2)3 — 100(P, —
1/2)°. As linhas continuas indicam as posi¢des dos pontos éistés/eis e as linhas tracejadas
indicam as posicdes dos pontos fixos instaveis.

obtemos os seguintes pontos fixos estaveis.

. 1
Plo= 3 (3.17)
. b— \/2bv/4rb + a2 + 2ab
. b+ \/2bv/4rb + a2 + 2ab
Py = 5 . (3.19)

Obtemos também os seguintes pontos fixos instaveis

. b—+/2ab—2bVarb 1 a2

P; 5 (3.20)
. b++/2ab—2b\4rb + a2

Podemos encontrar o ponto onde as bifurca¢gdes de poneadetsgem através da condicao

2ab— 2b\/4rb + a2 = 2ab+ 2by/4rb + a2, (3.22)

que nos da o ponto exato onde a Eq. (3.15) apresenta 3 ra@iss

Dessa equacao podemos ver que surgem dois pares de poosqsdiia = —f{—f). Portanto,
para os valores dos parametas- 20 eb = 100 temos a primeira bifurcacao em- —1. O
sistema apresenta 3 regimes distintos, o primeiro obedecedicaor < —1 e o diagrama de
fluxo esta apresentado na Fig. 3.7, onde o sistema vai @nyara o ponto fixd = 1/2
independentemente da condicao inicial. A regidb< r < 0 apresenta 5 pontos fixos e o



38

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 3.7: Diagrama de fluxo para o sistema (3.15) cem—1.5. Indicando a existéncia de
apenas um ponto fixo e = 1/2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

Figura 3.8: Diagrama de fluxo para o sistema (3.15) cem-0.8. Indicando a existéncia de 3
pontos fixos estaveis e 2 pontos fixos instaveis.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 3.9: Diagrama de fluxo para o sistema (3.15) ceaD.2. Indicando a existéncia de23
pontos fixos estaveis e 1 pontos fixos instaveis.

diagrama de fluxo esta apresentado na Fig. 3.8, nesse ca$ernasvai convergir para um dos
3 pontos fixos estaveis de modo a sempre se afastar dos fimagisstaveis, sendo a condicao
inicial determinante para o estado final do sistema. A @ftiegiaor > 0, com diagrama de
fluxo apresentado na Fig. 3.9, apresenta 2 pontos fixossst&wo ponto fixo instaveél = %
Nesse caso, 0 sistema vai convergir para o ponto fixo supeaEn a condi¢cao inicial seja
P1(0) >1/2 e casd?(0) < 1/2, o sistema converge para o ponto fixo estavel inferior.

Na Fig. 3.10 apresentamos o potencial associado a Eq. (3Né&3se caso o sistema
apresenta transicao de um potencial de poco Unico parpatencial de poco triplo, com um

poco centralizado emy = 1/2, assim como no modelo anterior podemos notar que o sistema

apresenta uma simetria com relacdo ao ponte 1/2, essa simetria & mantida para qualquer
valor der.
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Figura 3.10: Potencial para sistema com transi¢cao dedieseontinua. Independente do valor
do parametro de acoplamento potencial & simétrico em relaca®a= 1/2.
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4  Equago mestra

Nesse capitulo faremos uma abordagem mesoscopicayestoea equacao mestra para
sistemas de osciladores estocasticos globalmente dospldniciaremos o capitulo descre-
vendo a equacao mestra para dois osciladores acoplathdsrelo a solugao para esse sistema.
Em seguida faremos a generalizacao da equacao messraipasistema dél osciladores e
apresentaremos alguns resultados para o sistema no estaciorario.

4.1 Sistema com dois osciladores

No caso de apenas dois osciladores acoplados o sistema g®gdaia3 configuracdes
P(Nz,t), ondeN; pode ser 0, 1 ou 2. Dessa forma podemos escrever as segujosgdes
para a evolugao do sistema,

ap((a?’t) = W(DP(L) —2p(0)P(O,1), 41
5P§7t> = 2(2P(2,1) +2y(0)P(0,t) — [y1(1) + yo(1)] P(1,1), (4.2)
P = WPELY - 2622, (@3

Do lado direito das equacdes, 0os termos positivos rept@aseas probabilidades do sistema
sofrer uma transicao e assumir a configurae@id;,t) e os termos negativos representam as
probabilidades do sistema sofrer uma transicao e deixanéiguracad®(Ny,t). De forma
equivalente, podemos utilizar a formulagao matriciaterever

P(0,t) —2y0(0) ya(1) 0 P(0,t)

PLY) | =] 200) —n@)-wl1) 2xu@) P(1,t) |- (4.4)
P(2,t) 0 yo(1) —2v1(2)) \P(2,1)
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Para obter o estado estacionario devemos achar o estad@®@dt) = 0 para qualquer valor
deN;. Ou seja

—2y5(0) (1) 0 P(0,t) 0
21(0) —y()—w(l) 2n@) [|PELY|=]0]- (4.5)
0 Yo(1) -21(2) ] \P(2.1) 0

Resolvendo o sistema e usando a condigiiq P(k,t) = 1, podemos obter

240]
)
)

)

_ )

PO = @ + 2
Vi

- (4.6)

P(1) = - - (4.7)

(4.8)

~
=

+
IS

2V1(2)) T l_

Agora vamos definir uma forma payg(Nz) e y1(N1), utilizando os mesmos modelos de taxas
usados no capitulo anterior para transi¢coes de fasenc@n¢ descontinua.

Relembrando a forma das taxas, para a transicao de fageuwmtemos

o) = 5 (40)" 1 .9
Vl(Nl(t)):_%<N1[\(|t>>2+5_848' (4.10)

substituindo essas taxas nas Egs. (4.6), (4.7) e (4.8),mdeio queN = 2, obtemos
P(0) =P(2) = %, (4.11)
P(1) = ;:gﬁ (4.12)

As Egs. (4.11) e (4.12) estao ilustradas na Fig. 4.1. Podeiservar que as probabilidades
de ter os dois osciladores no mesmo estado sao ige@isé€ P(2)) e elas crescem ao aumentar
0 parametro de acoplamentpenquanto a probabilidade de ter um oscilador em cada estado
(P(1)) diminui a medida que aumentamgs
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Figura 4.1: Probabilidadd¥0),P(1) e P(2) como funcao de para as taxag e y; dadas pelas
Egs. (4.9) e (4.10).

Para a transi¢ao de fase descontinua as taxas de &asgig dadas por,

(N = = <8M(6a—5b)+<%)2(80b—32a)

32N N
3 4
_ 16(%) (5b+8)+32(%) (b+3)

- 16r—20a+9b+32) (4.13)

Vi(N1) = —,;2 <% — l) <8 <%) (2a—Db)
- 32(%)2(a—b—1)+ (%)3(64—48@

4
+ 32(%) (b+3)—16r—4a+b>, (4.14)

usandaa = 20 eb = 100 e substituindg1(N;1) e y2(N;) nos formatos (4.13) e (4.14), nas Eqgs.
(4.6),(4.7),(4.8) e resolvendo o sistema resultante, pogebter

P(0) = P(2) = 82 21__:2; (4.15)
P(1) = 4212: ;Z- (4.16)

Na Fig. 4.2, temos os graficos B€0), P(1) e P(2) como funcao do parametro de acoplamento
r, no caso utilizamos o intervalo deapenas até-0.6 pois acima desse valor temos taxas
negativas, nao representando portanto um sistema fesadista. Nesse caso também podemos
observar gue ha um aumento da probabilidade de encontlaisssciladores no mesmo estado
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Figura 4.2: Probabilidadd¥0),P(1) e P(2) como funcao de para as taxag e y; dadas pelas
Egs. (4.13) e (4.14).

com o aumento de enquanto a probabilidade de encontrar apenas um oscadcada estado

diminui.

4.2 Sistema com N osciladores

Para um conjunto com osciladores globalmente acoplados, podemos descrevelug &y
da probabilidade do estadjN;,t) com a seguinte equacgao:

I BNyt) = (N— Nyt 1)yp(Ng— DP(Ny— L,t)

ot
+ (Nl-l-l)yl(Nl-l-l)P(Nl-l-l,t)
— [Naya(Nz) + (N — Np)yo(Na)]P(Ny, ). (4.17)

note que a Eq. (4.17) & uma generalizacao do procedimegilitado na secao anterior e es-
tamos considerando que nao ocorrem multiplas traasigé estado ao mesmo tempo, ou seja
em cada instante de tempo ocorre apenas uma transica@cdssicao &€ compativel com uma
probabilidade de transicad\t pequena, ou seja um intervald pequeno, que esta implicito
ao escrever a derivada temporal no lado esquerdo da egu2eamesma forma que na secao
anterior, podemos escrever o sistemdde 1 no seguinte formato

P(t) = .ZP(t), (4.18)
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onde.# & uma matriz dada por

|\/|171 |V|172 0 0
Mo1 Mo Maz O

0 Msz M3z Mzy (4.19)

Mn,N MnN N+1

0 0 0 - MniiN Mniin+a

Na matriz.# os elementos da diagonal principal sao escritos clle= —(N —k+1)yo(k—
1) — (k—1)yai(k—1), os elementos da primeira diagonal acima da diagonal pahs&o dados
por Mk k+1 = Kyi(k), e os elementos da primeira diagonal abaixo da diagonatipahsao
Mir1k = (n—k+1)yw(k—1). Todos os outros elementos da mat#zsao 0.

Para obter as probabilidades do estado estacionariostgugoachar o autovetB(t) asso-
ciado ao autovalor O e que satisfaz a condigao de norngaliza

% P(mt) =1, (4.20)
m=0

dessa forma & possivel achar a probabilidade de cada um ¢ds estados no regime esta-
cionario.

Para ilustrar, a Fig. 4.3 apresenta a solugado esta@@oR&N;) para um sistema de 50
osciladores e varios valores eecomo indicado no grafico. Essa solugao foi obtida usasedo
as taxasp(ny) e yi(n1) dadas pelas Egs. (4.9) e (4.10) (transi¢ao de fase cajtiPodemos
observar claramente a transicao de um regime com um noas@mtralizado para um regime
com dois maximos com alturas assimétricas. A transitgdam regime monomodal para um
regime bimodal foi explorada com a aproximac¢ao de camediop porém a aproximacao de
campo médio prevé um potencial simétrico para essensast&ssa assimetria sera explorada
mais a frente quando formos tratar do problema usando aadpamdde Langevin.

Ja no modelo onde as taxas sao dadas pelas Eqgs. (4.13¥e((dabsicao de fase des-
continua), a solucao esta apresentada na Fig. 4.4. icgpodemos ver que com o0 aumento
der ocorre uma transi¢cao de um regime onde ha apenas um pigaparegime onde exis-
tem trés picos, e o pico central diminui a medida qu@esce alem da transicao. Podemos
também observar uma assimetria na distribuicao de prlidedes, como no caso anterior da-
remos mais atencao a essa assimetria quando formositogiewmblema utilizando a abordagem
de Langevin.
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Figura 4.3: Distribuicao de probabilidadegN;) obtida através da solu¢ao da equacao mestra
para um sistema com 50 osciladores. Podemos observar quesg#o do regime monomodal
para o regime bimodal ocorre de modo continuo.
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Figura 4.4: Distribuicao de probabilidadegN;) obtida através da solucao da equag¢éo mestra
para um sistema com 50 osciladores. Podemos observar cquresg#o do regime monomodal
para o regime trimodal ocorre de modo descontinuo.
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5 Equacao de Langevin

Nesse capitulo vamos utilizar a abordagem de Langevingsdralar um sistema de osci-
ladores estocasticos de dois niveis globalmente acogld@ara obter a equacao de Langevin
para esse sistema partiremos de um modelo microscopiedambém foi utilizado em nossas

simulacdes computacionais.

5.1 Dedu@o da Equa@o de Langevin para osciladores es-
tocasticos de dois iveis

Como nos capitulos anteriores, vamos definir, em um sistierNeosciladoresN; (t) como
a quantidade de osciladores no estaddN-eN; (t) como a quantidade de osciladores no estado
0, para um dado instante Essas quantidades mudam de acordo com as taxas dedoaysi¢c™
e y1 que devido a nosso acoplamento dependem da fragBo= N1 (t) /N. Lembrando queo
é a taxa de transicao do estado O para o estadp E@ taxa de transicao do estado 1 para o
estado 0, temos qué; no instantd + dt & dado por

Np(t+dt) =Np(t)— St 0[ya(ny)dt— &g
+ 3R, 1010 (nn) dt— . (5.1)

Ondef(x) €& a funcao degrau de Heaviside, sendo definida d®frp=1 sex > 0e0(x) =0
sex< 0.0 conjunto{Zk}:z':1 € um conjunto de variaveis aleatorias independentssitiidas

de forma uniforme no interval®, 1]. Dessa forma se o osciladoesta no estado 1 no tempo
entao se(ny)dt > k, 0 osciladok muda do estado 1 para o estado O e como consequéncia
descresce de 1. §g(n;)dt < {k, entdo o osciladdk permanece no estado 1. De forma similar,
para um oscilador no estado 0, wén;)dt > {k ele modifica seu estado para 1, aumentando
N; em 1, e casqgo(ny)dt < k, 0 oscilador permanece no estado 0. Portanto a Eg. (5.1) &€ um
processo de contagem diretf. importante ressaltar que para determiNg(t + dt) estamos
usando as taxag(ni) e y1(n1) no instante, portanto a equagao de Langevin que obteremos
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apresentara um termo de flutuacao segundo a interpretbeIto.

Nas simulagdes foi utilizado um procedimento de contagenilar, onde foi levado em
consideracao intervalos de tempo discretos e as vagigyeram determinadas a cada passo
através de um gerador de nUmeros aleatorios com digibwe probabilidade uniforme no
intervalol0, 1].

Para dar continuidade a nosso tratamento analitico debEk).qe faz necessario investigar

as variaveis aleatorias "
B=06X—q) ePu= > & (5.2)
K=1

ondeXp € [0,1] & uma quantidade fixa, enquanto a variabgl € uma contagem de quantos
osciladores em uma populacaoMeosciladores mudam de estado no instant@enotando a
probabilidade do eventa por P (A), temos

Plak=1) = Xo
M1

P(dy=M) = mxo“"’(l—xo)“"“’", M’ < M. (5.3)

Como(y variade 0 a 1, temos que a probabilidade de ofater 1 € dada poKop, JaP(dy = M)

é a distribuicdo de probabilidade para k&rtransicdes em um conjunto dié osciladores. A
distribuicaoP (dy = M’) & muito comum em problemas de mecanica estatistica eteecmla
como distribuicao binomial [45]. Os dois primeiros mor@nda distribuicdo binomial sao
dados por,

(®m) =MXo (5.4)
o(@m) =/ {(@u - @))?)
MR- X). 55)

Sabemos, também, que essa distribuicdo obedece o tedelimite central [47], portanto para

uma quantidade muito grande de repetigidesemos,
P(®m=M) = ((®y),0(Pw)), (5.6)

onde ./ (U, o) denota uma distribuicdo gaussiana com médmdesvio padra@. 1Sso nos
leva a introduzir a mudanca de variaveis,

Oy — (DPw)

CT >0
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e, portanto
Dy = () + 0 (Pw) Y, (5.8)
paraM >> 1, ~ .4 (0,1).
Usando essa mudanca de variaveis e relacion®pdoy; (n1) dt e M = N; nos resultados
acima, podemos obter a seguinte relacao para o primeimatéoio da Eq. (5.1),
Ny

> 6[ya(ng)dt— 4] = Noya (ng) dt
&

+4/Naya (ng) dt(1— y1 (ng) dt) gy,
= Ny (ng)dt

++v/Naya (ng) dt g. (5.9)

Onde desprezamos os termos de ord@(ult)?] dentro das raizes quadradas. E por outro lado,
relacionanddXp = yp(n1) dt eM = N — Ny, da mesma forma, podemos obter,

N
6 [yo (M) dt— i) = (N —Ny)yo (m) dt
k=R 1

+v/(N=Nyp)yo (n) dt(1—yo(n1) dt) g
= (N—=Ny)yo (ng)dt
+1/(N—Ny)yo (n1) dt ¢, (5.10)

Foi assumido que as trés quantidatliesN; e (N —N;) séo todas grandes, de modo ge
e Y1 ~ A4 (0,1). Lembrando quap; é gerado a partir do conjunt{fk}fil, enquantoyyp
é gerado do conjunt@(k}t':,\,ﬁl, elas sao independentes. Dessa forma, podemos definir a

variavel aleatoria

W /(N —=Ng)yo (n1) o — /Naya () g (5.11)
VIN=N)yo(n) +Noya (ng)
de forma qué¥ ~ .47 (0,1). Assim substituindo (5.9) e (5.10) na Eq. (5.1), temos

dNt = w (nl) (N — Nl) dt—w (nl) N;dt
+ /v (ny) (N = Np) + y1 (ng) Ny dt, (5.12)

ondedN; = Njp (t+dt) — Nz (t). Finalmente podemos escrever essa equacgao para a densida

ny (t) e definir
(5.13)
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ComoW ~ .47(0,1), € (t) corresponde a um ruido branco gaussiano com

(Et)=0e(EM)E())=0(t—t). (5.14)
Dessa forma chegamos a uma equacao de Langevin que goyérmna

N =Yo(N1) — [Yo (M) +ya (ny)] M

+/(1=n1)yo(ng) +n1ya (ny) X i\/tﬁ) (5.15)

Note que no limite termodinamidd — o, a Eq. (5.15) se reduz ao caso da aproximacao de

campo médio

Ny = Yo (N1) — [Yo (M) + ya (M) ny. (5.16)

Da Eq. (5.15) podemos extrair algumas informacdes quiaajua explicar a assimetria en-
contrada nas solucdes da equagcao mestra no capitaloanOs termos de arrasto na Eg. (5.15)
correspondem aos potenciais obtidos na abordagem de caégo, mendo assim simétricos,
porém o termo de flutuagdo &€ um ruido multiplicativayde sua intensidade dependente de
n;. Portanto exploraremos a dependéncia da intensidadeutiaacibes para cada minimo dos
potenciais do sistema sem ruido utilizando os modelos dplamento parap(ni) € yi(ny)
adotados nas secdes anteriores. Vamos definir a intelesitteruiday no formato

n=1/(L-npyo(ng) +niva (n), (5.17)

onden; é o valor den; em um dado ponto fixo estavel do sistema sem flutuagao.

5.2 Acoplamento com transi@o de fase corinua

Para 0 acoplamento com transicao de fase continua tesriazas de transicao dadas pelas
Egs. (3.8). Nesse modelo a transi¢cao de fase ocorre quapai@metro de acoplamerde= 0,
com a criagao de dois pontos fixos estaveisgm %+ veen; = % —+/€ quando temos > 0,
lembrando que para garangy(ni) e y1(n1) positivos,e deve ser menor que/4. Na Fig. 5.1
temos o grafico dg(&). Podemos observar que para qualquer valar aeflutuagdes no ponto
n; = 1/2+ /€ sao maiores que as flutuagdes no parjte- 1/2 — /¢, portanto a assimetria
observada nas solucdes da equacao mestra ocorrenodevitha assimetria na intensidade
da flutuagdo. Observe que nas solu¢Bes da equacacarpesas > 0 a distribuicaoP(ny)
apresenta um pico mais alto na regido proxima do pofite 1/2— /€ e um pico menor na
regido proximadej = 1/2+ /€. Como a intensidade das flutuagdes & maior na regiinpad
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Figura 5.1: Grafico dg em funcao do parametro de contraleA intensidade das flutuacdes
sdo sempre maiores em torno do ponto fixe= 1/2+ /€.

an; = 1/2+ /¢, flutuagdes com intensidade suficiente para levar o sésgnoutro ponto sao
mais frequentes, tornando o pomp= 1/2 — /€ mais estavel.

5.3 Acoplamento com transiéo de fase descoimiua

No modelo de acoplamento dado pelas taxas de transicéotdspelas Eqs. (3.14), com 0s
parametros = 20 eb = 100, temos que a transi¢ao de fase ocorre para o paradeetantrole
r = —1. Alem disso, para esse caso especifiabeve ser inferior a-0.6 para garantir que as
taxas vao sempre assumir valores positivos. O sistema samdbes, seguindo esse modelo,
possui 3 pontos fixos estaveig,— 3, n: =1+ a en; = 1 — a, ondea = / Y&2Lbria ajs
uma vez, usandg como definido na Eq. (5.17), temos a intensidade das floasagcdmo
funcado do parametro de contralena Fig. 5.2 para os trés pontos fixos estaveis. Podemos
notar no grafico que as flutuagdes em torno do ponto fixavektentral sao bem mais intensas,
caracterizando o pico mais largo e baixo na solucao dac@quanestra. Também podemos
observar que as flutuagcdes sao mais intensas na regiﬁpﬂ% + a do que na regiao de
n; = 1 — a, explicando o pico mais alto enj = 3 — a e o pico mais baixo em; =  + a
observados na solucao da equacao mestra.

Dessa forma podemos chegar a conclusao que as flutuaghesdas pela quantidade fi-
nita de osciladores gera um ruido multiplicativo assimoét responsavel pela assimetria na
distribuicado de probabilidad®(n;). A intensidade dependente da posi¢ao no espaco de fase di
minui a estabilidade em pontos onde o ruido apresenta imdémsidade, portanto o potencial
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Figura 5.2: Grafico dg em funcao do parametro de controleA intensidade das flutuacdes
sao sempre maiores em torno do ponto fixe= 1/2+a.

simétrico observado com a aproximacao de campo médiorsa assimeétrico e a regiao com
flutuacdes de menor intensidade apresentam uma estalgilidaior. Esse fenomeno explica a
aparente discordancia entre os resultados de potentrgsrisos obtidos com a aproximacao
de campo médio e as distribuicdes de probabilidademasstas obtidas através da solucao da
equacao mestra.
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6 Equago de Fokker-Planck

Nesse capitulo exploraremos a equacao de Fokker-Ptdiitla para o sistema colsos-
ciladores estocasticos globalmente acoplados. Inieialenapresentaremos uma forma de obter
e Equacao de Fokker-Planck a partir da equacao mesirg (€m seguida usaremos o resultado
obtido através da abordagem de Langevin para obter a @gusgcFokker-Planck e mostrare-
mos que por ambos os métodos podemos obter equacdes kkr Pé&nck equivalentes. Em
seguida obtemos a solucao da equacao de Fokker-Plaochgararemos essa solucao analitica
com resultados obtidos a partir de simulagdes numéricas

6.1 Expansio da equa@o mestra

Como vimos anteriormente, a equacgao mestra (4.17) teataaucao temporal da distribuicao
de probabilidade®(N,t), que, no nosso caso, descreve a probabilidade de em um dado in
tantet obterN; osciladores no estado 1. Em um sistema com probabilidadgartgcao do
estado 0(1) para o estado 1(0) durante um intervalo de telhgadas ponpdt (y1dt). Alem
disso, no nosso modelo, o acoplamento global é caraaferizela dependéncia das taxas
e y1 comN;. Note que, devido a condicao de normalizacao, a muddecvariaveis para;
implica emP(ny,t) = NP(Ny1,t). Dessa forma podemos reescrever a equagao mestra (4.17) n

%%P(nl,t) = (1 Ny + ) <n1—%) <n1——)

—[mya(ny) + (1 —m)yo(n)]P(ng,t)

4 (nH%) (n1+ ) (n1+ ) 6.1)

Como foi visto no capitulo 4, a Eq. (4.17) considera queh@mdltiplas transicdes no mesmo

forma

instante de tempo. Considerando a quantidade de oscitabare> 1, podemos escrever as
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seguintes expansoes

2
P(n+8,t) = P(ny) + dinlp(nl)(sJr %;—nzp(nl)52+ 0(8%), 6.2)
1
+5,t) = ;. > L d” 3+ 0(5° 6.3
¥(nL£0,t) = y(ny) d—nlw(nﬁ +§d—n%M(n1) +0(5°). (6.3)

Ondel & um rotulo para um dos estados 0 ou 1. Usando essas erpama®Eq. (6.1) e
desprezando os termos de ordéifd?) e superiores podemos obter a Eq. de Fokker-Planck no
formato

19 1 7, 1 192 1
Nap(nl,t) = (1— ng+ N) {Vo(nl) — —0n1 Vo(nl)N + 5—0n§ VO(nl)W}
0 1 19° 1
P PG a—ngp“‘l)ﬂ

+ (n 1 o 0 . 1+1(92 o 1
1+N ya( 1)+d—an1( l)ﬁ Eﬁ)’l( 1)@

d 1 102 1
{P(nﬁ + d—mp(m)N + éa—nip(nl)—}

— [mya(m) + (1 —ng)y(m)]P(ng,t) + & (%)

_ % {yo(nl)P(nl) — (1—ny)P(ny) 0‘;05:1)

—(1—=n1)y(ny) 0[(39(nrll) +y1(n1)P(n)

oyi(n JdP(n
+nlp(nl))§+ll) + nly]_(nl) #}

- [—‘”gﬁ;‘” P() — 2o ()
_ 2
e 2nl) VO(nl)a;(nT)+P<n1)0inlvl(n1)

dyl(nl) 6P(n1)

0
A g, PO M0,

°yi(n) M 9°P(ny)
P _= _ N =7
M) T2 M 5

+ ﬁ(@ (6.4)

Portanto, podemos escrever

M
2

+

0 0 1 02
—P(nl,t) = _—[J(nﬁp(nl’t)]-i_ﬂd—nf

ot on [ (n1)P(ng, )], (6.5)
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onde.# (n) e¥(n) sao definidas por

FM) = (1=n)wm) —-nu(n)
Y(n) = (1-nyw(n)+ny(n). (6.6)

Podemos obter a distribuicdo de probabilidades do esatiwionario utilizando a condigao
%P(nl,t) = 0 e resolvendo a equacao diferencial pRfa;). Essa solucao é de fundamental
importancia por se tratar do estado assintotico para bagsiatema evolui no limité — o,

6.2 Equag@o de Fokker-Planck

Alternativamente podemos obter a equacao de Fokkeckkpartir da equacao de Lan-
gevin para o sistema de osciladores globalmente acopl&tmemos reescrever a Eq. (5.15)
utilizando as defini¢cdes (6.6), de forma que a Eq. (5.18)mag a forma

o = 7 () + \/%mﬁ%. 6.7)

Nosso modelo apresenta um ruido multiplicativo onde anitiade (n;1) & calculada pelos
valores den; antes do salto devido a flutuagao, dessa forma usarenmersno e flutuacao
segundo a interpretacao de Itd [42,43]. Portanto aptioao resultado (2.74) na Eq. (6.7)
temos que a Eq. de Fokker-Planck para esse sistema é

%P(nl,t) = ‘aim[f(nl)P(”l’t)]
L % )Pt ©8)
2Ngnz VTR |

que é idéntica a Eq. (6.5), com(ny) e ¥ (ny) definidos por (6.6).

6.3 Solu@o estaciorria da Equacao de Fokker-Planck

Para obter o comportamento estacionario da equacaokdeBlanck devemos resolver
a Equacao de Fokker-Planck usando a cond@&@ = 0, ou seja, estamos procurando a
solucao da equacao

7, 1 9%

—a—nl[ﬁ(nl)Pss(nl)] + 2N or? [4(n1)Psg(n1)] =0, (6.9)
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onde estamos utilizando o subescagpara indicar que estamos nos referindo a distribuicao de
probabilidade no estado estacionario. Observe tambéera galucao estacionaria nao apresenta
uma dependéncia temporal, apresentando dependénciasapemn;. Utilizando a solucao
estacionaria da Equacao de Fokker-Planck apresentad.85) temos a distribuica®@s(ny),

dada por
exps 2NZes¢ (N
Pss(M1) = Cy P{ 7 (:;)f( ) (6.10)
onde o potencial efetive s € dado por
" 7 (n)
U = 6.11
eff(Ny) o 7 n, (6.11)

e Cn € uma constante obtida a partir da condicao de normalizate modo a garantir que
1
0

As integrais nas Egs. (6.10) e (6.11) sb6 podem ser resghdeéaforma explicita apos
definirmos as taxag(n1) e yi(n1), apresentaremos portanto esses resultados para os sistema
estudados anteriormente com taxas de transicao defipiig8.8) e (3.14).

6.3.1 Acoplamento com transiéo de fase corihua

Para o sistema com as taxas definidas pelas Egs. (3.8), sspela@aproximacao de campo
médio que existe um ponto fixo estavel para 0 emn; = % e dois pontos fixos estaveis
parag > 0, localizados enm; = %i V€. Podemos destacar também a simetria observada nos
potenciais obtidos pela aproximacao de campo médiochéamé interessante comparar esse
resultado com o potencial efetivo dado por (6.11), que & arerial que incorpora os efeitos
das flutuagdes. A Fig. 6.1 mostra o grafico do potencidivefé¢6.11) obtido usando as taxas
de transicao dadas por (3.8).

Podemos observar a transicao de um potencial com paco para um potencial de pogo
duplo quando aumentamos o valor do parametro de acoplamantbém & possivel obser-
var que 0s potenciais sao assimétricos em relagao ao ppa- % ao contrario da simetria
observada nos potenciais encontrados usando a apr@ondacCampo médicE interessante
observar que o potencial efetivo nao apresenta uma depeladiom a quantidade de oscilado-
resN, porém a solucao (6.10) apresenta uma dependénciitximN.

A Fig. 6.2 apresenta a solucao (6.10) para um sistema coanéonetro de acoplamento
€ =0.1 e numero de unidadés dadas por 100, 200, 300, 400 e 500 como definido na figura.
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Figura 6.1: Potencial efetivo para um sistema com as taxasugicao dadas pelas Egs. (3.8).

Pode-se perceber a assimetria em relacdo ao pantol/2, diferente do potencial obtido
através da aproximacao de campo médio.
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10 +

AZaZarara
[ (|

P(ny)

n

Figura 6.2: Distribuicao de probabilidades para um sisteom as taxas de transicao dadas

pelas Egs. (3.8) e=0.1. As curvas sao os resultados analiticos obtidos a@da@@&quacao de
Fokker-Planck, os pontos sao resultados obtidos atdeésnulacdes numéricas.
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Figura 6.3: Distribuicao de probabilidades para um sisteom as taxas de transicao dadas
pelas Egs. (3.14) = 0.001. As curvas sao os resultados analiticos obtidosésda equacao
de Fokker-Planck, os pontos sao resultados obtidosestide sSimulacdes numeéricas.

As curvas apresentadas na figura sao os resultados @m#tos pontos sao resultados obtidos
através de simulacdes numéricas. Podemos observaw qasater bimodal & bem evidente
para todos os casos 8k para valores maiores déa assimetria da distribuicao se torna mais
evidente de modo que o pico em torno d2 e torna mais alto a medida que aumentalhos
Esse resultado pode ser explicado pelo fato da intensidaslélduacdes dependerem Ne

de forma que temos flutuacdes menores para quantidadesiteedores maiores, que aliada a
assimetria das flutuacdes, faz com que a assimetria seaisiael para sistemas colmaior.

A Fig. 6.3 apresenta a solucao (6.10) porém, nesse casag, g 0.001. Podemos observar
uma distribuicdo monomodal assimétrica, ao aumentéanueno de osciladordd a distribuicao
se torna mais estreita em torno dé.0

Podemos construir um diagrama de fases para as fases maaogroidhodal através da
determinacao dos maximos da solucao (6.10), derivand relacao a;, temos

OPs(n) . 0 exp(2NZett(m)) _
om _Cndnl 4G (m) - o

Pela definicao d€% ¢, temos

IN.F (ny) — ——— =, (6.14)
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Substituindo os termo% (n1) e 4 (n;) dados pelas defini¢des (6.6), podemos escrever

dyo(n
2N (2 nu)yoln) ~ nua(n) — (1 ny 200
ayi(n
n ‘(’;( Y 4 (M) — () = 0 (6.15)
M
e portanto, temos
(2n1(N(4e — 3) — 6) — 4Ng — 8N + 12(N+ 2)nf + N — 2) = 0. (6.16)
Definindoag, a; € a, como
__MNe+N-2 N(@4e-3)-6
G- N ' AT AN
3(N+2)
= — 17
a 2N ) (6 )
podemos escrever a Eg. (6.16) como
NS 4+ aons 4+a;ny +ag = 0. (6.18)
A condigcao para que essa equacao possua tres rade€ ada por [46]
or+r?<0, (6.19)
onde
1 1 1 1
q=za—ga I=(aa—3) - -8 (6.20)
Usando a Eq. (6.17) temos
~ (N+2)°® 1 /3(N+2)(N(4e—3)—6) N 3(—4Ne+N-2)
8NN3 6 8N?2 8N ’
~ (N+2)? N(4e—-3)-6
9= T N (6.21)

Dessa forma temos que a condicao para uma transicaseeléaum regime monomodal para
um regime bimodal &

27[N?(4e — 1) + 6N +8]° — 8(2N% + 3N + 6)° < 0. (6.22)

A Fig. 6.4 apresenta o diagrama de fase dessa transicaygooe monomodal para o regime
bimodal, na regiao a direita da curva o comportamento @tahenquanto naregiao a esquerda
da curva o comportamento & monomodal. A reta vermelha neHgndica o valor de para

a transicao calculado através da aproximagao de camépio.
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Figura 6.4: Diagrama de fase para a transi¢ao entre regiom®modal e bimodal. A regiao
a direita da curva o comportamento & bimodal enquanto nacegesquerda da curva o com-
portamento € monomodal. A reta vermelha indica o valog grara a transicao segundo a
aproximacao de campo médio.

6.3.2 Acoplamento com transiéo de fase descoiua

Para o sistema definido pelas taxas (3.14), observamosiadzagproximacao de campo
médio dois regimes, um onde ha apenas um ponto fixo estavgl = % e outro regime onde ha
3 pontos fixos e pela aproximacao de campo médio foi pieurs potencial simétrico. Atravées
da equacao de Langevin foi visto também que o sistemaapi@ um ruido multiplicativo
assimétrico de maneira similar ao modelo descrito pelaagies (3.8). Da mesma forma que
fizemos para o outro modelo podemos obter o potencial ef@piresentado na Fig. 6.5, observe
gue esse potencial efetivo também apresenta assimetkiaodo efeito das flutuacoes. A Fig.
6.6 apresenta a solucao (6.10) para um sistema com o atoeeunidade fixo em 100 e
trés valores do parametro de acoplamento-1.2, -1.0, -0.9 e -0.8. Assim como nas soluc¢des
apresentadas anteriormento as curvas apresentadas @asfiguos resultados analiticos e 0s
pontos sao resultados obtidos através de simulacdeénas. Para valores denenores que
—0.9 podemos notar a presenca de apenas um pico central, quasglone um valor superior a
—0.9 podemos notar a presenca de 3 picos com o pico centralWimdmquando aumentamos
o valor der, 0s outros 2 picos ocupam posi¢des simétricas emaelag pico central porém
com diferentes alturas, sendo o pico da esquerda mais a#tea diferenca de altura ocorre
devido a menor intensidade das flutua¢des na regiao dadpiesquerda.

A Fig. 6.7 apresenta as solug¢des (6.10) para um sistemaacguantidade de unidades
N = 100, 200 e 300. Podemos observar que a medida que aumentainoem de unidades a
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-0.15

n

Figura 6.5: Potencial efetivo para um sistema com as taxasugicao dadas pelas Egs. (3.8).
Pode-se perceber a assimetria em relacdo ao pantol/2, diferente do potencial obtido
através da aproximacao de campo médio.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

n

Figura 6.6: Distribuicao de probabilidades para um sisteom as taxas de transicao dadas
pelas Egs. (3.14) ¥ = 100. As curvas sao os resultados analiticos obtidosé&s & equacao
de Fokker-Planck, os pontos sao resultados obtidosestide simulagdes numéricas.
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Figura 6.7: Distribuicao de probabilidades para um sisteom as taxas de transicao dadas
pelas Egs. (3.14)e= —0.85. As curvas sao os resultados analiticos obtidosedrda equacao
de Fokker-Planck, os pontos sao resultados obtidosestide sSimulacdes numeéricas.

distribuicao se torna mais concentrada nos picos de modmservamos picos com larguras
menores e 0 pico central se torna mais alto para valores esaileN. Esse efeito se da pela
diminui¢ao da intensidade das flutua¢des fazendo canaglistribuicadss(n;) seja mais con-
centrada em torno dos minimos e faz com que as transigbesmeinimos seja menos comum.

Seguindo os mesmos passos utilizados para o modelo aqtedemos analisar as posicdes
dos maximos e minimos para os diferentes valores guoele assumir. Dessa forma aplicando
as taxas (3.14) na Eq. (6.14) podemos obter

16(50N +309)n3 — 80(25N + 152)n7 + 80(23N + 142)n3
—40(19N + 126)n7 — 2n(N(4r — 65) + 4r —513)
+4Nr —5N +4r —65=0. (6.23)

As solucdes da Eqg. (6.23) nos da a posicao dos extresndistlibuicad>(n1), porém diferente

do caso anterior uma equacao de quinto grau nao possuiarmala geral para encontrar as
raizes, ou determinar a quantidade de raizes reaismBaoéemos obter numericamente tais
raizes para diferentes valores deeste resultado esta apresentado na Fig. 6.8. De forma
analoga aos diagramas utilizados em dinamica nao Inegaesentamos 0s maximos lé@;)
como linhas continuas e os minimos como linhas tracejdfsse diagrama foi feito para um
sistema coniN = 300, porém o mesmo comportamento & observado para oatlmes deN.
Existem diagramas de bifurcagao semelhantes em dimandoc linear que recebem o nome
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Figura 6.8: Posi¢cao dos maximos da distribuiB@n; ) em funcao de para um sistema com as
taxas de transicao dadas pelas Egs. (3.1N=e300.

de bifurcacao de forquilha subcritica imperfeita, perassemelhar a bifurcacao de forquilha
subcritica, porém as bifurcacdes imperfeitas aptaseruma lacuna proxima ao ponto onde
a bifurcacao de fato ocorreria, sendo apenas uma conduodectrés bifurcacdes de ponto de
sela. Ha trabalhos que mostram que um sistema que apreseatdifurcacao de foquilha
pode apresentar uma bifurcacao de forquilha imperfeaiendo perturbado por uma fonte de
ruido [48].

Nesse capitulo apresentamos a Equacao de Fokker-Riasiok como sua solucao. Consta-
tamos a presenca da assimetria na distribuRdo; ), a qual pode ser explicada pela influéncia
das flutuacdes que surgem pelo niUmero finito de unidadeser@mos que no limitd — co
a assimetria &€ acentuada, esse resultado contradiz tadksobtido através da aproximacao de
campo médio que prevé um potencial simétrico. Essaadigfio pode ser explicada em termos
da ordem dos limites que sao tomados em cada abordagem.sbld@abordagem de campo
médio, inicialmente temos um sistema com uma quantidditetende unidades que evolui
para o estado estacionario. Na nossa abordagem de FdkkekPobtivemos uma solucao ge-

ral para uma quantidade qualgui¢e observamos como o sistema se comporta a medida que

aumentamo®l. Em outras palavras em ambos 0s casos estamos tomandotes Nmb « e

t — oo, porém na aproximacao de campo médio o liite> oo & aplicado primeiro e na abor-
dagem de Fokker-Planck a ordem de aplicacao dessesdigitevertida e dessa forma cada
abordagem gera resultados diferentes.
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/ Considerages Finais

Nesta tese foram apresentados dois modelos de osciladgtweasicos de dois niveis com
acoplamento global, onde ambos apresentam transi¢cOese&leom a variagao do parametro
de acoplamento, um deles apresenta uma transicao dedfia$eua enquanto o outro modelo
apresenta uma transicao de fase descontinua. Uma gkeandie campo médio para ambos os
modelos de acoplamento consegue prever as transicoaseldd uma fase desordenada, onde
metade dos osciladores se apresenta em cada um dos dossgsteluma fase ordenada, onde
ha a concentracao de grande parte dos osciladores emsudonoestados. Utilizando a abor-
dagem de campo médio foi mostrado que nao ha um estadergmefal para essa condensacao
de osciladores no mesmo estado para um sistema com umadaagenitfinita de osciladores.

Uma outra abordagem foi utilizada para obter resultadcs yar sistema com quantidade
finita de osciladores. Partindo do modelo microscopico @ksa sistema pudemos obter uma
equacao de Langevin para o sistema finito, onde & obserad interessante estrutura com
ruido multiplicativo com intensidade inversamente prommal a raiz quadrada da quantidade
de osciladores. Foi mostrado também que para uma quaatidgita de unidades o sistema
apresenta a mesma estrutura observada na aproximacamge médio. Através da equacao
de Fokker-Planck associada a equacao de Langevin &/pbsiter a distribuicao de probabili-
dade assimétrica, que apresenta uma intensificacacimaetisa a0 aumentar a quantidade de
osciladores no sistema. Esse comportamento assimétéaparentemente contraditorio com o
comportamento de campo médio. Essa contradi¢cao podxgkrada por uma nao comutati-
vidade nos limitefN — o et — c0. No caso da abordagem de campo médio, o lifkite- «
aplicado primeiro, enquanto na abordagem de Langevin ¢elimi> « & aplicado primeiro.

Além da obtencao da equacao de Fokker-Planck atdev@bordagem de Langevin, mos-
tramos também uma forma alternativa de obter a equacBolkder-Planck através da expansao
da equacao mestra. Porém essa outra abordagem & metratva pois, através dela nao &
possivel observar a estrutura de ruido multiplicative da origem a assimetria no sistema com
quantidade finita de unidades.
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Um outro resultado que pode ser extraido da solucao decaqude Fokker-Planck € o dia-
grama de fase para a transi¢cao da fase desordenada psgacariacondensacao de osciladores
em um estado. Foi mostrado que para o sistema de tamanhodindmr do parametro de
acoplamento para essa transicao de fase depende dadqdendie unidades e dessa forma foi

possivel montar um diagrama de fases para essa transicao

A abordagem usada para estudar os efeitos da quantidadediibsciladores pode ser
usada para estudar sistemas mais complexos, como exeng@mps citar um sistema de 0s-
ciladores estocasticos de 3 niveis como 0 modelo de Woall ft1-24] que apresenta uma
transicao para uma fase com oscilacdes globais siiradas. Dessa forma podemos obter
informacgdes de como a quantidade finita de unidades poefarslendmenos de sincronizagao.
Uma outra extensao & a aplicacao dessa abordagem pasastema de osciladores de dois
niveis com comportamento ndo markoviano, onde as taxagugcao entre os dois estados &
influenciada pelo tempo de permanéncia do oscilador em estddo, como apresentado por
Escaff et al. em [37].
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