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Resumo

Nesta tese, apresentamos modelos de sistemas estocásticos de dois nı́veis que interagem
através de um acoplamento global, de forma que o estado ocupado por cada unidade da população
influi na taxa de transição de estado das demais. Apresentamos dois modelos de acoplamento
global onde é possı́vel observar uma transição de fase deum regime onde as unidades estão dis-
tribuı́das igualmente entre os dois estados para uma fase onde há a aglomeração de unidades em
um dos estados. Em um dos modelos de acoplamento essa transic¸ão ocorre de forma contı́nua
com o parâmetro de acoplamento. Através de uma aproximação de campo médio mostramos
que essa transição de fase ocorre devido a uma bifurcação de forquilha subcrı́tica onde uma
das fases é associada a um regime monoestável (unidades igualmente divididas entre os dois
estados) e a outra fase a um regime biestável simétrico (maior parte das unidades aglomera-
das em um dos estados). Já o outro modelo apresenta uma transição de fase descontı́nua com
o parâmetro de acoplamento. A abordagem de campo médio revela que essa transição de fase
ocorre através de uma bifurcação de forquilha supercrı́tica onde temos um regime monoestável e
um regime triestável apresentando simetria com relaçãoao poço de potencial central e a medida
que o parâmetro de acoplamento é aumentado a estabilidadecentral diminui enquanto os outros
dois estados se tornam mais estáveis. Foi mostrado que paraambos os modelos de acoplamento,
quando temos uma quantidade finita de osciladores o sistema apresenta uma estrutura de ruı́do
multiplicativo. Essa estrutura de ruı́do torna os estados estáveis obtidos com a aproximação
de campo médio em estados metaestáveis. Também foi mostrado que as flutuações devido a
quantidade finita de unidades quebra a simetria nos regimes com multiestabilidade, essa quebra
de simetria ocorre devido a assimetrias da intensidade das flutuações. Obtemos também uma
equação de Fokker-Planck para esse sistema. A solução da equação de Fokker-Planck nos dá
a distribuição de probabilidade da quantidade de unidades em cada estado. Essa distribuição
torna possı́vel a construção de um diagrama de fases para atransição de fase dos regimes mo-
noestáveis para os regimes que apresentam multiestabilidade. Essa transição é caracterizada em
termos do parâmetro de acoplamento e da quantidade de unidades do sistema.

Palavras-Chave: Sistemas estocásticos, osciladores estocásticos, transição de fase, ruı́do
multiplicativo, osciladores de fases discretas.



Abstract

In this thesis, we presented models of two state stochastic systems which interact through a
global coupling, in a way that each population unit contributes to the state transition rates of the
other units. We presented two models of global coupling in which is possible to observe a phase
transition of a regime with units equally distributed on thetwo states to a phase where there is an
agglomeration of units in one of the states. In the first coupling model this transition occurs in
a continuous way as we increase the coupling parameter. Through a mean field approximation
we shown that this phase transition occurs due to a subcritical pitchfork bifurcation where one
of the phases is associated to a monostable regime (units equally distributed in the two states)
and the other phase to a symmetric bistable regime (majorityof the units agglomerated in one
of the states). On the other hand the other model presents a discontinuous phase transition as we
increase the coupling parameter, the mean field approach shows that this phase transition occurs
due a supercritical pitchfork bifurcation where we have a monostable regime and a tristable
regime presenting symmetry in relation to the central potential well, as the coupling parameter
is increased the central stability reduces while the two other states becomes more stable. It was
shown that for both coupling models, when we have a finite number of oscillators the system
presents a multiplicative noise structure. This noise structure turns the stable states obtained
with the mean field approximation on metastable states, alsothe fluctuations due to a finite
number of units breaks the symmetry in the multistable regimes, this symmetry break occurs
due to the asymmetric intensity of the fluctuations. We also obtained a Fokker-Planck equation
for this system and the probability distribution of the number of units in each state, from this
distribution it was possible to build a phase diagram for thephase transition from the monostable
regime to the regime that presents multistability. This transition is characterized in terms of the
coupling parameter and the number of units in the system.

Keywords: Stochastic systems, stochastic oscillators, phase transitions, multiplicative noise,
discrete phase oscillators.
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1 Introdução

Modelos de osciladores estocásticos de estado discreto s˜ao frequentemente encontrados

na literatura. Existe uma classe especı́fica de osciladoresestocásticos que apresentam uma

transição de fase de um regime desordenado para um regime ordenado onde grande parte da

população de osciladores se concentra no mesmo estado. Esses fenômenos podem ser obser-

vados em sistemas de osciladores estocásticos de dois estados usados para modelar circuitos

regulatórios genéticos [1] e problemas de formação de opinião em populações de eleitores [2].

Muitos modelos de osciladores de estados discretos são utilizados para estudar fenômenos de

sincronização [3–11], onde grande parte da população de osciladores se concentra em um

estado e sofre transições para os outros estados de forma sincronizada, de maneira análoga

ao fenômeno de sincronização de osciladores de fase contı́nua como apresentado por Kura-

moto [12]. Os modelos de estados discretos se mostram uma ferramenta útil para estudar tais

fenômenos de sincronização, onde vários modelos apresentam uma transição para uma fase com

oscilações coletivas sincronizadas.

Osciladores de estados discretos também são comumente utilizados para estudos de dinâmica

de populações, onde um oscilador pode ser visto como um sı́tio em uma rede com vários

possı́veis estados de ocupação e a interação com outrossı́tios da rede determina a probabilidade

do estado de ocupação ser modificado. O modelo pedra-papel-tesoura e suas generalizações são

utilizados com frequência para modelar a evolução de cooperação e competição entre espécies

com efeitos de envelhecimento da estrutura e ruı́dos externos [13]. Também é possı́vel observar

nesses modelos ciclı́cos a presença de oscilações, tanto locais quanto globais [14, 15]. Ainda

sobre o modelo pedra-papel-tesoura podemos observar o surgimento de estruturas espaciais, em

especial o surgimento de domı́nios com estruturas de interface que dependem da quantidade de

espécies presentes na rede [16] e o surgimento de padrões em espiral em redes bidimensionais

quadradas [17]. Um outro modelo de dinâmica de populações que utiliza estados discretos é o

modelo epidêmico SIRS, onde cada sı́tio representa um indivı́duo de uma população que apre-

senta um dos 3 estados possı́veis, susceptı́vel(S), infectado(I) e recuperado(R), esse modelo é

utilizado para estudar a dinâmica de epidêmias em uma população [18–20].
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Existe uma literatura extensa [21–29] sobre osciladores estocásticos com 3 estados. Pode-

mos destacar uma série de trabalhos publicados por Wood et al. [21–24] onde foi estudada uma

famı́lia de modelos de osciladores estocásticos de 3 estados simétricos que apresentam transição

de um estado quiescente para um estado sincronizado, onde o estado quiescente é caracterizado

pela igual distribuição da população de osciladores entre os 3 estados, já o estado sincronizado

apresenta grande parte da população de osciladores ocupando o mesmo estado e transitando

para os outros estados de maneira sincronizada. Outras recentes contribuições para o estudo

desse modelo de osciladores estocásticos [25, 26] mostramque os modelos de Wood também

exibem uma segunda transição de fase para um regime onde asoscilações globais cessam devido

ao surgimento de três estados estacionários simétricos.

Uma outra aplicação de sistemas de osciladores estocásticos de estados discretos é a possi-

bilidade de construir um sistema de unidades excitáveis, unidades que quando isoladas perma-

necem no mesmo estado, porém quando acopladas a outras unidades podem mudar de estado

por efeito das interações com as outras unidades acopladas. Modelos de sistemas compostos por

unidades excitáveis utilizando osciladores de três estados globalmente acoplados foram apre-

sentados em [27]. Num dos modelos apresentados, o sistema apresenta uma forma de acopla-

mento com transições estocásticas que leva a um estado estacionário estável. Em outro sistema

apresentado apenas uma das transições entre estados é estocástica enquanto as transições en-

tre os outros estados ocorre de maneira determinı́stica através de um intervalo de tempo fixo.

Foi mostrado que esse sistema apresenta um regime com oscilações coerentes, devido a uma

bifurcação de Hopf na dinâmica das probabilidades dos estados de ocupação.

Podemos citar também o trabalho de Prager e colaboradores [28], que extende o trabalho

anterior para uma classe maior de sistemas não markovianosonde os tempos de espera obe-

decem funções de densidade. Foi mostrado através de uma aproximação de campo médio que

esse sistema também apresenta um estado com oscilações coletivas, através de uma bifurcação

de Hopf crı́tica e subcrı́tica. Outro modelo para estudar redes de unidades excitáveis usa os-

ciladores estocásticos de dois estados com realimentaç˜ao atrasada [30], que dependendo da

intensidade das flutuações o modelo apresenta um regime debiestabilidade quando variada a

força do acoplamento. Ainda citando estudos de sistemas deunidades excitáveis temos dois

modelos de três estados assimétricos utilizados por Assis [29] como modelagem de arranjos de

neurônios. Um desses sistemas foi baseado nos modelos de Wood [21–24], onde a introdução

de uma assimetria nos estados foi usada para tornar as unidades excitáveis. Esse estudo mos-

trou que a inclusão da assimetria torna impossı́vel a ocorrência de oscilações coerentes. Já

em um outro modelo baseado no modelo SIRS, usado para estudosde dinâmica de populações

onde cada unidade pode assumir 3 estados, sendo esses susceptı́vel, infectado e recuperado, foi
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possı́vel obter um arranjo de osciladores excitáveis que apresentam oscilações coerentes.

Podemos destacar também as contribuições de Tsimring e colaboradores [31–35], onde

foram desenvolvidos trabalhos teóricos e experimentais direcionados para os estudo de cir-

cuitos genéticos que apresentam comportamento sincronizado. Nesses arranjos experimentais

células são utilizadas para produção de determinadas proteı́nas que induzem uma fluorescência

no sistema dependente das concentrações das proteı́nas produzidas, dessa forma os efeitos das

proteı́nas nas células assumem o papel do acoplamento. Como resultado podemos observar

oscilações sincronizadas através da fluorescência induzida por algumas proteı́nas utilizadas.

Por fim, mencionamos dois trabalhos recentes com osciladores estocásticos de dois estados

desenvolvidos por Escaff et al. [36, 37], onde é apresentado um modelo de acoplamento global

onde o sistema apresenta um estado quiescente com fraçõesiguais de osciladores distribuidos

nos dois estados e a medida que aumentamos o parâmetro de acoplamento ocorre a aglomeração

dos osciladores em um dos dois estados. Essa transição de um regime quiescente para um

regime de aglomeração se dá através de uma bifurcaçãode forquilha e foi mostrado que a

inclusão de memória na dinâmica do sistema modifica o diagrama de bifurcação. De modo que

o sistema com memória apresenta uma bifurcação de forquilha imperfeita.

Usualmente a abordagem analı́tica para tratar sistemas de osciladores de fase discreta glo-

balmente acoplados consiste de uma aproximação de campo médio onde implicitamente é con-

siderada uma quantidade infinita de osciladores. A propostadessa tese é apresentar um modelo

simples de osciladores estocásticos de dois estados com acoplamento global. Esse sistema apre-

senta um regime onde há a condensação de osciladores em ummesmo estado, dando ênfase aos

efeitos de tamanho finito do sistema. O sistema estudado, quando abordado através de uma

aproximação de campo médio apresenta uma dinâmica com um potencial simétrico. No tra-

tamento que utilizamos para um sistema com quantidade finitade unidades observamos uma

estrutura de ruı́do multiplicativo que introduz uma assimetria no comportamento de campo

médio. Essa assimetria cresce no limite em que o número de unidadesN → ∞, esse resultado

é uma aparente contradição ao resultado da aproximação de campo médio. Essa contradição

pode ser explicada em termo da não comutatividade dos limitest → ∞ e N → ∞. No caso da

aproximação de campo médio o tamanho do sistema é considerado infinito a priori e então se

observa a evolução do sistema no tempo, ou seja, o limiteN → ∞ é aplicado antes do limite

t → ∞. Já na abordagem para sistema finitos obtemos o comportamento do sistema em um

estado estacionário e observamos como esse comportamentose modifica com o tamanho do

sistema, portanto, temos o limitet → ∞ aplicado antes do limiteN → ∞, gerando resultados

diferentes da aproximação de campo médio.
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A referência [38] desenvolvida durante o processo de produção dessa tese apresenta um

acoplamento inspirado no modelo de osciladores de dois estados apresentado por Escaff et

al. [37], porém nosso artigo dá ênfase ao efeito da quantidade de osciladores em um sistema

finito. Quando o sistema apresenta uma quantidade finita de osciladores os estados estáveis

observados na aproximação de campo médio apresentam flutuações e devido a essas flutuações

o sistema pode apresentar transições entre os vários estados estáveis, portanto esses estados

são chamados de metaestáveis. Podemos destacar também que as flutuações se tornam mais

intensas quando temos uma quantidade menor de osciladores.Um outro resultado curioso que

observamos é que o efeito das flutuações devido a quantidade finita induz uma assimetria que

não é observada através da aproximação de campo médio. Mostramos que essa assimetria é

causada pelas flutuações que apresentam uma intensidade dependente da posição do sistema no

espaço de fase.

A tese está organizada da seguinte forma. O capı́tulo 2 apresenta uma revisão do conteúdo

necessário de dinâmica não linear, para o desenvolvimento da abordagem de campo médio, e

dinâmica estocástica, para o desenvolvimento da equaç˜ao de Langevin e equação mestra para

um sistema com quantidade finita de osciladores. Apresentamos também uma forma de obter a

equação de Fokker-Planck através da equação de Langevin. O capı́tulo 3 descreve o modelo de

sistema de osciladores estocásticos de 2 estados, assim como os 2 modelos de acoplamento que

iremos utilizar. Nesse capı́tulo, também é apresentada aabordagem da aproximação de campo

médio e os resultados obtidos com essa aproximação. No capı́tulo 4 apresentamos a equação

mestra para um sistema comN osciladores de 2 estados e apresentamos essa solução paraam-

bos os modelos de acoplamento apresentados no capı́tulo 3. No capı́tulo 5 mostramos como

obter a equação de Langevin a partir do modelo microscópico do nosso sistema obtendo uma

equação de Langevin com ruı́do multiplicativo, onde a intensidade apresenta uma dependência

da posição do sistema no espaço de fase. Mostramos que esse efeito é responsável pela assi-

metria observada no sistema com quantidade finita de osciladores. No capı́tulo 6 mostramos

como obter a equação de Fokker-Planck a partir da equação mestra apresentada no capı́tulo 4 e

a partir da equação de Langevin apresentada no capı́tulo 5. Apresentamos, também, a solução

da equação de Fokker-Planck e as distribuições de probabilidade obtidas a partir dessa equação.

No capı́tulo 7 são feitas as considerações finais e possı́veis extensões dos problemas abordados

nessa tese.
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2 Revis̃ao

Nesse capı́tulo apresentaremos uma breve revisão dos conceitos e ferramentas que iremos

utilizar ao longo da tese. Inicialmente faremos uma revisão de dinâmica não linear, definindo

o que são pontos fixos, estabilidade de pontos fixos e bifurcações, esses conceitos serão fun-

damentais para o desenvolvimento da nossa abordagem de campo médio. Também faremos

uma revisão sobre as ferramentas de dinâmica estocástica que utilizaremos, daremos ênfase na

apresentação da equação de Langevin, equação Mestrae equação de Fokker-Planck unidimen-

sionais e na relação dessas equações. Essa revisão será importante nos capı́tulos posteriores,

quando abordaremos sistemas finitos de osciladores estocásticos.

2.1 Dinâmica não-linear

Nesse trabalho utilizaremos apenas espaços de fase unidimensionais, dessa forma podemos

descrever a dinâmica de um sistema unidimensional através de uma equação do tipo

ẋ= f (x). (2.1)

Observe quef (x) não apresenta dependência explı́cita comt, os sistemas com dependência

explı́cita comt são chamados não autônomos e apresentam um comportamento bem mais com-

plicado e fogem do foco dado nessa breve revisão. Os sistemas descritos com derivadas de

ordem 2 e superiores podem ser representados por um conjuntode equações no formato de

(2.1) se definirmos uma variável auxiliar do tipo ˙x = y e dessa forma uma equação do tipo

ẍ= g(x) pode ser escrita como ˙y= g(x), observe que estamos representando uma equação di-

ferencial de segunda ordem como duas equações diferenciais de primeira ordem, sendo dessa

forma um sistema bidimensional. De forma análoga podemos reduzir equações comn ordens

de derivada a um sistema den equações diferenciais de primeira ordem, e portanto, um sistema

comn dimensões. Porém ao longo dessa tese todo o tratamento e resultados serão apresentados

utilizando apenas sistemas não lineares unidimensionais.
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2.1.1 Pontos fixos e estabilidade

Os sistemas no formato (2.1) apresentam um fluxo definido pelosinal de ˙x. Caso ˙x < 0,

o sistema vai percorrer o espaço de fase de modo quex decresce com a evolução no tempo.

Por outro lado, caso ˙x > 0, x cresce com a evolução no tempo. Finalmente, nos pontos onde

ẋ= 0, o sistema permanece indefinidamente nesses pontos que são chamadospontos fixos. Os

pontos fixos de um sistema não-linear são equivalentes aospontos de equilı́brio de um sistema

de mecânica clássica e podem ser classificados da seguinteforma quanto à estabilidade [3]:

• Estáveis, onde o fluxo no espaço de fase, próximo ao ponto,flui sempre na direção do

ponto fixo. Nesse caso, aplicando pequenas pertubações o sistema se afasta do ponto fixo

momentâneamente mas com a evolução no tempo o sistema retornará ao ponto estável.

• Instáveis, onde o fluxo no espaço de fase sempre flui a partirdo ponto fixo. Nesse caso

qualquer pequena pertubação no sistema fará com que ele saia do ponto fixo e escoe para

outra região do espaço de fase nunca voltando a esse ponto.

• Ponto de sela, esse tipo de ponto fixo é caracterizado por apresentar uma direção estável

e uma direção instável, portanto o fluxo no espaço de faseflui para o ponto fixo em uma

direção e flui a partir do ponto fixo em outra direção.

Usualmente se representa um sistema não-linear graficamente através dosretratos de fase,

que são gráficos indicando as posições dos pontos fixos noespaço de fase e sua estabilidade.

Convencionou-se indicar os pontos fixos estáveis com pontos preenchidos e os pontos fixos

instáveis com pontos vazados no retrato de fase.

Na Fig. 2.1 está um exemplo dessa representação. O sistema apresentado no exemplo

possui 3 pontos fixos, 2 estáveis e 1 instável. Lembrando que no nosso sistema temos ˙x =

f (x), para os pontos fixos estáveis temosf (x) > 0 à esquerda ef (x) < 0 à direita, portanto o

fluxo leva o sistema para o ponto fixo estável. Já para o pontofixo instável temosf (x) < 0 à

esquerda ef (x) > 0 à direita fazendo com que o fluxo afaste o sistema do ponto fixo. Já no

caso de termos um ponto de sela, o ponto fixo é representado como indicado na Fig. 2.2 com

um ponto meio preenchido no lado estável e vazado no lado instável. No caso especı́fico da

Fig. 2.2 um sistema que se encontre à esquerda do ponto fixo vai se aproximar do ponto fixo

assintoticamente enquanto um sistema que se encontre à direita do ponto fixo vai evoluir se

afastando do ponto fixo.

Podemos obter informações úteis sobre a estabilidade depontos fixos através da análise de

estabilidade linear do ponto fixo. Uma vez que sabemos a posic¸ão de um ponto fixox∗ podemos
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Figura 2.1: Retrato de fase de um sistema com espaço de fase unidimensional. Pontos preen-
chidos representam pontos fixos estáveis, pontos vazados representam pontos fixos instáveis.

Figura 2.2: Retrato de fase de um sistema com espaço de fase unidimensional apresentando um
ponto de sela. Um ponto fixo com metade preenchida e metade vazada indica estabilidade na
direção da metade preenchida e instabilidade na direção da metade vazada.
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determinarη = x(t)− x∗ como uma pequena perturbação em torno desse ponto fixo. Através

da diferenciação deη com relação at podemos obter

η̇ =
d
dt
(x−x∗) = ẋ. (2.2)

Comoη é uma pequena perturbação em torno dex∗, podemos usar a expansão de Taylor

η̇ = ẋ= f (x) = f (x∗+η) = f (x∗)+η f ′(x∗)+O(η2). (2.3)

Uma vez quex∗ é um ponto fixo,f (x∗) = 0, podemos escrever

η̇ = η f ′(x∗)+O(η2). (2.4)

Dessa forma, casof ′(x∗) 6= 0, o termoη f ′(x∗) é dominante e podemos escrever a linearização

em torno dex∗ na forma

η̇ ≈ η f ′(x∗). (2.5)

Portanto, o sinal def ′(x∗) indica a estabilidade do ponto fixox∗ de modo que, sef ′(x∗) > 0 a

pertubaçãoη(t) cresce exponencialmente e portanto o ponto fixo é instávele casof ′(x∗) < 0

a pertubaçãoη(t) decresce exponencialmente e o ponto fixo é estável. O caso onde f ′(x∗) = 0

indica que os termosO(η2) não são desprezı́veis e portanto a análise de estabilidade linear não

é suficiente para determinar a estabilidade do ponto fixo.

Outra caracterı́stica interessante da descrição utilizada até então é o fato de uma equação do

tipo (2.1) ser associada a um potencial. Podemos determinaro potencial associado ao sistema

(2.1) através da equação

f (x) =−dV
dx

. (2.6)

Dessa maneira, os pontos fixos estáveis são mı́nimos do potencial, os pontos fixos instáveis

são máximos do potencial e os pontos de sela são os pontos de inflexão. Como na mecânica

clássica o sistema sempre vai convergir para os mı́nimos dopotencial, sempre se afastando dos

máximos.

2.1.2 Bifurcaç̃oes

Podemos definir sistemas não-lineares dependentes de um parâmetro, ou seja, podemos

definir um f (x, r) de modo quer não depende det. Através da variação desse parâmetror

pontos fixos podem surgir ou desaparecer. Esse fenômeno de criação e aniquilação de pontos

fixos recebe o nome de bifurcação. Podemos representar as bifurcações através de um gráfico

das posições dos pontos fixos do sistema num planox× r, indicando os pontos fixos estáveis
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Figura 2.3: Bifurcação de ponto de sela. Linhas contı́nuas indicam a posição dos pontos fixos
estáveis e linhas tracejadas indicam a posição dos pontos fixos instáveis.

por linhas sólidas e os pontos fixos instáveis por linhas tracejadas. A seguir apresentaremos os

principais tipos de bifurcação existentes em fluxos unidimensionais [3].

Bifurcação ponto de sela

Nesse caso de bifurcação, um par de pontos fixos é criado quando modificamos o valor do

parâmetror. O par de pontos fixos criados dessa forma sempre se apresentam como um ponto

fixo estável e um instável. O protótipo dessa bifurcação, também chamada deforma normal, é

dado por

ẋ= x2− r, (2.7)

dessa forma existem dois pontos fixos parar > 0 e não há pontos fixos parar < 0. r = 0 é o

ponto onde ocorre a bifurcação, nesse ponto o sistema apresenta um ponto de sela, sendo estável

parax< 0 e instável parax> 0.

A Fig. 2.3 mostra como se comportam os pontos fixos no sistema em função do parâmetro

r. Podemos observar que parar < 0 não há pontos fixos e a medida quer cresce, surgem os 2

pontos fixos nas posiçõesx=±√
r. Um fato interessante é que efeitos da bifurcação aparecem

mesmo antes da bifurcação ocorrer, o fluxo se torna mais lento a medida que o valor der se

aproxima do ponto da bifurcação, esse fenômeno é chamado de fantasma da bifurcação. Esse

fenômeno fica evidente ao observarmos que ˙x > 0 parar < 0 e a medida quer cresce e se

aproxima de 0, ˙x decresce e temos que ˙x(0)→ 0 quandor → 0, quando temosr = 0 temos o

surgimento do ponto de sela que dá origem a bifurcação de ponto de sela.
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Figura 2.4: Bifurcação transcrı́tica. Linhas contı́nuas indicam a posição dos pontos fixos
estáveis e linhas tracejadas indicam a posição dos pontos fixos instáveis.

Bifurcação transcŕıtica

Nesse tipo de bifurcação há dois pontos fixos, dos quais umpossui posição fixa para qual-

quer valor do parâmetror, enquanto o outro ponto fixo tem posição dependente der e cruza a

posição do ponto fixo com posição fixa a medida que aumentamosr. Durante esse processo os

pontos fixos mudam a estabilidade a partir do valor der onde há a bifurcação. Dessa forma um

ponto fixo com posição dependente der que se localiza a esquerda do ponto fixo com posição

fixa antes da bifurcação, após a bifurcação estará a direita do ponto fixo com posição fixa. A

forma normal dessa bifurcação é

ẋ= x2+ rx (2.8)

Nesse caso sempre existe um ponto fixo parax = 0 e esse ponto fixo é estável parar <

0 e instável parar > 0, além desse ponto fixo existe outro ponto fixo emx = −r que tem

estabilidade oposta a estabilidade do ponto fixo emx= 0. Parar = 0 os pontos fixos colidem

emx= 0 formando um ponto de sela como no caso anterior, a partir desse ponto eles trocam a

estabilidade.

A Fig. 2.4 mostra como a bifurcação ocorre, observe que para r = 0 ocorre a mudança de

estabilidade dos dois pontos fixos.
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Figura 2.5: Bifurcação de forquilha supercrı́tica. Linhas contı́nuas indicam a posição dos pontos
fixos estáveis e linhas tracejadas indicam a posição dos pontos fixos instáveis.

Bifurcação de forquilha supercŕıtica

A bifurcação de forquilha supercrı́tica ocorre em sistemas que apresentam um ponto fixo

estável que perde a estabilidade ao mesmo tempo que surgem outros dois pontos fixos estáveis.

O ponto fixo que se torna instável fica entre os dois novos pontos fixos estáveis. A forma normal

da bifurcação de forquilha subcrı́tica é

ẋ= rx−x3 (2.9)

A Fig. 2.5 apresenta o diagrama da bifurcação de forquilhasubcrı́tica. Pode-se observar

que surgem dois pontos fixos estáveis enquanto um ponto fixo que já existia numa posição entre

os novos pontos fixos perde sua estabilidade, se tornando um ponto fixo instável.

Bifurcação de forquilha subcŕıtica

Enquanto na bifurcação de forquilha supercrı́tica há o surgimento de dois pontos fixos

estáveis, nesse caso há a aniquilação de dois pontos fixos instáveis numa posição onde ha-

via um ponto fixo estável. Após a bifurcação, o ponto fixo estável perde sua estabilidade. A

forma normal dessa bifurcação é dada por

ẋ= rx+x3 (2.10)



18

0

0

x

r

Figura 2.6: Bifurcação de forquilha subcrı́tica. Linhascontı́nuas indicam a posição dos pontos
fixos estáveis e linhas tracejadas indicam a posição dos pontos fixos instáveis.

A Fig. 2.6 apresenta o diagrama da bifurcação. Essa bifurcação apresenta uma estrutura

similar a bifurcação de forquilha subcrı́tica, porém com as estabilidades invertidas. Nesse caso

temos dois pontos fixos instáveis que se aniquilam na mesma posição onde um ponto fixo estável

perde a estabilidade. Usualmente termos de ordem superior estabilizam o sistema evitando que

o sistema se afaste do ponto fixo instável indefinidamente. As bifurcações de forquilha serão

úteis nos próximos capı́tulos por serem ambas protótipos de transições de fase, a subcrı́tica

será usada para modelar uma transição contı́nua (segunda ordem) e a supercrı́tica junto com

bifurcações de ponto de sela serão utilizada para construir um modelo de transição descontı́nua

(primeira ordem).

2.2 Equaç̃ao Mestra

A equação mestra descreve a evolução da probabilidade em um sistema markoviano. Ou

seja, como se comporta a distribuição de probabilidadeP(y, t) para em um dado instantet obter

um valory de uma dada variável do sistema, em termos das taxas de transição entre os possı́veis

valores dey. Usualmente podemos escrever a equação mestra no formato[39]

∂P(y, t)
∂ t

=

∫

[

W(y|y′)P(y′, t)−W(y′|y)P(y, t)
]

dy′, (2.11)

ondeW(y2|y1) é a probabilidade de transição dey1 paray2 por unidade de tempo. Por se tratar

de uma probabilidade,W(y2|y1)≥ 0. No caso do sistema possuir estados discretos ao invés de

uma variável contı́nuay, podemos indicar cada estado com um ı́ndicen e então a Eq. (2.11),
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toma a forma,
dpn(t)

dt
= ∑

n′
[Wnn′ pn′(t)−Wn′npn(t)] , (2.12)

ondepn(t) é a probabilidade de em um dado instantet o sistema estar no estadon e Wab é a

probabilidade de transição do estadob para o estadoa. Uma forma conveniente de escrever esse

problema é definindo a chamada matrizW que define as probabilidades de transição de forma

que

Wnn′ =Wnn′ −δnn′

(

∑
n′′

Wn′′n

)

, (2.13)

e dessa forma podemos descrever as equações (2.12) no formato

ṗn(t) = ∑
n′

Wnn′ pn′(t), (2.14)

onde o ponto denota uma derivada no tempo. Podemos também definir p(t) como um vetor

com as componentespn(t), dessa forma podemos escrever de forma mais compacta

ṗ(t) = W p(t), (2.15)

a matrizW ainda apresenta as seguintes propriedades

Wnn′ ≥ 0 para n 6= n′, (2.16)

∑
n

Wnn′ = 0 para cada n′. (2.17)

A propriedade (2.16) é obedecida pelo simples fato das componentesWnn′ serem probabilida-

des e portanto não poderem assumir valores negativos. Já apropriedade (2.17) é a condição

de balanço detalhado que determina que o sistema quando em equilı́brio possui seus processos

elementares contrabalanceados pelos processos inversos.Como consequência da propriedade

(2.17), temos queW apresenta um autovalor 0, o estadop(t) associado a esse autovalor re-

presenta as probabilidades de obter cada estadon no regime estacionário do sistema. Portanto,

sabendo as probabilidades de transição entre os estados podemos obter as probabilidades de

cada estado no regime estacionário do sistema apenas calculando o autovetorp(t) para o auto-

valor 0.

2.3 Equaç̃ao de Langevin

Inicialmente a equação de Langevin foi utilizada na fı́sica para descrever o movimento

Browniano. Nesse modelo, é considerada uma partı́cula sujeita a uma força viscosa e que

recebe impulsos aleatórios devido a choques com as partı́culas no fluı́do ao qual a partı́cula está
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imersa. Posteriormente essa abordagem foi generalizada, de forma que podemos usá-la para

modelar efeitos de flutuação em sistemas com comportamento macroscópico bem definido. A

seguir apresentaremos a equação de Langevin para uma partı́cula Browniana.

2.3.1 Equaç̃ao de Langevin para uma part́ıcula Browniana

Uma partı́cula Browniana imersa em um fluido sem a influênciade qualquer potencial está

sujeita à força viscosa do fluı́do e a uma força estocástica devido a choques aleatórios com as

partı́culas do fluı́do. Dessa forma a equação dinâmica para a velocidade da partı́cula é dada por

v̇=−γv+L(t). (2.18)

O primeiro termo do lado direito da equação é a força viscosa à qual a partı́cula está sujeita e

o termoL(t) é uma variável estocástica que representa os choques aleatórios com as partı́culas

do fluı́do. Usualmente, como no caso da partı́cula browniana[39], se postula as seguintes

propriedades fisicamente plausı́veis:

• L(t) age como uma força externa e não depende dev, além disso temos que a média de

L(t) é nula. Portanto, de maneira formal podemos escrever〈L(t)〉= 0.

• A forçaL(t) é causada por colisões individuais da partı́cula Browniana com as moléculas

do fluı́do e essas colisões ocorrem em uma escala de tempo muito menor do que a escala

de tempo da equação dinâmica (2.18). Podemos expressar esse postulado definindo a

função de correlação〈L(t)L(t ′)〉 = Γδ (t − t ′), ondeΓ é uma constante. Dessa forma

estamos considerando as colisões instântaneas e não correlacionadas. De fato a correlação

na forma de funçãoδ é uma aproximação, que é bem precisa já que estamos observando

o comportamento de uma partı́cula macroscópica em uma escala de tempo muito maior

do que a escala de tempo das colisões das partı́culas microscópicas.

• L(t) segue uma distribuição Gaussiana, dessa forma especificamos todas as propriedades

deL(t) em termos do parâmetroΓ.

O termoL(t) com as propriedades descritas acima comumente recebe o nomede ruı́do

gaussiano branco. O termo ruı́do branco se refere ao fato da composição espectral deL(t) apre-

sentar uma distribuição uniforme de frequências. Existem sistemas que apresentam um termo de

ruı́do colorido usado para descrever ruı́dos com distribuições espectrais não uniformes. Termos

de ruı́do colorido são obtidos quando a função de autocorrelação é diferente da funçãoδ , essa

autocorrelação implica em um processo não-Markoviano eportanto um sistema com memória.
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Os sistemas que trataremos ao longo dessa tese são Markovianos, portanto apresentando termos

de ruı́do gaussiano branco.

Podemos resolver a Eq. (2.18) formalmente, utilizando a condição inicialv(0) = v0, pode-

mos obter a solução

v(t) = v0e−γt +e−γt
∫ t

0
eγt ′L(t ′)dt. (2.19)

Calculando a média dev(t) sobre um subconjunto de partı́culas brownianas com mesma ve-

locidade inicialv0 e utilizando a primeira propriedade da variável estocástica L(t) podemos

obter,

〈v(t)〉v0 = v0e−γt . (2.20)

Podemos também elevar a Eq. (2.19) ao quadrado e novamente fazer a média sobre um subcon-

junto de partı́culas com velocidade inicialv0, obtendo,

〈(v(t))2〉v0 = v2
0e−2γt +Γe−2γt

∫ t

0
dt′
∫ t

0
dt′′eγ(t ′+t ′′)〈L(t ′)L(t ′′)〉. (2.21)

E utilizando a segunda propriedade deL(t), temos,

〈(v(t))2〉v0 = v2
0e−2γt +

Γ
2γ
(

1−e−2γt) . (2.22)

Lembrando que, parat → ∞, a velocidade quadrática média está associada à temperatura de

modo que〈(v(∞))2〉 = kBT, ondekB é a constante de Boltzmann, podemos relacionar a cons-

tanteΓ, à temperaturaT e à viscosidadeγ do sistema, obtendo,

〈(v(∞))2〉= Γ
2γ

= kBT. (2.23)

Essa relação é a forma mais simples do teorema da flutuaç˜ao-dissipação generalizado. Esse

teorema define a relação entre a magnitude das oscilações com a temperatura e a viscosidade

do meio no qual a partı́cula está imersa.

2.3.2 Abordagem de Langevin para sistemas não lineares

Podemos utilizar uma abordagem similar a que foi apresentada na seção anterior para des-

crever qualquer sistema que se conhece o comportamento macroscópico e sabe-se que está sob

efeito de flutuações. De maneira geral podemos determinaruma equação no formato

ẏ= A(y)+C(y)L(t), (2.24)

ondeA(y) usualmente é a função que descreve o comportamento macroscópico do sistema sem

a presença de flutuações,L(t) é uma variável estocástica com as mesmas caracterı́sticas apre-
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sentadas na seção anterior eC(y) é uma função que define a dependência da intensidade das

flutuações com a posição do sistema no espaço de fase. QuandoC(y) é constante dizemos

que o sistema possui um ruı́do aditivo, quando o ruı́do possui uma intensidade com uma de-

pendência explı́cita da posição do sistema no espaço defase dizemos que o sistema possui um

ruı́do multiplicativo.

Observe que as flutuações modeladas porL(t) ocorrem numa escala de tempo muito pe-

quena e portanto podemos aproximarL(t) por uma sequência de funçõesδ (t) ocorrendo em

tempos aleatórios. Porém segundo (2.24) essa aproximação deL(t) por funçõesδ (t) gera des-

continuidades emy(t) tornando a posiçãoy indeterminada no exato instante em queL(t) é um

pico, fazendo com queC(y) também apresente essa indeterminação. A equação nãoindica quais

valores dey devemos utilizar para determinarC(y) durante os saltos deL(t). Esse dilema de

qual valor dey utilizar ao determinar o valor deC(y) dá origem a duas interpretações do ruı́do

L(y) quando temos um ruı́do multiplicativo. Na interpretaçãode Stratonovich é considerado o

valor médio dey antes e após a avaliação da função delta, enquanto na interpretação de Itô con-

sideramos o valor dey antes da transição, essas duas interpretações geram resultados diferentes

e, como será mostrado na próxima sessão, equações de Fokker-Planck diferentes [39].

2.4 Equaç̃ao de Fokker-Planck

A Equação de Fokker-Planck se trata de um tipo especial de equação mestra, ondeW

é um operador que envolve derivadas de segunda ordem, e podeser usada como modelo de

processos Markovianos [40]. De fato a Equação de Fokker-Planck pode ser obtida da equação

mestra através de uma expansão em séries de potências, um exemplo desse procedimento será

apresentado no capı́tulo 6. De forma geral, podemos escrever a Equação de Fokker-Planck da

seguinte forma [39,40]

∂P(y, t)
∂ t

=− ∂
∂y

A(y)P(y, t)+
1
2

∂ 2

∂y2B(y)P(y, t), (2.25)

o primeiro termo do lado direito da equação recebe o nome de“termo de arrasto” ou “termo

convectivo” e o segundo termo é chamado de “termo de difusão” ou “termo de flutuação”.

Podemos também definir a corrente de probabilidade

J(y, t) = A(y)P(y, t)− 1
2

∂
∂y

B(y)P(y, t), (2.26)
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e portanto podemos escrever a Eq. (2.25) na forma de uma equac¸ão de continuidade [39,40]

∂P(y, t)
∂ t

=− ∂
∂y

J(y, t). (2.27)

A integração em todo o espaço de fase nos dá

d
dt

∫ b

a
P(y, t)dy= J(a, t)−J(b, t), (2.28)

e pela condição de normalização temos, que

∫ b

a
P(y, t)dy= 1, (2.29)

portanto temos queJ(a, t)= J(b, t). O estado estacionário da distribuiçãoP(y, t) pode ser obtido

a partir da condição∂P
∂ t = 0. Usando as Eqs. (2.26) e (2.27), temos que

−∂Jss(y)
∂y

=− ∂
∂y

[

A(y)Pss(y)−
1
2

∂
∂y

B(y)Pss(y)

]

= 0, (2.30)

onde o subı́ndicess indica estado estacionário (stationary state). A Eq. (2.30) impõe que o

termo entre parênteses é constante. Contudo, como a distribuição de probabilidade no espaço

não varia com o tempo, a corrente de probabilidade de fato seanula. Portanto temos

1
2

(

Pss(y)
∂B(y)

∂y
+B(y)

∂Pss(y)
∂y

)

= A(y)Pss(y). (2.31)

Podemos rearrumar a equação acima da seguinte forma

1
Pss

∂Pss

∂y
= 2

A(y)
B(y)

− 1
B(y)

∂B(y)
∂y

. (2.32)

Integrando, temos

∫

1
P′

ss

∂P′
ss

∂y
dy= 2

∫

A(y′)
B(y′)

dy′−
∫

1
B(y′)

∂B(y′)
∂y′

dy′. (2.33)

Portanto, podemos escrever

ln [Pss(y)]− ln(K) = 2
∫

A(y′)
B(y′)

dy′− ln [B(y)] , (2.34)

onde todas as constantes de integração foram incorporadas emK. Rearranjando os termos,

podemos obter a solução estacionária da equação de Fokker-Planck

Pss(y) =
K

B(y)
exp

[

2
∫ y

0

A(y′)
B(y′)

dy′
]

. (2.35)

A constanteK pode ser determinada a partir da condição de normalizaç˜ao
∫

Pss(y′)dy′ = 1.
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Para definir a relação da Equação de Fokker-Planck com a Equação de Langevin vamos

começar lembrando que a densidade de probabilidade satisfaz

P(y, t+ τ) =
∫

P(y, t+ τ | y′, t)P(y′, t)dy′, (2.36)

ondeP(y, t+ τ | y′, t) é a probabilidade de obter o valory num instantet + τ se no instantet foi

obtidoy′.

Definindo∆ = y−y′ podemos escreverP(y, t+ τ | y′, t)P(y′, t) como

P(y, t+ τ | y′, t)P(y′, t) = P(y+∆−∆, t + τ | y−∆, t)P(y−∆, t). (2.37)

Expandindo essa expressão em série de Taylor em torno do ponto∆ = 0, temos

P(y, t+ τ | y′, t)P(y′, t) =
∞

∑
n=0

(−∆)n

n!

(

∂
∂y

)n

[P(y+∆, t + τ | y, t)P(y, t)]. (2.38)

Usando essa expansão na Eq. (2.36), temos

P(y, t+ τ) =
∞

∑
n=0

(−1)n

n!

(

∂
∂y

)n[(∫

∆nP(y+∆, t + τ | y, t)d∆
)

P(y, t)

]

=
∞

∑
n=0

(

− ∂
∂y

)n[Mn(y, t,τ)
n!

P(y, t)

]

, (2.39)

onde a mudança de sinal da integral devido a transformação de variáveis∆ = y− y′ é absor-

vida pela inversão dos limites de integração, da seguinte forma, considere limites de integração

simétricos se extendendo de−∞ a ∞, dessa forma temos [41]
∫ ∞

−∞
dy′ f (y′) =−

∫ y−∞

y+∞
d∆ f (y−∆) =−

∫ −∞

∞
d∆ f (y−∆) =

∫ ∞

−∞
d∆ f (y−∆). (2.40)

Os momentos dey, Mn(y, t,τ) são definidos como

Mn(y, t,τ) = 〈[ξ (t+ τ)−ξ (t)]n〉 |ξ (t)=y

=

∫

(y−y′)nP(y′, t+ τ | y, t)dy

=
∫

∆nP(y+∆, t+ τ | y, t)d∆, (2.41)

ondeξ (t) indica uma trajetória possı́vel do processo estocásticoy(t). Observando queM0 = 1,

temos

P(y, t+ τ) = P(y, t)+
∞

∑
n=1

(

− ∂
∂y

)n[Mn(y, t,τ)
n!

P(y, t)

]

. (2.42)
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Reescrevendo a Eq. (2.42) e dividindo porτ

P(y, t+ τ)−P(y, t)
t+ τ − t

=
1
τ

∞

∑
n=1

(

− ∂
∂y

)n[Mn(y, t,τ)
n!

P(y, t)

]

, (2.43)

ExpandindoMn(y, t,τ) como uma série de Taylor deτ, podemos definir a quantidadeD(n)(y, t)=
1
n!

∂Mn(y,t,τ)
∂τ

∣

∣

∣

τ=0
da seguinte forma

Mn(y, t,τ)
n!

= D(n)(y, t)τ +O(τ2). (2.44)

Tomando o limiteτ → 0, os termos de ordem superior emτ desaparecem e temos a chamada

expansão de Kramers-Moyal [39]

∂P(y, t)
∂ t

=
∞

∑
n=1

(

− ∂
∂y

)n
[

D(n)(y, t)P(y, t)
]

= − ∂
∂y

[

D(1)(y, t)P(y, t)
]

+
∂ 2

∂y2

[

D(2)(y, t)P(y, t)
]

− ∂ 3

∂y3

[

D(3)(y, t)P(y, t)
]

+ ... (2.45)

A partir dessa expansão, podemos obter a Equação de Fokker-Planck retendo os termos até

segunda ordem. Dessa forma, temos

∂P(y, t)
∂ t

=− ∂
∂y

[

D(1)(y, t)P(y, t)
]

+
∂ 2

∂y2

[

D(2)(y, t)P(y, t)
]

, (2.46)

e pela relação (2.41), temos que

D(n)(y, t) =
1
n!

lim
τ→0

1
τ
〈(ξ (t+ τ)−y)n〉 . (2.47)

Agora, devemos obter a relação deD(1)(y, t) e D(2)(y, t) com a equação de Langevin. De

modo que para obter as formas deD(n)(y, t), usaremos a Eq. (2.24), lembrando que o ruı́doL(t)

obedece a propriedade〈L(t)L(t ′)〉= Γδ (t − t ′). Integrando a Eq. (2.24), podemos obter

y(t+ τ) = y(t)+
∫ t+τ

t
A(y(t ′))dt′+

∫ t+τ

t
C(y(t ′))dW(t ′). (2.48)

Onde no último termo usamos a integral de Stieltjes, definida por

dW= Ẇdt= L(t)dt. (2.49)

A integral de uma variável estocástica não é bem definidacomo uma integral de Riemann. O
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processoW(t) recebe o nome de processo de Wiener e podemos defini-lo da seguinte forma.

ω(τ) =W(t+ τ)−W(t) =
∫ t+τ

t
L(t ′)dt′. (2.50)

ComoL(t) é gaussiano, entãoω(τ) também é gaussiano e temos as seguintes propriedades

ω(0) = 0 (2.51)

〈ω(τ)〉 = 0 (2.52)

〈ω(τ2)ω(τ1)〉 = Γmin[τ1,τ2]. (2.53)

Resolveremos integrais estocásticas da seguinte forma

S=

∫ τ

0
Φ[ω(τ ′),τ ′]dW(τ ′), (2.54)

ondeΦ[ω(τ ′),τ ′] é uma função de uma variável estocásticaω(τ ′) e, possivelmente, do tempo

τ ′. Esse tipo de integral não segue a definição das integraisde Riemann, uma vez que o elemento

de integraçãodW(τ ′) apresenta descontinuidades. Portanto as regras usuais de integração não

podem ser utilizadas para calculá-las. As interpretações de Itô e Stratonovich nos dão regras

diferentes para o cálculo dessas integrais. Usaremos os ı́ndicesI para a interpretação de Itô eS

para a interpretação de Stratonovich. A definição de Itˆo para a integral estocástica é

SI = lim
∆→0

N−1

∑
i=0

Φ[ω(τi),τi][ω(τi+1)−ω(τi)], (2.55)

onde

∆ = max(τi+1− τi), 0= τ0 < τ1 < ... < τN = τ. (2.56)

Já na interpretação de Stratonovich a integral estocástica é definida da seguinte forma

SS= lim
∆→0

N−1

∑
i=0

Φ
[

ω(τi)+ω(τi+1)

2
,
τi + τi+1

2

]

[ω(τi+1)−ω(τi)]. (2.57)

Podemos descrever o termo de ruı́do como uma série de saltosespaçado no tempo, dessa forma

observe que na interpretação de Itô a avaliação da integral é feita usando a posição deω(τ)
imediatamente anterior ao salto, enquanto na interpretação de Stratonovichω(τ) é avaliada com

a posição como a média entre os pontos inicial e final do salto. Essas diferentes interpretações

do termo de ruı́do influem no cálculo dos momentos da distribuição da posição dey.

Usando as definições acima vamos calcular a quantidade

B=

〈

∫ τ

0
ω(τ ′)dW(τ ′)

〉

, (2.58)
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pela interpretação de Itô, temos

BI =

〈

N−1

∑
i=0

ω(τi)[ω(τi+1)−ω(τi)]

〉

=
N−1

∑
i=0

[〈ω(τi)ω(τi+1)〉−〈ω(τi)ω(τi)〉]

=
N−1

∑
i=0

(Γτi −Γτi) = 0. (2.59)

Pela interpretação de Stratonovich, temos

BS =

〈

N−1

∑
i=0

[

ω(τi)+ω(τi+1)

2

]

[ω(τi+1)−ω(τi)]

〉

=
1
2

N−1

∑
i=0

[〈ω(τi)ω(τi+1)〉+ 〈ω(τi+1)ω(τi+1)〉−〈ω(τi)ω(τi)〉−〈ω(τi+1)ω(τi)〉]

=
1
2

N−1

∑
i=0

(Γτi +Γτi+1−Γτi −Γτi)

=
Γ
2

N−1

∑
i=0

(τi+1− τi) =
Γ
2

τ. (2.60)

Podemos utilizar esses resultados para calcular o momento〈ξ (t+ τ)−y〉. Da integração da

equação de Langevin temos

y(t + τ) = y(t)+
∫ t+τ

t
A(y(t ′))dt′+

∫ t+τ

t
C(y(t ′))dt′, (2.61)

usandoy= ξ (t), temos

ξ (t+ τ)−y =

∫ t+τ

t
A(ξ (t ′))dt′+

∫ t+τ

t
C(ξ (t ′))dW(t ′)

=

∫ τ

0
A(ξ (t+ τ ′))dτ ′+

∫ τ

0
C(ξ (t+ τ ′))dW(τ ′), (2.62)

ondeτ ′ = t ′− t, usando as expansões

A(ξ (t ′)) = A(y)+A′(y)(ξ (t ′)−y)+ ... (2.63)

C(ξ (t ′)) =C(y)+C′(y)(ξ (t ′)−y)+ ... (2.64)

podemos calcularξ (t+τ)−y pertubativamente. Assim, definindoξ (n)(t) como a aproximação
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de ordemn deξ (t), temos em primeira ordem que

ξ (1)(t + τ)−y =

∫ τ

0
A(ξ (t+ τ ′))dτ ′+

∫ τ

0
C(ξ (t+ τ ′))dW(τ ′)

= τA(y)+C(y)ω(τ)

+
∂C(y)

∂y

∫ τ

0
(ξ (t ′)−y)dW(τ ′)+ ... (2.65)

utilizando a mesma expansão recursivamente, podemos ent˜ao escrever o termo de segunda or-

dem como

ξ (2)(t+ τ)−y = τA(y)+C(y)ω(τ)

+
∂C(y)

∂y

∫ τ

0
C(y)ω(τ ′)dW(τ ′)+ ...

= τA(y)+C(y)ω(τ)

+
∂C(y)

∂y
C(y)

∫ τ

0
ω(τ ′)dW(τ ′)+ ... (2.66)

onde os termos de ordem superior emτ foram omitidos. Calculando a média dessa quantidade

temos

〈ξ (t+ τ)−y〉= τA(y)+C(y)
∂C(y)

∂y

〈

∫ τ

0
ω(τ ′)dW(τ ′)

〉

+ ... (2.67)

Usando a definição dos momentos dada pela Eq. (2.47), temosque na interpretação de Strato-

novich,

D(1)
S = A(x)+

Γ
2

∂C(y)
∂y

C(y), (2.68)

enquanto na interpretação de Itô,

D(1)
I = A(x). (2.69)

O cálculo deD(2) não envolve a avaliação de integrais estocásticas, portanto podemos facil-

mente obter
〈

(ξ (t+ τ)−y)2
〉

da seguinte forma

(ξ (t+ τ)−y)2 =

[

∫ τ

0
A(ξ (t+ τ ′))dτ ′+

∫ τ

0
C(ξ (t+ τ ′))dW(τ ′)

]

[

∫ τ

0
A(ξ (t+ τ ′′))dτ ′′+

∫ τ

0
C(ξ (t+ τ ′′))dW(τ ′′)

]

=
∫ τ

0

∫ τ

0
A(ξ (t+ τ ′))A(ξ (t+ τ ′′))dτ ′dτ ′′

+ 2
∫ τ

0

∫ τ

0
A(ξ (t+ τ ′′))C(ξ (t+ τ ′))dτ ′′dW(τ ′)

+

∫ τ

0

∫ τ

0
C(ξ (t+ τ ′))C(ξ (t+ τ ′′))dW(τ ′)dW(τ ′′)

= 2τA(y)C(y)ω(τ)+C2(y)ω2(τ)+O(τ2). (2.70)

Utilizando a expansão (2.63) e o resultado (2.66), podemosmostrar que a primeira integral tem
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ordemO(τ2). Usando as propriedades (2.52) e (2.53) podemos obter

〈

(ξ (t+ τ)−y)2〉=C2(y)Γτ, (2.71)

logo

D(2) =
1
2

lim
τ→0

1
τ
〈

(ξ (t+ τ)−y)2〉 |ξ (t)=x

=
1
2

lim
τ→0

1
τ

C2(y)
〈

ω2(τ)
〉

=
Γ
2

C2(y). (2.72)

Portanto na interpretação de Stratonovich podemos obtera Equação de Fokker-Planck

∂P(y, t)
∂ t

=− ∂
∂ t

[

A(y)+
1
2

ΓC(y)C′(y)

]

P+
Γ
2

∂ 2

∂y2 [C(y)]
2P. (2.73)

Com os mesmosA(y) eC(y) definidos na Eq. (2.24). E usando a interpretação de Itô podemos

obter
∂P(y, t)

∂ t
=− ∂

∂ t
A(y)P+

Γ
2

∂ 2

∂y2 [C(y)]
2P. (2.74)

O termo1
2ΓC(y)C′(y) que diferencia a Eq. (2.73) da Eq. (2.74) recebe o nome de termo espúrio.

Usualmente a interpretação de Stratonovich é aplicada para casos onde o ruı́do é proveniente de

fontes externas e a interpretação de Itô quando as flutuac¸ões são inerentes ao sistema e causadas

pelo próprio mecanismo que faz o sistema evoluir. Para finalizar essa revisão, ressaltamos mais

uma vez que a diferença das duas interpretações é a formade avaliar o termoC(y) no momento

de um salto devido ao termo de ruı́do. A escolha de qual interpretação usar depende do problema

fı́sico especı́fico que será tratado.
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3 Modelo e Aproximaç̃ao de campo
médio

Nesse capı́tulo apresentaremos o modelo de osciladores estocásticos de 2 nı́veis, definire-

mos o acomplamento global entre eles e desenvolveremos uma aproximação de campo médio

para caracterizar uma transição de fase de um estado onde apopulação se encontra dividida

meio a meio entre os dois estados e uma fase onde há um estado preferencial que concentra

grande parte da população de osciladores. Nessa seção apresentaremos dois modelos de aco-

plamento global, um desses acoplamentos resulta numa transição de fase contı́nua e o outro

apresenta uma transição de fase descontı́nua.

3.1 Oscilador estoćastico de 2 ńıveis isolado

Nosso modelo é composto por osciladores estocásticos de 2nı́veis, estes são unidades

binárias que podem se encontrar nos estados 0 ou 1. As transições entre os estados se dão

de maneira aleatória com taxasγ0 para a transição do estado 0 para o estado 1 eγ1 para a

transição do estado 1 para o estado 0, isto pode ser visualizado de forma simples na Fig. 3.1.

Podemos definirP1 como a probabilidade de em um dado instantet obter o oscilador no

estado 1 e de forma similar podemos definirP0 como a probabilidade de obter o oscilador no

0

γ
1

1

γ
0

Figura 3.1: Desenho esquemático do oscilador estocástico de 2 nı́veis. As transições ocorrem
aleatoriamente com taxasγ0 e γ1.
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estado 0. Utilizando essas definições, juntamente com a normalização da probabilidade onde

temosP0+P1 = 1 podemos descrever a dinâmica deP1 com a seguinte equação mestra:

Ṗ1 = γ0P0(t)− γ1P1(t)

= γ0− (γ0+ γ1)P1. (3.1)

A solução estacionária desse problema (lembrando que noestado estacionáriȯP1 = 0) é

P∗
1 =

γ0

γ0+ γ1
, (3.2)

que nesse caso é um atrator global do sistema, ou seja o estado de equilı́brio. A solução da Eq.

(3.1) para uma distribuição de probabilidade inicialP1(0) nos dá a convergência do sistema para

a solução estacionária. Resolvendo a Eq. (3.1), temos

∫ t

0
dt′ =

∫ P1(t)

P1(0)

dP1

γ0− (γ1+ γ0)P1

t = − 1
γ1+ γ0

ln

[

γ0− (γ1+ γ0)P1(t)
γ0− (γ1+ γ0)P1(0)

]

P1(t) = P∗
1

(

1−exp−(γ0+γ1)t
)

+P1(0)exp−(γ0+γ1)t , (3.3)

indicando uma convergência exponecial para o estado estacionário.

3.2 Conjunto de osciladores estoćasticos de 2 ńıveis não aco-
plados

Para o caso deN osciladores não acoplados, a probabilidadeP(N1, t) de terN1 osciladores

no estado 1 em um dado instante de tempot é dada por uma distribuição binomial,

P(N1, t) =
N!

(N−N1)!N1!
P1(t)

N1 (1−P1(t))
N−N1 . (3.4)

Definimos, então,

P1(t) =

〈

N1

N

〉

=
1
N

N

∑
N1=0

N1P(N1, t), (3.5)

ondeP1 satisfaz a Eq. (3.1). Nesse ponto, a fim de simplificar a notação, é interessante introduzir

a variáveln1 = N1/N. Dessa forma podemos escrever a seguinte equação mestra para a variável

〈n1〉
d〈n1〉

dt
= γ0− (γ0+ γ1)〈n1〉 . (3.6)
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Embora essa equação seja válida para a média den1, a variáveln1 apresentará flutuações pro-

porcionais a
1√
N

devido a efeitos do tamanho finito que serão detalhados maisadiante, ou seja,

dn1

dt
= γ0− (γ0+ γ1)n1+O

(

1√
N

)

, (3.7)

onde os termos de ordemO

(

1√
N

)

representam as flutuações que ocorrem devido a natureza

estocástica dos osciladores. Nesse capı́tulo daremos ênfase ao tratamento do caso ondeN → ∞,

nesse caso as flutuações são desprezadas e a Eq. (3.6) descreve nosso sistema de maneira

satisfatória, essa abordagem é denominada aproximação de campo médio.

3.3 Acoplamento global de osciladores estocásticos de 2 ńıveis

Note que até esse ponto não fizemos nenhuma consideraçãosobre as taxas de transiçãoγ0

eγ1. Daqui em diante consideraremos que as taxas de transiçãovão depender do número de os-

ciladores em cada estado. Podemos dizer que ambas as taxas dependem apenas den1, uma vez

que a condição de normalizaçãon1+n0 = 1 nos permite escrevern0 em função den1. O acopla-

mento que usaremos não estabelece nenhum arranjo espaciale todos os osciladores contribuem

para as taxas da mesma maneira, por esse motivo ele recebe a denominação de acoplamento

global. Nesse trabalho apresentaremos 2 tipos de acoplamentos diferentes, de modo que um

deles apresenta uma transição de fase contı́nua(segundaordem) e o outro uma transição de

fase descontı́nua(primeira ordem) em relação ao parâmetro de acoplamentor. Como veremos

nas próximas duas seções, escolhas particulares para astaxasγ0 e γ1 podem levar às formas

normais das bifurcações de forquilha supercrı́tica (transição contı́nua) e subcrı́tica (transição

descontı́nua).

3.3.1 Acoplamento com transiç̃ao de fase cont́ınua

Considerando um conjunto deN osciladores idênticos, agora vamos definirγ0 e γ1 como

funções dependentes den1(t). Uma forma particularmente interessante deγ0(n1) e γ1(n1) que

apresenta uma transição de fase de um regime com metade da população em cada estado para

um regime onde uma fração maior da população se concentra no mesmo estado é definida por,

γ0(n1(t)) =
3
2

n2
1(t)+

1−4ε
8

,

γ1(n1(t)) =−1
2

n2
1(t)+

5−4ε
8

, (3.8)
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valores negativos das taxasγ0(n1) e γ1(n1) não repesentam situações fı́sicas e para evitar esses

casos, vamos limitar o parâmetro de acoplamentoε < 1/4. Podemos escrevern1(t) = P1(t)+

O(
1√
N
), no limite termodinâmico, ondeN → ∞ os termos de flutuação desaparecem. Portanto

podemos reescrever as Eqs. (3.8) da seguinte forma,

γ0(P1(t)) =
3
2

P2
1(t)+

1−4ε
8

, (3.9)

γ1(P1(t)) =−1
2

P2
1(t)+

5−4ε
8

. (3.10)

Substituindo essas taxas na equação mestra (3.1), podemos obter,

Ṗ1 = ε(P1−1/2)− (P1−1/2)3, (3.11)

usando a substituiçãou= P1−1/2 podemos obter,

u̇= εu−u3, (3.12)

que é a forma normal da bifurcação de forquilha supercrı́tica (supercritical pitchfork bifurca-

tion). Esse tipo de bifurcação é caracterı́stica de transições de fase de segunda ordem, onde

temos o aparecimento de dois novos pontos fixos paraε > 0 que se afastam de forma gradativa,

a medida que aumentamos o valor do parâmetro de acoplamentoε.

A figura 3.2 apresenta uma bifurcação de forquilha supercrı́tica. Aqui usaremos a convenção

normalmente utilizada nos livros de dinâmica não linear,onde as linhas contı́nuas representam

os pontos fixos estáveis e as linhas tracejadas os pontos fixos instáveis. No gráfico a bifurcação

ocorre paraε = εc = 0, podemos ver que a partir desse ponto são criados dois novos pontos

fixos estáveis e o ponto fixo estável original perde sua estabilidade, se tornando um ponto fixo

instável.

Agora caracterizaremos essa transição de um regime onde temos metade dos osciladores

em cada um dos estados para o regime onde a maioria dos osciladores estão em um mesmo

estado. Para obter os pontos fixos usamos a condiçãoṖ1 = 0 e denotamos os pontos fixos por

P∗
1 . Aplicando essas condições na Eq. (3.11), podemos obter paraε < 0 que o sistema apresenta

apenas o ponto fixo estávelP∗
1 = 1/2, enquanto que no casoε > 0, o sistema apresenta os pontos

fixos estáveisP∗
1 = 1/2±√

ε e o ponto fixoP∗
1 = 1/2 se torna instável.

Podemos destacar dois intervalos do parâmetroε para os quais o sistema apresenta com-

portamentos diferentes. Primeiro, o caso ondeε < εc está apresentado na Fig. 3.3, o sistema

converge para o único ponto fixo estável, que éP∗
1 = 1/2. Já o casoε > εc apresentado na Fig.

3.4, o sistema possui dois pontos fixos estáveis emP∗
1 = 1/2±√

ε e um ponto fixo instável



34

ǫc

P
1

ǫ

Figura 3.2: Gráfico de uma bifurcação de forquilha supercrı́tica. Linhas contı́nuas representam
os pontos fixos estáveis e as linhas tracejadas os pontos fixos instáveis.
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Figura 3.3: Diagrama de fluxo para o sistema (3.11) comε = −1.0, apresentando apenas um
ponto fixo estável para o qual o fluxo converge.



35

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ṗ
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Figura 3.4: Diagrama de fluxo para o sistema (3.11) comε = 0.1, apresentando um ponto fixo
instável e dois pontos fixos estáveis.

emP∗
1 = 1/2 e, dessa forma, o sistema converge para o ponto fixo estávelP∗

1 = 1/2+
√

ε caso

P1(0) > 1/2, caso contrário, paraP1(0) < 1/2 o sistema converge para o ponto fixo estável

P∗
1 = 1/2−

√
ε. Observe que a condição inicial vai determinar o ponto final para o qual o

sistema vai convergir e uma vez atingindo o ponto estável, osistema permacerá nesse estado

indeterminadamente.

A Eq. (3.11) descreve uma dinâmica associada a um potencialdado por

U (P1) =
1
4
(P1−1/2)4− 1

2
ε(P1−1/2)2. (3.13)

Esse potencial está apresentado na Fig. 3.5, podemos notarque o sistema apresenta uma

transição de um potencial de poço único para um potencial de poço duplo, sempre mantendo a

simetria com relação ao pontoP1 = 1/2.

3.3.2 Acoplamento com transiç̃ao de fase descontı́nua

Já vimos que o acoplamento global com as taxas dadas pela Eq.(3.8) dão origem a um

sistema de osciladores estocásticos que apresenta uma transição contı́nua, representada como

uma bifurcação de forquilha supercrı́tica na aproximação de campo médio. Nesta seção apre-

sentaremos taxas que dão origem a um sistema com transição de fase descontı́nua, nesse caso o

sistema apresenta uma bifurcação de forquilha subcrı́tica.

Para obter um modelo com uma transição de fase descontı́nua com o parâmetro de acopla-
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Figura 3.5: Potencial para sistema com transição de fase contı́nua. Independente do valor do
parâmetro de acoplamentor o potencial é simétrico em relação aP1 = 1/2.

mento escolhemos as taxasγ0(n1) e γ1(n1) da seguinte forma

γ0(n1) =
1
32

n1
(

8n1(6a−5b)+n2
1(80b−32a)−16n3

1(5b+8)

+ 32n4
1(b+3)−16r −20a+9b+32

)

γ1(n1) = − 1
32

(n1−1)
(

8n1(2a−b)−32n2
1(a−b−1)

+ n3
1(64−48b)+32n4

1(b+3)−16r −4a+b
)

(3.14)

Nesse caso o parâmetro de acoplamento ér, e temos mais dois parâmetros arbitráriosa e b.

Seguindo o mesmo procedimento que utilizamos no caso anterior e substituindo essas taxas na

equação mestra (3.1), podemos obter,

Ṗ1 = r

(

P1−
1
2

)

+a

(

P1−
1
2

)3

−b

(

P1−
1
2

)5

. (3.15)

Mais uma vez utilizando a transformaçãou= P1−1/2, temos,

u̇= ru+au3−bu5. (3.16)

Essa é a forma normal de uma bifurcação de forquilha subcrı́tica, onde o termo de ordem 5

garante que a variávelu não cresce ou decresce indefinidamente. A Fig. 3.6 mostra o diagrama

de bifurcação da Eq. (3.15) para o caso especı́fico ondea = 20 eb = 100. Nesse caso para

r < −1 temos apenas um ponto fixo emP∗
1 = 1/2. Em r = −1 há uma bifurcação, dando

origem a um par de pontos fixos estáveis e um par de pontos fixosinstáveis. De maneira geral

podemos determinar os valores der onde ocorrem as bifurcações, fazendoṖ1 = 0 na Eq. (3.15),
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcação para o sistemaṖ1= r(P1−1/2)+20(P1−1/2)3−100(P1−
1/2)5. As linhas contı́nuas indicam as posições dos pontos fixosestáveis e as linhas tracejadas
indicam as posições dos pontos fixos instáveis.

obtemos os seguintes pontos fixos estáveis.

P∗
1 =

1
2

(3.17)

P∗
1 =

b−
√

2b
√

4rb+a2+2ab
2b

(3.18)

P∗
1 =

b+
√

2b
√

4rb+a2+2ab
2b

. (3.19)

Obtemos também os seguintes pontos fixos instáveis

P∗
1 =

b−
√

2ab−2b
√

4rb+a2

2b
(3.20)

P∗
1 =

b+
√

2ab−2b
√

4rb+a2

2b
. (3.21)

Podemos encontrar o ponto onde as bifurcações de ponto de sela surgem através da condição

2ab−2b
√

4rb+a2 = 2ab+2b
√

4rb+a2, (3.22)

que nos dá o ponto exato onde a Eq. (3.15) apresenta 3 raı́zesreais.

Dessa equação podemos ver que surgem dois pares de pontos fixos parar =−a2

4b. Portanto,

para os valores dos parâmetrosa = 20 eb = 100 temos a primeira bifurcação emr = −1. O

sistema apresenta 3 regimes distintos, o primeiro obedece acondiçãor < −1 e o diagrama de

fluxo está apresentado na Fig. 3.7, onde o sistema vai convergir para o ponto fixoP∗
1 = 1/2

independentemente da condição inicial. A região−1 < r < 0 apresenta 5 pontos fixos e o
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Figura 3.7: Diagrama de fluxo para o sistema (3.15) comr = −1.5. Indicando a existência de
apenas um ponto fixo emP1 = 1/2.
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Figura 3.8: Diagrama de fluxo para o sistema (3.15) comr =−0.8. Indicando a existência de 3
pontos fixos estáveis e 2 pontos fixos instáveis.
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Ṗ
1

P1

Figura 3.9: Diagrama de fluxo para o sistema (3.15) comr = 0.2. Indicando a existência de23
pontos fixos estáveis e 1 pontos fixos instáveis.

diagrama de fluxo está apresentado na Fig. 3.8, nesse caso o sistema vai convergir para um dos

3 pontos fixos estáveis de modo a sempre se afastar dos pontosfixos instáveis, sendo a condição

inicial determinante para o estado final do sistema. A última região,r > 0, com diagrama de

fluxo apresentado na Fig. 3.9, apresenta 2 pontos fixos estáveis e o ponto fixo instávelP∗
1 = 1

2.

Nesse caso, o sistema vai convergir para o ponto fixo superiorcaso a condição inicial seja

P1(0)> 1/2 e casoP1(0)< 1/2 , o sistema converge para o ponto fixo estável inferior.

Na Fig. 3.10 apresentamos o potencial associado a Eq. (3.15). Nesse caso o sistema

apresenta transição de um potencial de poço único para um potencial de poço triplo, com um

poço centralizado emn1 = 1/2, assim como no modelo anterior podemos notar que o sistema

apresenta uma simetria com relação ao ponton1 = 1/2, essa simetria é mantida para qualquer

valor der.
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4 Equaç̃ao mestra

Nesse capı́tulo faremos uma abordagem mesoscópica, escrevendo a equação mestra para

sistemas de osciladores estocásticos globalmente acoplados. Iniciaremos o capı́tulo descre-

vendo a equação mestra para dois osciladores acoplados e obtendo a solução para esse sistema.

Em seguida faremos a generalização da equação mestra para um sistema deN osciladores e

apresentaremos alguns resultados para o sistema no estado estacionário.

4.1 Sistema com dois osciladores

No caso de apenas dois osciladores acoplados o sistema pode assumir 3 configurações

P(N1, t), ondeN1 pode ser 0, 1 ou 2. Dessa forma podemos escrever as seguintes equações

para a evolução do sistema,

∂P(0, t)
∂ t

= γ1(1)P(1, t)−2γ0(0)P(0, t), (4.1)

∂P(1, t)
∂ t

= 2γ1(2)P(2, t)+2γ0(0)P(0, t)− [γ1(1)+ γ0(1)]P(1, t), (4.2)

∂P(2, t)
∂ t

= γ0(1)P(1, t)−2γ1(2)P(2, t). (4.3)

Do lado direito das equações, os termos positivos representam as probabilidades do sistema

sofrer uma transição e assumir a configuraçãoP(N1, t) e os termos negativos representam as

probabilidades do sistema sofrer uma transição e deixar aconfiguraçãoP(N1, t). De forma

equivalente, podemos utilizar a formulação matricial e escrever









Ṗ(0, t)

Ṗ(1, t)

Ṗ(2, t)









=









−2γ0(0) γ1(1) 0

2γ0(0) −γ1(1)− γ0(1) 2γ1(2)

0 γ0(1) −2γ1(2)

















P(0, t)

P(1, t)

P(2, t)









. (4.4)
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Para obter o estado estacionário devemos achar o estado onde Ṗ(N1, t) = 0 para qualquer valor

deN1. Ou seja








−2γ0(0) γ1(1) 0

2γ0(0) −γ1(1)− γ0(1) 2γ1(2)

0 γ0(1) −2γ1(2)

















P(0, t)

P(1, t)

P(2, t)









=









0

0

0









. (4.5)

Resolvendo o sistema e usando a condição∑2
k=0P(k, t) = 1, podemos obter

P(0) =

[

γ1(1)
2γ0(0)

]

[

γ1(1)
2γ0(0)

+ γ0(1)
2γ1(2)

+1
] , (4.6)

P(1) =
1

[

γ1(1)
2γ0(0)

+
γ0(1)
2γ1(2)

+1
] , (4.7)

P(2) =

[

γ0(1)
2γ1(2)

]

[

γ1(1)
2γ0(0)

+ γ0(1)
2γ1(2)

+1
] . (4.8)

Agora vamos definir uma forma paraγ0(N1) e γ1(N1), utilizando os mesmos modelos de taxas

usados no capı́tulo anterior para transições de fase contı́nua e descontı́nua.

Relembrando a forma das taxas, para a transição de fase contı́nua temos

γ0(N1(t)) =
3
2

(

N1(t)
N

)2

+
1−4ε

8
, (4.9)

γ1(N1(t)) =−1
2

(

N1(t)
N

)2

+
5−4ε

8
. (4.10)

substituindo essas taxas nas Eqs. (4.6), (4.7) e (4.8), e lembrando queN = 2, obtemos

P(0) = P(2) =
2−2ε
5−8ε

, (4.11)

P(1) =
1−4ε
5−8ε

. (4.12)

As Eqs. (4.11) e (4.12) estão ilustradas na Fig. 4.1. Podemos observar que as probabilidades

de ter os dois osciladores no mesmo estado são iguais (P(0) eP(2)) e elas crescem ao aumentar

o parâmetro de acoplamentoε, enquanto a probabilidade de ter um oscilador em cada estado

(P(1)) diminui a medida que aumentamosε.
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Figura 4.1: ProbabilidadesP(0),P(1) eP(2) como função deε para as taxasγ0 eγ1 dadas pelas
Eqs. (4.9) e (4.10).

Para a transição de fase descontı́nua as taxas de transição são dadas por,

γ0(N1) =
1
32

N1

N

(

8
N1

N
(6a−5b)+

(

N1

N

)2

(80b−32a)

− 16

(

N1

N

)3

(5b+8)+32

(

N1

N

)4

(b+3)

− 16r −20a+9b+32

)

(4.13)

γ1(N1) = − 1
32

(

N1

N
−1

)(

8

(

N1

N

)

(2a−b)

− 32

(

N1

N

)2

(a−b−1)+

(

N1

N

)3

(64−48b)

+ 32

(

N1

N

)4

(b+3)−16r −4a+b

)

, (4.14)

usandoa= 20 eb= 100 e substituindoγ1(N1) e γ2(N1) nos formatos (4.13) e (4.14), nas Eqs.

(4.6),(4.7),(4.8) e resolvendo o sistema resultante, podemos obter

P(0) = P(2) =
21−8r
82−48r

(4.15)

P(1) =
20−16r
41−24r

. (4.16)

Na Fig. 4.2, temos os gráficos deP(0), P(1) eP(2) como função do parâmetro de acoplamento

r, no caso utilizamos o intervalo der apenas até−0.6 pois acima desse valor temos taxas

negativas, não representando portanto um sistema fı́sicorealista. Nesse caso também podemos

observar que há um aumento da probabilidade de encontrar osdois osciladores no mesmo estado
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Figura 4.2: ProbabilidadesP(0),P(1) eP(2) como função deε para as taxasγ0 eγ1 dadas pelas
Eqs. (4.13) e (4.14).

com o aumento der, enquanto a probabilidade de encontrar apenas um osciladorem cada estado

diminui.

4.2 Sistema com N osciladores

Para um conjunto comN osciladores globalmente acoplados, podemos descrever a evolução

da probabilidade do estadoP(N1, t) com a seguinte equação:

∂
∂ t

P(N1, t) = (N−N1+1)γ0(N1−1)P(N1−1, t)

+ (N1+1)γ1(N1+1)P(N1+1, t)

− [N1γ1(N1)+(N−N1)γ0(N1)]P(N1, t). (4.17)

note que a Eq. (4.17) é uma generalização do procedimentoutilizado na seção anterior e es-

tamos considerando que não ocorrem múltiplas transições de estado ao mesmo tempo, ou seja

em cada instante de tempo ocorre apenas uma transição. Essa condição é compatı́vel com uma

probabilidade de transiçãoγ∆t pequena, ou seja um intervalo∆t pequeno, que está implı́cito

ao escrever a derivada temporal no lado esquerdo da equação. Da mesma forma que na seção

anterior, podemos escrever o sistema deN+1 no seguinte formato

Ṗ(t) = M P(t), (4.18)
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ondeM é uma matriz dada por

M =



























M1,1 M1,2 0 0 · · · 0

M2,1 M2,2 M2,3 0 · · · 0

0 M3,2 M3,3 M3,4 · · · 0
...

...
... . . . . . .

...
...

...
...

. . . MN,N MN,N+1

0 0 0 · · · MN+1,N MN+1,N+1



























. (4.19)

Na matrizM os elementos da diagonal principal são escritos comoMk,k =−(N−k+1)γ0(k−
1)− (k−1)γ1(k−1), os elementos da primeira diagonal acima da diagonal principal são dados

por Mk,k+1 = kγ1(k), e os elementos da primeira diagonal abaixo da diagonal principal são

Mk+1,k = (n−k+1)γ0(k−1). Todos os outros elementos da matrizM são 0.

Para obter as probabilidades do estado estacionário, temos que achar o autovetorP(t) asso-

ciado ao autovalor 0 e que satisfaz a condição de normalização

N

∑
m=0

P(m, t) = 1, (4.20)

dessa forma é possı́vel achar a probabilidade de cada um dosN+ 1 estados no regime esta-

cionário.

Para ilustrar, a Fig. 4.3 apresenta a solução estacionária P(N1) para um sistema de 50

osciladores e vários valores deε, como indicado no gráfico. Essa solução foi obtida usando-se

as taxasγ0(n1) e γ1(n1) dadas pelas Eqs. (4.9) e (4.10) (transição de fase contı́nua). Podemos

observar claramente a transição de um regime com um máximo centralizado para um regime

com dois máximos com alturas assimétricas. A transiçãode um regime monomodal para um

regime bimodal foi explorada com a aproximação de campo m´edio, porém a aproximação de

campo médio prevê um potencial simétrico para esse sistema. Essa assimetria será explorada

mais a frente quando formos tratar do problema usando a abordagem de Langevin.

Já no modelo onde as taxas são dadas pelas Eqs. (4.13) e (4.14) (transição de fase des-

contı́nua), a solução está apresentada na Fig. 4.4. No gráfico podemos ver que com o aumento

de r ocorre uma transição de um regime onde há apenas um pico para um regime onde exis-

tem três picos, e o pico central diminui a medida quer cresce além da transição. Podemos

também observar uma assimetria na distribuição de probabilidades, como no caso anterior da-

remos mais atenção a essa assimetria quando formos tratardo problema utilizando a abordagem

de Langevin.
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Figura 4.3: Distribuição de probabilidadesP(N1) obtida através da solução da equação mestra
para um sistema com 50 osciladores. Podemos observar que a transição do regime monomodal
para o regime bimodal ocorre de modo contı́nuo.
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5 Equaç̃ao de Langevin

Nesse capı́tulo vamos utilizar a abordagem de Langevin paraestudar um sistema de osci-

ladores estocásticos de dois nı́veis globalmente acoplados. Para obter a equação de Langevin

para esse sistema partiremos de um modelo microscópico, que também foi utilizado em nossas

simulações computacionais.

5.1 Deduç̃ao da Equaç̃ao de Langevin para osciladores es-
tocásticos de dois ńıveis

Como nos capı́tulos anteriores, vamos definir, em um sistemadeN osciladores,N1(t) como

a quantidade de osciladores no estado 1 eN−N1(t) como a quantidade de osciladores no estado

0, para um dado instantet. Essas quantidades mudam de acordo com as taxas de transiç˜ao γ0

e γ1 que devido a nosso acoplamento dependem da fraçãon1(t)≡ N1(t)/N. Lembrando queγ0

é a taxa de transição do estado 0 para o estado 1 eγ1 é a taxa de transição do estado 1 para o

estado 0, temos queN1 no instantet +dt é dado por

N1(t +dt) = N1(t)−∑N1
k=1 θ [γ1(n1)dt−ζk]

+∑N
k=N1+1 θ [γ0(n1)dt−ζk] . (5.1)

Ondeθ(x) é a função degrau de Heaviside, sendo definida comoθ(x) = 1 sex> 0 eθ(x) = 0

sex< 0. O conjunto{ζk}N
k=1 é um conjunto de variáveis aleatórias independentes, distribuı́das

de forma uniforme no intervalo[0,1]. Dessa forma se o osciladork está no estado 1 no tempot,

então seγ1(n1)dt > ζk, o osciladork muda do estado 1 para o estado 0 e como consequênciaN1

descresce de 1. Seγ1(n1)dt < ζk, então o osciladork permanece no estado 1. De forma similar,

para um oscilador no estado 0, seγ0(n1)dt > ζk ele modifica seu estado para 1, aumentando

N1 em 1, e casoγ0(n1)dt < ζk, o oscilador permanece no estado 0. Portanto a Eq. (5.1) é um

processo de contagem direto.É importante ressaltar que para determinarN1(t +dt) estamos

usando as taxasγ0(n1) e γ1(n1) no instantet, portanto a equação de Langevin que obteremos
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apresentará um termo de flutuação segundo a interpretação de Itô.

Nas simulações foi utilizado um procedimento de contagemsimilar, onde foi levado em

consideração intervalos de tempo discretos e as variáveis ζk eram determinadas a cada passo

através de um gerador de números aleatórios com distribuição de probabilidade uniforme no

intervalo[0,1].

Para dar continuidade a nosso tratamento analı́tico da Eq. (5.1) se faz necessário investigar

as variáveis aleatórias

φk = θ (X0−ζk) e ΦM =
M

∑
k=1

φk, (5.2)

ondeX0 ∈ [0,1] é uma quantidade fixa, enquanto a variávelΦM é uma contagem de quantos

osciladores em uma população deM osciladores mudam de estado no instantet. Denotando a

probabilidade do eventoA porP(A), temos

P(φk = 1) = X0

P
(

ΦM = M′) =
M!

(M−M′)!M′!
XM′

0 (1−X0)
M−M′

, M′ < M. (5.3)

Comoζk varia de 0 a 1, temos que a probabilidade de obterφk = 1 é dada porX0, JáP(ΦM =M′)

é a distribuição de probabilidade para terM′ transições em um conjunto deM osciladores. A

distribuiçãoP(ΦM = M′) é muito comum em problemas de mecânica estatı́stica e é conhecida

como distribuição binomial [45]. Os dois primeiros momentos da distribuição binomial são

dados por,

〈ΦM〉= MX0 (5.4)

σ (ΦM) =

√

〈

(ΦM −〈ΦM〉)2
〉

=
√

MX0(1−X0). (5.5)

Sabemos, também, que essa distribuição obedece o teorema do limite central [47], portanto para

uma quantidade muito grande de repetiçõesM, temos,

P
(

ΦM = M′)≈ N (〈ΦM〉 ,σ (ΦM)) , (5.6)

ondeN (µ,σ) denota uma distribuição gaussiana com médiaµ e desvio padrãoσ . Isso nos

leva a introduzir a mudança de variáveis,

ψ =
ΦM −〈ΦM〉

σ (ΦM)
, (5.7)
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e, portanto

ΦM = 〈ΦM〉+σ (ΦM)ψ, (5.8)

paraM >> 1, ψ ∼ N (0,1).

Usando essa mudança de variáveis e relacionandoX0 = γ1(n1)dt e M = N1 nos resultados

acima, podemos obter a seguinte relação para o primeiro somatório da Eq. (5.1),

N1

∑
k=1

θ [γ1(n1)dt−ζk] = N1γ1(n1)dt

+
√

N1γ1(n1)dt(1− γ1(n1)dt)ψ1,

= N1γ1(n1)dt

+
√

N1γ1(n1)dtψ1. (5.9)

Onde desprezamos os termos de ordemO[(dt)2] dentro das raı́zes quadradas. E por outro lado,

relacionandoX0 = γ0(n1)dt eM = N−N1, da mesma forma, podemos obter,

N

∑
k=N1+1

θ [γ0(n1)dt−ζk] = (N−N1)γ0(n1)dt

+
√

(N−N1)γ0(n1)dt(1− γ0(n1)dt)ψ0

= (N−N1)γ0(n1)dt

+
√

(N−N1)γ0(n1)dtψ0, (5.10)

Foi assumido que as três quantidadesN, N1 e (N−N1) são todas grandes, de modo queψ0

e ψ1 ∼ N (0,1). Lembrando queψ1 é gerado a partir do conjunto{ζk}N1
k=1, enquantoψ0

é gerado do conjunto{ζk}N
k=N1+1, elas são independentes. Dessa forma, podemos definir a

variável aleatória

Ψ =

√

(N−N1)γ0(n1)ψ0−
√

N1γ1(n1)ψ1
√

(N−N1)γ0(n1)+N1γ1(n1)
, (5.11)

de forma queΨ ∼ N (0,1). Assim substituindo (5.9) e (5.10) na Eq. (5.1), temos

dN1 = γ0(n1)(N−N1)dt− γ1(n1)N1dt

+
√

[γ0(n1)(N−N1)+ γ1(n1)N1]dtΨ, (5.12)

ondedN1 = N1(t +dt)−N1 (t). Finalmente podemos escrever essa equação para a densidade

n1(t) e definir

ξ (t) =
Ψ√
dt
. (5.13)
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ComoΨ ∼ N (0,1), ξ (t) corresponde a um ruı́do branco gaussiano com

〈ξ (t)〉= 0 e
〈

ξ (t)ξ
(

t ′
)〉

= δ
(

t − t ′
)

. (5.14)

Dessa forma chegamos a uma equação de Langevin que governan1(t):

ṅ1 = γ0(n1)− [γ0(n1)+ γ1(n1)]n1

+
√

(1−n1)γ0(n1)+n1γ1(n1)×
ξ (t)√

N
. (5.15)

Note que no limite termodinâmicoN → ∞, a Eq. (5.15) se reduz ao caso da aproximação de

campo médio

ṅ1 = γ0(n1)− [γ0(n1)+ γ1(n1)]n1. (5.16)

Da Eq. (5.15) podemos extrair algumas informações que ajudam a explicar a assimetria en-

contrada nas soluções da equação mestra no capı́tulo anterior. Os termos de arrasto na Eq. (5.15)

correspondem aos potenciais obtidos na abordagem de campo médio, sendo assim simétricos,

porém o termo de flutuação é um ruı́do multiplicativo, tendo sua intensidade dependente de

n1. Portanto exploraremos a dependência da intensidade das flutuações para cada mı́nimo dos

potenciais do sistema sem ruı́do utilizando os modelos de acoplamento paraγ0(n1) e γ1(n1)

adotados nas seções anteriores. Vamos definir a intensidade do ruı́doη no formato

η =
√

(1−n∗1)γ0(n∗1)+n∗1γ1
(

n∗1
)

, (5.17)

onden∗1 é o valor den1 em um dado ponto fixo estável do sistema sem flutuação.

5.2 Acoplamento com transiç̃ao de fase cont́ınua

Para o acoplamento com transição de fase contı́nua temos as taxas de transição dadas pelas

Eqs. (3.8). Nesse modelo a transição de fase ocorre quandoo parâmetro de acoplamentoε = 0,

com a criação de dois pontos fixos estáveis emn∗1 =
1
2+

√
ε en∗1 =

1
2−

√
ε quando temosε > 0,

lembrando que para garantirγ0(n1) e γ1(n1) positivos,ε deve ser menor que 1/4. Na Fig. 5.1

temos o gráfico deη(ε). Podemos observar que para qualquer valor deε as flutuações no ponto

n∗1 = 1/2+
√

ε são maiores que as flutuações no ponton∗1 = 1/2−
√

ε, portanto a assimetria

observada nas soluções da equação mestra ocorrem devido a uma assimetria na intensidade

da flutuação. Observe que nas soluções da equação mestra paraε > 0 a distribuiçãoP(n1)

apresenta um pico mais alto na região próxima do ponton∗1 = 1/2−
√

ε e um pico menor na

região próxima den∗1= 1/2+
√

ε. Como a intensidade das flutuações é maior na região próxima
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Figura 5.1: Gráfico deη em função do parâmetro de controleε. A intensidade das flutuações
são sempre maiores em torno do ponto fixon1 = 1/2+

√
ε.

an∗1 = 1/2+
√

ε, flutuações com intensidade suficiente para levar o sistema ao outro ponto são

mais frequentes, tornando o ponton∗1 = 1/2−
√

ε mais estável.

5.3 Acoplamento com transiç̃ao de fase descontı́nua

No modelo de acoplamento dado pelas taxas de transição descritas pelas Eqs. (3.14), com os

parâmetrosa= 20 eb= 100, temos que a transição de fase ocorre para o parâmetrode controle

r = −1. Além disso, para esse caso especı́fico,r deve ser inferior a−0.6 para garantir que as

taxas vão sempre assumir valores positivos. O sistema sem flutuações, seguindo esse modelo,

possui 3 pontos fixos estáveis,n∗1 =
1
2, n∗1 =

1
2 +α e n∗1 =

1
2 −α, ondeα =

√√
a2+4br+a

2b . Mais

uma vez, usandoη como definido na Eq. (5.17), temos a intensidade das flutuaç˜oes como

função do parâmetro de controler na Fig. 5.2 para os três pontos fixos estáveis. Podemos

notar no gráfico que as flutuações em torno do ponto fixo est´avel central são bem mais intensas,

caracterizando o pico mais largo e baixo na solução da equação mestra. Também podemos

observar que as flutuações são mais intensas na região den∗1 = 1
2 + α do que na região de

n∗1 =
1
2 −α, explicando o pico mais alto emn∗1 = 1

2 −α e o pico mais baixo emn∗1 = 1
2 +α

observados na solução da equação mestra.

Dessa forma podemos chegar a conclusão que as flutuações induzidas pela quantidade fi-

nita de osciladores gera um ruı́do multiplicativo assimétrico, responsável pela assimetria na

distribuição de probabilidadeP(n1). A intensidade dependente da posição no espaço de fase di-

minui a estabilidade em pontos onde o ruı́do apresenta maiorintensidade, portanto o potencial
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Figura 5.2: Gráfico deη em função do parâmetro de controler. A intensidade das flutuações
são sempre maiores em torno do ponto fixon1 = 1/2+α.

simétrico observado com a aproximação de campo médio setorna assimétrico e a região com

flutuações de menor intensidade apresentam uma estabilidade maior. Esse fenômeno explica a

aparente discordância entre os resultados de potenciais simétricos obtidos com a aproximação

de campo médio e as distribuições de probabilidades assimétricas obtidas através da solução da

equação mestra.
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6 Equaç̃ao de Fokker-Planck

Nesse capı́tulo exploraremos a equação de Fokker-Planckobtida para o sistema comN os-

ciladores estocásticos globalmente acoplados. Inicialmente apresentaremos uma forma de obter

e Equação de Fokker-Planck a partir da equação mestra (4.17), em seguida usaremos o resultado

obtido através da abordagem de Langevin para obter a equação de Fokker-Planck e mostrare-

mos que por ambos os métodos podemos obter equações de Fokker Planck equivalentes. Em

seguida obtemos a solução da equação de Fokker-Planck ecompararemos essa solução analı́tica

com resultados obtidos a partir de simulações numéricas.

6.1 Expans̃ao da equaç̃ao mestra

Como vimos anteriormente, a equação mestra (4.17) trata da evolução temporal da distribuição

de probabilidadesP(N1, t), que, no nosso caso, descreve a probabilidade de em um dado ins-

tantet obterN1 osciladores no estado 1. Em um sistema com probabilidades detransição do

estado 0(1) para o estado 1(0) durante um intervalo de tempodt dadas porγ0dt (γ1dt). Além

disso, no nosso modelo, o acoplamento global é caracterizado pela dependência das taxasγ0

e γ1 com N1. Note que, devido à condição de normalização, a mudanc¸a de variáveis paran1

implica emP(n1, t) = NP(N1, t). Dessa forma podemos reescrever a equação mestra (4.17) na

forma

1
N

∂
∂ t

P(n1, t) =

(

1−n1+
1
N

)

γ0

(

n1−
1
N

)

P

(

n1−
1
N
, t

)

− [n1γ1(n1)+(1−n1)γ0(n1)]P(n1, t)

+

(

n1+
1
N

)

γ1

(

n1+
1
N

)

P

(

n1+
1
N
, t

)

. (6.1)

Como foi visto no capı́tulo 4, a Eq. (4.17) considera que nãohá múltiplas transições no mesmo

instante de tempo. Considerando a quantidade de osciladores N >> 1, podemos escrever as
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seguintes expansões

P(n1±δ , t) = P(n1)±
d

dn1
P(n1)δ +

1
2

d2

dn2
1

P(n1)δ 2+O(δ 3), (6.2)

γl(n1±δ , t) = γl (n1)±
d

dn1
γl(n1)δ +

1
2

d2

dn2
1

γl (n1)δ 2+O(δ 3). (6.3)

Onde l é um rótulo para um dos estados 0 ou 1. Usando essas expansões na Eq. (6.1) e

desprezando os termos de ordemO(δ 3) e superiores podemos obter a Eq. de Fokker-Planck no

formato

1
N

∂
∂ t

P(n1, t) =

(

1−n1+
1
N

)[

γ0(n1)−
∂

∂n1
γ0(n1)

1
N
+

1
2

∂ 2

∂n2
1

γ0(n1)
1

N2

]

[

P(n1)−
∂

∂n1
P(n1)

1
N
+

1
2

∂ 2

∂n2
1

P(n1)
1

N2

]

+

(

n1+
1
N

)[

γ1(n1)+
∂

∂n1
γ1(n1)

1
N
+

1
2

∂ 2

∂n2
1

γ1(n1)
1

N2

]

[

P(n1)+
∂

∂n1
P(n1)

1
N
+

1
2

∂ 2

∂n2
1

P(n1)
1

N2

]

− [n1γ1(n1)+(1−n1)γ0(n1)]P(n1, t)+O

(

1
N3

)

=
1
N

[

γ0(n1)P(n1)− (1−n1)P(n1)
∂γ0(n1)

∂n1

−(1−n1)γ0(n1)
∂P(n1)

∂n1
+ γ1(n1)P(n1)

+n1P(n1)
∂γ1(n1)

∂n1
+n1γ1(n1)

∂P(n1)

∂n1

]

+
1

N2

[

−∂γ0(n1)

∂n1
P(n1)−

∂P(n1)

∂n1
γ0(n1)

+(1−n1)
∂γ0(n1)

∂n1

∂P(n1)

∂n1
+

(1−n1)

2
P(n1)

∂ 2γ0(n1)

∂ 2n1

+
(1−n1)

2
γ0(n1)

∂ 2P(n1)

∂ 2n1
+P(n1)

∂
∂n1

γ1(n1)

+γ1(n1)
∂

∂n1
P(n1)+n1

∂γ1(n1)

∂n1

∂P(n1)

∂n1

+
n1

2
P(n1)

∂ 2γ1(n1)

∂n2
1

+
n1

2
γ1(n1)

∂ 2P(n1)

∂n2
1

]

+ O

(

1
N3

)

. (6.4)

Portanto, podemos escrever

∂
∂ t

P(n1, t) = − ∂
∂n1

[F (n1)P(n1, t)]+
1

2N
∂ 2

∂n2
1

[G (n1)P(n1, t)] , (6.5)
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ondeF (n) eG (n) são definidas por

F (n) = (1−n)γ0(n)−nγ1(n)

G (n) = (1−n)γ0(n)+nγ1(n). (6.6)

Podemos obter a distribuição de probabilidades do estadoestacionário utilizando a condição
∂
∂ t P(n1, t) = 0 e resolvendo a equação diferencial paraP(n1). Essa solução é de fundamental

importância por se tratar do estado assintótico para o qual o sistema evolui no limitet → ∞.

6.2 Equaç̃ao de Fokker-Planck

Alternativamente podemos obter a equação de Fokker-Planck a partir da equação de Lan-

gevin para o sistema de osciladores globalmente acoplados.Podemos reescrever a Eq. (5.15)

utilizando as definições (6.6), de forma que a Eq. (5.15) assume a forma

ṅ1 = F (n1)+
√

G (n1)
ξ (t)√

N
. (6.7)

Nosso modelo apresenta um ruı́do multiplicativo onde a intensidadeG (n1) é calculada pelos

valores den1 antes do salto devido à flutuação, dessa forma usaremos o termo de flutuação

segundo a interpretação de Itô [42, 43]. Portanto aplicando o resultado (2.74) na Eq. (6.7)

temos que a Eq. de Fokker-Planck para esse sistema é

∂
∂ t

P(n1, t) = − ∂
∂n1

[F (n1)P(n1, t)]

+
1

2N
∂ 2

∂n2
1

[G (n1)P(n1, t)] , (6.8)

que é idêntica à Eq. (6.5), comF (n1) eG (n1) definidos por (6.6).

6.3 Soluç̃ao estaciońaria da Equação de Fokker-Planck

Para obter o comportamento estacionário da equação de Fokker-Planck devemos resolver

a Equação de Fokker-Planck usando a condição∂P(n1,t)
∂ t = 0, ou seja, estamos procurando a

solução da equação

− ∂
∂n1

[F (n1)Pss(n1)]+
1

2N
∂ 2

∂n2
1

[G (n1)Pss(n1)] = 0, (6.9)
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onde estamos utilizando o subescritosspara indicar que estamos nos referindo a distribuição de

probabilidade no estado estacionário. Observe também que a solução estacionária não apresenta

uma dependência temporal, apresentando dependência apenas comn1. Utilizando a solução

estacionária da Equação de Fokker-Planck apresentada em (2.35) temos a distribuiçãoPss(n1),

dada por

Pss(n1) =CN
exp
{

2NUe f f (n1)
}

G (n1)
, (6.10)

onde o potencial efetivoUe f f é dado por

Ue f f (n1) =
∫ n1

0

F (n)
G (n)

dn, (6.11)

eCN é uma constante obtida a partir da condição de normalizac¸ão, de modo a garantir que

∫ 1

0
Pss(n

′
1)dn′1 = 1. (6.12)

As integrais nas Eqs. (6.10) e (6.11) só podem ser resolvidas de forma explı́cita após

definirmos as taxasγ0(n1) e γ1(n1), apresentaremos portanto esses resultados para os sistemas

estudados anteriormente com taxas de transição definidaspor (3.8) e (3.14).

6.3.1 Acoplamento com transiç̃ao de fase cont́ınua

Para o sistema com as taxas definidas pelas Eqs. (3.8), sabemos pela aproximação de campo

médio que existe um ponto fixo estável paraε < 0 em n1 = 1
2 e dois pontos fixos estáveis

paraε > 0, localizados emn1 =
1
2 ±

√
ε. Podemos destacar também a simetria observada nos

potenciais obtidos pela aproximação de campo médio, também é interessante comparar esse

resultado com o potencial efetivo dado por (6.11), que é um potencial que incorpora os efeitos

das flutuações. A Fig. 6.1 mostra o gráfico do potencial efetivo (6.11) obtido usando as taxas

de transição dadas por (3.8).

Podemos observar a transição de um potencial com poço único para um potencial de poço

duplo quando aumentamos o valor do parâmetro de acoplamento, também é possı́vel obser-

var que os potenciais são assimétricos em relação ao ponto n1 = 1
2, ao contrário da simetria

observada nos potenciais encontrados usando a aproximaç˜ao de campo médio.́E interessante

observar que o potencial efetivo não apresenta uma dependˆencia com a quantidade de oscilado-

resN, porém a solução (6.10) apresenta uma dependência explı́cita emN.

A Fig. 6.2 apresenta a solução (6.10) para um sistema com o parâmetro de acoplamento

ε = 0.1 e número de unidadesN dadas por 100, 200, 300, 400 e 500 como definido na figura.



57

-0.12

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

U
ef

f

n1

ǫ = −0.1
ǫ = 0

ǫ = 0.1

Figura 6.1: Potencial efetivo para um sistema com as taxas detransição dadas pelas Eqs. (3.8).
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Figura 6.2: Distribuição de probabilidades para um sistema com as taxas de transição dadas
pelas Eqs. (3.8) eε = 0.1. As curvas são os resultados analı́ticos obtidos através da equação de
Fokker-Planck, os pontos são resultados obtidos atravésde simulações numéricas.
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Figura 6.3: Distribuição de probabilidades para um sistema com as taxas de transição dadas
pelas Eqs. (3.14) eε = 0.001. As curvas são os resultados analı́ticos obtidos através da equação
de Fokker-Planck, os pontos são resultados obtidos atrav´es de simulações numéricas.

As curvas apresentadas na figura são os resultados analı́ticos e os pontos são resultados obtidos

através de simulações numéricas. Podemos observar queo caráter bimodal é bem evidente

para todos os casos deN, para valores maiores deN a assimetria da distribuição se torna mais

evidente de modo que o pico em torno de 0.2 se torna mais alto a medida que aumentamosN.

Esse resultado pode ser explicado pelo fato da intensidade das flutuações dependerem deN,

de forma que temos flutuações menores para quantidades de osciladores maiores, que aliada a

assimetria das flutuações, faz com que a assimetria seja mais visı́vel para sistemas comN maior.

A Fig. 6.3 apresenta a solução (6.10) porém, nesse caso, paraε = 0.001. Podemos observar

uma distribuição monomodal assimétrica, ao aumentar o número de osciladoresN a distribuição

se torna mais estreita em torno de 0.5.

Podemos construir um diagrama de fases para as fases monomodal e bimodal através da

determinação dos máximos da solução (6.10), derivando com relação an1, temos

∂Pss(n1)

∂n1
=Cn

∂
∂n1

exp
(

2NUe f f(n1)
)

G (n1)
= 0. (6.13)

Pela definição deUe f f, temos

2NF (n1)−
∂G (n1)

∂n1
= 0, (6.14)
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Substituindo os termosF (n1) eG (n1) dados pelas definições (6.6), podemos escrever

2N ((1−n1)γ0(n1)−n1γ1(n1))− (1−n1)
∂γ0(n1)

∂n1

−n1
∂γ1(n1)

∂n1
+ γ0(n1)− γ1(n1) = 0 (6.15)

e portanto, temos

(

2n1(N(4ε −3)−6)−4Nε −8Nn3
1+12(N+2)n2

1+N−2
)

= 0. (6.16)

Definindoa0, a1 e a2 como

a0 =−−4Nε +N−2
8N

; a1 =−N(4ε −3)−6
4N

;

a2 =−3(N+2)
2N

, (6.17)

podemos escrever a Eq. (6.16) como

n3
1+a2n2

1+a1n1+a0 = 0. (6.18)

A condição para que essa equação possua três raı́zes reais é dada por [46]

q3+ r2 ≤ 0, (6.19)

onde

q=
1
3

a1−
1
9

a2
2; r =

1
6
(a1a2−3a0)−

1
27

a3
2. (6.20)

Usando a Eq. (6.17) temos

r =
(N+2)3

8N3 +
1
6

(

3(N+2)(N(4ε −3)−6)
8N2 +

3(−4Nε +N−2)
8N

)

,

q = −(N+2)2

4N2 − N(4ε −3)−6
12N

. (6.21)

Dessa forma temos que a condição para uma transição de fase de um regime monomodal para

um regime bimodal é

27
[

N2(4ε −1)+6N+8
]2−8

(

2N2ε +3N+6
)3 ≤ 0. (6.22)

A Fig. 6.4 apresenta o diagrama de fase dessa transição do regime monomodal para o regime

bimodal, na região a direita da curva o comportamento é bimodal enquanto na região a esquerda

da curva o comportamento é monomodal. A reta vermelha na Fig. 6.4 indica o valor deε para

a transição calculado através da aproximação de campomédio.
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Figura 6.4: Diagrama de fase para a transição entre regimemonomodal e bimodal. A região
a direita da curva o comportamento é bimodal enquanto na região a esquerda da curva o com-
portamento é monomodal. A reta vermelha indica o valor deε para a transição segundo a
aproximação de campo médio.

6.3.2 Acoplamento com transiç̃ao de fase descontı́nua

Para o sistema definido pelas taxas (3.14), observamos a partir da aproximação de campo

médio dois regimes, um onde há apenas um ponto fixo estávelemn1=
1
2 e outro regime onde há

3 pontos fixos e pela aproximação de campo médio foi previsto um potencial simétrico. Através

da equação de Langevin foi visto também que o sistema apresenta um ruı́do multiplicativo

assimétrico de maneira similar ao modelo descrito pelas equações (3.8). Da mesma forma que

fizemos para o outro modelo podemos obter o potencial efetivoapresentado na Fig. 6.5, observe

que esse potencial efetivo também apresenta assimetrias devido ao efeito das flutuações. A Fig.

6.6 apresenta a solução (6.10) para um sistema com o número de unidadesN fixo em 100 e

três valores do parâmetro de acoplamentor = -1.2, -1.0, -0.9 e -0.8. Assim como nas soluções

apresentadas anteriormento as curvas apresentadas na figura são os resultados analı́ticos e os

pontos são resultados obtidos através de simulações numéricas. Para valores der menores que

−0.9 podemos notar a presença de apenas um pico central, quandor assume um valor superior a

−0.9 podemos notar a presença de 3 picos com o pico central diminuindo quando aumentamos

o valor der, os outros 2 picos ocupam posições simétricas em relaç˜ao ao pico central porém

com diferentes alturas, sendo o pico da esquerda mais alto. Essa diferença de altura ocorre

devido a menor intensidade das flutuações na região do pico da esquerda.

A Fig. 6.7 apresenta as soluções (6.10) para um sistema coma quantidade de unidades

N = 100, 200 e 300. Podemos observar que a medida que aumentamos onúmero de unidades a
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Figura 6.6: Distribuição de probabilidades para um sistema com as taxas de transição dadas
pelas Eqs. (3.14) eN = 100. As curvas são os resultados analı́ticos obtidos através da equação
de Fokker-Planck, os pontos são resultados obtidos atrav´es de simulações numéricas.
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distribuição se torna mais concentrada nos picos de modo que observamos picos com larguras

menores e o pico central se torna mais alto para valores maiores deN. Esse efeito se dá pela

diminuição da intensidade das flutuações fazendo com que a distribuiçãoPss(n1) seja mais con-

centrada em torno dos mı́nimos e faz com que as transições entre mı́nimos seja menos comum.

Seguindo os mesmos passos utilizados para o modelo anteriorpodemos analisar as posições

dos máximos e mı́nimos para os diferentes valores quer pode assumir. Dessa forma aplicando

as taxas (3.14) na Eq. (6.14) podemos obter

16(50N+309)n5
1−80(25N+152)n4

1+80(23N+142)n3
1

−40(19N+126)n2
1−2n(N(4r −65)+4r −513)

+4Nr−5N+4r −65= 0. (6.23)

As soluções da Eq. (6.23) nos dá a posição dos extremos da distribuiçãoPs(n1), porém diferente

do caso anterior uma equação de quinto grau não possui umafórmula geral para encontrar as

raı́zes, ou determinar a quantidade de raı́zes reais. Porém podemos obter numericamente tais

raı́zes para diferentes valores der, este resultado está apresentado na Fig. 6.8. De forma

análoga aos diagramas utilizados em dinâmica não linearrepresentamos os máximos deP(n1)

como linhas contı́nuas e os mı́nimos como linhas tracejadas. Esse diagrama foi feito para um

sistema comN = 300, porém o mesmo comportamento é observado para outros valores deN.

Existem diagramas de bifurcação semelhantes em dinâmica não linear que recebem o nome
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Figura 6.8: Posição dos máximos da distribuiçãoP(n1) em função der para um sistema com as
taxas de transição dadas pelas Eqs. (3.14) eN = 300.

de bifurcação de forquilha subcrı́tica imperfeita, por se assemelhar a bifurcação de forquilha

subcrı́tica, porém as bifurcações imperfeitas apresentam uma lacuna próxima ao ponto onde

a bifurcação de fato ocorreria, sendo apenas uma composic¸ão de três bifurcações de ponto de

sela. Há trabalhos que mostram que um sistema que apresentauma bifurcação de foquilha

pode apresentar uma bifurcação de forquilha imperfeita quando perturbado por uma fonte de

ruı́do [48].

Nesse capı́tulo apresentamos a Equação de Fokker-Planckassim como sua solução. Consta-

tamos a presença da assimetria na distribuiçãoPss(n1), a qual pode ser explicada pela influência

das flutuações que surgem pelo número finito de unidades. Observamos que no limiteN → ∞

a assimetria é acentuada, esse resultado contradiz o resultado obtido através da aproximação de

campo médio que prevê um potencial simétrico. Essa contradição pode ser explicada em termos

da ordem dos limites que são tomados em cada abordagem. No caso da abordagem de campo

médio, inicialmente temos um sistema com uma quantidade infinita de unidades que evolui

para o estado estacionário. Na nossa abordagem de Fokker-Planck, obtivemos uma solução ge-

ral para uma quantidade qualquerN e observamos como o sistema se comporta à medida que

aumentamosN. Em outras palavras em ambos os casos estamos tomando os limitesN → ∞ e

t → ∞, porém na aproximação de campo médio o limiteN → ∞ é aplicado primeiro e na abor-

dagem de Fokker-Planck a ordem de aplicação desses limites é invertida e dessa forma cada

abordagem gera resultados diferentes.
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7 Consideraç̃oes Finais

Nesta tese foram apresentados dois modelos de osciladores estocásticos de dois nı́veis com

acoplamento global, onde ambos apresentam transições defase com a variação do parâmetro

de acoplamento, um deles apresenta uma transição de fase contı́nua enquanto o outro modelo

apresenta uma transição de fase descontı́nua. Uma abordagem de campo médio para ambos os

modelos de acoplamento consegue prever as transições de fase de uma fase desordenada, onde

metade dos osciladores se apresenta em cada um dos dois estados para uma fase ordenada, onde

há a concentração de grande parte dos osciladores em um dos dois estados. Utilizando a abor-

dagem de campo médio foi mostrado que não há um estado preferencial para essa condensação

de osciladores no mesmo estado para um sistema com uma quantidade infinita de osciladores.

Uma outra abordagem foi utilizada para obter resultados para um sistema com quantidade

finita de osciladores. Partindo do modelo microscópico do nosso sistema pudemos obter uma

equação de Langevin para o sistema finito, onde é observada uma interessante estrutura com

ruı́do multiplicativo com intensidade inversamente proporcional a raiz quadrada da quantidade

de osciladores. Foi mostrado também que para uma quantidade infinita de unidades o sistema

apresenta a mesma estrutura observada na aproximação de campo médio. Através da equação

de Fokker-Planck associada a equação de Langevin é poss´ıvel obter a distribuição de probabili-

dade assimétrica, que apresenta uma intensificação na assimetria ao aumentar a quantidade de

osciladores no sistema. Esse comportamento assimétrico ´e aparentemente contraditório com o

comportamento de campo médio. Essa contradição pode serexplicada por uma não comutati-

vidade nos limitesN → ∞ e t → ∞. No caso da abordagem de campo médio, o limiteN → ∞ é

aplicado primeiro, enquanto na abordagem de Langevin o limite t → ∞ é aplicado primeiro.

Além da obtenção da equação de Fokker-Planck atravésda abordagem de Langevin, mos-

tramos também uma forma alternativa de obter a equação deFokker-Planck através da expansão

da equação mestra. Porém essa outra abordagem é menos instrutiva pois, através dela não é

possı́vel observar a estrutura de ruı́do multiplicativo que dá origem a assimetria no sistema com

quantidade finita de unidades.
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Um outro resultado que pode ser extraı́do da solução da equação de Fokker-Planck é o dia-

grama de fase para a transição da fase desordenada para a fase com condensação de osciladores

em um estado. Foi mostrado que para o sistema de tamanho finitoo valor do parâmetro de

acoplamento para essa transição de fase depende da quantidade de unidades e dessa forma foi

possı́vel montar um diagrama de fases para essa transição.

A abordagem usada para estudar os efeitos da quantidade finita de osciladores pode ser

usada para estudar sistemas mais complexos, como exemplo podemos citar um sistema de os-

ciladores estocásticos de 3 nı́veis como o modelo de Wood etal. [21–24] que apresenta uma

transição para uma fase com oscilações globais sincronizadas. Dessa forma podemos obter

informações de como a quantidade finita de unidades pode alterar fenômenos de sincronização.

Uma outra extensão é a aplicação dessa abordagem para umsistema de osciladores de dois

nı́veis com comportamento não markoviano, onde as taxas detransição entre os dois estados é

influenciada pelo tempo de permanência do oscilador em cadaestado, como apresentado por

Escaff et al. em [37].
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[14] A. F. Lütz, S. Risau-Gusman, J. J. Arenzon, J. Theor. Biol. 317, 286 (2013)

[15] C. Rulquin, J. J. Arenzon, Phys. Rev. E89, 032133 (2014).

[16] P. P. Avelino, D. Bazeia, L. Losano, J. Menezes, B. F. de Oliveira, Phys. Rev. E89, 042710
(2014).

[17] P. P. Avelino, D. Bazeia, L. Losano, J. Menezes, B. F. de Oliveira, Phys. Rev. E86, 036112
(2012).

[18] J. Joo, J. L. Lebowitz, Phys. Rev. E,70, 036114 (2004).

[19] J. D. Murray, Mathematical Biology (Springer-Verlag,New York, 1980).

[20] V. R. V. Assis, M. Copelli, Phys. Rev. E,77, 011923 (2008).

[21] K. Wood, C. Van den Broeck, R. Kawai, and K. Lindenberg, Phys. Rev. Lett.96, 145701
(2006).



67

[22] K. Wood, C. Van den Broeck, R. Kawa, and K. Lindenberg, Phys. Rev. E74, 031113
(2006).

[23] K. Wood, C. Van den Broeck, R. Kawai, and K. Lindenberg, Phys. Rev. E75, 041107
(2007).

[24] K. Wood, C. Van den Broeck, R. Kawai, and K. Lindenberg, Phys. Rev. E76, 041132
(2007).

[25] Vladimir R. V. Assis, Mauro Copelli, and Ronald Dickman, J. Stat. Mech.: Theory and
Exp. P09023 (2011).

[26] Vladimir R. V. Assis and Mauro Copelli, Physica A391, 1900 (2012).

[27] T. Prager, B. Naundorf, and L. Schimansky-Geier, Physica A325, 176 (2003).

[28] T. Prager, M. Falcke, L. Schimansky-Geier, and M. A. Zaks, Phys. Rev. E76, 011118
(2007).

[29] Vladimir R. V. Assis, Transições de fase em redes de elementos excitáveis es-
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