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Resumo

Apresentamos um tratamento quantico alternativo para um circuito RLC mesos-
copico generalizado com resisténcia, indutancia e capacitancia dependentes do tempo.
Usando o método de invariantes quanticos de Lewis e Riesenfeld e invariantes quadrati-
cos, obtemos os estados de Scrhédinger nao-estacionarios para este circuito com oscilagao
eletromagnética. Em seguida, construimos os estados coerentes para o circuito RLC quan-
tizado e os empregamos para investigar algumas das propriedades quanticas do sistema,
tais como flutuagoes quanticas da carga, do fluxo magnético e o produto incerteza cor-
respondente. Além disso, obtemos as fases geométricas, dinamicas e de Berry para este
circuito mesoscopico nao estacionario. Finalmente, calculamos as fases dinamica e de
Berry para trés casos particulares. Surpreendentemente, encontramos expressoes idénti-
cas para a fase dindmica, e as mesmas expressoes para a fase da Berry.

Palavras-chave: Fase dinamica. Fase de Berry. Circuito RLC.
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Abstract

We present an alternative quantum treatment for a generalized mesoscopic RLC
circuit with time-dependent resistance, inductance and capacitance. Taking advantage of
the Lewis and Riesenfeld and quadratic invariants we obtain exact nonstationary Schro-
dinger states for this electromagnetic oscillation system. Afterwards, we construct cohe-
rent states for the quantized RLC circuit and employ them to investigate some of the
system’s quantum properties, such as quantum fluctuations of the charge and the magne-
tic flux and the corresponding uncertainty product. In addition, we derive the geometric,
dynamical and Berry phases for this nonstationary mesoscopic circuit. Finally we evaluate
the dynamical and Berry phases for three special circuits. Surprisingly, we find identical
expressions for the dynamical phase and the same formulae for the Berry’s phase.

Keywords: Dynamic phase. Berry’s phase. RLC circuit.



Capitulo 1

Introducao

A descoberta de invariantes exatos( constantes de movimento exatas ou integrais
primeiras exatas ) é de importancia fundamental para qualquer sistema fisico, conhecendo
um determinado ntimero dessas quantidades, é possivel prever o comportamento do sis-
tema fisico em questao, e assim impedir a ocorréncia de caos, por exemplo. Em 1880, o
matematico Vasilii Ermakov(1845-1922) foi o primeiro fisico a demonstrar que algumas
equagoes diferenciais nao lineares de segunda ordem sao relacionadas, de maneira simples
e bem definida, com equagoes diferenciais lineares de segunda ordem. Hoje, conhecemos

essa demonstrac¢ao como método de Ermakov:
Equacao linear — ¢+ M(z)y =0
Equagdo nio linear — % + M(x)z = \/z3
sendo A constante, a eliminacdo de M (z) entre elas leva diretamente a integral primeira:
I=35(20—y2) + (3)(H*

Em 1930, Milne desenvolveu um método andlogo ao método de Ermakov para
resolver a equacao de Schrodinger em uma dimensao levando em consideracao a forma
oscilatéria basica da fungao de onda de Schrodinger W (z). Sendo assim, ele encontrou que
a equagao nao linear satisfeita pela amplitude de W(z) coincide com aquela obtida por
Ermakov. Em 1950, o falecido E. Pinney apresentou a solucao da equacao de Ermakov-
Pinney, que depois ficou conhecida como equacao de Milne-Pinney, em termo das solucoes

linearmentes independentes da equagao linear associada a essa equacao.

Dada a equacao:



J+plx)y =Ny (z)

para y(zo) = Yo, ¥(To) = Yo, a solugao geral é dada por:

vp(2) = [Ayi () + Byz(x) + 2Cy1 (2)y2(2)]'?,

onde yi(x) e ya(x) s@o solugoes linearmente independentes da equagao linear homogénea
i+ p(x)y = 0. Quando p(z) varia lentamente y;(z) e yo(z) podem ser determinados
pelo método WKB, por exemplo. O sistema Ermakov-Milne-Pinney foi reencontrado, em
1967[2] por H. R. Lewis, Jr. ao estudar o movimento de um sistema caracterizado pela

Hamiltoniana,
H(t) = 5 [p* + Q*(1)¢?]

onde g e p representam, respectivamente, posicao e momento cononicamentes conjugados,
e Q(t) representa uma funcao arbitraria do tempo ¢, e € é um pardmetro real e positivo
[1].

Vale ressaltar que até inicio da década 60, o uso de invariantes quanticos com de-
pendéncia temporal explicita tinha recebido pouca atencao. Isso aconteceu devido a falta
de exemplos em que essas quantidades fossem possivelmente claras e proveitosas. Mas nos
anos seguintes, uma classe de invariantes exatos para osciladores harmonicos dependentes
do tempo, tanto classico quanto quantico, foram apresentados|2, 3]. A simplicidade das
regras para construcao desses invariantes e sua relacao instrutiva para expansao de uma
teoria adiabatica invariante, estimulou sua aplicagao para resolucao de alguns problemas
em que a variavel temporal estivesse explicita na mecanica quantica, como por exemplo,
o oscilador harmoénico dependente do tempo e uma particula carregada em um campo
eletromagnético dependente do tempo. E importante ressaltar que tais sistemas nao sao
importantes tanto na mecanica classica quanto na mecanica quantica. Podemos verificar
a busca por solugoes exatas da equagao de Schréodinger com Hamiltoniana explicitamente
dependente do tempo nos trabalhos de Lewis e Riesenfeld [2] e [4].

Entretanto, uma vez trabalhado com o oscilador harmoénico dependente do tempo(
esses sao estudados desde o inicio da mecanica quantica e ainda continuam a ser um as-
sunto importante e muito interessante nessa drea [15]-[26]), agora podemos trabalhar com
sistemas semelhantes, em particular, sistemas mesoscopicos dependentes do tempo que

ultimamente vem atraindo uma grande atenc¢ao na literatura [27]-[44]. A origem deste
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grande interesse, sem duvidas foi o grande desenvolvimento de técnicas nanométricas e
nanoeletronicas. Isso se deu, devido a fabricacdo de dispositivos eletronicos e miniatu-
rizacao dos circuitos e componentes integrados que vao acontecendo gradualmente para
escala atomica, o que significa que os efeitos quanticos nos circuitos mesoscépicos devem
ser levados em consideracao. A mesoscopia estuda a fenomenologia da mecanica quantica
para entender processos maiores, tendo em vista ,por exemplo, transportes quanticos de
elétrons por nanoestruturas e a condutancia delas. Suas pesquisas nesta area viabiliza o
aperfeicoamento de estrutura de semicondutores e outros componentes elétricos e magné-
ticos, proporcionando avanc¢o nas areas da tecnologia. Tendo em vista que ao conhecer o
funcionamento da microscopia, poderemos entender ainda mais a macroscopio, uma vez
que esses conhecimentos podem chegar ao desenvolvimento de novos equipamentos com
tamanhos consideravelmente reduzidos devido a redugao dos circuitos e dos condutores,
como por exemplo: aparelhos de ressonancia magnética podem ter seu tamanho drastica-
mente reduzido. Um sistema "simples'seria o circuito LC, a histéria mostra que Louisell
[13], foi o primeiro fisico que prop6s o primeiro método para quantiza-lo. Desde entao,
muitos artigos tém discutido efeitos quanticos tanto de circuitos RLC como de circuitos
LC independentes(ou dependentes) do tempo. Entretanto, nenhum deles tém considerado

um circuito RLC generalizado e dependente do tempo, ainda.

1.1 Organizacao desta dissertacao

No capitulo 2, vamos seguir essencialmente o tratamento de Lewis e Riesenfeld
[4] , em que consideramos a teoria de invariantes explicitamente dependentes do tempo
para um sistema quéntico geral no qual o operador Hamiltoniano H(t) tem dependéncia
explicita no tempo. Evidentemente, nao iremos tratar de um sistema fechado, no sentido
de que influéncias externas, que nao precisam ser especificadas(energia, momento angular
e etc) podem alterar os pardmetros do sistema. Iremos ilustrar o método de Lewis e Rie-
senfeld aplicado a um sistema fisico especial, o oscilador harmoénico dependente do tempo,
que é um sistema cujo Hamiltoniano tem a mesma forma de um oscilador harmonico sim-
ples, mas com a frequéncia variando com o tempo. A teoria de Lewis e Riesenfeld obteve

sucesso, em particular, no tratamento do oscilador harmoénico dependente do tempo, mas
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seu alcance é muito mais geral. A aplicacdo do método necessita, primeiramente, co-
nhecer um operador Hermitiano invariante. Entao, expandimos a func¢do de onda como
uma combinacao linear das autofunc¢oes desse operador. Este método de Lewis aparece
espontaneamente como uma alternativa no tratamento exato de sistemas quanticos inde-
pendentes do tempo. Como iremos ver, o problema se resume em resolver a equacao de

Schrodinger dependente do tempo,

(0, 1) = n 200

onde H é o operador Hamiltoniano explicitamente dependente do tempo. Consideramos

um sistema cujo a Hamiltoniana tem a forma,

H(t) = 5 o + 0207

onde g é a coordenada candnica, p o momento conjugado, €2(¢) é uma fungdo complexa
arbitraria de t, e € € um parametro real positivo, se o sistema é quantico, ¢ e p obedecem

a relagdo comutacao,

[q,p] = ih.

Como veremos, para um oscilador harmonico dependente do tempo, € = m, existe

uma classe de invariantes exatos I da forma,

onde p é uma funcao de t que satisfaz,
ep’+ Q2 (t)p=1/p.

Essa equagdo define uma classe de invariantes pelo fato de p poder ser qualquer solugao
particular da equacao diferencial. A quantidade [ é um invariante tanto para sistemas
quanticos como para sistemas classicos. Se resolvermos a equacio diferencial para um
dado p como uma série de poténcias positivas de €, entao p pode ser substituido em [
como uma série em poténcias positivas de e. Para sistemas classicos com (t) real, em
que a série de I é invariante adiabdtica, o termo principal é proporcional a (eH)/Q. A
aproximacao adiabatica é apropriada quando H é lentamente variavel no tempo. A teoria

de Lewis e Riesenfeld, em contraposicao a abordagem adiabatica, fornece a solugao exata
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do problema. Porém, como seria de esperar, a utilizacdo de uma técnica exata tem seu
preco: a derivagao de um invariante exato.

No capitulo 3, vamos conhecer os estados coerentes, estes foram descritos pela
primeira vez pelo préprio Schrédinger[5], em 1926, tentando encontrar um pacote de
onda que nao se dispersasse durante sua propagagao(agindo como se fosse uma particula
classica). A solugdo que foi encontrada, portanto, s6 mantém sua forma em sistemas
especiais(como no oscilador harménico simples), e ndo para propagagao no espago livre,
como mostrou Werner Heisenberg [11]. Entretanto, seu desenvolvimento se deu por volta
do inicio da década de 60, quando Glauber [6] em 1963, estabeleceu a relacao entre esses
estados e propriedades do campo de radiagao, dando origem a sua teoria quantica de
laser, que hoje conhecemos como ética quantica, que lhe rendeu um prémio nobel em 2005.
Esse conceito de estados coerentes de Glauber é frequentemente desprezado em discussoes
de filosofia da fisica quintica(mas nao por fisicos profissionais). Em trabalhos seminais
publicados naquele mesmo ano, 1963, foi apresentada uma teoria eminente quantica sobre
a radiacao eletromagnética, que poderia ser comprovada experimentalmente através da
deteccao dos fotons. FEra necessario descrever corretamente o que se estava medindo
quando uma vélvula fotomultiplicadora acusava uma contagem, identificada por um pulso
ou um ‘click’ registrado quando um féton é absorvido pelo detector, uma vez que a foto-
detecgao baseia-se no principio do efeito foto-elétrico. Em seu estudo sobre coeréncia da
radiacao eletromagnética, Glauber determinou a fungao correlagao entre os feixes em sua
versao quantica, verificando que para um estado de luz térmica, esta era igual a funcao
correlacao classica. Deste, ele comprovou inequivocamente que a mecanica quantica nao
se fazia necessaria quando esse tipo de luz era usada nos experimentos. Entao, Glauber
inovou com uma versao atual para um estado quantico especial que fora aquele introduzido
por Schrodinger, chamado Estados Coerentes, que se tornou embleméatico ndo apenas na
descrigdo de campos eletromagnéticos com coeréncia de fase, mas em outras areas da fisica
em que seja necessario representar sistemas com propriedades quanticas com aspectos
mais préximos do mundo cldssico. E importante salientar que campos eletromagnéticos
de carater quantico ou mesmo os estados coerentes nao existem na natureza, mas podem
ser produzidos artificialmente. E certo que, atualmente, existem uma grande variedade de
estados coerentes, como é tratado por Perelomov(8]. Porém, nosso interesse estd baseado

nos estados coerentes do oscilador harmonico, também chamados de canonicos. Vamos
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abordar os estados coerentes de uma maneira historica e introdutoria, tratando mais uma
vez do nosso sistema fisico especial, o oscilador harmonico, onde nao iremos nos preocupar
em abordar uma teoria mais geral, que encontramos em [9] e [10].

No capitulo 4, faremos uma base introdutéria ao capitulo 5, onde iremos quantizar
o circuito LC. No estudo de sistemas mesoscépicos, um circuito LC representa um circuito
caracteristico e fundamental. Iremos, apropriadamente, mostrar as caracteristicas tanto
classicas quanto quanticas desse circuito, apresentando em seguida a Hamiltoniana em
funcao da carga e do fluxo magnético. Sendo considerado, neste caso particular, o Hamil-
toniano de Caldirola-Kanai, com R = 0. Em seguida, consideramos o circuito quantico,
onde as mesmas func¢oes dependentes do tempo, carga e fluxo magnético, passam a ser
operadores e a obedecer a relagdo de comutagao [Q, ®] = ih

No capitulo 5, onde estda nosso trabalho principal, iremos apresentar um trata-
mento simples e direto para um circuito RLC mesoscépico generalizado com resisténcia,
induténcia e capacitancia dependentes do tempo, denotados por R(t), L(t) e C(t), res-
pectivamente. Baseado no método do invariante dindmico e usando invariante quadratico
resolvemos exatamente a equagdo de Schrodinger independente do tempo para este sis-
tema mesoscopico. Portanto, usando os estados exatos nao-estacionarios de Schrodinger
construimos os estados coerentes para o circuito RLC quantizado e os empregamos para
investigar algumas das propriedades quanticas do sistema, como flutuagées quanticas da
carga e fluxo magnético e o produto de incerteza associado. Além disso, obtemos as fases
geométrica, dinamica e de Berry para este circuito mesoscopico nao estacionario. Final-
mente, como exemplo particular, iremos avaliar e discutir as fases dinamicas e de Berry
para trés circuitos especiais.

Terminando com a conclusao, onde resumimos os principais resultados e as pers-

pectivas futuras.



Capitulo 2

Invariantes quanticos dependentes

do tempo

Nesta secao, iremos comecar derivando uma classe de invariantes exatos para o
nosso sistema, o oscilador harmonico, por meio de um método diferente do método classico.
Calculando em seguida os autovalores e autoestados desses invariantes, vamos também
calcular o fator de fase dependente do tempo apropriado que fazem os autoestados solugoes
da equagao de Schrodinger.

Vamos considerar um sistema em que o operador Hamiltoniano H (t) é uma fungao
explicita do tempo e considerar também a existéncia de um outro operador Hermitiano
nao-trivial dependente do tempo e invariante, I(¢). Sendo que, I(t) satisfaz as seguintes

condic¢oes
dl oI 1

= T LHI=0 (2.1)

=1 (2.2)

Sendo I um operador Hermitiano, temos trés propriedades que sao de maxima importancia

1. Seus autovalores sdo todos reais.

2. As autofungoes de um operador hermitiano sao, ou podem ser escolhidas de tal

forma que sejam ortogonais.



3. As autofuncgoes de um operador linear hermitiano formam um conjunto completo e

ortogonal de funcoes.

2.1 Autovalores e autovetores do operador invariante

Como consequéncia das propriedades anteriores, observamos que o operador inva-
riante faz parte de um conjunto completo de observaveis que comutam, pelo simples fato
de ser Hermitiano. Dessa forma, existe um conjunto completo de autoestados de 1. Seus
autovalores associados, representamos por A , e os autoestados ortonormais associados a
cada A , por |\ k) , onde k representa todos os nimeros quanticos diferentes de A, que

especificam necessariamente os autoestados
I(t)|A, k) = A[X, K), (2.3)
<X, K,ll)\, l€> = (SX)\(S;«J;@- (2.4)

Além dos autovalores A serem reais, também sao independentes do tempo. Vamos mostrar
isso de maneira bem simples, bastando apenas diferenciar a Eq.(2.3) em relagdo ao tempo,

obtendo entao

ol 0
a]/\ >+[8t

Atuando o ket |\, k) na Eq.(2.1), temos

I\ K) = Z\|)\,n>+)\\)\ k). (2.5)

zhgpx,/i)%—[}l\)\,m) — AH|\ k) = 0. (2.6)
Fazendo agora o produto escalar desta equagao com |\, k') e simplificando-a, ficamos com
ih(\, K | |)\ k) + (N = NN, K |H|\ k) =0, (2.7)
essa equacao tem que ser valida para A = X, isso implica que
(N, \ M k) = 0. (2.8)
Fazendo agora o produto escalar da Eq.(2.5) com |\ k"), obtemos
gj = (\, /{'|g|)\, K), (2.9)
portanto, de (2.8) e (2.9) concluimos que

=0 (2.10)



ou seja, conseguimos mostrar que os autovalores de I sao independentes do tempo, diferen-
temente dos seus autoestados que podem conter uma certa dependéncia temporal. Entao,
vamos examinar a conexao entre os autoestados do operador hermitiano e a equagao de

Schrodinger.

2.1.1 Conexao entre os autoestados do operador I(t) e a equagao

de Schrodinger

Primeiramente vamos escrever a equagao de movimento para |\, k) , partindo da

Eq.(2.5) e usando a Eq. (2.10), chegamos a seguinte expressao
0 oI
A—D)—|\ K t) = —|\ kst 2.11
( )8t| 7"{7> 8t| y K3 >a ( )
fazendo o produto escalar com o bra (N, x’| e usando a Eq.(2.7), eliminamos o termo
(N, K | |>\ k)

e obtemos

ih(N — M) (N, | |)\ k) = (A= XY\, K |HI\ k), (2.12)
observamos facilmente que para A’ # A, temos
ih(N, ] ])\ k) = (N, K'|H|\, K). (2.13)
Veja que a Eq.(2.12) nao implica diretamente que
ih(N, Kk \ ])\ rit) = (N, K |H|, ks t)

D4 mesma forma que a Eq.(2.13) é véalida para X\ # X ela também tem que ser vélida para
N = ), isso para que o estado |\ k;t) seja solu¢do da equagdo de Schrodinger. Agora,

vamos eliminar essa restri¢ao, usando o bem conhecido fator de fase.

Fator de fase

Até agora nao foi mencionado nada em relagéo a fase de |\, k), porém vamos assumir que
uma fase foi escolhida, de tal forma que possamos multiplicar |\, k) por um fator de fase

dependente do Tempo. Com isso, podemos definir um novo conjunto de autovetores de



I(t) relacionados com nosso conjunto inicial por uma transformacao de Gauge dependente
do tempo, veja

A ks t)e = €O |N k) (2.14)

onde 0s ), (t) s@o fungoes arbitrarias reais dependentes do tempo. Isso porque mostramos
que o operador I(t) ndo possui derivadas temporais Eq.(2.1), entao |\, k;t), é um estado
ortonormal de I(t) assim como é de |\, k;t) . Para N # A, a Eq.(2.13) também vale
para os elementos da matriz tomadas em relagdo aos novos autoestados. Todos os novos
autoestados ira satisfazer a equacao de Schodinger se escolhermos as fases de tal forma
que a Eq.(2.13) tenha validade para X' = \. Ou seja, isso é equivalente escrever a seguinte

equagao diferencial para ay,(t):

da,\,{ . a
ho e —— = (N, K'lih— — H|\ 2.1
KK dt < 7/{|Z at | 7I{> ( 5)

Para que esta equacao seja satisfeita, o estado |\, k) pode ser escolhido de tal forma que

o lado direito dela se anule com ' # k. E sempre possivel fazer isso, ja que o operador

0
ih— — H é hermitiano. Uma vez que os estados foram definidos, as fases a,,(t) agora

ot

sao escolhidas para satisfazer

CZCV)\,i

h
dt

= (\, /{|zh§t — H|\ k) (2.16)

Agora sim, cada novo conjunto de autoestados de I(t), |\, k;t), , satisfaz a equacao de
Schrodinger, e a solugao geral é
ity =) exne DX\ ks t), (2.17)
Ak
onde os ¢y, sao coeficientes independentes do tempo. Todos esses estados que foram
vistos até agora sao dependentes do tempo, na Eq. (2.17) deixamos apenas a dependéncia

explicita.

2.2 Meétodo de Lewis e Riesenfeld aplicado ao OHDT

Um oscilador harmoénico unidimensional dependente do tempo é descrito pelo se-

guinte Hamiltoniano,

H(t) = (1/2M)[p* + (1)) (2.18)
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onde ¢ é a coordenada candnica, p seu momento conjugado, 2(¢) é uma funcao continua,
por parte, arbitraria dependente do tempo, e M um parametro real de massa positivo.

As variaveis ¢ e p satisfazem a relagdo de comutacao candnica

g, p] = ih (2.19)

e as equagoes candnicas de movimento sao dadas por

1 1 1 1

o H =50 e p=—p H = -t (2.20)

q =
No6s assumimos a existéncia de um invariante Hermitiano, que tem a seguinte forma

quadratica

1

I(t) = §[a(t)q2 + Bt)p° +v{a.p}.], (2:21)

onde a, § e v sao fungoes reais do tempo, e usamos a nota¢ao convencional do anticomu-

tador {q,p}, = qp +pg. A derivada de I(t) no tempo ¢é dada por

ol 1
=% ¢ —[I,H =
ot " ih[ ]
1 20)? 5 .2 ) 1 0?
= |la-=2 = b . 2.22
2[(@4 Mv)q +(6+M7)p +<7+Ma 1Pl phy (2.22)
Afim de satisfazer a Eq.(2.1), nds exigimos que
. 20)? . 2 . 1 0?2
a=—r7 B=-37 V=-gpat b (2.23)

E conveniente introduzir uma outra funcio o(t), definida como
B(t) = o*(t) (2.24)
onde 0%(t) é uma fungdo real do tempo. A segunda equagao das Egs.(2.23) fica
y=-Mosc = H=-—M(*+06) (2.25)

substituindo as Eqs.(2.24) e (2.25) na terceira das Eqgs.(2.23) e resolvendo para « ficamos
com

a = M?*(6%+ 05) + Q%> (2.26)

A primeira equagao das Eqs.(2.23) estd impondo uma restrigao para &, eliminaremos essa
restri¢do derivando a Eq.(2.26) em relagao ao tempo

da

= a= (M? & +M?*66 + 2M?*66 + 20002 + 2Q60). (2.27)

Impondo a condi¢ao & = —2Q60, temos



M2(5 +M?66 + 2M?66 + 20002 + 40%50) = 0

agora vamos fazer o seguinte 40260 = 30260 + Q%60 para reorganizarmos e deixé-la da

seguinte forma

ajt[Mzc} + Q0] + 36[M?% + Q%] =0 (2.28)

que pode ser imediatamente escrita como

M?*5 + Qo = ; (2.29)
e a Eq. (2.26) fica
o= (;) + M?*52. (2.30)

Com esses resultados podemos deixar nosso invariante de forma mais compacta

1

I=3 [(;) ¢+ (op — Méq)? (2.31)

sendo a Eq.(2.29) uma condigao auxiliar. Para simplificar um pouco mais, vamos deixar

de lado a "arbitrariedade"da constante real C, fazendo a seguinte transformacao
a(t) = CY*p(t), (2.32)

sendo p(t) uma nova func¢ao auxiliar do tempo. Apds descartar o fator multiplicativo

constante ¢'/2, podemos escrever a equacio a Eq.(2.31) na forma

I = ; K;) ¢ + (pp — Mpq)? (2.33)

e a condicao auxiliar dada pela Eq.(2.29), se torna

. 1
M?p+Q%p = ek (2.34)

que é conhecida na literatura como equagao de Milne-Pinney[45] . Como queremos [(t)

Hermitiano, escolhemos apenas as solucoes reais da Eq.(2.34).

2.2.1 Autoestados, autovalores e as fases do invariante I(t)

Os autoestados e autovalores do operador invariante /() podem ser encontrados intro-

duzindo os operadores candnicos de abaixamento e levantamento, a e af, dependentes do

a=(2n)""? { K;) q+i(pp — Mm)] } :

tempo
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_ 1 . .
af=<mw1”[(p)q—z@p—ﬂamﬂ. (2.35)
Esses operadores satisfazem a regra de comutacgao
[a,a] =1 (2.36)

de modo que o operador aa' é um operador niimero com autovalores inteiros e ndo ne-
gativos. O operador invariante dado pela Eq.(2.33) pode ser escrito em termos de a e a'

CcOo1mo

I =h(a'a+1/2), (2.37)

do qual resulta que os autoestados normalizados |A) de I sdo os mesmos que os autoestados

normalizados |p) de a'a:

atalp) = plu), w=0,,1,2, ... (2.38)

Especificamos as fases relativas desses autoestados normalizados |p) exigindo as seguintes

relagoes
alp) = p'?*p - 1),
allu) = (p+ 12| + 1), (2.39)
O espectro de autovalores de I é dado por
Ap = (,u+;)h, w=0,1,2, .. (2.40)

Para realizar a transformagao das Eqs.(2.15) e (2.16) precisamos calcular os elemen-
tos diagonal da matriz dos operadores H e 0/0t. A matriz é obtida usando as Eqs.(2.35)

para expressar H em termos de a e a' e, portanto, aplicando as Eqs.(2.39):

h . 1
MHW=GWﬁ+Wﬁ+ﬁyMMMhM=

AM
1 2.2 2 2 1 1
=37 M=p*+ Q%p +? (u+§)h. (2.41)

O hamiltoniano, é claro, também tém elementos elementos nao diagonais, desde que a
representacao definida pelas Eqs.(2.38) e (2.39) nao diagonalize este operador.

Para calcular os elementos da matriz diagonal de 0/0t, tomamos a derivada par-
cial da segunda das Eqgs.(2.39) em relagdo ao tempo, e em seguida um produto escalar

apropriado, e obtemos

O 1y 2
gl = (= ol = 1) +p= " pl ol = 1) (2.42)
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A expressdo para da' /Ot em termos de a e af é

= 3|2 G )| 0k - P10}, (2.43)

de modo que a Eq.(2.42) torna-se

o 0 M,
<H|a|#>—(ﬂ—1|a|ﬂ—1>+@?(/)/)—f0)

- <0|§t|0> +iEM(pp— p). (2.44)

E evidente que o fato de 0/0t ser anti-hermitiano exige que todos elementos da matriz
diagonal de 0/0t sejam puramente imagindrios. Esse estado dependente do tempo pode,
em geral, ter um fator de fase dependente do tempo, apenas a escolha que é arbitraria.
De fato, uma escolha conveniente que adotamos, é aquela que faz (0|0/0t|0) desaparecer
no limite que p se torna constante, e faz uma contribuigdo do "ponto-zero'para Eq.(2.44):

01910y = 2 (pj — ). (2.45)

Com essa convengao, agora podemos escrever os elementos da matriz diagonal de 9/0t

CcOo1mo

0 M

(2o} =500 = P) i+ 5) (2.46)

As fases necessdrias para realizar a transformacao da Eq.(2.14) podem ser calculadas
substituindo as Eqgs.(2.41) e (2.46) na Eq.(2.15) para que tenhamos

day,

__L 2( 5 2.9
o = “opp M ep + M5

1
2,2 1
+Q%p +?(u+5)

1 1.1

= —*(MJF?Ey (2.47)

onde fizemos o uso da condicao auxiliar da Eq.(2.34). Assim, as fungdes de fase podem

ser escritas na seguinte forma
1
p*(t)

E interessante notar que essas fases estao estritamente relacionadas com uma quantidade

a(t) = —]\14(# + ;> [ at (2.48)

fisica que aparece na analise de osciladores harmonicos classicos dependentes do tempo.
No caso cléassico, o invariante I pode ser escolhido como um momento canonico generali-

zado e a coordenada canonica ciclica correspondente é, portanto, igual a —a,(p + %)
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Os elementos nao diagonais da matriz de H e d/0t, embora nao sejam relevan-
tes aqui, sdo bem ficeis de calcular. A expressao de H em termos dos operadores de

abaixamento e levantamento imediatamente produz
(W | H )
= (WAL{M(5* — pp) — 2i(p/p)l[1(p — DI040,
M = pp) + 20 D D+ 2 2l WA (249)
e da Eq.(2.13), obtemos
W1 = - H ). o (2.50)
gy = Gl H ), i # ~

O resultado da Eq.(2.47) nos permite escrever que os autoestados de I(t) que
satisfazem a equacao de Schrédinger para o oscilador harmonico dependente do tempo

serao dados por
[¥n(t)) = " Wln, ), (2.51)

onde as fases «,(t) sdo dadas pela Eq.(2.47), Assim, podemos escrever a solugao geral da

equacao de Schrodinger para o Hamiltoniano Eq.(2.18) como sendo,

(1) =Y cnen, t). (2.52)

sendo os ¢, constates.



Capitulo 3

Estados Coerentes

Agora, vamos construir os estados coerentes |a) para o oscilador harmonico e
apresentar suas propriedades mais importantes, partindo de sua definicdo em termos do
operador aniquilagao(abaixamento), a, e sua defini¢do via operador deslocamento. Os
estados coerentes, como iremos ver, tem também a propriedade de ser um estado de
incerteza minima, ou seja, ele minimiza o produto das incertezas de dois observaveis

incompativeis(ex: posi¢do e momento).

Oscilador harmonico quantico

Um dos potenciais mais importantes na fisica é o potencial do oscilador harmonico

2
mw* ,

—q°, (3.1)

Vig) = 5

existem pelo menos duas formas possiveis para resolver a correspondente equacao de
Schrodinger independente do tempo, o método analitico e o método algébrico, por ser
mais didéatico iremos trabalhar com o algébrico.

Método algébrico

Comecamos usando a equagao de Schrodinger independente do tempo em que inserimos

a Hamiltoniana o potencial relacionado ao oscilador harménico Eq.(3.1)

2 2 2
Hip = (—fincf] + qu2> b = Exp. (3.2)
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Reescrevemos a Eq.(3.2) da seguinte forma

=5 [(h;;) + <qu>2] o= el =Be. (33)

Vamos agora tentar expressar esta equagao como o quadrado de algum operador(ainda

desconhecido),

P+¢ = (¢g+ip)(qg—ip)=p*+ ¢ +ilpg— qp), (3.4)

desde que ¢ e p obedecam a Eq.(2.19), [p, ¢] = ih. Podemos definir os seguintes operadores

a = ——=(mwq +1ip) operador aniquilag¢do
2mwh
1 . .
al = (mwq —ip)  operador criagdo
2mwh

Notando que os operadores posicido e momento sdao expressos pelos a's e al’s como

q= 27:;) (a+ al) p = —iy m;uh(a —ah). (3.5)

Agora, vamos calcular o comutador dos operadores criagao e aniquilagao. Eles comutam-se

da seguinte forma

[a,a] = [af,al] = 0. (3.6)

Para encontrar o comutador de a e af, primeiro calculamos aa’ bem como afa

aal = o [(mwq)? + imulp, ] + 7] (3.7
ala = L [(mwq)? — imw(p, q] + p*]. (3.8)
2mwh
Facilmente encontramos que
[a,al] =1 (3.9)

Considerando novamente o hamiltoniano da Eq.(3.3) e usando as Eqgs.(3.7) e (3.8)

para reescrevé-la como

H= 27171(172 + (mwq)?) = h;(afa + aal). (3.10)

Usando o comutador Eq.(3.9) podemos simplificar a hamiltoniana

[a,a'| =aa’ —dla=1 = aa' =da'a+1, (3.11)
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H = hw(a'a + 5) (3.12)
Para a equacao de autovalores
.I. ].
hw(a'a + 5)1/1 = E, (3.13)
que reescrevemos como uma equacdo de autovalor para o operador a'a
E 1
ta = [ = — Z ) . 3.14
alay (hw 2) v (3.14)

3.1 Definicao e propriedades dos estados coerentes
Os estados coerentes |a) para o oscilador sao definidos pela seguinte equagao de autovalor:
ala) = a|a), (3.15)

onde o autovalor a pode ser um ntimero complexo, pois o operador a é nao hermitiano e,
dessa forma, nao pode representar uma medida fisica.

A Eq.(3.15) nos diz que os estados coerentes sdo definidos como sendo as auto-
funcoes do operador aniquilacao deste oscilador, ou seja, os estados coerentes satisfazem
a equagao de autovalor do operador de abaixamento dos niveis de energia do oscilador.
Utilizando a notagao de Dirac[14], obtém-se as seguintes propriedades do hamiltoniano
que governa o oscilador harmoénico quéantico, na representacao dos estados de nimeros,

ou de ocupagao, |n):
1
Hin) = Epn), - En=n+g5, n=012.., (3.16)
e definimos esse estado de niimero como
In) = a[(a")"/(n))"/?|0). (3.17)

Os préprios operadores a e al geram os autoestados de ntimero, pois atuando-os sobre um
)

ket |n) obtém-se outro ket |n £ 1), usando a Eq.(3.17), temos

aln) = a (a)" — (n)1/2 (ah)"! (a)" a
) = a | 10 = o L o)

= aln) = /n|n — 1), (3.18)
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ahn ah)ntt
alln) = aE10) = -+ 12— )

n) Jn+1)!
= a'ln) = vVn+1jn+1). (3.19)

Essas duas Eqgs.(3.18) e (3.19) constituem a algebra de Heisenberg-Weyl[12]. O pro-
duto escalar de duas autofungoes do oscilador harmonico resulta no delta de Kronecker,
(m|n) = S, € zero quando m for diferente de n, ou 1 quando m for igual a n, entdo
os kets |n) podem ser ortogonais e ortonormais e, por sua vez, o conjunto |n) é com-
pleto. Portanto, pelo teorema da expansao, podemos representar os estados coerentes
do oscilador harmonico como uma combinagao linear(superposigao) dos seus autokets, a

saber,
o0

la) =Y caln). (3.20)

n=0

Podemos escrever o lado esquerdo da Eq.(3.15) da seguinte forma

ala) =a i)cnm} = f:ocna]n} =Y c/nln—1), (3.21)

fazendo n — m + 1 nesta ultima equacao, podemos ainda escrevé-la como
ale) = > cpavm+1m) =D cpp1vn+ 1n). (3.22)
m=0 n=0

Usando a superposigao de autokets de niimero na Eq.(3.20), e comparando as Eqs.(3.15)

e (3.22) encontramos a seguinte relagdo de recorréncia dada por:

acy,
Cni1 = , 3.23
T+l (3.23)
onde, por inducao, podemos expressar ¢, em termos de ¢y, isto ¢;
ac
Cp = — (3.24)

_7\/57

Portanto, os autokets do operador de abaixamento do oscilador, |a), sdo representados

segundo a expressao abaixo
= ¢ Z \/_|n (3.25)
Aplicando agora a condigdo de normalizacao (o|a) = 1, e lembrando-se que (nn) = 1,

obtemos o valor da constante ¢y que sera dado por:

(ala)y =1 = ¢o=-exp(—1/2|al?). (3.26)
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Substituindo, finalmente, o valor de ¢y na Eq.(3.25), obtemos os estados coerentes nor-

malizados

2 & A > X (aah)”
) = e 1/2lel > ﬁ|n> = |a) = e V2 > <\/n_?|0) (3.27)

De uma forma geral, a fase |a) descreve o aspecto do estado coerente de uma onda

) = ; n) (n]a). (3.28)
Analogia com a expansao de um vetor V (real) no espago euclidiano:
V=y,86.7)
Em termos de base, os autokets de a sao comparaveis ao conjunto de vetores unitarios
mutuamente ortogonais do espago euclidiano. Uma propriedade importante para os esta-

dos coerentes é que eles sao nao ortogonais, ou seja, o produto escalar entre dois estados

coerentes é nao nulo

{ala')? = eloe'F,

(3.29)
Como seria esperado, pois eles sao autokets de um operador nao-hermitiano. Os estados
coerentes sao um conjunto supercompleto, pois é possivel expressar qualquer autoket de

um estado quéantico do oscilador harmonico em termos dos estados coerentes, inclusive

dele mesmo.

Relacao de completeza

Embora os estados coerentes sejam nao ortogonais, é possivel expandi-los em termos de

um conjunto completo de estados, de fato, seja a = |a|e’®, temos

[le(alda = [~ laldla] [ " dola) (al. (3.30)

Usando a expansao (3.27), obtemos
’a|n+n’

vnln'l

2n+1
™ ) = 75 )l =,

Jlaald?e =5, . [5° |ald|al e P[5 det = n) (n'|

=213, o d]a]e'a‘Q

e, portanto,

i/\a)(a!d%g _1 (3.31)
Essa relagao é chamada de relagao de completeza ou de fechamento. Ela atua em um ket
gerando o mesmo ket. Por satisfazer a relacdo acima, garantimos que nosso conjunto de

autofungoes seja completo.
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3.1.1 Incerteza minima

Para facilitar nosso trabalho, vamos considerar o oscilador Eq.(3.2) com massa unitaria,

daf as Eqs.(3.5) se tornam,

g = (h/2w)'?(a’ + a) (3.32)
p= @'(hw/2)1/2(aT —a) (3.33)

para encontrar o valor esperado de ¢ e p nos estados coerentes iremos usar apenas a
Eq.(3.15) que define esses estados, e sua correspondente forma adjunta. Entao, ficamos
com

(alqla) = (2h/w)Y*Rea, (3.34)
(alpla) = (2h/w)*Ima, (3.35)

onde Re a e Im « representam as partes reais e imaginarias de a.
Para encontrar as fungoes de onda para os estados coerentes, escrevemos a Eq.(3.15)
na forma

(2h) 2 (wq + ip)la) = ala), (3.36)

e fazemos o produto escalar de ambos os membros com o estado conjugado (¢'|, que
correspondem aos autovalores ¢’ de ¢q. Desde que o momento possa ser representado por
um operador derivada, (g|p = —ih(d/dq’){(q|, encontramos que a func¢ao de onda no espago

das coordenadas, (g|a), obedece a equagao diferencial

=2 ()" ()"t - a} i (3.37)

A equacao pode ser integrada imediatamente para produzir a solucdo para a fungao de

onda que, na forma normalizada, que é
(d|o) = (w/mh)!* exp —[(w/20)' "¢ — a]’. (3.38)

Usando um argumento anédlogo, fornecemos a fun¢do de onda no espaco p. Se fizermos o
produto escalar da Eq.(3.36) com um autoestado (p'|, e usar a relagao (p'|q = h(9/0p") (P,

chegamos a uma equacao diferencial cuja solugdo normalizada é

(p'la) = (7T7?w)_1/4 exp —[(2%)_1/2]9’ +ial?. (3.39)
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As variangas sao definidas como
(Ag)* = (¢*) — (@)* (3.40)
(Ap)* = () = (p)*, (3.41)
encontramos, para as fungoes de onda Eqgs.(3.38) e (3.39), que o produto das variangas é
1
(Aq)*(Ap)* = 1% (3.42)

De acordo com o principio da incerteza, esse é o valor minimo que o produto pode ter.

3.1.2 Operador deslocamento

O operador D(«) é definido por
D(a) = e’ —"e (3.43)

onde o é um ntimero complexo e a e a' sdo operadores de criacdo e aniquilacdo, respecti-

vamente. O operador deslocamento é um operador unitario, pois
DD' = 1.

Para que esta equacao tenha validade, temos que garantir que os comutadores [[A, B, A]
e [[A, B], B] se anulem, onde A = aa' e B = a*a. Entao, vamos comegar calculando o

comutador de A ¢ B

-1
[A, B] = [aa’, a*a] = aa® [af, a]= —|af?, (3.44)
sendo o resultado um nimero real, ele comuta com A e B, e imediatamente temos o

resultado para o operador deslocamento
D(a) = /2P gaal ga*a, (3.45)

Usando o operador a' na Eq.(3.15), observamos que o n-ésimo autoestado excitado do
oscilador é obtido a partir do autoestado fundamental atuando o operador af n vezes,

entao:

[n) = al(a)"/(n!)"/?]0). (3.46)
Substituindo-a na Eq.(3.36), obtemos um resultado semelhante para |a):

_ 2 (aaT)n
o) = exp(1/2]al) Y

n=0

—710) = exp(=1/2]al*) exp(aa’)[0). (3.47)
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Este operador atuando sobre o autoestado fundamental é um operador deslocamento e

unitario. De fato, utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff,

exp(—1/2[A, B]) exp(A) exp(B) = exp(A + B), (3.48)
obtemos:
la) = exp <—|2a| ) exp(aa’)|0) = exp(aa — a*a’)|0) = D(a)|0). (3.49)

Onde temos que os estados coerentes para o oscilador sdo definidos como sendo aque-
les autoestados obtidos pela atuacao de um operador deslocamento sobre o autoestado

fundamental |a) = D(a)|0), onde a pode assumir valores complexos.

Propriedades do operador deslocamento:

2) Di'(a)aD(a) =a+«
3) DY (a)a’D(a)=a' + a*
4) D(a+ ) = D(a)D(B)e~ms")

A prova de 1) é simples, bastando apenas comprovar que o operador deslocamento é
unitario.

Prova: 2)

A prova de 3) é similar a 2).

Prova: 4)
D(a + f) = el —atatfal=F"a _

— eaat—a*aeﬁtﬂ—,B*ae%[aaffaa,ﬁanﬁ*a] — D(a)D(ﬂ)@ié(a’B*ia*ﬁ) —

= D(a)D(B)em(es"),
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De posse dessas propriedades a respeito do operador deslocamento, podemos criar
os estados coerentes. O estado coerente |«) é gerado a partir do vacuo |0) por um operador
deslocamento D(«)

o) = D(a)]0). (3.50)

O "vacuo'|a) é o estado fundamental com nimero de ocupacao n = 0, que é definido por
al0) = 0(3.51). Ou seja, os Estados Coerentes para o oscilador harménico sao definidos
como sendo aqueles autoestados obtidos pela atuagao de um operador deslocamento sobre
o autoestado fundamental |o) = D(«)|0), onde o pode assumir valores complexos. Por
isso D(«) é chamado operador deslocamento.

Aplicando um deslocamento negativo em |a), encontramos das propriedades 1) e

2) que

aD(—a)|a) = D(—a)Di(-a)aD(-a)|a)

—  aD(~a)|a) = D(~a)(a - a)la) =0,
Isto implica que D(—a)|a) é o estado de vacuo |0).

D(=a)la) =0) = [a) = D(a)|0). (3.51)
Por outro lado, nossa defini¢io Eq.(3.43) pode seguir como um teorema, veja:
D(a)D(a)ala) = D(a)D'(a)aD(a)|0) = D(a)(al0) + a|0) =
= aD(a)[0) = ala)

ala) = ao|a). (3.52)

Observe que acabamos de ver duas defini¢bes equivalentes para os estados coerentes.

Evolucao temporal

Vamos agora dar uma olhada na evolucao temporal dos estados coerentes dos do oscilador

harménico. Usando a energia do oscilador harmonico, facilmente escrevemos

¢n(t’ Q) _ ¢n(q>€iEnt/h _ @Dn(q)e_m“te“t/z. (3‘53)

Podemos agora escrever a evolugao temporal do estado coerente

o] n ,—iwt\n
dult,q) = o~ 1/2laf? —iwt/2 Z (ame™)

2 [¥n(q)- (3.54)
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Com um pequeno truque na notacio, tornando a dependente do tempo «a(t) = ae™™!

podemos trazer a Eq.(3.53) para uma forma mais familiar

¢a(t7 Q) = (ba(t)(Q)eiiwt/za (355)

que identificamos como uma solucao da equagao de Schrodinger dependente do tempo.

Valor esperado de ¢ para os estados Coerentes

Depois disso, queremos comparar o movimento dos estados coerentes ao do oscilador

harménico quantico (e clssico), o que faremos através do valor esperado de ¢

<q>oscilador = 0. (356)

Recordando do valor esperado de ¢ em termos dos operadores de criacao e aniquilacao,
e a equagao de autovalor do operador aniquilagao (3.36), podemos facilmente calcular o

valor esperado da posi¢ao dos estados coerentes

do
<Q>coerente = <¢a(t)|a|¢a(t)> - ﬁ(gba(t)m + aT|¢o¢(t)>

= D (a(t) + a*(t) = V2qoRe(alt)) = V2q|al cos(wt — ), (3.57)

N~

onde usamos a(t) = ae”! = |a|e”"“~%). Para resumir o célculo, temos

<q>coerente = \/§Q0’a| COS<(JJt - 90) (358)

e concluimos que o estado coerente, ao contrario do oscilador harmoénico quantico, oscila,

semelhante ao seu andlogo cléssico.



Capitulo 4

Quantizacao de um circuito LC

Um circuito LC(induténcia-capacitancia) ideal é uma pega chave em circuitos me-
soscoOpicos e, como vimos na introducgao, sua quantizacgao foi primeiramente discutida por
Louisell[13]. Tal circuito mesoscépico nao dissipativo é apenas o caso ideal, porque para
casos reais a dissipagao é inevitavel, e os efeitos quanticos de R(resisténcia) devem ser
levados em consideragao. Nesta secao, vamos quantizar um circuito LC ideal de maneira

analoga ao oscilador harmonico da se¢ao anterior.

4.1 Descricao classica

Considerando um circuito LC idealizado, que consiste exclusivamente em um ca-
pacitor de capacitancia C e um indutor de autoindutancia L. Como desprezamos inteira-
mente a resisténcia, nao ha dissipacao, e a energia inicialmente armazenada no circuito

se conserva. Pela Lei de Kirchhoff, temos
—+ L— =0, (4.1)

derivando em relagdo (4.1) ao tempo, com dq/dt = i, sendo ¢ a carga e i a corrente

elétrica, ficamos com

1dq d%i
2L = 4.2
cdt + dt? 0 (42)
ou seja,
d*i 1 d*i
Sl ) (4.3)

at? - LC dt?
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com wy = 1/vVLC, que da a frequéncia angular das oscilagdes livres neste circuito. A

solucao geral é simples e bastante conhecida
i(t) = Re(Ae™®e™") = Acos(wt + ¢). (4.4)
Integrando (4.4) em relacao ao tempo, escrevemos

q(t) = Cisim(wot + ¢). (4.5)

E de maneira andloga ao oscilador harmoénico classico, escrevemos a Hamiltoniana para

este sistema

1 dq¢? 1,
=y - 4.
&)= 5732 T 307 (4.6)
d
sendo que neste caso L(d—z) = ®(t), obtemos
H(t) = Loy Ly (4.7)
“or 2ot |

onde ® é o fluxo magnético. Dessa forma obtemos a hamiltoniana para este circuito, que

é semelhante a obtida para o oscilador harmoénico clédssico.

4.2 Descricao quantica

A fim de quantizar o circuito LC, vamos resolver a equagao de Schrodinger associ-

ada ao Hamiltoniano (4.7)

B2 d%) 1
_ﬁdti + §Lw2q2¢ = E’g/) (48)

A equacao de Schrodinger dependente do tempo é dado por

H(t)v(q,t) = ihaat¢(q, t), (4.9)

sendo ¢ a carga, e ® o fluxo magnético, operadores canonicamente conjugados que satis-
fazem a relagao [q, ] = ik, com & = —ihd/Jq. E os estados estacionarios normalizados

para este circuito sao

_(Lw\Yt 1 e
@) =(T5) O, (410
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Lw
Sendo £ = 4/ ?q uma variavel adimensional e H,, os polinémios de Hermite. Procedendo
de maneira similar ao oscilador harménico quantico, escrevemos os operadores a e a' em

termos da carga g e do fluxo magnético ®

(woLq + i®), (4.11)

[ 1
-‘- _ .
@' =4/3 ) (woLg — i®P). (4.12)

Somando e subtraindo as Eqs.(4.11) e (4.12), nés encontramos ¢ e ® em funcio de a e al

Fiw, C
q= 20 (a' + a), (4.13)

(§]
O =i m;OL(aT —a), (4.14)

com (wyL) = (wpC)~2. Vamos escrever a equacio de Schrédinger da seguinte forma

hod\?
—— Lw®)?
<idq> + (Lwo®)

1

Hi = —
Y=50

W= Eib, (4.15)

onde o Hamiltoniano pode ser escrito em termos dos operadores a e af

1 I
H=—[¢+ (Lwy®)’] = ﬂ[aaT +a'al, (4.16)
2L 2
para a relagao de comutacao, encontramos
aal = 2Lw0h[(Lqu))2 +iLwo[q, ®] + ¢?], (4.17)
e
1 .
aT& = 2Lw0h[<Lw0®)2 - ZLWO[q7 (b] + q2]7 (418)
0 que nos resulta em
[a,a'] =aa’ —ala=1 — aa' =a'a+1. (4.19)

Portanto, substituindo (4.19) em (4.15) podemos escrever o Hamiltoniano como segue

1



Capitulo 5

Descricao quantica de um circuito
RLC generalizado e explicitamente

dependente do tempo

Nesta segdo, vamos comegar com uma descrigao classica de um circuito RLC ge-
neralizado e dependente do tempo. Depois iremos contruir os estados coerentes para este
circuito e usar estes estados quanticos para calcular as flutuacoes de carga, fluxo magné-
tico e o produto de incerteza. Logo em seguida, vamos derivar a fase geométrica e utilizar
o limite assintético adiabatico para encontrar as fases dindmicas e de Berry. Logo em
seguida calculamos a fase dindmica e de Berry para trés casos particulares e encontramos

resultados bastante interessantes.

5.1 Descricao classica

Primeiramente vamos apresentar uma descri¢ao classica para o circuito RLC ge-

neralizado e dependente do tempo. A Hamiltoniana cldssica este circuito é dada por

o @2 Low?(t y(t
) =02 o O W gy 4 ga) 65.)

onde Lj é a indutancia para t = 0, w? = 1/LC ¢ a frequéncia de um circuito na auséncia,
da resisténcia, y(t) é uma funcao real dependente do tempo, ¢(t) é a carga, ® é o fluxo

magnético, e
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A(t) = /Ot (LZR) dr, (5.2)

onde o ponto representa uma derivada temporal. Agora, partindo de (5.1) vamos utilizar

as equagoes Hamilton para encontrar a equagao classica de movimento para a carga ¢(t)

OH P
I = — e A
I 4 %= L + yq,

m e=-22

= —e* Low?q — yq,
dq

da primeira das equacoes de Hamilton, temos

. P .
G—yq = 6*“”1_70 = &= Loge — Loyqet®,

ou ainda, derivando ¢ , obtemos

) LD o .
q=—A6AfO+6AfO+yq+yq,

substituindo os respectivos valores encontrados de ® e ® nessa tltima expressao, ficamos
com

AefA A

. e . .
I (Loge™ — Loyqe™) + TO(—eALowzq —y®) + yg + yq

g

/A . .
——Aq+qu—w2q—€Afo+yq+qy,

substituindo novamente o valor de ¢ na equacao acima, obtemos

—A
G = —Ag+ Ayq — w?q — y(Loge® — LqueA‘”)fLO + Y+ qy

G=—Ag+ Ayq — w?q —yq +yq+yq+qy

i

—Ag+ Ayg — w?q+yq + qu

G=—Ag+ (Ay — w? + 92 +9)q

i+ <L Z R) i+ Q(t)g =0, (5.3)

i . - L+R
e chegamos a nossa equacdo de movimento, onde A = ()

Q(t) é uma frequéncia modificada dada por

é dado pela Eq.(5.2) e

Q¥ ) =w? -y — Ay — . (5.4)



D4 Eq.(5.3), notamos o aparecimento de um termo incomum L. A dependéncia temporal

nesse termo causa uma atengdo adicional no circuito (para L > 0). Portanto, L se

comporta como uma resisténcia efetiva. Também, é facil verificar que neste caso o fluxo
magnético é dado por

® = N(t)ld —yal, (5.5)

N(t) = Loe®. (5.6)

Portanto, usando a Eq.(5.5) nds encontramos que
e=—— = N(t)lyi+wp), (5.7)

onde w? = (w? — y?) com w? —y* > 0. A Eq.(5.7) representa a lei de Faraday para
um circuito RLC generalizado com indutancia variando no tempo. Observamos que para
y(t) =0, R(t) = 0 e a capacitdncia e indutdncia independentes do tempo, as Eqs.(5.6) e
(5.7) reduzem ao circuito LC cléssico.

Agora, vamos considerar o caso especial em que y(t) = 0, L = Loexp(nt), C =
Coexp(—nt), R(t) = Rgexp(nt), com Lg, ¢y e Ry constantes e 1 sendo uma constante real

e positiva. Para este caso a equagdo de movimento (5.3) torna-se
G+ (1 +)q +wig =0, (5.8)
onde vg = Ry/Lg e w = 1/(Ry/Ly). A solugao da Eq.(5.8) é bem conhecida e é dada por
q(t) = Ae= 02 gin (Qut + o), (5.9)

onde A e o sdo constantes a serem determinadas pelas condicoes iniciais e Q? = w? —

<7I+70

2
) com 02 > 0. D4 Eq.(5.9) notamos claramente que a dependéncia temporal da

indutancia da origem a uma atenuacao adicional 7 para este circuito RLC.

5.2 Descricao quantica

A fim de obter uma descrigdo quantica de um circuito RLC generalizado depen-
dente do tempo, precisamos resolver a equacao de Schrodinger dependente do tempo

associada com a Hamiltoniana (5.1), que pode ser escrita como

H(t)U(q,t) = ih;m(q,t), (5.10)
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sendo que agora o fluxo magnético candnico é definido por ¢ = —ih;q(Cap. 4). A carga
q(t) e o fluxo magnético sao operadores hermitianos que satisfazem a relagao de comutagao
l[q, ®] = ih. As solugoes da equagao de Schrodinger podem ser obtidas com a ajuda do
método de invariante dindmico inventado por Lewis e Riesenfeld [2, 3](Cap. 2). Seguindo

esse método, procuramos um operador hermitiano nao trivial I(t) que satisfaz (2.1)

dl ol 1

—=—+—[I,H]=0.

at = ot Dm0
Se o invariante exato I(t)(constante de movimento) nao contém qualquer operador que
contenha derivada no tempo, as solugoes da equagao de Schrodinger (5.10) sdo diretamente

escritas em termos das autofungdes ortonormalizadas ¢, (q,t) de I(t),

I(t)pn(q,t) = Adbn(q, 1), (5.11)

e uma funcao de fase ,(t) como

Unlq,t) = D, (q,1) (5.12)

Agora, da Eq.(5.9), os A, sdo autovalores independentes do tempo e a fungao de fase 3,(t)
é determinada pela equacao

A3 (t)

h
dt

0

com ¢ obedecendo a condi¢ao(2.4) (¢ |pn) = Ops . Vamos considerar um operador inva-

riante quadratico que satisfaca a Eq.(2.1) [4, 23]

1) = {(Z) ; [pq—N(t)(p‘—yp)P} (5.14)

onde p(t) é uma funcao real dependente do tempo satisfazendo a equagao de Milne-Pinney
[45, 46]

p+ (LJ];R> p+Q(t)p = NQ(lt)pg, (5.15)

com N (t) dado pela Eq.(5.6). Agora, vamos tentar encontrar os autoestados ¢,(q,t) de
I(t). Com este objetivo, vamos considerar a transformacao unitaria [23] afim de deixar a

"desconhecida"Eq.(5.14) de uma forma mais simples e conhecida

On(a,t) = Udn(g, 1), (5.16)

com
—iN(t)
2hp

U = exp (b —yp)d*|- (5.17)
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Sob esta transformagao unitaria, a equacgao de autovalores (5.11) fica

I'¢y,(q,1) = Ay, (q. ), (5.18)

onde
R, 0% 1¢?
I'=UIU' = —p*— + ==, 1

vl 5P Ry (5.19)

Em seguida, fazendo ¢ = ¢/p podemos reescrever a equagao de autovalores (5.18) na
forma

n? 9*  o?
o+ 5| #0) = hsto), (5.20)

onde ¢, é relacionado com ¢ da seguinte forma

on(0) = P2, (4,1), (5.21)
o fator p'/? foi introduzido para satisfazer a condicao de normalizacao

J &5 (0, ), (g, t)dg = [ ¢;(0) il (0)do = 1.

Agora, é bem conhecido que as solugoes da Eq.(5.20) sdo as autofungoes

1 1/2 o2 1\ 1/2
o) = | ] o [‘zh] H[(n) "1 (5.22)

A =h(n+1/2). (5.23)

com autovalores

Sendo H,, o polinémio de Hermite de ordem n. Portanto, fazendo uso das equagoes (5.16),

(5.17), (5.21) e (5.22) expressamos os autoestados do invariante dindmico I(¢) como

i : i 1/2
Pnlq,t) = [M] €xp [ ]\2[;;) (g + N(t)p? - y(t)> q21 x Hy [711 Z] - (5.24)

O proéximo passo é encontrar a fungao de fase ( Fase de Lewis ) dada pela expressao (5.13).

Apo6s um célculo simples, obtemos [23, 3]

Ba(t) = — (n+1/2) /Ot T dr (5.25)

T)pA (1)
Portanto, nds escrevemos a solugao exata da equacao de Schrodinger dependente do tempo

(5.10), que é a seguinte

1/2 ; . ;
) = espli0u 0] || o0 | (2 o0 ]



x H, K;lﬂ) qp] : (5.26)

com a fase de Lewis f3,(t) dada pela Eq. (5.25). A evolugao geral de um estado de
Schrodinger pode ser escrito como ¥(q,t) = 3, ¢,n(q,t), onde os ¢, sdo coeficientes
independentes do tempo. Aqui, observamos que para y(t) =0e R= Ry, L= Ly e c = ¢
constantes, os resultados desta segao coincidem com os da [47]. Também, é interessante
notar que com a analogia com o oscilador harmoénico padrao, obtemos a densidade de
probabilidade no estado fundamental, (n = 0), para o circuito RLC generalizado, que

passa a ser Gaussiana

2 1 s
[Yo(q, )" = Lrl/zfil/?p] exp [—W] : (5.27)

Ao contrario do oscilador harmonico, a densidade de probabilidade, do "estado de va-
cuo'tem uma dependéncia temporal nos termos de p(t) [48]. Além do mais, o valor de

p(t) é associado com a largura dessa densidade de probabilidade.

5.3 Estados coerentes para o circuito RLC quanti-

zado dependente do tempo

Nesta secao estamos interessados em construir estados coerentes(Cap. 3) para o
circuito RLC generalizado dependente do tempo. Portanto, vamos introduzir o conjunto

de operadores criagao e aniquilagdo dependentes do tempo definidos como [49]-[51]

- (21h>1/2 l(i) + ip@] , (5.28)
bt = <21h)1/2 KZ) . Z’p@] , (5.20)

com [i/,¥T] = 1. Em termos desses operadores, o invariante I'(t) dado pela Eq.(5.19)

pode ser reescrito como

I'=h(bb+1/2). (5.30)

Os estados coerentes associados a este invariante tem a forma [39-41 ref. art*]

n

6al0,t) = expl-laf’ /213 (5 expliBn(Dlion(0), (5.31)

n
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onde o é um nimero complexo arbitrario. Portanto, usando as Egs. (5.16), (5.17), (5.21)
e (5.31) encontramos que os estados coerentes para o circuito RLC dependente do tempo

descrito pela Hamiltoniana (5.1) é dada por

1 [z’N(t)

oulat) = o | B0 - 0| eulon (5:32

Esses estados satisfazem a equacao de autovalor

ba(q;1) = a(t)palg, t), (5.33)

com b e b descritos por

b= v = (o) { (4) + e - N - mial]. (5.34)

= () { (Z) ~ilo® — N(#)(p py)q]} , (5.35)

a(t) = aexp|2if), (5.36)

onde f3y é obtido da Eq.(5.25), fazendo n = 0. Em termos de b e b' o invariante I(t) é
eXPresso como

I(t) = h(bbf +1/2), (5.37)

com [b, bf] = 1. Os operadores b e b' obedecem também as seguintes propriedades
b(t)|dn) = n'"?|Gn), (5.38)

b (1) dn) = (n+ 1) $ns1), (5.39)

onde os estados de Fock |¢,,), como ja vimos(Cap.3) sao autoestados do invariante I(t)
com autovalores nao-degenerados \,. As propriedades acima serdo usadas na proxima
secao.

Vamos agora calcular o valor esperado da carga ¢(t) no estado coerente ¢,(t).

Temos que
B\ 12
q=p <2> (b+b). (5.40)

Portanto, o valor esperado de ¢ no estado ¢, é

(q)=p (2) " (@ +a), (5.41)
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e, usando a Eq.(5.36) juntamente com uma algebra simples, obtemos
(q) = (2h]al?p?)"/? sin[—2(t) + 4], (5.42)

onde § é o argumento do nimero complexo a. Comparando este resultado com aquele
da Eq.(5.9) podemos ver que o centro do pacote de onda do estado coerente segue o
movimento de uma particula classica. Portanto, o resultado acima concorda com a ideia
original de Schrodinger sobre os estados coerentes, que estava interessado em encontrar
estados quanticos que seguissem o movimento de uma particula classica em um dado
potencial [52]. No que segue, estimamos as flutuagdes quanticas em ¢ e ® no estado

®a(q,t). Depois de uma certa édlgebra [ver Apéndice - A]

(80" = ()~ () = 5" (5.43)
(8) = (@) = (@7 = § { L+ VOG- )} (5.44)

Portanto, o produto de incerteza é dado por
(A)(A®) = T {1+ V(1) — pw)} (5.45)

Analizando a Eq.(5.44) observamos que o produto de incerteza, em geral, nao atinge o

seu valor minimo.

5.4 Fases geométrica, dinamica e de Berry

Teorema adiabatico

Consideremos um péndulo classico de comprimento L com periodo T = 27/L/g. Imagi-
nemos agora que, muito lentamente, variamos o comprimento do péndulo. Se a variagao
for muito lenta em comparacao com a frequéncia do péndulo, entao o novo periodo deverd
ser dado por

T =2m\/L(t)/g. (5.46)

Nestas condig¢oes dizemos que o processo é adiabatico. Quando um processo varia adiaba-
ticamente, resolvemos o problema exatamente com as condig¢oes exteriores consideradas
fixas e depois deixamos os parametros variar com o tempo, lentamente a escala das vari-

acoes do sistema.
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Em mecanica quantica podemos formular este resultado sob a forma de teorema.

Se uma particula estava inicialmente no estado |n;) do Hamiltoniano H;, na tran-
sigdo adiabdtica de H; para Hy , ela vai ser levada para o estado |n;) do Hamiltoniano
Hy.

Estamos admitindo, por simplicidade, que o espectro é nao degenerado e a igual-
dade é a menos de alguma fase. Embora este resultado pareca simples, a demonstragao
nao é. Vamos s6 dar o resultado final, podendo a demonstragao ser vista no livro do

Griffiths [54] e no artigo original de Michael Berry [53].

U, (1) = e ey, (2), (5.47)
onde
1 t
n(t) = = / B, (t)dt', (5.48)
0
é uma fase dinamica, que tem a ver com a evolucao temporal dos estados com o tempo,e
. t ! a / /
Bt =i [ (n(t)] 55t (5.49)

¢ uma fase original de origem geométrica. Que a fase 6,,(t) é uma fase dindmica, é facil
de perceber. Se nao houver transformacao adiabatica, entdo F, nao depende do tempo

e, portanto

ot (t) — e_%fot En(t)dt. (5.50)

isto é, a evolugao normal no tempo dos estados estacionarios.

Fases de Berry

Vimos na secgdo anterior que quando um dado |n;) dum dado Hamiltoniano evolui adia-
baticamente, o estado final |n;) do Hamiltoniano final, obtém-se multiplicando o estado
inicial por uma fase dindmica e outra geométrica, onde esta ultima é dada por
. t / a / /
n(t) =i [ (Wl () (5.51)
0 ot
A variagao com t deve-se a que algum parametro do Hamiltoniano que varia com o tempo.
Seja esse parametro R(t). Entao
o _ i, dR

2% "R At (5.52)

e, portanto

w®) =i [ ey e =i [ a6
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Em particular se o Hamiltoniano retorna ao estado inicial ao fim do
tempo T , devemos ter v,(t) = 0 e, portanto, o resultado é trivial. Contudo, se em

vez de um s6 parametro, tivermos N pardmetros: Ry(t), R2(t), ..., R,(t), obtemos

—

ot OR, dt ' OR, dt " OR, dt (Vrtn)- (5:54)
e, obtemos
(s Ny
nl(t) = i /R L ()|(F i) )R, (5.55)

Se o Hamiltoniano volta ao estado inicial ao fim de um tempo T , obtemos

(O =i . W) Trn) YR (5.50)

que é uma integral ao longo de um caminho fechado e que em geral nao sera zero se o
espago dos parametros for nao trivial topologicamente. A Eq.(5.56) foi pela primeira vez
deduzida por Michael Berry[53] e é conhecida por fase de Berry. Pode mostrar-se que,
para que a fase seja diferente de zero, é condicao necessaria que o nimero de parametros
R; seja pelo menos de dois e que a funcao de onda 1, seja complexa. Estas condigdes nao
sdo no entanto suficientes e na maior parte dos casos a fase é nula.

Nesta se¢ao, temos um interesse duplo. Primeiramente, derivar a fase geométrica
para generalizar o circuito RLC. Em seguida, fazendo o uso do limite adiabatico, preten-
demos encontrar as fases dindmica e de Berry para uma evolucao ciclica de um sistema.

Portanto, vamos analisar a Eq.(5.13) e obter a fase geométrica como

30t = [ {6a(0)] 5L I60(0)dr (.57

Lembramos aqui que o tltimo termo do lado direito da Eq.(5.13) corresponde a fase
dinamica usual, que é, 74(t) = [(¢| — H/h|¢)dr. Assumindo agora que o invariante
I(t) é periédico em T, os autoestados de I(t) satisfazem a relagao |, (1)) = |¢,(0)).

Consequentemente, podemos reescrever a Eq.(5.57) como [55, 56, 57, 58, 59|

(@) =1 [ (oul Son)it (559

A fim de encontrar a fase geométrica Eq.(5.58) procedemos usando a Eq.(5.59) e fazendo

o produto escalar conveniente, obtemos que [4, 57, 58|

0 0 ob
(6nl510n) = (B0l 510} + 0712 (n| S dnn). (5.59)
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Portanto, avaliando o tltimo termo da Eq.(5.59) com auxilio das Egs.(5.38) e (5.39)

obtemos que

0l 16m) = (Goli-lon) + 2 [N + 2% — o) + NPy —pi)] . (5.60)

Agora, com uma escolha conveniente para calcular o primeiro termo do lado direito da
Eq.(5.60)(é o gauge de Lewis para o estado fundamental |¢o)) [4, 57, 58]. Para este caso,

esse termo é dado por

(Goli S on) = T [N + %5 — o) + (@)% — o] (5.61)

Desta maneira, usando as Eqs.(5.58),(5.59) e (5.60) encontramos que

(@)= =4 (n3) [N = 23+ o) + NPy - pldt, (562)

o qual, usando Eq.(5.15), podemos reescrevé-la como

W= Y [ [N(t)(w%/f - )= ] (563
onde w? = w? — y%. O Resultado acima representa a fase geométrica para um circuito
RLC generalizado dependente do tempo. Em seguinte, iremos encontrar as fases dindmica
e de Berry, fazendo uso do nosso limite assintotico adiabatico. Com este proposito, vamos
manter nossa atengao na equagao auxiliar (5.15) e na fase de Lewis Eq.(5.25). No limite

adiabatico, o termo p é muito pequeno e pode ser desprezado. Entao, a solu¢ao da equacao

de Milne-Pinney (5.25) se torna [57, 59]

. N 11/2
1 1 (Ny+ Ny
— = 11— —(———= . 5.64
N P l wh ( N )] (561
Deste modo, expandindo em relacao a
1 (Ny+ Ny
— | ——= 1 5.65
5 ()« >0
podemos escrever a Eq.(5.64) como
1 1 [(Ny+ Ny
— = — 5.66
Np? “D 2wp ( N ) ’ (5.66)

Como consequéncia, substituimos a Eq.(5.66) na Eq.(5.25) e obtemos que a fase de Lewis

em uma evolucao ciclica adiabatica é dada por

T (Ny+ Ny)

BuT) == (n+1/2) [ wpde+ (a4 1/2) [ ELE Dy (5.67)
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onde
T
v =~ (n+1/2) / wpdl, (5.68)
0
é a fase dinamica, e .
T (Ny+ Ny)
b
T)=(n+1/2 / YT ) g 5.69
W) = 172 [ (5.69)
é a fase de Berry que pode ser reescrita como
T (Ly+ L+ R)y
b(T) = (n+1/2 / dt 5.70
W) = (n+1/2) [ =S, (5.70)

onde usamos Eq.(5.6). Os resultados acima estao de acordo com os obtidos para o oscilador
harménico dependente do tempo [57, 58, 61]. Aqui, vale a pena notar que para y(t) = 0
temos que 72(T) = 0 como deve ser. Por outro lado, para R(t) = 0 a Eq.(5.58) se
torna a fase de Berry para um circuito LC generalizado. Em seguida, vamos calcular a
fase dindmica e de Berry para o caso especial discutido na Se¢ao I [ pardgrafo acima da
Eq.(5.8) ] mas agora a colocando y(t) = yo = cte e R(t) = 0. Entéo, das Eqgs.(5.68) e

(5.70) facilmente encontramos que

’yff =—(n+1/2) w%T, (5.71)

(130)

R = (n1/2) %

T, (5.72)

onde w® = (wZ — y2)1/? com w? = (1/LyCy). Portanto, as expressdes acima representam
as fases dinamica e de Berry para um circuito LC generalizado dependente do tempo
com L = Lyexp(nt), C = Cyexp(—nt) e yo= cte. Como outro exemplo vamos considerar
o caso quando todos os parametros relevantes do circuito sao independentes do tempo,
L = Ly,C = Cy, R = Ry e y = yo. Portanto, mais uma vez a partir das Eqs.(5.68) e
(5.70) nds encontramos que a fase dindmica é dada pela Eq.(5.71) e a fase de Berry é

encontrada por

(70%0)

W(T) = (n+1/2) %,

T, (5.73)

com g = Ry/Ly. Também, vale a pena mencionar que para este caso a Hamiltoniana Eq.

(5.1) torna-se

? Low? t
H(t) = e 0t ¢ 4 ot 0“D ¢+ L( )(¢q + qo). (5.74)
2L 2 2
Este Hamiltoniano (para y(t) = 0) é conhecido na literatura como Hamiltoniano de

Caldirola-Kanai e tem sido frequentemente usado para o estudo de sistema quantico de-

pendente do tempo em vdrias dreas da fisica[l5, 16, 17, 18, 19]. Agora, vamos observar
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que o comportamento de um circuito RLC com parametros independentes do tempo e
ver que é mais simples que a de um circuito RLC com parametros dependente do tempo.
Portanto, pode-se esperar que encontrar experimentalmente a fase de Berry seja mais
facil. Observamos também que apesar da independéncia temporal dos parametros rele-
vantes de um circuito, isto é, a indutancia, capacitancia e resisténcia, o Hamiltoniano que
descreve o sistema [veja Eq.(5.74)] continuo e dependente do tempo e consequentemente
os autoestados do operador invariante associado I(t) sdo nao-estacionarios desde que a
existéncia da fase de Berry seja preservada. Neste momento, vale a pena lembrar que
a fase de Berry surgi quando os parametros dependentes do tempo de um sistema que
evolui no tempo executam uma evolucao adiabatica ciclica completa com determinados
pardmetros [55, 56, 57, 58|.

Finalmente, gostariamos de mostrar que as Eqs.(5.73) e (5.72) sao reduzidas uma
a outra pelas alteragoes 79 — 1 ou 7 — y. Esses resultados dao origem a uma implicacao
fisica fascinante. Temos entao dois sistemas fisicos completamente diferentes - um circuito
LC com parametros dependente do tempo e um circuito RLC generalizado com parametros
independentes do tempo - ambas dao origem a féormulas idénticas para a fase dinamica
e formalmente a mesma expressao para a fase de Berry. Esses resultados interessantes e
intrigantes sao intrinsecamente relacionados a dependéncia temporal da indutancia.

Para terminar com esta secao, vamos considerar mais uma vez o caso especial
discutido na secao II [ veja novamente o paragrafo acima da Eq.(5.8)], mas agora fazendo
y(t) = yo. E facilmente verificada usando, respectivamente, as Eqs.(5.68) e (5.70) que a
fase dindmica é mais uma vez dada pela Eq.(5.71) e a fase de Berry pela expressao

1\ (Y0 +1)vo
b _ —) oIy 5.75
o (n - 2) 20 (5.75)

Veja que essa equagao contém simultaneamente ambos os parametros relacionados a "ate-
nuagao'do circuito, o e 1. Observamos também que a Eq.(5.75) reproduz, respectiva-

mente, as Eqs.(5.72) e(5.73), fazendo vy = 0 ou n = 0, como deveria ser.



Capitulo 6

Conclusoes

Comecamos fazendo uma revisao dos principais temas abordados no nosso trabalho
principal, que se encontra no capitulo 5, onde representamos uma descri¢do quantica de
um circuito RLC mesoscopico com resisténcia, induténcia e capacitancia dependentes do
tempo. Vimos que a dependéncia do tempo da indutancia da origem a uma atenuagao
adicional desse circuito e causa uma mudanca na Lei de Faraday. Combinamos o método
do invariante quadratico e invariante dinamico para resolver a equagao de Schrodinger
dependente do tempo para um circuito RLC e escrever as correspondentes fungoes de onda
em termos das solugoes da Equacao de Milne-Pinney e dos bem conhecidos polindmios
de Hermite. Além disso, construimos os estados coerentes para o circuito quantizado e
calculamos a densidade de probabilidade do estado fundamental, valor esperado da carga,
flutuagoes quanticas da carga e do fluxo magnético bem como o produto de incerteza que,
como foi visto, ndo mantém o seu valor minimo. E ainda, obtemos as fases de Berry,
dindmica e geométrica para o circuito generalizado. Depois, avaliamos e discutimos a
fase dinamica e de Berry para trés casos particulares. Finalmente, podemos ressaltar
que a atenuagao causada pela dependéncia temporal na indutancia é similar a causada no
campo eletromagnético com permissividade dependente do tempo [62, 63]. Portanto, seria
interessante investigar a conexao entre a propagacao de um campo eletromagnético em um
meio linear com permissividade dependente do tempo e um circuito elétrico mesoscépico

com indutancia dependente do tempo. Isso vai ser objeto de futuros estudos.



A - Flutuacoes Quanticas em q e ¢

Vamos comecar escrevendo ¢ em termos dos operadores b e bf, ou seja,

q = p(h/2)'/?(b" + )
(@) = p(R/2)"(|b" + b])

() = p(1/2)"*(|o" + al),

elevando-a ao quadrado , encontramos que
(@)* = p*(h/2)(|(a")* + o + 2|af?),
afim de encontrar a varianga em ¢ , vamos calcular agora (q?)
(@*) = p*(R/2)(|(b1)* + b7 + bTb + DbT)
(@*) = p*(R/2)(|(a")* + o + 20D + 1)

(@) = p*(h/2){|(a")” + o® + 2|a|* + 1),

portanto, a varianca em ¢ é

(Ag)? = p? (Z) :

Agora, vamos fazer o mesmo procedimento para ®, entao

p® = L(p — py)q + i(h/2)(b" — b)

p® = L(p — py)p(h/2)'* (b +b) + i(h/2) (6" - b)

(6.1)
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p® = (1/2)*{L(p — py)pb" + L(p — py)pb + ib" — b}
© = (h/2)V*{L(p — py)b" + L(p — py)b + (i/p)b" — (i/p)b}
® = i(h/2)"*{[(1/p) —iL(p — py)]bt = [(1/p) +iL(p — py)]b}
© =i(h/2)"*{(1/p)(0" = b) —iL(p — py) (b +b)},
de tal forma que o valor esperado para ® se torna
(@) = i(h/2)'*{(1/p)(a* — @) —iL(p — py)(a* + a)}

(@) = (1/2)"*{(i/p)(@* — @) = L(p = py)(a” + a)}. (6.5)
Calculando (®?), temos
(@) = (W/2){=(1/p*) (") + &® = 2|a]* = 1) + 2iL(p — py)((a*)* + ?)
+L2(p — py)*(@*)? +a® +2[a* + 1)}, (6.6)
e, para (®)?, temos
(@) = (b/2)- (1) (@) + ? = 2faf?) + 2= (a2 -
+L2(p = py)* (@) + a® + 2]af?)}. (6.7)
Entao, obtemos a varianca em ¢
(AD)? = (02) — (@)
= (/2){(1/p*) + L*(p — py)*}. (6.8)
Portanto, o produto das variancas de ¢ e ® nos da
(Aq)*(AD)* = (hp*/2)[(1/p%) + L*(p — py)*|h/2
= (h/2){1+ [Lp(p — py)]*},
resultando em,
(Aq)(A®) = (7/2){1 + [Lp(p — py)]}*, (6.9)
que para y = 0 volta a sua forma natural
(Aq)(A®) = (h/2)[(1 + Lpp)*]'*. (6.10)
Sendo L(t) = Lye*®, a Eq.(6.9) resulta em

(Aq)(A®) = (h/2){1 + [Loe"p(p — py)]}"*. (6.11)



B - Fases de Berry, Dinamica e

Geométrica

Dedugao das equagodes (5.52), (5.58) e (5.59)

J& vimos que a fase geométrica é dada por,

[t 0
nlt) =i [ (6al 5l0n)dr (6.12)
Da Eq.(5.37), temos que
1)I(t) = h(bbt + 3)
2)1(t)[n, t) — h(n +1/2)[n,t)
3)b(t)|n, ) = v/nln —1,1)
b (t) = /n+ 1n +1,t).
De 4), obtemos que
0 0
ob' d|n) 0
bl [ A 12 2
oy In) +0b o (n+1) Bt‘n +1). (6.14)
Fazendo o produto escalar da Eq.(6.14) com o estado |n), temos
obt 0 0
- T — 1/2(n| —
(0 2 )+ Gl S ) = (-4 1)Y24n] 1)
obt 0 . 0
- “ 1110 = n2(n| =
(n| 5 In) + (n 1|8t\n> n <n|at|n + 1). (6.15)

Agora fazendo a mudanga de varidvel n = n — 1, ficamos com
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2 = 1)+ 020 = 112 o = 1) = 20 Dy
0 B B a0
<n|&|n> (n 1| |n ) +n*n |8t|n 1), (6.16)

/=) {(2) oo

obt 1\1/2 p ' ‘
= ( ) {l—pQ—iﬁNJrZ'N(t)ﬁ—iny—iny—inyl q—z'pfb}. (6.17)

ot \2n
Substituindo ¢ e ® nesta equacao, encontramos
obt 12 h
I _ _ _ _ _ T
o <2h) {[=p/0* = ipN +iN(t)p — iNpy — iNpy — iLpj]| p <2>(b+b)
—ipli(h/2)"? ((1/p) —iN(p — py)) b — (1/p) +iN(p — py)b]}

obt 1

O = S Ao +iNop— py) +iNp(p — pi — py)(b + )

—plp —iNi(p— )Vt — (5] +N (G — py)B}

A

obt 1 ) . ) - . ) )
o7 = 5 {=20/p+iN(pp = p*y) +iN(pp = p* +ippy — N(p* = ppy)] b
B
+i[Npp— Np®y+ Npp— Np* — Nj?| b'}. (6.18)
Agora, temos que
1 /_/O%
(n \ !n — 1) = 5[A (nlbln — 1) +B(n[b|n — 1)]

= Bn'?(n —1jn — 1)

obt 1 . S (RS
(nl 5y In = 1) = SN0 2(5p = p*g = p* + SN (pp = p?y)n'

= 5 Nn2[op — % = p*9) + SN0 2(pp — pPy)
o N [p = p* = 03] + N(pp — p*y)}- (6.19)
Portanto, das Eqs.(6.16) e (6.19), encontramos que

i(n|=n) = (n — 1|z§t|n —1)

n Yz L N
i {2 [N (pp — i = p*9) + N(pp = p*y)]}
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G, 0
2<n|a|n> =(n— l\zam -1)

+5 IN(=pp + 7 + p*9) + N(=pp + p'y)]. (6.20)

Agora, podemos reescrever a Eq.(6.20) como

., 0 0
il 1) = (0li10)
+5 [IN(=pp+p* + p*§) + N(=pp + p°y)]. (6.21)
Agora, usando o "Gauge de Lewis"
0 1 . . . - .
(0i:10) = ZIN(=pp+ p° + p*9) + N(=pp + p*y)]. (6.22)
Obtemos que
i(nl 5 |n) = 1/2(n + 1/2)[N(=pp + p* + p*9) + N(=pp + p*y)]. (6.23)

ot

Portanto, das Eqs.(6.1) e (6.23) temos que a fase geométrica é dada por

(@)= 4 (n ) [[ING7 = 20+ o) + NPy pildr, (629

o qual, usando a equagao auxiliar Eq.(5.15), podemos reescrevé-la como

() == (n+3) [ [NOh? - ) - 5] (6.25)

onde w? = w? —y?. A solugio da equagdo auxiliar Eq.(5.15) pode ser expressa em termos

do parametro adiabatico €
p(t) = po(t) + epi(t) + pa(t) + ... (6.26)

Neste limite, obtemos que

b = vz [TV, (6.27

que ¢ a fase de Berry.
Outra forma de encontrar a fase de Berry Eq.(6.27). A fase de Lewis e Riesenfeld
é dada por Eq.(5.13),

dgut) .0

que pode ser reescrita como
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Balt) = {6uli-62) + (6l = Hlo)
portanto,
Balt) = alt) + )
onde
Tu(t) = iJ€t<¢n‘éi|¢n>a (6.28)
o=~ [ (6nlHln). (6.20)

A Eq.(6.28) é a fase de Berry e a Eq.(6.29) é a fase dindmica. Em um periodo, temos que

(w,y, L)(0) = (w,y, L)(T).

Temos que no limite adiabético, o termo p na equagao auxiliar (5.15) pode ser ignorado.

Assim, obtemos que

L+R 1
p+< 7 >p+ (t)p 20 (6.30)
com . .
t(L+R , L+R
A(t) = /0 <L> dr, A= <L> , (6.31)
€
N =Lye*,  N=ALe*M, — A=N/N. (6.32)
Portanto, temos que
. N, , o N 1
%p+ﬁp+mv—y)—ﬁy—Mﬂ—N%3
N 1
(@ =y*) = Gy -9l = N2
, N 1
N . 1
1 N )
N2 wp(l — 1/W%(Ny + )2,

Para



encontramos que [1 4+ z|" = 1+ nx /1 + n(n — 2)2?/2! — ..,

Ny + Ny 1. _
1 -1/ WA N(——))V2 =1 Ly + Ly).
Logo, ficamos com

1 1.

— =wp — ——(Ny+ Ny).

TP = agy N TN

Mas, a fase de Lewis e Riesenfeld é
=— L d
T) = 1/2 .
Bn(T) (n+1/2) oNpQT

Entao, usando a Eq.(6.34) na Eq.(6.35), obtemos que

Bn(T) = —(n+1/2) /OTwat+ (n+1/2) /OT ZW%N(NZ/ + Ny)dt,
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(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

onde a primeira equagao do segundo lado da igualdade corresponde a fase dinamica,

T
d(T) = —(n + 1/2)/ wpdl,
0
e a segunda equagao corresponde a fase de Berry,

@) = 0+ 172) [ AL ND g,

0o 2wWHN

Como queriamos demonstrar.

(6.37)

(6.38)
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