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Resumo

Apresentamos um tratamento quântico alternativo para um circuito RLC mesos-

cópico generalizado com resistência, indutância e capacitância dependentes do tempo.

Usando o método de invariantes quânticos de Lewis e Riesenfeld e invariantes quadráti-

cos, obtemos os estados de Scrhödinger não-estacionários para este circuito com oscilação

eletromagnética. Em seguida, construímos os estados coerentes para o circuito RLC quan-

tizado e os empregamos para investigar algumas das propriedades quânticas do sistema,

tais como flutuações quânticas da carga, do fluxo magnético e o produto incerteza cor-

respondente. Além disso, obtemos as fases geométricas, dinâmicas e de Berry para este

circuito mesoscópico não estacionário. Finalmente, calculamos as fases dinâmica e de

Berry para três casos particulares. Surpreendentemente, encontramos expressões idênti-

cas para a fase dinâmica, e as mesmas expressões para a fase da Berry.

Palavras-chave: Fase dinâmica. Fase de Berry. Circuito RLC.
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Abstract

We present an alternative quantum treatment for a generalized mesoscopic RLC

circuit with time-dependent resistance, inductance and capacitance. Taking advantage of

the Lewis and Riesenfeld and quadratic invariants we obtain exact nonstationary Schrö-

dinger states for this electromagnetic oscillation system. Afterwards, we construct cohe-

rent states for the quantized RLC circuit and employ them to investigate some of the

system’s quantum properties, such as quantum fluctuations of the charge and the magne-

tic flux and the corresponding uncertainty product. In addition, we derive the geometric,

dynamical and Berry phases for this nonstationary mesoscopic circuit. Finally we evaluate

the dynamical and Berry phases for three special circuits. Surprisingly, we find identical

expressions for the dynamical phase and the same formulae for the Berry’s phase.

Keywords: Dynamic phase. Berry’s phase. RLC circuit.



Capítulo 1

Introdução

A descoberta de invariantes exatos( constantes de movimento exatas ou integrais

primeiras exatas ) é de importância fundamental para qualquer sistema físico, conhecendo

um determinado número dessas quantidades, é possível prever o comportamento do sis-

tema físico em questão, e assim impedir a ocorrência de caos, por exemplo. Em 1880, o

matemático Vasilii Ermakov(1845-1922) foi o primeiro físico a demonstrar que algumas

equações diferenciais não lineares de segunda ordem são relacionadas, de maneira simples

e bem definida, com equações diferenciais lineares de segunda ordem. Hoje, conhecemos

essa demonstração como método de Ermakov:

Equação linear → ÿ +M(x)y = 0

Equação não linear → z̈ +M(x)z = λ/z3

sendo λ constante, a eliminação de M(x) entre elas leva diretamente a integral primeira:

I = 1
2(zẏ − yż)2 + (λ2 )(y

z
)2.

Em 1930, Milne desenvolveu um método análogo ao método de Ermakov para

resolver a equação de Schrödinger em uma dimensão levando em consideração a forma

oscilatória básica da função de onda de Schrödinger Ψ(x). Sendo assim, ele encontrou que

a equação não linear satisfeita pela amplitude de Ψ(x) coincide com aquela obtida por

Ermakov. Em 1950, o falecido E. Pinney apresentou a solução da equação de Ermakov-

Pinney, que depois ficou conhecida como equação de Milne-Pinney, em termo das soluções

linearmentes independentes da equação linear associada a essa equação.

Dada a equação:
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ÿ + p(x)y = λ/y3(x)

para y(x0) = y0, ẏ(x0) = y0, a solução geral é dada por:

yp(x) = [Ay2
1(x) +By2

2(x) + 2Cy1(x)y2(x)]1/2,

onde y1(x) e y2(x) são soluções linearmente independentes da equação linear homogênea

ÿ + p(x)y = 0. Quando p(x) varia lentamente y1(x) e y2(x) podem ser determinados

pelo método WKB, por exemplo. O sistema Ermakov-Milne-Pinney foi reencontrado, em

1967[2] por H. R. Lewis, Jr. ao estudar o movimento de um sistema caracterizado pela

Hamiltoniana,

H(t) = 1
2ε [p

2 + Ω2(t)q2]

onde q e p representam, respectivamente, posição e momento cononicamentes conjugados,

e Ω(t) representa uma função arbitrária do tempo t, e ε é um parâmetro real e positivo

[1].

Vale ressaltar que até início da década 60, o uso de invariantes quânticos com de-

pendência temporal explícita tinha recebido pouca atenção. Isso aconteceu devido a falta

de exemplos em que essas quantidades fossem possivelmente claras e proveitosas. Mas nos

anos seguintes, uma classe de invariantes exatos para osciladores harmônicos dependentes

do tempo, tanto clássico quanto quântico, foram apresentados[2, 3]. A simplicidade das

regras para construção desses invariantes e sua relação instrutiva para expansão de uma

teoria adiabática invariante, estimulou sua aplicação para resolução de alguns problemas

em que a variável temporal estivesse explícita na mecânica quântica, como por exemplo,

o oscilador harmônico dependente do tempo e uma partícula carregada em um campo

eletromagnético dependente do tempo. É importante ressaltar que tais sistemas não são

importantes tanto na mecânica clássica quanto na mecânica quântica. Podemos verificar

a busca por soluções exatas da equação de Schrödinger com Hamiltoniana explicitamente

dependente do tempo nos trabalhos de Lewis e Riesenfeld [2] e [4].

Entretanto, uma vez trabalhado com o oscilador harmônico dependente do tempo(

esses são estudados desde o início da mecânica quântica e ainda continuam a ser um as-

sunto importante e muito interessante nessa área [15]-[26]), agora podemos trabalhar com

sistemas semelhantes, em particular, sistemas mesoscópicos dependentes do tempo que

ultimamente vem atraindo uma grande atenção na literatura [27]-[44]. A origem deste
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grande interesse, sem dúvidas foi o grande desenvolvimento de técnicas nanométricas e

nanoeletrônicas. Isso se deu, devido a fabricação de dispositivos eletrônicos e miniatu-

rização dos circuitos e componentes integrados que vão acontecendo gradualmente para

escala atômica, o que significa que os efeitos quânticos nos circuitos mesoscópicos devem

ser levados em consideração. A mesoscopia estuda a fenomenologia da mecânica quântica

para entender processos maiores, tendo em vista ,por exemplo, transportes quânticos de

elétrons por nanoestruturas e a condutância delas. Suas pesquisas nesta área viabiliza o

aperfeiçoamento de estrutura de semicondutores e outros componentes elétricos e magné-

ticos, proporcionando avanço nas áreas da tecnologia. Tendo em vista que ao conhecer o

funcionamento da microscopia, poderemos entender ainda mais a macroscópio, uma vez

que esses conhecimentos podem chegar ao desenvolvimento de novos equipamentos com

tamanhos consideravelmente reduzidos devido à redução dos circuitos e dos condutores,

como por exemplo: aparelhos de ressonância magnética podem ter seu tamanho drastica-

mente reduzido. Um sistema "simples"seria o circuito LC, a história mostra que Louisell

[13], foi o primeiro físico que propôs o primeiro método para quantizá-lo. Desde então,

muitos artigos têm discutido efeitos quânticos tanto de circuitos RLC como de circuitos

LC independentes(ou dependentes) do tempo. Entretanto, nenhum deles têm considerado

um circuito RLC generalizado e dependente do tempo, ainda.

1.1 Organização desta dissertação

No capítulo 2, vamos seguir essencialmente o tratamento de Lewis e Riesenfeld

[4] , em que consideramos a teoria de invariantes explicitamente dependentes do tempo

para um sistema quântico geral no qual o operador Hamiltoniano H(t) tem dependência

explícita no tempo. Evidentemente, não iremos tratar de um sistema fechado, no sentido

de que influências externas, que não precisam ser especificadas(energia, momento angular

e etc) podem alterar os parâmetros do sistema. Iremos ilustrar o método de Lewis e Rie-

senfeld aplicado a um sistema físico especial, o oscilador harmônico dependente do tempo,

que é um sistema cujo Hamiltoniano tem a mesma forma de um oscilador harmônico sim-

ples, mas com a frequência variando com o tempo. A teoria de Lewis e Riesenfeld obteve

sucesso, em particular, no tratamento do oscilador harmônico dependente do tempo, mas
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seu alcance é muito mais geral. A aplicação do método necessita, primeiramente, co-

nhecer um operador Hermitiano invariante. Então, expandimos a função de onda como

uma combinação linear das autofunções desse operador. Este método de Lewis aparece

espontaneamente como uma alternativa no tratamento exato de sistemas quânticos inde-

pendentes do tempo. Como iremos ver, o problema se resume em resolver a equação de

Schrödinger dependente do tempo,

Hψ(q, t) = i~
∂ψ(q, t)
∂t

onde H é o operador Hamiltoniano explicitamente dependente do tempo. Consideramos

um sistema cujo a Hamiltoniana tem a forma,

H(t) = 1
2ε [ρ

2 + Ω2(t)q2]

onde q é a coordenada canônica, p o momento conjugado, Ω(t) é uma função complexa

arbitrária de t, e ε é um parâmetro real positivo, se o sistema é quântico, q e p obedecem

a relação comutação,

[q, p] = i~.

Como veremos, para um oscilador harmônico dependente do tempo, ε = m, existe

uma classe de invariantes exatos I da forma,

I = 1
2

(q
ρ

)2

+ (pρ− ερ′q)2

 ,
onde ρ é uma função de t que satisfaz,

ε2ρ′′ + Ω2(t)ρ = 1/ρ3.

Essa equação define uma classe de invariantes pelo fato de ρ poder ser qualquer solução

particular da equação diferencial. A quantidade I é um invariante tanto para sistemas

quânticos como para sistemas clássicos. Se resolvermos a equação diferencial para um

dado ρ como uma série de potências positivas de ε, então ρ pode ser substituído em I

como uma série em potências positivas de ε. Para sistemas clássicos com Ω(t) real, em

que a série de I é invariante adiabática, o termo principal é proporcional a (εH)/Ω. A

aproximação adiabática é apropriada quando H é lentamente variável no tempo. A teoria

de Lewis e Riesenfeld, em contraposição a abordagem adiabática, fornece a solução exata
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do problema. Porém, como seria de esperar, a utilização de uma técnica exata tem seu

preço: a derivação de um invariante exato.

No capítulo 3, vamos conhecer os estados coerentes, estes foram descritos pela

primeira vez pelo próprio Schrödinger[5], em 1926, tentando encontrar um pacote de

onda que não se dispersasse durante sua propagação(agindo como se fosse uma partícula

clássica). A solução que foi encontrada, portanto, só mantém sua forma em sistemas

especiais(como no oscilador harmônico simples), e não para propagação no espaço livre,

como mostrou Werner Heisenberg [11]. Entretanto, seu desenvolvimento se deu por volta

do início da década de 60, quando Glauber [6] em 1963, estabeleceu a relação entre esses

estados e propriedades do campo de radiação, dando origem a sua teoria quântica de

laser, que hoje conhecemos como ótica quântica, que lhe rendeu um prêmio nobel em 2005.

Esse conceito de estados coerentes de Glauber é frequentemente desprezado em discussões

de filosofia da física quântica(mas não por físicos profissionais). Em trabalhos seminais

publicados naquele mesmo ano, 1963, foi apresentada uma teoria eminente quântica sobre

a radiação eletromagnética, que poderia ser comprovada experimentalmente através da

detecção dos fótons. Era necessário descrever corretamente o que se estava medindo

quando uma válvula fotomultiplicadora acusava uma contagem, identificada por um pulso

ou um ’click’ registrado quando um fóton é absorvido pelo detector, uma vez que a foto-

detecção baseia-se no princípio do efeito foto-elétrico. Em seu estudo sobre coerência da

radiação eletromagnética, Glauber determinou a função correlação entre os feixes em sua

versão quântica, verificando que para um estado de luz térmica, esta era igual a função

correlação clássica. Deste, ele comprovou inequivocamente que a mecânica quântica não

se fazia necessária quando esse tipo de luz era usada nos experimentos. Então, Glauber

inovou com uma versão atual para um estado quântico especial que fora aquele introduzido

por Schrödinger, chamado Estados Coerentes, que se tornou emblemático não apenas na

descrição de campos eletromagnéticos com coerência de fase, mas em outras áreas da física

em que seja necessário representar sistemas com propriedades quânticas com aspectos

mais próximos do mundo clássico. É importante salientar que campos eletromagnéticos

de caráter quântico ou mesmo os estados coerentes não existem na natureza, mas podem

ser produzidos artificialmente. É certo que, atualmente, existem uma grande variedade de

estados coerentes, como é tratado por Perelomov[8]. Porém, nosso interesse está baseado

nos estados coerentes do oscilador harmônico, também chamados de canônicos. Vamos
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abordar os estados coerentes de uma maneira histórica e introdutória, tratando mais uma

vez do nosso sistema físico especial, o oscilador harmônico, onde não iremos nos preocupar

em abordar uma teoria mais geral, que encontramos em [9] e [10].

No capítulo 4, faremos uma base introdutória ao capítulo 5, onde iremos quantizar

o circuito LC. No estudo de sistemas mesoscópicos, um circuito LC representa um circuito

característico e fundamental. Iremos, apropriadamente, mostrar as características tanto

clássicas quanto quânticas desse circuito, apresentando em seguida a Hamiltoniana em

função da carga e do fluxo magnético. Sendo considerado, neste caso particular, o Hamil-

toniano de Caldirola-Kanai, com R = 0. Em seguida, consideramos o circuito quântico,

onde as mesmas funções dependentes do tempo, carga e fluxo magnético, passam a ser

operadores e a obedecer a relação de comutação [Q,Φ] = i~

No capítulo 5, onde está nosso trabalho principal, iremos apresentar um trata-

mento simples e direto para um circuito RLC mesoscópico generalizado com resistência,

indutância e capacitância dependentes do tempo, denotados por R(t), L(t) e C(t), res-

pectivamente. Baseado no método do invariante dinâmico e usando invariante quadrático

resolvemos exatamente a equação de Schrödinger independente do tempo para este sis-

tema mesoscópico. Portanto, usando os estados exatos não-estacionários de Schrödinger

construímos os estados coerentes para o circuito RLC quantizado e os empregamos para

investigar algumas das propriedades quânticas do sistema, como flutuações quânticas da

carga e fluxo magnético e o produto de incerteza associado. Além disso, obtemos as fases

geométrica, dinâmica e de Berry para este circuito mesoscópico não estacionário. Final-

mente, como exemplo particular, iremos avaliar e discutir as fases dinâmicas e de Berry

para três circuitos especiais.

Terminando com a conclusão, onde resumimos os principais resultados e as pers-

pectivas futuras.



Capítulo 2

Invariantes quânticos dependentes

do tempo

Nesta seção, iremos começar derivando uma classe de invariantes exatos para o

nosso sistema, o oscilador harmônico, por meio de ummétodo diferente do método clássico.

Calculando em seguida os autovalores e autoestados desses invariantes, vamos também

calcular o fator de fase dependente do tempo apropriado que fazem os autoestados soluções

da equação de Schrödinger.

Vamos considerar um sistema em que o operador Hamiltoniano H(t) é uma função

explicita do tempo e considerar também a existência de um outro operador Hermitiano

não-trivial dependente do tempo e invariante, I(t). Sendo que, I(t) satisfaz as seguintes

condições
dI

dt
≡ ∂I

∂t
+ 1
i}

[I,H] = 0 (2.1)

e

I† = I (2.2)

Sendo I um operador Hermitiano, temos três propriedades que são de máxima importância

:

1. Seus autovalores são todos reais.

2. As autofunções de um operador hermitiano são, ou podem ser escolhidas de tal

forma que sejam ortogonais.



3. As autofunções de um operador linear hermitiano formam um conjunto completo e

ortogonal de funções.

2.1 Autovalores e autovetores do operador invariante

Como consequência das propriedades anteriores, observamos que o operador inva-

riante faz parte de um conjunto completo de observáveis que comutam, pelo simples fato

de ser Hermitiano. Dessa forma, existe um conjunto completo de autoestados de I. Seus

autovalores associados, representamos por λ , e os autoestados ortonormais associados a

cada λ , por |λ, κ〉 , onde κ representa todos os números quânticos diferentes de λ, que

especificam necessariamente os autoestados

I(t)|λ, κ〉 = λ|λ, κ〉, (2.3)

〈λ′, κ′|λ, κ〉 = δλ′λδκ′κ. (2.4)

Além dos autovalores λ serem reais, também são independentes do tempo. Vamos mostrar

isso de maneira bem simples, bastando apenas diferenciar a Eq.(2.3) em relação ao tempo,

obtendo então
∂I

∂t
|λ, κ〉+ I

∂

∂t
|λ, κ〉 = ∂λ

∂t
|λ, κ〉+ λ

∂

∂t
|λ, κ〉. (2.5)

Atuando o ket |λ, κ〉 na Eq.(2.1), temos

i~
∂I

∂t
|λ, κ〉+ IH|λ, κ〉 − λH|λ, κ〉 = 0. (2.6)

Fazendo agora o produto escalar desta equação com |λ′, κ′〉 e simplificando-a, ficamos com

i~〈λ′, κ′|∂I
∂t
|λ, κ〉+ (λ′ − λ)〈λ′, κ′|H|λ, κ〉 = 0, (2.7)

essa equação tem que ser válida para λ = λ′, isso implica que

〈λ′, κ′|∂I
∂t
|λ, κ〉 = 0. (2.8)

Fazendo agora o produto escalar da Eq.(2.5) com |λ′,κ′〉, obtemos

∂λ

∂t
= 〈λ′, κ′|∂I

∂t
|λ, κ〉, (2.9)

portanto, de (2.8) e (2.9) concluímos que

∂λ

∂t
= 0 (2.10)



ou seja, conseguimos mostrar que os autovalores de I são independentes do tempo, diferen-

temente dos seus autoestados que podem conter uma certa dependência temporal. Então,

vamos examinar a conexão entre os autoestados do operador hermitiano e a equação de

Schrödinger.

2.1.1 Conexão entre os autoestados do operador I(t) e a equação

de Schrödinger

Primeiramente vamos escrever a equação de movimento para |λ, κ〉 , partindo da

Eq.(2.5) e usando a Eq. (2.10), chegamos a seguinte expressão

(λ− I) ∂
∂t
|λ, κ; t〉 = ∂I

∂t
|λ, κ; t〉, (2.11)

fazendo o produto escalar com o bra 〈λ′, κ′| e usando a Eq.(2.7), eliminamos o termo

〈λ′, κ′|∂I
∂t
|λ, κ〉

e obtemos

i~(λ− λ′)〈λ′, κ′| ∂
∂t
|λ, κ〉 = (λ− λ′)〈λ′, κ′|H|λ, κ〉, (2.12)

observamos facilmente que para λ′ 6= λ, temos

i~〈λ′, κ′| ∂
∂t
|λ, κ〉 = 〈λ′, κ′|H|λ, κ〉. (2.13)

Veja que a Eq.(2.12) não implica diretamente que

i~〈λ′, κ′| ∂
∂t
|λ, κ; t〉 = 〈λ′, κ′|H|λ, κ; t〉

Dá mesma forma que a Eq.(2.13) é válida para λ′ 6= λ ela também tem que ser válida para

λ′ = λ, isso para que o estado |λ, κ; t〉 seja solução da equação de Schrödinger. Agora,

vamos eliminar essa restrição, usando o bem conhecido fator de fase.

Fator de fase

Até agora não foi mencionado nada em relação a fase de |λ, κ〉, porém vamos assumir que

uma fase foi escolhida, de tal forma que possamos multiplicar |λ, κ〉 por um fator de fase

dependente do Tempo. Com isso, podemos definir um novo conjunto de autovetores de



I(t) relacionados com nosso conjunto inicial por uma transformação de Gauge dependente

do tempo, veja

|λ, κ; t〉α = eiαλ,κ(t)|λ, κ; t〉 (2.14)

onde os αλκ(t) são funções arbitrárias reais dependentes do tempo. Isso porque mostramos

que o operador I(t) não possui derivadas temporais Eq.(2.1), então |λ, κ; t〉α é um estado

ortonormal de I(t) assim como é de |λ, κ; t〉 . Para λ′ 6= λ, a Eq.(2.13) também vale

para os elementos da matriz tomadas em relação aos novos autoestados. Todos os novos

autoestados irá satisfazer a equação de Schödinger se escolhermos as fases de tal forma

que a Eq.(2.13) tenha validade para λ′ = λ. Ou seja, isso é equivalente escrever a seguinte

equação diferencial para αλκ(t):

~δκκ′
dαλκ
dt

= 〈λ′, κ′|i~ ∂
∂t
−H|λ, κ〉 (2.15)

Para que esta equação seja satisfeita, o estado |λ, κ〉 pode ser escolhido de tal forma que

o lado direito dela se anule com κ′ 6= κ. É sempre possível fazer isso, já que o operador

i~
∂

∂t
− H é hermitiano. Uma vez que os estados foram definidos, as fases αλκ(t) agora

são escolhidas para satisfazer

~
dαλκ
dt

= 〈λ, κ|i~ ∂
∂t
−H|λ, κ〉 (2.16)

Agora sim, cada novo conjunto de autoestados de I(t), |λ, κ; t〉α , satisfaz a equação de

Schrödinger, e a solução geral é

|t〉 =
∑
λ,κ

cλ,κe
iαλκ(t)|λ, κ; t〉, (2.17)

onde os cλ,κ são coeficientes independentes do tempo. Todos esses estados que foram

vistos até agora são dependentes do tempo, na Eq. (2.17) deixamos apenas a dependência

explicita.

2.2 Método de Lewis e Riesenfeld aplicado ao OHDT

Um oscilador harmônico unidimensional dependente do tempo é descrito pelo se-

guinte Hamiltoniano,

H(t) = (1/2M)[p2 + Ω2(t)q2] (2.18)
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onde q é a coordenada canônica, p seu momento conjugado, Ω(t) é uma função contínua,

por parte, arbitrária dependente do tempo, e M um parâmetro real de massa positivo.

As variáveis q e p satisfazem a relação de comutação canônica

[q, p] = i~ (2.19)

e as equações canônicas de movimento são dadas por

q̇ = 1
i~

[q,H] = 1
M
p e ṗ = 1

i~
[p,H] = − 1

M
Ω2(t)q. (2.20)

Nós assumimos a existência de um invariante Hermitiano, que tem a seguinte forma

quadrática

I(t) = 1
2[α(t)q2 + β(t)p2 + γ {q, p}+], (2.21)

onde α, β e γ são funções reais do tempo, e usamos a notação convencional do anticomu-

tador {q, p}+ ≡ qp+ pq. A derivada de I(t) no tempo é dada por

I = ∂I

∂t
+ 1
i~

[I,H] =

= 1
2

[(
α̇− 2Ω2

M
γ

)
q2 +

(
β̇ + 2

M
γ
)
p2 +

(
γ̇ + 1

M
α− Ω2

M
β {q, p}+

)]
. (2.22)

Afim de satisfazer a Eq.(2.1), nós exigimos que

α̇ = 2Ω2

M
γ, β̇ = − 2

M
γ, γ̇ = − 1

M
α + Ω2

M
β. (2.23)

É conveniente introduzir uma outra função σ(t), definida como

β(t) = σ2(t) (2.24)

onde σ2(t) é uma função real do tempo. A segunda equação das Eqs.(2.23) fica

γ = −Mσσ̇ ⇒ γ̇ = −M(σ̇2 + σσ̈) (2.25)

substituindo as Eqs.(2.24) e (2.25) na terceira das Eqs.(2.23) e resolvendo para α ficamos

com

α = M2(σ̇2 + σσ̈) + Ω2σ2. (2.26)

A primeira equação das Eqs.(2.23) está impondo uma restrição para α̇, eliminaremos essa

restrição derivando a Eq.(2.26) em relação ao tempo

dα

dt
= α̇ = (M2 ...

σ +M2σ̈σ̇ + 2M2σ̈σ̇ + 2Ω̇Ωσ2 + 2Ωσ̇σ). (2.27)

Impondo a condição α̇ = −2Ωσ̇σ, temos



M2(...σ +M2σ̈σ̇ + 2M2σ̈σ̇ + 2Ω̇Ωσ2 + 4Ω2σ̇σ) = 0

agora vamos fazer o seguinte 4Ω2σ̇σ = 3Ω2σ̇σ + Ω2σ̇σ, para reorganizarmos e deixá-la da

seguinte forma

σ
d

dt
[M2σ̈ + Ω2σ] + 3σ̇[M2σ̈ + Ω2σ] = 0 (2.28)

que pode ser imediatamente escrita como

M2σ̈ + Ω2σ = C

σ3 (2.29)

e a Eq. (2.26) fica

α =
(
C

σ2

)
+M2σ̇2. (2.30)

Com esses resultados podemos deixar nosso invariante de forma mais compacta

I = 1
2

[(
C

σ2

)
q2 + (σp−Mσ̇q)2

]
(2.31)

sendo a Eq.(2.29) uma condição auxiliar. Para simplificar um pouco mais, vamos deixar

de lado a "arbitrariedade"da constante real C, fazendo a seguinte transformação

σ(t) = C1/4ρ(t), (2.32)

sendo ρ(t) uma nova função auxiliar do tempo. Após descartar o fator multiplicativo

constante c1/2, podemos escrever a equação a Eq.(2.31) na forma

I = 1
2

[(
1
ρ2

)
q2 + (ρp−Mρ̇q)2

]
(2.33)

e a condição auxiliar dada pela Eq.(2.29), se torna

M2ρ̈+ Ω2ρ = 1
ρ3 , (2.34)

que é conhecida na literatura como equação de Milne-Pinney[45] . Como queremos I(t)

Hermitiano, escolhemos apenas as soluções reais da Eq.(2.34).

2.2.1 Autoestados, autovalores e as fases do invariante I(t)

Os autoestados e autovalores do operador invariante I(t) podem ser encontrados intro-

duzindo os operadores canônicos de abaixamento e levantamento, a e a†, dependentes do

tempo

a = (2~)−1/2
{[(

1
ρ

)
q + i(ρp−Mρ̇q)

]}
,
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a† = (2~)−1/2
[(

1
ρ

)
q − i(ρp−Mρ̇q)

]
. (2.35)

Esses operadores satisfazem a regra de comutação

[a, a†] = 1 (2.36)

de modo que o operador aa† é um operador número com autovalores inteiros e não ne-

gativos. O operador invariante dado pela Eq.(2.33) pode ser escrito em termos de a e a†

como

I = ~(a†a+ 1/2), (2.37)

do qual resulta que os autoestados normalizados |λ〉 de I são os mesmos que os autoestados

normalizados |µ〉 de a†a:

a†a|µ〉 = µ|µ〉, µ = 0, , 1, 2, ... (2.38)

Especificamos as fases relativas desses autoestados normalizados |µ〉 exigindo as seguintes

relações

a|µ〉 = µ1/2|µ− 1〉,

a†|µ〉 = (µ+ 1)1/2|µ+ 1〉. (2.39)

O espectro de autovalores de I é dado por

λµ = (µ+ 1
2)~, µ = 0, 1, 2, ... (2.40)

Para realizar a transformação das Eqs.(2.15) e (2.16) precisamos calcular os elemen-

tos diagonal da matriz dos operadores H e ∂/∂t. A matriz é obtida usando as Eqs.(2.35)

para expressar H em termos de a e a† e, portanto, aplicando as Eqs.(2.39):

〈µ|H|µ〉 = ~
4M

(
M2ρ̇2 + Ω2ρ2 + 1

ρ2

)
〈µ|{a, a†}+|µ〉 =

= 1
M

(
M2ρ̇2 + Ω2ρ2 + 1

ρ2

)
(µ+ 1

2)~. (2.41)

O hamiltoniano, é claro, também têm elementos elementos não diagonais, desde que a

representação definida pelas Eqs.(2.38) e (2.39) não diagonalize este operador.

Para calcular os elementos da matriz diagonal de ∂/∂t, tomamos a derivada par-

cial da segunda das Eqs.(2.39) em relação ao tempo, e em seguida um produto escalar

apropriado, e obtemos

〈µ| ∂
∂t
|µ〉 = 〈µ− 1| ∂

∂t
|µ− 1〉+ µ−1/2〈µ|∂a

†

∂t
|µ− 1〉. (2.42)
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A expressão para ∂a†/∂t em termos de a e a† é

∂a†

∂t
= 1

2

{[
−2ρ̇
ρ

+ iM(ρρ̈− ρ̇2)
]
a+ iM(ρρ̈− ρ̇2)a†

}
, (2.43)

de modo que a Eq.(2.42) torna-se

〈µ| ∂
∂t
|µ〉 = 〈µ− 1| ∂

∂t
|µ− 1〉+ i

M

2 (ρρ̈− ρ̇2)

= 〈0| ∂
∂t
|0〉+ i

µ

2M(ρρ̈− ρ̇). (2.44)

É evidente que o fato de ∂/∂t ser anti-hermitiano exige que todos elementos da matriz

diagonal de ∂/∂t sejam puramente imaginários. Esse estado dependente do tempo pode,

em geral, ter um fator de fase dependente do tempo, apenas a escolha que é arbitrária.

De fato, uma escolha conveniente que adotamos, é aquela que faz 〈0|∂/∂t|0〉 desaparecer

no limite que ρ se torna constante, e faz uma contribuição do "ponto-zero"para Eq.(2.44):

〈0| ∂
∂t
|0〉 = i

M

4 (ρρ̈− ρ̇). (2.45)

Com essa convenção, agora podemos escrever os elementos da matriz diagonal de ∂/∂t

como

〈µ| ∂
∂t
|µ〉 = i

M

2 (ρρ̈− ρ̇)(µ+ 1
2). (2.46)

As fases necessárias para realizar a transformação da Eq.(2.14) podem ser calculadas

substituindo as Eqs.(2.41) e (2.46) na Eq.(2.15) para que tenhamos

dαµ
dt

= − 1
2M {M

2(ρρ̈+M2ρ̇2)]

+Ω2ρ2 + 1
ρ2 (µ+ 1

2)

= − 1
M

(µ+ 1
2) 1
ρ2 , (2.47)

onde fizemos o uso da condição auxiliar da Eq.(2.34). Assim, as funções de fase podem

ser escritas na seguinte forma

αµ(t) = − 1
M

(µ+ 1
2)
∫ t

dt′
1

ρ2(t′) (2.48)

É interessante notar que essas fases estão estritamente relacionadas com uma quantidade

física que aparece na análise de osciladores harmônicos clássicos dependentes do tempo.

No caso clássico, o invariante I pode ser escolhido como um momento canônico generali-

zado e a coordenada canônica cíclica correspondente é, portanto, igual a −αµ(µ+ 1
2).
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Os elementos não diagonais da matriz de H e ∂/∂t, embora não sejam relevan-

tes aqui, são bem fáceis de calcular. A expressão de H em termos dos operadores de

abaixamento e levantamento imediatamente produz

〈µ′|H|µ〉

= (~/4){M(ρ̇2 − ρρ̈)− 2i(ρ̇/ρ)][µ(µ− 1)]1/2δµ′+2,µ

+ [M(ρ̇2 − ρρ̈) + 2i(ρ/ρ̇)][(µ+ 1)(µ+ 2)]1/2δµ′,µ+2}, µ′ 6= µ (2.49)

e da Eq.(2.13), obtemos

〈µ′| ∂
∂t
|µ〉 = 1

i~
〈µ′|H|µ〉, µ′ 6= µ. (2.50)

O resultado da Eq.(2.47) nos permite escrever que os autoestados de I(t) que

satisfazem a equação de Schrödinger para o oscilador harmônico dependente do tempo

serão dados por

|ψn(t)〉 = eiαn(t)|n, t〉, (2.51)

onde as fases αn(t) são dadas pela Eq.(2.47), Assim, podemos escrever a solução geral da

equação de Schrödinger para o Hamiltoniano Eq.(2.18) como sendo,

|ψ(t)〉 =
∑
n

cne
iαn(t)|n, t〉. (2.52)

sendo os cn constates.



Capítulo 3

Estados Coerentes

Agora, vamos construir os estados coerentes |α〉 para o oscilador harmônico e

apresentar suas propriedades mais importantes, partindo de sua definição em termos do

operador aniquilação(abaixamento), a, e sua definição via operador deslocamento. Os

estados coerentes, como iremos ver, tem também a propriedade de ser um estado de

incerteza mínima, ou seja, ele minimiza o produto das incertezas de dois observáveis

incompatíveis(ex: posição e momento).

Oscilador harmônico quântico

Um dos potenciais mais importantes na física é o potencial do oscilador harmônico

V (q) = mω2

2 q2, (3.1)

existem pelo menos duas formas possíveis para resolver a correspondente equação de

Schrödinger independente do tempo, o método analítico e o método algébrico, por ser

mais didático iremos trabalhar com o algébrico.

Método algébrico

Começamos usando a equação de Schrödinger independente do tempo em que inserimos

a Hamiltoniana o potencial relacionado ao oscilador harmônico Eq.(3.1)

Hψ =
(
− ~2

2m
d2

dq2 + mω2

2 q2
)
ψ = Eψ. (3.2)
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Reescrevemos a Eq.(3.2) da seguinte forma

Hψ = 1
2m

(~
i

d

dq

)2

+ (mωq)2

ψ = 1
2m [p2 + (mωq)2]ψ = Eψ. (3.3)

Vamos agora tentar expressar esta equação como o quadrado de algum operador(ainda

desconhecido),

p2 + q2 ⇒ (q + ip)(q − ip) = p2 + q2 + i(pq − qp), (3.4)

desde que q e p obedeçam a Eq.(2.19), [p, q] = i~. Podemos definir os seguintes operadores

a = 1√
2mω~

(mωq + ip) operador aniquilação

a† = 1√
2mω~

(mωq − ip) operador criação

Notando que os operadores posição e momento são expressos pelos a,s e a†,s como

q =
√

~
2mω (a+ a†) p = −i

√
mω~

2 (a− a†). (3.5)

Agora, vamos calcular o comutador dos operadores criação e aniquilação. Eles comutam-se

da seguinte forma

[a, a] = [a†, a†] = 0. (3.6)

Para encontrar o comutador de a e a†, primeiro calculamos aa† bem como a†a

aa† = 1
2mω~ [(mωq)2 + imω[p, q] + p2], (3.7)

a†a = 1
2mω~ [(mωq)2 − imω[p, q] + p2]. (3.8)

Facilmente encontramos que

[a, a†] = 1 (3.9)

Considerando novamente o hamiltoniano da Eq.(3.3) e usando as Eqs.(3.7) e (3.8)

para reescrevê-la como

H = 1
2m(p2 + (mωq)2) = ~ω

2 (a†a+ aa†). (3.10)

Usando o comutador Eq.(3.9) podemos simplificar a hamiltoniana

[a, a†] = aa† − a†a = 1 ⇒ aa† = a†a+ 1, (3.11)



H = ~ω(a†a+ 1
2). (3.12)

Para a equação de autovalores

~ω(a†a+ 1
2)ψ = Eψ, (3.13)

que reescrevemos como uma equação de autovalor para o operador a†a

a†aψ =
(
E

~ω
− 1

2

)
ψ. (3.14)

3.1 Definição e propriedades dos estados coerentes

Os estados coerentes |α〉 para o oscilador são definidos pela seguinte equação de autovalor:

a|α〉 = α|α〉, (3.15)

onde o autovalor α pode ser um número complexo, pois o operador a é não hermitiano e,

dessa forma, não pode representar uma medida física.

A Eq.(3.15) nos diz que os estados coerentes são definidos como sendo as auto-

funções do operador aniquilação deste oscilador, ou seja, os estados coerentes satisfazem

a equação de autovalor do operador de abaixamento dos níveis de energia do oscilador.

Utilizando a notação de Dirac[14], obtém-se as seguintes propriedades do hamiltoniano

que governa o oscilador harmônico quântico, na representação dos estados de números,

ou de ocupação, |n〉:

H|n〉 = En|n〉, En = n+ 1
2 , n = 0, 1, 2, ..., (3.16)

e definimos esse estado de número como

|n〉 = a[(a†)n/(n!)1/2|0〉. (3.17)

Os próprios operadores a e a† geram os autoestados de número, pois atuando-os sobre um

ket |n〉 obtém-se outro ket |n± 1〉, usando a Eq.(3.17), temos

a|n〉 = a

[
(a†)n

(n!)1/2

]
|0〉 = (n)1/2 (a†)n−1√

(n− 1)!
1/2 |0〉+ (a†)n

(n!)1/2a|0〉,

⇒ a|n〉 =
√
n|n− 1〉, (3.18)

e
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a†|n〉 = a†[ (a†)n
(n)1/2 ]|0〉 = (n+ 1)1/2 (a†)n+1√

(n+ 1)!
|0〉,

⇒ a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉. (3.19)

Essas duas Eqs.(3.18) e (3.19) constituem a álgebra de Heisenberg-Weyl[12]. O pro-

duto escalar de duas autofunções do oscilador harmônico resulta no delta de Kronecker,

〈m|n〉 = δmn, é zero quando m for diferente de n, ou 1 quando m for igual a n, então

os kets |n〉 podem ser ortogonais e ortonormais e, por sua vez, o conjunto |n〉 é com-

pleto. Portanto, pelo teorema da expansão, podemos representar os estados coerentes

do oscilador harmônico como uma combinação linear(superposição) dos seus autokets, a

saber,

|α〉 =
∞∑
n=0

cn|n〉. (3.20)

Podemos escrever o lado esquerdo da Eq.(3.15) da seguinte forma

a|α〉 = a
∞∑
n=0

cn|n〉 =
∞∑
n=0

cna|n〉 =
∑

cn
√
n|n− 1〉, (3.21)

fazendo n→ m+ 1 nesta última equação, podemos ainda escrevê-la como

a|α〉 =
∞∑
m=0

cm+1
√
m+ 1|m〉 =

∞∑
n=0

cn+1
√
n+ 1|n〉. (3.22)

Usando a superposição de autokets de número na Eq.(3.20), e comparando as Eqs.(3.15)

e (3.22) encontramos a seguinte relação de recorrência dada por:

cn+1 = αcn√
n+ 1

, (3.23)

onde, por indução, podemos expressar cn em termos de c0, isto é;

cn = αnc0√
n!
, (3.24)

Portanto, os autokets do operador de abaixamento do oscilador, |α〉, são representados

segundo a expressão abaixo

|α〉 = c0

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉. (3.25)

Aplicando agora a condição de normalização 〈α|α〉 = 1, e lembrando-se que 〈n|n〉 = 1,

obtemos o valor da constante c0 que será dado por:

〈α|α〉 = 1 ⇒ c0 = exp(−1/2|α|2). (3.26)
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Substituindo, finalmente, o valor de c0 na Eq.(3.25), obtemos os estados coerentes nor-

malizados

|α〉 = e−1/2|α|2
∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 ⇒ |α〉 = e−1/2|α|2

∞∑
n=0

(αa†)n√
n!
|0〉. (3.27)

De uma forma geral, a fase |α〉 descreve o aspecto do estado coerente de uma onda

|α〉 =
∑
n

|n〉〈n|α〉. (3.28)

Analogia com a expansão de um vetor V (real) no espaço euclidiano:

~V = ∑
i êi(êi.~V )

Em termos de base, os autokets de a são comparáveis ao conjunto de vetores unitários

mutuamente ortogonais do espaço euclidiano. Uma propriedade importante para os esta-

dos coerentes é que eles são não ortogonais, ou seja, o produto escalar entre dois estados

coerentes é não nulo

|〈α|α′〉|2 = e−|α−α
′|2 . (3.29)

Como seria esperado, pois eles são autokets de um operador não-hermitiano. Os estados

coerentes são um conjunto supercompleto, pois é possível expressar qualquer autoket de

um estado quântico do oscilador harmônico em termos dos estados coerentes, inclusive

dele mesmo.

Relação de completeza

Embora os estados coerentes sejam não ortogonais, é possível expandi-los em termos de

um conjunto completo de estados, de fato, seja α = |α|eiφ, temos∫
|α〉〈α|d2α =

∫ ∞
0
|α|d|α|

∫ 2π

0
dφ|α〉〈α|. (3.30)

Usando a expansão (3.27), obtemos∫
|α〉〈α|d2α = ∑

n,n′
∫∞

0 |α|d|α|
|α|n+n′

√
n!n′!

e−|α|
2 ∫ 2π

0 dφeiφ(n−n′)|n〉〈n′|

= 2π∑n

∫∞
0 d|α|e|α|2 |α|

2n+1

n! |n〉〈n| = π
∑
n |n〉〈n| = π,

e, portanto,
1
π

∫
|α〉〈α|d2α = 1. (3.31)

Essa relação é chamada de relação de completeza ou de fechamento. Ela atua em um ket

gerando o mesmo ket. Por satisfazer a relação acima, garantimos que nosso conjunto de

autofunções seja completo.
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3.1.1 Incerteza mínima

Para facilitar nosso trabalho, vamos considerar o oscilador Eq.(3.2) com massa unitária,

daí as Eqs.(3.5) se tornam,

q = (~/2ω)1/2(a† + a) (3.32)

p = i(~ω/2)1/2(a† − a) (3.33)

para encontrar o valor esperado de q e p nos estados coerentes iremos usar apenas a

Eq.(3.15) que define esses estados, e sua correspondente forma adjunta. Então, ficamos

com

〈α|q|α〉 = (2~/ω)1/2Reα, (3.34)

〈α|p|α〉 = (2~/ω)1/2Imα, (3.35)

onde Re α e Im α representam as partes reais e imaginárias de α.

Para encontrar as funções de onda para os estados coerentes, escrevemos a Eq.(3.15)

na forma

(2~ω)−1/2(ωq + ip)|α〉 = α|α〉, (3.36)

e fazemos o produto escalar de ambos os membros com o estado conjugado 〈q′|, que

correspondem aos autovalores q′ de q. Desde que o momento possa ser representado por

um operador derivada, 〈q|p = −i~(d/dq′)〈q|, encontramos que a função de onda no espaço

das coordenadas, 〈q|α〉, obedece a equação diferencial

d

dq′
〈q′|α〉 = −2

(
ω

2~

)1/2
{(

ω

2~

)1/2
q′ − α

}
〈q′|α〉. (3.37)

A equação pode ser integrada imediatamente para produzir a solução para a função de

onda que, na forma normalizada, que é

〈q′|α〉 = (ω/π~)1/4 exp−[(ω/2~)1/2q′ − α]2. (3.38)

Usando um argumento análogo, fornecemos a função de onda no espaço p. Se fizermos o

produto escalar da Eq.(3.36) com um autoestado 〈p′|, e usar a relação 〈p′|q = ~(∂/∂p′)〈p′|,

chegamos a uma equação diferencial cuja solução normalizada é

〈p′|α〉 = (π~ω)−1/4 exp−[(2~ω)−1/2p′ + iα]2. (3.39)
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As varianças são definidas como

(∆q)2 = 〈q2〉 − 〈q〉2, (3.40)

(∆p)2 = 〈p2〉 − 〈p〉2, (3.41)

encontramos, para as funções de onda Eqs.(3.38) e (3.39), que o produto das varianças é

(∆q)2(∆p)2 = 1
4~

2. (3.42)

De acordo com o princípio da incerteza, esse é o valor mínimo que o produto pode ter.

3.1.2 Operador deslocamento

O operador D(α) é definido por

D(α) = eαa
†−α∗a, (3.43)

onde α é um número complexo e a e a† são operadores de criação e aniquilação, respecti-

vamente. O operador deslocamento é um operador unitário, pois

DD† = 1.

Para que esta equação tenha validade, temos que garantir que os comutadores [[A,B], A]

e [[A,B], B] se anulem, onde A = αa† e B = α∗a. Então, vamos começar calculando o

comutador de A e B

[A,B] = [αa†, α∗a] = αα∗
−1

[α†, α]= −|α|2, (3.44)

sendo o resultado um número real, ele comuta com A e B, e imediatamente temos o

resultado para o operador deslocamento

D(α) = e−1/2|α|2eαa
†
eα
∗a. (3.45)

Usando o operador a† na Eq.(3.15), observamos que o n-ésimo autoestado excitado do

oscilador é obtido a partir do autoestado fundamental atuando o operador a† n vezes,

então:

|n〉 = a[(a)n/(n!)1/2|0〉. (3.46)

Substituindo-a na Eq.(3.36), obtemos um resultado semelhante para |α〉:

|α〉 = exp(1/2|α|2)
∞∑
n=0

(αa†)n
n! |0〉 = exp(−1/2|α|2) exp(αa†)|0〉. (3.47)
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Este operador atuando sobre o autoestado fundamental é um operador deslocamento e

unitário. De fato, utilizando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff,

exp(−1/2[A,B]) exp(A) exp(B) = exp(A+B), (3.48)

obtemos:

|α〉 = exp
(
−|α|2

2

)
exp(αa†)|0〉 = exp(αa− α∗a†)|0〉 ≡ D(α)|0〉. (3.49)

Onde temos que os estados coerentes para o oscilador são definidos como sendo aque-

les autoestados obtidos pela atuação de um operador deslocamento sobre o autoestado

fundamental |α〉 = D(α)|0〉, onde α pode assumir valores complexos.

Propriedades do operador deslocamento:

1) D†(α) = D−1(α) = D(−α)

2) D†(α)aD(α) = a+ α

3) D†(α)a†D(α) = a† + a∗

4) D(α + β) = D(α)D(β)e−iIm(αβ∗)

A prova de 1) é simples, bastando apenas comprovar que o operador deslocamento é

unitário.

Prova: 2)

D†(α)aD(α) = eαa−αa
†
aeαa

†−α∗a = a+ [α∗a− αa†, a] =,

= a+ α∗
0︷ ︸︸ ︷

[a, a] −α
−1︷ ︸︸ ︷

[a†, a]= a+ α,

A prova de 3) é similar a 2).

Prova: 4)

D(α + β) = eαa
†−α∗a+βa†−β∗a =

= eαa
†−α∗aeβa

†−β∗ae
1
2 [αa†−αa,βa†−β∗a] = D(α)D(β)e− 1

2 (αβ∗−α∗β) =

= D(α)D(β)e−iIm(αβ∗).
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De posse dessas propriedades a respeito do operador deslocamento, podemos criar

os estados coerentes. O estado coerente |α〉 é gerado a partir do vácuo |0〉 por um operador

deslocamento D(α)

|α〉 = D(α)|0〉. (3.50)

O "vácuo"|α〉 é o estado fundamental com número de ocupação n = 0, que é definido por

a|0〉 = 0(3.51). Ou seja, os Estados Coerentes para o oscilador harmônico são definidos

como sendo aqueles autoestados obtidos pela atuação de um operador deslocamento sobre

o autoestado fundamental |α〉 ≡ D(α)|0〉, onde α pode assumir valores complexos. Por

isso D(α) é chamado operador deslocamento.

Aplicando um deslocamento negativo em |α〉, encontramos das propriedades 1) e

2) que

aD(−α)|α〉 = D(−α)D†(−α)aD(−α)|α〉

⇒ aD(−α)|α〉 = D(−α)(a− α)|α〉 = 0,

Isto implica que D(−α)|α〉 é o estado de vácuo |0〉.

D(−α)|α〉 = |0〉 ⇒ |α〉 = D(α)|0〉. (3.51)

Por outro lado, nossa definição Eq.(3.43) pode seguir como um teorema, veja:

D(α)D†(α)a|α〉 = D(α)D†(α)aD(α)|0〉 = D(α)(a|0〉+ α|0〉 =

= αD(α)|0〉 = α|α〉

a|α〉 = α|α〉. (3.52)

Observe que acabamos de ver duas definições equivalentes para os estados coerentes.

Evolução temporal

Vamos agora dar uma olhada na evolução temporal dos estados coerentes dos do oscilador

harmônico. Usando a energia do oscilador harmônico, facilmente escrevemos

ψn(t, q) = ψn(q)eiEnt/~ = ψn(q)e−inωteiωt/2. (3.53)

Podemos agora escrever a evolução temporal do estado coerente

φα(t, q) = e−1/2|α|2e−iωt/2
∞∑
n=0

(αne−iωt)n√
n!

|ψn(q). (3.54)
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Com um pequeno truque na notação, tornando α dependente do tempo α(t) = αe−iωt,

podemos trazer a Eq.(3.53) para uma forma mais familiar

φα(t, q) = φα(t)(q)e−iωt/2, (3.55)

que identificamos como uma solução da equação de Schrödinger dependente do tempo.

Valor esperado de q para os estados Coerentes

Depois disso, queremos comparar o movimento dos estados coerentes ao do oscilador

harmônico quântico (e clássico), o que faremos através do valor esperado de q

〈q〉oscilador = 0. (3.56)

Recordando do valor esperado de q em termos dos operadores de criação e aniquilação,

e a equação de autovalor do operador aniquilação (3.36), podemos facilmente calcular o

valor esperado da posição dos estados coerentes

〈q〉coerente = 〈φα(t)|α|φα(t)〉 = q0√
2
〈φα(t)|a+ a†|φα(t)〉

= q0√
2

(α(t) + α∗(t)) =
√

2q0Re(α(t)) =
√

2q0|α| cos(ωt− ϕ), (3.57)

onde usamos α(t) = αe−iωt = |α|e−i(ωt−ϕ). Para resumir o cálculo, temos

〈q〉coerente =
√

2q0|α| cos(ωt− ϕ). (3.58)

e concluímos que o estado coerente, ao contrário do oscilador harmônico quântico, oscila,

semelhante ao seu análogo clássico.



Capítulo 4

Quantização de um circuito LC

Um circuito LC(indutância-capacitância) ideal é uma peça chave em circuitos me-

soscópicos e, como vimos na introdução, sua quantização foi primeiramente discutida por

Louisell[13]. Tal circuito mesoscópico não dissipativo é apenas o caso ideal, porque para

casos reais a dissipação é inevitável, e os efeitos quânticos de R(resistência) devem ser

levados em consideração. Nesta seção, vamos quantizar um circuito LC ideal de maneira

análoga ao oscilador harmônico da seção anterior.

4.1 Descrição clássica

Considerando um circuito LC idealizado, que consiste exclusivamente em um ca-

pacitor de capacitância C e um indutor de autoindutância L. Como desprezamos inteira-

mente a resistência, não há dissipação, e a energia inicialmente armazenada no circuito

se conserva. Pela Lei de Kirchhoff, temos

q

C
+ L

di

dt
= 0, (4.1)

derivando em relação (4.1) ao tempo, com dq/dt = i, sendo q a carga e i a corrente

elétrica, ficamos com
1
c

dq

dt
+ L

d2i

dt2
= 0, (4.2)

ou seja,
d2i

dt2
+ 1
LC

= 0⇒ d2i

dt2
+ ω2

0 = 0, (4.3)
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com ω0 = 1/
√
LC, que dá a frequência angular das oscilações livres neste circuito. A

solução geral é simples e bastante conhecida

i(t) = Re(Aeiφeiωt) = A cos(ωt+ φ). (4.4)

Integrando (4.4) em relação ao tempo, escrevemos

q(t) = A

ω0
sin(ω0t+ φ). (4.5)

E de maneira análoga ao oscilador harmônico clássico, escrevemos a Hamiltoniana para

este sistema

H(t) = 1
2L

dq2

dt2
+ 1

2C q
2, (4.6)

sendo que neste caso L(dq
dt

) = Φ(t), obtemos

H(t) = 1
2LΦ2 + 1

2C q
2, (4.7)

onde Φ é o fluxo magnético. Dessa forma obtemos a hamiltoniana para este circuito, que

é semelhante a obtida para o oscilador harmônico clássico.

4.2 Descrição quântica

A fim de quantizar o circuito LC, vamos resolver a equação de Schrödinger associ-

ada ao Hamiltoniano (4.7)

− ~2

2L
d2ψ

dq2 + 1
2Lω

2q2ψ = Eψ. (4.8)

A equação de Schrödinger dependente do tempo é dado por

H(t)ψ(q, t) = i~
∂

∂t
ψ(q, t), (4.9)

sendo q a carga, e Φ o fluxo magnético, operadores canonicamente conjugados que satis-

fazem a relação [q,Φ] = i~, com Φ = −i~∂/∂q. E os estados estacionários normalizados

para este circuito são

ψn(x) =
(
Lω

π~

)1/4 1√
2nn!

Hn(ξ)e−ξ2/2, (4.10)
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Sendo ξ ≡
√
Lω

~
q uma variável adimensional e Hn os polinômios de Hermite. Procedendo

de maneira similar ao oscilador harmônico quântico, escrevemos os operadores a e a† em

termos da carga q e do fluxo magnético Φ

a =
√

1
2~ω0L

(ω0Lq + iΦ), (4.11)

e

a† =
√

1
2~ω0L

(ω0Lq − iΦ). (4.12)

Somando e subtraindo as Eqs.(4.11) e (4.12), nós encontramos q e Φ em função de a e a†

q =
√
~ω0C

2 (a† + a), (4.13)

e

Φ = i

√
~ω0L

2 (a† − a), (4.14)

com (ω0L) = (ω0C)−1/2. Vamos escrever a equação de Schrödinger da seguinte forma

Hψ = 1
2L

(~
i

d

dq

)2

+ (Lω0Φ)2

ψ = Eψ, (4.15)

onde o Hamiltoniano pode ser escrito em termos dos operadores a e a†

H = 1
2L [q2 + (Lω0Φ)2] = ~ω0

2 [aa† + a†a], (4.16)

para a relação de comutação, encontramos

aa† = 1
2Lω0~

[(Lω0Φ)2 + iLω0[q,Φ] + q2], (4.17)

e

a†a = 1
2Lω0~

[(Lω0Φ)2 − iLω0[q,Φ] + q2], (4.18)

o que nos resulta em

[a, a†] = aa† − a†a = 1 → aa† = a†a+ 1. (4.19)

Portanto, substituindo (4.19) em (4.15) podemos escrever o Hamiltoniano como segue

H = ~ω0

(
a†a+ 1

2

)
. (4.20)



Capítulo 5

Descrição quântica de um circuito

RLC generalizado e explicitamente

dependente do tempo

Nesta seção, vamos começar com uma descrição clássica de um circuito RLC ge-

neralizado e dependente do tempo. Depois iremos contruir os estados coerentes para este

circuito e usar estes estados quânticos para calcular as flutuações de carga, fluxo magné-

tico e o produto de incerteza. Logo em seguida, vamos derivar a fase geométrica e utilizar

o limite assintótico adiabático para encontrar as fases dinâmicas e de Berry. Logo em

seguida calculamos a fase dinâmica e de Berry para três casos particulares e encontramos

resultados bastante interessantes.

5.1 Descrição clássica

Primeiramente vamos apresentar uma descrição clássica para o circuito RLC ge-

neralizado e dependente do tempo. A Hamiltoniana clássica este circuito é dada por

H(t) = e−Λ(t) Φ2

2L0
+ eΛ(t)L0ω

2(t)
2 q2 + y(t)

2 (Φq + qΦ), (5.1)

onde L0 é a indutância para t = 0, ω2 = 1/LC é a frequência de um circuito na ausência

da resistência, y(t) é uma função real dependente do tempo, q(t) é a carga, Φ é o fluxo

magnético, e
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Λ(t) =
∫ t

0

(
L̇+R

L

)
dτ, (5.2)

onde o ponto representa uma derivada temporal. Agora, partindo de (5.1) vamos utilizar

as equações Hamilton para encontrar a equação clássica de movimento para a carga q(t)

(I) q̇ = ∂H

∂Φ = e−Λ(t) Φ
L0

+ yq,

(II) Φ̇ = −∂H
∂q

= −eΛ(t)L0ω
2q − yq,

da primeira das equações de Hamilton, temos

q̇ − yq = e−Λ(t) Φ
L0

⇒ Φ = L0q̇e
Λ(t) − L0yqe

Λ(t),

ou ainda, derivando q̇ , obtemos

q̈ = −Λ̇e−Λ Φ
L0

+ eΛ Φ̇
L0

+ ẏq + yq̇,

substituindo os respectivos valores encontrados de Φ e Φ̇ nessa última expressão, ficamos

com

q̈ = −Λe−Λ

L0
(L0q̇e

Λ − L0yqe
Λ) + e−Λ

L0
(−eΛL0ω

2q − yΦ) + ẏq + yq̇

q̈ = −Λ̇q̇ + Λ̇yq − ω2q − e−ΛyΦ
L0

+ yq̇ + qẏ,

substituindo novamente o valor de Φ na equação acima, obtemos

q̈ = −Λ̇q̇ + Λ̇yq − ω2q − y(L0q̇e
Λ(t) − L0yqe

Λ(t))e
−Λ

L0
+ yq̇ + qẏ

q̈ = −Λ̇q̇ + Λ̇yq − ω2q − yq̇ + yq + yq̇ + qẏ

q̈ = −Λ̇q̇ + Λ̇yq − ω2q + yq + qẏ

q̈ = −Λ̇q̇ + (Λ̇y − ω2 + y2 + ẏ)q

q̈ +
(
L̇+R

L

)
q̇ + Ω(t)q = 0, (5.3)

e chegamos a nossa equação de movimento, onde Λ̇ =
(
L̇+R

L

)
é dado pela Eq.(5.2) e

Ω(t) é uma frequência modificada dada por

Ω2(t) = ω2 − y2 − Λ̇y − ẏ. (5.4)



Dá Eq.(5.3), notamos o aparecimento de um termo incomum L̇. A dependência temporal

nesse termo causa uma atenção adicional no circuito (para L̇ > 0). Portanto, L̇ se

comporta como uma resistência efetiva. Também, é fácil verificar que neste caso o fluxo

magnético é dado por

Φ = N(t)[q̇ − yq], (5.5)

N(t) = L0e
Λ(t). (5.6)

Portanto, usando a Eq.(5.5) nós encontramos que

ε = −dΦ
dt

= N(t)[yq̇ + ω2
D], (5.7)

onde ω2
D = (ω2 − y2) com ω2 − y2 > 0. A Eq.(5.7) representa a lei de Faraday para

um circuito RLC generalizado com indutância variando no tempo. Observamos que para

y(t) = 0, R(t) = 0 e a capacitância e indutância independentes do tempo, as Eqs.(5.6) e

(5.7) reduzem ao circuito LC clássico.

Agora, vamos considerar o caso especial em que y(t) = 0, L = L0 exp(ηt), C =

C0 exp(−ηt), R(t) = R0 exp(ηt), com L0, c0 e R0 constantes e η sendo uma constante real

e positiva. Para este caso a equação de movimento (5.3) torna-se

q̈ + (η + γ0)q̇ + ω2
0q = 0, (5.8)

onde γ0 = R0/L0 e ω2
0 = 1/(R0/L0). A solução da Eq.(5.8) é bem conhecida e é dada por

q(t) = Ae−(η+γ0)t/2 sin(Ω0t+ σ), (5.9)

onde A e σ são constantes a serem determinadas pelas condições iniciais e Ω2 = ω2 −(
η + γ0

2

)2
com Ω2

0 > 0. Dá Eq.(5.9) notamos claramente que a dependência temporal da

indutância dá origem a uma atenuação adicional η para este circuito RLC.

5.2 Descrição quântica

A fim de obter uma descrição quântica de um circuito RLC generalizado depen-

dente do tempo, precisamos resolver a equação de Schrödinger dependente do tempo

associada com a Hamiltoniana (5.1), que pode ser escrita como

H(t)Ψ(q, t) = i~
∂

∂t
Ψ(q, t), (5.10)
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sendo que agora o fluxo magnético canônico é definido por Φ = −i~ ∂
∂q

(Cap. 4). A carga

q(t) e o fluxo magnético são operadores hermitianos que satisfazem a relação de comutação

[q,Φ] = i~. As soluções da equação de Schrödinger podem ser obtidas com a ajuda do

método de invariante dinâmico inventado por Lewis e Riesenfeld [2, 3](Cap. 2). Seguindo

esse método, procuramos um operador hermitiano não trivial I(t) que satisfaz (2.1)
dI

dt
≡ ∂I

∂t
+ 1
i}

[I,H] = 0.

Se o invariante exato I(t)(constante de movimento) não contém qualquer operador que

contenha derivada no tempo, as soluções da equação de Schrödinger (5.10) são diretamente

escritas em termos das autofunções ortonormalizadas φn(q, t) de I(t),

I(t)φn(q, t) = λnφn(q, t), (5.11)

e uma função de fase βn(t) como

ψn(q, t) = eiβn(t)φn(q, t) (5.12)

Agora, da Eq.(5.9), os λn são autovalores independentes do tempo e a função de fase βn(t)

é determinada pela equação

~
dβn(t)
dt

= 〈φn|i~
∂

∂t
−H|φn〉 (5.13)

com φ obedecendo a condição(2.4) 〈φn′ |φn〉 = δn′,n. Vamos considerar um operador inva-

riante quadrático que satisfaça a Eq.(2.1) [4, 23]

I(t) = 1
2


(
q

ρ

)2

+ [ρq −N(t)(ρ̇− yρ)]2
 (5.14)

onde ρ(t) é uma função real dependente do tempo satisfazendo a equação de Milne-Pinney

[45, 46]

ρ̈+
(
L̇+R

L

)
ρ̇+ Ω2(t)ρ = 1

N2(t)ρ3 , (5.15)

com N(t) dado pela Eq.(5.6). Agora, vamos tentar encontrar os autoestados φn(q, t) de

I(t). Com este objetivo, vamos considerar a transformação unitária [23] afim de deixar a

"desconhecida"Eq.(5.14) de uma forma mais simples e conhecida

φ′n(q, t) = Uφn(q, t), (5.16)

com

U = exp
[
−iN(t)

2~ρ (ρ̇− yρ)q2
]
. (5.17)
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Sob esta transformação unitária, a equação de autovalores (5.11) fica

I ′φ′n(q, t) = λnφ
′
n(q, t), (5.18)

onde

I ′ = UIU † = ~2

2 ρ
2 ∂

2

∂q2 + 1
2
q2

ρ2 . (5.19)

Em seguida, fazendo σ = q/ρ podemos reescrever a equação de autovalores (5.18) na

forma [
−~2

2
∂2

∂σ2 + σ2

2

]
ϕn(σ) = λnϕ(σ), (5.20)

onde ϕn é relacionado com φ′ da seguinte forma

ϕn(σ) = ρ1/2φ′n(q, t), (5.21)

o fator ρ1/2 foi introduzido para satisfazer a condição de normalização

∫
φ∗
′
n (q, t)φ′n(q, t)dq =

∫
ϕ∗n(σ)ϕ′n(σ)dσ = 1.

Agora, é bem conhecido que as soluções da Eq.(5.20) são as autofunções

ϕ(σ) =
[ 1
π1/2~1/2n!2n

]1/2
exp

[
−σ

2

2~

]
Hn

[(1
~

)1/2
σ

]
(5.22)

com autovalores

λn = ~ (n+ 1/2) . (5.23)

Sendo Hn o polinômio de Hermite de ordem n. Portanto, fazendo uso das equações (5.16),

(5.17), (5.21) e (5.22) expressamos os autoestados do invariante dinâmico I(t) como

φn(q, t) =
[

1
π1/2~1/2n!2nρ

]
exp

[
iN(t)

2~

(
ρ̇

ρ
+ i

N(t)ρ2 − y(t)
)
q2
]
×Hn

[
1
~

1/2 q

ρ

]
. (5.24)

O próximo passo é encontrar a função de fase ( Fase de Lewis ) dada pela expressão (5.13).

Após um cálculo simples, obtemos [23, 3]

βn(t) = − (n+ 1/2)
∫ t

0

dτ

N(τ)ρ2(τ) . (5.25)

Portanto, nós escrevemos a solução exata da equação de Schrödinger dependente do tempo

(5.10), que é a seguinte

ψn(q, t) = exp[iβn(t)]
[

1
π1/2~1/2n!2nρ

]1/2

exp
[
iN(t)

2~

(
ρ̇

ρ
+ i

N(t)ρ2 − y(t)
)
q2
]



×Hn

[(
1
~

1/2) q
ρ

]
, (5.26)

com a fase de Lewis βn(t) dada pela Eq. (5.25). A evolução geral de um estado de

Schrödinger pode ser escrito como Ψ(q, t) = ∑
n cnψn(q, t), onde os cn são coeficientes

independentes do tempo. Aqui, observamos que para y(t) = 0 e R = R0, L = L0 e c = c0

constantes, os resultados desta seção coincidem com os da [47]. Também, é interessante

notar que com a analogia com o oscilador harmônico padrão, obtemos a densidade de

probabilidade no estado fundamental, (n = 0), para o circuito RLC generalizado, que

passa a ser Gaussiana

|ψ0(q, t)|2 =
[

1
π1/2~1/2ρ

]
exp

[
− q2

~ρ2

]
. (5.27)

Ao contrário do oscilador harmônico, a densidade de probabilidade, do "estado de vá-

cuo"tem uma dependência temporal nos termos de ρ(t) [48]. Além do mais, o valor de

ρ(t) é associado com a largura dessa densidade de probabilidade.

5.3 Estados coerentes para o circuito RLC quanti-

zado dependente do tempo

Nesta seção estamos interessados em construir estados coerentes(Cap. 3) para o

circuito RLC generalizado dependente do tempo. Portanto, vamos introduzir o conjunto

de operadores criação e aniquilação dependentes do tempo definidos como [49]-[51]

b′ =
( 1

2~

)1/2 [(q
ρ

)
+ iρΦ

]
, (5.28)

b′† =
( 1

2~

)1/2 [(q
ρ

)
− iρΦ

]
, (5.29)

com [b′, b′†] = 1. Em termos desses operadores, o invariante I ′(t) dado pela Eq.(5.19)

pode ser reescrito como

I ′ = ~
(
b′b† + 1/2

)
. (5.30)

Os estados coerentes associados a este invariante tem a forma [39-41 ref. art*]

φα(σ, t) = exp[−|α|2/2]
∑
n

αn

(n!)1/2 exp[iβn(t)]ϕn(σ), (5.31)
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onde α é um número complexo arbitrário. Portanto, usando as Eqs. (5.16), (5.17), (5.21)

e (5.31) encontramos que os estados coerentes para o circuito RLC dependente do tempo

descrito pela Hamiltoniana (5.1) é dada por

φα(q, t) = 1
ρ1/2 exp

[
iN(t)
2~ρ (ρ̇− yρ)q2

]
ϕα(σ, t). (5.32)

Esses estados satisfazem a equação de autovalor

bφα(q, t) = α(t)φα(q, t), (5.33)

com b e b′ descritos por

b = U †b′U =
( 1

2~

)1/2 {(q
ρ

)
+ i[ρΦ−N(t)(ρ̇− ρy)q]

}
, (5.34)

e

b† =
( 1

2~

)1/2 {(q
ρ

)
− i[ρΦ−N(t)(ρ̇− ρy)q]

}
, (5.35)

e

α(t) = α exp[2iβ0], (5.36)

onde β0 é obtido da Eq.(5.25), fazendo n = 0. Em termos de b e b† o invariante I(t) é

expresso como

I(t) = ~
(
bb† + 1/2

)
, (5.37)

com [b, b†] = 1. Os operadores b e b† obedecem também as seguintes propriedades

b(t)|φn〉 = n1/2|φn−1〉, (5.38)

b†(t)|φn〉 = (n+ 1)1/2|φn+1〉, (5.39)

onde os estados de Fock |φn〉, como já vimos(Cap.3) são autoestados do invariante I(t)

com autovalores não-degenerados λn. As propriedades acima serão usadas na próxima

seção.

Vamos agora calcular o valor esperado da carga q(t) no estado coerente φα(t).

Temos que

q = ρ

(
~
2

)1/2

(b+ b†). (5.40)

Portanto, o valor esperado de q no estado φα é

〈q〉 = ρ

(
~
2

)1/2

(α∗ + α), (5.41)



36

e, usando a Eq.(5.36) juntamente com uma álgebra simples, obtemos

〈q〉 = (2~|α|2ρ2)1/2 sin[−2β0(t) + δ], (5.42)

onde δ é o argumento do número complexo α. Comparando este resultado com aquele

da Eq.(5.9) podemos ver que o centro do pacote de onda do estado coerente segue o

movimento de uma partícula clássica. Portanto, o resultado acima concorda com a ideia

original de Schrödinger sobre os estados coerentes, que estava interessado em encontrar

estados quânticos que seguissem o movimento de uma partícula clássica em um dado

potencial [52]. No que segue, estimamos as flutuações quânticas em q e Φ no estado

φα(q, t). Depois de uma certa álgebra [ver Apêndice - A]

〈∆q〉2 = 〈q2〉 − 〈q〉2 = ~
2ρ

2, (5.43)

〈∆Φ〉 = 〈Φ2〉 − 〈Φ〉2 = ~
2

{
1
ρ2 + [N(t)(ρ̇− ρy)]2

}
. (5.44)

Portanto, o produto de incerteza é dado por

(∆q)(∆Φ) = ~
2
{

1 + [N(t)ρ(ρ̇− ρy)]2
}
. (5.45)

Analizando a Eq.(5.44) observamos que o produto de incerteza, em geral, não atinge o

seu valor mínimo.

5.4 Fases geométrica, dinâmica e de Berry

Teorema adiabático

Consideremos um pêndulo clássico de comprimento L com período T = 2π
√
L/g. Imagi-

nemos agora que, muito lentamente, variamos o comprimento do pêndulo. Se a variação

for muito lenta em comparação com a frequência do pêndulo, então o novo período deverá

ser dado por

T = 2π
√
L(t)/g. (5.46)

Nestas condições dizemos que o processo é adiabático. Quando um processo varia adiaba-

ticamente, resolvemos o problema exatamente com as condições exteriores consideradas

fixas e depois deixamos os parâmetros variar com o tempo, lentamente à escala das vari-

ações do sistema.



37

Em mecânica quântica podemos formular este resultado sob a forma de teorema.

Se uma partícula estava inicialmente no estado |ni〉 do Hamiltoniano Hi, na tran-

sição adiabática de Hi para Hf , ela vai ser levada para o estado |ni〉 do Hamiltoniano

Hf .

Estamos admitindo, por simplicidade, que o espectro é não degenerado e a igual-

dade é a menos de alguma fase. Embora este resultado pareça simples, a demonstração

não é. Vamos só dar o resultado final, podendo a demonstração ser vista no livro do

Griffiths [54] e no artigo original de Michael Berry [53].

Ψn(t) = eiθn(t)eiγn(t)ψn(t), (5.47)

onde

θn(t) = −1
2

∫ t

0
En(t′)dt′, (5.48)

é uma fase dinâmica, que tem a ver com a evolução temporal dos estados com o tempo,e

γn(t) = i
∫ t

0
〈ψn(t′)| ∂

∂t′
ψn(t′)〉dt′, (5.49)

é uma fase original de origem geométrica. Que a fase θn(t) é uma fase dinâmica, é fácil

de perceber. Se não houver transformação adiabática, então En não depende do tempo

e, portanto

eiθn(t) = e−
1
~

∫ t
0 En(t)dt, (5.50)

isto é, a evolução normal no tempo dos estados estacionários.

Fases de Berry

Vimos na secção anterior que quando um dado |ni〉 dum dado Hamiltoniano evolui adia-

baticamente, o estado final |ni〉 do Hamiltoniano final, obtém-se multiplicando o estado

inicial por uma fase dinâmica e outra geométrica, onde esta última é dada por

γn(t) = i
∫ t

0
〈ψn(t′)| ∂

∂t′
ψn(t′)〉dt′, (5.51)

A variação com t deve-se a que algum parâmetro do Hamiltoniano que varia com o tempo.

Seja esse parâmetro R(t). Então
∂ψ

∂t
= ψn
∂R

dR

dt
, (5.52)

e, portanto

γn(t) = i
∫ t

0
〈ψn(t′)|ψn(t′)

∂R
〉dR
dt′

dt′ = i
∫ Rf

Ri
〈ψn(t′)|ψn(t′)

∂R
〉dR. (5.53)



38

Em particular se o Hamiltoniano retorna ao estado inicial ao fim do

tempo T , devemos ter γn(t) = 0 e, portanto, o resultado é trivial. Contudo, se em

vez de um só parâmetro, tivermos N parâmetros:R1(t), R2(t), ..., Rn(t), obtemos

∂ψ

∂t
= ψn
∂R1

dR1

dt
+ ψn
∂R2

dR2

dt
+ ...+ ψn

∂Rn

dRn

dt
= (~ORψn).d

~R

dt
, (5.54)

e, obtemos

γn(t) = i
∫ Rf

Ri
〈ψn(t′)|(~ORψn).〉dR. (5.55)

Se o Hamiltoniano volta ao estado inicial ao fim de um tempo T , obtemos

γn(t) = i
∮ Rf

Ri
〈ψn(t′)|(~ORψn).〉dR. (5.56)

que é uma integral ao longo de um caminho fechado e que em geral não será zero se o

espaço dos parâmetros for não trivial topologicamente. A Eq.(5.56) foi pela primeira vez

deduzida por Michael Berry[53] e é conhecida por fase de Berry. Pode mostrar-se que,

para que a fase seja diferente de zero, é condição necessária que o número de parâmetros

Ri seja pelo menos de dois e que a função de onda ψn seja complexa. Estas condições não

são no entanto suficientes e na maior parte dos casos a fase é nula.

Nesta seção, temos um interesse duplo. Primeiramente, derivar a fase geométrica

para generalizar o circuito RLC. Em seguida, fazendo o uso do limite adiabático, preten-

demos encontrar as fases dinâmica e de Berry para uma evolução cíclica de um sistema.

Portanto, vamos analisar a Eq.(5.13) e obter a fase geométrica como

γn(t) = i
∫ t

0
〈φn(t)| ∂

∂τ
|φn(t)〉dτ. (5.57)

Lembramos aqui que o último termo do lado direito da Eq.(5.13) corresponde a fase

dinâmica usual, que é, γdn(t) =
∫ t
0〈φ| − H/~|φ〉dτ . Assumindo agora que o invariante

I(t) é periódico em T, os autoestados de I(t) satisfazem a relação |φn(T )〉 = |φn(0)〉.

Consequentemente, podemos reescrever a Eq.(5.57) como [55, 56, 57, 58, 59]

γn(T ) = i
∫ T

0
〈φn|

∂

∂t
|φn〉dt. (5.58)

A fim de encontrar a fase geométrica Eq.(5.58) procedemos usando a Eq.(5.59) e fazendo

o produto escalar conveniente, obtemos que [4, 57, 58]

〈φn|
∂

∂t
|φn〉 = 〈φ0|

∂

∂t
|φ0〉+ n−1/2〈φn|

∂b†

∂t
|φn−1〉. (5.59)



39

Portanto, avaliando o último termo da Eq.(5.59) com auxílio das Eqs.(5.38) e (5.39)

obtemos que

i〈φn|
∂

∂t
|φn〉 = 〈φ0|i

∂

∂t
|φ0〉+ n

2
[
N(t)(ρ̇2 + ρ2ẏ − ρ̈ρ) + Ṅ(t)(ρ2y − ρρ̇)

]
. (5.60)

Agora, com uma escolha conveniente para calcular o primeiro termo do lado direito da

Eq.(5.60)(é o gauge de Lewis para o estado fundamental |φ0〉) [4, 57, 58]. Para este caso,

esse termo é dado por

〈φ0|i
∂

∂t
|φ0〉 = 1

4
[
N(t)(ρ̇2 + ρ2ẏ − ρ̈ρ) + Ṅ(t)(ρ2y − ρρ̇

]
. (5.61)

Desta maneira, usando as Eqs.(5.58),(5.59) e (5.60) encontramos que

γn(T ) = −1
2

(
n+ 1

2

) ∫ T

0
[N(t)(−ρ̇2 − ρ2ẏ + ρ̈ρ) + Ṅ(t)(ρ2y − ρρ̇)]dt, (5.62)

o qual, usando Eq.(5.15), podemos reescrevê-la como

γn(T ) = −1
2

(
n+ 1

2

) ∫ T

0

[
N(t)(ω2

Dρ
2 − ρ̇2)− 1

N(t)ρ2

]
dt, (5.63)

onde ω2
D = ω2 − y2. O Resultado acima representa a fase geométrica para um circuito

RLC generalizado dependente do tempo. Em seguinte, iremos encontrar as fases dinâmica

e de Berry, fazendo uso do nosso limite assintótico adiabático. Com este propósito, vamos

manter nossa atenção na equação auxiliar (5.15) e na fase de Lewis Eq.(5.25). No limite

adiabático, o termo ρ̇ é muito pequeno e pode ser desprezado. Então, a solução da equação

de Milne-Pinney (5.25) se torna [57, 59]

1
Nρ2 = ωD

[
1− 1

ω2
D

(
Ṅy +Nẏ

N

)]1/2

. (5.64)

Deste modo, expandindo em relação a

1
ω2
D

(
Ṅy +Nẏ

N

)
� 1, (5.65)

podemos escrever a Eq.(5.64) como

1
Nρ2 = ωD −

1
2ωD

(
Ṅy +Nẏ

N

)
, (5.66)

Como consequência, substituímos a Eq.(5.66) na Eq.(5.25) e obtemos que a fase de Lewis

em uma evolução cíclica adiabática é dada por

βn(T ) = − (n+ 1/2)
∫ T

0
ωDdt+ (n+ 1/2)

∫ T

0

(Ṅy +Nẏ)
2ωDN

dt, (5.67)
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onde

γdn = − (n+ 1/2)
∫ T

0
ωDdt, (5.68)

é a fase dinâmica, e

γbn(T ) = (n+ 1/2)
∫ T

0

(Ṅy +Nẏ)
2ωDN

dt, (5.69)

é a fase de Berry que pode ser reescrita como

γbn(T ) = (n+ 1/2)
∫ T

0

(Lẏ + L̇+R)y
2ωDN

dt, (5.70)

onde usamos Eq.(5.6). Os resultados acima estão de acordo com os obtidos para o oscilador

harmônico dependente do tempo [57, 58, 61]. Aqui, vale a pena notar que para y(t) = 0

temos que γbn(T ) = 0 como deve ser. Por outro lado, para R(t) = 0 a Eq.(5.58) se

torna a fase de Berry para um circuito LC generalizado. Em seguida, vamos calcular a

fase dinâmica e de Berry para o caso especial discutido na Seção I [ parágrafo acima da

Eq.(5.8) ] mas agora a colocando y(t) = y0 = cte e R(t) = 0. Então, das Eqs.(5.68) e

(5.70) facilmente encontramos que

γdn = − (n+ 1/2)ω0
DT, (5.71)

γbn(T ) = (n+ 1/2) (ηy0)
2ω0

D

T, (5.72)

onde ω0
D = (ω2

0 − y2
0)1/2 com ω2

0 = (1/L0C0). Portanto, as expressões acima representam

as fases dinâmica e de Berry para um circuito LC generalizado dependente do tempo

com L = L0 exp(ηt), C = C0 exp(−ηt) e y0= cte. Como outro exemplo vamos considerar

o caso quando todos os parâmetros relevantes do circuito são independentes do tempo,

L = L0, C = C0, R = R0 e y = y0. Portanto, mais uma vez a partir das Eqs.(5.68) e

(5.70) nós encontramos que a fase dinâmica é dada pela Eq.(5.71) e a fase de Berry é

encontrada por

γbn(T ) = (n+ 1/2) (γ0y0)
2ωD

T, (5.73)

com γ0 = R0/L0. Também, vale a pena mencionar que para este caso a Hamiltoniana Eq.

(5.1) torna-se

H(t) = e−γ0t
φ2

2L0
+ eγ0t

L0ω
2
D

2 q2 + y(t)
2 (φq + qφ). (5.74)

Este Hamiltoniano (para y(t) = 0) é conhecido na literatura como Hamiltoniano de

Caldirola-Kanai e tem sido frequentemente usado para o estudo de sistema quântico de-

pendente do tempo em várias áreas da física[15, 16, 17, 18, 19]. Agora, vamos observar
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que o comportamento de um circuito RLC com parâmetros independentes do tempo e

ver que é mais simples que a de um circuito RLC com parâmetros dependente do tempo.

Portanto, pode-se esperar que encontrar experimentalmente a fase de Berry seja mais

fácil. Observamos também que apesar da independência temporal dos parâmetros rele-

vantes de um circuito, isto é, a indutância, capacitância e resistência, o Hamiltoniano que

descreve o sistema [veja Eq.(5.74)] contínuo e dependente do tempo e consequentemente

os autoestados do operador invariante associado I(t) são não-estacionários desde que a

existência da fase de Berry seja preservada. Neste momento, vale a pena lembrar que

a fase de Berry surgi quando os parâmetros dependentes do tempo de um sistema que

evolui no tempo executam uma evolução adiabática cíclica completa com determinados

parâmetros [55, 56, 57, 58].

Finalmente, gostaríamos de mostrar que as Eqs.(5.73) e (5.72) são reduzidas uma

a outra pelas alterações γ0 → η ou η → γ0. Esses resultados dão origem a uma implicação

física fascinante. Temos então dois sistemas físicos completamente diferentes - um circuito

LC com parâmetros dependente do tempo e um circuito RLC generalizado com parâmetros

independentes do tempo - ambas dão origem a fórmulas idênticas para a fase dinâmica

e formalmente a mesma expressão para a fase de Berry. Esses resultados interessantes e

intrigantes são intrinsecamente relacionados a dependência temporal da indutância.

Para terminar com esta seção, vamos considerar mais uma vez o caso especial

discutido na seção II [ veja novamente o parágrafo acima da Eq.(5.8)], mas agora fazendo

y(t) = y0. É facilmente verificada usando, respectivamente, as Eqs.(5.68) e (5.70) que a

fase dinâmica é mais uma vez dada pela Eq.(5.71) e a fase de Berry pela expressão

γbn =
(
n+ 1

2

) (γ0 + η)y0

2ω0
D

T. (5.75)

Veja que essa equação contém simultaneamente ambos os parâmetros relacionados a "ate-

nuação"do circuito, γ0 e η. Observamos também que a Eq.(5.75) reproduz, respectiva-

mente, as Eqs.(5.72) e(5.73), fazendo γ0 = 0 ou η = 0, como deveria ser.



Capítulo 6

Conclusões

Começamos fazendo uma revisão dos principais temas abordados no nosso trabalho

principal, que se encontra no capítulo 5, onde representamos uma descrição quântica de

um circuito RLC mesoscópico com resistência, indutância e capacitância dependentes do

tempo. Vimos que a dependência do tempo da indutância dá origem a uma atenuação

adicional desse circuito e causa uma mudança na Lei de Faraday. Combinamos o método

do invariante quadrático e invariante dinâmico para resolver a equação de Schrödinger

dependente do tempo para um circuito RLC e escrever as correspondentes funções de onda

em termos das soluções da Equação de Milne-Pinney e dos bem conhecidos polinômios

de Hermite. Além disso, construímos os estados coerentes para o circuito quantizado e

calculamos a densidade de probabilidade do estado fundamental, valor esperado da carga,

flutuações quânticas da carga e do fluxo magnético bem como o produto de incerteza que,

como foi visto, não mantém o seu valor mínimo. E ainda, obtemos as fases de Berry,

dinâmica e geométrica para o circuito generalizado. Depois, avaliamos e discutimos a

fase dinâmica e de Berry para três casos particulares. Finalmente, podemos ressaltar

que a atenuação causada pela dependência temporal na indutância é similar a causada no

campo eletromagnético com permissividade dependente do tempo [62, 63]. Portanto, seria

interessante investigar a conexão entre a propagação de um campo eletromagnético em um

meio linear com permissividade dependente do tempo e um circuito elétrico mesoscópico

com indutância dependente do tempo. Isso vai ser objeto de futuros estudos.



A - Flutuações Quânticas em q e Φ

.

Vamos começar escrevendo q em termos dos operadores b e b†, ou seja,

q = ρ(~/2)1/2(b† + b)

〈q〉 = ρ(~/2)1/2〈|b† + b|〉

〈q〉 = ρ(~/2)1/2〈|α∗ + α|〉, (6.1)

elevando-a ao quadrado , encontramos que

〈q〉2 = ρ2(~/2)〈|(α∗)2 + α2 + 2|α|2〉, (6.2)

afim de encontrar a variança em q , vamos calcular agora 〈q2〉

〈q2〉 = ρ2(~/2)〈|(b†)2 + b2 + b†b+ bb†|〉

〈q2〉 = ρ2(~/2)〈|(α∗)2 + α2 + 2b†b+ 1|〉

〈q2〉 = ρ2(~/2)〈|(α∗)2 + α2 + 2|α|2 + 1|〉, (6.3)

portanto, a variança em q é

(∆q)2 = 〈q2〉 − 〈q〉2 = ρ2
(
~
2

)

(∆q)2 = ρ2
(
~
2

)
. (6.4)

Agora, vamos fazer o mesmo procedimento para Φ, então

ρΦ = L(ρ̇− ρy)q + i(~/2)(b† − b)

ρΦ = L(ρ̇− ρy)ρ(~/2)1/2(b† + b) + i(~/2)(b† − b)
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ρΦ = (~/2)1/2{L(ρ̇− ρy)ρb† + L(ρ̇− ρy)ρb+ ib† − ib}

Φ = (~/2)1/2{L(ρ̇− ρy)b† + L(ρ̇− ρy)b+ (i/ρ)b† − (i/ρ)b}

Φ = i(~/2)1/2{[(1/ρ)− iL(ρ̇− ρy)]b† − [(1/ρ) + iL(ρ̇− ρy)]b}

Φ = i(~/2)1/2{(1/ρ)(b† − b)− iL(ρ̇− ρy)(b† + b)},

de tal forma que o valor esperado para Φ se torna

〈Φ〉 = i(~/2)1/2{(1/ρ)(α∗ − α)− iL(ρ̇− ρy)(α∗ + α)}

〈Φ〉 = (~/2)1/2{(i/ρ)(α∗ − α)− L(ρ̇− ρy)(α∗ + α)}. (6.5)

Calculando 〈Φ2〉, temos

〈Φ2〉 = (~/2){−(1/ρ2)((α∗)2 + α2 − 2|α|2 − 1) + 2iL(ρ̇− ρy)((α∗)2 + α2)

+L2(ρ̇− ρy)2(α∗)2 + α2 + 2|α|2 + 1)}, (6.6)

e, para 〈Φ〉2, temos

〈Φ〉2 = (~/2){−(1/ρ2)((α∗)2 + α2 − 2|α|2) + 2iL(ρ̇− ρy)
ρ

((α∗)2 − α2)

+L2(ρ̇− ρy)2(α∗)2 + α2 + 2|α|2)}. (6.7)

Então, obtemos a variança em Φ

(∆Φ)2 = 〈Φ2〉 − 〈Φ〉2

= (~/2){(1/ρ2) + L2(ρ̇− ρy)2}. (6.8)

Portanto, o produto das varianças de q e Φ nos dá

(∆q)2(∆Φ)2 = (~ρ2/2)[(1/ρ2) + L2(ρ̇− ρy)2]~/2

= (~/2)2{1 + [Lρ(ρ̇− ρy)]2},

resultando em,

(∆q)(∆Φ) = (~/2){1 + [Lρ(ρ̇− ρy)]2}1/2, (6.9)

que para y = 0 volta a sua forma natural

(∆q)(∆Φ) = (~/2)[(1 + Lρρ̇)2]1/2. (6.10)

Sendo L(t) = L0e
Λ(t), a Eq.(6.9) resulta em

(∆q)(∆Φ) = (~/2){1 + [L0e
Λ(t)ρ(ρ̇− ρy)]2}1/2. (6.11)



B - Fases de Berry, Dinâmica e

Geométrica

.

Dedução das equações (5.52), (5.58) e (5.59)

Já vimos que a fase geométrica é dada por,

γn(t) = i
∫ t

0
〈φn|

∂

∂t
|φn〉dτ. (6.12)

Da Eq.(5.37), temos que

1)I(t) = ~(bb† + 1
2)

2)I(t)|n, t〉 − ~(n+ 1/2)|n, t〉

3)b(t)|n, t〉 =
√
n|n− 1, t〉

4)b†(t) =
√
n+ 1|n+ 1, t〉.

De 4), obtemos que
∂

∂t
(b†|n, t〉) = ∂

∂t
[(n+ 1)1/2|n+ 1, t〉, (6.13)

∂b†

∂t
|n〉+ b†

∂|n〉
∂t

= (n+ 1)1/2 ∂

∂t
|n+ 1〉. (6.14)

Fazendo o produto escalar da Eq.(6.14) com o estado |n〉, temos

〈n|∂b
†

∂t
|n〉+ 〈n|b† ∂

∂t
|n〉 = (n+ 1)1/2〈n| ∂

∂t
|n+ 1〉

〈n|∂b
†

∂t
|n〉+ 〈n− 1| ∂

∂t
|n〉 = n1/2〈n| ∂

∂t
|n+ 1〉. (6.15)

Agora fazendo a mudança de variável n⇒ n− 1, ficamos com
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〈n|∂b
†

∂t
|n− 1〉+ n1/2〈n− 1| ∂

∂t
|n− 1〉 = n1/2〈n| ∂

∂t
|n〉

〈n| ∂
∂t
|n〉 = 〈n− 1| ∂

∂t
|n− 1〉+ n−1/2〈n| ∂

∂t
|n− 1〉, (6.16)

b† =
( 1

2~

)1/2 {(q
ρ

)
− i[ρΦ−N(t)(ρ̇− ρy)q]

}

∂b†

∂t
=
( 1

2~

)1/2 {[
− ρ̇

ρ2 − iρ̇Ṅ + iN(t)ρ̈− iṄρy − iNρ̇y − iLρẏ
]
q − iρ̇Φ

}
. (6.17)

Substituindo q e Φ nesta equação, encontramos

∂b†

∂t
=
( 1

2~

)1/2
{
[
−ρ̇/ρ2 − iρ̇Ṅ + iN(t)ρ̈− iṄρy − iNρ̇y − iLρẏ

]
ρ

(
~
2

)
(b+ b†)

−iρ̇[i(~/2)1/2 ((1/ρ)− iN(ρ̇− ρy)) b† − (1/ρ) + iN(ρ̇− ρy)b]}

∂b†

∂t
= 1

2{[−
−1
ρ̇/ρ +iṄρ(ρ̇− ρy) + iNρ(ρ̈− ρẏ − ρ̇y)(b+ b†)

−[
−1
ρ̇/ρ −iNρ̇(ρ̇− ρy)]b† − [

−1
ρ̇/ρ +ρ̇N(ρ̇− ρy)]b}

∂b†

∂t
= 1

2

A︷ ︸︸ ︷
{[−2ρ̇/ρ+ iṄ(ρρ̇− ρ2y) + iN(ρρ̈− ρ2ẏ + iρρ̇y −N(ρ̇2 − ρ̇ρy)] b

+
B︷ ︸︸ ︷

i[Ṅρρ̇− Ṅρ2y +Nρρ̈−Nρ2ẏ −Nρ̇2] b†}. (6.18)

Agora, temos que

〈n|∂b
†

∂t
|n− 1〉 = 1

2[A
0︷ ︸︸ ︷

〈n|b|n− 1〉 +B〈n|b†|n− 1〉]

= Bn1/2〈n− 1|n− 1〉

〈n|∂b
†

∂t
|n− 1〉 = 1

2Nn
1/2(ρ̈ρ− ρ2ẏ − ρ̇2 + i

2Ṅ(ρρ̇− ρ2y)n1/2

= i

2Nn
1/2[ρ̈ρ− ρ̇2 − ρ2ẏ) + i

2Ṅn
1/2(ρρ̇− ρ2y)

i

2n
1/2{N [ρ̈− ρ̇2 − ρ2ẏ] + Ṅ(ρρ̇− ρ2y)}. (6.19)

Portanto, das Eqs.(6.16) e (6.19), encontramos que

i〈n| ∂
∂t
|n〉 = 〈n− 1|i ∂

∂t
|n− 1〉

+in
−1/2

2 {in1/2[N(ρ̈ρ− ρ̇2 − ρ2ẏ) + Ṅ(ρρ̇− ρ2y)]}
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i〈n| ∂
∂t
|n〉 = 〈n− 1|i ∂

∂t
|n− 1〉

+n
1

2 [N(−ρ̈ρ+ ρ̇2 + ρ2ẏ) + Ṅ(−ρρ̇+ ρ2y)]. (6.20)

Agora, podemos reescrever a Eq.(6.20) como

i〈n| ∂
∂t
|n〉 = 〈0|i ∂

∂t
|0〉

+n2 [N(−ρ̈ρ+ ρ̇2 + ρ2ẏ) + Ṅ(−ρρ̇+ ρ2y)]. (6.21)

Agora, usando o "Gauge de Lewis"

〈0|i ∂
∂t
|0〉 = 1

4[N(−ρ̈ρ+ ρ̇2 + ρ2ẏ) + Ṅ(−ρρ̇+ ρ2y)]. (6.22)

Obtemos que

i〈n| ∂
∂t
|n〉 = 1/2(n+ 1/2)[N(−ρ̈ρ+ ρ̇2 + ρ2ẏ) + Ṅ(−ρρ̇+ ρ2y)]. (6.23)

Portanto, das Eqs.(6.1) e (6.23) temos que a fase geométrica é dada por

γn(T ) = −1
2

(
n+ 1

2

) ∫ T

0
[N(t)(−ρ̇2 − ρ2ẏ + ρ̈ρ) + Ṅ(t)(ρ2y − ρρ̇)]dτ, (6.24)

o qual, usando a equação auxiliar Eq.(5.15), podemos reescrevê-la como

γn(T ) = −1
2

(
n+ 1

2

) ∫ T

0

[
N(t)(ω2

Dρ
2 − ρ̇2)− 1

N(t)ρ2

]
dt, (6.25)

onde ω2
D = ω2− y2. A solução da equação auxiliar Eq.(5.15) pode ser expressa em termos

do parâmetro adiabático ε

ρ(t) = ρ0(t) + ερ1(t) + ε2ρ2(t) + ... (6.26)

Neste limite, obtemos que

γbn(T ) = (n+ 1/2)
∫ T

0

(Ṅy +Nẏ)
2ωDN

dτ, (6.27)

que é a fase de Berry.

Outra forma de encontrar a fase de Berry Eq.(6.27). A fase de Lewis e Riesenfeld

é dada por Eq.(5.13),

~
dβn(t)
dt

= 〈φn|i~
∂

∂t
−H|φn〉,

que pode ser reescrita como
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β̇n(t) = 〈φn|i
∂

∂t
|φn〉+ 〈φn| −H|φn〉

portanto,

β̇n(t) = γn(t) + dn(t)

onde

γn(t) = i
∫ t

0
〈φn|

∂

∂t
|φn〉, (6.28)

dn = −
∫ t

0
〈φn|H|φn〉. (6.29)

A Eq.(6.28) é a fase de Berry e a Eq.(6.29) é a fase dinâmica. Em um período, temos que

(ω, y, L)(0) = (ω, y, L)(T ).

Temos que no limite adiabático, o termo ρ na equação auxiliar (5.15) pode ser ignorado.

Assim, obtemos que

ρ̈+
(
L̇+R

L

)
ρ̇+ Ω2(t)ρ = 1

L2(t)ρ3 , (6.30)

com

Λ(t) =
∫ t

0

(
L̇+R

L

)
dτ, Λ̇ =

(
L̇+R

L

)
, (6.31)

e

N = L0e
Λ(t), Ṅ = Λ̇L0e

Λ(t), Λ̇ = Ṅ/N. (6.32)

Portanto, temos que

d

dt
ρ̇+ Ṅ

N
ρ̇+ [(ω2 − y2)− Ṅ

N
y − ẏ]ρ = 1

N2ρ3

[(ω2 − y2)− Ṅ

N
y − ẏ] = 1

N2ρ4

[ω2
D −

Ṅ

N
y − ẏ] = 1

N2ρ4

ω2
D[1− 1/ω2

D(Ṅ
N
y + ẏ)] = 1

N2ρ4

1
Nρ2 = ωD[1− 1/ω2

D(Ṅ
N
y + ẏ)]1/2.

Para

1/ω2
D

Ṅy +Nẏ

N
� 1
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encontramos que [1 + x]n = 1 + nx/1! + n(n− 2)x2/2!− ...,

[1− 1/ω2
DN(Ṅy +Nẏ

N
)]1/2 = 1− 1

2ω2
DL

(L̇y + Lẏ). (6.33)

Logo, ficamos com
1
Lρ2 = ωD −

1
2ω2

DN
(Ṅy +Nẏ). (6.34)

Mas, a fase de Lewis e Riesenfeld é

βn(T ) = −(n+ 1/2)
∫ t

0

1
Nρ2dτ. (6.35)

Então, usando a Eq.(6.34) na Eq.(6.35), obtemos que

βn(T ) = −(n+ 1/2)
∫ T

0
ωDdt+ (n+ 1/2)

∫ T

0

1
2ω2

DN
(Ṅy +Nẏ)dt, (6.36)

onde a primeira equação do segundo lado da igualdade corresponde a fase dinâmica,

dn(T ) = −(n+ 1/2)
∫ T

0
ωDdt, (6.37)

e a segunda equação corresponde a fase de Berry,

γn(T ) = (n+ 1/2)
∫ T

0

(Ṅy +Nẏ)
2ω2

DN
dt. (6.38)

Como queríamos demonstrar.
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