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A vida.
A wida é maravilhosa se nao se tem medo dela.

Charles Chaplin



“Vocé ganha forca, coragem e confianca a cada experiéncia em que enfrenta o medo. Vocé tem de fazer

exatamente aquilo que acha que nao consegue.”

Eleanor Roosevelt
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Resumo

Nesta tese estudamos a quebra espontanea das simetrias de Lorentz e CPT em um
modelo de quatro férmions quadridimensional em temperatura zero e em temperatura
finita. Em temperatura zero encontramos que essas simetrias podem ser violadas, ja
em temperatura finita mostramos que pode existir uma temperatura para a qual essas
mesmas simetrias que foram quebradas em temperatura zero podem ser restauradas. Mos-
tramos que é possivel obter uma equacao de Friedmann em cinco dimensoes na presenca
de termos que violam as simetrias de Lorentz, e como solucao dessa equacao encontramos
que a evolugao do universo pode ter um comportamento nao usual, oscilando entre fases
aceleradas e desaceleradas. Analisamos a eletrodinamica quantica estendida no limite de
altas temperaturas. Nosso objetivo é estudar as modificacoes que a violagao de Lorentz
pode causar na energia livre da eletrodinamica quantica e com isso usar dados experi-
mentais relacionados a energia livre para estimar um valor numérico para o parametro de
quebra das simetrias de Lorentz. Estudamos uma proposta de modificacao da gravitacao,
esta proposta consiste em adicionarmos o termo de Chern-Simons a gravitagao usual. O
assunto com maior destaque nesta nova teoria de gravitacao é a busca por solugoes que
ocorrem na relatividade geral e que de algum modo persistem nesta teoria modificada.
Mostramos que para uma determinada escolha do campo escalar que ¢ introduzido junto
ao termo de Chern-Simons na teoria, é possivel termos importantes solucoes da relativi-
dade geral nesta nova teoria de gravitacao, como a solucao de Schwarzschild, a métrica
de Godel, entre outras. Estudamos com maior énfase a solugao de Godel, mostrando que
é possivel termos essa solucao na teoria modificada tanto no caso em que interpretamos
o campo escalar como um campo externo, quanto no caso em que o interpretamos como
um campo dinamico, esta ultima interpretacao nos conduz a modificacoes importantes

em parametros da teoria.

Palavras-chave: violagao das simetrias de Lorentz e CPT, energia livre, gravitacao

modificada e métrica de Godel.

Areas do conhecimento: teoria quantica de campos, gravitacao.



Abstract

In this thesis we study the Lorentz and CPT symmetries breaking in a 4D four-
fermions model at zero and at finite temperature. At zero temperature we find that these
symmetries can be violated, but at finite temperature we show that there is a critical
temperature at which the Lorentz and CPT symmetries are restored. We show that it is
possible obtain the Friedmann equation in five dimensions in the presence of terms that
violate the Lorentz symmetries , and as solution of this equation we find that the evolution
of the universe is not usual, oscillating between accelerated phases and desaccelerated
phases. We analyse the extension of the quantum eletrodynamics in the limit of high
temperatures. Our aim is study the modifications that the Lorentz violation can cause
in the free energy of the quantum eletrodynamics and with this to use experimental data
related the free energy to estimate a numeric value to the parameter of Lorentz violation.
We study a proposal of modification of the gravitation, this proposal consist in adding
the Chern-Simons term to the usual gravitation. The issue most notable in this theory
of gravitation is the search for solutions that occur in the general relativity and that
somehow persist in this new theory. We show that for a given choice of scalar field that is
introduced together with the Chern-Simons term, it is possible to find important solutions
of the general relativity in this new theory of gravitation, as the Schwarzschild solution,
the Godel metric, among others. We study with emphasis the Gddel solution, showing
that it is possible the existence this solution in the modified theory when we interpret the
scalar field as a external field and when we interpret this same field as a dynamic field,

this last interpretation leads the important modifications in parameter of the theory.

Keywords: violation of Lorentz symmetries and CPT, free energy, modified gravitation

and Godel metric.
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Introducao

A simetria na natureza € um fendémeno unico e fascinante. Esta idéia
surge naturalmente ao espirito humano, remetendo-o para um equilibrio
e propor¢ao, padrao e reqularidade, harmonia e beleza, ordem e per-
feicao. Estes sao alguns dos vocdbulos que resumem reagoes que temos
inerentes as simetrias que abundam na natureza, nas formas vivas e

manimadas.

Autor desconhecido

Na natureza como um todo, em particular na fisica, as simetrias desempenham um
papel muito importante, pois elas podem nos dar informagoes a cerca de processos e/ou

problemas que estamos interessados em estudar e/ou resolver.

O modelo padrao de fisica de particulas e a teoria da relatividade de Einstein sao
duas teorias de grande sucesso que preservam duas importantes simetrias, as simetrias de
Lorentz e a simetria CPT. Podemos nos perguntar, o que significa um sistema fisico ser
invariante perante as simetrias de Lorentz e CPT? Antes de responder a essa pergunta é
interessante e se faz necessario entendermos de maneira clara o que sao as transformagoes

de Lorentz e a transformagao CPT.

As simetrias de Lorentz ou transformacgoes de Lorentz sao divididas em dois tipos,
rotagoes e boosts. O que caracteriza cada uma dessas transformagoes? As rotagoes
podem existir em trés formas, uma ao longo de cada uma das trés diregoes espaciais; um
boost ¢ uma mudanca de velocidade de um sistema inercial. H4 trés tipos de boosts, um

ao longo de cada uma das trés direcoes espaciais.

A transformagao CPT é a combinacao de trés transformagoes: conjugacao de carga
(C), paridade (P) e reversao temporal (T). A simetria de conjugacao de carga (C) trans-
forma uma particula em sua antiparticula. A simetria de paridade (P) converte um objeto
em sua imagem especular invertida. E a simetria de reversao temporal (T) consiste em
inverter a direcao do fluxo do tempo. Essas transformacoes isoladas ou o produto de duas
delas ja foram observadas que podem ser violadas na natureza, no entanto, o produto das

tres, CPT, é tido como uma simetria fundamental e conservada na natureza.
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Assim, um sistema fisico é dito invariante perante as simetrias de Lorentz e CPT se
as leis fisicas envolvidas permanecem inalteradas apds sofrerem a acao de qualquer uma

dessas transformagoes.

As simetrias de Lorentz e CPT sao simetrias que ja passaram por varios testes expe-
rimentais e possuem uma excelente precisao experimental. No entanto, no fim dos anos
80 e inicio dos anos 90, a partir de um trabalho realizado por Kostelecky e Samuel [1],
surgiu a idéia que as simetrias de Lorentz e CPT podem ser violadas no contexto de teoria
de cordas. Desde entao, essa idéia foi intensamente discutida e surgiram varios grupos
de pesquisadores espalhados pelo mundo estudando a possibilidade de que as simetrias
fundamentais da fisica possam ser violadas, varios experimentos foram construidos com a
intencao de se verificar tal violacao, experimentos envolvendo mésons neutros, oscilagoes
de neutrinos, entre varios outros. Contudo, se a quebra dessas simetrias realmente ocor-
rem na natureza, devem ser extremamente pequenas, de modo que precisamos de aparatos
experimentais extremamente sensiveis para tal deteccao. A deteccao de algum indicio de
violacao das simetrias de Lorentz e CPT, por menor que seja, pode ser uma forte indicacao

de uma nova fisica, que provavelmente vem da escala Planck [2].

Motivados pela possibilidade que as simetrias de Lorentz e CPT possam ser violadas,
Kostelecky e Colladay [3] construiram uma extensao do modelo padrao que inclui todos os
termos que violam Lorentz e CPT, uma vez que o modelo padrao usual como o conhecemos
descreve todas as particulas fundamentais e suas interacoes nao gravitacionais, porém
preservando tanto as simetrias de Lorentz como a simetria CPT. Esses novos termos que
surgem na extensao do modelo padrao podem violar apenas as simetrias de Lorentz ou as

simetrias de Lorentz e CPT.

O mecanismo utilizado para gerar o modelo padrao estendido é a quebra espontanea
de simetria, tido por muitos como o mais elegante mecanismo de quebra de simetria, no
qual um campo tensorial que contém indices de Lorentz adquire um valor esperado no
vécuo nao nulo, < 7T, ># 0, que seleciona uma direcao preferencial no espaco-tempo e

assim, quebra espontaneamente a simetria de Lorentz.

Por construcao, o modelo padrao estendido é invariante diante das transformagoes de
Lorentz de observador. Aqui ressaltamos que as transformacoes de Lorentz podem ser
classificadas em transformacao de Lorentz de observador e transformagao de Lorentz de
particula, sendo que uma transformacao de Lorentz de observador é uma mudanca de
sistema de observagao, ja uma transformacao de Lorentz de particula é uma rotagao ou

boost realizado em um campo de particula individual com o sistema de coordenadas fixo.
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Portanto, se existe violagao, a fisica pode ser alterada diante de uma transformacao de

particula.

A extensao do modelo padrao é composta por intimeros termos, mas para preservar
algumas caracteristicas importantes limita-se o modelo a um subconjunto onde a in-
variancia de gauge usual e a renormalizabilidade da teoria sao mantidas, esse subconjunto

¢ denominado de extensao minima do modelo padrao.

Assim como o modelo padrao é uma teoria que descreve muito bem uma grande quan-
tidade de fenomenos fisicos e por outro lado nao consegue explicar alguns fenomenos, te-
mos a teoria da relatividade geral de Einstein, que da conta de explicar muito bem varios
fenomenos gravitacionais, mas nos tultimos anos tem-se notado que essa teoria nao da
conta de explicar alguns dados observacionais importantes. De acordo com dados obser-
vacionais obtidos por Supernovas do tipo Ia, estrutura de grande escala, curva de rotacao
de galaxias, entre outros, temos um universo dominado por algo que nao conhecemos e
que a relatividade geral nao consegue explicar. Observa-se que a matéria do universo é
muito maior que a matéria barionica que conhecemos, ou seja, a maior parte de matéria do
universo é formada por uma componente chamada de matéria escura, cujo a composicao
nao conhecemos, detecta-se a sua existéncia pela influéncia gravitacional causada pela
mesma. Outro importante dado observacional é a confirmacao de que o universo esta se
expandindo de forma acelerada, e a componente responsavel por tal aceleracao é deno-
minada de energia escura, que tem como principal caracteristica atuar como uma espécie
de antigravidade com pressao negativa. Esses dados observacionais nos levam a um uni-
verso dominado por componentes escuras, as quais sabemos muito pouco, ou nada sobre
sua formacao. Outro ponto em aberto estd relacionado a quantizacao da gravidade, ha
algumas teorias que tem tido algum desenvolvimento nesse sentido, como teoria de cordas
e gravidade quantica em lago (loop quantum gravity), mas nenhuma resposta definitiva

sobre uma teoria de gravitacao quantica.

Diante desses problemas muitos se perguntam, seriam matéria e energia escura algum
efeito quantico da gravitacao ou apenas uma modificacao da relatividade geral? Dada a
auséncia de uma teoria quantica para a gravitacao, nos ultimos anos houve um grande
interesse em se propor alguma modificagao para a teoria da relatividade geral, entre essas
modificagoes podemos destacar as teorias F'(R) e a modificagao causada pelo termo de
Chern-Simons gravitacional. No decorrer do trabalho fizemos alguns estudos para esse

ultimo caso.

A modificagdo na teoria da relatividade geral causada pelo termo de Chern-Simons,
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foi inicialmente motivada por modificacao semelhante feita na eletrodinamica quantica.
Na eletrodinamica quantica, tal modificacao leva para violacao das simetrias de Lorentz
e violacao de paridade. A modificacao na relatividade geral consiste de adicionarmos o
termo de Chern-Simons quadridimensional a agao de Einstein-Hilbert usual. Esse termo
faz com que a teoria tenha violacao de paridade, porém conservando as simetrias de
Lorentz. Essa modificacao nao consiste em uma manipulacao arbitraria, ela é vista como
uma teoria efetiva de uma teoria de cordas. Essa teoria efetiva é motivada por cancelar
anomalias em fisica de particulas e em teoria de cordas. O que tem se destacado nessa
modificacao é a possibilidade de que solucoes bem determinadas na relatividade usual,
como a solugao de Schwarzschild, podem persistir nessa nova teoria de gravitacao para a

escolha de algum parametro especifico.

Apresentaremos esta Tese da seguinte maneira: no capitulo 1 iremos estudar o me-
canismo de quebra espontanea das simetrias de Lorentz. Para ilustrar esse mecanismo
iniciamos com um exemplo simples, a teoria A¢?*, e analisamos quando a quebra de sime-
tria ocorre. Como estamos interessados em estudar a quebra espontanea das simetrias de
Lorentz nas secoes seguintes, que ocorre de modo semelhante ao mecanismo de Higgs, aqui
analisamos rapidamente o mecanismo de Higgs, mecanismo responsavel por dar massa as
particulas do modelo padrao. Em seguida estudamos o modelo bumblebee, um modelo
de quebra espontanea das simetrias de Lorentz e CPT. Nesse modelo um campo vetorial
B,, adquire um valor esperado no védcuo nao nulo, < B, >= b,, que escolhe uma direcao
preferencial no espaco-tempo e assim as simetrias de Lorentz sao quebradas espontanea-
mente. Na proxima secao iremos estudar a quebra dinamica das simetrias de Lorentz e
CPT em um modelo de quatro-férmions, onde induziremos dinamicamente um potencial
bumblebee por corregoes radiativas. A equacao de gap sera obtida e analisada para tem-
peratura zero e temperatura finita. Em temperatura zero observamos que a equacao de
gap tem uma solugao nao trivial que nos leva a violagao das simetrias de Lorentz e CPT,
ja em temperatura finita surge a possibilidade de que essas simetrias possam ser restaura-
das para uma dada temperatura critica. Finalizamos esse capitulo estudando a equacao
de Friedmann em cinco dimensoes no contexto de quebra espontanea das simetrias de Lo-
rentz com o objetivo de verificar quais os efeitos que a violagao das simetrias de Lorentz
podem trazer para o cenario cosmolégico. Como uma primeira tentativa encontramos

resultados altamente nao-triviais.

No capitulo 2 fazemos uma breve discussao do modelo padrao estendido dando énfase
a eletrodinamica quantica estendida, em seguida estudamos a energia livre da eletro-

dinamica quantica estendida no limite de altas temperaturas. Notamos que os termos
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que violam as simetrias de Lorentz e CPT que possuem dimensao de massa podem ser
negligenciados de modo que os unicos termos interessantes para o nosso estudo sao c,,,
duy € (kp)uwap- Logo apds, estudamos os efeitos que a violacao de Lorentz pode produzir
na energia livre, que é uma quantidade de grande interesse, pois nos da informacoes so-
bre a nucleossintese primordial, fisica de plasma entre outros assuntos em fisica. Nossos
calculos para a energia livre se estendem até a segunda ordem na constante de acopla-
mento, ou seja, calculamos as contribuicoes de um e dois loops. E por fim, fazemos uma
estimativa numérica para o parametro de quebra das simetrias de Lorentz usando dados
da abundancia primordial de hélio, onde a diferenca entre valores tedricos e experimentais

talvez possa ser resolvido pela contribuicao vinda da quebra das simetrias de Lorentz.

A teoria de gravitagao modificada pelo termo de Chern-Simons é discutida no capitulo
3. Inicialmente damos algumas motivagoes que nos levam a idéias de modificagoes a teoria
da relatividade de Einstein, e fazemos uma discussao de algumas aplicagoes dessa nova
teoria. Na proxima se¢ao estudamos a modificagao em si, discutindo os novos termos que
surgem na teoria ao adicionarmos o termo de Chern-Simons a acao de Einstein-Hilbert.
Logo apds, passamos a discutir o ponto que mais tem chamado atencao em torno dessa
teoria, que ¢é a possibilidade de solugoes conhecidas na relatividade geral persistirem na
teoria modificada, como exemplo, estudamos a possibilidade da solucao de Schwarzschild

persistir nessa nova teoria de gravitagao.

No capitulo 4 introduzimos o universo Godel, universo que tem com principal ca-
racteristica a possibilidade de curvas tipo-tempo fechadas, sendo o primeiro modelo cos-
moldgico com matéria em rotagao. Introduzido o modelo, mostramos que a métrica de
Godel é solucao das equagoes de Einstein, como o préprio Kurt Godel mostrou em 1949.
Em seguida vamos verificar se a métrica de Godel também é solucao na gravitacao mo-
dificada pelo termo de Chern-Simons. Em nossa primeira andlise consideraremos que o
campo escalar 6 introduzido junto ao termo de Chern-Simons na ag¢ao é um campo ex-
terno. Com essa interpretagao observamos que, se  é uma funcao das coordenadas x e
y a solugao de Godel é solucao da teoria modificada. Nossa segunda interpretacao sera
feita para o caso em que o campo escalar # é um campo dinamico. Neste caso a andlise
precisa ser feita com mais cuidado, pois para a métrica de Godel ser solucao das equacoes
modificadas de Einstein, é necessiario mudangas em algum parametro da teoria. Notamos
que para termos essa solucao na teoria modificada é preciso que a constante cosmolégica
nao seja mais uma constante no estrito sentido da palavra, mas sim um parametro que

possui certa dependéncia espacial.
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Na conclusao, os principais resultados desenvolvidos ao longo da tese sao discutidos.
Em paralelo abordamos algumas perspectivas possiveis. Nos apéndices exibimos algumas

relacoes e calculos de grande utilidade no desenvolvimento de toda tese.



1 Quebra Espontanea de Simetria

Se minha visdo estiver correta, o universo pode ter um tipo de estru-
tura dominante. Em uma parte do universo, vocé pode ter uma direcao
preferencial dos eizos; em outra parte, as direcoes dos eixos podem ser

diferentes.

Y. Nambu

A natureza exibe fascinantes e exuberantes formas de simetrias. Contudo, existem
varios exemplos na natureza de simetrias que sao quebradas. Um simples exemplo vem
da fisica de estado solido. No ferromagneto os atomos interagem através da interagao
spin-spin que é um escalar e invariante por simetrias de rotacao. No entanto, no estado
fundamental todos os spins estao alinhados e a simetria sob rotacao é quebrada. Existem
varios fendomenos em que a teoria, a lagrangiana, é invariante diante de alguma simetria,
porém apresentam solugoes no vacuo que violam essa simetria, quando isso ocorre dizemos

que temos uma quebra espontanea de simetria.

1.1 Um simples exemplo de quebra espontanea de
simetria

Para ilustrar o fenomeno da quebra espontanea de simetria vamos considerar um
campo escalar com interacao do tipo A¢*. Esta teoria admite a simetria ¢ — —¢. A

lagrangiana que descreve tal modelo é dada por
1 " 150 1.4
£ = 5(0,0)(00) — 526" — A" (11)

onde \ é positivo e u? é um parametro que pode ser positivo ou negativo. O potencial é

dado por

V(6) = 5126 + A" (1.2)
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O estado fundamental é obtido ao tomarmos o minimo do potencial,

WV g g =
o =l <b+6)\<;5 = 0. (1.3)

Da equagao (1.3) temos duas situages a serem analisadas:

(i) se u? > 0, temos apenas a solugao ¢ = 0, que estd mostrada na Figura 1 e a simetria
de paridade (¢ — —¢) é mantida;

(ii) se u? < 0, temos dois minimos, ¢ = i\/—@;‘\—Q = +¢y e um maximo local em ¢ = 0,

que estao mostrados na Figura 2.

Tiwn T
L]
o \/ \/
Figura 1: Se 2 > 0= ¢ =0 Figura 2: Se p? < 0 = ¢ = %¢y

Uma vez que escolhemos um valor de ¢q, a simetria é quebrada pelo vacuo da teoria.

As consequéncias fisicas sao independentes dessa escolha.

Portanto, esse € um exemplo simples de uma teoria em que a quebra espontanea de

simetria ocorre.

1.2 O mecanismo de Higgs

Agora vamos ver o que ocorre quando a simetria em questao é a simetria de gauge.
Usando esta simetria poderemos analisar como ocorre o fenomeno de Higgs, fenomeno
este que é responsavel por dar massa as particulas do modelo padrao. Nosso interesse
em analisar esse mecanismo consiste no fato de que a quebra espontanea das simetrias

de Lorentz que veremos nas préximas segoes pode ocorrer de modo analogo. Aqui vamos
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estudar a eletrodinAmica quantica escalar! cuja lagrangiana é dada por
1 17
L= (Du0)!(D"6) — 1267 — Ao — {Fuu ™, (1.4)

onde D, = 0, —1ieA, é a derivada covariante e F,, = 0,A, —0,A,. Esta teoria ¢ invariante

pelas transformacoes

$(x) — eWo(x),
A, — Ay + 0,0 (1.5)

Do mesmo modo que vimos na secao anterior, pode-se verificar que para p? > 0
o potencial apresenta apenas um minimo, ou seja, ¢y = 0. J4& para u? < 0, ocorre o

fenomeno da quebra espontanea de simetria e o potencial tem como minimo

=
)

%2. (1.6)

=-
o N

I

|
|
>

I

Para analisarmos o espectro de particulas, podemos escolher ¢g = % e 0 campo ¢

pode ser convenientemente parametrizado como

<l

®

¢ = (v+mn),

%
-5

N

— (v +n+1§), (1.7)

para pequenas oscilacoes em torno do vacuo. Assim, podemos reescrever a lagrangiana
(1.4) como

1 2,,2

(@) (0"n) + 2u%n*| + %(aug)(aﬂg) — —F F" — evA, (8€) + %A“A“ TR

L= 4
(1.8)

DO | —

Agora podemos fazer algumas observagoes sobre esta nova lagrangiana:

e O campo 7 é um campo massivo com massa m% = —2u?%
e O campo £ é um escalar sem massa;
2,2

e O 1ultimo termo indica que o féton adquiriu uma massa, mf/ = e v’

e O peniltimo termo indica que existe uma mistura entre os campos A, e &.

! Aqui estudaremos uma teoria abeliana. No entanto, este estudo também pode ser feito no contexto
de uma teoria nao-abeliana, mas para o nosso interesse, o caso abeliano é suficiente.
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E possivel fazer uma escolha de gauge para a qual o espectro de particulas seja evi-
dente. Para tal escolha é conveniente reescrevermos

e?v?

1 202 1 1
S 0u("€) - vt (@) + At = 5 (A, = —-0,6) (4 - Z o). (19)

Como temos a liberdade de escolher um gauge qualquer, é conveniente escolher

1
Au — Au—a /»‘Lg
(v+n)

_ig
¢Hev¢—\/§.

(1.10)

Sabendo que a lagrangiana é localmente invariante de gauge, podemos usar esses
campos na lagrangiana original e obtermos

2,2

1
L= {(@77)(8“?7) + 2/ﬂ772} _ ZFWFW + %AHA“ + ctes. (1.11)

DO | =

O gauge que usamos é chamado de gauge unitdrio ou fisico. Nesse gauge notamos que:

e O campo 71 tem massa m? = —2u?;
e Os fétons sao massivos, m., = ev;

e O campo ¢ desapareceu do espectro.

Entao, o campo £ sem massa desapareceu e o féton tornou-se massivo®. Esse fenomeno
¢ conhecido como o mecanismo de Higgs. Esse ¢ o mecanismo responsavel por dar massa
a todas as particulas do modelo padrao. Mais detalhes desse mecanismo podem ser

encontrados em livros texto como [4, 5, 6, 7.

1.3 O Modelo Bumblebee

Vamos estudar a possibilidade da quebra espontanea das simetrias de Lorentz e CPT.
A idéia de que essas simetrias possam ser espontaneamente violadas tem sido sugerida
como um possivel mecanismo que pode ocorrer no contexto de uma teoria fundamental na
escala Planck, como teoria de cordas e teorias de gravitacao quantica [1]. O mecanismo
de quebra espontanea das simetrias de Lorentz tem sido intensivamente estudado na
literatura [8, 9, 10, 11, 12, 13].

2Pode-se dizer que o féton absorveu um campo escalar e adquiriu massa.
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Um dos mais elegantes e interessantes mecanismos de quebra de simetria se d& através
da quebra espontanea, que como ja vimos, a lagrangiana respeita a simetria em questao,
mas as solucoes no vacuo de tal teoria nao respeitam. O fenomeno da violagao espontanea
de simetria tem consequéncias bem conhecidas em teorias de campos. Quando estudamos
teorias de gauge temos o teorema de Goldstone, que afirma que, quando uma simetria
global é quebrada espontaneamente, podem aparecer modos Nambu-Goldstone sem massa
(particulas sem massa). Por outro lado, se a simetria é local o mecanismo envolvido é o
mecanismo de Higgs, responsavel por dar massa aos campos de gauge. Mais informagoes
a respeito do teorema Goldstone e do mecanismo de Higgs podem ser encontradas em
(14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. Esses processos também jé foram estudados para o caso em

que a simetria é a simetria de Lorentz [9, 21, 22, 23, 24, 25].

Um simples exemplo de uma teoria com quebra espontanea das simetrias de Lorentz
é o modelo bumblebee [8, 9, 26], onde um campo vetorial adquire um valor esperado no

vacuo (VEV) diferente de zero,
< B,>=b, (1.12)

sendo B, um campo vetorial e b, seu valor esperado no vacuo. Assim, o vacuo da teoria

escolhe uma direcao preferencial no espago-tempo.

Existem varias versoes do modelo bumblebee que podem ser definidas com diferentes
formas para os termos cinéticos e para o potencial. Este modelo também pode ser estudado
em geometrias diferentes do espaco-tempo, tais como no espaco-tempo de Minkowski?,

4

espago-tempo de Riemann? e no espago-tempo de Riemann-Cartan® [8, 21]. Uma versao

generalizada do modelo bumblebee tem sido discutida em [27].

Para introduzirmos o modelo bumblebee vamos considerar o caso em que o campo
bumblebee B, estd acoplado com a gravidade e com a matéria, de modo que consideramos
termos quadraticos em B, e até segunda ordem na derivada deste campo. A densidade

de lagrangiana que descreve esse modelo é dada por

1 1 L1 L1 )
Ly = 15— G(R —2A) — 171 BwB" + 57D, B,D" B + 57D, B'D, B
+ 01B"B"R,, + 09B"B,R — V(B,B" £ b*) + L, (1.13)

onde G é a constante gravitacional de Newton, A é a constante cosmoldgica, R é o escalar

de Ricci (B.8), R, ¢é o tensor de Ricci (B.5) e D, é a derivada covariante. As quantidade

3Espaco-tempo plano
4Espaco-tempo curvo
5Espaco-tempo com tor¢ao
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T1, Ta, T3, 01 € 09 s20 constantes que determinam a forma dos termos cinéticos para o campo

bumblebee. O tensor B, é definido como

By, = 9,B, — 0,B (1.14)

vDp,

no espaco-tempo de Riemann. Ja L), representa os termos de interacao com a matéria ou
correntes externas. O potencial V (B, B*+£b*) que tem minimos nao triviais ¢ o responsével

pela violacao das simetrias de Lorentz. O minimo do potencial ocorre quando
B,B" £b* = 0. (1.15)

Essa condicao é satisfeita quando o campo vetorial adquiri um valor esperado no vacuo

diferente de zero, ou seja, < B, >= b, logo
b b = Fb°. (1.16)
Assim, observamos que esse resultado quebra espontaneamente a invariancia de Lorentz.
Na literatura existem véarias formas para o potencial, entre elas as mais estudadas sao
V = X(B,B" FV?), (1.17)

que envolve um campo multiplicador de Lagrange A e ¢ linear em B, B*,

1
V= QA(BuB“ F b%)?, (1.18)

que também envolve A, porém ¢é quadratico em B,B" e,
1
V= QE(BMB” F %)% (1.19)

também quadrédtico em B,B" e com k sendo uma constante.

1.4 Quebra dinamica da simetria de Lorentz em um
modelo de quatro-férmions

Em um modelo de quatro-férmions quadridimensional, vamos estudar a quebra es-
pontanea das simetrias de Lorentz e CPT via o mecanismo de Coleman e Weinberg [28],
isto é, induziremos um potencial bumblebee dinamicamente por correcoes radiativas. Ire-
mos analisar a equagao de gap para esse modelo em temperatura zero e em temperatura

finita.
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Consideremos uma teoria fermionica dada por

Lo = (i~ m)o — & (P (7150, (1.20)

e2

onde ¢ é um campo espinorial de Dirac e G = 7z Essa teoria é nao renormalizavel e
pode ser entendida como uma teoria efetiva em baixas energias surgindo de uma teoria

mais fundamental, como foi pensado inicialmente em [29].

Para eliminar o termo de auto-interagao de (1.20), vamos introduzir um campo auxiliar

B,, de modo que podemos escrever

2

2
L = Lo+ % (Bu - ;1#%’751?)
2
- %BMB“ + (i —m — eBys). (1.21)

Para encontrarmos o potencial efetivo vamos usar o funcional gerador que é dado por

2G1.n) = [ DB, DY DG exp i [ dta(c+ 0+ o). (1.22)

Vamos inicialmente fazer a integracao sobre os férmions,

/Dz/; D exp [@(z@ —m — eBys)Y + i + lﬁn} = ™7 det M, (1.23)

onde M = i¢ —m — eBs. Dessa maneira, podemos reescrever o funcional gerador como

Z(7,m) = /DBM exp [z'sef[B] +z’/d4a: (ni@—ml— 65%77)] , (1.24)

onde S.f[B] é a agao efetiva definida como

2
Set[B] = % /d4:p B,B" —iTr In(i —m — eBys), (1.25)

e Tr é o traco sobre as matrizes de Dirac. O potencial efetivo para este caso fica

g . d'p
Ve ==L BB +iTr [ Gy (B —m = es). (1.26)

Noés estamos interessados em investigar o minimo do potencial, e com isso verificar se
h& minimos nao nulos que nos levam a violacao de simetrias, no caso, simetrias de Lorentz
e CPT. Assim, devemos analisar as solugoes da equagao

dVer
dB, =5
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= - 25“+iTr/ dp ! (—eytvs) = 0 (1.27)
- Crip—m — e VT |
Sendo b* = ef*, ficamos com
d 2
d;ef = —%b“ — I = 0, (1.28)
o
onde
d*p i .
" = tr/ UL ——— (—ie) s, (1.29)

¢ a amplitude do tadpole. Para calcularmos essa integral, vamos usar as seguintes regras
de Feynman:

(i) o propagador do férmion

s = : (1.30)
(ii) a inser¢ao ao propagador do férmion
X = —iﬁ’yg,; (1.31)

(iii) e o vértice férmion-féton

% = —iey"ys. (1.32)

Com essas regras de Feynman as contribuigoes para II* sao mostradas na figura abaixo.

Figura 3: Contribuicoes para o tadpole I1#

Levando em conta as propriedades de simetrias ao calcular as integrais, e as propri-
edades do traco sobre as matrizes de Dirac, notamos que as contribuigoes relevantes sao
apenas as que tem uma e trés inser¢oes ao propagador, ou seja, o segundo e o quarto
grafico da Figura 3, sendo que as contribui¢oes do primeiro e do terceiro grafico, assim

como dos demais graficos com mais que trés insercoes se anulam. Vamos calcular as
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contribuicoes relevantes separadamente. Para o segundo grafico da Figura 3 temos que

4

M =T [ s (ier' ) S(o) (b)), (1.33)

onde S(p) = ﬁ—im é o propagador usual. Substituindo o valor de S(p) ficamos com

m
. / p 75 (P — m)bys(p —m) (1.34)
(P2 — m2)?
Calculando o trago sobre as matrizes de Dirac temos
4 o
I = de /dp?bpp (p2+m)b (1.35)
(p? —m?)?

Agora vamos mudar do espaco de Minkowski para o espaco Euclidiano realizando uma
rotagao de Wick py = ips, 19 = —izy, by = iby, b* = —by, p* = —ph, py = P + D3,
d*p = id*pg e d*z = —id*xp. Assim, podemos reescrever (1.35) no espaco Euclidiano

CcOo1mo

4 9 2\ . I

e P

Para implementar translagdo somente na componente espacial de pl = (p4,p) nds

decompomos o p, como segue [30]
Pl = P + pad™’, (1.37)

e como uma consequéncia p* = (0, p). Devido a simetria da integral sob rotagao espacial,

nos podemos usar

o=

P — = (6 — §1050), (1.38)

Usando (1.37) e (1.38) podemos escrever

- 2
(pE - be)pE = p_bé - %545“0 + pibyot. (1.39)

D
Substituindo (1.39) em (1.36) nés encontramos que

I} = 11 b + Ty byt (1.40)

com

dp 3-D dPp 1 252 + 2m?
Dy [ s | D (1.41)

PApI+m2 (P24 pi+m?)?



1.4 Quebra dinamica da simetria de Lorentz em wm modelo de quatro-férmions 16

H2 = —8&ie

d - aPp 1 D52 4 2

P2y / P . " . (142
2m 2m)P [p?+pi+m? (P +pi+m?)?

onde temos transformado o espaco tridimensional para D-dimensional e introduzimos um
parametro arbitrario g que identifica a escala de massa. Agora, ao integrarmos em D

dimensoes, com auxilio das expressoes dadas no APENDICE A, obtemos

e(p?) =2 D d
= B (2= 7) [ et ¥ (L43)
(471')7 2 2w
e
_ die(p®)=" D dp4 2 2y2 -1 2(,2 2\ L2
(1.44)
Por fim, integrando sobre o momento p, encontramos
. 9y 3=D
> D
I AT (1.45)
(4m) "2 2
e II, = 0. Expandindo (1.45) em torno de D = 3 ficamos com
iem? diem? [m?
Hl = — 7'('26 + 27‘(‘2 In <W> s (146)
onde e =3 — D e p/? = 4r?p’e.
Portanto, a contribui¢ao (1.40) é dada por
iem?  iem? m?
= [ (] o

Nesse momento, vamos analisar o grafico com trés insercoes na Figura 3. Esse grafico
nos fornece

4

(275;4 (—ier"y°)S(p)(—iP5) S (p) (—ibys) S (p) (—ipy5) S (p).- (1.48)

Substituindo o propagador ficamos com

b Ty d'p A"y (p —m)pys(p — m)pys(p — m)bys(p —m)
[y, = €T /(27?)4 7 — m2)! (1.49)
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e ao calcularmos o trago sobre as matrizes de Dirac

o — e / d'p 4(=p* = m*)(p- ) + (' + 6p*m® +m"?,,
bbb (271_)4 (p2 _ m2)4
d'p (—=p> —m?)(p-b)b* +2(p-b)?
16 / " 1.50
16 | oy W —m?) v (1.50)

Transformando para o espaco Euclidiano,

! die / d'pe 4(pk —m?)(pe - be)® — (P& — Opgm? + m")bg
bbb (27)4 (p]%] _'_m2)4 E
d'pg (p —m*)(pe - be)bg — 2(pg - be)?
16i / i 1.51
Tbe (2m) (p% + m2) PE (1.51)

Seguindo passos semelhantes ao que fizemos para IT}, usando também a simetria rotacional
do integrando que justifica a troca

—

puﬁuﬁAﬁp N D<£+ 2) [(5“” . 5u05u0)(5)\p . 5)\05p0) + (5;0\ . 5u05A0)(5up o 51/05/)0)
+(81° — §HO5P) (8N — §7050)], (1.52)
podemos escrever
P
(e e = (03— 8) + 03, (1.53)
3p" 3p” 3p"
. 30 12 2 27 1 473 c10
(pe - bE) PR 7D(D pS) brbg + ( D Py D(D +2) bybg + psbyd

3]52 2 3]54 2 10 6]52 2 3]54 3 sp0

il . e 2P (1.54

Substituindo esses resultados em (1.51) obtemos que

11}, = I3 bighly + T1y b3bs + 15 bipbad™® + Tl b36*°, (1.55)
onde
Lo 4m?p®  ept 4 o2

= 1ie [ 22 / L P ] 2 e ML

27 (2m)P (p% + m2)* (p + m2)?

1
: W]’ (1.56)
_ r2D+8 -2, 2 4, 654(D+3)
2m (2m)P (p% 4+ m2)* (0% + m2)?

;1 (1.57)
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— 2D+5 D43
Ty = 16ie | 52 1 iy / dPp [ 2"~ OppigP’ — 2m" — 4TG5 m” AL + dm?
6 o (2m)P (p% + m2)?* )

- 2 21_ (1.58)

(Pi; +m?)

Calculando a integral em D dimensoes, novamente usando o APENDICE A, ficamos com

Sie(u?) =" ( D) dpy 2 2\2 -3 Ly
II; = ————TI(3—— — 4 D—6
3 3(4m)2 5 ox {(p4+m)2 +( )ym?(p} +m?) i|7
(1.59)
Sie(u?) 2 ( D) dps D_3
I, = IIyj=—*—-T7(3—-— = D—5
! > 3un)® 7) ] 3™ (P - 5)pi +m?)
= (D= 6)m (i +m*) =] (1.60)
die(p?) ( D> dps )
My = — r(2-5) [S2[(D- 10D -3+
; mE: 3 ) [ S [0 = 1D = 3)(wh + m?)
—2(D = 3)(D — m?(p} +m*)E + (D — 4)(D — 6)m* (p + m?) T 7] . (1.61)
Agora, ao realizarmos a integracao em p, obtemos
Sie(y?)* 3" (5 - D) -3
II; = r D -1 1.62
= () - (1.62)
e
Il =1I; =1l = 0. (1.63)
Ao expandirmos (1.62) em torno de D = 3 encontramos,
e
I3 = —. 1.64
57 32 ( )
Assim, a contribuicao (1.55) é dada por
I, = 2l)“l)E (1.65)

3m
Portanto, a equacao (1.29) pode ser escrita como

" =TI + 1l

_ [ imPe 4 ime (m—2> 4 %] b (1.66)
T

T2¢ 272 112
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Dessa maneira, a equacao de gap (1.28) se torna

2 s 2 c 2 2 12
Ty l—ﬂ LI, (ﬁ> - i} e =0, (1.67)
e

m2e  2m? 1?2 32

onde temos voltado para o espago de Minkowski. Lembrando que G' = €?/¢?, podemos

reescrever essa ultima equacao como

1 m?> m? m? b?
4 =) =] er=0. 1.68
l G w2 * rChe <,LL’2> 37?2] ¢ 0 (1.68)

Introduzindo a constante de acoplamento renormalizada,

1 1 m?
G =a + 0 (1.69)

a equacao de gap que iremos analisar fica

1 m? m? b?
-4+ —In{— ) ——1b,=0. 1.
[ i n(w> 37@] =0 (1.70)

Assim, nés observamos que uma solucao nao-trivial é

1 2 2
BP=-3r2 | —— —m 2. (1.71)
M/Q

Dessa equacao notamos que um minimo nao-trivial, para o caso em que b, é do tipo-

tempo® é possivel somente se

1 2 2 2 2
— <X (ﬁ> — Gr>—— (1.72)
M

(1.73)

Portanto, para esse modelo de quatro-férmions quadridimensional obtivemos que o
potencial tem um minimo diferente de zero, dado pela equagao (1.71), ou seja, um valor
esperado no vacuo nao nulo para b?, como consequéncia temos que a invariancia de Lorentz

¢ quebrada. Essa andlise foi desenvolvida nos trabalhos [31, 135].

SUm vetor ser do tipo-tempo implica que b,b,g"" > 0.
7J4 um vetor tipo-espaco implica bub,gh” < 0.
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1.5 Restauracao da simetria de Lorentz em tempera-
tura finita

Nesta secao iremos estudar o mesmo modelo que estudamos na secao anterior, quatro-
férmions quadridimensional, porém, iremos estudar no contexto de temperatura finita.
Nosso objetivo € investigar se ha alguma possibilidade para que as simetrias de Lorentz,
que foram quebradas no caso de temperatura zero (secao anterior), sejam restauradas
no limite de altas temperaturas. Para tal estudo, iremos considerar que o nosso sistema
esteja em equilibrio térmico com uma dada temperatura T. Usaremos o formalismo de

Matsubara, que consiste em tomarmos
1

e na seguinte mudanca

dpa
2

~TY . (1.75)

n

Agora, devemos fazer tais substitui¢oes nas equagoes (1.43), (1.44), (1.59), (1.60) e (1.61).
Analisaremos essas equagoes separadamente. Iniciaremos com (1.43) que se torna

8ie(u?) =2 D
II; = —MF(Z— —)TZmQ(pfﬁ—mz)%z. (1.76)
(477)3 2 -
Para calcularmos esse somatdério usaremos uma representacao explicita sobre as frequéncias
de Matsubara dada por [30, 33]
s aa VATO-12)
dln+b)?+a* "= TN (a2)- 172 + 4sin(mA) fa(a, b), (1.77)

n

onde

oo dz 1
fala,b) = /a| e GQ)AR6<€2W(Z+%) — 1), (1.78)

que ¢ valida para A < 1 e possui polos em A = %, —%, —=2,.... Usando (1.74), a equagao

(1.76) pode ser reescrita como

- D ) () sl o

com & = g—:f, onde = % Se tomamos D = 3 em nossa ultima equacao, podemos ver que

A <1, masem \ = % essa equagao ¢ singular. Tomando o limite D — 3 nds encontramos
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que
im?  im? m? . o
onde
© 1 —tanh(mz)
K = / dz ——F——=". 1.81
&) = Jg oo ey

O comportamento dessa fungao é mostrado na Figura 4.

Figura 4: Comportamento da fungao F(§)

Observamos que o comportamento assintético da fungao Fi(§) em altas temperaturas

& Fy(€ — 0) ~ 1/2.

Substituindo (1.74) e (1.75) na equacao (1.44) obtemos que
_ el = L DN (VY (EY TS e DY el
= (477)% F(l 2){(D D <27T§> <m2> ;l( +2) +§]
— (D—2)m? (%) (%) Uy [(m %) +§21 N } (1.82)

Como A=1-— g ex=2— g satisfazem a condicao A < 1 para D — 3, esses somatorios

lo
lo

el

podem ser resolvidos usando (1.77) e nos fornecem
I, = ieT? Fy(€), (1.83)

com

Fule) = — ;O & 4(6* — 2z )z[ztzinzz(ﬂz) — 1]. (1.84)

No limite de altas temperaturas a fun¢ao Fj;(£) tem o comportamento mostrado na Figura

80 limite T — oo = & — 0.
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5. Neste limite, ' — oo, a func¢ao Fy(§ — 0) = —1/3.

[
wn
[§]

Figura 5: Comportamento da fungao Fi(§)

Com esses resultados, a equagao (1.40) se torna

s 2 s 2 2
I = [—ﬂ LU <ﬁ> + imQFI(f)] ebl + ieT2 Fyy (€)bao. (1.85)

12 | ox2 112
Observamos que no limite 7" — 0 recuperamos o resultado obtido em (1.40).

Nosso proximo passo é verificar as contribuigoes com trés insercoes ao propagador no
contexto de temperatura finita. Fazendo as substituigoes (1.74) e (1.75) na equagao (1.59)

obtemos
_ Bie(p?) T D m 2 =% 1\?
Iy = 73(4W)% r (3 — 5) m2{4 (275) (W) > l n+ 5) +£z]

+ (D - 6)m? (%) (%)4_% znj [(n + %)2 + 52] o } (1.86)

Note que, para D = 3 temos A\ = % eN= g ou seja, A > 1. Assim, precisaremos usar

D
3-3

)
uma relacao de recorréncia para a integral f(a,b) da seguinte forma

1 2X\—-3 1 1 0?

T a1 e g

Sala,b) = 12 (A —2)(A— 1) 002

Froala,b). (1.87)

3
27

Usando essa relacao para A = voltamos a condicao em que o somatorio sobre as
frequéncias de Matsubara ¢é véalido. J& quando olhamos para o caso em que A = %, nao é
suficiente usarmos essa relacao apenas uma vez, pois ainda terfamos A > 1. Para resolver
esse problema podemos usar esta relagao de recorréncia duas vezes e assim obtemos A = %
el= —% como exigido pela equagao (1.77). Procedendo dessa maneira encontramos que

e ,
Hg = ﬁ -+ ZGFHI(g), (188)
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onde

[e'e] 2 2 2
Fm(§) = ’ PGS ;%)tanh(m).

O comportamento da funcao Fiyp(€) é exibido na Figura 6. No limite de altas temperaturas

FHI(g — 0) = —]_/37'('2.

(1.89)

-0.005
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-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

Figura 6: Comportamento da funcao Fiy(€)

Agora, vamos substituir (1.74) e (1.75) na equagao (1.60), fazendo isso ficamos com
3—D

- - e () (€) gl ]

n

— (D -6)m? <%> (%)4_% 3 [<n+ %)2 +§2r_% } (1.90)

n

Procedendo de maneira andloga ao que fizemos em (1.86), usando as relagoes de re-

corréncia encontramos que
H4 = H5 = ieFlv(g), (191)

com

o) 2 2
Fy(§) = — . dz § Secg\;g;l;fg;h(wz)

Na Figura 7 temos o comportamento da fun¢ao Fiyv(§). Nesta figura observamos que no

(1.92)

limite de altas temperaturas Fly(§ — 0) = 0.

Por fim, vamos usar o formalismo de Matsubara na equacao (1.61), e como resultado

essa equagao se torna

3—D

B0 (2) (5) o]
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-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

Figura 7: Comportamento da fungao Fiy (&)

- (2 E) "o+

n

+ (D —4)(D - 6)m* <%> (%)4_§ ) [<n + %)2 + 52] o } (1.93)

n

Procedendo como fizemos para resolver os somatérios em (1.90) encontramos que
H6 = Z.GFVI(g), (194)

sendo

0 2 2 2
Fale) = Jg - 5)33(;};(%2@%(”),

com seu comportamento mostrado na Figura 8. No limite de altas temperaturas temos

que Fyi(§ — 0) = 5.

(1.95)

Usando as equagoes (1.88), (1.91) e (1.94) podemos reescrever a equagao (1.55) no
contexto de temperatura finita como
12

b
I, = l"—E + ibg Fir(€) + z'biFw(g)] el + [0} Fiv (€) + b Fyi(€)] ebad™. (1.96)

372

Com as equagoes (1.85) e (1.96) podemos escrever

12

-2 -2 2 b
m — [—ﬂ LIS <m ) FimPF(E) + B 4 iR P (€) + ibiFIV(g)] eblt

m2e  2m? w? 32
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0.025

0.015

0.005

Figura 8: Comportamento da fungao Fyy(§)

+ |ibg Fiv (6) + T Fvi(€) + 0T Fu(6)] ebad"™, (1.97)

e reescrever a equacao de gap (1.28) como

onde

1 B2+ 12 .

AT L+ mPF(E) + TPFu(€) + b (Fu(€) + Fiv(€)) | 040" +
R

— 1 52 + bi 2 72 2 ] i

A + 372 +m Fi(&) + 0" Fun(§) + b3 (Fin(§) + Fiv(§)) | b =0, (1.98)
R

1 1 m? m?
Gr Gr 27 1

Analisando essa equacao, encontramos as seguintes possibilidades:

1.

2.

by = b; = 0 é uma solucao trivial onde as simetrias de Lorentz nao sao quebradas.

by # 0 e b; # 0. Neste caso by e/ou b; cresce quadraticamente com a temperatura,

entao, a quebra das simetrias de Lorentz cresce.

. by #0 e b; = 0. Neste caso, a equacao de gap se reduz para

4=t = an? (1~ IR + ) ) (1.99)

onde nés temos usado G, = —|Gy/|, porque b, é tipo-tempo e ambas Fi(§) e [F11(€)
crescem monotonamente com 7. Em particular, com 7' — oo, Fj(§) — 1/2 e

|Fr1(€)] — 1/3. Entretanto, em uma certa temperatura, isto é, uma temperatura
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critica, a condicao by = 0 é satisfeita e as simetrias de Lorentz serao restauradas.

4. by = 0 and b; # 0. Neste caso a equagao de gap é

1 1
- G H RO + P (5 + Fn(©) = 0. (1.100)

Entao, como o5 + Fpi(€) > 0 e F(€) < 1/2 existird uma temperatura critica em que
as simetrias de Lorentz serdo restauradas somente se — < 1/2. Por outro lado,
R

ara —— > 1/2, a violacao das simetrias de Lorentz cresce com a temperatura.
m GR Y s

Portanto, nosso objetivo principal foi mostrar que o modelo de quatro-férmions quadri-
dimensional apresenta quebra espontanea das simetrias de Lorentz e CPT em temperatura
zero, e no contexto de temperatura finita observamos que para by # 0 e b; = 0, existe
uma temperatura critica na qual as simetrias de Lorentz e CPT podem ser restauradas.

E que por outro lado, para by = 0, b; # 0, e > 1/2, as simetrias de Lorentz sao

_1
m2Gh
quebradas pelo aparecimento de um vetor tipo-espaco b* e nao ocorre restauracao para

nenhuma temperatura.

1.6 Equacao de Friedmann com quebra espontanea
da simetria de Lorentz

Nesta secao iremos estudar quais os efeitos que a violagao das simetrias de Lorentz
pode trazer para o cendrio cosmoldgico. O interesse em quebra das simetrias de Lorentz
naturalmente inspira a idéia de estudar os impactos em cosmologia, onde o problema
chave hoje ¢é entender o fenomeno que esta causando a expansao acelerado do universo.
Algumas estimativas experimentais preliminares da quebra das simetrias de Lorentz em
escala cosmoldgica sao apresentadas em [34], alguns tépicos relevantes em violacao das

simetrias de Lorentz em cosmologia podem ser encontrados em [35].

E natural esperar que a presenca da quebra das simetrias de Lorentz pode modificar
o cenario cosmologico. Um caminho para se estudar a violacao de tais simetrias em
cosmologia é através da quebra espontanea dessas simetrias. Neste estudo usaremos o
modelo bumblebee em um espago tempo de cinco dimensdes [36, 37]. A importancia de
se estudar esse modelo em cinco dimensoes surge a partir do grande interesse no conceito

de dimensoes extras motivado por teorias de cordas e branas [38].

Nos aplicaremos esse mecanismo para implementar a modificacao causada pela vi-

olacao de Lorentz para uma simples solucao cosmolégica, a solucao de Friedmann-Robertson-
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Walker, e assim estudar seus impactos. Nos mostraremos que a dinamica de expansao do

universo devido a presenca da quebra das simetrias de Lorentz é altamente nao trivial.

Agora vamos descrever a teoria. Um teoria geral em cinco dimensoes que descreve o

modelo bumblebee pode ser dada por

S = /df’:c\/_—g (Lp+ Lo+ L), (1.101)

onde L é o termo gravitacional de Einstein-Hilbert, £,; é o termo de matéria e Lg é o

termo tipo-bumblebee:

1 7
Lp= —ZBWB“ —V(B,B" £ %), (1.102)

com o tensor B, definido como B, = 9,B, — 8,B,. O V(B,B" £ b?) é o potencial

bumblebee que escolhemos como
1 i 2\2 1 nv 2\2
V= 5/@(8#3 +b°)° = §K(Bﬂg B, +b%). (1.103)

Assim, a agao (1.101) toma a forma

1 1
~B,,B" — 5,@(3”3# +0*)° + L. (1.104)

1
SI/‘M—Q[RR— i

Variando a ac¢ao (1.104) com respeito a métrica, obtemos as equagoes de Einstein:
G = 8rGT,,, (1.105)

onde G, é o tensor de Einstein e 7}, ¢ o tensor energia momento composto por dois
termos

T =T + TP (1.106)

2

com T’ LS,]/” ) sendo o tensor energia momento associado ao setor de matéria e Tﬁ) é o tensor

energia momento associado ao campo bumblebee,

TB) — pBK |

pv pv It

Byv. (1.107)

VK

com Tlgf gerado pela parte cinética da acao do campo bumblebee e Tlff)v pela parte do

potencial. Usando a definicao do tensor energia momento
2 0Lp

T, = ——— =B 1.108
K /_gé‘guu ( )
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nos obtemos

1
T}Ef)k = B/JCMBVCV - Zg,ul/BaBBaﬁ (1109)
e
TV = —Vgu +2V'B,B,, (1.110)

onde V' = g—;, com X = B,g" B,£b?. Entdo, podemos escrever o tensor energia momento

total para o campo bumblebee como

1
TS = BuaBy — 19w BapB™ = Vg +2V'B,B,. (1.111)

A matéria aqui é considerada como sendo um fluido perfeito com densidade de energia

p € pressao p, cujo tensor energia momento ¢ dado por
T30 = (p+ p)UuUs + P G (1.112)

onde U, = (1,0,0,0,0) é a velocidade do fluido.

Seguindo o principio cosmoldgico, nds assumimos que o universo é homogéneo e
isotrépico, com o elemento de linha de Friedmann-Robertson-walker (FRW) em cinco

dimensoes dado por [39]

ds® = Gudxtdx”
2

1 —kr?

= —dt* + a*(t) + 72(d6” + sin? 0d¢?) | +e®*(t)dy?, (1.113)

onde £k = —1,0,1 é o parametro de curvatura para um universo aberto, plano e fechado,
respectivamente, y é a dimensao extra e o fator € é —1 ou +1 para uma dimensao extra
tipo-tempo ou tipo-espaco, respectivamente. Em nossa andlise nés sugerimos que a di-
mensao extra seja tipo-espaco, entao € = +1. A assinatura para o espago-tempo usual
em quatro dimensoes é escolhida como sendo (— + ++), a(t) é o fator de escala do usual

espago tri-dimensional e ®(t) é o fator de escala da dimensao extra.

Agora, vamos calcular as componentes do tensor energia momento correspondentes
ao campo bumblebee B,. De maneira similar a [40], nés escolhemos B, na diregao da

dimensao extra, assim, ficamos com
Bo - 0, Bl = 0, BQ - 0, Bg == 0, B4 = B(t) (1114)

No vdcuo o campo bumblebee deve satisfazer a condi¢ao g"* B, B, = b, isto é, By = b®(t)
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para fornecer o valor minimo para a energia [40]. Entretanto, no caso geral o campo
bumblebee pode ser diferente. As componentes nao nulas para o tensor energia momento

do campo bumblebee sao

TP = % + %m(% - b2>2, (1.115)
R
P = GQ%W lg - /{<§z - bQﬂ, (1.117)
TP = w lg - m(% - b2ﬂ, (1.118)
TP = —%BZ + ;ﬁg — kB — %I{b4q)2. (1.119)

Voltando para as equacoes de Einstein, e tomando a componente com g = v = 0 nos

temos
Goo = 8m(Tyg + 1), (1.120)

onde T{ =pe

+3—. (1.121)

N\ 2 . : 2
a kL ad 8 47 [ B2 B? )
<a> *ﬁm—@:?p*?[@“(a—bﬂ- (1.122)

Este é o andlogo em cinco dimensoes da equagao de Friedmann envolvendo quebra es-
pontanea das simetrias de Lorentz. Podemos verificar que no caso b =0 e B = 0, isto ¢,

sem violagao de Lorentz, essa equagao reproduz os resultados conhecidos [41, 42].

Agora, vamos resolver a equacao de Friedmann com quebra espontanea das simetrias
de Lorentz (1.122). Vamos considerar o caso ®(t) = const, ou seja, dimensao extra estética
[42, 43]. Nesta situagao o fator de escala da dimensdo extra nao muda, e a evolucao do
universo é dada pela cosmologia padrao em quatro dimensoes. No entanto, os efeitos da

violagdo de Lorentz persistem. A equagao (1.122) se torna

N\ 2 : 2
a k 8w 47 [ B? B? 9
(5) 723“3[5”(5‘6) 1 (1.123)

Essa equagao contém trés variaveis, isto é, o fator de escala, a densidade de matéria e o



1.6 FEquacao de Friedmann com quebra espontanea da simetria de Lorentz 30

campo B. Outra equacao que relaciona essas variaveis é a lei de conservacao de energia

que pode ser encontrada a partir de
v, " = 0. (1.124)
Para a componente v = 0, usando as propriedades das derivadas covariantes [44], obtemos
VI = 9,1 + T4, T + T, T = 0. (1.125)

Os sfmbolos de Christoffel? relevantes no caso geral, ou seja, incluindo o caso ® nao

constante, sao

Fgo = Qv
a
F%o - Pgo - Fgo - 9
)
1—‘210 - P’
o aa
R gy Y
S, = aar?
Y, = aar’sin®0,
ry, = oo (1.126)

Assim, usando as componentes do tensor energia-momento para o campo bumblebee e os
simbolos de Christoffel em (1.125), nés obtemos a equagao de conservagao de energia em
cinco dimensoes com quebra espontanea das simetrias de Lorentz
G B2 1 B )\ B2 & B* B2}
p+3alp+p+ @]+§6olm<§ —b ) +E]+6lp+p+2m@ —2/4? = 0.
(1.127)

Notamos que para ®(t) = const e B = 0, temos a equacao de conservagao de energia

usual, p+ 3%(p+p) = 0.

Nés podemos adicionar as equagdes (1.123, 1.127) a equacao de movimento para o

campo B dada por,
B®? + 26B(B? — 1®?) + 32 B3% = 0. (1.128)
a

O 1ltimo termo nessa equacao é gerado pela derivada temporal de /—g. Aqui nos ja

impomos a condi¢ao de dimensao extra estética, ®(t) = const. Entao, vamos resolver

9Defini¢do dada na equagao (B.1)
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o sistema formado pelas equagoes (1.123, 1.127, 1.128), sugerindo a equacao de estado

linear

p=(y—1p, (1.129)

onde v é um fator numérico que nos fornece o conteiido de matéria do universo, por
exemplo, se v = 1, temos que o universo é dominado por matéria. Por simplicidade,

fazendo

B2 2 B2
) (1.130)

Z(t) :/{<E—b2 +E,

nosso sistema, no caso de um espacgo plano (k = 0), toma a forma

N2
a 81 47
- = — —3(t);

a B?] 1.
. _ - _2 — .
p+3alwp+®2]+2 (t) = 0;

B®? + 2xkB(B? — 1*9?) + 32 Bo? = 0. (1.131)
a

Diferenciando ¥(t) nds encontramos

2B

> = @[Bqﬁ + 2kB(B* — b*®?)), (1.132)

assim, substituindo essa expressao na ultima equacgao do nosso sistema, encontramos
B*=_——-%. (1.133)

Substituindo esse ultimo resultado na segunda equacao do sistema, obtemos a seguinte

equagao relacionando o fator de escala e a densidade de energia,
) a
p+3—yp =0, (1.134)
a

que ¢ a mesma equacao encontrada para o caso invariante de Lorentz.

Essa equacao nos da como a densidade de energia depende do fator de escala,
—3y
a
e po<_> , (1.135)
aop

onde pg é a presente densidade de energia. Como usual em cosmologia, escolhemos ag = 1.
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Entao, o sistema (1.131) é reduzido para

2

a\" 8m 5 4w B* B? .
o) =3l G ) gk
B®? + 26 B(B? — 1®?) + 32 Bd% = 0. (1.136)
a

Observamos que para o caso B(t) = £b® = const., a segunda equagao é satisfeita e na
primeira temos uma equacao para o fator de escala que coincide com o caso invariante
de Lorentz. Agora vamos tentar resolver esse sistema de equagoes para alguma condigao
inicial e analisar o comportamento que encontramos. Notamos ainda que esse sistema
pode ser reduzido a uma tnica equacao, que para um caso geral tem solucao que nao é

dada em termos de fungoes elementares.

Como uma primeira tentativa, vamos fazer um estudo numérico desse sistema consi-
derando o caso v = 1 (universo dominado por matéria) e o valor inicial B,4(0) = b®, isto
é, a expansao do universo comeca no estado do vacuo, onde b é o parametro de quebra das
simetrias de Lorentz. Aqui supomos que esse parametro seja uma quantidade pequena
de acordo com o que encontramos na literatura e py ¢ a densidade de energia média do
universo. Consideremos por simplicidade que a constante de acoplamento que é intro-
duzida junto ao termo de potencial do campo bumblebee seja igual a unidade, ou seja,
k = 1. Encontramos para a dinamica do fator de escala e para a dinamica da velocidade

os resultados mostrados nas Figuras 9 e 10.
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Figura 9: Dinamica do fator de escala Figura 10: Dinamica da velocidade

Essas solugoes correspondem a uma expansao em um cenario nao usual, o qual re-
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presenta uma sequéncia de periodos alternando entre expansao desacelerada e acelerada.
Em [45] os autores propoem modelos fenomenolégicos de energia escura oscilando que
implicam em um cenario no qual o universo envolve oscilacoes eternas entre fases acele-
rando e desacelerando. A possibilidade de mudar de uma fase desacelerando para uma
fase acelerada e vice-versa também foi sugerida em [46]. Embora nossos primeiros célculos
seja para uma era a qual o universo ja passou, lembrando que no inicio o universo era
dominado por matéria (v = 1) , se essa situagao se torna verdade no universo atual,
podemos supor que vivemos em um curto periodo de aceleracao que serd seguido por uma

fase de desaceleracao com esse ciclo se repetindo indefinidamente.

Nossa principal conclusao consiste no fato que a quebra das simetrias de Lorentz
conforme foi introduzido, nos leva a expansao acelerada do universo em certos casos e
em certos intervalos de tempo, mostrando que encontramos um resultado altamente nao
trivial, pois para o periodo analisado esperavamos uma desaceleracao do universo, e no

entanto, tivemos uma periodo com pequenas oscilagoes entre desaceleracao e aceleracao.
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2 FEletrodinamica quantica
estendida

Todas as particulas fundamentais e suas interagoes nao gravitacionais sao bem des-
critas pelo modelo padrao. Esse modelo é invariante sob as simetrias de Lorentz e CPT.
Contudo, a possibilidade de pequenas violacoes dessas simetrias tem sido insistentemente
investigada na literatura. Motivados por tal possibilidade, Kostelecky e Colladay [3] cons-
truiram uma extensao do modelo padrao que inclui todos os possiveis termos que violam

as simetrias de Lorentz e CPT.

2.1 Modelo padrao estendido

Nesta secao iremos fazer uma breve discussao do modelo padrao estendido, com énfase
na extensao proposta para a eletrodinamica quantica, uma vez que nas proximas segoes

analisaremos alguns efeitos dessa teoria no limite de altas temperaturas.

Como ja vimos, existe a possibilidade de que as simetrias de lorentz e CPT sejam
violadas, as primeiras motivagoes surgiram no contexto de teoria de cordas [1]. Dessa ma-
neira, o modelo padrao pode ser entendido como uma teoria efetiva em baixas energias de
uma teoria fundamental na escala de Planck que também fornece uma descricao quantica

da gravitagao.

A lagrangiana do modelo padrao estendido é composta pelo modelo padrao usual e
campos gravitacionais incluindo termos que levam a violagao das simetrias de Lorentz.
Em principio, existe uma infinidade de termos nessa extensao do modelo padrao, in-
clusive termos nao renormalizaveis. Para investigar experimentos em baixas energias
considera-se apenas um subconjunto do modelo estendido, que contém um nimero finito
de termos. Este subconjunto é denominado de extensao minima do modelo padrao, o qual
restringe a teoria a termos renormalizaveis e invariantes de gauge. Recentemente, varios

testes experimentais tem sido desenvolvidos com o objetivo de testar a invariancia de
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Lorentz, por exemplo, medidas envolvendo sistemas atomicos [47], modernos experimen-
tos de Michelson-Morley [48], oscilagbes de mésons neutros [49], oscilagoes de neutrinos
[50, 51], entre outros. Como a violagao da invariancia de Lorentz nao tem sido observada
na natureza, os coeficientes que fazem parte da extensao do modelo padrao e que violam
Lorentz devem ser pequenos. Portanto, para tal observacao é necessario experimentos

extremamente sensiveis.

Embora essa extensdao do modelo padrao® tenha sua motivacao inicial em teoria de
cordas, envolvendo a idéia de quebra espontanea de simetria, nada nesse modelo requer
que seus coeficientes que violam a invariancia de Lorentz tenham origem em processos de
quebra espontanea de simetria, ou seja, os coeficientes desse modelo também podem ser
vistos como uma violacao explicita das simetrias de Lorentz ou algum outro mecanismo
ainda nao conhecido. Para uma revisao do modelo padrao estendido e algumas implicagoes
podemos ver [52, 53, 54, 55, 56, 57|, onde o mecanismo usado para gerar esses termos é a

quebra espontanea de simetria.

Muitos testes das simetrias de Lorentz e CPT tem sido feitos com fétons ou com
particulas onde as interagoes dominantes sao descritas pela eletrodinamica quantica. Para
investigar sinais da quebra dessas simetrias varios trabalhos foram desenvolvidos conside-
rando uma parte da lagrangiana do modelo padrao estendido, a eletrodinamica quantica

estendida.

A lagrangiana que descreve a eletrodinamica quantica estendida é composta pelos
termos usuais invariantes de Lorentz, descrevendo fétons, férmions massivos carregados e
seus acoplamentos, mais termos violando a invariancia de Lorentz. Assim, essa lagrangi-

ana é dada por
0l (7 TH 1 Wl uvApl K AV AP
L =1l Dﬂ—M)z/;—ZFWF —Z<l€p)w/>\pF F +§<kAF) €unpAVFY, (2.1)
onde ' = 4* + T, M = m + M, com

I = My + d" vy + € + iff'ys 4+ 39 o, (2.2)
M, = a4+ byt + sHuo. (2.3)

De maneira usual, D,, = 0, +1ieA, ¢é a derivada covariante e ', = 9,4, —0, A, é o tensor

eletromagnético.

Os parametros que quebram a invariancia de Lorentz a,, b,, H,,, € (kar), tem di-

1Sempre que nos referirmos ao modelo padrao estendido, estaremos considerando a extensao minima
que preserva a renormalizabilidade e a invariancia de gauge da teoria.
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mensao de massa, enquanto ¢, du, €us fu, Gup, € (kr)uwr, sdo adimensionais. Temos
que a quebra da simetria CPT implica em quebra das simetrias de Lorentz [58], entao,
esses coeficientes podem violar apenas as simetrias de Lorentz ou as simetrias de Lorentz e
CPT. Os coeficientes que possuem um numero par de indices de Lorentz quebram apenas
as simetrias de Lorentz, ja os que possuem um numero impar de indices de Lorentz violam
CPT e Lorentz. No setor de fétons violando Lorentz temos o termo de Chern-Simons qua-
dridimensional, (kar)"€ur,A”F*, que viola as simetrias de Lorentz e CPT (CPT-{mpar)
e um outro termo, (kg)wa,F* F*, que viola somente as simetrias de Lorentz (CPT-par).
Em [59, 60] foram estudadas a estabilidade, a causalidade e a renormalizabilidade da

eletrodinamica quantica estendida.

A idéia de modificar a eletrodinamica quantica ja havia sido proposta por Carroll,
Field e Jackiw em [61], anteriormente a construgdo do modelo padrao estendido. A
modificacao formulada por eles consiste em adicionar a lagrangiana de Maxwell usual o

termo de Chern-Simons quadridimensional. Desse modo, a lagrangiana modificada fica

1 1
L= Ful™ = opuAF™, (24)

onde F" = %e“”o‘ﬁ F,z3 ¢ o tensor eletromagnético dual. Esta modificagao acopla o campo

eletromagnético com o quadrivetor p,,.

Algumas consequeéncias fisicas da teoria modificada sao, os fotons tem dois modos
de polarizacao que viajam no vacuo com velocidades diferentes da velocidade da luz
(a invariancia de boost de Lorentz é perdida) e diferentes uma da outra (violagao de

paridade).

Apds essa construcao, e nos ultimos anos, foi intensamente investigado se esse termo
seria induzido por correcoes radiativas quando adiciona-se o termo CPT-impar, b,v*vs, ao
setor fermionico da eletrodinamica quantica usual. Essa questao foi tratada em diferentes
contextos e esquemas de regularizacao. Alguns resultados sobre a inducao do termo de

Chern-Simons podem ser encontrados em [3, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 30, 68, 69, 70].

2.2 Energia livre da eletrodinamica quantica esten-
dida em altas temperaturas

Nesta se¢ao iremos estudar corregoes para a energia livre em um e dois loops (segunda
ordem na constante de acoplamento e) da eletrodindamica quantica na presenca de termos

que quebram a invariancia de Lorentz em temperatura finita. A nossa analise ocorrera a
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partir de um termo CPT-par que preserva a simetria CPT, porém, quebra a simetria de
Lorentz. Veremos que no regime de altas temperaturas surge uma contribuicao linear no
parametro de quebra e assim, analisaremos o efeito desse parametro na energia livre [71].

Podemos reescrever a lagrangiana (2.1) como

_ 1 L1 , 1 v
L= ("D, — M)y — ZFWF“ — Z(k:F)W,,FM FA» 4 5(lg,w)%,m,,A FA 4 Log + Lo,

(2.5)

onde Ly é o termo de fixagao de gauge e Ly, é 0 termo associado ao campo de ghost?,

que desacoplam do resto da lagrangiana.

Os dois termos que violam Lorentz no setor dos fétons, o termo de Chern-Simons
(kAF)“eW)\pA”F)‘P e o termo (k:F)W,\pF“”F)‘p podem ser induzidos por correcoes radiativas
dos termos com coeficientes b, e ¢, do setor fermionico, respectivamente [60, 63], tais

que

(kar)u o< by, (2.6)

1 1 1 1
(kF)urp X éguk(cw) + Cp) + §ng(Cu>\ + o) — §gup(cm + ) — §gu/\(cup + Cpu)- (2.7)

No regime de altas temperaturas (T > M) os coeficientes que possuem dimensao
de massa podem ser desprezados. Por exemplo, observamos que a correcao de b, para a
energia livre é proporcional a b*T2; algo similar ocorre ao se analisar correcoes para o termo
de Chern-Simons, como foi feito em [72], k%4 -T?. Entdo, ambos podem ser desprezados

em altas temperaturas com o mesmo ocorrendo para os coeficientes a,, e H,, .

Os coeficientes sem dimensao e, f, € g, sa0 considerados como sendo muito menores
que os outros, isso porque esses termos nao podem ser obtidos diretamente do modelo
padrao estendido [3] (para mais detalhes, veja também [55]). Contudo, se nés queremos
que a teoria em altas temperaturas seja invariante sob transformacoes quirais esses termos

devem ser removidos, desde que {vs, " + iftys + 1M oy} # 0.

Portanto, os coeficientes que permanecem sao ¢, d,,, € (kF)W)\p. Agora, para tomar a

algebra de Clifford com I'"* = y#+c*~,+d" 757, nés podemos escolher d,,, = Q(d,,+¢,),

2Campo de ghost ou campo de fantasma.
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onde () é uma constante [73]. Com tais consideragdes a teoria (2.5) pode ser escrita como

1 1 7 y g v &
L = Y4 M — Z(kF)uuApFWFAp + U0 (g" + )% — e Au(g"™ + )Y
+£gf + Egh, (28)

onde VY = (1 + Q/YEJ)/YM'

Agora vamos supor invariancia rotacional, tal que os coeficientes acima podem ser
reduzidos a produtos de um vetor unitario tipo-tempo u,; mais detalhes dessa escolha
podem ser vistos em [55, 57]. Procedendo nesse caminho, nés escrevemos c,,, = K u,u, €

da equagao (2.7) obtemos,

(k:F)uu)\p =K (gu)\uuup + GupUyUx — GuplpU) — gu)\uuup)a (29)

onde u, = (1,0,0,0) e a partir de agora xk e & sao os coeficientes que determinam a
escala da violacao de Lorentz. Sendo assim, devemos verificar como fica a equagao (2.8)
aplicando a invariancia rotacional em cada termo. O primeiro termo no setor dos férmions

fica

Loy = Y[i0u(g" + ")) v
= P [i0,(¢" + kutu”)F,] ¢
= [i0,(¢"™ + K 6"5)7,) v
= WA + ikp 07 Y
= WY (L + k&)Y + 07
= DA, (2.10)

onde &L = (0o (1 + k), 0;). O segundo termo desse setor se torna

Ly = d[eAug" + ") v
= PleAu(¢" + rutu’)F) ¥
= O [eAu (g™ + R0, ] ¢
= A+ Ay
= et A (1 + k)Y + e AF"Y
= e A A, (2.11)

onde A, = (A (14k), 4;). Os termos do setor dos fétons podem ser reescritos da seguinte
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maneira,

1 1
L, = —ZFWF‘“’— Z(/~CF)W,)1WFAP

1 K v
— _Z [g,ugup + K (guwyup + Guplptiy — Guply Uy — gywuup)}F“ e (2.12)

Usando o fato que o tensor (kg),ua, tem as mesmas simetrias do tensor de Riemann (B.4),

isto é,

(kr)urg = —(kr)wpr = (ke )vunp = (BF) xpprs (2.13)
podemos escrever
L, = —i (9u7Gvp + 2Rg U U, + 2R Gy pu,0,] FHv pAe
= —i (900 Gvp + 2890000050 + 2EG0,0,000] F FA*

1 ~ ) 7 ~, v
= -3 [(1 + 2/@)gu,\gooF“0F)‘0 + g gi F" FN 4 ng,,pgooFO FO”} . (2.14)

Escolhendo &k = (1 + ) K convenientemente, temos que (1 + 2&) = (1 + x)? e assim,

3
1 _ -

C,y = _Z [gMAggﬁFMVF)\p + ZRnggooFOVFOP} s (215)

onde F" = 9t A” — §” A*. Podemos ainda reescrever essa dltima equacao como

1 R S
‘C'Y = _Z [g“AggﬁF‘uyF)\p + 2/%g00g00F00F00 + Q%QiigooFOZFOZ} . (216)

Notamos que o segundo termo da equagao (2.16) é identicamente nulo, portanto, qualquer
fator multiplicativo que acrescentarmos a esse termo em nada mudard a equagao . Assim
podemos escreveé-la como
1 RN PR S
Lo =~ [9mgsaF" FY + 2R googan F O F* + 2Rgiago P F|
= — [guAng)F“DFAﬁ + Q/zigoogﬁﬁFODFOﬂ

= s =

[(1 -+ 2/%)googgﬁFOﬁF0ﬁ + g“g[,ﬁFZﬁFlﬁ} . (217)

Usando o valor de & que escolhemos de modo conveniente, ficamos com

1 07 1205 iD ip
L, = 1 {gﬁﬁg,;,;FO F% + giigos F Fp]
1 I
= _ngj\gﬁﬁFu FAP:—ZFWF“, (2.18)

onde F, w = 5,“21” — 5Vf~lu. Os termos de fixacao de gauge e de ghost também passam a
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ter a componente temporal reescalada. Portanto, a lagrangiana (2.8) pode ser reescrita

CcOo1mo

1~ - . . 1~ - .
L= = Fu " + 00,4 — e bAAM + (0,4 +(3,0)(9°C).  (2.19)

Assim, as regras de Feynman para essa teoria sao dadas por

S % (2.20)
i
= 0w (2.21)

para os propagadores dos férmions e dos fotons, respectivamente, e
1
e :? (2.22)

para o propagador dos ghosts, onde p* = (p' (1 + k), p'). A regra de Feynman para o

% — —ieF". (2.23)

Agora podemos estudar a contribuicao da violacao de Lorentz para a energia livre.

vértice férmion-féton é a usual

2.2.1 A energia livre

A energia livre é conhecida por fornecer importantes informacoes a respeito de véarios
assuntos em fisica, como nucleossintese primordial, fisica de plasma e interior solar. Devido
a tais motivacoes, correcoes para a energia livre foram estudadas em varios contextos,
como em teorias de campos nao comutativas no regime de altas temperaturas [74] e em

teorias usuais sem violagao de Lorentz como em [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84].

Nosso objetivo principal é obter a energia livre por unidade de volume (pressao)
como uma funcao da temperatura T e da constante de acoplamento e no regime de altas
temperaturas. Calcularemos a expressao para a pressao até a segunda ordem na constante
de acoplamento e?, que tem a forma

_Tan
v

P =P+ P+ O(e?), (2.24)

onde Fy é a contribuicao de ordem zero na constante de acoplamento e P, é de segunda
ordem. A densidade de energia é o negativo da expressao dada acima. Temos também

que Z é a funcao de particao e pode ser escrita como uma integral de trajetéria, que no
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formalismo do tempo imaginario é dada por

Z:/DCDCDAHD@Dz/zeXp [—/OBdT/d?’x,c],

onde 3 = % e L ¢ a lagrangiana da eletrodinamica estendida em nosso caso.

2.2.1.1 Contribui¢ao de um loop

(2.25)

As contribui¢cbes de mais baixa ordem sao dadas por trés diagramas de um loop

conforme mostrado na Figura 11.

O O

()

Figura 11: Diagramas de um loop

No formalismo do tempo imaginério essas contribuigoes sao escritas como

Py = Trgf{dp}lnﬁ+4 idplnp +2(3) idplnp,

respectivamente, onde introduzimos a seguinte notagao

?f{dﬁ p=7 2 / (52;3

po=2m(n+ % Y(1+k)T

para o momento fermionico e

fo=r > [oh

po=2mn(1+rK)T

para o momento bosoénico e p = p,7,,.

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Como usual, as contribui¢oes bosonicas da equacao (2.26) tem quatro graus de liber-

dade para o campo de gauge (Figura 11(b)) e dois graus de liberdade para o campo de

ghost (Figura 11(c)). A contribuigao fermionica da equacao (2.26)

Pl = Tr;f{dﬁ} In,

apos calcularmos o traco se torna

P = 23 {dp} [(1 — @) (B3(1 + K)? + p2)]

(2.29)

(2.30)
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que tem a mesma forma da contribuicao bosonica,
Pt = —i dpIn(p2(1 + k)2 + p?). (2.31)

Para calcularmos o somatério nas equagoes (2.30) e (2.31) vamos proceder de maneira

similar ao cdlculo desenvolvido em [85]. Na equagao (2.30) vamos fazer
vy =Y I [(1 = @)@}l +r)*+p7)], (2.32)

derivando essa expressao em relacao a p obtemos

@ o Z 2p(1_Q2)

dp 4 (1—Q*)(P3(1+k)?+ p?)
2p
= ) 2.33
;4ﬂ2T2(n+%)2(1+m)2+p2 (2:33)
Calculando o somatério ficamos com
d tanh Lﬁi
doy _ tanh (57 (2.34)

dp  T(1+k)

Agora, integrando essa equagao podemos reescrever vy da seguinte maneira

vy =2In [Cosh <m>] : (2.35)

Sabendo que cosh(x) = e” + e~* ficamos com

p __Dp
vy = 21ln {eQT(Hn) +e 2T(1+~)}
_b P
= 2In {GQT(HH) <1 +e T(1+n))]

_P P
= 2 [ln e2T0+r) + In (1 4+ e T(+r) )}

2 p

T [m+Tln <1+6_%>‘| . (236)

Dessa maneira, a contribuicao fermionica pode ser reescrita como

d3p p I
P! :4/ T1 <1 e ~>) 9.
0 Pk [2(1 ) +TIn(1+e TOF , (2.37)

que é independente do parametro Q).

Procederemos de maneira similar com a contribui¢ao bosonica. Assim,

v =Y In[p3(1+k)*+p?, (2.38)
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que ao derivarmos em relacao a p obtemos

d 2
oy P . (2.39)
dp 57 4mn’T?(1+ k)% + p?
Apoés calcularmos o somatério encontramos
p
% _ coth <2T(1+/@)) (2 40)
dp T(l1+k) '
Ao integrarmos, v, se torna
v, = 2In |senh ——1 (2.41)
2T (1+ k)
Usando que senh(z) = e” — e temos que
2 9] __Db
=—|————+Tln(l—¢e T ||. 2.42
" Tl2<1+n>+ n(1-e )1 242

Assim, a contribuicao bosonica se torna

Pl = —2/ gjﬁ; l2(1ljm) +Th (1—6—%)]. (2.43)

Portanto, a contribuicao de mais baixa ordem ¢ escrita como

Py = P{+P

3 p p
- / (;if;g {1 —Ii 4T (1 v e‘T<1+~)> ~2TIn <1 - e_T(lJm)ﬂ o (2.44)

Como estamos interessados na variacao da pressao com a temperatura, vamos consi-

derar apenas os termos que dependem da temperatura®. Entao,

& p p
p - / P [4Tln<1+e_m>—2T1n<1—6_m>}>
(2m)?

2T oo | % T [ p
= —/ alpp2 In <1 + 6_T(1+“)> — —/ alpp2 In (1 — e_T(1+~>) . (2.45)
72 Jo 72 Jo

Fazendo uma integragao por partes encontramos que

2 < pddp 1 ©  pldp
PO _ / + / . (2.46)
0 3n2(1+ k) Jo e% 1 3m2(1+ k) Jo e% _1

3A parte de temperatura zero (divergente) é absorvida em uma renormalizagao da energia do vacuo
[75].
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Por simplicidade, vamos fazer a seguinte mudanca de variavel
p
= 2.47
(it (2.47)
e assim,
TY(1 + k)3 < 3 o 3
PN = TR 2/ d / dz) . 2.48
0 3?2 0o e+ 1 :p+0 ew — 1 (248)
Usando as férmulas? [81]
/ di—2 = Da+1)C(a+1), (2.49)
0 er —
/ dr—Y— = (1—27*)T(a+ 1)C(a+1), (2.50)
0 e’ +

para resolvermos as integrais em (2.48), encontramos que a contribuigdo de mais baixa

ordem para a energia livre se torna

(1) _ 117T2

Py = T4 (1 3,
0 180 (1+r)

(2.51)

Portanto, podemos concluir que o impacto da quebra das simetrias de Lorentz no caso

em que o parametro de quebra consiste no termo CPT-par é apenas um fator constante,

uma vez que o resultado cldssico para a energia livre sem viola¢ao de Lorentz (k — 0) é

T 2

2.2.1.2 Contribuicao de dois loops

Iremos estudar as contribuicoes de dois loops para a energia livre. A contribuicao

de dois loops para a energia livre violando as simetrias de Lorentz, que corresponde a

segunda ordem em e é dada pela Figura 12.

Figura 12: Diagrama de dois loops.

Da Figura 12 podemos escrever essa contribuicao como,

Py = Le¥fdp) Y (da) T [v%v%ﬁ] .

4Onde I'(a + 1) é a fungao gamma e ((a + 1) é a funcio zeta de Riemann.

(2.52)
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Notamos que,

:Yulzul

— =
2% 2%

(2.53)

e assim, a contribuicao de segunda ordem para a energia livre também ¢é independente do

parametro (). Entao, podemos reescrever (2.52) como

__6 P2 @n” 1
= i{dp}i{dq}T l 7 Z G| (2.54)

Ao calcularmos o trago obtemos que
. - P-q
P = —462$ d ;f djy—L1 2.55
2 { p} { Q}pz 2 _'_q)z ( )
Mas,
U O 9~
p-q=§[(p+Q)2—p2—q2}, (2.56)

entao

Py = 2€2${dp} i{d‘j} [_2’521(}‘2 + = ~1 7 T = ~1 5 21 : (2.57)

F*P+q?* pP+q)

Agora devemos resolver essas integrais e os respectivos somatorios. Vamos trabalhar com

esses termos separadamente.

L= ;/f{dﬁ} yf{da} ~§~2

T / — (2.58)

n + )T(1+I€)} +q?

Calculando a integral em D dimensoes e introduzindo um parametro arbitrario x4 obtemos

D_

n = Lt e ] e (-2 s (o)

ety 2) g ]
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Ao resolvermos os somatérios e expandir em torno de D = 3 encontramos

I = —T—2(1+m) —T—2(1+/-€), (2.60)
(230+9) (30+)

entao,

4

i) tan) =i = s+ 07 (2:61)

Nos outros termos da equacao (2.57) devemos desacoplar os somatoérios. Vamos es-

N N 1
b= P P oo
1
= Y{dp} L{dj _
i{ & gé{ 7 2n (W + 1) T(1+ k)] + @
X ! 5 , (2.62)
27 (n+ ) T(1+ 5) + 27 (0 + 5) T(1+ 5)]” + (a+ p)?
e fazer
P - P—q (2.63)
n — n-—n. (2.64)
Assim,
L= Y{dp) — {dq) L I
27 (n+1)T(1+ K)]” + p? 2 ( + 1) T(1+5)] + @2
(2.65)

Se novamente resolvemos a integral em D dimensoes encontramos

L — iﬁ_z(l—g)%T [T2(1 + 5)2} E p°~Pr (1 - g) ) {(n + 1)2} .

n

D
D D

2 Pr (1 — 5) > [(n' + %ﬂ o (2.66)

n/

D
L

1
x —p2-%)Tr [TQ(I + /{)2}
4
Por fim, resolvendo os somatorios e expandindo para D = 3 ficamos com

i@m}jgm}——i——ez—%%(L+@? (2.67)

@(p+q)*
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Da mesma maneira

1 T4
d~$d~ﬁ:_—1+ﬁ2. 2.68
a9} ) 55 = (1) (2.68)
Portanto, substituindo esses resultados na equagao (2.57) encontramos que a contri-

buicao de dois loops para a energia livre com violacao de Lorentz se torna

P 5627ﬂ(147 )2 (2.69)
= —— K)“. .
ST

Assim, a modificacao na energia livre devida ao parametro de violacao das simetrias
de Lorentz para ordem de dois loops consiste apenas na adigao de um fator constante, do

mesmo modo que vimos para a ordem de um loop. Dessa maneira, para k — 0 ficamos

~ . ~ . [N . 2
com o resultado padrao (sem violagdo da invariancia de Lorentz) P, = —%T‘l.

2

Podemos escrever a expressao para a pressao até a ordem e® na presenca de quebra

da invariancia de Lorentz da seguinte forma

T4 [11 He2
P k)
5 |20 )~ 5o

(1+kK)?2+0()]. (2.70)

2.2.2 Estimativa numérica

Para estimar limites para o parametro de violacao de Lorentz x usaremos informacoes
da nucleossintese primordial (ou nucleossintese do Big Bang), que é um dos pilares ob-
servacionais do modelo padrao da cosmologia. A nucleossintese primordial é o processo
que explica a formagao dos ntcleos atomicos em nosso universo. HEsse processo se inicia
em torno de um segundo apds a expansao inicial (Big Bang) e termina em aproxima-
damente trés minutos. B importante ressaltar que esse processo pelo qual o universo
passou € previsto pela teoria do Big Bang. Portanto, a concordancia entre teoria e dados

observacionais pode ser considerada como um excelente éxito da teoria do Big Bang.

Com o objetivo de avaliar limites para o parametro s, usaremos predicoes tedricas da

abundancia primordial de hélio Y desenvolvida nas referéncias [86, 87, 88|.

Um caminho para determinar Y consiste em analisar mudancas em quantidades ter-
modinamicas como a densidade de energia p, a pressao P e a temperatura dos neutrinos
T,. Aqui, iremos estudar essas mudancas quando a violacao da invariancia de Lorentz é

considerada.

A contribui¢ao para a densidade de energia pode ser encontrada da relagao termo-
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dinamica padrao

p=-P+T @1;) (2.71)

que seguindo o desenvolvimento mostrado em [87] torna-se

2T
15

p= (N +6N), (2.72)

onde N = % e 0N ~ —0.007 + 8.236k. Assim, obtemos que

Ap  0.007(1 4 2k)
p 2.743 +8.236k

(2.73)

A fracdo AY, que é a abundancia primordial de hélio, pode ser afetada pela ele-
trodinamica quantica em vérios caminhos como é mostrado em [87]. O efeito total é

aproximadamente,

AT,
AY ~29x 107* +0.15 =

v

A

+(0.1—0.03)=2, (2.74)
p

onde T, é a temperatura dos neutrinos dada por

T —( ! )1/3T lS <m> + S <m"’>r/3 (2.75)
T\ 40N ! T, T, ’ '

com T, sendo a temperatura dos fétons e m, a massa dos elétrons. De acordo com [89]

S (m:) eSS’ (mﬁ) sao dados por

;[ Me 15
S (f) = 7 [p2 + Py , (2.76)

S Me me ’ 2 ) (?_5)2+y2 1
)=t ) v (7)) e =] | :

o

(2.77)

O resultado tedrico usual, sem o parametro x, é AY ~ 2.107*, enquanto o resultado
experimental ¢ AY ~ 2.107% [90]. Portanto, a estimativa necessaria para s, para que os
resultados experimentais e tedricos coincidam pode ser k ~ 1072, Esse resultado para o
parametro de quebra concorda com os resultados encontrados em [91, 92]. Dessa maneira,
o parametro de violacao de Lorentz pode ser entendido como uma contribuicao para a

abundancia primordial de hélio.
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Nesse capitulo calculamos as contribuigoes para a energia livre na eletrodinamica
quantica com violacao das simetrias de Lorentz em um loop e em dois loops no regime de
altas temperaturas. Encontramos que a contribuicao da quebra das simetrias de Lorentz

aparece como um fator constante aditivo ao resultado usual.

Também observamos que o parametro de violacao pode ser usado para explicar, ou
ajudar, a entender a diferenca entre predicoes tedricas e experimentais da abundancia
primordial de hélio. Nesse contexto estimamos que x ~ 1072, que estd de acordo com o

resultado obtido em [92].
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3 Gravitacao modificada pelo
termo de Chern-Simons

Nos ultimos anos, houve um grande interesse por teorias que propoem modificagoes
a teoria da relatividade geral, isso porque ha algumas questoes importantes que a teoria
usual de Einstein nao consegue explicar. Neste capitulo iremos discutir uma proposta
de modificacao da gravitacao que vem sendo intensamente discutida na literatura, a gra-

vitagao modificada pelo termo de Chern-Simons.

3.1 Algumas motivacoes que podem levar a modi-
ficacoes

A teoria da relatividade geral desenvolvida por Albert Einstein por volta de 1915 é
uma teoria com excelentes resultados observacionais e que tem passado por testes cada
vez mais sensiveis. Mesmo assim, existem algumas questoes fundamentais que ela nao
consegue explicar; entre essas se destacam uma teoria quantica para a gravitacao e o

problema das componentes escuras do universo, matéria e energia escura.

A teoria de cordas [93] tem se mostrado um candidato promissor para uma teoria
quantica da gravidade. Varias tentativas para se quantizar a gravidade foram realizadas,

no entanto, nenhuma bem sucedida até o presente momento.

J& o problema relacionando matéria e energia escura é reforcado cada vez mais por
uma grande quantidade de dados observacionais que indicam que o universo atualmente é
dominado por essas duas componentes, ditas exéticas. De acordo com dados observacio-
nais, aproximadamente 24% da densidade do universo é composta de matéria, sendo que
apenas 4% dessa quantidade é constituida de matéria barionica como conhecemos, sendo
o restante formada por alguma forma de matéria exética que nao conhecemos e que ainda
nao foi observada de forma direta. Toda essa quantidade de matéria cuja composi¢ao nao

sabemos é denominada de matéria escura. Embora esse tipo de matéria nao emita luz,
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ela exerce influéncias gravitacionais assim como a matéria barionica. A matéria escura
hoje tem tido grande destaque nas discussoes entre fisicos pelo mundo, porém, esse nao
¢ um problema novo, ja por volta de 1933 o astronomo Fritz Zwicky fez as primeiras
observagoes que indicavam que deveria existir mais matéria no universo que a quantidade
estimada pela razao massa/luminosidade de galdxias individuais. Entretanto, s6 em me-
ados da década de 1970 a matéria escura se tornou formalmente um problema dominante

em fisica com medidas da velocidade de rotacao de algumas galaxias.

Hoje existem cosmologos, astronomos, fisicos de particulas, entre outros empenhados
em encaminhar uma soluc¢ao para o problema da matéria escura e assim descobrir as
particulas que devem compor tal matéria. Apesar de todo o desenvolvimento em torno
desse assunto ha apenas alguns candidatos a matéria escura, mas nada em definitivo até o
momento. Na verdade, ha apenas uma certeza em relacao a essa matéria exética, ela existe
e influencia gravitacionalmente todo o universo, supondo que a teoria da relatividade geral

esteja correta.

Hoje sabemos que o universo esta em expansao e o primeiro a fazer tal observacao foi
E. Hubble por volta de 1929; porém em 1998, usando dados observacionais de Supernova
do tipo Ia, dois grupos independentes [94, 95] observaram que a expansao do universo
estd ocorrendo de maneira acelerada. Com base nesses dados observacionais o universo
hoje deve ser dominado por uma componente exética responsavel por tal aceleracao de-
nominada energia escura. Essa componente é chamada de exética porque ela deve exercer
em todo o universo uma pressao negativa, ou seja, um tipo de antigravidade. Estimativas
atuais indicam que aproximadamente 76% da densidade total do universo é de energia
escura. Existem atualmente alguns candidatos a energia escura, mas assim como para a

matéria escura nada em definitivo.

Segundo dados observacionais, a energia escura tem predominado no universo e cau-
sado tal aceleracao, somente nesta ultima fase na qual nos encontramos. A nucleossintese
primordial garante que essa componente nao pode ter dominado no inicio do universo; se
isso tivesse ocorrido ela poderia ter prejudicado a formacao dos elementos leves no universo

primordial e consequentemente todo o desenvolvimento estrutural do nosso universo.

Portanto, os dados observacionais nos indicam que vivemos em um universo prati-
camente desconhecido, uma vez que as componentes escuras, matéria e energia escura,
sa0 responsaveis por aproximadamente 96% de tudo que existe nele e nao conhecemos a

composicao de ambas.

Diante do exposto, surge uma pergunta que muitos estao procurando responder:
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matéria e energia escura podem ser simplesmente um efeito gravitacional quantico ou
ocorrem devido a alguma modificacao na relatividade geral? Na tentativa de resolver essa
questao um caminho alternativo é supor que a teoria de gravitagao proposta por Einstein
pode ser modificada. Recentemente, teorias de gravidade modificadas tem recebido con-
sideravel atencao na literatura motivadas por alguns problemas em aberto, como matéria
e energia escura que discutimos rapidamente nessa secao, para mais detalhes podemos
ver [96, 123]. Entre as modificagoes propostas para a teoria da relatividade geral, uma
que tem despertado interesse de muitos pesquisadores € a teoria de gravitacao modificada

pelo termo de Chern-Simons quadridimensional, a qual iremos nos focar neste instante.

A idéia de modificar a gravitagao pelo termo de Chern-Simons quadridimensional foi
inicialmente desenvolvida por Jackiw e Pi [98]. A motivagao inicial era fazer uma cons-
trucao semelhante ao que Jackiw e colaboradores fizeram para a eletrodinamica quantica
[61] ao adicionarem o termo de Chern-Simons a lagrangiana usual de Maxwell e obser-
varem que tal modificacao leva a violacao das simetrias de Lorentz e paridade, como
discutimos no capitulo 2. Essa modificacao na gravitagao consiste na adigao do termo
de Chern-Simons quadridimensional a acao de Einstein-Hilbert usual, introduzindo uma
funcao escalar que pode ser interpretada como uma quantidade externa ou uma variavel
dinamica. Este novo termo na acao de Einstein-Hilbert introduz violacao de paridade, isto
¢, as ondas gravitacionais possuem dois modos de polarizacao que viajam com a mesma
velocidade, a velocidade da luz, mas com diferentes intensidades, no entanto, sem violar
a invariancia de Lorentz. Tal modificacao da gravidade nao é uma extensao aleatéria ou
arbitraria da relatividade geral, mas tem raizes em fisica de particulas e em teorias de

cordas.

A gravidade modificada pelo termo de Chern-Simons surge em teoria de cordas como
um termo essencial para cancelar anomalias e no modelo padrao pode surgir no contexto
de anomalias quirais. Essa gravitacao modificada é vista como uma teoria efetiva em
teoria de cordas, embora muitos argumentam que talvez nao seja 1til estudar uma teoria
efetiva derivada de teoria de cordas, pois se tal correcao realmente existisse na natureza
seria quanticamente suprimida. De fato, essa teoria sugere que tal correcao poderia ser
suprimida na escala eletrofraca ou mesmo na escala de Planck e assim tal correcao nao seria
observavel. Contudo, existem modelos que argumentam que a correcao de Chern-Simons
gravitacional pode ser reforcada devido a varios efeitos como, interagoes com férmions
[99], grandes curvaturas intrinsecas [100], entre outros. Weinberg em [101] mostra que
corregoes de ordem superior violando paridade em uma teoria efetiva para inflagao também

fornece a gravidade de Chern-Simons.
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Um dos mais importantes assuntos relacionados a gravidade modificada de Chern-
Simons é a busca por solucoes das equacoes de movimento com tal modificacao. A solucao
de Schwarzschild que é uma solucao classica na relatividade geral, também ocorre na gra-
vitagao modificada pelo termo de Chern-Simons como mostrado inicialmente em [98]. Em
[102] foi mostrado que outras solugoes classicas da relatividade geral como, Friedmann-
Robertson-Walker e Reissner-Nordstron também persistem na teoria modificada para uma
escolha especifica do campo escalar que ¢é introduzido junto ao termo de Chern-Simons.
Contudo, uma importante métrica, a métrica de Kerr, nao é uma solucao da teoria modifi-
cada. Para essa métrica se tornar solucao da teoria modificada é necessario que alteragoes
sejam feitas na métrica. Em um caminho perturbativo, algumas aproximagoes foram

desenvolvidas em [103, 104].

A gravidade modificada pelo termo de Chern-Simons tem sido estudada em varios
contextos, como cosmologia, astrofisica e ondas gravitacionais. Alguns resultados interes-
santes foram obtidos para essa teoria; por exemplo, efeitos dessa modificacao para corpos
em 6rbita em torno da terra foram descritos por [105], a expansao pdés-newtoniana foi
estudada em [100], e alguns efeitos cosmoldgicos foram discutidos em [106, 107]. Um
tensor energia-momento simétrico para a gravidade de Chern-Simons foi construido em
[108], em [109] foi mostrado que a invariancia de Poincaré ocorre para essa nova teo-
ria, curvas de rotagao de galdxia foi estudada em [110], um termo andlogo ao termo de
Gibbons-Hawking-York requerido para obter uma condicao de Dirichlet bem definida na
relatividade geral é obtido em [111] para a gravitacao modificada e em [112] a geragao
dinamica deste termo via corregoes perturbativas foi realizada. Como podemos notar,
essa modificacao na gravitacao tem sido intensamente estudada na literatura. Para uma
revisao da modificacao causada pelo termo de Chern-Simons quadridimensional na rela-

tividade geral podemos ver [113].

3.2 Acao de Einstein-Hilbert-Chern-Simons

Nesta secao vamos discutir os principais aspectos da gravitagao modificada pelo termo
de Chern-Simons. A acgao dessa teoria é composta pela acao de Einstein-Hilbert usual
adicionada do termo de Chern-Simons quadridimensional. De maneira analoga ao modelo

construido para a eletrodinamica, a acao para a gravitacao é dada por

1 ; 1.
S=r /d v {\/_—gR + 407 RE| + Sy (3.1)
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onde R é o escalar de Ricci, Sy € a agdo de matéria e *RR é o termo de Pontryagin cuja

definicao explicita é
*RR="R",“R" 1eq, (3.2)

com R’ .4 sendo o tensor de Riemann, cuja férmula explicita ¢ dada em (B.3), e *R%,, cd

o tensor de Riemann dual dado por
* pa  cd 1 cdef pa
R b = 56 R befs (33)

onde €%/ ¢ o tensor de Levi-Civita quadridimensional. A funcao 6 é um campo escalar que
pode ser interpretado como uma quantidade externa ou como uma quantidade dinamica.
Nessa secao iremos considerar o campo # como um campo externo. O termo de Pontryagin

também pode ser expresso como a divergéncia
1 *
0, )" = 3 RR, (3.4)
onde J* é a corrente topoldgica de Chern-Simons dada por

9
3o — esbedpn <ach; n grggrgn) , (3.5)

com " sendo o simbolo de Christoffel usual.

Variando a acao (3.1) com respeito a métrica g,,,, nés obtemos as equagoes modificadas

de Einstein dadas por
GM" 4+ CH = 8rGTH, (3.6)

onde G* = RM — % g" R é o tensor de Einstein, T"” ¢é o tensor energia-momento associado
ao conteudo de matéria e C* é o tensor de Cotton que surge devido a variacao do termo

de Chern-Simons, isto é,

1 4 . 0% _ 4 — %
54/d 20°RR — /d o/ =gC" 5,0, (3.7)

A forma explicita do tensor de Cotton é dada por (para mais detalhes veja [98])
1
2/=5

com v, = 0,0 e v,r = Dov, = 0,0, — FﬁTv,\. Em [98] é mostrado que a divergéncia do

o — _

1
[vge(”w‘ﬁDaRE + évmeauaﬁRm aﬁ:| +(p—v), (3.8)

tensor de Cotton é dada por

1
D,C" = ——v"*RR. (3.9)
8v—y
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Ao tomarmos a divergéncia das equacoes de Einstein, equagao (3.6)
D, (G*" +C")=8rG D, T", (3.10)

usarmos a identidade de Bianchi, que nos fornece D, G*” = 0, e sugerirmos que os termos
de matéria sao invariantes de difeomorfismo!, isto é, D, 7" = 0, a solugdo das equagoes

de Einstein modificadas requer uma condicao de consisténcia,
*RR = 0. (3.11)

Esta condicao de consisténcia implica que a quebra da simetria do termo de Chern-Simons

¢ suprimida na acao [109].

3.3 Solucao de Schwarzschild

Nesta secao vamos analisar quais as condi¢oes necessarias para que essa importante
solucao da relatividade geral, a solucao de Schwarzschild, ocorra também na gravitagao

modificada pelo termo de Chern-Simons.

Verificando as equagoes modificadas de Einstein (3.6), notamos que, se de alguma
maneira obtermos que as componentes do tensor de Cotton C* sejam nulas, teremos
uma solucao que ocorre tanto na relatividade geral quanto na gravitacao modificada pelo

termo de Chern-Simons.

A solucao de Schwarzschild que é dada por

2M 2M N\ 1
ds?® = <1 — —> dt® — <1 — —> dr* — r*(d©? + sen’0 d¢?), (3.12)

T T

é solucao das equacoes de Einstein no vacuo, ou seja, essa métrica satisfaz

R"™ = . (3.13)

Agora, vamos verificar se ela também ¢é solucao das equagoes modificadas no vacuo,
RM + CH* = 0. (3.14)

Para realizarmos essa verificacao devemos calcular as componentes do tensor de Cotton
e analisar se ha alguma possibilidade de termos todas essas componentes iguais a zero.

Se tal possibilidade existe, podemos dizer que temos um espaco de solucoes onde essas

'Em termos simples, um difeomorfismo mapeia um ponto no espaco-tempo a outro.
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solucoes seriam uma interseccao entre o espago composto por solugoes das equacoes de

Einstein usual e o espaco formado por solugoes da gravitagao modificada de Chern-Simons.

Os simbolos de Christoffel nao nulos para a métrica de Schwarzschild sao dados por

% - o
r- M(r T—B 2M)7
M
My = _r('r —2M)’
ry, = —r+2M,
Iy, = —(r—2M)sen’0,
F%z = %7
2, = —senOcosO,
F?s - %7
3, = sgsg (3.15)

As componentes nao nulas do tensor de Riemann sao

2M
Roio1 = PER
r—2M)M
Rozo2 = —%7
(r — 2M)Msen?©
Rozos = — 2 ;
M
Riz1n = VA
Msen?©
Riz13 = oM
R2323 = —QMTSGHQG. (316)

As componentes do tensor de Ricci sao todas identicamente nulas e assim, podemos

reescrever o tensor de Cotton (3.8) como

Vor ovq, T ouo TV
o — W [ PR o5+ € RTY o
Vot ovq, T (o116} wT YV
- 4=y [6 99" Rapap + € g9 R - (3.17)

As componentes do tensor de Cotton sao calculadas no APENDICE C. Aqui colocamos
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de forma resumida os resultados obtidos neste apéndice,

c” = \/%—gi—]\jvzm

003 = —\/%—927”—]240217

cr? o= —\/%—937”—];47)307

chB = Lﬂv%. (3.18)

As demais componentes, C%, C% O C?2 C?* e O3 sao identicamente nulas.

Para termos todas as componentes do tensor de Cotton (3.18) iguais a zero, devemos

seguir a escolha feita em [98] para o campo escalar 0, isto é,

t 1
b—> — o, =(=000), 3.19
! ) (M ) (3.19)

onde i ¢ uma constante. Com essa escolha, e usando a definicao de v,, = 0,0,0 — FﬁTv,\,
obtemos que todas as componentes do tensor de Cotton se anulam. Dessa maneira, a
solucao de Schwarzschild também ¢ solucao da gravidade modificada pelo termo de Chern-
Simons para uma escolha especifica do campo escalar ¢. Assim, podemos concluir que
essa teoria de gravitacao modificada passa por um teste classico da relatividade geral. Em
[102] é mostrado que outras solugoes importantes da relatividade geral também ocorrem na
teoria estendida de Chern-Simons, tais como métricas esfericamente simétricas, solugoes
axissimétricas estaticas e estacionarias, sendo que o campo escalar 6 deve ser escolhido de
forma especifica para cada solucao, ou seja, a existéncia dessas solugoes da relatividade

geral na gravitacao modificada depende de uma escolha especifica para o campo externo
0.
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4 Solucao de Godel na gravitacao
modificada

Neste capitulo iremos discutir a possibilidade de que mais uma importante solucao da
relatividade geral, a solucao de Godel, possa ocorrer na teoria de gravitacao modificada
pelo termo de Chern-Simons. Nosso estudo sera realizado para o caso em que o campo
escalar 6 que é introduzido junto ao termo de Chern-Simons é interpretado como uma
quantidade externa e para o caso em que esse mesmo campo ¢ interpretado como uma

quantidade dinamica.

4.1 O universo de Godel

Em 1949 Kurt Godel apresentou a primeira solugao cosmolégica das equagoes de Eins-
tein com matéria em rotacao [114]. Esta solucao é estaciondria, espacialmente homogénea
e exibe certa simetria cilindrica. A matéria nesse universo gira com velocidade angular
dada por w = 24/mGp, onde G ¢é a constante gravitacional de Newton e p é a densidade
de matéria. A caracteristica que mais tem chamado aten¢ao na solugao de Godel é a
possibilidade de existirem curvas tipo-tempo fechadas, as chamadas CTC’s (do inglés,
Closed Timelike Curves). Essas permitiriam, ao menos em teoria, as viagens no tempo
e desse modo terfamos violacao de causalidade. Entretanto, ha muitos que afirmam que
tal solu¢ao nao é fisicamente aceitavel, por exemplo, Hawking em [115] conjectura que a
presenca de curvas tipo-tempo fechadas sao fisicamente inconsistentes. J& em [116, 117] a
métrica de Godel foi generalizada em coordenadas cilindricas e o problema da causalidade
foi estudado com mais detalhes, onde mostraram que é possivel distinguir trés classes
diferentes de solugoes. Essas solugoes sao caracterizadas pelas seguintes propriedades: (i)
regices onde nao existem curvas tipo-tempo fechadas; (ii) existe uma sequéncia infinita
de regides alternando entre regides causais e nao causais; (iii) existe somente uma regiao
nao causal. A condi¢do de homogeneidade para espago-tempo tipo Godel foi discutido em

[119, 139].
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Devido a essas peculiaridades, o universo de Godel ou solucoes do tipo Godel tem
sido estudada em varios contextos, por exemplo, em [120] as quantidades chamadas de
superenergia e supermomento, que podem ser usadas como critério para possibilidade da
existéncia de CTC’s, foram introduzidas. Ja em [121] as soluges de curvas tipo-tempo
fechadas no espaco de Godel sao discutidas no contexto de teoria de cordas. Um modelo
supersimétrico em teoria de cordas foi construido em [122]. Para uma revisao de diferentes
aspectos de curvas tipo-tempo fechadas podemos ver [123]. Outra razao de interesse na
solucao proposta por Godel consiste no fato que este tipo de solucao também pode ser
estudada no contexto de buracos negros [124, 125], no contexto de teoria de matéria
induzida [126], outras discussoes relacionadas a métrica de Godel também podem ser

vistas em [127, 128, 129, 130, 131].

Nos tultimos anos, tem-se notado que, embora o espaco-tempo de Godel nao seja um
modelo realistico para o nosso universo, ele é um importante laboratério tedérico para inves-
tigar uma classe de propriedades globais da estrutura do espago-tempo em diferentes teo-
rias de gravidade, por exemplo, em [125] foi mostrado que generalizagoes supersimétricas
do universo de Godel em quatro dimensoes sao solucoes da supergravidade minima em
cinco dimensdes. Teoria de gravitagdo modificada, como F'(R), também tem sido anali-
sada no contexto do universo de Godel [132] e aspectos fenomenoldgicos de holografia tem

sido discutido neste contexto em [133].

Neste capitulo nosso foco sera analisar se a solucao de Godel ocorre na gravitagao
modificada pelo termo de Chern-Simons. Para isto, veremos se ha a necessidade de
alguma escolha especifica para o campo escalar ¢, assim como vimos para a solugao de

Schwarzschild que necessita de uma escolha particular (especifica) para esse campo escalar.

Noés iniciaremos nosso estudo introduzindo a métrica de Godel como o proprio K.

Godel introduziu em seu trabalho de 1949 [114],

1
ds* = a® |dt* — da® + 562”0@2 —dz2? + 2e"dt dy| | (4.1)

onde a ¢ um ntimero positivo! . Antes de trabalharmos na gravitacao modificada pelo
termo de Chern-Simons, vamos verificar como essa solugao ocorre na gravitagao usual.

Para essa métrica encontramos,

1Observacdo: Nessa métrica o fator a nao deve ser confundido com o fator de escala que aparece
na métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), uma vez que, a nao é uma fungao do tempo nessa
métrica como é na métrica FRW. No entanto, em [134] é introduzido a cosmologia de Gédel-Friedmann,
onde o presente universo de Friedmann é originado do universo de Godel primordial e assim, esse modelo
cosmologico dd4 uma nova conjectura a cerca da evolugao do universo.
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(1) simbolos de Christoffel nao-nulos:

To = 1,

P?Q = -e',

F(l]2 = —€”,

1—%2 = 1623&7

e, = —e % (4.2)

1
Roion = —§a2,
1
Roiie = 5@26337
1 2 2x
Roopr = —Zae )
3 2 2x
Rig1n = —Zae ; (4-3)

(iii) componentes diferentes de zero do tensor de Ricci:

ROO - ]-7
Ryy = Ry =c¢",
R22 = 623: 3 (44)

(iv) e o escalar de Ricci tem a seguinte forma

R=—. (4.5)

a2
Agora, vamos verificar em quais condigoes essa métrica resolve as equagoes de Einstein
1
R, — §gWR = 8wGpuyuy, + NG, (4.6)

onde u é um vetor tipo-tempo com componentes contravariantes dadas por u* = (i, 0,0,0),
as correspondentes componentes covariantes sao u,, = (a,0,ae”,0) e A é a constante cos-
mologica. Analisando as equagoes de Einstein obtemos as seguintes componentes nao-

triviais
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(i) Componente 00:

1
Ry — 5900R = 8nGpuguy + Agoo,
1
5 = 87Gpa® + Aa®. (4.7)

(ii) Componente 02:

1
Ros — 5902R = 8rGpugus + Agoa,

— = 8nGpa® + Aa*. (4.8)

(iii) Componente 11:

1
Ry — 59113 = 8nGpuiuy + Ag,
1
5 = —Aa?. (4.9)
(iv) Componente 22:
1
Ray — 59223 = 871G puguy + Agas,
3 2
1= 8rGpa® + A%. (4.10)

Portanto, a métrica de Godel resolve as equagoes (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) somente se

1 1
ou A = —4nGp, ou seja, a métrica de Godel é solugao das equagoes de Einstein se e

somente se essa condigao, (4.11), é satisfeita. Esse resultado foi obtido pela primeira vez
em [114].

4.2 Introduzindo a métrica de Godel na gravitacao
de Chern-Simons

A partir desse ponto, vamos estudar a solugao de Godel na gravitacao modificada. Ja

vimos que as equagoes de Einstein se tornam

1
RM — §g“”R + C" = 8rGput'u” + Ag"”, (4.12)
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onde C* ¢é o tensor de Cotton definido em (3.8). Analisamos que se a condi¢ao (4.11)
é satisfeita, a métrica de Godel é solucao da gravitacao usual de Einstein, porém se
queremos verificar se essa solucao persiste na gravitacao modificada, o caminho mais
direto é verificarmos se as componentes do tensor de Cotton se anulam, pois se isto
ocorre, voltamos as equacoes usuais e logo tal métrica persiste como solugao. Para esta
analise vamos calcular todas as componentes do tensor de Cotton, e assim verificar se sao

identicamente nulas ou se existe alguma condigao que as anulem. Todas as componentes

sdao cuidadosamente calculadas no APENDICE D.

Para simplificar nossa andlise, vamos reescrever todas as componentes nao nulas do

tensor de Cotton que foram obtidas no APENDICE D escrevendo-as como

Cc = \/%_gcez_z {203 +U31}7
c = %% [032 - 6%30]7

c”? = —%% {21)3 +’031},
c® = %% [Ug — 2e" vy — exvm},
1 e
ol — \/—_—gge—cﬁ Vs,
o® = —%QL& [6%1 + w29 — 2€"vgo + U02]7
c*? = \/L—_gea;: U3,
Cc* = %# [—26—%2 + 2ug + V10 + vm}. (4.13)
Usando as defini¢oes
Vg = 0,0 (4.14)
e
Vor = Oy0:0 — TﬁTv,\, (4.15)

noés podemos expressar as componentes do tensor de Cotton como

1 xT
00 _ \/——_g% {2639 + 83819},
1 1

COl —
2/ —g a2

(05020 — €500,



4.3 Campo escalar 6 dinamico 63

1 1
COQ — —ﬂ? |:2(939 + 83619] 9
C% = e — o]
= 2\/__ga2 0 oY1V,
1 e
mw - -
C = ,—_g 202 6307
1 1
013 = —27 ——gﬁ [—26180800 + 80820 + 62800},
1 e
22 __
C = \/_—g a2 8397

1 1

023 —
2\/—g 2a?

(01000 + 00010 (4.16)
Agora, analisando esses resultados, nés notamos que a métrica de Godel pode resolver
as equacoes modificadas da gravitacao somente para uma forma especifica do campo

externo 6, isto é,
0= Flr,y). (4.17)

que, neste caso particular, pode ser reescrita como § = F'(x)+zG(y), como uma estrutura
remanescente da usada em [102] para os casos esfericamente simétricos. Na verdade, nesse
caso todas as componentes do tensor de Cotton se anulam, fazendo assim a métrica de
Godel uma solucao das equagoes modificadas de Einstein. Portanto, para esta escolha
especifica da funcao €, nés encontramos que a métrica de Godel é compativel com a gra-
vidade modificada pelo termo de Chern-Simons. Como uma consequéncia, a propriedade
altamente nao trivial da métrica de Godel, isto é, a possibilidade de curvas tipo-tempo
fechadas existirem na gravidade modificada pelo termo de Chern-Simons no caso em que
o campo externo  tem a forma (4.17) nao difere do caso usual da gravidade de Einstein,
e a discussao realizada em [116, 120] é aplicdvel na gravidade modificada bem como no

caso usual.

4.3 Campo escalar 6 dindmico

Como ja vimos no capitulo 3 e até aqui nesse capitulo, importantes métricas que
sao solugoes na gravidade usual de Einstein também ocorrem na gravitacao modificada
pelo termo de Chern-Simons para uma escolha especifica do campo escalar 6 que é intro-
duzido junto a esse termo na acao da teoria, uma excegao é a métrica de Kerr. Como
também comentamos no capitulo 3, recentemente, surgiram na literatura algumas propos-

tas ([103, 104]) para incluir a métrica de Kerr nesta classe de solugoes, no entanto, essas
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propostas além de considerarem alguma aproximacao perturbativa, vem interpretando o
campo escalar f como uma variavel dinamica e nao mais como um campo externo como
fizemos na secao anterior para a métrica de Godel e no capitulo anterior para a métrica de
Schwarzschild. Assim, foi mostrado que a métrica de Kerr pode ser adequadamente modi-
ficada para satisfazer as novas equacoes de movimento modificadas envolvendo a dinamica
do campo #. Uma questao que surge quase naturalmente é se outras métricas conhecidas
podem ser solucoes das novas equagoes de movimento, ou se é necessario modificar algum

parametro da teoria.

Nesta secao iremos estudar a possibilidade de termos a métrica de Godel também
como uma solucao para gravitacao modificada pelo termo de Chern-Simons quando o
campo 6 é entendido como uma quantidade dinamica. Ao longo desta secao veremos que
se faz necessario modificar algum parametro da teoria para que a métrica de Godel possa

ocorrer nesta nova teoria de gravitacao.

A acao da gravitagao modificada pelo termo de Chern-Simons quando o campo escalar

0 ¢é interpretado como uma variavel dinamica é dada por
S = SEH+SCS+SG+Smat7 (418)

a qual podemos reescrever como

1
_n* R 2%
6oC 4«9 RR 59 (0,0)(0,0) + Linat | » (4.19)

1 l
4
S = /d xy/—g l—R—i—
onde [ é uma constante de acoplamento. Aqui nés estamos negligenciando o termo de
potencial para o campo escalar 6§ na acao. Por conveniéncia, associamos a possivel in-

clusao do termo cosmolégico com a acao da matéria S,,., pois assim teremos equacoes

de movimento de forma similar as obtidas em [114].

Variando a ac¢ao (4.19) com respeito a métrica e ao campo escalar ¢, nés obtemos as

seguintes equacoes de movimento:

G +1C, = Tu, (4.20)
l

99,00 = —'RR, (4.21)

onde G, é o tensor de Einstein, C,,, é o tensor de Cotton definido em (3.8) e 7},, é o

tensor de energia-momento que nesta teoria é composto de dois termos,

T =T+ T, (4.22)

pv
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onde T, é o tensor energia-momento associado ao conteido de matéria. No6s sugerimos
que este tensor energia-momento é o mesmo que produz a solucao de Godel na gravidade
usual de Einstein [114] bem como na gravidade modificada de Chern-Simons com o campo

escalar 0 sendo uma quantidade externa [135], isto é,
Ty, = 8nGpuyy, + Agu. (4.23)

JaT 5U ¢ o tensor energia-momento associado ao campo escalar 6 que tem a seguinte forma

1
TS, = (0,0)(0.0) ~ 50,(@0)(2:6), (4.24)
isto é, ele reproduz a forma usual do tensor energia-momento para o campo escalar em

um espaco curvo.

No trabalho [135], nés mostramos que para a escolha 6 = 0(x,y), onde esse campo é
interpretado como um campo externo, obtemos que todas as componentes do tensor de
Cotton se anulam. Agora vamos verificar a compatibilidade da métrica de Godel com
as equacoes de movimento para o campo escalar dinamico justamente neste caso. Para
o campo # dependente apenas de x e y, as componentes nao-nulas do tensor energia-

momento associado ao campo escalar 7' 31, sao

1
TOGO = 5(819)24—6721(829)2,

1
T092 = 5&(810)2 + 6_$(820)2,
1
T = 5(819)2 — e (a0,
TY, = (10)(0:0),
1 1
TQGQ = 16236(819)2 + 5(829)2,

1
T = —5(16)° e (3:0)" (4.25)

Calculando as componentes do tensor de Einstein para a métrica de Godel encontra-

mos que

1 1 1 3 1
Goo ==, Gu==, Gop==¢ Ga=2"€¥Ga3=-. 4.26
00 9 11 5% 20 26 ) 22 46 ) 33 5 ( )

Assim, podemos escrever as componentes das equagoes de Einstein, 00, 11, 22 e 33 res-

pectivamente como

1 1
. 87Gpa® + Aa® + 5(819)2 + e 2 (0,0)? |, (4.27)
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% _ _Aa2+E(@@)Q—e—%(azeﬂ, (4.28)
g . 16wGpa2+Aa2+[%(ale)ue—%(age)ﬂ, (4.29)
% _ _Aa2_[%(ale)2+e21(029)2] (4.30)

As equagoes para as componentes 00 e 02 sdo exatamente iguais. Além dessas equagoes

temos também a componente 12 que tem a seguinte forma

(9,0)(0:0) = 0. (4.31)

Uma inspecao direta dessas componentes nos leva a concluir que uma solucao para as

componentes 00, 02, 22 e 33 pode ser formalmente escrita como

1 )

1
87TG,0:?; A:_Q—a?_ﬁ’

(4.32)
onde

O == (10)° + e ¥ (0,0)°. (4.33)

DO | =

Entretanto, nés concluimos que essas solucoes correspondem ao caso em que a constante
cosmoldgica nao é uma constante, mas um campo dependente das coordenadas do espaco-
tempo. Contudo, isto nao modifica a derivacao dos correspondentes termos das equacoes
de Einstein desde que a fungao © nao depende do tensor métrico, entao a estrutura formal
das equacoes de Einstein é a mesma com uma unica diferenga, o termo cosmolégico nao

é agora uma constante mas uma funcao das coordenadas.

E f4cil ver que no limite ® — 0 nds recuperamos a solucao usual para o universo de
Godel [114]. Contudo, para procedermos nessa andalise, é necessario levarmos em conta
que a condigao (4.32) nao resolve a equagao (4.28) para a componente 11. Voltando para
a equacao (4.31) nés encontramos que podemos escolher (0,0) = 0 ou (0,0) = 0. Se,
por exemplo, escolhemos (0160) = 0, nés concluimos que 6 = 6(y). Assim, a fungao © é

reduzida para
O — O = e ¥ (0y0)°. (4.34)

Nés notamos que a escolha (0,6) = 0 implica somente no caso trivial 8 = constante.

Como resultado, nds concluimos que a métrica de Godel pode ser solucao das equacoes

de movimento na gravidade modificada pelo termo de Chern-Simons com o campo 6
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dinamico se a constante cosmoldgica é realmente um campo variando da forma

1 _

A=—55(1+26). (4.35)

Para atingir a completa consisténcia das equagoes de movimento, nés podemos resolver
também a equagao (4.21) que nos ajuda a encontrar uma forma explicita para o campo

escalar. Para a métrica de Godel temos que

1
*RR = *Rabcdeacd:éecdefRabebeacd
1
= §GCdefgmgbﬁ RovefRpaca

~ 0, (4.36)
e entdo, a equacao (4.21) é reduzida para
guvauayg = 0. (437)

Levando em conta que, como nés temos concluido, o campo 6 depende somente da coor-

denada y, nés temos
2 _
9,0(y) = 0, (4.38)
que produz a seguinte solucao
0(y) = c1 + cay, (4.39)

onde ¢; e ¢y sao constantes.

Substituindo essa expressao para 6 na equagao (4.35), nds obtemos o seguinte resultado

para A,

AL [1+Ce™], (4.40)

2a2

com C' sendo uma constante. Portanto, o termo chamado antes de “constante” cos-

moldgica é uma fungao da coordenada espacial, ou seja, A = A(x).

Agora vamos interpretar nosso resultado. A conclusao chave que nds obtemos, sem
duvida, é o fato que a gravidade de FEinstein modificada com um coeficiente de Chern-
Simons (campo escalar) dinamico admite a solugdo de Godel, bem como a teoria onde
o campo escalar 6 é interpretado como um campo externo. No entanto, nds encontra-

mos que a estrutura do campo escalar compativel com a métrica de Godel é fortemente
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restrita, isto é, ela é linear na coordenada y, e para satisfazer as equacoes modificadas
de Einstein, a constante cosmoldgica nao pode ser constante no verdadeiro sentido da
palavra, ela depende de alguma coordenada em que as componentes da métrica depende.
Devemos lembrar que a idéia de termos a constante cosmoldgica variando é tratada como
uma das possiveis explicagoes para a expansao acelerada do universo [136, 137], porém a
grande maioria das aplicacoes dessa idéia foram baseadas na hipdtese de que a constante
cosmoldgica deve depender somente do tempo, essa sugestao é razoavel quando se estd in-
teressado apenas em uma estrutura cosmoldgica. Apesar disso, a dependéncia espacial da
constante cosmoldgica pode implicar em modificagoes altamente nao triviais da topologia
do espaco, assim, o espaco acaba por ser fechado sobre si mesmo em torno de um objeto
massivo [138]. O problema natural que segue desse fato é se as curvas tipo-tempo fecha-
das que sao caracteristicas marcantes da métrica de Godel podem surgir. Outra possivel
consequéncia da dependéncia espacial da constante cosmolégica sao as profundas relagoes
entre eletromagnetismo e interagoes gravitacionais implicando nos chamados modelos ele-
tromagnéticos massivos [139, 140] e a existéncia das solu¢oes com topologias nao triviais,
tais como corda césmica e buracos de minhocas, como exemplo podemos ver [141, 142].
Como resultado, podemos concluir que a consisténcia do modelo de gravidade modificada
com o termo de Chern-Simons dinamico e a variabilidade da “constante” cosmoldgica sao

ainda problemas em aberto em gravitacao.
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Conclusoes e perspectivas

Estudamos nesta tese alguns efeitos causados pela violacao das simetrias de Lorentz
e CPT. Estudamos também um modelo de modificacao da gravitacao que tem sido inten-
samente discutido na literatura nos ultimos anos, a gravitacao modificada pelo termo de

Chern-Simons.

No capitulo 1 fizemos uma rapida revisao da quebra espontanea de simetria para
um campo escalar com interacao do tipo A\¢* e do mecanismo de Higgs. Discutimos um
exemplo simples de quebra espontanea das simetrias de Lorentz, o modelo bumblebee,
onde um campo vetorial adquire um valor esperado no vacuo diferente de zero. Em
seguida passamos a estudar um modelo de quatro férmions quadridimensional. Nesse
modelo mostramos que em temperatura zero as simetrias de Lorentz podem ser quebradas,
ja em temperatura finita ao analisarmos o mesmo modelo encontramos que é possivel para

uma determinada temperatura restaurarmos as simetrias de Lorentz.

Ainda no contexto de quebra espontanea de simetrias, verificamos os efeitos que a
violagao de Lorentz pode trazer para a evolucao do universo. Para tal andlise mostramos
ser possivel construir uma equagao de Friedmann a partir do modelo bumblebee em cinco
dimensoes. Para resolver a equacao de Friedmann e assim encontrarmos a evolucao do
fator de escala, tomamos um caso particular que consiste em fazer a quinta dimensao
estatica. Como uma primeira tentativa tomamos algumas condigoes iniciais e encontramos
que a evolucao do universo com violacao de Lorentz demonstra um comportamento nao
usual, ou seja, o universo pode estar intercalando fases de expansao acelerada com fases de
expansao desacelerada. Esse trabalho nos desperta algumas perspectivas, como verificar
se esse comportamento nao trivial do universo ocorre sempre, em todas as fases, ou se é

apenas para algumas casos particulares como fizemos até agora.

No capitulo 2 comecamos discutindo o modelo padrao estendido, dando destaque a
extensao proposta para a eletrodinamica quantica. Nosso objetivo foi estudar a energia
livre na eletrodinamica quantica violando as simetrias de Lorentz em altas temperaturas.
Encontramos que o efeito causado pela quebra das simetrias de Lorentz na energia livre é

a adicao de um fator constante ao termo usual da energia livre, mostramos também que
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esse resultado ocorre de modo semelhante para os calculos de um e dois loops. Dada a
importancia da energia livre no estudo da abundancia primordial de hélio, usamos dados
experimentais dessa quantidade para estimar um valor numérico para o parametro de
violagao e assim, propomos que os efeitos causados pela quebra das simetrias de Lorentz
podem ser usados para resolver o problema, ou ao menos indicar um caminho, que existe
entre dados experimentais e tedéricos. O valor que encontramos para o parametro de
violacao usando esses dados estd de acordo com valores propostos na literatura. Uma
perspectiva em torno desse trabalho seria fazer o mesmo estudo para o limite de baixas

temperaturas e assim verificar se os efeitos da violagao na energia livre seriam diferentes.

Uma proposta para uma teoria de gravitagao modificada pelo termo de Chern-Simons,
foi abordada no capitulo 3. Mostramos algumas motivagoes que tem intensificado a pro-
cura por uma nova teoria de gravitagao e em seguida estudamos a modificacao causada
pelo termo de Chern-Simons adicionado a teoria usual de Einstein-Hilbert. Mostra-
mos também que uma das mais importantes solucoes da relatividade geral, a solucao
de Schwarzschild, é solucao dessa nova teoria de gravitacao para uma escolha especifica

do campo escalar 6.

No capitulo 4 nos propomos a verificar se a métrica de Godel, com todas as suas ca-
racteristicas nao triviais, persiste na gravitacao modificada pelo termo de Chern-Simons.
Mostramos que ao considerarmos o campo escalar # como uma quantidade externa pre-
cisamos que este seja uma funcao apenas das coordenadas x e y, se isto ocorre, a solucao
de Godel faz parte de uma classe de solucao que ocorre na relatividade usual e na te-
oria de gravitagao modificada. Ja quando interpretamos o campo 6 como um campo
dinamico, encontramos que para a solucao de Godel ocorrer nessa nova teoria é necessario
que a constante cosmologica deixa de ser puramente uma constante e passe a ser um novo
parametro que depende da coordenada espacial. Nessa ultima andlise, ainda encontra-
mos que o campo escalar deve ser apenas uma fungao da coordenada y. Nosso principal
resultado é que a métrica de Godel pode ser solugao da gravitacao modificada para al-
gumas escolhas especificas e que suas principais caracteristicas, como curvas tipo-tempo

fechadas, também podem ocorrer nessa nova teoria de gravitacao.

Esse trabalho na gravitacao modificada nos da algumas perspectivas para trabalhos
futuros, pois a questao de gravitacao modificada, constante cosmolégica nao sendo uma
constante no sentido estrito da palavra sao questoes em aberto hoje que nos despertam
grandes interesses. Outra questao que podemos estudar é a métrica de Kerr, que precisa

ser modificada de alguma maneira para ser solu¢ao dessa nova teoria. Podemos partir de
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alguma modificacao proposta para essa métrica e estudar as influéncias que tais modi-
ficacoes podem trazer. Outro ponto que pretendemos estudar é a métrica de Friedmann-
Robertson-Walker na gravitacao modificada para o caso em que § é um campo dinamico e
depende apenas da coordenada temporal. Dada a importancia cosmolégica desse modelo

podemos encontrar resultados importantes nesta abordagem.
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APENDICE A - Integrais em D dimensoes

Neste apéndice iremos apresentar algumas integrais em D dimensoes no esquema da
regularizacao dimensional, no espaco euclidiano, que nos ajudara ao longo da tese. As

principais integrais sao:

d’p 1 2% T(a-3)

/ (2m)P (p? + m?)~ - (2m)P I(a) [mQ]a,% ) (A.1)
dPp P’ s Qr(a—l—g)

/ (27r)D (p2 + m2)a - (271,)1) D) F(a) [mﬂail*? ) (A.Q)

d’p  p 2% D(+2) T(a-2-2)

/ (271')D <p2 + m2)a o (27T)D 4 F(Oz) [mQ]a_Q_% ) (A?))
®  pp 7% g, T(a-1-%)

/ (271')D (p2 + m2)a o (27T)D 9 F(a) [mQ]a_l_% ’ (A4)

/ dPp PubvPsPo 3 (90980 + 9u39v0 + 9u0903) r (a -2 g) (A5)
(27r)D (p2 + m2)a (27T)D A F(a) [m2]0¢—2—§ . .
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APENDICE B - Algumas ferramentas da

relatividade geral

Neste apéndice iremos apresentar algumas ferramentas (féormulas) da relatividade ge-

ral que nos serao uteis no desenvolvimento da tese. Primeiro apresentamos o simbolo de

Christoffel que tem a seguinte forma

1
F;);u = 59)\0 (6ugua + 8ugau - aag;w) s

(B.1)

onde g, ¢ o tensor métrico. Essa quantidade é simétrica na troca dos indices inferiores,

ou seja,

A A
=1,

O tensor de Riemann ou simplesmente tensor curvatura ¢ dado por
p — P p P TA TP TA
R o = 0,10, — 0,10, + Un L, — T
O tensor de Riemann demonstra a seguinte simetria na troca dos seus indices

Rpa,uz/ = _Rpou,u = _Rap,uu - R,uupa-

Contraindo o tensor de Riemann obtemos o tensor de Ricci,
A A
R;UJ =R v — 9 pRpu)\l/a
o qual pode ser escrito como
A A
Ry, =90,I), — 0,1, + Fz/\FW — Fﬁ/\Fw.
A simetria exibida pelo tensor de Ricci é

R, = R,,.

(B.2)

(B.3)

(B.5)

(B.6)
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Fazendo uma nova contracao, porém agora no tensor de Ricci, encontramos o escalar

de Ricci ou o escalar curvatura,

R=g¢"R,,. (B.8)

Combinando essas duas tltimas quantidades obtemos o tensor de Einstein, dado por

1
G =R, — §guvR- (B.9)

Uma outra férmula de grande utilidade para nés é a derivada covariante de um tensor.
Ao calcularmos as componentes do tensor de Cotton usaremos estas formulas que sao

dadas por

D TH#2t = g THAk2-bk g PHLT M2tk THZ A (B.10)

DaTulug...ul = aO'Tl/ll/Q...l/l - FA T)\VQ...VZ - FA qu)\...ul e (Bll)

oy oV

Uma propriedade importante é que a derivada covariante se reduz a uma derivada

parcial quando atua em um escalar, por exemplo,
D¢ = 049, (B.12)

onde ¢ é um campo escalar.
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APENDICE C - Tensor de Cotton para a

solucao de Schwarzschild

Aqui estamos interessados em calcular as componentes do tensor de Cotton para a
métrica de Schwarzschild. Uma vez que as componentes do tensor de Ricci para essa

métrica sao todas nulas, podemos escrever o tensor de Cotton da seguinte maneira,

Vot ovao, T opo TV
O = L [T g PR ] (C.1)

NS

Agora, iremos encontrar todas as componentes desse tensor.

1. Componente C'%:

v v
00 aT 0c 70 _ aT a0aB A1 00
CY = 0P T 0P TGO R oas

Vor o T T T
= 00 [6 014 (gl Riois + 9*" Raoip + ¢° R301ﬁ)

- g
2v/—yg

4+ 02 (g”ng + ¢*" Rogap + 93733025) 4 7030 (91731036 + ¢°" Rogsg + 93733036) ] :

Usando as componentes do tensor de Riemann que estao descritas no capitulo 3 e

que €”?3 = 1, obtemos que
c" = 0. (C.3)
2. Componente C°':
0 — _ Uor {eolaﬁg)\TgOORAoaﬁ n EUOaﬁg,\TgnRMaﬁ}

4=y

U32
_ l goo 922 ( 102 R 0o & 3120 R2020) + goo g33 ( 2103 R o 1 2130 R3030)

Y,

+ 911922 <e3012R2112 + 63021R2121) + gngg?, (62013R3113 + 62()3,1_}%3131)]

(C.2)
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_4\1;?—9 [2900 (—92230202 + 93330303) + 29" (92231212 - 93331313)} . (C4)

Usando as componentes do tensor de Riemann encontramos

c" o= 0. (C.5)

3. Componente C%:

Vo7 o2a T ola T
c” = = [6 20927 9% Ryoas + €70 g 922R>\2a6} (C.6)

4=y

—42}7\/%—9 [2900 (91130101 - 93330303) - 2922 (91131212 - 93332323)} :

Substuindo as componentes da métrica e do tensor de Riemann obtemos

1 3M
COQ — \/—__gﬁv:ﬂ. (C?)

4. Componente C%:

UUT o3q, T o0a T
% — __Tor [e 3 BgA gOORAOaﬁ +e 0 /39)\ g33R)\3a6} (C.8)

V=

= _4:]/21_5] [—2900 (91130101 - 92230202) =+ 2933 (91131313 - 92232323)} .

Ao fazermos as substitui¢oes encontramos que

1 2M

03 __
™ = —\/—__gr—gvgl.

5. Componente C'1!:

Cll Vor olaf A

2=

Vor o T T T
N g" [5 10 (90 Roiop + 9°" Raros + ¢ R310ﬁ)

2/—g

"M Ratap

+ 1% (QOTROHB + 9" Ro1as + 93733126) + e (QOTR0135 + 9" Rargs + g3TR3136) ] '

Analisando termo a termo encontramos que

c't =0. (C.11)

(C.10)
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6. Componente C''2:

Vor o2a T ola T
€1 = Ll [yl iR R, ) C12)

4=y

S [—2900 (91130101 - 92230202) + 2933 (91131313 - 92232323)} :

/=g
Usando as componentes da métrica e do tensor de Riemann teremos que

1 3M
012 — _\/—__gr—gvgo. (Cl?))

7. Componente C13:

v
013 _ oT 603@69)\7'911R>\1a + Ealaﬁg)\Tg?)fﬂR)\ga (014)
4/—g [ B 5}
U20 11 00 22 33 00 22
————19 (29" Ro101 — 29" Ra121) + 97" (=29 Rozos + 297" Rasa3 ) | -
= 19" ) +9%( )]

Fazendo as devidas substitui¢oes ficamos com

1 3M
o 1 3M (C.15)

V=g
8. Componente C??:

o2 o— Uor 5208 X

g
2y/~g

Vor o T T T
- g~ [6 200 (90 Rozop + 9" Rizos + ¢ R320ﬁ)

SN
+ o2 (gOTRozlg + g'" Rigip + g3TR3215) + 7% (90730235 + g'"Risg + QBTR3236) ] :
(C.16)

79% Ryoap

Aqui obtemos

C*? =0. (C.17)

9. Componente C?3:

23 __ Yor [ 53aB A1 22 o208 M 33
C = 4\/__g [6 g g R)\QQI@ + € g g R)\gag} (Cl8)
v
= 2 [922 (—290030202 + 291131212) + 933 (290030303 - 291131313)} .

V=

Substituindo as componentes da métrica e do tensor de Riemann obtemos

C* =0. (C.19)
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10. Componente C33:

o33 _ Ysr 5308 A

€7*g
2\/—yg

Vor o T T T
= - 5 [6 500 (90 Rosos + q' Ris05 + g’ R2305)

9
2y/~g

4 7318 (gOTRoglg +¢'"Rizig + QQTstm) + €73 (907R0325 + 9" Ryzap + QZTRQ:zQﬁ) ] :

Tg33 R)\?;aﬁ

(C.20)
Por fim, encontramos que

C¥ =0, (C.21)
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APENDICE D - Tensor de Cotton para a

métrica de Godel

Neste apéndice iremos calcular todas as componentes do tensor de Cotton,
1
2V—g

para a métrica de Godel, as quais iremos usar no capitulo 4.

o =

1
[UgeouaﬁDaRE + §UUT€ouaﬁR7u aﬁ} + (/~L — V), (D_l)

1. Componente C%:

1 1
o0 = — Z [vae"oaﬁ DaRg + 50076"00‘6 R™ o
1
= — [%600121)1 Rg + 0060013D1Rg + ’UUEGO21D2R(1] + 2206‘7023D2Rg

N

1 1
+ U0—60-031D1R? + U0_60032D3R8 + 5U0760012D1RUO 15 + §UO_T60021D1R0'0 21‘| )

(D.2)
Usando (B.11) temos que,

DiR} = ¢"DiRy + g™ DRy

= g% [31301 - Fi‘oR,\l - Fi\lR,\o} + g [31321 - Fi\gRM - Fi\an]

= 0, (D.3)
DiR) = ¢"DiRy + 9" D1 Ro

= ¢ [0 Ror — Ty Raz — I Rao| + g% [01 Rap — 21, R

_ ;’_22 (D.4)
DRy = ¢"DiRo3+ g™ DRy

= g% [31303 - Fi\oR,\:s - Fi\3R>\O} + g* [31323 - Fi\gR,\s — Fi\gR,\z]

= 0, (D.5)

DyRY = ¢™DyRy; + g" Dy Ry
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DyR)

D3R

= 900 [32301 - FQ\ORM - Fé\lR/\O} + 902 [32]%21 B Fé\QRM B Fé\lRM]
o 26_; | (D.6)
= ¢"DyRys + ¢"DyRos

= g% [32303 — 90 Rxs — F§3R,\o} +g" [82R23 ~ TR - F;?’RM}

_ o, (D.7)
= ¢"D3Rp + ¢ D3Ry

= 9" [sRo2 = T3yRnz — T Roo] + 9™ [ Ror — TRz — T3 R

= 0. (D.8)
Usando os resultados acima e o fato que €”?* = 1, podemos reescrever (D.2) como
1 12"
00 _ 10
™ = \/—__g |:?U3 -+ U31R 12] . (Dg)

Para a métrica de Godel encontramos que

Entao,

RY Yy = ¢"¢"Rige + 9" g" Riara
efl'
. (D.10)

a?’

COO = [2U3 + 1131] . (Dll)

2. Componente C°':

COIZ o

1
2y/~g
1
2v/—yg

1}0_60031 DgR} + ,UUGO'O32D3R% + ,UUEO'IOQDORg + U0—60103D0Rg + ,UU€0'120D2R(0]

1
U060123D2Rg + ,0060130D3R8 + ,0060132D3R(2) + §UJT60102RTO i~

1 1
|:U0600aﬁ DQR;} 4 UUEUI(J{B DQR% 4 5,007_601015 RTO B 4 5’007—6000{6 RTl B

[U060012D1R5 + 'UJ€JOI3D1R§ + ,0060021 DQR% + U060023D2R§

1 1
JlZORTO 20 + 500760012}%7—1 1+ _,UUT€<7021R71 01l (D]_2)

2

1
—Vyr €
2

Calculando as derivadas covariantes encontramos que

DoRY = 0, DyRS=0, DRy=0, D;Ry=0,
DyR) = 0, DyR}=0, DyRi=0, DyR;=0,
D3R) = 0, D3Ry=0, D3R =0, (D.13)
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e ficamos com

1

cM = — U32Rzo 02 — U:szR21 12 — U30R01 12] - (D-14)
2\/__9 [
Mas,
1
R* 0 = 929" Rooz + 9°9* Rooo = g2 (D.15)
1
Ry = 79" Rona + 9%°¢" Rowre = BYEE (D.16)
e$
Ry = ¢%¢" Roia + 9% ¢ Royrp = 2 (D.17)
Assim,
COIZLL[UQ_'U e”] (D.18)
2\/_—ga/2 3 30 . *
3. Componente C"%:
002 - 1 |:U 6<70045D R2 Y 602045D RO + 12} 60’20’5}%7‘0 + l’U 6<70045}%’r2
2\/_—9 o atlp o atlp 9 oT af 9 oT af

1

- lvgegouDle + 05€"" D1 RE + 0, Dy R? + 0,7 Dy R

N

+ 1)060031 Dng + UUGJO32D3R§ + vae‘ﬂOlDoR? + 006‘7203D0Rg + vae"QloDl Rg

1
213 0 230 0 231 0 012 70
+ V.77 D1 Ry + 0,7 D3Ry + v,€”" D3Ry + 3 Vgr€” “R™ o1

. 1
—Vyr €
2

0210 RTO

1
10 + FVUor€

0012 pr2
2

1
12 + 5’00760021RT2 21‘| . (D19)

Verificando as derivadas covariantes encontramos que

DRy = ¢"DiRy + 9" DRy
= 900 {81300 - QFE\ORW} + 902 [815)20 B F%QRAO B F?ORM}

1

o
aZ

DiR; = ¢”DiRys+ ¢”DiRos
= % [01Ry — 2T}y Roo| + g% [01 Ron — Ty Rz — T, R

DQR? -
D2R§ =

0, DoRS=0,
0, D3R?=0,

(D.20)
(D.21)
DR} =0, DyR:=0,
D3R} =0, D3R5 =0, (D.22)

e que D1 R e D3R foram calculadas em (D.5) e (D.13) respectivamente. Assim,
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podemos reescrever essa Componente CcOo1mo

1 2
— U3 — U31R10 01 — ’U31R12 121 - <D23)

29 la?

As componentes do tensor de Riemann expressas nessa ultima equagao sao

002 —

1
RY 01 = 91190031001 + 91190231201 = —2—&27 (D-24)
1
RY% 15 = ¢"9®Risn + ¢"¢"”Ri1o = g2 (D.25)
logo,
02 1 1
" = ——= [21)3 + ’1}31] . (D26)

2\/—95
4. Componente C3:

1
2\/—g
1 g (o (o g
V= [vge M2D) RS + 0,€""3 DI R 4 0,¢"? Dy RY 4 0,7 Dy RY
Ve D3R + 0,672 D3 RS + 0,67 Do RY 4 v,€73 Do RS + v5¢7'° D1 RY)

1 1
+ UU€U312 Dle + Uy 6(7320 D2R8 + ,0060321 D2R(1) 4 5’007—60301 RTO o1 + §U0T60302 RTO 02

003: -

1
|:U0600aﬁ DQR% 4 UUEU?)(J{B DQRI% 4 5’007—6030{6 RTO B

1 1 1 1
0310 70 0312 70 0320 70 0321 70
+ 5’007—6 R 10 + 51)076 R 12 + 5’007—6 R 20 + 52}07—6 R 21 - (D27)
Analisando as derivadas covariantes envolvidas nessa componente encontramos

DR} = 0, DiRi=0  DyR} =0,
DyRy = 0, D3R}=0, DsR:=0, (D.28)

e as demais, DoRY, DyRY, D1 R}, D1 R, DyR) e DyRY foram encontradas respecti-
vamente nas equacoes (D.22), (D.13), (D.20), (D.4), (D.13) e (D.6). Fazendo tais

substituicoes ficamos com

1 1 2e* 10 %0 0
_72 = —EUQ + ?UO + 'UQIR 01 — U12R 02 —+ UOIR 121, <D29)

usando as equagoes (D.15), (D.17) e (D.24) para as componentes do tensor de Rie-

003 —

mann, podemos reescrever essa componente Cco1mo

1 1

003 — o
SN

[vg — 2e"vy — €®vpy] . (D.30)
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5. Componente O

1 ola 1 olo T
cll = _— = {vge ! BDaRé + 511”6 laf R laﬁ (D.31)
1

- - [vaeﬂOQDOR; + 0,67 B DRy + 0,€” " Dy Ry + v,¢” P Dy R

N

1 1
+ vae"lgng,Ré + vae‘ﬂ?’QDgR% + 500760102}%7—1 02 + 51}0760120RT1 20] i
Temos que

DyRy = g"'DyRyg = g"' |0yR10 — TR0 — TQORM}

- = (D.32)

DoRy = 0, DoRy=0, DyRy=0, DsRj=0, (D.33)

e D3R} é dado em (D.13). As componentes do tensor de Riemann que aparecem

em (D.31), R™ 5, sao nulas. Assim, essa componente se torna,

1 e*

C'' = ——u;. D.34
/=g 2a? U3 ( )
6. Componente C''?:
012 _ 1 UlaﬁD R2 U2a6D Rl 1 02a6R7-1 1 UlaﬁRTQ
- 2\/_—g Vg€ atlg + vs€ atlp + §UJTE af + §UJTE af
1

= - 5= [006‘7102D0R§+vge"103D0R§+vae"120D2R3+vae"ng2R§

+ 0O Dy RE 4 0, P Dy RS + v, DyRY + v, Dy R} + v,e"° D, R

1
213 1 230 1 231 1 201 1
0P DiRY 4 vo DR + 0, Dy Ry 4 S06r ™ R o

1
0210 pprl o102pr2 Ly ol20pr2 | (D.35)

. 1
—VUgr€
0+ 3 9

1
+ §UUT€
Aqui encontramos que

DQR% =
DlRé -

., DoR3;=0, DyR;=0,
., DyRi=0, D3R;=0, (D.36)

e as demais, DoR3, D1RS, DoR3, D3R, D3R} e D3R3, foram dadas nas equagoes
(D.13), (D.22) e (D.33). Substituindo esses resultados, a componente C''? fica sendo

o2 = [—UgoROl o1 — v32R* o1 + v30 R | - (D.37)

1
29
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Obtemos ainda que

1
R 01 = 90091130101 + 90291132101 = 2—a2’ (D-38)
R o1 = ¢%2¢" Ry + 99" Roion = 0, (D.39)
R” 02 = 90092230202 + 90290232002 = ﬁ' (D-40)
Logo,
o2 — . (D.41)

7. Componente C'3:

1

2/=9
1 102 3 103 3 120 3 123 3
= — € DoR o€ “DoR o€ " DyR o€ "Dy R
2\/——le6 01ty + vs€ olt3 + vs€ 2ty 4 Vs € oltg

+ U060130D3R8 + vae‘ﬂ?’QDgRg’ + vae"?’OlDoR} + 0060302D0R; + vae"?’lODlRé

013 - _

1
|:vaeala6 DaR% + vaea?;aﬁ DozRé + 5”07’ 6030{6 RTl of

1 1
+ U060312D1Ré + ,UJEU?)QODzRé + ,0060321 DQR} + _,UJTEU?)OI RTl . + _U07—60302RT1 02

2 2

1 1
U312R7'1 19 + §UUT€J320R71 20 + 5,0(77_60321}%71 21] ) (D42)

0'310R71

bl .
9 Vo1 € 10 2 Vgr€

As derivadas covariantes que iremos precisar aqui sao
DORS = 0, ZDOR:;)S = O7 DQRS = 0, DgRS = 07 D3R§ = O7 <D43)

as outras derivadas, DyRy, DoRi, D1R}, D1RY, DoR}, DoR} e DoR3, jé foram dadas
nas equagoes (D.3), (D.13), (D.28), (D.32), (D.33) e (D.36). Assim,

1 er
—v1 + v R™ g1 + v22 R?! o + voo R™ 12 + v02 R 12 (D.44)

2= g L2a2
Usando os resultados, (D.17), (D.25), (D.38) e (D.39), reescrevemos essa compo-

nente como

013 —

1 1

013 - - =
2y/—g 2a?

[exvl -+ U9y — 26$'U00 + 'U()Q] . (D45)

8. Componente C??:

—_

1
022 _ |:U0602a6 DQR% 4 5’007—6020{6 RTQ B

-]

- - [Mm@m%%ﬁWMﬁmﬁmm%+wﬂ%ﬂ§

3
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1 1
230 2 231 2 201 pr2 210 P72
+ 0,7 D3Ry 4+ v,€7""" Dy Ry + 51)0760 R™ 01 + =0,7€7“"R™ 19|

2
(D.46)
Temos que
DoR} = 0, (D.47)
DRy = g*DiRy + g*°DiRyo
— g22 81R20 — Fi\2R)\0 — F?OR)\Q} + g20 [81]%00 — QF?OR)\Q}
6733

e que, DoR2, DiR%, D3R% e D3R? foram dadas em (D.22) e em (D.36). Fazendo

essas substituicoes ficamos com

1 e
022 = ——_g [—?Ug - U31R12 011 . <D49)

Mas, de (D.39) sabemos que R'?(; = 0, entao

1 e*

—\/—_g a2 V3.

C*? = (D.50)

9. Componente C23:

1 (o187 (ops1e’ 1 lops1e’ T
=~ = {vge 20 Do RS + 15" Dy RS + 505 R 15
1

= — N [11060201 DoR} 4+ 0,6 Dy RS + 0,67 D1 RS + v,¢”*"* D RS

UU€U230 D3R8 + Uy 6(7231 D3R? + ,0060301 DOR% 4 UU€U3O2 DORS + ’UJ€J310D1R3

1 1
312 2 320 2 321 2 301 2 302 2
-+ UUEJ D1R2 -+ ’UUEJ D2RO -+ ’UUEU DQRl —+ 5’007—60 R o1 + 5’007—60 R 02

1 1 1 1
+ §UUT60310RT2 10+ 500_760312}%72 10+ §UUT€U320R72 20 + évUTGU?)QlRTQ 211 ) (D51)
As derivadas nos fornecem
DyR} =0, DR}=0, (D.52)

€ as demais7 DOR% D0R§7 DORga DIR(%a D1R§7 Dlea DQR(%a D2R%7 D3R8 e D3R?7
jé foram dadas em (D.21), (D.22), (D.28), (D.33), (D.36), (D.43) e (D.48). Usando
esses resultados encontramos

1 et

023:_7 -
NeA

1
2 — ﬁvo + vy R*? 01 — UloRO2 02 t+ 001312 12| - (D.53)
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Com os resultados obtidos em (D.25), (D.39) e (D.40) para as componentes do

tensor de Riemann, nés podemos reescrever essa componente como

1 1 a
23 _ 72 = —2a2 {—26 Vg + 2@0 + V19 + UOI} . <D54)
10. Componente C33:
033 _ 1 0304[3D R3 1 aBaﬁRT?) D.55
= \/__g Vg€ altg + 21)”6 aB| - ( . )

Analisando os termos envolvidos nessa componente observamos que

Do R}, = g*DoRys = g% [%Rsﬁ — 0B — FéﬁRw} =0, (D-56)

R™ 5= 9" R 345 = 0. (D.57)
Portanto,

C¥ =0, (D.58)
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