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Resumo

Este trabalho trata sobre a influéncia do campo gravitacional produzido por um buraco ne-
gro com rotacao sobre sistemas quanticos. Mais especificamente, sdo consideradas particulas
quanticas escalares, que sdo descritas através da equacao de Klein-Gordon. Inicialmente, é
mostrado uma maneira através da qual € possivel obter a métrica de Kerr, a qual caracteriza um
buraco negro com rotac¢do. Ainda sobre a métrica de Kerr, sdo estudadas algumas propriedades
importantes deste espaco-tempo. Em seguida, foi obtida a solucdo exata da equacao de Klein-
Gordon no espago-tempo de Kerr, sendo esta dada em termos das fun¢des confluentes de Heun
e, no caso particular de Kerr extremo, foi obtido que a solucdo da equacdo de Klein-Gordon
neste espaco-tempo € dada pelas funcdes duplamente confluente de Heun. Para a equagao de
Klein-Gordon no espago-tempo de Kerr, verificou-se que a solugdo obtida € compativel com
resultados ja conhecidos na literatura para regides proximo ao horizonte de eventos € no in-
finito. Por outro lado, devido as dificuldades inerentes a métrica de Kerr, foi considerado o
limite em que o buraco negro possui baixas velocidades de rotacdo, resultando na métrica de
Lense-Thirring. Nesta situagdo, usando um método assintético e um outro método em série,
foram obtidas solu¢des aproximadas que descrevem o comportamento de particulas quanticas
escalares na presenga do campo gravitacional produzido por este corpo. Por fim, alguns efeitos
fisicos no espago-tempo de Kerr foram considerados.

Palavras-Chave: Buraco Negro com Rotacdo. Espaco-Tempo de Kerr. Equagdo de Klein-
Gordon. Sistemas Quanticos em Espacos Curvos.



Abstract

This paper deals with the influence of the gravitational field produced by a rotating black
hole on quantum systems. More specifically, are considered scalar quantum particles, which
are described by the Klein-Gordon equation. Initially, it was shown a way by which is possible
to obtain the Kerr metric, which characterize a rotating black hole. Still on the Kerr metric, it
was studied some important properties of this spacetime. Was then obtained the exact solution
of the Klein-Gordon equation in the Kerr spacetime, which is given in terms of the confluent
Heun’s functions and, in the particular case of extreme Kerr, was obtained that the solution of
the Klein-Gordon equation in this spacetime is given by the doubly confluent Heun’s functions.
For the Klein-Gordon equation in the Kerr spacetime, it was verified that the solution is con-
sistent with results already known in the literature for regions near the event horizon and at
infinity. Moreover, due to the difficulties inherent in the Kerr metric, was considered the limit
where the black hole has low rotational speed, resulting in the metric of Lense-Thirring. In this
situation, using an asymptotic method and a method in series, were obtained approximate solu-
tions that describe the behavior of scalar quantum particles in the presence of the gravitational
field produced by the body. Finally, some physical effects in Kerr spacetime were considered.

Keywords: Rotating Black Hole. Kerr Spacetime. Klein-Gordon Equation. Quantum Systems
in Curved Space.
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Introducdo

O surgimento da teoria da relatividade geral em 1915 [[1], e o posterior desenvolvimento da
mecanica quantica, a partir da segunda década do século passado, fez surgir a pergunta sobre
a possivel relacdo entre essas duas teorias. Qual deve ser a relacdo entre a teoria que descreve
a gravitagdo e a que descreve a matéria em escala microscopica? Com o objetivo de investigar
uma possivel relac@o entre as duas teorias, foi iniciado, no final da segunda e inicio da terceira
década do século passado [2], o estudo de sistemas quanticos em espagos-tempo curvos, quando
foi obtida a generalizacao das equagdes de Schrodinger e Dirac neste contexto, e cuja principal
motivacao era construir uma teoria que combinasse a fisica quantica e a teoria da relatividade

geral.

O estudo da interacao entre sistemas quanticos € campos gravitacionais, tem se constituido,
nas ultimas décadas, numa drea bastante ativa de pesquisa. Um fato decorrente desse estudo
€ a conclusido de que a energia de um atomo que interage com um campo gravitacional é
alterada, e esta depende da curvatura do espaco-tempo, na regido aonde o atomo esta loca-
lizado [3], [4]. Outras investigacOes a respeito da influéncia de campos gravitacionais sobre
sistemas quanticos, incluem a andlise detalhada do dtomo de hidrogénio no espago-tempo de
Friedmann-Robertson-Walker [3] e o estudo do comportamento de dtomos tipo hidrogénio, no

espaco-tempo de Schwarzschild [4].

Ainda seguindo esta linha de pesquisa, podemos destacar os estudos relacionados a determi-
nacao dos valores esperados do tensor energia-momento e a criacao de particulas em um cendrio
cosmologico [5], bem como aqueles que consideram o comportamento de sistemas quanticos
em diferentes espacos-tempo [6], [7], [8]], em particular, quando estes sistemas quanticos cor-

respondem ao dtomo de hidrogénio [9], [[10], [11].

O problema relacionado a alteragdo dos niveis de energia de um dtomo, quando este estd sob
a influéncia de um campo gravitacional, possui interesse tanto do ponto de vista tedrico, quanto
observacional. No primeiro caso, pode-se chegar a uma melhor compreensdo da interrelagdo
entre as teorias, o que poderad ser Util para se construir uma tinica teoria que combine a mecanica
quantica e a teoria da relatividade geral. No segundo caso, pode-se saber a ordem de grandeza do

campo gravitacional em uma dada regido do espaco-tempo, através da medida espectroscépica.
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A primeira experi€éncia a comprovar que um campo gravitacional exerce influéncias so-
bre um sistema quantico, foi realizada por Colella e colaboradores [12], através da medida da

diferenca de fase quantica de dois feixes de néutrons.

As pesquisas concernentes 2 mecanica quantica em espagos-tempo curvos constituem um
elemento indispensdvel com relacdo a possibilidade de se construir uma teoria que combine a
fisica quantica e a teoria da relatividade geral, pois, estas nos fornecem a possibilidade de termos
uma melhor compreensdo da importincia do papel dos campos gravitacionais em interacao com

sistemas quanticos.

Esta dissertagcdo estd organizada da seguinte forma: no capitulo 1 fazemos uma revisao
sobre a solug@o obtida por Kerr. No capitulo 2, obtemos a solucao exata da equagao de Klein-
Gordon no espago-tempo de Kerr, particularizamos para o caso de Kerr extremo e analisamos as
solucdes dessa equacgdo para a regido proxima ao horizonte e muito distante deste. No capitulo
3, obtemos a solucdo da equacdo de Klein-Gordon no espago-tempo de Lense-Thirring, usando
dois métodos distintos, a saber, um método assintotico e um outro em série. No capitulo 4,
descrevemos os efeitos Penrose e superradiancia e investigamos o efeito Hawking. Finalmente,

apresentamos as conclusdes.
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1 Espaco-Tempo de Kerr

A teoria da relatividade geral foi apresentada em sua forma final por Albert Einstein em
1915 [[1]. Apenas alguns meses depois, Karl Schwarzschild obteve uma solu¢ido exata das
equagoes de Einstein que descreve o campo gravitacional gerado por uma massa pontual sem
rotacdo [[13]]. Somente em 1963, quase cinqiienta anos depois, Roy P. Kerr apresentou a primeira
solucdo exata das equagdes de Einstein que poderia representar o campo gravitacional exterior

a uma fonte limitada com rotagcdo uniforme [14]].

A razdo para essa demora em se obter a solu¢do exata para um corpo com rotagdo, prova-
velmente, estd ligada ao fato de que neste caso existem no maximo duas isometrias, sendo uma
a simetria axial e a outra a simetria translacional no tempo (para uma velocidade angular cons-
tante). Assim, a inexisténcia da simetria esférica, como na solu¢cdo de Schwarzschild, tornam
os cdlculos mais complicados, uma vez que temos que resolver as equacdes de Einstein com

mais fungdes arbitrarias.

Como € de se esperar, a solucdo de Kerr deve ser assintoticamente plana, uma vez que a
medida que nos afastamos da fonte o campo gravitacional diminui gradativamente. Esta solu¢do
foi a primeira com uma fonte de massa ndo nula com rotacdo que possui a propriedade de ser
assintoticamente plana. No entanto, devemos observar que, diferentemente das solucdes com
simetria esférica, ndo existe um teorema de Birkhoff [15] para espagos-tempos com rotacgao.
Isto quer dizer que a geometria na regido de vacuo exterior a uma estrela, ou planeta, genéricos
nao ¢é parte da solucao de Kerr. Tudo o que podemos dizer € que assintoticamente a geometria
produzida pelo campo gravitacional desses objetos serd dada por Kerr. Porém, esta solug¢ao
determina de forma unica a geometria na regido exterior a uma estrela altamente colapsada, ou

seja, um buraco negro com rotagao.

Neste capitulo, seguindo o trabalho de Islam [16] sobre campos gravitacionais com rotacao,
mostraremos uma maneira através da qual podemos obter a geometria produzida por um corpo

com rotacao uniforme, que é dada pela solucdo de Kerr.
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1.1 Equacoes de Einstein

Para obtermos a solucao de Kerr [14] precisamos, em primeiro lugar, saber como descrever
a gravitacdo. Na mecanica Newtoniana sabemos que a Lei de Gravitacdo Universal é a teoria
responsdvel por esta descricdo. Nela, dada uma particula-teste de massa m a uma distancia r
de uma fonte do campo gravitacional de massa M, a particula-teste sente o campo gravitacional
gerado por essa fonte de acordo com uma lei dada matematicamente por

d*r mM

Através dessa equagdo, para cada conjunto de condic¢des iniciais dadas, podemos determinar

como serd o movimento da particula.

No entanto, sabe-se que a mecanica Newtoniana falha na descricdo correta da interagao
gravitacional, como, por exemplo, no cédlculo correto do movimento de precessdao do periélio
de Merctrio e na auséncia de uma dindmica que explique a deflexdo da luz por um corpo mas-
sivo. Assim, até o momento, a teoria que fornece a descri¢do mais acurada da gravitagao €
a teoria da relatividade geral. Nesta teoria os objetos fisicos pertencem a um espago-tempo
quadri-dimensional Riemanniano, cujas coordenadas x* (1 =0, 1,2,3) sdo dadas em termos de
um sistema de coordenadas geral nao-inercial. O campo gravitacional gerado por uma fonte de
massa M € expresso pela curvatura que esse objeto produz no espago-tempo, 0 que, matemati-
camente, € representado pelas famosas equagdes de Einstein

1

onde R,y € o tensor de Ricci, g, v € 0 tensor métrico do espago-tempo, R € o escalar de curvatura,
T,v € o tensor energia-momento associado a fonte do campo gravitacional e estamos usando
unidades naturais, c = G = 1. Nesta equagao, o lado direito representa o conteido de matéria-
energia e o lado esquerdo representa a geometria gerada por este contetido energético. Assim,
na teoria da relatividade geral, dada uma fonte de energia 7y, queremos saber qual a geometria
do espago-tempo que ela produz, o que é dado através de uma quantidade invariante e que
representa a distancia entre dois eventos no espago-tempo quadri-dimensional, o elemento de
linha:

ds* = guydxtdx", (1.3)

onde aqui, e por todo o texto, usamos a convencdao de Einstein na qual os indices repetidos

indicam soma.

O tensor de Ricci Ry;y € definido em termos do tensor de curvatura, ou tensor de Riemann,
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RZM por
Ruv =g Rypov = RSsv, (1.4)

onde o tensor de curvatura € obtido por

oIy, org
_ T uA Qv
Riva= 3~ g Tlavlin ~Ta v, (1.5)

sendo F‘v‘ 4, conhecidos como simbolos de Christoffel de segunda espécie. Em uma base coorde-
nada, eles sdo simétricos nos indices inferiores, F€ 1= I §N v © sdo definidos em termos do tensor

métrico como

! dgov | 98sr _ 98wa
M = 58" < ok o 90 ) (1.6)

Temos, também, que o escalar de curvatura €, por definicao, dado por
R=g""Ryy. (1.7)
Nas regides exteriores a fonte, ou seja no vacuo, ndo hd matéria ou radiacdo e, portanto, o
tensor energia-momento € nulo e as equagdes de Einstein (1.2) podem ser escritas como
Ruy = 0. (1.8)

Por fim, as equacdes de movimento que descrevem as trajetdrias possiveis para uma particula

classica em um campo gravitacional sao dadas pelas equacdes geodésicas

d?cM u dx¥ dx*
752 +Fv7L 15 ds =0, (1.9)

onde s € o tempo-proprio da particula.

1.2 Meétricas Estacionarias Axialmente Simétricas

Na secdo anterior vimos como a teoria da relatividade geral fornece as equac¢des que descre-
vem o campo gravitacional gerado por uma fonte arbitraria. No entanto, resolver as equacoes
de Einstein é uma tarefa extremamente dificil e s6 encontramos a solu¢@o exata em alguns casos
especiais. Para isto usamos consideragdes sobre a simetria do problema, reduzindo o elemento

de linha geral dado por (I.3)) a uma classe mais especifica.

Consideremos o campo gravitacional gerado por uma distribui¢do de massa com rotagao
uniforme, como uma estrela, por exemplo. A distribui¢do de massa e o campo a sua volta pos-

suem simetria axial em torno do eixo de rotacdo que passa através do centro do corpo e que
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podemos tomar como a origem do nosso sistema de coordenadas. Tomemos o eixo de rotagdo
como sendo o eixo z. Como o corpo estd em rotacdo uniforme, o problema apresenta inde-
pendéncia temporal. Assim, por causa da independéncia temporal e da simetria axial, podemos
admitir a existéncia de uma coordenada tipo-tempo x° = ¢ e uma coordenada angular azimutal
x> = ¢ em relagdo as quais os coeficientes do tensor métrico bem como todas as quantidades

materiais devem ser independentes. Dessa forma devemos ter

guvzguv(xl,xz). (1.10)

Observamos ainda que como ¢ é a coordenada angular em torno do eixo de rotacao, as coorde-

nadas (¢,x',x%,¢) e (¢,x',x%, ¢ +27) devem corresponder ao mesmo ponto do espago-tempo.

Por construcido a distribui¢cao de massa que € fonte do campo gravitacional estd em rotagao
na dire¢do ¢. Uma transformacgdo ¢+ — —¢, produz uma reversao na direcdo de rotacio da fonte
de forma que o campo gerado ndo € invariante por uma reversdao temporal, uma vez que ela
resulta em uma geometria do espaco-tempo diferente. Da mesma forma uma transformacgao
¢ — —¢ reverte a direcdo de rotagdo do campo e, portanto, ele também ndo € invariante por
esta transformagdo. Contudo duas transformagdes simultdneas t — —f € ¢ — —¢ mantém
inalterado o sentido de rotacdo do campo e dessa forma mantém o campo invariante. Assim,
como as componentes do tensor métrico s6 dependem das varidveis (x!,x?) e o elemento de

linha € um invariante, devemos ter

801 =802 = g13 =823 =0, (1.11)

pois, do contrério o elemento de linha ndo seria invariante. Logo, a métrica (I.3)) pode ser escrita

no caso de um espaco-tempo estaciondrio e axialmente simétrico como
ds* = goodt® +2g03dtd§ + g33dd* + gapdx’dx®, (1.12)

onde A e B assumem os valores 1,2. Dessa expressao podemos ver que € possivel realizar uma

transformacio arbitraria das coordenadas (x!,x?) para (x'!,x?)

.Xl :xl(x/l,x@)7 x2:x2(x/1’x/2)’ (113)

sem mudar a forma da métrica. Logo, podemos escrever o elemento de linha (1.12)), usando

coordenadas cilindricas, na forma
ds* = fdr* —2kdtd¢ —1d¢* — Adp* —2Bdpdz — Cdz?, (1.14)

onde f, k, I, A, B e C sdo fungdes de p e z. Podemos ainda realizar uma transformacao de
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coordenadas definidas por
p/:F(p’Z)’ Z/:G(p,Z)- (1.15)

Assim, tomando as diferenciais de p’ e 7/, obtemos

dp' = F,dp + F.dz (1.16)

d7 = Gpdp + G dz, (1.17)
onde os indices inferiores representam derivadas parciais em relacio a coordenada declarada.

Resolvendo (1.16)) e (1.17) em termos dos diferencias dp e dz, resulta

dp = j ! (G.dp' — F.d?) (1.18)

dz=j ' (=Gpdp' +F,d?), (1.19)
onde j € o Jacobiano da transformacao, ou seja,
. J(F,G)
")
e admitimos que ele € nao nulo, pois do contrario F seria uma funcdo de G e a transformagao

dada por (1.15) ndo seria uma transformacao prépria. Substituindo (1.18]) e (1.19) no elemento
de linha (1.14)), obtemos

— F,G,— F,G,, (1.20)

ds® = fdi® — 2kdtd — 1d¢* — j2 { (AG% —2BG,G, + CG,%> dp”+
2[~AG.F.+ B (G.Fp + GoF;) — CG,F,| dp'dZ + (AFZ2 —2BF,F, + CFp2> dz’z} :
(1.21)

Até este momento as funcoes F' e G que determinam a transformacio de coordenadas sdao
arbitrarias. Agora, podemos impor que elas satisfacam ao seguinte par de equagdes diferenciais

parciais ndo lineares em p e z:

AG? —2BG,G.+CG, = AF} — 2BF,F.+CF; (1.22)

—AG.F,+ B (G Fp + GyF.) —CGpF, = 0. (1.23)

Desta forma, admitindo que para os valores dados de A, B e C o sistema de equagdes acima

possua solucio nio trivial com j # 0, os coeficientes do elemento de linha (1.21) de dp'? e
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dz'* ficam iguais e o do termo cruzado dp’dz se anula. Por fim, podemos reescrever todas as

quantidades em termos de p’ e 7/. Assim, retirando as “linhas”, obtemos a métrica
ds? = fdi* —2kdtd¢ —1d¢> — et (dp* +d7?), (1.24)

onde f, k, [ e u sdo funcdes de p e z, diferentes das definidas anteriormente. O elemento de
linha (I.24)) € o objeto basico que descreve o espago-tempo gerado por uma distribuigéo limitada
de matéria com rota¢do uniforme. LLogo, para obtermos a solu¢do de Kerr, os coeficientes f, k,

[ e u sdo as funcdes que precisam ser determinadas.

Usando as coordenadas (x%,x!,x2,x*) = (¢,p,z,¢), obtemos de (1.24) que as componentes

nao-nulas covariantes do tensor métrico sao

goo = f, 803 = 830 = —k, g1 =g =—e", g3 =-1 (1.25)

e fazendo uso da identidade
guvg " =6y, (1.26)

encontramos as componentes contravariantes do tensor métrico, que sdo dadas por
00 -2 03 30 -2 11 22 — 33 -2
g =D"l, g =g "=-D"k g =g =-¢¥ = g7=-D7f (127)

onde
D? = fl+ k. (1.28)

Assim, usando a defini¢do dos simbolos de Christoffel (1.6), temos que as suas componentes

nao-nulas sao

| |
o) = 7D 2 (Ufp + kkp) T, = 5P 2 (Lf.+kk;)
1 |
[y = D77 (klp — lkp) [ = 5D "% (ki — Ik;)
1
Too = 5¢ *fp Lo = —5¢ *kp
1 1
Tli =Sk Iy, = St (1.29)
Ty =—=5tp I3 =—5e "l
_ I
[Go=5¢ "1, I3 = —5¢ Pk
1
2 =L =
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1

I5= Plas = —Ee_“lZ
| . |

Tgy = 5072 (fkp —kfp) [y = 5D (fk: = kf)
| |

I}y = 7D 2 (flp + kkp) 3 = 5P 2 (fL+ k)

1.3 Equacoes de Einstein para uma Métrica com Rotacao

Até aqui analisamos como deve ser a métrica do espaco-tempo criado por uma distribui¢ao
de massa com rotac¢ao uniforme seguindo argumentos de simetria e vimos que ela deve ser da
forma dada por (1.24). Contudo, para podermos ir além precisamos impor a fisica que essa
distribui¢do de matéria obedece, ou seja, precisamos impor como a geometria do espago-tempo
se relaciona com a fonte gravitacional, o que ¢ feito com o uso das equagdes de Einstein (I.2).
Porém, como estamos interessados apenas no campo exterior a fonte devemos usar as equacoes

de Einstein para o vicuo (|1.8).

Usando as equagdes de Einstein para a regido exterior a fonte (1.8)), a defini¢do do tensor

de Ricci (1.4) e do tensor de Riemann (1.5)), as equagdes de Einstein resultam em

ort, ~ ort
uv pA A A
WS T o +00 e — T Ive =0. (1.30)

No caso do espaco-tempo gerado por um corpo em rotacdo os simbolos de Christoffel foram
obtidos na se¢do anterior e sdo dados por (I.29). Logo, substituindo esses valores na equacdo

(1.30) obtemos que as Gnicas componentes ndo-nulas do tensor de Ricci fornecem

Rog = -
0=

1 1
[fpp — Ef,,z)—2 (fol 4 2kkp) + foz — EfZD—2 (fol +2kk,) +
fD7? (é (folp + f1) +k§+k§)] =0, (1.31)

e M 1 B 1 B _
Roz = - {kpp — Ek,,D 2(fol + flp) +hy — 5kZD 2(ful + fL) + kD™ (folp + f2l2) | =0,

(1.32)

1 ~ - - 1
Riy =3 | ~Hpp — iz =D 21 fpp — 2D *kkpp — D 2flpp+§D 2(flp + fol +2kkp) o+
1
D™ (k* — f1) kg + 2D *kkp (flp + fpl) — 50—2 (fL 4 fol +2kk;) p+
| I S S —4 2
ST P+ D R = D fplpk? | =0, (1.33)
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1 1
Rix= 5 {—D‘ZZ fpz — 2D *kkp, — D2 fly, + 50—2 (fLe+ fel + 2kk:) p+

(D2kp, + D~ (K — f1) ke + Dk (fL+ f21)) kp + %D‘Z (flp + fol) 1+

Dk (flp + fol) ko + %D—“ (fl®> = LK) fo + %D—“ (2L~ f:k*) 1, | =0, (1.34)

1 B B - 1
Rzzz5 [_upp_uzz_u 21f,. — 2D *kk,, — D 2flzz—§D 2 (flp + fol +2kkp) pp+

1
D™ (K — fI) k2 +2D ke, (f1, + f.I) + ED_Z (fI.+ fol + 2kk,) p+

1 1
ED—4 2+ 50—4 fAP—-Dp* lezkz] =0, (1.35)

e H 1 B 1.
Rs; = —— lzpp — EzpD 2 (flp +2kkp) + 1.z — 5lZD 2(fl, +2kk.) +

D2 (% (folp + fl2) + Ky +k§)} =0. (1.36)

Como pode ser verificado facilmente, podemos reescrever as equacgdes (I.3T)), (I.32) e

(1.36) da seguinte forma

264D Roo = (D7 fp), + (D7) D7 (folp + e+ 3 4+K2) =0, (137)
~26"D ™' Roy = (D7'kp) , + (D7'k) + D7k (fplp + file 4 K5 +K2) =0, (1.38)
~26"D™ Ryy = (D7'1p) , + (D7'1) + D71 (fplp + file+ K +42) = 0. (1.39)

Agora, a partir da equagdo (I.28)), obtemos que
1 1
Dp= =D (fol+ flp+2kkp) e D.=-D"'(fil+ fl.+2kk;), (1.40)

2 2

de forma que

| 2 1
DPPZ_ZD 3 (fol + flp +2kkp) +§D 1(fppl+2fplp+flpp+2kf,+2kkpp)

(1.41)
[ _ _ _
=3 1D f), + £ (D7), + 2K (D7) | +D7" (folp +43)
© 1 1
D=~ D7 (ful + Sl 2kke)* + 5D (fial + 2l + flec + 242 + 2k
(1.42)
— % [z (D7'£), +F (D7) +2k (D’lkz)z} +D 7 (£l +K2).

Logo, combinando as equagdes (1.37), (1.38) e (1.39), e comparando com os resultados acima

para as derivadas parciais da fun¢do D, obtemos

"D~ (IRyo — 2kRo3 — fR33) = Dpp + D, = 0. (1.43)
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Desta equacao vemos que a funcdo D satisfaz uma equacdo de Laplace em duas dimensdes nas
coordenadas p e z. Logo, ela pode ser considerada como a parte real de uma funcio analitica

X(p +iz) que depende de p + iz, ou seja
Y(p+iz) =D(p,z) +iK(p,z). (1.44)
Agora a condicdo de analiticidade de Cauchy-Riemann implica que
Dp=K, ¢ D,=-K,. (1.45)
Assim, se fizermos a transformag¢ao de coordenadas
p=D(p,z) e Z=K(p,z), (1.46)
temos, usando e (1.46), que
(dp)? + (dz)? = (Df; +K§) (dp? +d2?). (1.47)

Esta equacdo mostra que a forma da métrica (1.24)) permanece inalterada pela transformagao

(1.46), uma vez que podemos definir uma nova fungio ji dada por
B (D2 k2)
=t (DR+KD) (1.48)

Podemos admitir que todas as fungdes f, k, [, i podem ser expressas em termos das varidveis
(p,Z), obtidas substituindo as varidveis (p,z), depois de resolver (1.46) em termos das anterio-
res. Tendo escrito todas as varidveis em termos de (p,Z) podemos esquecer as barras e usando

(1.46) obtemos a seguinte relacdo para as varidveis f, k e [:
D? = fl+k* =p?. (1.49)
O procedimento acima foi usado pela primeira vez por Weyl em 1917 [[17] para o caso de

uma métrica estatica com simetria axial (com k = 0) e generalizada para o caso presente por

Lewis em 1932 [[18]. Usando a relagdo (I.49)), obtemos que suas derivadas sdo dadas por

2 Ip*
2
D? = fl + fl. + 2kk, = aai —0,
Z

2 2 (1.50)
Do =1fpp +2fplp + flpp +2k; +2kkpp =2,

DZ = 1fo+2ful, + fl. + 2k + 2k, = 0,
Dy = Ufpz+ fple+ felp + flpz + 2kekp + 2kkp = 0.
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Assim, retirando a barra de [t, usando a relagdo (1.49) e suas derivadas dadas por (1.50), pode-
mos escrever as equagdes de Einstein (1.33)), (1.34)) e (1.35)) como

2R11 = —Hpp — ez P g + 072 (folp +13) =0, (1.51)
_ I _

2Ry =p lu,+ 5P 2(fole+ filp +2kpk;) =0, (1.52)

2R = —lpp — ez =P W +p 7 (file + k) =0. (1.53)

Por causa de (1.49) apenas duas das equagdes (1.37), (1.38) e (1.39) sdo independentes. Dessa

forma, definindo a funcdo w

w=f 1k, (1.54)

e usando a relagdo (1.49), podemos eliminar & e / da equacao (1.37) obtendo

f (op + ft P p) = 12— 24 p72f* (wh+02) =0, (1.55)

Da mesma forma, fazendo as substituicdes anteriores e usando (1.55)), a equagdo (1.38) pode
ser escrita como

F (Wop +waz —p 'wp) +2fpwp +2fow, = 0. (1.56)

Agora, subtraindo (T.53)) de (1.5T), podemos expressar i, em termos de f € w como
_ | 1 _
o == "o+ 5pf (= 12) =3P 2 (W —n2). (1.57)
e a partir da equacdo (1.52)) obtemos que u, € dado por

We=—f ot pf 2 fofs—p  fPwpw,. (1.58)

De fato, podemos verificar, com o uso das equacdes e (1.56), que as expressdes acima
para [, € U, sdo consistentes, uma vez que a derivada de em relagdo a z € igual a derivada
de (I.58) em relagdo a p. Também, podemos verificar que a fungéo u obtida a partir de (1.57)
e (I1.38)) satisfaz as equagoes e (I.53). Concluimos, entdo, que e (1.56) sdo as
equagoes bésicas que descrevem o comportamento do campo gravitacional para uma fonte esta-

ciondria e axialmente simétrica. Tendo resolvido essas equacdes em termos de f e w podemos

obter u integrando as equagdes (I.57) e (1.58).
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1.4 Forma de Ernst

Para resolvermos as equacgdes (I.55) e (1.56), vamos usar a forma de Ernst [19] dessas

equagdes. Para isto, vamos escrever a equagdo (I.56) como
(p*lfzwp)er(p*lfzwz)Z:o, (1.59)
o que implica a existéncia de uma fungdo u tal que
up = —p ',  up=p frwp. (1.60)
Assim, em termos de f e u a equacdo ((1.55) pode ser escrita como
VA= fy—fF+uy+ul =0, (1.61)
onde V? é o operador Laplaciano definido por
V2h=hpp +he+p by (1.62)

Por outro lado, somando as derivadas segundas de u, € u; em relagdo a p e z respectivamente,

e usando a equagdo (1.60) obtemos
VU =2fup +2f,u. (1.63)
Em termos de f e u, e (I.58) podem ser escritas como
wp =207 (2= 12) 45002 (i —12)., (1.64)
W=pf fofetpf upits. (1.65)
onde ' = u+Inf.
Definamos a fun¢do complexa E:
E=f+iu (1.66)

Podemos observar que (1.61)) e (1.63)) s@o as partes reais e imagindrias de uma dnica equacao
complexa
(ReE)V’E = E; +EZ, (1.67)

onde ReE € a parte real da fun¢do E. Agora, introduzindo uma nova fun¢do complexa & definida

por

e
|
—_

!
I

(1.68)

g
-+
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temos que a equagio pode ser escrita na seguinte forma

(& -V =28 (&+¢2), (1.69)
onde £* é o complexo conjugado de &.

Ao invés das varidveis (p,z), introduzimos as coordenadas esferoidais prolatas (x,y), que
sdo definidas por
1/2 1/2
p:(xz—l) / (l—yz) / , Z=X). (1.70)

Resolvendo as expressdes acima em termos de x e y, resulta

x= % (RH) +R<*>) . y= % <R<+> —RH) , (1.71)
onde
RE) — [p2+(zi 1)2] v (1.72)

Dessa forma, temos que

d dx d dy d
9p ~apax " apdy
x(xz—l)l/z(l—yz)l/2 d y(xz—l)l/z(l—yz)l/2 0
= i - - e s (1.73)
o _oxa o
dz dzdx dzdy
y(x*=1) a9 x(1—y*) 9

_ el N )7 1.74
x2 —y2 8x+ x2—y2 dy (1.74)

22?3 2E) () 5

p? (232 0 @2yt O
X (1 —y2)2+xy2 (x* = 1)2 — 202 (2 =1)(1—-y%) 9
(2 —y?)° 9x
¥ (x? = 1)2—|—x2y (1 —y2)2 +2x%y (¥ — 1) (1 —y2) Jd 2xy (x2 —1)(1—y*) 92
) % (2-y2)”  dxay

(1.75)
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PR (x2_1)2 92 x2(1—y2)2 92
07 (2—y2)t I (22 0y
2xy? (xz— 1) (1 —y2) +x(x2— 1) (1 —y2) (x2+y2) 0

(2 =)’ dx
22y (@ =1) (1=) +y (¥ 1) (1=*) (P +»*) 9 20(*—1) (1-y°) 2
(x? _y2)3 dy (x2 —y2)2 dxdy’

(1.76)

Assim, substituindo (I.73))-(1.76) na equagdo de Ernst (I.69), podemos escrevé-la em termos

de x e y como

(B8 = 1) [( = 1) Gut 208+ (1 -37) &y — 28] = 287 [(P — 1) §2 + (1-)7) &)
(1.77)

As equagdes (I.69) e (1.77) sdo as formas de Ernst das equacdes de Einstein (1.53)) e (1.56).

Também, usando a expressdo para p, (I.73) e (I.74)), obtemos a partir de (I.60) duas equagdes
para w em termos de x e y que sdo

y(xz— l)wx+x(1 —yz) wy = —f_2 [x (x2— 1) (1 —yz) ux—y(x2— 1) (1 —yz) uy} (1.78)

xwx—ywy:f*2 [y(xz—l)ux+x(l—y2) uy] . (1.79)

Assim, multiplicando 1i por xy_1 (1 — yz) e somando com li e, da mesma forma, mul-
tiplicando (1.79) por —x~ 'y (x2 — 1) e somando com li resulta

we= (1= f2uy e wy=(1-x%)f u,. (1.80)

Também, seguindo um procedimento andlogo ao anterior, podemos expressar (1.64) e (1.63)

em termos das varidveis x € y como

/ (1—)72)

=3 (xz_yz)‘ffz (= 1) (ff4ud) +x (0P = 1) (ff +13) =2y (x> = 1) (fefy + uxuy)]
(1.81)
€
/:M—Z 2_1 2 AN 1_2 2 2 ) 1_2
H 2(x2—y2)f (= 1) () =y (1=07) (F +15) + 20 (1=07) (fefy + way)]

(1.82)
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1.5 A Solucao de Kerr

A partir da equagao (1.77) podemos verificar facilmente que uma de suas solugdes ¢ dada
por

§ = px—igy, (1.83)

onde p e ¢ sdo constantes com p” 4+ ¢*> = 1. O feito notdvel da equagdo de Ernst (1.77) é que

a solucdo de Kerr € obtida através da simples solucdo (1.83). De (1.66), (1.68) e (1.83)) vemos

que para esta solucao

2.2 2.2
1 -2
JR IR S T (1.84)
(px+1)"+4¢% (px+1)"+¢°%

De (1.80) e (1.84) obtemos

2gp ' (1—y%) (px+1)
— 1.85
w oI +wo (1.85)

onde wy é uma constante. E das equagdes (1.81)) e (1.82) encontramos u’ dado por

, A 22+ 22_1
M — (”’2 77 ), (1.86)
Xy

onde A é uma constante arbitrdria. Desta equagdo e da defini¢do de u’ resulta

B A [(px-l— 1)2 -I-qzyz}

P (1.87)

Desta forma, a soluc¢do de Kerr fica determinada. Ela é dada pela métrica (1.24), onde os
coeficientes sdo definidos por (I.84)), (I.85) e (1.87)), com k dado por (1.54) e [ é obtido através
da relacdo (1.49). No entanto, para escrevermos esta solu¢do na forma padrdo obtida por Boyer

e Lindquist [20], introduzimos as coordenadas r € 0 que se relacionam com x e y da seguinte
forma

px+1=pr, y=cos6. (1.88)

Também introduzimos as constantes M e a dadas por

p_1 =M, p_]q:—a, M?—a®=1. (1.89)

Assim, usando (1.70), (1.88) e (1.89), podemos expressar (p,z) em termos de (r, 0) da seguinte

forma

p=(P—2Mr+a®)*sin0,  z=(r—M)cosé. (1.90)
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A partir de ((1.84) e usando as relacdes (1.88) e (1.89), obtemos

r2 —2Mr+a*cos’ 6
r2+acos?®

f= (1.91)

Temos, também, com o uso das mesmas relacdes acima que w dado por (I.85) pode ser escrito
em termos das coordenadas r € 8 como

2Marsin®
r2—2Mr+a?cos? 0’

(1.92)

w=—

onde tomamos wy = 0. Assim, com o uso da definicdo de w (k = fw) e das equagdes (1.91) e

(1.92)), obtemos
2Marsin® 6

r2+a%cos?0’
Para encontrarmos o valor de / nessas coordenadas, fazemos uso da rela¢do (1.49), onde subs-

tituimos os valores de f, k e p dados por (1.91), (1.93) e (1.90), respectivamente, resultando

cm

k= (1.93)

B 2Ma?rsin* 0
~ r2+ad%cos? 6
Agora, com uso das equagdes (1.88]) ¢ (1.89), obtemos que e serd dado por

+ (r* +a*)sin® 6. (1.94)

A 2 20520
ot = = I cos , (1.95)
M= (r — M)~ + (a®> — M?)cos? 6
e com o uso de ((1.90), obtemos
dp?+dz* = | (r— M) + (@ — M?) cos” 6] SUPs (1.96)
r2 —2Mr+ a? ‘ '

Assim, combinando (1.91)—(1.96) na métrica dada por (1.24) e tomando A = M?, obtemos a

solucdo de Kerr nas coordenadas de Boyer-Lindquist [20]

i .2 2 ein2
a2 = (1= 27 g AMarsinl i (2 a2 2MOSNON G2 0092 Ear —za?,
x x > A
(1.97)

onde

Y=r4+a*cos’0 e A=r>—2Mr+ad*. (1.98)

A partir da solugdo de Kerr (1.97)) vemos que para r grande a métrica é dada aproximada-

mente por

r

M 4Masin® 6 oM
FEN (1 __) ar?+ M8 (1 - —> dr® — 2 (d6? +sin? 0d¢?) . (1.99)
r r

Assim, comparando a métrica acima com o resultado obtido por Lense e Thirring [21] para o
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campo gravitacional de um corpo de massa M e em rotacio com momento angular J no limite

de campo fraco:

2M 1 4Jsin’ 6 1
ds? = [1—7+0(r—2)]dt2+ [$+0<ﬁ>}md¢—

[1+27M+0(12)] [dr* +1* (d6* +sin* 6d¢?)], (1.100)

r

onde usamos coordenadas apropriadas como feito em [22]], vemos que na métrica de Kerr M
deve ser identificado com a massa da fonte do campo gravitacional e J/ = Ma é o momento

angular dessa fonte.

Uma vez que M corresponde a massa do buraco negro e a determina o momento angular
do mesmo, podemos observar, a partir da métrica de Kerr (1.97)), que a aproximagao de Lense-
Thirring pode ser obtida quando consideramos regides distantes do buraco negro, ou
quando consideramos que o campo gravitacional € produzido por uma fonte que gira lentamente
(a << 2M). Tomando a = 0, ou seja, no limite quando o buraco negro ndo estd em rotagao,

temos que a métrica de Kerr (1.97) se reduz a métrica de Schwarzschild
oM AN
ds* = (1 —~ —) dt* — <1 — —) dr* —r* (d6* +sin” 0d¢?) . (1.101)
r r

No limite assintético r — oo vemos de (1.97) que a métrica de Kerr se reduz a métrica do
espacgo plano
ds* = di* — dr* — r* (d6* +sin® 0d¢?) , (1.102)

que € o espaco-tempo de Minkowski em coordenadas esféricas. Semelhantemente, tomando o

limite M = 0, o que significa que nao temos nenhuma fonte do campo gravitacional, observamos
que se reduz a

d 2
ds* = dt* — (r* +a*cos* 0) {M;cﬂ + dez] — (r* +d?) sin” 0d¢?, (1.103)

que como pode ser verificado corresponde a métrica de Minkowski com coordenadas cartesia-

nas dadas por
x=(r +a2)1/zsinecos¢,

y=(P+a?)"*sin0sing, (1.104)
z=rcos0.
Observando as componentes da métrica de Kerr (1.97), vemos que elas apresentam uma

singularidade quando
Y =r"4da’cos’6 =0, (1.105)
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ou seja, r =0 e @ = m/2. Nesta regidio temos que Ry.qR™? — oo, logo ela corresponde
a uma singularidade real da curvatura. A partir da equagao vemos que no limite de
Schwarzschild, a = 0, a singularidade da curvatura ocorre quando » = 0 o que corresponde a
um ponto no centro do buraco negro. No entanto, uma caracteristica importante da métrica de
Kerr € que esta singularidade € tornada mais suave, ocorrendo em um anel no plano equatorial

dado por 7? +a®cos’> 6 = 0.

A métrica de Kerr também apresenta uma outra singularidade quando
A=r*—2Mr+a* =0, (1.106)

que ocorre em r = r+ = M 4=/ M? —a%. No entanto, nesta segunda possibilidade temos que
RupeaR¥? permanece finito quando r = r+, logo essa regido nio é uma singularidade da cur-
vatura, mas sim uma singularidade da coordenada que estamos usando. Nesta situacdo temos
trés casos a considerar que sio: M? < az, M? = d? ou M? > a*. No primeiro caso, M? < a?,
ocorrem violacdes da causalidade em regides acessiveis a observadores distantes e, portanto,
esta situacdo € considerada nao-fisica. O caso de Kerr-extremo, M? = &

termedidria entre a solugdo nio-fisica e M? > a®. Nesta situagio, as duas solucdes de (1.106)

, € uma solucdo in-

colapsam em uma unica solu¢do dada por r = M, que corresponde a um unico horizonte de

eventos. Por fim, se M? > a® temos dois horizontes de eventos localizadosem r =r, e r =r_.

Existe ainda um novo conceito em buracos negros com rotagdo que nao aparece nos buracos
negros sem rotacao: a ergoesfera, ou ergoregiao. Como ja sabemos, a métrica de Kerr dada pela
equacgao ¢ estaciondria e axialmente simétrica. O vetor de Killing que corresponde a
independéncia temporal é o vetor d/dz, ou seja, o vetor E* = (1,0,0,0), e o vetor de Killing
correspondente 2 simetria axial é o vetor d/d¢, ou n* = (0,0,0,1). Agora, considerando o

vetor de Killing E# = (1,0,0,0), temos que

r2 —2Mr+da*cos? 0 _ A —a?sin®@

[T = 1.107
Sué 5 > ( )

Dessa equagdo obtemos duas superficies dadas por §,E# = 0 que correspondem a
r* —2Mr +a*cos” 6 =0, (1.108)

cujas solugdes sdo dadas por r = ry = M 4+ /M? —a2cos? 6. Comparando com as solugdes
para os horizontes de evento r1, vemos que a superficie rg ¢ a mais exterior dessas superficies
coincidindo com o horizonte de eventos exterior apenas nos polos. Por outro lado a superficie
rp € a mais interior tendo o anel da singularidade da curvatura passando por ela e, também,

coincidindo com o horizonte de eventos interior apenas nos polos. A regido entre as superficies
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ry e rzf € conhecida como ergoesfera. Assim, temos que todas essas regides constituintes de

um buraco negro com rotacao podem ser resumidas no grafico abaixo

Horzonte de eventos exterior
re=M+vVM-—a“

Honzonte de eventos interior
re=M—-—+vM*—a*

Ergoesfera exterior
ri =M+ +vVM? —acos’ @

T T DI
I‘I_-""—--_.._?_ e - o=
" -
y T
e
L
~ i
J.
P

Ergoesfera interior

rg =M —vM?—a%cos*f

Ergoregiao

Anel da singularidade
o & a
r“+y =a° e z=10 -

Eixo de simetria # = 0, &

Figura 1.1: Diagrama esquematico dos horizontes, ergosuperficies e singularidade da curvatura
no espaco-tempo de Kerr.
Adaptado de: M. Visser, The Kerr spacetime: A brief introduction.
http://arXiv.org/abs/0706.0622v3.

A partir da equagio vemos que na ergoesfera
ERE, <0 (1.109)

Fisicamente, §#&;, < 0 significa que df é um intervalo do tipo-espaco e que uma particula
ndo pode ter uma trajetéria com (r, 0,¢) = const.. Portanto, uma particula tem que girar com
o buraco negro quando estiver dentro da ergoesfera. Logo, particulas fisicas devem seguir

trajetdrias tais que d¢ # 0.

Em resumo temos que fora da superficie rg ou dentro da superficie r; o vetor de Killing
EH € tipo-tempo, entre essas duas superficies o vetor de Killing é tipo-espago e nas superficies
r,}t ele é nulo. Assim, rf{ € conhecida como superficie de limite estaciondrio, ou horizonte de
Killing, uma vez que somente na regido exterior a ela é possivel para uma particula material

ou onda de luz permanecer em repouso em relacdo a um observador no infinito. Particulas
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podem escapar dessa regido para o infinito, mas ndo podem escapar de dentro da superficie do

horizonte exterior.

O problema relativo a determinagdo das geodésicas em Kerr é completamente resolvido.
Como discutido por Wald [23]], em principio, deveriamos resolver as equagdes geodésicas dadas
por (I.9) o que seria muito laborioso. No entanto, devido as simetrias da solug¢do de Kerr este
trabalho pode ser quase que inteiramente eliminado. O fato é que existe uma proposi¢ao que

afirma: Dado um vetor de Killing £ e um vetor tangente % a uma geodésica, o produto

. T L . . . . .
interno, éu%, ¢ uma constante ao longo da geodésica. Assim, cada simetria do problema da

origem a uma quantidade conservada, que nos permite integrar as equagdes geodésicas.

Como a métrica de Kerr apresenta duas isometrias temos, como ja mostramos anterior-

mente, dois vetores de Killing associados a ela
E* =(1,0,0,0) e n*=(0,0,0,1), (1.110)

onde estamos usando as coodenadas (z,7,0,¢). Assim, usando esses vetores temos que a energia

e o momento angular de uma particula, ou onda luminosa, no espaco-tempo de Kerr sdo dados

por

dxH 2Mr\ [ dt 2Marsin®0 [ d¢
E=(——=(1-""F |5 |+ ———— == 1.111
SH A ( 2)<dﬂt)+ b (d?t) (1L111)

€
. 2 .
L:_n“ﬂ:_ZMarssz dr (P +d?) —Aazsmzesinze ae NI
dA b dA b dA

onde para geodésicas tipo-tempo escolhemos A como sendo o tempo prdprio, e para geodésicas
A . . - JTRERY
nulas escolhemos A como um pardmetro afim. As outras integrais sdo guv%% = const. e

ﬁﬂv%dxvd}t = const., onde &,y é um tensor de Killing dado por

Euv =221, M) + 7 guv, (1.113)
sendo ) 5 ) )
r“+a a r“+a A a
M= 1,0, — H = ——.0,— 1.114
< A b b ’A) e n ( 22 ) 227 722)7 ( )

que satisfazem as seguintes relacoes

Vamos considerar geodésicas no plano equatorial, isto é, @ = m/2. Para determinar essas
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geodésicas, vamos considerar as equagdes (1.111)) e (1.112) e

dx* dx¥
guvHH:—g, (1.116)

onde € =+1,0, —1, para curvas tipo-espaco, tipo-luz e tipo-tempo, respectivamente. A equagao

radial pode ser escrita na forma

1 /dr 2
— [ — E Lr)= 1.11
z(dl) FV(E,Lr) =0, (1.117)
onde 5 5
M L 1 ) a M )
V(E,L,F)Z—E??‘Fﬁ‘f’i(e—E ) (1+ﬁ>_r_3(L_aE) . (1118)

Quantitativamente esse resultado é semelhante ao obtido para a métrica de Schwarzschild, em-
bora no caso de Kerr haja uma dependéncia ndo-trivial com a energia. No caso de Kerr as
geodésicas equatoriais ndo sao as mais gerais. As Orbitas ndo necessariamente estdo situadas

no plano.
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2 Equacao de Klein-Gordon no
Espaco-Tempo de Kerr

No capitulo anterior obtivemos a métrica que representa o espaco-tempo gerado por um
corpo axialmente simétrico com rotagdo uniforme, que é dada pela métrica de Kerr (1.97). Vi-
mos também que a métrica € uma quantidade fundamental que carrega informacao sobre como
os objetos fisicos, particulas ou ondas, se comportardo na presenga de um campo gravitacional,
de forma que a teoria da relatividade geral vem a substituir a Lei de Gravitagdao Universal de
Newton. No entanto, a teoria de Einstein ainda € uma teoria cldssica, no sentido que com ela sé

podemos estudar o movimento de objetos em escalas macroscépicas.

O estudo dos fendmenos em escalas atdmicas ou sub-atdmicas sé pode ser feito de forma
precisa com o advento da mecanica quantica. Assim, nada mais natural que tentarmos unir
nossas duas melhores teorias: a relatividade geral, que é uma lei de gravitagdo, e a mecénica
quantica, que estuda os fendmenos em escalas microscépicas, de forma a obtermos uma teoria
que descreva como a gravidade atua nos sistemas quanticos. Contudo, até o momento ndo
foi possivel obter uma teoria quantica da gravitacdo. Deste modo, para estudarmos como a
gravidade atua nos sistemas quanticos usamos uma teoria semi-classica, onde fazemos uso da

teoria cldssica de Einstein para descrever a gravitaciao nas equagdes quanticas.

2.1 Equacao de Klein-Gordon

Na mecanica quantica elementar a equacao que descreve os fendmenos quanticos € a equacao

de Schrodinger
IW¥(r,1) n_,
h———" = |——V°+V Y(r,? 2.1
que corresponde a relacao de conservacao de energia ndo-relativistica
p>
E=_—+V(r), (2.2)

2m
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onde fazemos a transformacao candnica

d
E — iha e p— —ihV. 2.3)

No entanto, a equacdo de Schrodinger ndo € adequada para estudarmos fendmenos fisicos que
possuem energias muito maiores que a energia de repouso das particulas consideradas, uma vez

que ela ndo é uma equacao relativistica.

Para obtermos uma equagdo de onda relativistica usamos um argumento analogo ao anterior.

Porém, dessa vez usamos a relagdo relativistica entre 0 momento e a energia

E2 2.2
= P p=mic, 24)

onde myg € a massa de repouso da particula. Assim, usando as transformagdes candnicas (2.3),

obtemos a equacao de Klein-Gordon para particulas livres
(O+p?)¥=0, (2.5)

2.2
onde u? = ";lo—zc e [ é o operador d’ Alembertiano, que é dado por

02 )
O=55-V7, (2.6)

uma vez que estamos usando unidades tais que ¢ = 1.

Da defini¢do do d’Alembertiano temos que a equacdo (2.5) pode ser escrita como
(n“ﬁ o+ uz) W=, 2.7)

sendo N*? as componentes do tensor métrico no espaco-tempo de Minkowski, ou seja, no
espaco-tempo quadri-dimensional plano. Com isto, a generalizacdo da equacdo de Klein-
Gordon para o espago curvo, isto €, para uma regido afetada por um campo gravitacional, €
feita pela substituicdo de %P pela métrica do espago-tempo curvo g e da derivada parcial dy

pela derivada covariante V; definida por
VuVP =9, VP + T, V. (2.8)
Logo, a equacdo de Klein-Gordon para o espago curvo € dada por

(8"'VuVy+u*)¥=0. (2.9)
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Agora, tomando a forma covariante do operador d’ Alembertiano

1
0= =0 (V=gg""o). (2.10)

‘

onde g € o determinante do tensor métrico, podemos escrever a equagao de Klein-Gordon no

€Spago curvo como
1
— 0y (V—=gg" o) +u*| ¥ =0. 2.11)
=2 b ( v) +u

2.2 Equacao de Klein-Gordon no Espaco-Tempo de Kerr

Queremos estudar o comportamento quantico de particulas escalares, ou seja, particulas
com spin nulo, no campo gravitacional de um buraco negro com rotagdo. Nesse sentido, de-
vemos resolver a equacio de Klein-Gordon (2.11)), que € a equacdo que descreve o comporta-
mento de particulas escalares, no espaco curvo dado pela métrica de Kerr (1.97). Nesse espaco,
as componentes covariantes ndo-nulas do tensor métrico sdo dadas por

_ (4 2Mr B _2Marsin29 B >
800 = y ) 803 = 830 = 3 ) 811 = A’

5 .o (2.12)
5> o 2Ma“rsin“0\ . ,
8n=-L, g =—(r"+a +—Z sin“ 0,
e usando a identidade
guvg"* = 85, (2.13)
obtemos as componentes contravariantes
1 2M A
goo:—[(r2+a2)2—Aa2sin26]7 g0 = 30— ar, gll=_2
YA YA >
b’ 1 “ 1 (2.14)
=——, = (X —-2Mr).
8 z 8 YAsin® 6 ( )
Escrevendo as componentes do tensor métrico na forma matricial,
goo 0 0 gos
0 gn 0 O
guv =
0 0 g» O
go 0 0 gs3
2M 2Marsin? 0 2.15)
r ar Sin
-5 0 0 Tz
3
_ 0 -5 0 0
0 0 -X 0 ’
2Mar£in29 0o 0 - (rz Ny 2Ma2£sin26> sin2 6
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podemos calcular o determinante da métrica de Kerr nas coordenadas de Boyer e Lindquist, que
serd dado por
g = —sin’ 6X>. (2.16)

Tendo obtido o determinante e as componentes contravariantes do tensor métrico, podemos

calcular o d’ Alembertiano no espago-tempo de Kerr, que € dado por
1
n= e Ve
1
- NE {0 [V—¢ (g% +803a3)] +01 (v=88"01) + 0 (v —g8%d) + (2.17)
9 [vV=g (¢ +2735)]}

de onde, obtemos

=

(r2+a2)2—Aa2sin298_2+4Mar 02 _li i B
A 02 " IA 9199 Tor\ or

1 9 (. 0 T —2Mr 9?
—sme):&_e (Slnea—e) — —ZASinze a_(l)z (218)

Logo, usando a defini¢do da equagdo de Klein-Gordon em um espaco curvo (2.11)) e o re-

sultado acima para o d’Alembertiano no espago-tempo de Kerr, obtemos que a equacdo de

Klein-Gordon no espago-tempo de Kerr € dada por

(P+a?)? —Ad?sin?0 92 9 9 L9 (g
A o2 dor\"dr) sin6d6 - 00)

(A — a2 sin? 9) 22
Asin? 6 8¢2_ A dtd¢

+Xu?

¥ =0. (2.19)

Para resolver a equacdo (2.19) admitimos uma separagio de varidveis Ansatz, da forma
W(t,r,0,0)=R(r)S(0)e™ e~ (2.20)
que substituindo na equacdo de Klein-Gordon, resulta

1d [ dR 1 d (. ,dS\ (A—d?sin®0)m?
]_QE (AE> + (sm@—) — Asinze +
2a[A—(r*+a*) | mw [(r2+a2)2—Aa2sin29]a)
A + A

Ssin0 do

—Tu*=0. (2.21)
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Esta equacdo pode ser separada em duas outras equagoes

1 d S m?
— (sing— A 2cos?0 — S=0 2.22
T (sm )+( Im + ¢~ cos sin29> , (2.22)

onde ¢2 = a? ((02 — [,LZ), e

d dR
T (Ad—) n [w2 (P +a2)° — 4Mawmr — 2P A+ m*d® — (02> + Ay A} R=0. (2.23)

r r
A equagio (2.22)) possui como solugdes as fungdes harmonicas esferoidais oblatas Sy, (ic,cos 6)
com autovalores A, onde [, m sdo inteiros tais que |m| <[ [24]],[25]. Dessa forma, a partir da
solugdo Ansatz (2.20), vemos que para que a solugio da equacdo de Klein-Gordon no espago-
tempo de Kerr esteja completa, precisamos apenas encontrar a solucao radial dada por (2.23).
No entanto, como pode ser observado em (2.23), a equagdo radial possui uma dependéncia

complicada com a coordenada r, o que torna o nosso trabalho extremamente dificil.

Afim de resolvermos a parte radial da equagdo de Klein-Gordon, vamos escrever
A:rz—ZMr-i—az:(r—r+)(r—r_), (2.24)

onde

re =M+ (M —a?)'", (2.25)

sdo as raizes de A e, como vimos no capitulo um, correspondem aos horizontes de eventos.

Dessa forma, a equacao radial (2.23) pode ser escrita como

(r—r)r—r ) (<r—r+> (r—r-) f,—R) + | (2 +a?)” — 4Macmr—

wrr(r—ry) (r—r.)+m*a® — (cozgz + Aim) (r—ry) (r—r—)]R=0. (2.26)
Agora, podemos definir uma nova coordenada x e um parametro d dados por
2 2\ 1/2
Mx=r—ry e 2Md:r+—r_:2(M —a) . (2.27)

Nessa nova coordenada temos que quando r — r, x — 0, e quando r — oo, obtemos que x — oo.
Dessa forma, como estamos interessados em estudar o comportamento de particulas escalares
apenas na regido exterior ao horizonte de eventos r > r,., uma vez que nao temos acesso a regiao
interior, temos que a nossa regido de interesse corresponde, nessa nova coordenada, a 0 < x < oo.

Temos, também, da definicio do pardmetro d que no caso de Kerr extremo, a> = M?, d = 0.
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Assim, com essas modificacdes, temos que a equacao (2.26) resulta em

2 [y 2 (2l
A A )

2.2
M*u? 2+ (02 R=0. (22
u(x+d+1) +M2x(x+2d) (0°a” + Nyp) 0. (2.28)
Definindo uma nova fungdo dada por R(x) = Z(x) [x (x+2d)] ~1/2 temos que
dR 1 dz 2d
e L — 1 (2.29)
dx  [x(x+2d))?dx | 2x(x+2d)?  2[x(x+2d))
de forma que
d dR 12 d*Z 1 (x+2d)'/? x1/2
A xrr2d) ) =[x (x+-2d - - - z.
dx <x(x )dX) e 2] e 2x(x+2d)]'? A3 4(x+2a)?
(2.30)

Com isto, podemos escrever a equagao (2.28]) na forma normal

OPM* [4(x+d+ 1) +4(x+d+1)x (v+2d) | -

2
ZTf+{M2 (0 —1?) +

M2x2 (x+2d)? [
4aomM?* (x+d +1) — u>m* [2x+ (d + 1)2] x(x+2d) +mPa®—

(0*a® + Ay) M? (x+2d)x+M?d*| } Z=0. (2.31)

2.3 Solucao da Equacao de Klein-Gordon no Espaco-Tempo
de Kerr

Para obtermos a solu¢do radial da equagdo de Klein-Gordon no espago-tempo de Kerr,
observamos, seguindo Rowan e Stephenson [26], que podemos escrever a equagdo (2.31)) na
forma de fracdes parciais

d*z 1 (A B C D
M (0*—p?)+— [ 5+=+ -
x2 X

a2

I Gr2ap G2 )|PTH @
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onde os coeficientes A, B, C e D sao dados por
1 -
A= | M@ +nta —dawmM? (d+ 1) +40™M* (d+ 1)2} ,
1 -
B= & 40’ M* (d+1)* (2d — 1) + 4acomM?* — 2u>*M* (d +1)* d*—
2d? (w2a2 + )'lm) M? —M*d* — mzaz} ,
1 - (2.33)
C= 5 [40°M* (d— 1)’ +-daom’® (d — 1) + M +m2a2} ,
1T
D= "5 40’ M* (2d + 1) (d — 1)* — 4daomM?* + 2u*M*d? (d — 1)* +
2d* (w2a2 + llm) M?+M*d* + mzaz} .
Por outro lado, dada uma equacdo da forma
d*U du
— — U=0 2.34
P AU =0, 2.34)
temos que, fazendo a substitui¢do
U (x) = Z(x)e™ 2 P, (2.35)
podemos escrevé-la na forma normal
d*z
2 +1(x)Z =0, (2.36)
onde ®
1 dp X 1 2
1 ——— = 2.37
() = ax) = 3 2= — 2 p()] 2.37)
Dessa forma, dada a equacao confluente de Heun [27]]
d’U du _ _ _
x(x—xp) T2 + (B + Byx) - + [B3 —2n® (x—x0) + a)zx(x—xo)} U=0 (@ +#0)
(2.38)
e usando (2.34)—(2.37)), podemos escrevé-la na forma normal como
d2_z o B3 +2B1x) B B2 + B1 Byxo + 2B3x3 + 41 @x} B
dx? 4x3x2 2x3x
B% —2B1x9+2B1B)xy —2232)63 +B%x% B% + 31332)60 + 233)% Z=0. (239
4x3 (x — x0) 2x5 (x —xo)

No entanto, como vimos a equagao radial de Klein-Gordon no espago-tempo de Kerr na regiao

exterior ao horizonte de eventos pode ser escrita como (2.32). Logo, comparando (2.32) e

(2.39), temos que a solucdo da equacdo radial na regido exterior ao horizonte de

eventos € dada
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por
By +Byx

Z(x)=U (X)e% It (2.40)

onde U (x) é solugdo da equagdo confluente de Heun (2.38) com
xo = —2d, @* = M* (0* — u?) (2.41)

e N, By, B, e B3, sdo obtidas a partir do seguinte sistema de equagcdes ndo-lineares

—B}-2B1xg A

4x3 M?
—Bt — BiBoxo —2B3xg —4Anaxy B
2x8 M?
) s o (2.42)
_B1 +2B1x0 — 2B1Byxo + 232)(0 _BZXO _ £
4x(2) M?
B} +BByxo+2B3xj D
3 YN
2x; M
Assim, a partir do sistema acima, encontramos que
B+D
- _ -7 243
N=—7 e (2.43)
e temos quatro combinacdes possiveis para os parametros By, B, e B3, a saber
4A 4A 4C
(2.44)
1 4dD 4A 4C 4A 4C
Biy==|1——*+4/1—— l—— —/1——51/1——
3 2( M2 T M2 \/ M2\/ M2>’
ou
/ 4A 4A 4C
(2.45)

gL 4D_ [ 4A_ ] 4c+\/1 4A\/1 AC
SN R V2R e VR R V& w2\ M)

2.4 Solucao da Equacao de Klein-Gordon no Espaco-Tempo
de Kerr-Extremo

Devemos observar que a parte radial da equagdo de Klein-Gordon como escrita em (2.32))
ndo admite o caso da métrica dada por Kerr extremo a? = M?, uma vez que neste casod =0 e,

portanto, teriamos que os coeficientes A, B, C e D seriam divergentes. Assim, para estudarmos
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o caso de Kerr extremo partimos da equacdo (2.31) e, tomando d = 0 e a = M, obtemos

27

T [w2M4 [4(x+1)2—|—4(x—1—1)x2] —aMBom(x+1)—

pAM* (2x+ 1) + m*M* — (0*M* + Ay ) MPX*] } Z = 0. (2.46)

Portanto, expandindo os termos em poténcias de x, podemos escrevé-la da seguinte forma

d*z 5, 5 o A B C D
W%—{M (0> —p )+;+;+;+F}Z=0, (2.47)

onde, desta vez, temos que os coeficientes das fracdes parciais sdo dados por
A =4w*M?* —2u°M?,
B =80*M* — u*M* — (0*M* + Ap) ,

(2.48)
C = 80w’M?* — 4Mwm,
D = 40*M? — 4Mom +m*.
A equacdo duplamente confluente de Heun [27] é dada por
d*U dU
xzﬁ + (Bi +Box) —— + (B3 —2nox+@*x*)U=0, (®@#0,B;#0).  (2.49)
X X
Agora, usando as equagdes (2.34)—(2.37) podemos escrevé-la na forma normal
d*z , 2n® 2B,—B3+4B; 2B, BB, B}
— 0° — ——1Z=0. 2.50
a2 ( X 4x2 LY 4x4 (2-50)

Assim, comparando com a equacgao radial da equagdo de Klein-Gordon no espaco-tempo de
Kerr extremo (2.47), temos que

1 r By+Byx
Z(x) = U(x)ez! 2%, 2.51)

onde U (x) é solugdo da equagdo duplamente confluente de Heun (2.49) com

@* = M* (0* — u?), (2.52)
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e, resolvendo o sistema de equacdes ndo-lineares

2N =A
2B, —B3+4B3 _
1 =
2B, — BB, (2.53)
= 77 _c
2
)
4 )
temos que
__ 4 (2.54)
= "2a '
e, obtemos duas combinacdes possiveis para os coeficientes By, By e B3, que sdo
iC+2v/D —C?¥2iCv/D+4BD
By =72iVD, By= FiC+2vD S e vD+4BD (2.55)

N 4D
2.5 Solucoes Aproximadas

Apesar de termos encontrado a solucdo geral da equacgdo de Klein-Gordon no espago-tempo
de Kerr e Kerr extremo em termos das fun¢des de Heun, essas fun¢des possuem uma forma
complicada e, ainda, ndo inteiramente estudadas. No entanto, como feito por Rowan e Stephen-
son [26], podemos obter solucdes aproximadas, no espaco-tempo de Kerr, tomando os limites
quando as particulas estdo proximas a x = 0, ou seja, préximas ao horizonte de eventos, € no

infinito.

2.5.1 Soluc¢ao Proximo ao Horizonte de Eventos

Proximo ao horizonte de eventos r — r,, que € o mesmo que x — 0. Para calcularmos este

limite da solugéo (2.40), vamos escrever a equagdo confluente de Heun da seguinte forma

d*U  B|+ByxdU 5 2n@ B
1 2_+w2_77+ 3

U=0. 2.56
dx*  x(x—xo) dx x  x(x—xp) (2.56)
Como estamos interessados em x — 0, podemos fazer a expansao
_ 1 2
(r—x0) = —— = S-S 40, (2.57)
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obtendo, assim, que

d*U B, +B 1 2 dU [B 1 2nd
TRl ———12—36—3+0(x3)}a+[73<———12+0(x2)>—n7+w21U:o.
(2.58)

2
dx X X0 x5 o X X0 Xxg
Agora, usando a expansio (2.57) na solugdo (2.40), temos que a solugdo da equagdo confluente

de Heun pode ser escrita como

U(x) =Z(x)e 00 : (2.59)

que substituindo na equacdo (2.58)), obtemos

Bl B - Bl BB, B
P2, | o, im0 MO—75 =5 "% 3B
dx? x2 X 4xg

By, BB, B, B: B
R _22——22——23—{—0(x)}Z:0. (2.60)
2x3 X} 25 4xy X

Agora, substituindo os valores das constantes como dadas por (2.41)), (2.43) e (2.44) ou (2.45)),

obtemos

d*z 5, 35 9 C D 1 (A B
L _ (2 (2 - 0?) - - (245 z. 261
dx? K (W= 0%) - 2M2d> M2 <x2 i x) * 0<x>] (2-61)

que € o resultado obtido por Rowan e Stephenson [26].

Assim, como feito por eles, desprezando os termos de ordem O(x) e fazendo a mudanga de

variavel
n =2VFx, (2.62)
onde
C D
F=M*(u?>-ow?) - — 2.63
( (W= 0%) ~ 2M2d>’ (263)
temos que
d dnd d d? d?
— = —JF— — = 4F—. 2.64
dx  dxdn \/_dn © a2 an? (2.64)

Assim, substituindo a nova varidvel 1) através das rela¢des (2.62)), (2.63)) e (2.64)), e desprezando
os termos de ordem O(x) na equag@o (2.61)), obtemos

d*z 1 B 1 A
as (L - 7 2.
dn? (4 2M2\F M Mznz) ’ (2:69)
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que comparando com a equagdo de Whittaker

’z (1 k m*—j
WZ(Z—T 1724)2 260

segue que tem solucdo em termos de fungdes de Whittaker com

- B 1 A
k= —— e — 2.67
weyE " T AT (2.67)
Nas coordenadas originais as solucdes sao dadas por
M 2VF
o (A )
R(r)ec{ A7TRMAM (2.68)

contanto que F # 0, onde k, 7 sdo obtidos de e My 5 sdo fungbes de Whittaker. Uma vez
que 2/m ndo seja inteiro estas duas fungdes, My | ; e My _;, formam solu¢Ges independentes da
equacao de Whittaker. Caso contrario tomamos como segunda solucdo as fungdes de Whittaker
de segunda espécie W ;. Como ndo ha nenhuma razdo fisica pela qual 2/m, com /m dado por
(2.67) seja inteiro, tomamos nossa solugdo em termos das fungbes My , ;. Neste caso, para
qualquer z temos a expansao em série

1 1 l __]_( l __]_( § __]_{
M]_C,I’l_’l(z) S P <1+ 1(!2(—;’1_’;1+1))!Z+ (2 +m ) (2(+m ))z2+~-> ‘ (2.69)

Portanto, para r — r, temos as soluc¢des radiais

R(r)e<{ 27 . - (2.70)
M_—(VE/M)(r—ry) (2VF 2"
me + ( M (I"— r+)>

2.5.2 Solucao no Infinito

No infinito r — oo, temos que x — 0. Assim, expandindo (x — xo)_] para x — oo, obtemos

1

1
(z=x0) " =—+0(3). (2.71)

2| —

Assim, substituindo essa expansdo na equagdo confluente de Heun (2.56)), resulta

(2.72)

X x2

d’U  Bi+ByxdU ., 2n® B;
—+(*-———+=)U=0.
dx? 2 dx ( *
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No entanto, da solu¢do da equagdo de Klein-Gordon dada por (2.40), temos, expandindo o
termo (x — xg) que

1 r B1+Byx
—2 )T dx

U(x) =Z(x)e , (2.73)

logo, podemos escrever a equacdo de Heun como

2
2z |, B-%4B; oo 1
T3+ @* + 2 ;2 — Z +0(3)| Z=0. (2.74)

Assim, usando os valores das constantes @2, N, xo, B1, B> € B3z obtemos

d’*z s, 2 o 1| (A+C-2dD B+D 1
I |M (n —a))—W = +——)-0(3)|Z (2.75)
que, também, € um resultado obtido por [20].
Fazendo a mudanca de varidvel
£ =2M(u? - a?) " x, (2.76)
temos que
izﬁiZZM(uz_wz)l/zi —2—4M2(u2—w2)d—2 (2.77)
dx dxd& dé dx? dé* '

Logo, usando e , e desprezando os termos de ordem 0(%) na equagao li temos
que
&’z |1 B+D 1 A+C-2dD
d&% 14 o (p2—e2)'/? € M?2&E?
Dessa forma, comparando com a equacgio de Whittaker dada por (2.66), vemos que a solugio
de ¢ dada em termos de fun¢des de Whittaker com

Z. (2.78)

. B+D , 1 A4+C—2dD
= m =---—————-—-———-
M3 (2 — wz)l/z’ 4 M?

(2.79)

Voltando as coordenadas originais, temos que as solucdes sdo dadas assintoticamente por

R(r) o<

1/2
AW (202 = 0?) (= 1r) (2.80)
/2

W (22— 0) P )

onde usamos as fun¢des Wy ao invés de M ; devido ao seu comportamento assintotico mais
y y

M
Al

simples. As fungdes, W,—Qm(z) e W_,—cm(—z), formam duas solucdes independentes da equacao

de Whittaker, de forma que a solugio assintética de (2.26)) é dada pela equaco acima com k, 7
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dados por (2.79). Agora, para |z| grande, podemos fazer a expansdo em série

n=1 nlz"
(2.81)
de forma que as solug¢des radiais, quando r — oo sdo dadas por
o 27(02 1/2 . 1/2 ]_C
e [(w=0?) s [2 (1 — w?) / (r— r+)}
R(r) o< i (2.82)

A
e 0 Bl T 2 0) 2 )]

contanto que > — ®? # 0.

2.5.3 Casos Especiais

As expansoes em série das fungdes My ; e Wy 5 dadas por (2.69) e (2.81) ndo séo apropria-
das nos casos em que F' — 0 em 1} ou u? — ®? em |i Em tais casos }I_c‘ se torna muito
grande de forma que as expansdes apropriadas para x pequeno ou para x grande sdao dadas por

Slater [28] ou Olver [29], respectivamente.

Nossos resultados também falham quando para x — 0 temos F = 0, ou quando para x — oo

temos 1> = w?. Essas situacdes devem ser analisadas em separado, que é o que faremos agora.
1° Caso: F =0

Tomando F = 0 na equagdo (2.61)), resulta
d*Z 1 (A B
X

W: T2 ;—f— >+0(X)} Z. (2.83)

Desprezando termos de ordem O(x) e comparando com a equacéo

d’z a’?—1 p?
Pl ( 12 +E> Z, (2.84)
que possui como solucdes
X2, <[3x1/2>
= ) (2.85)
X2k, (Bxl/z)

onde I, e Ky sdo fungdes de Bessel modificadas de ordem o do primeiro e segundo tipo,

respectivamente, temos que

al=1-— e B>=——. (2.86)
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Portanto, no caso em que x — 0 e F' = 0, as solug¢des radiais serdo dadas por

12 1/2 1/2
Aﬁ(”—u) Pl (%(’”—M) 4
R(I") o< M1/2 1/2 B 1/2 (287)
Az (r=ry) ' "Kq <W(’”—F+) >
2° Caso: u’ = o?
Fazendo u” = ®? em (2.75), obtemos
d*Z [ 1 (A+C—2dD B+D 1
—+ |- O|\—=]|Z=0. 2.88
a2 [Mz ( x? T ) - (x3>] (2.:88)
Logo, desprezando os termos de ordem O (1 /x3), temos
d’Z A+C—2dD  B+D
— =— V4 2.89
dx? ( M?x? * M?2x > ’ (289)

que comparando com (2.84)) resulta que a equacdo acima possui solugdes em termos das fungdes
modificadas de Bessel, I, e Ky, com

4 4
azzl—W(A-i—C—ZdD) e ﬁzz—W(B-i—D). (2.90)

Assim, no caso em que x — o e u?> = 2, as solugdes radiais sio dadas por (2.87) com o e f3

dados pelo resultado acima.

Neste capitulo foi resolvida a equagcdo de Klein-Gordon no espaco-tempo de Kerr, e par-
ticularizada para o caso Kerr extremo. A solucdo € dada em termos das fun¢des de Heun, e é
valida no intervalo 0 < x < oo. Neste sentido, a solucao obtida generaliza o resultado encontrado
por Rowan e Stephenson [26] que afirmam nao conhecer uma solucdo geral para a equagado de
Klein-Gordon no buraco negro de Kerr no intervalo 0 < x < oo, razdo pela qual eles obtém a

solucdo somente préximo do horizonte de eventos, x = 0, e distante do buraco negro, x — .
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3  Solucao da Equacao de Klein-Gordon
na Aproximacado de Lense-Thirring

Usando uma teoria semi-classica, conseguimos obter a solucao geral da equacdo de Klein—
Gordon no espaco-tempo de Kerr na regido exterior ao horizonte de eventos do campo gravi-
tacional. Obtivemos que nesta regidao a solucdo é dada em termos das funcdes confluente e
duplamente confluente de Heun. Além disso, reobtivemos solugdes aproximadas nas regioes
proxima ao horizonte de eventos e no infinito. Contudo, uma vez que as fun¢des de Heun ainda
nao foram completamente estudadas e sdo suficientemente complicadas, e devido as préprias

complicagdes inerentes a métrica de Kerr, as solugdes obtidas sdo dificeis de ser analisadas.

Uma maneira mais facil de estudar os efeitos do campo gravitacional gerado por um corpo
com rotagao, consiste em usar o limite de baixas rotacdes. Dessa forma, ainda podemos analisar
os efeitos da rotagdo, trabalhando com uma métrica mais simples, sem as complicacdes da
métrica de Kerr. Assim, neste capitulo, usando o limite de baixas rota¢des procuramos obter
solugcdes da equacdo de Klein-Gordon através de duas abordagens diferentes: usando o método
assintotico desenvolvido por Green e Liouville, e adotado por Rowan e Stephenson [30, 31] e
usando uma expansao em série como feito por Elizalde [32]], ambos para o caso de um buraco
negro de Schwarzschild. A partir destes trabalhos, fazemos uma generalizagdo destes, levando

em conta a métrica de Lense-Thirring.

3.1 Aproximacao de Lense-Thirring

A partir da métrica de Kerr (1.97)), podemos obter a métrica gerada por um corpo no limite
de baixas rotacdes, se desprezarmos os termos de ordem quadratica no momento angular. Dessa
forma, tomando a? ~ 0, obtemos

2M /AN 4Masin® @
ds? = (1_—) dz2—<1——> dr* —r (a’92+sin29d¢2)+$drd¢, (3.1)

r r



3.2 Solugdo pelo Método Assintdtico 50

que como vimos no capitulo 1, corresponde a metrica de Lense-Thirring. Neste caso, a equagao

de Klein-Gordon serda dada por

92 a9 (,, d 1 9 /. 0
—rz_zMrw—EO —ZM”m)—sme%(““"%)—
1 82+ 4Mar  9?
sin29 092 12 —2Mr dtd¢

+ rz,uz] ¥=0. (3.2

Assim, usando o método de separacdo de varidveis como feito no capitulo anterior, a solu¢do da

equagao acima fica restrita a encontrarmos as solucdes de uma equacao angular e uma radial,

2
L d (sineﬁ) + (A,m— - >S: 0 (3.3)

dadas por

sinf d6 doe sin“ 0
d dR
2 2 2.4
(r —2Mr) I [(r —2Mr) E} + [co r* —4Mawmr—
uzrz (rz — 2Mr) — A (r2 — 2Mr)} R=0. (34
Contudo, a equagdo angular ja é conhecida, e tem como solugdo as funcdes associadas de Le-

gendre. Nos falta, entdo, resolver a equacgao radial, o que faremos usando dois métodos distintos

que serao discutidos nas proximas secoes.

3.2 Solucao pelo Método Assintético

O primeiro método que usaremos na solugcdo da parte radial da equacdo de Klein-Gordon
@, consiste num método assintético desenvolvido por Green e Liouville. Para isto, vamos
escrever a equacao radial como

d dR 0?3 AMawm
= oMYy — ) — (A, — 22 )R=0. 3.5
dr (r(r )dr> < m o —om M r) 35)

Dessa forma, usando a mudanca de coordenada dada por

r—2M
— 3.6
X VAR (3.6)
obtemos
d dR daom M?2@?(x+2)3
—(x(x+2)—)—(zl,m+M2u2(x+2)2+ o (x+2) )R:o. (3.7)
dx dx X X
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Agora, definindo R(x) = Z(x) [x (x+ 2)]71/ 2, obtemos a seguinte equagdo para Z(x):

d2Z s o (2+x Aim s 5 (24x\?  4aom 1
=M ~ Mo - Z=0.
dx? [ K ( x +x(x—l—Z) x +x2(x+2) X2 (x+2)?

(3.8)

Vamos mudar a varidvel independente de x para & pela transformagéo x = x(&), e tomar

G= (&) L/2 Z, onde a linha denota derivada em relacdo a x. Assim, resulta

de_ ) 2+x Alm 2.2 2+x 2
d_éz_{M“ < x )+x<x+2>‘M“’ x )7

dawm 1

X(x+2)  x2(x42)?

1 é/// 3@//2
@juz&@—z@}a (3.9)

2442
Podemos, ainda, definir k% = ,uzMz + A 2 = )Z—g’ e ﬁz = ”,f ,

0< B <1lea?=1—p% Com estas definicdes, obtemos que (3.9) pode ser escrita como

20 {feflr (21 ¢ g -ween (222) s

damwm 1

(x+2)  2(x+2)?

de tal formaque 0 < a <1,

1 é”l 3 5//2
A

}G. (3.10)

Observamos, que até este momento, a relagdo entre as varidveis x e £ ndo foi definida, estando,

ainda, a nossa disposi¢ao. Assim, escolhendo

2 |p2f2t+x a?
=P (5) s
temos que
X 2 2 1/2
sz/o {BZ( ;rx)+x(xa+2)} dx. (3.12)

Como pode ser verificado, a relacdo acima pode ser expressa em termos de uma soma de inte-
grais elipticas e, observando o grafico abaixo, vemos que, independentemente, do valor de f3, a
fungdo & cresce com o valor de x de forma que quando x — 0, & — 0, e quando x — o0, & — oo,

Com esta escolha da fungio &, a equagdo (3.9) pode ser escrita na forma

G.

2ot (2HE) L, deom 11 1 &7 3g”
X 6/2 x2 (x_|_2) 5/2 .X'2 (X+2>2 5/2 25/3 4 5/4

(3.13)
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105
80

55+

304

Figura 3.1: Grafico mostrando a varia¢do da fung¢do & em relagdo a x e ao parAmetro 3.

Como discutido no artigo de Rowan e Stephenson [30]], o termo

1 1 61// 35//2
3ER T 5ER T 1 EA
x2(x42)* 87 287 48

(3.14)

pode ser escrito como —# +g1(§), onde

5/// 3&//2 1 1 1
81@2[25—/3‘1@‘@@ tag
_ B (x+2)* (dx— 1) +2a2B2 (x +2)> 32 +3x— 1) +a? (A2 +2x— 1) !
4[[32(x+2)2+a2]3x(x—|—2) 482
(3.15)

A fungdo g1(§), é uma fung@o que varia lentamente, é limitada e possui valores menores que

1, como pode ser observado no gréfico. Na verdade, vemos que para x < 0 a fungéo g;(&)
apresenta divergéncia, no entanto, como estamos interessados apenas nos valores de x positivos
(x < 0) corresponde a uma regido dentro do horizonte de eventos), nessa regido a funcao é bem

comportada.

Os outros termos além de k? sdo

2+x\% 1 4aom 1 2+x\*  x(x+2)

2.2 2.2

—M-® < ) st 3 5 0 = Mo ( > 5 3 2+ (3.16)
X S x*(x+2)8 X B> (x+2) "+«

dawm x(x+2)
X2 (x+2) B2 (x+2)* + a2’

(3.17)
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N

T T T
-4 -2 ] 2 4

Figura 3.2: Gréfico mostrando a varia¢do da fungio g1 (&) em relagdo a x e para alguns valores
do parametro f3.

Para x pequeno, temos de (3.11)) que
&~ V2x (482 +2)' (3.18)

e, portanto, o termo (3.16) se comporta como

SM2 > n dawm B 16M? > n Sawm
x(4[32+062) x(4ﬁ2+a2) N &2 &2 (3.19)
16M?@? — 8awm .

Logo, a equagdo (3.13)) pode ser escrita como

) 232 amm
C= (- P ) @) 6. G20)

gz g2 &2
onde 2.2 2.2 3
16M M 2
£a(8) = g ) (3.21)
x(Bz(x+2) +(X2>
e
o3(E) = 8awm 4awm (3.22)

A fungdo g>(&), também, jé foi estudada por Rowan e Stephenson [31]], e eles obtiveram
que, contanto que a energia da particula escalar seja muito menor que o inverso do seu compri-
mento de onda Compton (@ << i), a fungio g (&) serd muito menor que k2. De fato, podemos

verificar essas propriedades da fungéo g, (&) através do gréfico abaixo.

Por fim, temos que g3(&), também, é uma fung¢do que varia lentamente, limitada e des-
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5 —f=0.01

B ] ——p=025
Mo &) B =050
27 B=075

| =

L e S L L B R L B R |
-50 i 50 100

Figura 3.3: Gréfico mostrando a variagdo da funcdo g,(£) em relagdo a x e para alguns valores
do parametro f3.

prezivel em comparagio com k2, contanto que o fator awm seja pequeno. Na verdade, como
estamos considerando o limite de um buraco negro com baixa velocidade de rotacdo, o valor de
a deve ser pequeno, além disso, para que a fungdo g»(&) fosse pequena em comparagdo com
k?, consideramos que @ << . Assim, para que a®m seja pequeno, devemos ter, apenas, que a
componente m do momento angular da particula escalar seja desprezivel em comparagao com
k?. Devemos observar, ainda, como apresentado por Rowan e Stephenson, que para um objeto
com uma massa igual & massa Solar e com um raio de Schwarzschild 2M da ordem de 10°cm,

uM < k é da ordem de 10'8, considerando um campo de mesons, que possui it &= 10'3cm ™.

—p=0.25
B =0.50
B=0.75

—le

Figura 3.4: Gréfico mostrando a variagio da func@o g3(£) em relagdo a x e para alguns valores
do parametro f3.

Assim, diante dessa consideragdes, podemos desprezar os termos g1 (&), g2(&) e g3(&) em
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(13.20)), obtendo

’G _ (- 1+ 16M? 0% — 8awm
-4 G 3.23
Fazendo u = 2k€, temos
d? 1 ;+16M*0* —8aw
oG _ (1 3+ aom ) . (3.24)
du? 4 u?
que possui a estrutura formal da equacao de Whittaker, escrita na forma
’G (1 k m—j
—=\|-—- G. 3.25
du? (4 u * u? ( )
A solucdo da equagdo acima € a fungdao de Whittaker dada por [33]]
G(u) = AMy ;(u) + BMy _;,(u), (3.26)

no caso em que 2/ ndo € um inteiro negativo, podemos escrever

(3 +m—k)
s ) T 212m 1)

M/z,m(Z)—zm+2e 7 <1+ z2+--->. (3.27)
A solugio de (3.24) ¢, portanto,

G(u) = AMo i (1) + BMo i (u) (3.28)

onde A e B sio constantes, e i = v/ 8awm — 16M2®2.

Uma representagdo conveniente para My ., quando, na equagdo de Whittaker, temos k=0

¢ a série de Kummer

uzr
Mo (1) = <1+Z TRICENE (m+p)>. (3.29)

Além disso, My ;; pode ser expressa em termos de fungoes de Bessel

Mo (1) = T (1 + i) 22"%1/21,-,,-,(%), (3.30)

na qual /; € a funcdo de Bessel modificada de primeira espécie e ordem i, e I" é a funcdo

Gama.
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A solug@o final para a fungéo radial R(x) sera, portanto, dada por

1 [ (x+2)) Mo, (2kE)

R(x) =
" [e(x+2)]'72 [ﬁz(x+2)2+a2}1/4 Mo, (2kE)

, (3.31)

onde m = v/8awm — 16M2®? e & é dado por

&= /Ox {BZ (21’“) +x(xa—}2—2)} "o (3.32)

Assim, observamos que a solugdo obtida possui informacao sobre o momento angular da fonte.

3.3 Solucao em Série

Nesta secdo, vamos obter a solucdo da equagdo de Klein-Gordon no espacgo-tempo de

Lense-Thirring, usando a expansdo em série. Para isto, escrevemos a equacao radial como

R
Adi (A‘i-) + (0?*r* — 4AMaomr — p*r* A — 2, A) R =0, (3.33)
r r

onde A = > — 2Mr. Fazendo a transformagio de coordenadas

r2
dr, = Zdr (3.34)

e a substituicao

v (3.35)
;.

R(r) =
podemos escrever a equagao radial da seguinte forma

d*U )

2Mu? A 2MA,, —2M —4Mawom  4M?
dr2 + ((1) [.L i lm+ Im +
*

J— 2 —
,LL)—i— r r? r3 r

U=0. (3.36)

3.3.1 Solucao na Regiao Interior ao Horizonte de Eventos

Para obtermos a soluc¢do da equacdo de Klein—Gordon na regiao 0 < r < 2M, usamos o

Ansatz

_ . 2 o 1/2 r r ro\2 r \3
U(r*)—Aexp{iz {(co —u°) r*‘HlOln(w)-i—alﬁ—Faz (W) +as (ﬂ) + ]
(3.37)
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onde ag sdo constantes adimensionais. Substituindo a expressdo acima na equagao radial, agru-

pando as poténcias de r e igualando seus coeficientes a zero, obtemos

ap = Fi

= +id, :F 2ammi = £i (A, — 2a0m)

a, = kM 4 — [llm (At +2) — 4awmdy,, — 6awm +4a’ w? 2]

2 4 A
a3 = ~kM+i {§M2MZ+ ;’" (3+ /llm+/1,m>

amm

: (11 + 124, + 62, — 14amm—

12a0mAy, + 8a* w? 2)]
(3.38)

1/2 . . . ~ A
onde k = (a)2 — [.Lz) / . Ap0s alguns calculos, obtemos a seguinte relacdo de recorréncia para

o termo geral dos coeficientes aj:

1
Agig4 = i {(s+3)(2s+7)asi3+ [— (s +3) £ 4kMi| (s+2) agi ot

s

s+1 s+2
—4kM (s +1)agp1 — ) j(s—j+2)ajas_jra+2) j(s—j+3)ajasji3—

j=1 =1

543

Zj(s—j—|—4)ajas,j+4 . para s > 0.

=1

(3.39)
Portanto, uma vez determinados os coeficientes da expansdo dada por (3.37)), através das equagdes
e (3.39), e substituindo esses resultados, obtemos a solugdo da equagio de Klein-Gordon,

no espaco-tempo de Lense-Thirring, na regidao 0 < r < 2M.

3.3.2 Solucao na Regiao Assintética

Na regido assintdtica, r — oo, 0 que equivale a afirmar que r >> 2M, vamos resolver a

equacdo de Klein-Gordon usando o seguinte Ansatz [32]

(02— 12) " r bl () +by (2M) + by (2M) by <27M)3+] }

(3.40)

U(ry) :Aexp{ﬂ:i
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onde b; (s =0,1,2,---) sdo constantes adimensionais. Substituindo a equacio (3.40[em (3.36),

e igualando os coeficientes, obtemos

_ mp?
ok

2 2 .
N Y A L
b=t [M(k 4)+Mu2ik}

2 4 2 _
by=L2 {—2M{“——“—+4}—M’" Ly 2 4

by

T 16k %42 M2 Mu?
2 (3.41)
dawm  [2u N Aim
Mu? T K kM?*u?
1 bo by 1
by = 3 {2 <1 — ZkM) by + M (by +4by) — 4kM+
b} i 5
M + IM (—3b2 + Ebl —I—bo)} ,

e assim por diante. A generaliza¢do dos termos dados em (3.41), nos permite escrever a ex-

pressao correspondente ao termo geral da série, na forma

_ ! u? w? u?
o= { (15 ) -2+ s - B apa

1 s—3 ' ‘ s—4 ‘ ' s—5 ‘ '
M [Z](S—J—z)bjbsjz—ZZ](S—J—3)bjbsj3+ Y j(s—j—4)bjbs_j 4
=1 =1 =1

+

i
4kM

[—(s—1)(s—2)bs_2+(25—=3)(s—3)bs_3— (s —2) (s—4)bs_4]} .
(3.42)

Do resultado obtido, podemos concluir que a solucdo depende do momento angular da
fonte, que esta codificado nos coeficientes da série. Um ponto importante a ser considerado
nessa solucio é que ela possui singularidade para k = 0, ou seja, @”> = u?. No caso de particulas

sem massa, i = 0 este problema ndo se coloca.
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4 Alguns Efeitos no Espaco-Tempo de
Kerr

Neste capitulo, apresentamos alguns efeitos fisicos no espago-tempo de Kerr. Seguindo
o trabalho de Wald [23] consideramos o efeito Penrose, superradiancia e discutimos alguns
aspectos sobre a termodindmica de buracos negros. Também, a partir de [34] estudamos o
efeito Hawking e mostramos como a probabilidade de que haja irradiac@o de particulas através

do horizonte de eventos se relaciona com a entropia do buraco negro de Kerr.

4.1 Efeito Penrose

Admitamos que uma particula esteja situada distante de um buraco negro com rotacao e caia
em queda livre penetrando a ergoesfera. Sejam Ej e L as integrais de movimento associadas
com os vetores de Killing tipo-tempo e axial, respectivamente. Agora, suponhamos que junto
com essa particula colocamos uma bomba que serd detonada quando a particula estiver dentro
da ergosfera. Seja poy 0 4-momento da particula antes da bomba ser detonada e admitamos
que a bomba, ao ser detonada, divide a particula em dois fragmentos, cujos 4-momentos sao

P1,u € p2.u. Assim, usando a conservagdo do momento, temos

pPou =Plu+tpP2u- 4.1)

Uma vez que o vetor de Killing £ é tipo-espago dentro da ergoesfera, podemos ter a seguinte
relacdo
Ei=p1 &t <0. 4.2)

Notemos que se £# € um vetor que aponta para o futuro e é tipo-tempo, entdo, E#py, > 0, para

todos os vetores orientados para o futuro e tipo-tempo py, (para goo > 0).

O 4-momento py, € definido da seguinte forma:

dx"
Pu = mogqu7 4.3)



4.2 Superradidncia 60

onde m( € a massa de repouso. Consideremos o produto de (4.1]) por E#. Neste caso temos
Ey=E|+E,, com E; <0, “4.4)

o que implica que E, > Ey.

Se E7 < 0, entdo, o fragmento € sempre capturado pelo buraco negro. Por outro lado, com a
fragmentag@o, a particula com momento p, ;; pode escapar para o infinito. A segunda particula
sai com uma energia maior do que a inicial, em virtude de uma particula com energia negativa
ter caido no buraco negro. Este é um processo de extracdao de energia e € chamado processo
Penrose. O que acontece, neste caso, é que a particula que cai no buraco negro, gira com ele. O
primeiro fragmento, que € engolido pelo buraco negro tem energia negativa € momento angular

negativo, em comparag¢ao com o buraco negro. Portanto, a particula que escapa retira energia

Ergoesfera

Buraco
Negro

Ez

Figura 4.1: Diagrama ilustrando o processo Penrose para extra¢do de energia de um buraco
negro de Kerr.

do buraco negro e, em conseqii€ncia, este tem sua rotacao diminuida.

4.2 Superradiancia

Um outro fendmeno que estd relacionado com o processo de Penrose € chamado de super-
radiancia. Consideremos um campo escalar sem massa, P, na presenca de um buraco negro
estaciondrio. Devido ao fato de termos dois vetores de Killing 5“% = ai e 1‘]”i =2

podemos decompor os auto-estados de ¢ da seguinte forma:
®(x) = R(r,0)e " e™?, (4.5)

O espalhamento dessa onda pelo buraco negro, produz uma componente que é transmitida e
outra que é refletida. A analogia com o processo de Penrose estd associada ao fato de que para
uma certa faixa de frequéncias, a parte transmitida terd energia negativa e a parte refletida tera

mais energia do que a onda incidente. Para ver isto, consideremos a corrente conservada de
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energia

Ty =Ty &R (4.6)

Esta expressdo corresponde a energia no infinito. Lembremos que no infinito ds? = dt*> — dr* —

r? (d 62+ sin” 6d ¢2) e EH % = % O feixe de energia através do horizonte é

F= [ Jyds* 4.7
Hor.

onde J;, é dado por (4.6) e Ju x* = T,y x* &Y. Para um campo escalar sem massa, temos
Tuv = (Vu®) (Vy®) — %gﬂv (879 (V@) (Vo@)] . (4.8)
Notamos que no horizonte temos g,y x* &Y = 0 e, portanto,
F o< (*Vy®) (£VV,@)
= (%CI>+Q+%CI>) <%<I>) 4.9)
= R(,0)]" 0 (0 —mQy),

onde Q; = ﬁ para a métrica de Kerr, e pode ser considerada a velocidade angular do
+
horizonte de eventos (qualque particula fisica tem que ter velocidade angular, no minimo, igual

a Q. , quando estiver sobre o horizonte).

Para w grande (ou Q, =0 < a = 0), o fluxo de energia € positivo e, portanto, uma quanti-

dade positiva de energia é absorvida pelo buraco negro. Contudo, para
0<w<Qy, (4.10)

o fluxo de energia é negativo. Entdo, a onda refletida tem mais energia do que a incidente.
Este fendmeno € conhecido como superradidncia. Portanto, particulas escalares exibem super-
radiancia, em outras palavras, um buraco negro com rotagdo cria particulas escalares no modo

superradiante, para certos valores do momento angular.

4.3 Termodinamica de um Buraco Negro de Kerr

Como vimos, o momento angular, J, de um buraco negro com rotagdo é definido por

J = Ma. (4.11)
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Para a métrica de Kerr definimos

a
Qf =—-—, 4.12
* r%r +a? ( )

onde r € o raio do horizonte exterior. Considere o vetor de Killing
=t +a. nt (4.13)

Este vetor de Killing € o gerador de geodésicas nulas do horizonte exterior de eventos, isto €,
x* é um vetor nulo sobre r = r. Os vetores de Killing £# e n* sdo definidos de modo a
coincidir com as variagdes infinitesimais de ¢ € ¢ no infinito, de modo que Q. é definido por
@.12). A quantidade Q. pode ser pensada como sendo a velocidade angular do horizonte de
eventos, uma vez que qualquer particula fisica deve ter velocidade angular dada no minimo por

Q. , quando estd sobre o horizonte.

Consideremos, agora, a trajetoria de uma particula com 4-momento p ;. Podemos verificar

que
pl,#%“ <0, (4.14)
o que implica
pLu (8" +Qin*) <0, (4.15)
e, portanto,
—E+Q.L <0, (4.16)
ou seja,
E;
L < —. 4.17
1 < o, 4.17)

Como a particula tem energia negativa e como £ > 0, entdo, 0 momento angular da particula
também deve ser negativo. Considerando E; = 8M e Ly = 6J, sendo 6M e 6J as mudangas na

massa € no momento angular do buraco negro, entdo, temos o seguinte resultado

oM
oJ < —. (4.18)

Qy
Portanto, temos uma relacdo na variagao dos parametros que caracterizam o buraco negro. No-
temos que para um processo ideal, no qual a particula com momento p;, somente cruza o
horizonte, podemos combinar (4.13)) e (4.18]) de modo a termos, praticamente, uma igualdade.

Para um processo ideal, temos
oM

_Q__._.

A razdo para considerar essa igualdade como o limite ideal € devido ao fato que, fisicamente, ela

oJ (4.19)

corresponde a jogar fragmentos no interior do buraco negro, de modo que p; ; € proporcional
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a M.
Consideremos a solucdo de Kerr e, portanto,

a

Q= m, (4.20)
onde rp =M+ \/m e J = Ma. Portanto,
o7l = ri:aﬂ :27M<M+ VM —a?). (4.21)
Vamos considerar a seguinte quantidade
M2 = % M2 (- )7 (4.22)
Portanto,
2M;, 5M;, = MSM + % (M* = 12) " (amPsm —2781)
— M=) m {SM (M2 0 (= 2) ') %Jésf] (4.23)
= (=) (oM (M (- ) ) - 5]
Podemos escrever a expressao acima de outra forma como
SM;, — e 22)1 o [5MQ;" —87]. (4.24)
Usando a equacao (4.18]), concluimos que no processo de Penrose
M, >0 (4.25)
e em um processo ideal
SM;,. = 0. (4.26)
A quantidade méaxima de energia que pode ser extraida é
M— My =M-— \% M2+ (m* - 2) 7] " 4.27)

Se o processo de extragdo de energia for o ideal, quando a rotagdo cessar teremos um buraco

negro de Schwarzschild com massa M;;.

Consideremos, agora, a “area” do horizonte de eventos em r = r.. Esta “drea” representa a
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projecdo da métrica no horizonte, e € dada por

A:/Oznd¢/0”d9(\/§), (4.28)

c . o 2 .
onde g é o determinante da parte angular da métrica, dado por g = (1{2F + az) sin® @, em r = r..

Substituindo o valor do determinante na area, obtemos

21 T
A= / do / 46 [(% +a?)sin6], (4.29)
0 0
c, portanto,
A=4zn (i +d*) = 167M;,. (4.30)

Portanto, no processo de Penrose, e de modo geral em qualquer processo fisico onde a matéria
cruza o horizonte exterior, temos
0A > 0. (4.31)

Notemos que no processo ideal A4 = 0.

Usando (#.24)), temos

a 1
A= — | — (oM —Q 4.32
0 871:{[(M2_a2)1/2 o (0 +5J)} (4.32)
e, portanto,
k
dM = —dA+Q.dJ, (4.33)
8
onde n
(MZ o a2) /
k= AT (4.34)
oM [M+(M2—a2) / }
A equagio (4.33) pode ser identificada com a equagio da termodindmica
dU = TdS + termos de trabalho, (4.35)
o que sugere a identificacao
Temperatura:7T o< k (4.36)
e
Entropia:S « A(area do horizonte exterior). 4.37)

Em um processo fisico que envolve o buraco negro temos dA > 0, e dA > 0 para um pro-
cesso irreversivel correspondente a queda de matéria no buraco negro. No entanto, para um

processo ideal, no qual a matéria, ou pelo menos fotons, ndo caem no buraco negro, mas se
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movem ao longo da superficie do horizonte de eventos, temos que dA = 0. Estes fatos nos

permitem identificar a drea do horizonte de eventos com a entropia.

Resumindo, podemos escrever as leis da termodinamica de buracos negros da seguinte

forma:

Lei zero: Buracos negros estaciondrios possuem k constante em todo o horizonte.

Primeira lei:

k
dM = gdA + Q. dJ + termos de trabalho. (4.38)
Segunda lei: dA > 0, onde dA > 0 corresponde a um processo irreversivel.

Terceira lei: E impossivel & ter valor nulo em qualquer processo fisico.

4.4 Efeito Hawking

Usando as leis da termodinamica de buracos negros, temos que a massa da solugdo de Kerr

pode ser expressa como

2,2
E=m="t"¢ (4.39)
2I’+
a temperatura de Hawking do horizonte do buraco negro é dada por
_ 1 A(ry)
T an r%r +a?
1 2rp-2M
=i 2T a (4.40)
_ rh —a?
4mry (ri + a2)
e a entropia associada com o horizonte do buraco negro pode ser escrita como
Sy ==n(rl+d). (4.41)
Também, como temos visto, a velocidade angular do horizonte de eventos é dada por
a
Q =—— 4.42
* r%r +a? ( )

e o momento angular J é

J=Ma. (4.43)
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As quantidades obtidas acima satisfazem a primeira lei da termodinamica
dE =T,dS, +Q.dJ. (4.44)

Como vimos a equacdo de Klein-Gordon é dada por [2.19) e usando a separacdo de varidveis

(2.20), obtemos
1 d (. _dS\ | . mN2 2o o
4 bl I _ - — 4.4
T (sm@de) _(a)asme sin6> + U“a”cos” 0 llm]S 0 (4.45)
e -
d (. dR 20 1 2 2 2
- <AE) - _/l,m+u =4 [0 (r*+a”) —am]” | R=0, (4.46)

onde A;,, é a constante de separacdo de varidveis, @ € a energia de radiagio das particulas e m é
a projecao do momento angular da particula radiada no eixo de rotacdo. Seja K = (r2 + az) —

am, assim, ({.46) pode ser escrita como

d’R dR K?
A== +2(r—M)— — 22— |R=0. 4.4
a2 TAr=M) {7”’"“” A} 0 (4.47)

Agora, introduzindo a coordenada r,

2,2
dr, = M—a)dr, (4.48)
A
temos que
d (r2+a ) d
— = 4.49
dr A dr, ( )
© 2
d2 2 2 dZ M 2 .2 d
@ _(rta _+—(“ r)d. (4.50)
dr? A dr? A? dry

Substituindo as equagdes acima em (4.47)), temos

(r2+a2)2d2R 2M(a2—r2) dR

2, 2 2
(r*+a*) dR K
A 2(r—-M)——F——1( 4 22— )R=0
A ) an N arn | PR M) T (””“” A> !
(4.51)
de onde resulta
d°R dR
(P +a) d_gr) + erﬁ — [A (A + 12r?) — K2 R(r) = 0. (4.52)
rs Ty
Préximo ao horizonte do buraco negro, A(r;.) — 0, logo da equagdo acima, temos
d’R 2 +a®) @ —am)’
0)  Mnra)o—an oy g (4.53)

ey
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que pode ser escrita como

d’R 2amm a*m?
Tt eyt S| R=0 (4.54)
s (Z+a) (2 +a?)
que, por fim, pode ser posta na forma
d’R )
o— R=0 4.55
i T (@—@)'R=0, (4.55)
onde @y = mQ . A solucdo de (4.55) é
R = eHi(@- @), (4.56)

Considerando o fator do tempo, préximo ao horizonte do buraco negro a solugdo €

v = o iorEi(o—wp)r. (4.57)
Fazendo 7 = w;wo I+, derivamos a solu¢do da onda de entrada no horizonte
y,, = e—iw(t+?) — e iV (4.58)
e a solugdo de saida
\Pout(r > r+) _ e—iw(z—f) _ e—icoveZiwf _ e—i(oveZi(a)—coo)r*7 (4.59)
dr dry

onde v = + 7 € a coordenada de Eddington-Finkelstein. Como % = proximo ao hori-

r2+a?’
zonte, temos

dA
AR Are) +— ey, (r=rs)
JA (4.60)
= ar |r:r+ (r—ry),
logo,
dr B dry
X - r2+a2
dr 1 dA (4.61)
_ w= d .
(r—ry) ri—l—a2 dr ’r:” :
de onde obtemos
In( ) L da | 2k (4.62)
nr—r —— Vy = r*, .
* r%r +a2dr T +
onde ) )
ky = e (4.63)

ry (r%r + a2) '

Sendo k. a aceleragdo gravitacional na superficie do horizonte do buraco negro r. De (.62,
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temos

(r—ry)= e2her (4.64)
e a onda de saida € reescrita como

Wou(r > 1) =7 (= )07, (4.65)

Obviamente hd uma singularidade na superficie r, e, portanto, sé podemos descrever particulas

de saida fora do horizonte. Nao podemos descrever particulas de saida no horizonte.

Estamos interessados em ondas que saem quando radiacdo é emitida por buracos negros.
De (4.65)), a onda de saida é singular em r = r e podemos estender ¥,,, do lado de fora do
buraco negro para dentro do buraco negro. Podemos tomar a singularidade r = r,. como o
centro do circulo e tomar |r — r | como o raio. Por continuagio analitica, fazendo uma rotagio

de —r através da metade inferior do plano complexo r, temos
(r—ry)—=|r—rile™=(ry —r)e '™ (4.66)

Logo,

Woua(r < rip) = €71 (ry — ) (07N (07N

‘ . (4.67)
_ en(a)fa)o)/k+efza)veZI(a)fwo)r*.

As equacdes (#.59) e (4.67) descrevem a onda de saida do lado de fora e do lado de dentro
do buraco negro. Entdo, para uma onda saindo do horizonte buraco negro com energia @ e

momento angular m, a taxa extracao de energia e momento angular através do horizonte é

Wou(r>ry)|?

= ¢ 2O~ ™)k 4.68
Youlr<ri)| °© (468

.-

Conforme vimos anteriormente, antes do buraco negro emitir radiacdo, sua energia e seu
momento angular sdo M + w e J 4 m, respectivamente. ApoOs a emissao de radiacdo, o estado do
buraco negro passa a ter energia e momento angular dados por M e J, respectivamente. Portanto,

temos, as seguintes variacdes na energia € no momento angular do buraco negro
AE=—-—w e AJ=-m. (4.69)

Agora, substituindo (4.69) e (4.44) em (4.68)), obtemos o seguinte resultado

[, =, (4.70)

0 que representa a probabilidade de que o buraco negro irradie particulas com energia ® e
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momento angular m. Esta radiacdo ocorre no horizonte de eventos e depende da entropia do

buraco negro, que por sua vez, estd associada ao parametro de rotagao.
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Conclusoes

Esta dissertagdo trata do interessante problema relacionado com o efeito do campo gravi-
tacional associado ao buraco negro de Kerr, bem como a particularizacio desta para a << 2M,
que corresponde a solu¢dao de Lense-Thirring, sobre um sistema quantico, a saber, particulas

escalares quanticas relativisticas.

A soluc¢do exata da equacdo de Klein-Gordon no espaco-tempo de um buraco negro com
rotacdo a, que corresponde ao espaco-tempo de Kerr foi obtida. No caso do espagco-tempo de
Kerr, e examinamos os casos de Kerr extremo e os limites correspondentes a regides proximas
ao horizonte de eventos e muito distante deste. No caso em que a << 2M, que corresponde
ao espaco-tempo de Lense-Thirring, foram obtidas as solu¢des aproximadas através de dois

métodos: um assintdtico € o outro em Série.

No ultimo capitulo foi estudada a radiacio Hawking devido a um buraco negro de Kerr, e
foi mostrado que a probabilidade de que o buraco negro irradie uma particula com energia @ e
momento angular m, é proporcional a variagdo de entropia do buraco negro, a qual depende de

sua rotacao.

Vale salientar que a importancia dos estudos feitos nesta dissertacdao se prende ao fato de
que o estudo do comportamento de particulas nas vizinhancgas de um buraco negro pode nos for-
necer informagdes relevantes sobre a fisica deste. Por outro lado, esse conhecimento também é
relevante em vista da possibilidade de se construir uma teoria que combine a mecanica quantica

e a teoria da relatividade geral.

Uma possivel continuacao desta disserta¢ao pode ser a obtencao da solugdo exata da equacao
de Dirac, e a particularizacdo para o caso de Kerr extremo. Com relagdo a radiacdo Hawking,
podemos generalizar os resultados para o espaco-tempo de Kerr-Newmann usando o método de

Hamilton-Jacobi.
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APENDICE A - Funcées Harmonicas Esferoidais

Como discutido por Thompson [35], fun¢des de onda esferoidais sdo generalizagdes das
funcgdes de Legendre e de Bessel esférica para coordenadas esferoidais, ao invés de coordenadas
polares esféricas. As coordenadas esferoidais, d, &, ) e ¢, onde d é um pardmetro que prové

um fator de escala, sdo relacionadas com as coordenadas cartesianas, x ,y € Z, COMo

= SJ1-n2) &= 1)coso,

y= /002 (&~ 1)sing, A
d

{= Enév

onde —1<n<1,&>1e0< ¢ <27 no caso de coordenadas prolatas. E, para coordenadas

oblatas, temos a seguinte relacao:

o= 20— &+ 1)coso,
d )

y =23/ (1=n2) (€24 1)sing, (A2)
d

= 5”57

onde —1<n<1,E>0e0< ¢ <2m.

dg

No limite em que & — oo, d — 0, de tal forma que > = r e 1 = cos 6 obtemos as coorde-
nadas polares esféricas. A figura abaixo ilustra algumas superficies correspondendo a valores

constantes de &, 1 ou ¢.

No caso de uma equagio de onda escalar com nimero de onda k, V2¥ + k*¥ = 0, nas

coordenadas esferoidais prolatas ela pode ser separada como

Wy = Simles )Rl &) | 5 (A3)
sinm@,

onde m € um inteiro se a coordenada possui periodo 27 e se / for um inteiro. A funcdo S;,, € a
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(b)

Figura A.1: Coordenadas esferoidais: (a) prolata; (b) oblata. As curvas correspondem a va-
lores em que os parAmetros &, 11 ou ¢ sdo constantes. Para 1) constante temos
hiperboloides de revolugado e para ¢ constante temos semi-planos.
Fonte: W. J. Thompson, Spheroidal Wave Function. Computing in Science and
Engineering, Maio-Junho 1999 p. 85.

func¢do angular esferoidal prolata, para & real, e satisfaz a equacao

2

dSin(c.
(1-n% %} + [/lzm—cznz— | Smlem) =0 (Ad)

4
dn

Nesta equagdo, Az, (c) é o autovalor esferoidal prolato, com A, (0) =1(1+1).

As coordenadas esferoidais oblatas possuem uma separacdo de varidveis andloga, e po-
demos fazer a transicdo para esta coordenada a partir das coordenadas prolatas, fazendo a

substituicdo ¢ <+ +ic e ¢? <> —c?.

Como pode ser mostrado, podemos determinar o valor dos autovalores A;,, definindo duas

fungdes que dependem de /, m e ¢, mas que ndo dependem do autovalor, a saber

c? 4m* — 1
- N+< - A.
wE ) et )t S = e T Gm 2 1 3) (&-5)

r(r—1)(2m+r) (2m—|—r—1)c4

B = 5 : (A.6)
(2m+2r—1)"(2m+2r—3)(2m+2r+1)
Em seguida, combinando essas fun¢des, definimos duas fungdes de A;,,:
_ B
Ur(Aim) =" 00— Mim — (A.7)

ﬁlnim—Z
Y s — Mim — L r—
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Blm 2
U (i) = — S (A8)
W = Mm = 2 =

O autovalor Ay, é a raiz da equagfo transcendental U(A;,) = U1 (A,) + U2(Ay,) = 0. Esta
equagdo ndo possui uma forma fechada, exceto quando ¢ = 0 quando A, = (I + 1) ou quando

a deformagdo € grande.

Normalmente, as funcdes de onda esferoidais angular sdo expandidas em termos das funcdes
esféricas de Legendre de primeiro tipo, P}, (1), ou de segundo tipo, Qi .(1). Para funcoes

do primeiro tipo, que sdo regulares em 1) = £, temos

siVe,m) Zdl’" Pr.(m), (A.9)
r=0,1

onde a soma inicia em r = 0 se [ —m for par, ou em r = 1 se / —m for impar. Em ambos os
casos r cresce em passos de 2. Para fungdes do segundo tipo, que sdo irregulares em 1 = =+1,

temos

S (e.n) =Y d"(c)Qn..(n). (A.10)
r=0,1

Os coeficientes d/™ sdo obtidos através da relacdo de recorréncia

04 d" s+ (B — M) d™ 4 1d"™y = 0, (A.11)
onde 2m+r+2)(2m+r+1)c?
a (2m+2r+3) (anm-l—Zr-i-;) (A.12)
’ r(r—1)c?
%= . (A.13)

(2m+2r—3)(2m+2r—1)
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APENDICE B - Equagées Confluente e Duplamente
Confluente de Heun

A equacdo confluente de Heun, na versao adotada por Leaver [36], pode ser escrita como

2

d*U du
x(x—x0) 7 + (Bi+Box) —— + [Bs —20n (x —x0) + 0*x (x —x0)| U =0, (B.1)

que também € conhecida como equacao de onda esferoidal generalizada. Temos que xg, B;, I
e m sdo constantes. No caso particular em que 11 = 0 e xo # 0, reobtemos a equagdo de onda

esferoidal ordindria. Por outro lado, se admitirmos que

B :_%, Bo=1, x=xpcos’(u), (B.2)
obtemos
d*vu 222
- + [~4B3 — 4nwxo + 4N wxgcos (2u) + @*x* sin” (2u)| U = 0, (B.3)
u

que é a equacao de Whittaker-Hill [37]. Outro caso particular ocorre quando xo = 0

d’U du
2 2.2 _
X W—F(B]‘FB}X)E—'—[B:;—Z(DT’X"‘(DX}U—O, (B4)
que € conhecido como equacao de onda esferoidal generalizada confluente, ou equacao de Heun

duplamente confluente.

Na equacido confluente de Heun (B.1)), os pontos x = 0 e x = xo correspondem a singulari-
dades regulares, enquanto que o infinito € uma singularidade irregular no qual o comportamento
da solucdo U (x) é dado por

lim U (x) & e/ TN (52/2), (B.5)
X—00

Por outro lado, a equacdo duplamente confluente de Heun (B.4) possui duas singularidades
irregular nos pontos x = 0 e x = oo, No infinito, o comportamento de (B.4) ainda é dado por
(B.S), enquanto que em x = 0 encontramos que

limU(x)~1 ou LmU(x)=~ ef1/*2> B2, (B.6)

x—0 x—0
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As equacdes confluente e duplamente confluente de Heun admitem ainda um limite que
muda a natureza da singularidade irregular x = oo, mantendo inalterado as outras singularidades.
Este limite é obtido fazendo

®—0 e 1M — oo, (B.7)

de tal forma que

2nw = —q, (B.8)

onde ¢ € uma constante. Este limite é conhecido como limite de Whittaker-Ince e resulta em

2
U dUu
x(x—xo)ﬁ—l—(Bl—i—Bzx)E—i—[Bg—l—q(x—xo)]U:O (g #0) (B.9)
© 2
d-Uu dU
x2W+(BI+Bzx)E+(B3+qx)U:0, (g #0,B; #0) (B.10)

para as funcoes confluente e duplamente confluente, respectivamente. No caso em que g =
0 pode ser transformada em uma equacdo hipergeométrica, enquanto que para ¢ = 0
e/ou By =0 se degenera em uma equagao hipergeométrica confluente. As equacoes
e diferem das equagdes confluente e duplamente confluente de Heun por seus
comportamentos no ponto irregular x = oo, que agora é dado por

lim U (x) ~ et2Vaxx1/4=82/2, (B.11)

o
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