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Resumo

Nesta dissertacao investigamos os aspectos relacionados aos modos normais de campos
escalares na presenca de um buraco negro de Schwarzschild-de Sitter. A influéncia da
constante cosmologica A nos coeficientes de reflexao e transmissao também é estudada e
analisada. Estudamos também a densidade de energia de Casimir para um campo escalar sem
massa confinado entre duas placas paralelas, descarregadas, nesse espago-tempo, porém na

aproximacao de campo fraco. O papel da constante cosmologica, neste cenario, é enfatizado.



Abstract

In this dissertation we investigate some aspects related with normal modes for scalar fields
perturbations of a Schwarzshild-de Sitter black hole. The role played by the cosmological
constant A on the reflection and transmission coefficients is studied and analyzed. We also
study the Casimir energy density for a massless scalar field confined between two nearby
parallel plates in the spacetime of Schwarzschild-de Sitter in the weak field approximation.

The role played by the cosmological constant in this scenario is emphasized.
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Capitulo 1

Introducao

A interacao gravitacional é a tnica das quatro interacoes fundamentais da natureza que
ainda nao foi quantizada. Para as outras trés interacoes fundamentais, a saber, fraca, forte
e eletromagnética, existem as versoes quantizadas. A teoria da relatividade geral pode ser
aplicada, no contexto cosmologico, para tempos superiores ao tempo de Planck, que é da
ordem de 10~*3s. Para tempos inferiores ao tempo de Planck, a relatividade geral nao pode

ser usada. Neste caso, precisarfamos de uma teoria quantica da gravitagao[I]-[5].

No intervalo entre 107%s e 10723s, o campo gravitacional pode ser considerado
classicamente, porém os campos de matéria terao que ser considerados, necessariamente,
quanticos. Este é o regime da teoria quantica de campos em espacos curvos. Um cenério onde
essa abordagem pode ser aplicada corresponde ao estudo dos modos normais e quasi-normais
associados a campos escalares ou eletromagnéticos, na presenca de campos gravitacionais.
Nesta dissertagao estudamos os modos normais associados a perturbacoes de campos escalares

na presenca de um campo gravitacional associado ao espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter.

O efeito Casimir[6] na forma original consiste na atragao entre duas placas condutoras
descarregadas, colocadas no vicuo, e consiste em uma manifestacao das flutuagoes da energia
de ponto zero do campo eletromagnético. Este efeito aparece em diferentes areas da fisica,

tais como teoria quantica de campos, fisica atomica e molecular, fisica da matéria condensada,
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gravitacao e cosmologia. Nesta dissertacao estudamos o efeito Casimir para um campo escalar
sem massa confinado numa regidao compreendida entre duas placas paralelas colocadas no
espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter, na aproximacao de campo fraco. Neste cenério,
mostramos a dependéncia da energia de Casimir com a massa do buraco negro e com a

constante cosmoldgica.

A razao para a escolha desta solucao esta relacionada ao fato da constante cosmologica
ter um papel importante no cenario cosmologico. Neste contexto, a constante cosmologica
tem sido interpretada como a densidade de energia do vacuo de todos os campos quanticos
e, de acordo com sugestoes recentes, poderia ser responsavel pelo atual estagio acelerado do

universo|7].

Esta dissertacao esta dividida da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos uma
breve revisao sobre relatividade geral, obtemos e discutimos um teste classico da solucao
de Schwarzschild-de Sitter. No capitulo 3, investigamos os modos normais correspondentes
a campos escalares no espago-tempo de Schwarzschild-de Sitter, assim como os coeficientes
de reflexdao e transmissao associados a esses modos. No capitulo 4, calculamos a energia
de Casimir para um campo escalar sem massa confinado a uma regiao entre duas placas
paralelas no espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter, usando a aproximacao de campo fraco.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as consideragoes finais e as conclusoes.



Capitulo 2

Solucao de Schwarzschild-de Sitter

2.1 Aspectos da Relatividade Geral

As teorias da relatividade especial e geral, publicadas em 1905 e 1916, respectivamente,
causaram um grande impacto sobre as idéias acerca da estrutura do espago e do tempolI]-
[3]. Dentre essas, estd a mudanca das nogoes de espago e de tempo, que a partir de entdo
tornam-se interdependentes, de forma que nao podemos mais trata-los isoladamente, mas tao
somente em termos de uma tnica entidade designada espago-tempo. A partir de entao, ambos
os conceitos perdem o carater absoluto que tinham na Mecanica Newtoniana, e passam a

depender do referencial adotado.

Uma contribuicao valiosa da teoria da relatividade geral foi relacionar a geometria do
espago-tempo com a matéria (ou energia), isto é, a matéria determinard a geometria do
espago-tempoldl, [5]. Posteriormente, na tentativa de compatibilizar a teoria com a idéia de
um universo estatico, Einstein propds uma modificacdo nas suas equagoes originais, com
a adicao de um fator cosmolégico responsavel por manter a estabilidade do universo ante
as forcas atrativas geradas pelas massas, de acordo com a teoria gravitacional. Contudo,
Hubble verificou que o universo estd em expansao, o que resultou no abandono deste fator,

que somente veio a ser reconsiderado no fim do século passado, na tentativa de explicar a
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expansao acelerada do universo.

2.2 Equacoes de Einstein

Vamos aqui fazer uma breve deducao das equagoes de Einstein da relatividade geral, ou
do campo gravitacional, se assim desejarmos chamar, e cuja solucao para uma distribuicao
esférica de massa e com a presenca de um termo cosmologico, também chamada de solucao

de Schwarzschild-de Sitter, sera utilizada neste trabalho.

Ao contrario das equacoes da matematica, as equacoes da fisica ndo necessariamente sao
deduzidas de maneira formal, devendo-se fazer uso de algumas hipéteses, em consonancia com
a realidade fisica do problema, para se obter a equacao que descreva um dado sistema fisico.
Estas equacoes sao, entao, confrontadas com os resultados experimentais e, se estiverem de
acordo com estes dados, serao admitidas como corretas, pelo menos até um novo teste. As
equacoes do campo gravitacional da teoria da relatividade geral sao deduzidas segundo este

procedimento, levando-se em consideracao as hipoteses elencadas a seguir:

1. A gravitacao é descrita por uma meétrica de Lorentz, g, sobre uma dada variedade;

2. As equagoes de movimento para g,, devem depender somente do contetido de matéria,

ou do tensor energia-momento de todos os campos;

3. As equacoes de movimento devem ser covariantesﬂ gerais, e devem ser equagoes

tensoriais;

4. O tensor energia-momento T é tal que V,T" = 0, ou seja, o contetdo de energia-

momento dos campos de matéria deve ser conservada localmente;

1O principio da covariancia diz que uma equacio é vélida na presenca de um campo gravitacional se esta
for covariante geral, isto é, se ela mantiver a mesma forma por tansformacoes gerais de coordenadas.
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5. A matéria deve ter comportamento causal, isto é, nunca viaja com velocidade superior
a da luz e, portanto, todos os sinais ou 4-velocidades estao dentro ou sobre o cone de

luz;
6. A gravitacao de Newton deve reaparecer no limite de campos fracosﬂ

7. As equagbes devem ser, no maximo, de segunda ordem nas derivadas (condicao formal).

Esta ultima condicao sendo imposta a fim de evitar infinitas escolhas de equacoes. Além
disso, derivadas de ordem superior a 2 exigem mais condicoes iniciais além de posicao e

velocidade para determinar a evolucao do sistema, o que é indesejavel.

Além das hipoteses acima citadas, podemos considerar uma hipotese adicional de que “ as
equagoes de campo devem ser obtidas de um principio de a¢ao minima, na forma covariante

geral”.

Considere que T}, aparece no lado direito das equagoes de Einstein. Entao, podemos nos
perguntar que quantidade geométrica podera ser colocada no lado esquerdo da equagao, uma
vez que tal quantidade deve ser covariante, conter derivada de, no maximo, segunda ordem,

e ter divergéncia nula, pois

vV, " =0. (2.1)
Uma possibilidade é considerar a seguinte expressao
Guy + Ag,ul/ = aTuu (22)

onde G, = Ry, — %ng, é o chamado tensor de Finstein, A é a constante cosmologica e a é

uma constante a ser determinada.

O lado esquerdo da equagao (2.2)) tem divergéncia nula, pois V*G,, = 0, o que pode ser

2No caso tridimensional isto ndo é necessariamente verdade.
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visto usando-se a identidade de Bianchi, dada a seguir:

V[)\Rpa} =0.

Contraindo com ¢g"*, teremos

gu)\(v/\Rpo,ul/ + VO'RApuU + vag)\m,) =0 ,

V“R#ypg + ngpy - VpRa'Z/ =0 )

V“Rﬂym = 2V[pR0}V . (2.3)

Novamente contraindo ({2.3)) com o tensor g7, teremos

1
VHR,, = §VPR. (2.4)
Agora, aplicando V* no tensor G, obtemos
1 1 1
VMGW, = VM<R/W - §ng,) = §V,/R - §VZ,R =0 R

e portanto, G, possui divergéncia nula.

De modo a compatibilizar dimensionalmente a equacao , o termo A precisa ter
dimensao [L~?]. Como T, possui dimensio [M L 'T~? (energia-momento por unidade de
volume), a grandeza a devera ter dimensao [M ! L~'T?]. Sendo assim, podemos construir uma
expressao dimensionalmente consistente para a usando constantes disponiveis cujas dimensoes
sao bem definidas, como a constante gravitacional de Newton, G, e a velocidade da luz ¢, da

seguinte forma

kG

a = —
ct

(2.5)

onde k ¢ uma constante adimensional, cujo valoify| ¢ k = 8. O termo constante A — chamado

de constante cosmolégica — é um parametro da teoria.

3Este resultado vem do fato de que a forca gravitacional é independente da natureza da fonte, sendo obtido
por imposicao de que no limite de campo fraco a teoria da relatividade geral se reduza a teoria da gravitagao
de Newton.
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Desta forma (2.2)) pode agora ser escrita como

TG

1
R;w - §Rg;w + Ag;w = FTMV ) (26)

conhecida como equagao de Einstein com constante cosmologica, e sendo 7}, o contetdo de

momento-energia do campo gravitacional.

Para o caso de uma regiao sem fonte, 7T, = 0 e assim 1" = Tl' = 0. Neste caso, se

consideramos A # 0, por meio da contragio de (2.6)) com ¢g" teremos

5 1 , y 8rG ,,
gu Ruu - §Rg'u Guv + Agu Juv = A gﬂ Tuu )

R—2R+4A = 8:4GT5 —0,
R =4A,
e portanto
Ry = Ag - (2.7)

Para o caso em que A = 0, teremos simplesmente

Ry =0, (2.8)

A constante cosmolégica, introduzida de modo a obter uma solugao homogénea, isotropica
e, principalmente, estatica do universo, nos dias atuais reaparece com uma interpretacao fisica

de energia do vacuo, ou energia do ponto zero.
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2.3 Solucao de Schwarschild-de Sitter

Desejamos obter a métrica mais geral possivel e que descreva o espaco-tempo gerado por
um corpo esfericamente simétrico, sem necessariamente eliminar a possibilidade dessa métrica
depender também do tempo. Por uma questao de simetria do problema, admitimos que, ao
menos localmente, a métrica desejada pode ser reduzida a uma familia de bi-esferas S? .

Assim, o elemento de linha terd a seguinte forma:
ds® = f(r,t)dt* + g(r,t)dr® 4 2h(r, t)dtdr + k(r,t)(d6” + sin® 0d¢?) (2.9)
Definindo uma nova coordenada 7/, tal que r'? = k(r,t), a métrica sera escrita como
ds* = f(r,t)dt* 4+ g(r,t)dr* + 2h(r,t)dtdr + r*(d6? + sin® 0d¢?) , (2.10)
onde desprezamos a “linha” da coordenada radial.

As equacoes de Einstein sao invariantes por transformacoes de coordenadas, o que
nos permite escolher um sistema de coordenadas compativel com a simetria do problema,
descartando as coordenadas associadas a graus de liberdade nao-fisicos. Entao, a tnica
simetria possivel é a esférica. Escolhendo uma mudanga de coordenadas t' = t/(r,t) e

admitindo existir uma fungao arbitraria m(¢,r) tal que

o'\ o'\ o'\ (ot
n2 2 2
m(r, t)(dt")* = m(r,t) [(_37“) dr= + <_8t) dt” +2 (_87“) (825) drdt] :

e escolhendo

e (5) =sen e men () (%) =,

verificamos que

e portanto, a métrica serd dada por

ds* = m(r,t)dt* + n(r,t)dr* + r*(d6? + sin® 0d¢?) (2.11)
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com m(r,t) e n(r,t) fungdes arbitrarias. Como a métrica é Lorentziana, e por coeréncia com

a escolha da assinatura da métrica, escrevemos (2.11)) usualmente como

ds? = =220t 4 2BUD gr2 4 12 (dh? + sin’ 0d¢?) . (2.12)

Considerando a métrica dada por (2.12) usando a definicao de tensor de Riemann dada

por

RY,, =00, — 0,10, + 0Ty, —T0,T)

po

onde os I'}, sao os simbolos de Christoffel de segunda espécie, que sdo definidos em termos

da métrica como

_— 09ur | 09 O0Guw
P = 29 <8x” * dzr Oz )

obtemos que as componentes nao-nulas do tensor de Riemann sao

Ry, = (B4 [By + B — ABy + (A B, — A,y — Avﬂ )

RSy, = —re?BA,, RYy; = —re P sin? 0 A,
RY, = —re B, RS, = —re **sin? B,
R, = re B, R}, =rsin®0B,e %8
R, = sin?f(1 —e?P).

onde os sub-indices r e t significam derivadas em relagao as coordenadas radial e temporal,

respectivamente.

A partir desses resultados, podemos obter as componentes do tensor de Ricci, que é a

contracao do tensor de Riemann com a métrica da forma

R,U«l/ = ngRpugy = gpgng'RZo'u - RU

uov *
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Obtemos, entao, o seguinte resultado

2
Roo = —[Bu+ B> — ABi] + " P[A,, + A,> — A.B, + = A,], (2.13)
T
Rll = _[Arr + ATQ - ArBr - EBT] + 62(3714) [Btt - AtBt + Btz] ’ (214)
T
Roy = e *B[r(B, — A,) — 1]+ 1, (2.15)
R33 = R22 Siﬂ2 0 s (216)
2
Ry = =B, (2.17)

Se considerarmos uma regiao exterior ao corpo material, entao 7T}, = 0, e assim as equagoes

de Einstein se reduzem a

Ruy = Aguu (218)

Considerando que o campo seja estatico, ignoramos os termos que apresentam dependéncia

temporal, e assim, a equacio (2.18)) sera dada por

2
AABIA, + A% — AB. +-A] = Ae** | (2.19)
r
2 2 2B
— A+ A — A.B, — =B, = Ae”” | (2.20)
r
e Blr(B, — A) — 1] +1=Ar?. (2.21)
Multiplicando-se ([2.20)) por e24~5) e adicionando-a & (2.19)), obteremos
0
—(A+B)=0
~(A+B) =0,
o que implica
A+ B = constante - A = —B + constante .

Da condicao de contorno de que quando r — oo, a métrica deve recair na de de Sitter, e

deveremos ter

A+B=0 — A=-B.



CAPITULO 2. SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD-DE SITTER 11

Usando o resultado anterior em ({2.21)) ficamos com
A4 2rA] =1 - Ar?,

ou
d

%(rem) =1-Ar?. (2.22)

Integrando ambos os lados, obteremos

Ar3

reQA:/ﬂ—A?”Q)dT'—C:?“—?—’Y,

onde v é uma constante de integragao que tem Valoﬁ v = 2m. Assim, temos

Como A = —B, o elemento de linha (2.12)) sera escrito na forma
Ar? -
ds® = — (1 - T) dt* + (1 - — - T) dr® +r*(d6® + sin® 0d¢®)  (2.23)

Esta ¢ conhecida como solucao de Schwarzschild-de Sitter (SAS), e serd usada neste trabalho

para examinar alguns sistemas quanticos.

2.4 Teste Classico da Solucao de SdS

O melhor cenério tedrico para descrever a interacao gravitacional é o proposto pela teoria
da relatividade geral. As maiores comprovacoes desta teoria, que sao a deflexdo da luz e
o desvio do periélio do planeta Merciirio, concordam com os valores de Einstein com uma

excelente precisdo|8] ).

Modificacoes possiveis do espago-tempo de Schwarzschild devem também preservar a

simetria esférica. Neste caso, podemos ter as seguintes solucoes: com termo cosmologico

1Obtido a partir da anélise da aproximagao de campo fraco, goo ~ —(1+2¢), onde ¢ pode ser interpretado
como o potencial gravitacional Newtoniano.
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A[10], uma carga elétrica liquida[IT], e na presenca de um monopolo magnético[I2]. O caso
com uma constante cosmoloégica é importante, devido a sua conexao com possiveis efeitos

gravitacionais desta constante em buracos negros|[I3], assim como no contexto cosmologico.

Nesta secao, estudamos as 6rbitas de particulas com e sem massa no campo gravitacional
do Sol, modificado pela presenca do termo cosmolbgico na métrica, generalizando os resultados

obtidos por Islam[I5].

2.4.1 Precessao do Periélio do Planeta Merctirio

O espacgo-tempo de Schwarzschild-de Sitter toma a seguinte forma

Ar? AP\
d32:<1—¥+%)czdt2—<l—¥+%) dr?

— r2d6? — r*sin*0d¢* (2.24)

onde M = Gm/c* é a massa geométrica do corpo central e A é a constante cosmologica.

Neste espaco-tempo, uma particula teste obedece as equagoes geodésicas que podem ser

obtidas da Lagrangeana

2
1 oM Ar? cdt\ 2 oM Ar2\ ' [dr
L=-|(1-=+=) (=) - (1-=+=— —
2 r 3 dp r 3 dp

2 2
—r? <Z_§) —r%sin® 6 (fl—jj) ] (2.25)

onde p é um parametro afim.

Usando a equagao de Euler-Lagrange, obtemos que as equagoes de movimento sao dadas

di[(l_ﬂﬂ_ﬂ)ﬁ]:o, (2.26)

d [ ,df do\”
— (7‘2—> — r%sinf cos f (d_qb) =0, (2.27)
P

por
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d (9. 9,00 _
& (r sin Qd—p) =0. (2.28)

A primeira equacado geodésica nos da o seguinte resultado

E oM Ar2\
di _ (1—— —T) , (2.29)

-—=— +
dp ¢ r 3
onde E ¢é uma constante. Observe que no limite Newtoniano FE corresponde & energia

relativistica da particula.

. o . .~ R 7 d@ . ~
Por simplicidade, vamos escolher as condigoes iniciais 6 = 7 e = 0. Entao, da eq. 1)
d2e . . . , . .

encontramos que a2 = 0. Isto significa que o movimento esta confinado ao plano invariante

0 = 5 que conserva momento angular quando tomamos o limite Newtoniano, e este fato nos

permite simplificar as equagoes restantes considerando em todas elas 6 = 7. Desta forma, a
eq. ([2.28) implica que

r‘—=1L, (2.30)

onde L é este momento angular.

Para obtermos a solugao para a coordenada radial, vamos agora considerar a equac¢ao

dxt dx¥
y——— =K 2.31
onde k é uma constante. Podemos fixar o parametro p escolhendo x = —c?, ¢® ou 0, para

curvas tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz, respectivamente. Assim, para a equacao radial

obtemos o seguinte resultado

oM Ar?\ [cdt)? oM A2\ [(dr)® dp\*
- —4+— (=) =1 -"—+"— — ) =) =k 2.32
( 7°+3)(dp) ( 7“+3> (dp) T(dp) " (2:87)
Agora, substituindo (2.29)) e (2.30)) em ([2.31)), teremos
1 (dr\” 1
B Vir)=-E2 2.33
s () +ve =5, (233
onde o potencial efetivo é

V()—l +AL2 /-sM_'_L2 ML2+ Ar?
A e R I
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Vamos agora determinar as 6rbitas. Para isso, vamos fazer a mudanca da variavel r para

u=r1r"1 eentdo g—; = —Lj—;. Desta forma, para orbitas nao-circulares e particulas com massa
(k = ¢?), a equagao (2.32) fica
d*u M A
— tu=——+3Mu+ . 2.34
d¢2+u 72 T 3Mu +3L2u3 (2.34)

O primeiro termo do lado direito de (2.34) conduz a orbitas quasi-Newtonianas. De fato,
se consideramos apenas este termo, a solucao de (2.34)é

2M
% = CL2 [1+ecos(¢ — o)l , (2.35)

Uy =
onde ¢g e e sao constantes de integracao (de fato, e é a excentricidade da orbita).

A principio, para obter as correcoes exatas das érbitas Newtonianas, a equacao deve
ser integrada exatamente. Entretanto, de modo a comparar os resultados com as observacoes
astronomicas, a forma mais simples é obtida pelo método de aproximacoes sucessivas. A
correcao de primeira ordem deve ser obtida considerando a expansao perturbativa v = ug+uy
(u1 << ug), onde ug ¢ dada pela eq. (2.35). A aplicacdo do procedimento perturbativo padrao
neste cenario estendido ¢é justificavel porque os dois ultimos termos em Sa0 pequenos
em comparacao com a contribuicao Newtoniana. Isto pode ser verificado comparando as
magnitudes relativas de cada termo usando o fato de que A é muito pequena segundo os

limites cosmologicos atuais|16].

Agora, considerando 6rbitas de pequena excentricidade, obtemos o seguinte resultado para

u ()

d?uy " E6MSC4 1 L3A
de? ' LA 65 MO

cuja solucao é dada por

) ecos(¢ — ¢o) , (2.36)

303! LA
u = L4C (1 - GCSMG) edsin(é — ¢o) . (2.37)
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Incluindo esta correcao, teremos que

M 3M?2c? L3A .
U — {1 +e [cos(qf) — o) + I (1 — 608]\/[6) ¢sin(¢p — gbo)] } , (2.38)
e definindo
cM\? L3A
Abp=3(") (1- —— 9.
a solugao u(¢) pode ser escrita como
M
u= - o T2 {1+ ecos(p— do— Ady)} . (2.40)

Decorre de (2.40) que o desvio por revolucao é dado por
cM\? LBA
Ap = — 1——). 2.41
¢ 67T(L) ( 6c8M6) (2.41)

Usando o fato de que para o planeta Mercurio o desvio do periélio é determinado com

uma precisao de 5x1073 [8], encontramos que
Al < 107%em ™2, (2.42)
um resultado obtido previamente em [I5].

Se alguma fracao do desvio do periélio é devida a outros efeitos, como o momento de
quadrupolo do Sol, por exemplo, o limite superior seria modificado pelo valor correspondente.
Vale ressaltar que o limite dado por (2.42)) ¢ doze ordens de grandeza maior do que o obtido

por outros métodos|8].



Capitulo 3

Modos Normais de Oscilacao em Buracos
Negros de SdS

3.1 Modos Normais em Buracos Negros

A idéia de objetos com campos gravitacionais fortes o suficiente para impedir até mesmo
a luz de escapar vem de muito antes da relatividade geral de Einstein. Esta idéia surgiu no
contexto da teoria gravitacional de Newton, e foi inicialmente estudada por Laplace[I7], sendo
conhecida como estrela escura. Em 1916, Schwarzschild obteve a primeira solucao exata das
equagoes de Einstein, estatica e com simetria esférica, mas que possuia duas singularidades, a
primeira delas fisicaﬂ em r = 0, e a segunda de coordenada, em r = 2M. Alguns anos depois

esta solucao ficou conhecida como solugao de Schwarzschild ou solu¢ao do buraco negro.

O estudo dos buracos negros e suas propriedades fisicas foi e continua sendo alvo de
inimeras pesquisas. Os primeiros estudos sobre perturbacdes em buracos negros foram
realizados em 1957 por Regge e Wheeler[I8], que procuravam verificar a estabilidade
destes objetos mediante pequenas perturbacoes considerando, inicialmente, a solucao de
Schwarzschild. Em seguida, foram consideradas outras solucoes e perturbacoes de diferentes

naturezas, tais como as escalares, eletromagnéticas, dentre outras[I9]. Em geral, esses objetos

'Que ndo pode ser removida por nenhuma mudanca de coordenada.

16
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sao estaveis se considerarmos métricas esfericamente simétricas e assintoticamente planas|20].

Nos 1ltimos anos descobriu-se que esses objetos possivelmente emitem ondas
gravitacionais[2I], o que motivou uma nova corrida em busca da compreensao do
comportamento de buracos negros frente a perturbacoes do espago-tempo, e assim ter a
possibilidade, por meio de antenas gravitacionais, de detectar tais ondas, que também sao
previstas pela relatividade geral e carregam informagoes relevantes sobre as propriedades do
buraco negro, uma vez que sao determinadas unicamente pelos parametros que descrevem o

buraco negro.

Por suas propriedades particulares, buracos negros possuem modos de vibracao
caracteristicos, denominados modos quase-normais, e as frequéncias associadas sao as
frequéncias quase-normais. Ao contrario dos sistemas de modos normais, que sao
estacionarios, estas oscilacoes decaem exponencialmente, devido ao fato de o buraco negro
emitir radiacao para o infinito, e suas frequéncias serem funcoes complexas, onde a parte
real representa a verdadeira frequéncia de oscilacao e a parte imaginaria dita a taxa de
amortecimento, o que significa que tais modos surgem somente num intervalo limitado do

tempo.

3.2 Perturbacao do Espaco-tempo de SdS

Modos quasi-normais de vibragao de buracos negros foram inicialmente observados em
1970 por Vishveshwara|22], no espalhamento de ondas gravitacionais no espaco-tempo de
Schwarzschild, e posteriormente foram realizados novos estudos nas métricas de Reissner-
Nordstrom, Kerr e Kerr-Newmann, visando nao somente estudar a estabilidade ou frequéncias
caracteristicas, mas também entender os mecanismos de excitagao destas oscilagoes do campo

gravitacional[23].
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Estes modos podem ser estudados a partir de uma teoria de perturbacao, que pode ser
feita de duas maneiras distintas. Na primeira delas colocamos um campo de teste no espaco-
tempo do buraco negro, e essa perturbacao serd descrita por uma equacao dinamica para esse
campo. A segunda consiste em perturbar o proprio espaco-tempo por meio da métrica. Neste
caso é preciso linearizar as equacoes de Einstein para encontrar a equacao de evolucao dessa

perturbacgao, e além desta equacgao, pode-se verificar a estabilidade do buraco negro.

Veremos agora, de maneira suscinta, trés perturbagoes de diferentes naturezas, que foram
(e continuam sendo) utilizadas no estudo de modos normais, que sao as perturbagoes escalares,

eletromagnéticas e gravitacionais, e como cada uma afeta a equagao dos modos.

3.2.1 Perturbacoes Escalares

Apesar de campos escalares sem massa nao descreverem sistemas fisicos, por meio de
perturbagoes escalares pode-se obter informacoes sobre a estabilidade do buraco negro quando
este for perturbado. Além disso, por apresentar uma forma mais simples, serve também
como ferramenta inicial de estudo, uma vez que perturbacoes de outra natureza exigem um

tratamento mais complicado.

A equacao de Klein-Gordon descreve a evolucao de campos escalares. No caso em que a

massa do campo é nula, e é considerado o acoplamento minimo, esta equacao é dada por:
Ow(t,r6,¢0) =0, (3.1)

que pode ser reescrita como

1

V=9

com os indices p e v variando de pu,v = 0,...,3 e ainda g = det g,,,..

Ou(V=9g"0,)¥(t,r,0,0) =0 (3:2)

Considerando uma métrica esfericamente simétrica, quadridimensional, vamos escrever o
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elemento de linha da seguinte forma
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® + r*(df* + sin® 0d¢?) (3.3)
sendo A(r) e B(r) fungoes arbitrarias.
Devido a simetria esférica do espago-tempo, a equagao de Klein-Gordon se reduz a

gPRT + (01v/—9)g" OV + (019" 01V + gM o7 U+

o
V=3

+ g0V + (02v/=9)g%2 0,V + g 050 = 0, (3.4)

b
V=9

que apo6s as substituicoes dos coeficientes métricos, tomara a seguinte forma,

0062_\1/ 2+L%_Ld_3 118_@4_ 1182_\11_’_
ot? r 2Adr 2B dr g or g or?
1 1 0 .oV 1 0%V
+ ﬁ l_SIHQ% (SID9%> + —SiHQGW} = O . (35)

A solucao ¥(t,r, 0, ¢) pode ser escrita através de uma separagao de varidveis da forma
\Il(tyra07¢) = Z(tar)}/im(97¢) ) (36)

onde Y,,,(0, ¢) sdo os harmonicos esféricos e, portanto, solu¢oes da equacdo angular

1 a(. 8Yzm> 1 9%V,
sin 6

sind 00 90 ) " sinZo 0

+I1(l+1)Y,, =0. (3.7)
A equagao para Z(t,r) é dada por

;+2A dr 2B dr

oz TBar Bor A\ T (3:8)

r

027 AZ [2 1 dA 1dB}AéZ <l(l+1)>Z

Para resolver esta equacao, vamos substituir a coordenada radial r pela coordenada

tartarugaﬂ Ts.

2Coordenada radial que coloca o horizonte de eventos do buraco negro em r = —oo, limitando o dominio
da equacdo diferencial para o espago-tempo exterior ao horizonte. A medida que |r,| se aproxima de valores
infinitos, as solugoes aproximam-se de ondas planas ou, mais precisamente, de uma combinacao de ondas
planas entrando e saindo das regioes exteriores.
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Vamos introduzir as seguintes relacoes
A
Z(t,r) = R(t,r)b(r) fr) =5 r=r(r.)

em (3.8)), o que resultard em

0’R 2  10r, or, 0
_Eﬁb [ 3% a<1fﬂfar&JRM+
or. 0 [0r. 0 B I(l+1)
+fman[wam”m]_Am{ 2 }’ (3.9)

onde (") e (') representam, respectivamente, as derivadas em relagao a r, e r. Podemos escrever
(3.9) de modo mais conveniente, da forma

PR ,0°R OR o2,
“or g a*<f*7"+2f’” {;Hf}f”)*

b vo[2 v I(1+1
+R[fm‘“;3+f¢fz+{; Hf ]—AR{(; )}. (3.10)

Vamos admitir que as seguintes condi¢oes sao satisfeitas
Tof!
2f
fri=1. (3.12)

voo[2
Jiail+2fi e+ {;jt }fn =0, (3.11)

Entao, teremos que a equacao (3.10) assume a seguinte forma:

_ PR(t,r)  OPR(tr)

5 o1 =V (r)R(t, 7). (3.13)
Das duas condicoes anteriores, teremos que
1 d d 1
e = — = — « = | —=d 3.14
T 77 = - fd?" = 7 / NG T (3.14)
e assim
1df 2db 2 1 df 1
S S T o e AR b(r) = — 3.15
2fdr+bdr+7"+2fd7" = br) r ( )
O potencial efetivo em (3.13]) é dado por
I(l+1)
Ver(r) = A(r) [ > ] —-V(r), (3.16)
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onde V (r) possui a seguinte expressao

v v’ 2 rf v
Com os resultados anteriores, V' (r) sera dado por

1 df

- () ()] - v

r

Com isso, a equacao de perturbacao devido ao campo escalar num espaco-tempo com
simetria esférica serd uma equagao semelhante a de Schrodinger, dada por (3.13), e com um

potencial efetivo V. ¢(r) dado por

W+ 1)] + %Z—i | (3.19)

Como, inicialmente, fizemos uma separacao de varidveis, a funcao de onda que descreve a

evolucao deste campo escalar sem massa serd, entao,

U(t,r,0,¢)=> Yim (6, ¢). (3.20)

|
g |

v |1 N
0,6 H J f

=3
padl i . N

0z2qh s

n o

Figura 3.1: Potencial efetivo V(r) para o campo escalar nos casos (a) sem constante e (b) com

constante cosmoldgica.
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3.2.2 Perturbagoes Eletromagnéticas

Diferentemente do caso do campo escalar sem massa, o campo eletromagnético representa
um campo de matéria com sentido fisico, o que o torna de grande interesse no estudo do
comportamento de buracos negros mediante perturbacoes desta natureza. Como sabemos,
um campo eletromagnético tem seu comportamento regido pelas equacoes de Maxwell, que

podem ser representadas, na auséncia de fonte, na forma

P, =0, Fuy= Ay, — A (3.21)

iz
sendo F'* o tensor eletromagnético e A, o potencial vetor associado.
Novamente, considerando um espaco-tempo esfericamente simétrico descrito pela métrica
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® + r*(d6* + sin® 0d¢?) (3.22)

o potencial vetor A, pode ser expandido em termos de harmonicos esféricos vetoriais (para

uma melhor compreensao ver [24, 25])

0 flm<t7 T)nm
0 Rt 7)Y
Au (tv r, Qa gb) - lz: al:;(ltéT) aqb}/;m + klm(t, T)aeylm y (323)
’ —al™(t,r)sin 00y Y}, K (t, 1) 0 Yim

onde a primeira matriz da soma tem paridade (—1)*! e a segunda tem paridade (—1)!, e

a(t,r), f(t,r), h(t,r) e k(t,r) sao fungdes com dependéncia harmonica angular a determinar.

Usando esta expansao na definicdo acima do tensor eletromagnético F'/ teremos, para os

elementos de paridade (—1)!*!, as seguintes componentes nao-nulas

tt 1 ! ! !
po— 97" Mo pro _ gAY
tm r2sin @ tm r2sin @
tt Im Ilm rr lm Im
o _ 90" Y ™" P S
tm r2sin @ tm r2sin 6
ImyvIlm
Im —

r4sin 6
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Substituindo estas componentes nas equagoes de Maxwell ([3.21)), obteremos a equa¢io

radial
im Im im
a4t a’ , a " rr l(l + 1) l
: ~(InA/B — ™ =0. .24
1 T op WA/B), g Z e =0 (3.24)

Do mesmo modo que no caso escalar, podemos reescrever esta equacao de forma mais

compacta introduzindo a coordenada tartaruga r, e as substituicoes

A d d
Ilm _ I — _

Assim, a equacao radial assume a forma

PA  0PA

T .5é__‘éxrﬁ4 (3.26)
onde Vg (r) é dado por
I(l+1
Va(r) = A(r) ( 3 ) , (3.27)

que ¢é a equacao axial de uma perturbacao eletromagnética num espago-tempo que apresenta

simetria esférica.

- I=5
/o
10 \ 02
oy
/ 5
1! it
nE I = N 0,6 -
i/ \\ \\
V6 »
A [TENN o]
N N
|!.',I . \\ \\ 04
wad) £ ~ e
I ~ S ~
M S - T
oz P S e T "
2 e — \‘_H_ e
[ e Tl
‘ “‘g*—ﬁ—hﬁﬁ::“l_‘::: 0
10

Figura 3.2: Potencial efetivo V (r) para o campo eletromagnético nos casos (a) sem constante e (b)

com constante cosmolégica.
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3.2.3 Perturbacoes Gravitacionais

Como ja foi dito, perturbacoes podem ocorrer de maneiras distintas, ou por adicao de um
campo auxiliar ao espaco-tempo do buraco negro, como nos casos escalar e eletromagnético,
ou por perturbacoes na métrica de fundo, que é o caso das perturbacoes gravitacionais, que

VEremos agora.

Sabemos que campos gravitacionais e sua evolucao sao governados pelas equagoes de
Einstein da relatividade geral, e as perturbacgoes gravitacionais, que modificam levemente a
métrica, levam a necessidade de linearizagao destas equa¢oes|26]. Devido ao modo como estas
perturbacoes se transformam frente a uma inversao espacial em ¢, sao divididas em axiais
e polares. No entanto, trataremos apenas o caso axial, e consideraremos perturbacoes em

primeira ordem na métrica nao perturbada g,,.
Novamente, usando nossa métrica geral e esfericamente simétrica
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*(df* + sin® 0dp?) (3.28)

com A(r) e B(r) sendo funcoes arbitrarias, as equacdes de Einstein para a regido exterior a

um buraco negro, sao

~ 1 ~ o
R,uz/ - §guuR + Ag,uz/ = T,ul/ =0 ’ (329)

onde estamos considerando o termo de constante cosmoldgica.
O escalar de Ricci, obtido da contracao do tensor RW com @, serd, entao,
ALV T 1 P ZENE > AU A
9" R — 59" g R+ A" G = 0,
R =4A. (3.30)

Assim, a equacgao (3.29) tomara a seguinte forma

~

Rul/ = Aguu ) (331)



CAPITULO 3. MODOS NORMAIS DE OSCILACAO EM BURACOS NEGROS DE SDS25
que é a equacao a ser perturbada.

A nova métrica, considerando uma perturbacao em primeira ordem, pode ser escrita na
forma

glﬂ’ - g,ul/ + h#l’ ) gW - QMV - hl“’ ) (332)

onde h,, < g, e desprezamos perturbagoes de ordens superiores & 2* ordem.

Como a métrica foi perturbada, os simbolos de Christoffel também serdo, pois estes
sao funcoes da métrica, e serao funcoes dos simbolos nao perturbados e dos submetidos a

pertubacao, sendo dados por

1 o Mo o
59 p<gpu,u + Gpvp — guu,p) = Fuu + 5F,uu + O<h2> ) (333)

o _
7, =
onde o termo oI'], perturbado ¢ escrito como

1 A0,
5FZV = ég p<hp,u,1/ + hpu,u - h;w,p) . (334)

O tensor de Ricci perturbado sera, entao, dado por

SR, =o0T%  —or%, . (3.35)

oV v,o
i i

Se substituirmos a nova métrica g, em (3.31), teremos as seguintes equagoes para o0 campo

gravitacional perturbado
R, = RW +0R,, = Ag

SRy = Ay, (3.36)

Esta equacao governa a perturbagao do campo gravitacional na regiao exterior ao buraco

negro.
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Perturbacoes Gravitacionais Axiais

Os trabalhos de Regge e Wheeler[18] e Chandrasekhar|27] foram pioneiros no estudo de
perturbacoes gravitacionais no contexto da relatividade geral, tema hoje bastante estudado e
que ressurge diante das novas possibilidades relacionadas a deteccao de ondas gravitacionais.
Aqui consideraremos apenas a componente axial das perturbacoes. O caso das componentes

polares, caso seja de interesse, pode ser encontrado nos trabalhos [22], 27].

Conforme ja foi dito, Regge ¢ Wheeler[I8] foram pioneiros no estudo de perturbagoes
gravitacionais em buracos negros. Usaremos o método por eles desenvolvido, que consiste
em decompor, quando o problema envolve simetria esférica, o tensor h,, em uma parte
angular, dada em termos dos harmonicos esféricos tensoriais (ver [28, 29]), e outra parte

com dependéncia em r e t. Os resultados deste trabalho consideram a métrica como sendo

dada por
[0 0 — h;’e(:;g) ag”” ho(t,r)send 839/59*”
. 0 0 - h;e(f{g) agg” hi(t,r)send 8}8/19"‘
= . , 2 .
ij sim  sim ha(t,r) {ﬁ—ag&b — s‘;?ffe (%} Yim sim
stm  sim %hg(t, T) [selne% + cos@% - 861105%} Yim —ha(t,r) [sen@%;b — 6089% Yim

O termo sim representa a componente obtida pela simetria h;; = h;; na matriz. Quaisquer
que sejam os valores de [ e m, a equacao radial serd a mesma. Assim, escolhnemos m = 0 para,

desta maneira, eliminarmos a dependéncia em ¢ dos calculos, pois

L.Yi(6,6) = mYin(0, 6) — ul0.9) _,, (3.37)

d¢

Para simplificar um pouco o tensor h,,, usamos o gauge de Regge e Wheeler para

perturbacoes axiais. Para isso, considera-se um deslocamento infinitesimal de coordenada
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e admite-se uma dependéncia temporal da forma e~™*, no que resulta

0 0 0 hor)

_axial __ 0 0 0 hl (T) —twt : 2
hij = 0 0 0 o X e "“"sin HaePl(cos 0) . (3.38)
sim stm 0 0

azial

Ao substituirmos esta nova expressao do tensor hy, em (3.36), obtemos o conjunto de

equacoes nao-nulas e acopladas:

1y 1]1d dhy
Mo = =3 {MA "B {2 ar A/ B)I g ] }
d . d2 —iwt
X | cos 9@ — sin 9@ Py(cos@)e ™" = Ahy, , (3.39)
DU+ w1 (d 2
OR.p = 5 { { = 1 TE <a(ln(B/A)) — ;)} hy
iw (dho  2hg . dP(cost) .,

1 dhy . [1dhy h 1 d
SRy = — {ﬁ drf + iw { Ly Lo ——(m(AB))hl}

2B dr ' Br 4Bdr
—ii(ln(AB))% + (ii(ln@ s 1)) ho}

4B dr dr Brdr 272

dP(cos0)
dé

X sin@ e = Ahyy (3.41)

que podem ser desacopladas quando levamos em conta as propriedades dos polinomios de

Legendre, P,(cosf), analisando os indices de multipolo assim como em|22]:

Para [ = 0, os fatores angulares serao identicamente nulos. Assim, uma perturbagao com

este indice de multipolo representa uma mudanca na massa do buraco negro.

Paral =1, a equacdo 0Rys serd identicamente nula, e isto significa que uma perturbacao

com indice [ = 1 corresponde a um incremento diferencial de momento angular.

Uma vez que os casos anteriores correspondem a quantidades conservadas, nosso interesse

passa a ser nos casos com [ > 2, que sao modos dindmicos capazes de se propagar por um
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tempo consideravel, de modo a permitir sua deteccao. Para estes casos, teremos sempre que
Pi>5 # 0. Entdo, os fatores entre chaves nas equagoes (3.39)—(3.41)) devem se anular e assim

obtemos trés equacoes radiais.

Se substituimos as equacoes radiais, podemos eliminar a dependéncia em hq e ficar com

uma equacao de segunda ordem em h; somente, dada por

dr? 2 dr B r| dr 2 dr? B 2 \ dr B

(l+1) ,B 2
—-B 2 +w Z + T_2 + 2AB:| hl =0 (342)

A partir daqui especificamos nossa métrica, que é a de Schwarzschild-de Sitter, na forma dada

anteriormente por
ds* = —A(r)dt* + B(r)dr? + r*(d6* + sin® 0d¢?) , (3.43)

onde as fungoes A(r) e B(r) sao dadas por

A(r) = (1 _M A—Tz) B(r) = —51 | (3.44)

Ar?
ro 3 (1= =)
Definindo
2M AT2 hl
— (== _- |23 3.45
o= (1-2 -5, (3.45)
a coordenada tartaruga r, como sendo

1 d oM Ar?\ d
dr, = —d — =(1-——)—, 3.46
" (1_27#_/\77”)70 dr, ( r 3>d7‘ (3.46)

e substituindo em ({3.42)), vamos obter uma equagdo para a perturbagao gravitacional axial

do tipo equacao de Schrodinger

d*Q(r)

2
dr?

+ [w? = V()] Qr) = 0, (3.47)

que é conhecida como equacao de Regge- Wheeler.
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azxial

Este potencial efetivo axial, V%"*(r), dado por

, 2M A\ [I(1+1) 3d 2M  Ar?
azial () — (] _ — S (12 ) —92A 4
Ve ( r 3 > [ 72 rdr ( r 3 ’ (3.48)
pode ser escrito como
. 2M A2\ [I(1+1) 6M
axial _
VT (r) = (1 - "3 ) { T3 } . (3.49)

-~ =5
14 7 \ 08

il N 06

v |1 o]
i ~ \ Vi
06 J[ff \\ N 1)
AN 0,44
| AN N ’
”} N N
0’4_” 13 \\ \\
I/ ~ ™ S
W \\ \\\ ~ 0z
i S . -
02 yf =2 -~ —— T

Figura 3.3: Potencial efetivo V(r) para a componente axial do campo gravitacional nos casos (a)
sem constante e (b) com constante cosmologica.

3.3 Método WKB e o Calculo dos Modos Normais
3.3.1 Condicoes de Contorno e Aproximacao WKB

Conforme vimos na secao anterior, as equacgoes fundamentais que descrevem as
perturbagoes de buracos negros se reduzem a equagoes de segunda ordem semelhantes a
equacao de Schrédinger unidimensional para uma particula na presenga de um potencial
barreira. No entanto, devido a natureza do potencial efetivo V.; ao qual o campo esta

submetido, nao é possivel a obtencao de uma solucdo analitica. Assim, faz-se necessario

adotar diversas aproximacoes para estudar os modos normais, tais como integragao numeérica
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direta de equagoes diferenciais|27]—[30], uso de solugdes na representacao de séries infinitas,

ou métodos semianaliticos baseados em aproximagoes|31].

Matematicamente, um modo normal é uma solucao para a equacao diferencial de
perturbacao com uma frequéncia complexa, satisfazendo as condi¢oes de contorno de ondas
puramente emergentes, ou seja, propagando-se para longe da barreira nas dire¢oes r, — 400
e r, — —o00. Em outras palavras, ondas entrando no infinito espacial e ondas entrando
no horizonte de eventos, respectivamente, de modo a considerar unicamente a resposta da

métrica fora do buraco negro, sem a interferéncia de nenhuma outra onda vinda do infinito.

O estudo numérico de modos normais em buracos negros consiste, de maneira geral, em
escolher um valor para a frequéncia complexa, integrar a equacao de perturbacao e verificar se
as condigoes de contorno sao satisfeitas. Se estas, em geral, nao sao satisfeitas, deve-se analisar
as frequéncias complexas para valores discretos que levam aos modos normais. No entanto,
esta técnica é onerosa e lenta, nao permitindo assim um estudo mais sistematico desses modos,
e é neste panorama que a aproximagao WKBrﬂ surge como uma boa alternativa, uma vez que
é sabidamente precisa, pode ser estendida até altas ordens, e ainda permite um estudo mais

sisteméatico do que pelo método numérico.

A motivagdo para usar WKB ¢ a ji comentada semelhanca entre as equacoes de
perturbacao e a equagao de Schrodinger unidimensional para um potencial barreira. Este
aspecto foi enfatizado e explorado por[27], por exemplo. Em ambos os casos, temos uma

equacao da forma
d*y

Tz Qx)Y(x) =0, (3.50)

onde a funcao 1 geral representa a parte radial da equacao de perturbacgao, quando se assume

uma dependéncia temporal harmonica e~“!. A coordenada x ¢é associada & coordenada

3Técnica desenvolvida por Wentzel, Kramers e Brillouin para obter solu¢des aproximadas da equacio de
Schrodinger independente do tempo, particularmente usada em célculos de tunelamento através de potenciais
barreira.
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tartaruga r,, que delimita o espaco de —oo, no horizonte de eventos, até 400, no infinito

espacial.

Regigo Il

! i
1
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
|
| 1
|
/\
_w/ ) B xz\w
|
|
|
|
1
|
|
1
1
1

Regido Il Regido |

Figura 3.4: A fungao Q(x).

O ‘potencial” Q(x), visto na figura (3.4), depende da natureza da perturbacao a qual o
buraco negro foi submetido, assim como dos parametros que descrevem o mesmo, tais como

massa, carga, momento angular, indice de harmoénico angular ou frequéncia.

Analogamente ao caso quantico, o campo 1 nas regioes I e II[ serd dado por uma
combinacgao linear de funcoes de onda propagando-se para dentro do horizonte e para o
infinito espacial, sendo estas funcoes coladas através da regiao 11, onde ocorre um maximo
do potencial efetivo no ponto zo|21]. Fazemos uma expansao em torno de seu maximo x = x

6

incluindo termos até ordem (z — x()°, e que nos permite uma aproximagao assintotica para a

solucao interior que é posteriormente usada para conectar as duas outras solucoes.

As condigoes de contorno sao aplicadas a funcao v quando r, — 4oo. No infinito espacial,
um observador pode detectar ondas imergentes (1;,,) e ondas emergentes (t.,,). Portanto,

uma solucao geral neste limite seréa

1/] = szwzm + Zemwem quaDdO Ty — +00, (351)

onde Z representa a amplitude complexa das ondas em cada regime.
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Proximo ao horizonte de eventos, o mesmo observador perceberd somente ondas

imergentes, ou seja, entrando no horizonte. Entao, a solugao geral serd
1/) = Zz’mwim quaﬂdo Ty — —0OQ. (352)

O procedimento utilizado segue o método desenvolvido por Bender[32], onde se reescreve a

equacao geral na forma
2 + Q(z)y(z) =0, (3.53)
onde o parametro € é introduzido de modo a indicar as ordens na aproximacao. Admitimos,

entao, que ¥ (z) é dada assintoticamente por
P~ eS@e (3.54)

onde a fun¢ao S(x) pode ser escrita em termos de poténcias do parametro € da seguinte forma:

o

S(x) =) €Sy (x) (3.55)

n=0

Quando realizamos esta expansdao até terceira ordem e substituimos em (3.53),

encontramos|32]

Su(e) =+ [ @)y (3.56a)
Si(x) = _411 I Q(x) (3.56b)

Sy(x) = :Fé / [QQT//; - Z%} dn (3.56¢)
Sy(x) = % {g_;’ - Z%ﬂ (3.56d)

Convencionando que ondas vindo em dire¢ao ao horizonte tem sinal positivo e afastando-se

rumo ao infinito tem sinal negativo, as solugoes gerais de (3.53) assumem as formas

¢ o~ Zhol+ZLgl . em [ (3.57a)

b~ ZUIL I o 7I1] i]l’ em IITI 3.57b
m T+ em
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no caso que estamos considerando Z1M = 0.

E preciso determinar as formulas que conectam as amplitudes das ondas emergentes com

as amplitudes imergentes, ou seja, determinar os coeficientes da relacao linear dada por

ZIII M M ZI
{ Z‘?}}} = { M; MZ ] { P ] (3.58)

e para isso é necessario considerar a solu¢ao na regiao I1.

3.3.2 Aproximacgao Assintética para a Solugao Interior

Para obtermos a solucao na regiao 11, expandimos a fun¢ao Q(x) em série de Taylor até
a sua derivada de sexta ordem, em torno de seu maximo, numa aproximac¢ao baseada nos

métodos desenvolvidos em[32]. Assim, teremos o seguinte resultado

1 1, 1 1 1
Q) = Qo+ Q07" + 7 Q72" + ﬂQé I 4 mQé )2+ %Qé )8, (3.59)
onde definimos z = r — x.
A equagao (3.53) podera ser escrita como
o d*1 2, .2 3 4 5 6
evak(—zo + 25+ b+t +d° + f2°) =0, (3.60)
com as seguintes identificagoes:
1 Q
k= 5@6’ 200 = — —2
0
304 12 Qf '
1y 1 Q)

60 Q4 360 Qf
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1/2

Definindo uma nova variavel ¢t o« z/e'/?, que expresse a solu¢do assintotica interior, e

também as constantes v, A e , além de reescalar os parametros (3.61)), da forma[21]

AJ) /A p—in /4 1 /2 2

t= ()61# . vt = ! 2:0 — e — €2, (3.62a)

7 1 —1/4 Jin/4 = 1 —1/2 jim/2
b= Z_lb<4k) et c= 10(4/@) e (3.62b)

;1 —3/4_3in/4 1 —1 ir

a equagao (3.60) toma a seguinte forma
) 1 1 _ _ _

V4 v+ = — 2 — 20t 4 e\ —att) — E2d + E(Q - fi%) v =0, (3.63)

2 4

com (") representando derivada com relagao a variavel ¢. Verificamos que, sem a presenca dos
termos proporcionais as poténcias de e, (3.63)) tera solugoes em termos das fungoes cilindricas
parabolicas D, (t) e D_, 1(t)[32]. Na presenca destes termos de €, procuramos uma solugao

na forma geral f(t)D,(t) assim como em|[33].

Substituindo esta forma geral em (3.63)), e chamando o polinémio dentro dos colchetes de

Q(t), teremos

{—fgz<u+%—392)+fn+62f} Dy+(2f'g+fg>DV:0. (3.64)

2

Podemos eliminar a primeira derivada de D, se escolhemos f = ¢~/2, e teremos a equacio

diferencial seguinte para ¢(t):

_ 1 1 1G% 3§
2 L2 2 2 o) =0. 3.65
g(v+2 4g)+292 1 Q(t) (3.65)

Vamos admitir que Q(t) pode ser escrita como uma expansao em € da formal2T]

1 1 >
Q) =v+ 5 Zt2 + ; €2Qn (1) (3.66)
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onde @,(t) é um polindmio. Assim, podemos admitir uma expansio analoga para a fungao

g(t) que, na mais baixa ordem, seja igual a t, e dada por

g(t) =t+ Y €At (3.67)
n=1
onde A, (t) é um polindbmio em ¢.
Quando substituimos esta expansao de g(t) na equacgao (3.65)), igualamos os coeficientes
de cada termo de ordem €'/? a zero, e definimos o operador L, por
dt? 2 4 ) dt

d® 1 1,\d
Lt——+4<u+———t2)——t, (3.68)

obtemos um conjunto de equagoes para A,(t) que, devido a forma destas expressoes e a

natureza do operador L;, cada polinomio deve ser do tipo
An(t) = aptm para n+1-2i>0. (3.69)
i=0

Para n impar, o niimero de poténcias de ¢ serd igual ao nimero de coeficientes af;, a serem
determinados. Logo, podemos obter estes coeficientes fazendo com que os coeficientes de
cada poténcia de t sejam nulos. Quando n é par, teremos mais poténcias de t do que
coeficientes a serem determinados, o que torna o sistema “excessivamente determinado”. Neste
ponto, usamos as constantes anteriormente definidas A e €2, de modo a serem escolhidas

convenientemente com uma solucao consistente, e com isso obtemos

2
A= % (3¢ —70%) + (u + %) (6c — 300%) | (3.70a)

1 _ _ __
Q=— (u + 5) (1155b6" — 918b°¢ + 67¢* + 190bd — 25f)
1\’ _ _ -
— (y + 5) (2820b" — 18006°¢ 4 68¢% + 280bd — 20f) . (3.70b)

Estas constantes serdo posteriormente utilizadas na obtencao das frequéncias quasi-normais

do buraco negro.
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A solugdo geral para a regiao I1 tem a forma|2T]

v~ g P [AD(g(t) + BD_,a(ig(t))] - (3.71)

Usando a forma assintotica apropriada das funcoes cilindricas parabolicas|32], para
x/e'/? — 00 e para z/e'/? — —o0, a equacio (3.71)) toma a seguinte forma

a L _a -1 ~1)(v-2)(r—3
wwgl/z{AgegM{l_u(z;gQ ), v ><u894 -3

+Blig) et {1 N (v + 12)9(; + 2) N (v+1)(v+ 28);4V +3)(v +4) L } } (3.722)

ke PO TS

~ g Y
WY glz{{A+B NOES) g’e

1/2 imv
[ A G oy D Y

onde I'(x) é a funcao gama.

Desejamos conectar a solucao interior da regiao II com as regioes vizinhas, nas

proximidades de z ~ £2;. Para isso, serd necessario estabelecer os zeros z da fungéoﬁ Q(=),

que saol21]
= 1 2 1 2 3 1 3 4
Z==z— §bzo + §(5b —4e)zy” — 5(2() — 3bc + d) 2
1
+ Eg<231b4 — 504b%c + 224bd + 112¢* — 64.f)z"° (3.73)

de forma tal que podemos reescrever

Qz) =k[(2*—2%) +b(z> = 2°) + (" = 2") + d(2° = 2°) + f(2° = 2°)] . (3.74)

1Aqui vale relembrar que existe uma relacdo direta entre ¢ e z, e portanto, podemos considerar Q(z) ao
invés de Q(t).
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Na mais baixa ordem de aproximagao, nas proximidades de z = £z, podemos adotar as
seguintes aproximagoes: z = 29 e Q(z) ~ k(2* — %?). Entao, nas vizinhangas dos zeros de

Q(z) teremos

S k222 1 1 1 22 1
?ON:I: 5 ii(y+§)i(y+§)m(z0) Slw—zln(kz)), z>z  (3.75)

S k222 1 1 1 2z 1
?0 ~F 5 T 5 (V + 5) F (V + 5) In (_Z_o) Sp ~ —Zln(k:ZZ) , 2<—z (3.76)

Usando este resultado em - - teremos

¢ ~ |:Zifme—ik;1/2z2/26 (i) —(+1) (4k>—(y+1)/46i7r(u+1)/4R

€1/2

) v ) 4 1/8
+Z@Imezk1/2z2/2e (i) (4k,>u/46—wru/4R—1} (_) em 2 Z 20 (3.77&)

€l/2 e2keim

Wb ~ [Ziléfeiklﬂﬁpe (_li/?>_(”+1) (4k) (v+1)/4gim(v+1)/4
€

B ’ | 4 \'8
yZ 1 ik /22 /9 (_11/2) (4k)z//4€fz7r1//4R71:| ( T ) em z<—z (3.77b)
6 6 67/]’('
onde escolhemos
1 (v+3)/2 )
= ( N 5) bz (3.78)

Se agora substituirmos ¢(f) em uma ordem mais baixa em (3.72)), e considerarmos somente

os termos dominantes, teremos para z > 2y que

1/) ~ Aeikl/2z2/25 <_i>u (4k)y/46—i7r1//4

c1/2

Bk 2 (_%)‘“*” (4k) @D Agim1) /4 (3.79a)
€
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Para z < —zg, ficamos com

(27T>1/26—i7ru/2 /2,2 o 2 \V -
~ | A+ B~——— | ¢ 2 /2e (__) 4k v/4 3imv/4
(G [ + ROES) e 7 (4k)""e

1/2 iy (v
L [ gesimwrnge _ g @O sz <_L> v (4k) D A =S/ (3 79D)
F(—V) 61/2

Agora, se igualarmos os coeficientes da equagoes (3.77) e (3.79), poderemos obter os termos

A e B e assim teremos as equagoes de conexao entre as regioes I e I11 dadas por

. S DR2 ATy 1/2
ZIII ezﬂ'y iR%e V(2’7T) EIm
[ Z%TI = | rR-2@mn)/2 F(Jﬂlg A (3.80)
m () - m

Isto significa que a equagao (3.80) conecta as amplitudes das solu¢goes WKB em cada lado da

barreira, corretamente até terceira ordem da expansao.

Analogamente ao caso quantico, onde pode ocorrer o tunelamento da regiao I para a regiao

111, temos que os coeficientes de reflexao e de transmissao, definidos como

’ZHI 2
T="—"" e R=1-T (3.81)
281"
onde
T = (14 /)7 (3.82a)
R = (14 ¢ 2mwH1/2)) 7 (3.82D)

A Equagao para as Frequéncias Normais

Uma vez obtida a relacao de conexao (3.80)), poderemos agora obter as frequéncias normais
mediante andlise dessa equacao, juntamente com as condi¢oes de contorno previamente
impostas. Para o buraco negro, a condicao de termos apenas ondas imergentes nas

proximidades do horizonte nos da Z!1! = 0. Para um modo normal deveremos ter Z1 = 0.
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Entéo, pela relagao (3.80)), a inica maneira de satisfazer esta condigao é termos I'(—o0) — o0,
o que significa que v deverd admitir niimeros inteiros nao-negativos, aplicando-se & parte real

positiva das frequéncias.
Quando desejamos tratar da parte imaginaria das frequéncias, precisamos inverter as

identificacoes das ondas imergentes e emergentes, o que representa, em termos das condicoes
ZI = 0, que somente serd satisfeita se I'(v + 1) — oo, e

11
de contorno, que 2
consequentemente v somente admitird valores inteiros negativos.

Estas consideracoes deverao ser validas para (3.62]), ou mais especificamente para
(3.83)

1:1/2 2
! =0 — X — €20

1
n+4+-=—
2 2€
com as restri¢oes seguintes
0,1,2,..., Rew>0
n_{—l,—2,..., Rew <0 (3.84)
A partir das definigoes de (3.61)) e (3.62), juntamente com (3.70]), e fixando o parametro
€ = 1, teremos
iQo 1

Para uma funcao @ do tipo Qy = w? — V;, teremos
. 2
vt ()~ Q) =t

EE
WP =V — i(—2V") 2 [A(”) 6+ (n ! %)]
Escrevendo
M) gy = Q)
n+1

teremos a expressao para as frequéncias normais complexas, que ¢ dada por
(3.86)

)1/25\(71)} i (n + %) (—2VyH/? [1 + Q(n)} ;

w? = [Vg + (—2V
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onde as constantes A(n) e 2(n) podem ser escritas na forma

B 1 1 Q(4) 1 1 "2
= g s G| () - ] reawn} oo

(51 + 100a2)

a 5 m4 1 ///2Q(4)
Qn) = — | 20 (77T +1880%) — — | XL 0
(n) 2@6’{6912{ g} (77 + 18827) 384[ o

L[] s gy 1 L[
+2304 6, (674‘680& )+% 6/2

6
QY

"
0

(5+4a?%) 5,

L
(19 +280%) — 5o [

(3.88)

onde definimos o = n + %

Conforme comentamos, as frequéncias normais complexas dadas por , diferentemente
das frequéncias ditas normais, decaem com o tempo devido a sua parte imaginaria, e
correspondem as contribuigbes em baixas ordens da aproximagdo WKB. Ja os termos A(n)
e Q(n) representam as corregoes superiores as segunda e terceira ordens, respectivamente,
na aproximacao WKB, e sao por vezes utilizados em problemas fisicos semelhantes aos da

mecanica quantica proximos de picos de potenciais barreira.



Capitulo 4

Efeito Casimir no Espaco—tempo SdS

4.1 O Efeito Casimir

A primeira previsao acerca da existéncia de uma forca atrativa entre duas placas planas
metéalicas, e portanto, condutoras, porém descarregadas e separadas por uma distancia a, foi
feita por Casimir[6]. Esta forga é de origem puramente quantica, e pode ser entendida como

uma consequéncia das flutuacoes da energia de ponto zero (vacuo) do campo eletromagnético.

No eletromagnetismo classico, podemos ter regioes do espaco onde o campo
eletromagnético ¢ nulo em todos os pontos. Neste caso, a energia associada ao campo é

nula, e consequentemente nao ha forcas atuando sobre corpos colocados nessas regioes.

Por outro lado, na eletrodinAmica quantica, nao podemos deixar de levar em conta a

energia do ponto zero, %‘", de cada modo normal do campo. Neste caso, os modos e, portanto,
a energia do ponto zero, dependem das condicoes de contorno impostas aos campos. Assim,
no contexto da eletrodinamica quantica podem existir forgas entre corpos descarregados. A
origem da for¢ca de Casimir é explicada pela existéncia das flutuacoes da energia de ponto

zero do campo eletromagnético quantizado.

O efeito Casimir resulta da modificacao do espectro de frequéncias do campo

41
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eletromagnético, em consequéncia da imposicao de condigoes de contorno, como por exemplo
através da presenca de placas metalicas. Esta modificacao se manifesta mesmo quando as

placas estao no vacuo, em virtude da existéncia da energia de ponto zero.

No contexto da gravitagao, o efeito Casimir pode ser visto como uma polarizagao do vacuo
induzida pela presenca de um campo gravitacional externo. Nesse caso, o efeito Casimir pode
aparecer em razao da topologia nao-trivial do espago-tempo, bem como através de condigoes

de contorno impostas ao campo, pela presenca de fronteiras materiais.

Véarios trabalhos[34] 35] consideraram, recentemente, a influéncia do campo gravitacional
sobre a energia do vicuo de um campo confinado a uma determinada regiao do espago-tempo,

com diferentes topologias[36].

4.2 Efeito Casimir num Campo Escalar em (1 + 1) —
Dimensoes

Vamos considerar um campo escalar real ¢(t,x), definido no intervalo 0 < z < a e que

obedeca as condi¢oes de contorno de Dirichlet, que sao

6(1,0) = p(t,a) = 0. (4.1)

A equacao diferencial para este campo escalar serd dada por

Po(t,x)  0*(t, r)
o2 022

+m?¢(t,r) =0, (4.2)
com m representando a massa desse campo.

As solugoes de ¢(t, x) devem formar um conjunto completo e ortonormal, ou seja

1
/ LoV = b (4.3)
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Para obter a solucao de , utilizamos uma separagao de variaveis da forma

o(t,x) =T() X (x), (4.4)
o que resulta nas solucoes independentes

T(t) = Ae*™" | X(z) = Be®** (4.5)

Quando aplicamos as condigoes de contorno de Dirichlet, dadas por (4.1)), obtemos

1\
¢ (t,z) = (a ) et sin(k,x) | (4.6)
W,

onde ja utilizamos a condigao de ortonormalizagao (4.3) e usamos as relagoes w? = m? + k2

ek, =" comn=123,..

A quantizacdo deste campo escalar, segundo o método canonico padrao, se da através da

expansao

ot.x) =) [0t w)an + oD (t2)al] (4.7)

n

onde a,, e a;" representam, respectivamente, os operadores de destruigao e criagido do campo,

que obedecem as relacoes de comutacao

lan, @] = bnw [, an] =0, la),al] =0, (4.8)

n’ 'n/

sendo o vacuo definido, na presenca das condig¢oes de contorno, como

a, [0) =0. (4.9)

Estamos interessados em comparar a densidade de energia de um estado p(a), submetido
a condigoes de contorno, com a densidade p(oc) de um campo escalar sem fronteiras, ou seja,
no intervalo —oo < = < oo. Esta diferenca entre densidades de energia ¢ o que define a
densidade de energia de Casimir. Esta definicao tem problemas, pois essa diferenca é uma

quantidade divergente.
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No entanto, essa diferenca entre as densidades de energia pode ser tratada com uma técnica
de reqularizacao, na qual se pode contornar o problema da diferenca de quantidades infinitas.
Para regularizar a quantidade divergente p(a), define-se uma nova quantidade p(a,d) que é

funcao de um parametro de regularizacdao 9, de forma que no limite 6 — 0 a quantidade

p(a,d) — p(a) e que p(a,d) seja bem definida em § # 0.

Em seguida, realiza-se o procedimento de remormalizacao, que nos permite obter um
resultado finito e com significado fisico, quando subtraimos da expressao regularizada a
quantidade p(oo, ), desse modo a diferenca p(a,d) — p(co,d) ¢é finita quando tomamos o
limite 6 — 0. Essa diferenca de energia regularizada pode, entao, ser interpretada como a

energia necessaria para introduzir as placas no vacuo[37].

A densidade de energia é dada pela componente-00 do tensor energia-momento, que é
obtido pela variacao da acao S com relacao ao tensor métrico g,,, que para o caso de um
campo escalar no espaco-tempo plano, bi-dimensional, e minimamente acoplado serd dado
por

Too = 5 [(010) + (0:0)°] - (4.10)

DN | —

Ao utilizarmos a expressao (4.7), que quantiza o campo, o tensor energia-momento sera
quadrético com relagdo aos operadores de criagao e destruicao a e a,, . Quando tomarmos o
valor esperado do vacuo, (0|7 0), eliminamos os termos da forma (0 [afaX|0) ou (0 |ata, | 0),

restando apenas aqueles da forma (0 |a, a;'|0).

Isto nos leva ao valor esperado

cos 2k, x
(0]To0|0) E Wy — — w— . (4.11)
n=1 n

A energia total do vacuo no intervalo 0 < z < a sera, entao:

Eo(a) :/0 (0 |Too| 0) d an. (4.12)
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pois a contribuicao do termo oscilante é nula.

Esta energia dada por (4.12) é o ponto de partida para a construgao da teoria do efeito
Casimir. Percebemos, claramente, que esta energia é divergente, entao este é o momento de
utilizar os métodos de regularizacao e renormalizacao anteriormente comentados, disponiveis

em diversos trabalhos como [38] 39|, dentre outros.

Neste capitulo, utilizaremos o chamado método do corte através da introducao de um fator
—dw

e no termo do somatoério, que serd removido quando tomarmos o limite 6 — 0. Para o

caso de um campo escalar sem massa, (m = 0), a energia total serd

N | =

IR d «
Eo(a,d) = 3 ane’&"" = 55 Z g0 (4.13)
n=1 n=1

Sabendo que, em uma progressao geométrica com |g| < 1, temos

S q
St
k=0 q
Se considerarmos ¢ = e~%™/%, ficaremos com
1d e 0m/a
)= —=—|—— 4.14
fola:0) = =335 {1 - 6_5“/“} ’ (4.14)

que pode ser reescrita em termos dos polinémios de Bernoulli, By (z), cuja defini¢do é dada

em [40] da forma

Assim, a relacao (4.13)) fica

&0, 8) = %d%; B’;ﬁ” {—%ﬂ] - (4.15)
Eola, ) %d% [— B%ﬁl)% + Bllﬁl) - 32231)5%] +O®). (4.16)
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Os valores destes polinomios de Bernoulli sdo conhecidos[40], sendo By(1) =1, By(1) = —1/2

e By(1) = 1/6. Inserindo estes valores em (4.16]), teremos
Eolad) = =L~ T o), (4.17)

ou seja, temos agora a energia do vicuo dada pela soma de um termo com singularidade
em 0 — 0 e uma quantidade finita, o que significa que esta expressao para a energia esta

regularizada.

Para obtermos a energia renormalizada, devemos comparar o resultado (4.17) com o caso
sem fronteiras. A equacdo que descreve a evolugao do campo escalar, dada por (4.2)), sem as

condigoes de contorno de Dirichlet (4.1) tem agora solugao da forma

4w

1\V2
@y (t,a) = (—) eFilrke) (4.18)
com w = (m2—|—k2)1/2, e —00 < k < o0.
A quantizagao do campo seré realizada agora por meio da relagao
ot.) = [ o (t)ag + 0} (ta)a] dk (4.19)
e as relagoes de comutacao serdo agora dadas em termos de funcoes delta de Dirac §(k — k) :

lak, af] = 6(k — k), lag, ap] =0, laf,a] =0. (4.20)

Finalmente, o estado de vacuo sera redefinido como
ag [0p) =0, (4.21)
onde |0p7) representa o estado de vacuo no espago-tempo de Minkowski.

Num procedimento analogo ao caso com fronteiras, a densidade de energia do vacuo no

espaco-tempo de Minkowski sera

(Oar [Too ()] 0a7) = % /0 " wdk (4.22)
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e a energia do vacuo sera obtida da relagao

1 o0
Eopr(~00,00) = 5 / wLdk | (4.23)
0

s
onde . — oo ¢ um parametro de renormalizacao, de maneira que podemos separar o
intervalo (0, a) do intervalo total, e entdo, comparar essa energia com a relagao , obtida
anteriormente. Teremos, portanto,

Eonila) = Ma: - [ e (4.24)

Novamente, utilizaremos o procedimento de regularizacao, assim como no caso com

fronteiras, introduzindo uma exponencial de corte na integral. Para o caso sem massa, teremos

a relacao
a [ a e 0k
& = — ke %%dk = — | — (1 + 0k) — 4.25
onr (@) 27T/O e 27r[ (14 0k) 52 L ) ( )
e considerando o termo dominante teremos
Eonr(a) = - (4.26)
a) = ) )
oM 972

Por fim, definimos a energia renormalizada no intervalo (0,a) na presenga de fronteiras

como sendo

Sgen(a) = (lsl_I)% [So(a, (5) — go]u(a, (5)] . (427)

Entao, a energia de Casimir seré

(4.28)

E a forca de Casimir sera, por defini¢ao

Fla) = —aggia) - —ﬁ , (4.29)

com o sinal negativo indicando que a forca existente entre as fronteiras é atrativa.
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A Férmula de Abel Plana de Regularizacao

Quando ha a necessidade de considerar casos mais complexos, como outras configuracoes
de espago-tempo ou de campo, por exemplo, o procedimento realizado anteriormente pode se

tornar bastante trabalhoso. Nestes casos, é muito 1til o uso da relagao:

iF(n) = —EF(O) +/OO F(x)dx—l—i/oo F@t) _F(_mdt, (4.30)

2 e2mt 1
que é conhecida como formula de Abel Plana[41], que nos possibilita transformar um somatorio
divergente em uma integral convergente, quando consideramos funcoes analiticas que vao para
)

2r—a)

o infinito mais lentamente que e =l com o > 0.

Quando aplicamos esta relagao na energia (4.12)), a primeira integral de (4.30]) coincide

com a integral em (4.24]). Sendo assim, a parte renormalizada da relagao (4.30) sera

regiF(n) — _Lro +¢/OO F@t) = Fl=it) ), (4.31)

2 e2mt 1

expressao esta que usaremos no calculo das aproximacoes deste capitulo.

4.3 Campo Escalar em (3 + 1)—Dimensoes

Nesta secao consideramos um campo escalar sem massa, com acoplamento conforme
¢ = 1/6, no espago-tempo de Minkowski[42]. Investigaremos a energia de Casimir para esta
configuracao quando sao satisfeitas as condicoes de contorno de Robin na superficie de duas

placas paralelas.

As condicoes de Robin, cujos modos satisfazem tanto as condicoes de Dirichlet quanto as

de Neumann separadamente, sao dadas por

(L4 Bund,) 9t F) = (1+ Bu(~1)""8,) 6(t,7) = 0, (4.32)

nos pontos r = a; € r = aq, onde as placas estao localizadas.
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A equacao de Klein-Gordon no espago-tempo curvo é dada por

(VoVE+ER) o(t,x) = 0. (4.33)

Fazendo £ = 1/6 e considerando o espago-tempo plano, para o qual R = 0, a equagao
(4.33)) reduz-se a

VoVe% =030 —07¢=0. (4.34)

A solucao da funcao ¢(t, z) é analoga a obtida a partir de (4.4)), com a diferenca de que o espago
¢ agora tri-dimensional. Se convencionarmos que as placas paralelas estao perpendicularmente
colocadas ao eixo z, devemos ter w? = k? + ki’ + /{:i Aplicando as condic¢oes de contorno

(4.32)) no eixo x, obtemos que

X(z) = B (cos(kx) £isin(kz)) , (4.35)
e consequentemente
0. X () = B (—ksin(kx) £ ik cos(kx)) . (4.36)
Deste modo, as relagoes
sin ay, = __ e Cosay, = KB (4.37)

N NS

sao satisfeitas.

A solucao de (4.33) terd, usando as condigbes (4.32), a forma
or(t, T) = Ae™ 2" cos(k |2 — am| + am) (4.38)

sendo a constante A determinada com o uso da condi¢ao de ortonormalizacao, na regiao entre

as placas, dada por

w

[ ouoav = o - ).
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Neste caso, obteremos o resultado

1 e*r =l eos(k o — ap| + o)

Varlwa \/1 + % sin(ka) cos(ka + 2ayy,)

Or(t, T) = : (4.39)

onde w? = k* + k2 e ay, = kay,.

4.4 Densidade de Energia e de Pressao no Vacuo

No espago-tempo curvo o tensor energia-momento, 7}, que descreve o conteido de
matéria-energia do campo gravitacional, ¢ obtido através da variagao da agao classica com

relagao ao tensor métrico g,, da forma

1 48
vV — 9 5gul/ (CC)

sendo S = [ L(x)d*z a agdo classicae L = %(8H¢8”¢+m2¢2+£R¢) a densidade Lagrangeana

T () (4.40)

associada. O tensor energia-momento deve ser covariantemente conservado, ou seja,
p
vV, =0. (4.41)

Considerando o caso do campo escalar sem massa, com acoplamento conforme £ = 1/6 e no

espaco plano, as componentes do tensor energia-momento sao

1 1 1 1
Too = §ao¢ao¢ + 53@51(15 + 5(%(7582(;5 + 583¢83¢ (4.42)
1o, 1o, 1.
+ —8101¢ + —aQaQQS + _6383¢ ;
6 6 6
1 1 1 1
T = §ao¢ao¢ + §al¢31¢ - 532(/58%25 - 583¢83¢ (4.43)
— laa¢2+laa¢2+laa¢2~
6 000 6 202 6 3V3 )

1 1 1 1
Ty = §ao¢ao¢ - §al¢3l¢ + §a2¢32¢ - 583¢33¢ (4.44)
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1 1 1
- 63030¢2 + 68131¢2 + 65333¢2 ;

1 1 1 1
Tz = 5000000 — 5010010 — 5020020 + 5056059 (4.45)

1 1 1
- 63030¢2 + 63151¢2 + 60252¢2 .

Como o tensor energia-momento possui apenas componentes diagonais, seu valor esperado

tem a forma
(07| 0) = diag(p, —p, =p1, —p1) - (4.46)

A densidade de energia p e as pressoes efetivas p e p, sao calculadas com o uso da expressao

(01T (2)[0) = > {du(2), 6 (2)} , (4.47)

com ¢,(x) = (¢r, ¢x, ) sendo um conjunto completo de solucoes da equacdo de campo[43],

considerando a forma bi-linear de 7),,.
Valor Esperado das Componentes do TEM

Para o caso do vacuo, o valor esperado do tensor energia-momento pode ser calculado
através da soma (4.47)). Inicialmente, vamos calcular o valor esperado da componente Tpo,
dada por (4.42) considerando a solugao (4.39)). Para isto, é necessario o calculo de cada termo,

que sao dados por

2k, w? 0032(k % — am| + am)

019060 0) : 4.48
(0]00900¢] 0) Z/ A2 wa 1+ -~ sin(ka) cos(l{:a+2am)] ’ (4.48)
d2k, 81n2(k|x—am| + o)

019169,4] 0) : 4.49
< | 1¢ 1¢| Z/ A2 wa k‘ SiH(l{}CL) COS(ka+2am)] ’ ( )

a2k, ki cos?(k | — ap| + am)
a0 O ) - 4.50
(01020020 0) Z/ 4n? wa [1+ L sin(ka) cos(ka + 2a,,)] 30
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d*k, k‘iscos (k |z — am| + aum) .
(0[03¢030|0) = Z/ 477 wa 1+ L sin(ka) cos(ka + 20,,)] | (4.51)
d’k, 2k cos(2/~c T — am| +204,)
<O |8181¢ | O> Z/ 47T2 wa 1 ‘l’ 1 Sln(k?a) COS(]{?CL + 2am)] ) (452)
(0]0000¢%| 0) = (0]9205¢%| 0) = (0 |9305¢%| 0) = 0. (4.53)

onde k1 = k7, + k7,

Quando somarmos os termos ({4.48|)—(4.53)), a componente do tensor pode ser escrita como

Pk W+ ( k‘2—|-k72 cos(2k |z — an,| + 20,

: 4.54
872 wa [l + & sin(ka) cos(ka + 2a,)] (4:54)

com w? = k* + k2.

Usando as relagoes (4.37)) devemos ter

k20252, — 1 2kab
coﬂ2k|x——am|%—2am)——ZﬁgﬁéigficoMQk\x——awﬁ)——Ezﬁééérishﬂ2k|$——amD (4.55)
e também
/d%ﬂlg(l{?L) = 27’(’/ klg(kl)dkl . (456)
0

Dessa forma, usando (4.55) e (4.56) na expressao (4.54)), obteremos

1 > ]{J_/k
0|Tho|0) = — E 4.57
(0 [Tool 0 472 - /0 a\/ki/k@ 1[1+ & sin(ka) cos(ka + 2am)] (4.57)
Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:
ky dk,
= — d =

podemos reescrever o valor esperado como

1 K
— " 4.58
(0]Too| 0) A2 Xk: a [1 + k—la sin(ka) cos(ka + 206m)] ( )
} »

o %}

_I._
VAR RVAEES

3

+/md L
o 31 VAl

U
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2kab,,
k2a?b2, + 1

k2a?b?, — 1

W SIII(QIC |I’ — am]) .

cos(2k |z — an|) —

Observamos, neste ponto, que as integrais entre chaves sao divergentes. No entanto,
podemos usar algumas condigoes de renormalizagao bastante conhecidas na literatura, como

as obtidas em [44], por exemplo, onde temos

< ydy 1 n n+1
= r——)r{—- 4.59
reg/o N ES SN ( 2) < 2 > (4.59)

como sendo o resultado da regularizacao das integrais em (4.58]), que consequentemente podera

ser reescrita na forma

1 K
— Dika) x 4.60
(000 0) A2 Xk: a [1+ & sin(ka) cos(ka + 2a,,)] (ka) (4.60)

1 3 1 1 1 1 1 3
—TI(—=|T2)+—=I(—=)T(1 —TI—=|T(1)+—=T(—= )T (2
tavat (o) reeagar () rors gjar (-3) ror s (53 e
onde o colchete final em (4.58)) esta representado por D(ka). Os valores das fungbes Gama
sdo conhecidos[40], dados por I'(1) =T'(2) =1, I(—1) = =27, e [(=3) = %77, 0 que resulta

em

1 K
0[Tho| 0) = — . 4.61
(0]Too| 0) 1272 Zk: a [1+ & sin(ka) cos(ka + 204,,)] (4.61)

Como o valor esperado da densidade de energia ainda depende de um somatorio divergente,
usamos aqui a formula de Abel-Plana (4.30) discutida em [41], e portanto a soma em (4.61])
serd dada por

i [ L) (i de
<0Hmm>:—fﬁzg{0+/‘zdz+a/ G e (462)
0 0 (b1t+1)(b2t+1)6 B

onde escolhemos inicialmente z = ka. Entao, a parte regularizada da expressao acima é

1 o0 t3dt
<M%M®:‘EEFA e (4.63)
(b1t+1)(bat+1)
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Se escolhermos by = —by, a equacao (4.63) tomara a seguinte forma

1 < $3dt
01Tl 0) = 50z | (4.64)
0

6m2at e2t — 17

que é uma integral conhecida na literatura|44]. Entao, temos que a densidade de energia no

vacuo é

7T2

p=1{01T00|0) = — 3767 -

(4.65)

Observamos aqui que este valor é o mesmo que o obtido para os casos de condi¢oes de contorno

de Dirichlet e Neumann[45)].

A pressao no vacuo sera obtida através do calculo das demais componentes do tensor
energia-momento. Para a componente 77, seguindo o mesmo procedimento usado no célculo

anterior para a densidade de energia no vacuo, teremos que seu valor esperado é

d*k k2
DRSS | . (1.66)

4n? wa [1+ & sin(ka) cos(ka + 2ay,)]

que apos a mudanca de varidveis
== = dy = —
g 2 Y

é reescrita na forma

k3
DA (4.67)

1 o0
0(T3|0) = — v
(0711 0) A2 ; a [1 + ﬁsin(ka) COS(/CCL-FZOém)} /0 ! 72 +1

Feita a renormalizacao, teremos

(0[T11]0) Z i (4.68)

- [1+ & sin(ka) cos(ka + 20yy,)]

e novamente usando a férmula de Abel-Plana, obtemos

1 > t3dt
OITul0) = 53 /0 = et (4.69)
(b1 t+1) (bt +1)
que com a escolha b; = —by resultara
2
= (0T11]0) = — (4.70)

480at ’
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ou seja, p = 3p.

Finalmente, o mesmo desenvolvimento pode ser feito para os valores esperados (0|75 0)

e (0]T53|0), que serao dados por

1 K
T , 4.71
(O1T2]0) = 155 ; a[1+ 57 sin(ka) cos(ka + 2as,)] o

ou seja, (0]Ty|0) = —(0]T40|0), e 0 mesmo vale para (0|T33]0).
4.5 Aproximacao de Campo Gravitacional Fraco

Conforme dito anteriormente, o efeito Casimir pode ser entendido, de maneira geral, como
a pressao sobre as superficies de uma cavidade quando um campo quantico é confinado em
um volume finito do espaco. Este efeito deve ter um papel importante em investigagoes que
vao desde o confinamento de particulas até a estrutura do universo em larga escala|34], por

isso nas ultimas décadas tem sido alvo de intimeros estudos e verificagoes experimentais|45)].

As investigacoes atuais sobre o efeito Casimir estao voltadas, também, para a influéncia
de campos gravitacionais na densidade de energia do vicuo de campos quanticos|36], pois
acredita-se que as modificacoes na densidade de energia induzidas pela gravidade tenham
um papel importante na dindmica do universo, afetando a constante cosmolégica A, por
exemplo, ou ainda a questao da validade da teoria da relatividade geral no limite de pequenas

distancias|46].

Nesta secao, consideramos o problema de duas placas paralelas muito proximas, que podem
ser interpretadas como uma Cavidaudelj_-]7 na presenca de um campo gravitacional gerado por um
objeto massivo esfericamente simétrico, como um buraco negro, num universo de de Sitter,

ou seja, com A > 0. A figura (4.1) esboga esta configuragao:

!Neste contexto, significa que mesmo sob uma forca externa nao sera deformada.



CAPITULO 4. EFEITO CASIMIR NO ESPACO—TEMPO SDS 56

Cavidade de Casimir //{
] el

Figura 4.1: Cavidade de Casimir no espago-tempo de Schwarzschild-de Sitter.

Se admitimos a relagdo entre a massa M, a distancia R do centro do buraco negro e a
distancia L de separacao das placas como sendo R > M > L, nas regidoes muito proximas
desse corpo o espaco pode ser considerado localmente plano. De forma geral, fazemos o calculo
perturbativo ordem a ordem das corregoes gravitacionais da densidade de energia do vacuo
para o campo confinado entre as placas, num espaco-tempo estatico e levemente curvo, o que

equivale a dizer que estamos na aproximacao de campo fraco.

4.5.1 Consideracoes Sobre o Campo Escalar num Espacgo-tempo
Curvo

No caso em consideracao, a métrica que descreve o espaco-tempo curvo quadri-dimensional

é dada por
ds® = —(142®)dt* + (1 + 2®) " '6,;dx"da’
que na aproximacao de campo fraco pode ser escrita na forma
ds® = — (14 2®)dt* + (1 — 2®)d;;dz’dx? | (4.72)
que recai no caso de Minkowski quando ¢ = 0.

Estamos lidando com um campo quantico confinado em uma cavidade formada por duas
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placas paralelas de area A, separadas por uma distancia L, e localizadas a uma distancia
radial R do centro da distribuicao de massa. Se considerarmos que estas placas estao colocadas
perpendicularmente a dire¢ao g, e introduzirmos um sistema de referéncia cartesiano {z, y, 2}
em que o eixo-z coincide com a direcao ug, podemos representar a distancia entre o centro

do buraco negro e as placas (cavidade) como sendo
r—R+z. (4.73)
O potencial associado ao campo gravitacional é dado por
O(r) =————, (4.74)

e considerando a separacao L entre as placas assim como sua area A sendo muito pequenas
comparadas com a distancia R, poderemos expandir o potencial gravitacional ®(r) em torno

da direcao z, de maneira que

. M z -1 A 2 M ya A 2 9
(I)(r)__E<1+E> —g(R%—z) __§<1_E>_§(R +2Rz+2%)  (4.75)
M M AR?  2A A
@(T)E—E—FEZ—T—F?RZ—gZQ, nggL, (476)

lembrando que substituimos (4.73) na expressiao do potencial gravitacional antes de

realizarmos a expansao.

Podemos ainda separar esta expressao para o potencial gravitacional em funcao dos termos

que dependem ou nao das coordenadas cartesianas, da seguinte forma
®(R) = ¢o(R) + 77, (4.77)

onde impusemos que cada termo em ¢o(R) e em 7 devem ser da mesma ordem, sendo dados

por
M 2A

R? e 7t ?R + O(M/R)?. (4.78)
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Substituindo ®(R) dada por (4.77) na métrica, teremos

ds® = — (1 + 2¢g + 272) dt* + (1 — 2¢¢ — 272) §;;dx'da’ . (4.79)

Para prosseguirmos nos calculos, vamos considerar um observador estatico w, cuja quadri-

velocidade w* é definida como

1

Com relacao a este observador serao feitas as medidas.
Algumas Ferramentas Basicas da Teoria de Campos

Se consideramos um campo escalar nao-massivo W(x) como objeto de estudo, este deve
obedecer a equagao de Klein-Gordon, que no caso sem massa serd, quando considerado um
espago-tempo curvo, dada por

1

—0, [V=a9"0,0(x)] - R¥(x) =0, (4.81)

§

onde ¢ é um parametro de acoplamento e R o escalar de curvatura, que no caso do vacuo

(nosso caso, por exemplo) é igual a zero.

Usando a métrica (4.79) na equagao de Klein-Gordon, obteremos a equagao
— OPU 4 (14 2¢0 + 272)2690,0,¥ = 0, (4.82)

a partir da qual, para cada ordem de aproximacao, obteremos as solucoes dos modos que

descrevem o campo escalar dentro da cavidade.

De acordo com a teoria quantica de campos em espacos curvos[43|, pode-se obter um
conjunto ortonormal de solugoes dos modos ¢n(l;) a partir da definicao de produto escalar

dada por
(s ) = i / (Outhm) 5, — o (002 /g i (4.83)
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sendo ¥ uma hipersuperficie de Cauchy tipo-espaco, ®)g o determinante da métrica induzida
(projetada) nessa hipersuperficie e n um vetor unitario tipo-tempo ortogonal a X, onde

poderemos convenientemente identificar n* = w* e também d3x = dadydz.

Ainda segundo esta construcao, o tensor energia-momento do campo sera

1
Tuu = MMMP - §guu9p08p¢5’a¢ . (4'84)

A densidade de energia de Casimir, na qual estamos interessados, tem seu valor médio

(proprio) escrito como

- 1
Evac = 37 / drdydzy/®g Epee , (4.85)
p

com V), sendo o volume proéprio da cavidade, definido por

V, = /dxdydzx/(?’)g. (4.86)

Como a medida é feita pelo observador , a densidade de energia serd dada por
Evae = W (0]T0|0) = (=gu) " (0|T3| 0)
que pode ser reescrita na forma
S = ()3 [ by T 0,0, W (0] (4.87)
onde a forma bilinear do tensor T}, é definida, para qualquer ¢ (k), como
T (k)07 (K)) = 000" — 0ug 0,00, " (4.59)

Com isso, estamos aptos a determinar as corregoes na densidade de energia do vacuo de
um campo escalar quantico induzidas pela gravidade em uma pequena cavidade de Casimir,
adotando uma aproximacao perturbativa ordem & ordem, partindo da ordem zero, o caso

trivial que recai no espaco-tempo plano, indo até ordens mais altas de correcao.
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4.5.2 Energia de Casimir na Aproximagao de Ordem Zero

Neste caso ¢g = v = 0, ou seja, esta situagao corresponde ao espago-tempo de Minkowski.
Para essa aproximacao, nao é necessaria uma riqueza maior de detalhes, uma vez que para o
espaco plano ja obtivemos, com uma abordagem um pouco diferente, a densidade de energia
de Casimir. Neste caso, temos que as solugoes dos modos da equacao de Klein-Gordon (4.82))

que satisfazem as condigoes de contorno de Dirichlet (4.1]) em trés dimensoes sao

- 1 vz : nm
" k — —two,nt yi(kzz+kyy) o; < ) 4.89
Yo (kL) [—(QW)%)O,”L] e e sin A z), ( )

com n sendo um inteiro e k; = (k;, k,). Temos também que

2
W, = [kﬁ + k2 + (%) ] (4.90)

sao as frequéncias dos modos permitidos dentro da cavidade.

Em ordem zero, temos que g,, = 7,,, assim o tensor T}, obtido da substituicdo de (4.89)

na definigao (4.88)) é

B 1 9 9\ . o (N 1 /nm\2
Tu= orpan L {(kx+ky)sm ( . z) +5 ( L) ] . (4.91)

Inserindo esta relacao em 1) e posteriormente em 1 ,como \/Blg=1¢e (—gy) =1,

a energia média serd obtida da relacao

_ . 1 1 9 9 nm 2
=53 [ b, S {k vz (M) } . (1.92)

Usando a definigao das frequéncias (4.90)), reescrevemos a formula como

1 1
Evac) = = ——+ d*kywon(kL) . 4.93
0 2(271.)2[/;/ 1won(kL) ( )
Neste ponto relembramos os procedimentos de regularizacao e remormaliza¢ao realizados

anteriormente, que vao desde (4.58) até (4.65)). Se reescrevemos

u)om(kj_) = [k’i + 772:| 1/2
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e considerarmos a relagao (4.56]), ficaremos com

- 1 1 Oo
Evaco = §mzn:2ﬂ/o kidkiy/k5 +n? (4.94)

1 1 > kT +n?
= ——— ) 2 dk, k| —=——— .
2<2w>2L; ”/o LRty

Isto é 0 mesmo que

_ 1 1 > dk, k2 kin?
Evac = 5 > om /O =+ —— . (4.95)

Fazendo a mudanca de variavel:

Y= = dy = —,
U] Ul

teremos
3

: g
E'Uac 2
0 2LZ " / [\/v 1 R

onde vemos nitidamente que estas integrais divergem para v — oco. Usando a regularizacao

: (4.96)

dada na literatural44], teremos que

1 1
Epaco = —= 3. 4.97

Como o somatorio é divergente, devemos usar a formula de Abel-Plana (4.31)), o que resultara

em

™

€ vac0 = 1/00 v dt (4.98)
vaed T G2 A o et—1 " '

Usando o resultado desta integral[44], obtemos que a densidade média renormalizada da
energia de Casimir, nesta aproximacao de ordem zero, é dada por

_ 77'2

= 4.
(Svac,O)ren 1440L4 3 ( 99)

resultado igual ao obtido na secao anterior para o espaco plano.
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4.5.3 Aproximagao de Primeira Ordem

Agora, nesta ordem de aproximacao, admitimos que R > z, de modo a podermos desprezar
os termos em v na equagao de Klein-Gordon , que sao da ordem de O(M/R)% Com
isso, teremos

— 020 4 (14 2¢0) 09 9,0,¥ = 0, (4.100)
que pode ser escrita na forma

— (1 — 4¢y) 07 + 670,0,¥ = 0. (4.101)

Quando impomos as condigoes de contorno de Dirichlet (4.1)) as placas, obtemos o conjunto

de solucoes dadas por

—

Dn(FL) = Nype—iwrmntgilhezthyy) gy (%z) , (4.102)

com N,, sendo uma constante de normalizacao que serd calculada mais adiante. Substituindo
a solugao (4.102) na equagao de Klein-Gordon (4.101)), obtemos que os modos de frequéncia

correspondentes a esta aproximagao sao

wi, = (14 4¢y) {kﬂ + K+ (%)2} : (4.103)

Os modos v, sdo ortonormais com relacao ao produto escalar (4.83), ou seja

<wm(kjlxv kly)v 1/Jn(k2xa k2y)> = 5(k1x - k2x)6(k1y - kzy)(smn . (4104)

Assim, usando a solu¢ao dos modos na defini¢ao de produto escalar (4.83)) podemos obter

a constante de normalizacao N, que é

1 1/2
(1-— 4¢0)(2W)2w17nL] '

Usando a solucao (4.102) na expressao para a componente 7Ty do tensor energia momento,

dada em (4.88]), obtemos

Ty = N2(1 + 46y) {(kﬁ + k) sin? (252)

N, — { (4.105)

—z) + % (%)1 . (4.106)
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Em primeira ordem de aproximagao, o volume proprio de integragao V), sera calculado tomando

® = ¢y = constante. Portanto, teremos o seguinte resultado

V, = /dxdydzx/(i”) = /dmdydz(l — 2¢0)%? ~ (1 — 3¢) LA

Repetindo o procedimento, a densidade média de energia sera
- 1
Evac1 = 7Z/dxdydz\/(3)g(—gtt)_l/koLTtt (W, (k), U (k)] , (4.107)
p n

que ap6s a substituigdo de (4.105) em (4.106)) e a utilizacdo na equagao (4.107)), resulta na

seguinte expressao

_ _ 1 1 ) ) nm\?
Evaca = (1 + 2cbo)2 zﬁ:/dkzxdkzy(l ~Ig0) (@) Lons {kx + k) + ( 7 ) } : (4.108)

Agora, usando a definicao das frequéncias possiveis (4.103)), reescrevemos a expressao

anterior como

1/2

Fuaer = (1+40); QLZ/dk: dk, {k%k? (”L”)z] :

= (1+ cbo 2L Z/d kiwin(ky), (4.109)

que ¢ igual a obtida na aproximagao anterior, a menos de um fator multiplicativo (1 + 4¢y).

Dessa forma, a densidade média de energia renormalizada em primeira ordem sera

— 7r2

(gvac,l)ren - _(1 + 4¢0)m . (4110)

No entanto, a coordenada L de separacao entre as placas deve ser expressa em termos da

distancia propria L,, medida pelo observador w, que ¢

Ly, = /gL ~ (1 — ¢)L . (4.111)

Usando o resultado dado por (4.111)) (distancia propria), obtemos que a densidade de energia

serd dada por

_ 7'(2

= - 4.112
(“:vac,l)ren 1440Lf; ) ( )
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2, e 2
que é o resultado analogo ao do caso plano, mas lembrando que agora ¢y = —% — Asi, 0 que

significa dizer que esta distancia propria L, carrega consigo o incremento devido & presenga

do termo em A associado ao espaco-tempo em consideracao.

4.5.4 Uma Aproximacao em Segunda Ordem

Até o caso anterior, estdvamos considerando apenas termos da ordem O(M/R), onde nao
foram verificadas modificacoes notaveis devido a presenca do campo gravitacional, o que se
esperava acontecer, mas o mesmo nao deve ocorrer quando considerarmos a segunda ordem

de aproximacao e superiores, caso que iremos tratar nesta secao.

Por meio das relacoes para os termos ¢g e v que compoem o potencial gravitacional
na métrica (4.79), observamos que nos limites assintoticos R — 0 e R — oo teremos
divergéncias. Assim sendo, assumimos que R possa ter qualquer valor intermediério, onde os
termos dependentes de A sao pequenos para R's pequenos e dominam os termos em M para

R's grandes.
Como nao assumimos ¢y = 0 ou v = 0, a equacao de Klein-Gordon sera
— 02U + (1 + 2¢0 + 272)* 670,0,% =0, (4.113)
da qual obteremos uma solucao do tipo
W, = Npe wnteiltharthoy)y () (4.114)
Por conveniéncia, vamos redefinir:
7' = (1+ ¢o)x™, (4.115)
com o =0,1,2,3. Assim teremos

t, = (1 + qbo)t e .T; = (1 + ¢0)Qfl .
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Nossa métrica ficard, entao,

2 -2
_ Yz Yz i 7 I
ds* = [(1—1-@250) <1+ 1+¢0>] dt* + [(1+¢0) (1+ 1+¢0)] 0Udz;dr; . (4.116)

Reescrevendo também o + como

7 =701 =), (4.117)

teremos

ds? = —(1 + 2yz)dt”? + (1 — 292)6" dxlda’; | (4.118)
onde ¢ = —g; e assim g = —(g")2.
A equacao de Klein-Gordon no espago-tempo dado por (4.118)) serd dada por

— O + (14 272)2690,0,;¥ = 0. (4.119)

Inserindo a solugao de ¥ dada por (4.114) em (4.119)), encontramos

D2x(z) — Wwizx(z) + [w* — k7] x(2) = 0. (4.120)

Fazendo as escolhas seguintes

b
a = 4yw*, b=w?—k}, u:u(z):—(z——) a3 (4.121)
a
obteremos
du 1/3 d 173 d d? 2/3 d?
dz “ dz “ 22 dw

e com isso (4.120]) é reescrita na forma
O2x(u) +ux(u) =0, (4.122)

que identificamos como sendo uma equagao diferencial de Airy (cilindrica parabdlica), cuja

solucao pode ser expressa em termos de funcoes de Bessel como

x(u) = Vau [AJ1 /3 (§u3/2> + BJ 13 <§u3/2>] : (4.123)
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onde a funcdo u(z) é dada por

b—az

Note que a depende de 7, que tem a forma ¥ = ﬁ Nesse caso, para pequenos valores

de 7, ou seja, quando a contribuicao de v for muito menor que a de ¢q, a funcdo u(z) sera

muito grande e a solucdo de x(u) podera ser expressa na forma assintotical34]

3 . (2.
x(u) =4/ W.A sin (§u3/2 + gp) , (4.125)

com A e ¢ constantes.

Impondo as condigoes de contorno de Dirichlet as placas, teremos

2

X(1),—0 =0 = §u3/2(0) +p=pr, (4.126)
2 39

X(w),=, =0 = U (L)+p=qm. (4.127)

Fazendo p — ¢ = n = inteiro, vem

% [u3/2(0) — u3/2(L)} =nm. (4.128)

Substituindo (4.124)) na expressao anterior, e realizando uma expansao até terceira ordem em

torno do parametro %, chegamos ao seguinte resultado

b— % ~ (”%)2 (4.129)

e ao inserirmos os valores de a e de b, chegamos & uma relagao que associa as frequéncias dos
modos permitidos na cavidade (entre as placas) com a frequéncia da aproximacio de ordem

zero, ou seja, do espaco plano:

AyL
wi(l—%):kﬁ—l—(

w? e~ (1+2yL)w; . (4.131)

<13

)2 ~ (14 27L) [k:fc + k2 + (n—Lﬂ)z] : (4.130)
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Agora, estamos aptos a calcular a densidade média de energia do vacuo, E,uc2, porém
ao invés de usar a forma completa de Ty vamos expandi-la em termos de uma expressao
assintotica de W, (k):

U, =+ 0+ O (M/R)? (4.132)

com 01 ~ O (M/R)* e ) ~ O (M/R), condizente com a solucio dos modos que ji obtivemos

na aproximacao anterior.

Feito isto, a forma bilinear de T}, sera expandida da seguinte maneira
Tt (W (k), U5 (K)] = Tyt [ (K), 05 (k)] + { T [ (K), 005 (K)] + - - } + O (M/R)* , (4.133)

e assim a densidade média seré

gvac,Z = g_vac + 5gvac . (4134)

Como /®g=(1-37z) e (—gu)™' = (1 — 272), a densidade média de energia sera

Evaca = Vipzn:/d%@ / drdydz(1 — 352)(1 — 272) Ty [t (), ¥ (k)] (4.135)

pois consideramos apenas o primeiro termo da expansao bilinear (4.133)), equivalente ao termo

em primeira ordem, mas com a constante de normalizacao modificada para

1
N2 = .
" (27)2L(1 — 2yL)w,

Introduzindo N? na expressao bilinear de primeira ordem e usando a rela¢ao de frequéncias

(4.131)), ficamos

_ 1 5 1 _ 2 .2 (T L rnmy2
= 1— k — — | —
Evac,2 V) Zn:/d kL<1 D) @r L /dxdydz( 5yz2) [ ‘ sin ( 7 z> + 5 ( 7 ) )

- ;4_‘2 ;/d%l = vL)l(Qﬂ)QwoL (1 - g%) {(ki +ky) + (%)1

= S [ (1-30) [w+ w2+ () " (1.136)
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Mas como V, = [ dzdydz/® g = AL(1 — 3/2 L), teremos
- 1 1 nmy 2]
g = = Pk |2+ k2 (—) 4137
2(27)%;/ L{ﬁﬁ L ! (4.137)
que tem como resultado, segundo os célculos realizados para as aproximagoes anteriores

_ 7r2

=—— 4.1
(gvac,)ren 1440L4 ( 38)

Mudando para a coordenada propria L, da cavidade, teremos:

L L L ,7L
Lp:/o dz(gzz)l/zz/o dz(1—27z)1/2:/0 dz(1—272>:L<1—7> . (4.139)

com YL ~ O(M/R)? ou menor, obtendo que
1 1
Ly~L(1-33L,) = Ly=L,(1-37L,) .

e a energia média ¢ portanto

_ 77'2

=——(1-2~L,). 4.14
(gvaC,)ren 1440[/3( Y p) ( O)

Resta agora obter a correcao de ordem 7yL,, que pode ser vista quando comparamos a
densidade média de energia na aproximacao zero (4.93) com a relagao de frequéncias (4.131)),

relembrando

1 1 2 2 — 2
gvac,(] = 5 (27T)2L ;/d kJ_wO,n(kJ_) € w,™ (1 + 2"}/[1)(.4.)0 .

Isto indica que o termo de correcao sera yL vezes o resultado do espaco plano, ou seja,

2

= _ m
(6gvac)ren - ’pr <_ 1440[1?)) 3 (4141)

e entao, teremos

7T2

— (4.142)
14402

(gvac,>ren,2 = - [(1 - 2’7[/10) + (’_YLP>]

_ 7-(2

(gvac,>7"en,2 = - 1440[4;1)

(1=7Lp) . (4.143)
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Finalmente, podemos recuperar o sistema de coordenadas inicial e o 7, obtendo

— 71'2

( vac,)ren,? - _1440[1%

(1= 60— Ly) (4.144)

Do resultado (4.144]), vemos que mesmo considerando a coordenada propria havera, nesta
ordem de aproximacao, um fator de correcao yL, que reduz o valor da densidade de energia
como consequéncia do campo gravitacional. Consequentemente, a energia de Casimir entre
as placas, definida como

ECas = (gvac,)ren@‘/p ) (4145)
também serd diminuida. Assim, a forca de Casimir sera

0Fcus 7T2Ap

2
Fras = — = |1-¢ - 3L . 4.146
¢ oL, { %037 ”} 480L, (4.146)

Isto significa que a forca de atracao entre as placas devido ao efeito Casimir serd
enfraquecida, com relacdo ao caso do espaco plano[45], por uma pequena quantidade da
ordem de yL,, ji que estamos considerando v ~ O(M/R)?. Vale lembrar que, de acordo
com o principio da equivaléncia, fen6menos ocorridos na presenca de um campo gravitacional
sao equivalentes aqueles ocorridos em referenciais acelerados, e isto significa esperar que essa
diminuicao da energia do vacuo também ocorra para fronteiras aceleradas, como no caso do
ja conhecido efeito Fulling-Davies-Unruh[47], tornando-se desta maneira num possivel meio

de medicao (observagao).



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao tratamos de fendmenos quanticos associados a campos escalares
colocados no espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter. O primeiro fendémeno estudado foi
a dinamica do buraco negro, na regiao exterior a massa central, e sua relacao com os modos
normais de perturbagoes escalares, eletromagnéticas e gravitacionais. Estes modos surgem
quando colocamos um desses campos para evoluir na regiao exterior & massa central do buraco
negro, e esses campos perturbam o espaco ao seu redor. Mostramos como é essa perturbacao e

qual é a dependéncia dos coeficientes de transmissao e de reflexao com a constante cosmologica.

O efeito Casimir foi estudado no espaco-tempo de Schwarzschild-de Sitter, na aproximagao
de campo fraco. Nesse caso, consideramos um campo escalar sem massa confinado em uma
regiao entre duas placas paralelas. Mostramos que a energia ¢ dada pelo produto de dois
termos: o primeiro corresponde, formalmente, ao resultado do espaco-tempo de Minkowski,
com a diferenca que a separacao entre as placas é corrigida pelas grandezas massa e constante
cosmologica; o segundo termo tem uma forma diferente do primeiro, mas também depende

da massa e da constante cosmologica.

Os dois fenomenos estudados, a saber, os modos normais associados a campos externos

(escalar, eletromagnético ou gravitacional) e a energia de Casimir, dependem da constante

70
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cosmoldgica, assim como da massa do corpo central (buraco negro). Este resultado mostra de
maneira clara como o campo gravitacional pode alterar a forca de Casimir entre duas placas
planas paralelas e descarregadas, mais especificamente, como esta depende da presenca da

constante cosmologica.

Trabalhos futuros podem tratar do efeito Casimir produzido por por outros campos
gravitacionais, tais como Kerr. Solugbes cosmologicas também poderdao ser consideradas,
tais como Friedmann-Robertson-Walker, com diferentes topologias da secao espacial. Com
relacao aos modos normais, estes podem ser investigados também em outros cendarios, como

em buracos negros com rotacao e em espacos-tempo gerados por defeitos topologicos.
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