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RESUMO

Neste trabalho investigamos a possibilidade de cargas e correntes serem induzidas
a partir das dimensoes extras em uma maneira analoga a algumas teorias de espago-
tempo de dimensao superior modernas. Porém, contrario a estas, as equacoes funda-
mentais a serem usadas sao as equagoes de Maxwell no vacuo ao invés das equagoes
de Einstein no vacuo. Examinamos entao a capacidade das equacoes de Maxwell de
gerar cargas e correntes no espago-tempo quadridimensional (a brana). Concluimos

entao que isto é possivel sob algumas condigoes.



ABSTRACT

In this work we investigate the possibility that charges and currents may be in-
duced from extra dimensions in a way analogous to some modern higher-dimensional
spacetime theories. However, unlike these, the fundamental equations to be used
are the vacuum Maxwell equations instead of the vacuum Einstein equations. We
then examine the capacity of the vacuum Maxwell equations to generate charges
and currents in the four-dimensional spacetime (the brane). We conclude that this

is possible under some conditions.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria da Relatividade Geral é uma das maiores realizagoes do século XX. Com
ela, Albert Einstein mostrou que a gravidade é um efeito na tessitura do espago-
tempo, causada pelos objetos que residem nele. Um dos frutos dessa revolucao
apareceu em 1919, quando Theodor Kaluza propos um modelo no qual a gravidade
e o eletromagnetismo emergem de um cendario mais geral; o “preco” " que ele pagou
foi propor que vivemos em uma folha quadridimensional imersa em um espago pen-
tadimensional. A proépria opiniao de Einstein foi da euforia ao fracasso, mas a idéia
persiste até os dias atuais, tornando-se mais sofisticada, pois apareceram novos prob-
lemas a serem resolvidos. Basicamente temos um espaco de dimensao maior, o bulk!,
cujo nimero total de dimensoes varia com o modelo e, através de um processo de
folheacao o bulk é folheado em folhas quadridimensionais, e 0 nosso espaco-tempo
é uma destas folhas. A seguir, usamos a Relatividade Geral no bulk, com uma pré-
determinada geometria (os critérios de escolha ainda sao um pouco obscuros) e apds
a projecao desta na folha obtemos um cendario no qual temos a relatividade geral

na brana, mais “correcoes”” que sao interpretadas de acordo com o modelo citado.

! Alguns autores traduzem este termo como espaco ambiente. Mas por falta de um termo melhor

manteremos este ao longo do texto.
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Exemplos destar teorias podem ser encontrados em [16, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

Mas, antes mesmo da Relatividade Geral ja se pensava em um cendrio pentadi-
mensional, bem como na idéia de unificacao. A idéia é devido a Gunnar Nordstrom,
que em 1914 propos um modelo pentadimensional no qual unificava o eletromag-
netismo e a gravitacao escalar, na época a candidata mais promissora para uma teo-
ria relativistica da gravitacao. Como Einstein sé apresentaria a relatividade geral em
1915, a teoria que Nordstrom usou como fundamental no mundo pentadimensional
foi o eletromagnetismo. Exatamente como a teoria de Kaluza-Klein, a gravitacao
escalar e o eletromagnetismo quadridimensional emergiriam deste cenario unificado.
A teoria é interessante, mas acabou sendo relegada ao esquecimento, muito provavel-
mente devido ao aparecimento da relatividade geral em 1915, fazendo com que as
teorias escalares de gravitacao fossem aposentadas. Esta histéria é narrada com
mais detalhes, por exemplo, em [1].

Mas agora podemos nos perguntar: Sera que seria possivel unificar a relatividade
geral e o eletromagnetismo usando um modelo inspirado no de Norsdtrom? Ou
seja, sera que a partir de uma teoria eletromagnética no bulk podemos derivar a
relatividade geral e o eletromagnetismo em uma hipersuperficie quadridimensional?
Olhando para a estrutura do eletromagnetismo, que é antissimétrica, vemos que nao
¢ possivel, pois a relatividade geral possui o tensor de Einstein (;;, que em principio
é simétrico. Uma resposta mais afirmativa no outro sentido seria formularmos a
relatividade geral como uma teoria de gauge, mas este ainda é um problema em
aberto [33]. A afirmativa aqui é que o eletromagnetismo também é uma teoria
de gauge, e a teoria de Kaluza-Klein pode também ser formulada desta maneira,
facilitando um pouco a compreensao de alguns de seus aspectos.

Apesar da resposta negativa, queriamos saber também se o eletromagnetismo
poderia ainda ser usado sozinho neste contexto. A idéia é analoga com um mod-

elo multidimensional particular, a teoria de matéria induzida, onde é proposto um
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mecanismo classico para o aparecimento da matéria no nosso espago-tempo. L4,
a geometria do bulk, quando projetada na brana, gera termos que podem ser in-
terpretados como fazendo parte de um tensor energia-momento efetivo. Um bom
apanhado desta teoria pode ser encontrado em [16]. Entao, temos outra pergunta:
Serd que a teoria eletromagnética no bulk, quando projetada na brana, é capaz de
gerar cargas e correntes? A resposta a essa pergunta, o contetido desse manuscrito, é
que é possivel, mesmo pensando-se em um cenario completamente plano, o que nao
é possivel no “andlogo”” gravitacional. Os resultados iniciais podem ser encontrados
em [31, 32]. Sao resultados iniciais, visto que o problema nao parece ser tao simples
quanto pareceu no inicio. Estudos sobre a dimensionalidade do eletromagnetismo
nao sdo novos, e ha alguns resultados interessantes em, por exemplo, [34, 35, 36],
onde aparentemente temos sutis diferencas quando temos um espago de dimensao
par ou impar.

Este manuscrito esta dividido da seguinte maneira. O capitulo seguinte é apenas
uma revisao, de carater historico, das teorias de Nordstrom, e seu modelo pentadi-
mensional de unificagdo. A seguir, exploramos essa idéia em um contexto plano
e obtemos alguns resultados interessantes, mostrando que o préprio campo eletro-
magnétimo pentadimensional é uma fonte para as cargas e correntes induzidas na
brana. O proximo capitulo é a exploragao dessa mesma idéia em um cenario curvo,
mostrando que ha uma contribuicao extra devido a geometria, aqui a curvatura
extrinseca desempenhando um papel adicional. Dai finalizamos com uma visao das
perspectivas futuras de estudo para obtermos uma resposta mais clara para as nossas

indagagoes.

Universidade Federal da Paraiba
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Teoria de Nordstrom da

Gravitacao

Com o advento da teoria da relatividade restrita, em 1905, comecgou-se a busca por
uma maneira de incorporar a gravitagao neste esquema. Antes da relatividade geral
houveram véarias idéias, mas apenas uma teve a aprovagao como um esquema consis-
tente. Tal teoria se deve a Gunnar Nordstrom, um fisico finlandés que desenvolveu
um modelo de gravitacao escalar, que era coerente com a relatividade especial, tanto
que foi apontada por ninguém menos que A. Einstein como uma boa candidata [1].
Exporemos aqui as suas duas tentativas, mostrando os fracassos e sucessos das mes-
mas. Em seguida, olharemos para uma analogia que Einstein, trabalhando junto com
A. Fokker, faz mostrando que a teoria de Nordstrom pode ser derivada de uma teoria
geométrica (as que ele obteve inicialmente na colaboragdo com M. Grossmann), e
compararemos com a solucao de Schwarzschild, a mais simples da relatividade geral.
E finalmente, mostrar o primeiro modelo multidimensional de unificacao das forgas
(erroneamente, a maioria das pessoas acredita que foram Theodor Kaluza (1919) e
Oskar Klein (1921) os primeiros a fazé-lo), usando sua teoria escalar e as equagoes

de Maxwell.
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2.1 1° Teoria de Nordstrom

A primeira idéia de Nordstrom foi simplesmente pegar a equagao de Poisson nao

relativistical

onde p é a densidade de matéria, e V? o laplaciano, e converter para

06 = p, (2.2)

com O = 9;0° sendo o D’Alembertiano?. O movimento das particulas é entao dado

por?

%(muz) = F; = mo;¢. (2.3)

Com isto posto, vamos extrair alguns resultados. Desenvolvendo (2.3), temos que

onde o termo com m é em principio, inexistente na teoria Newtoniana. Lembrando
que u;u’ = 1 (as teorias de Nordstrom, ao contrério de suas “rivais””, admitiam que

a velocidade da luz era uma constante universal [1]), temos que (2.4) toma a forma
mu'0;p = muut + miut = mé = M. (2.5)

(pois w;u’ = 1 = w;u’ = 0.) Integrando (2.5) obtemos
m=e?, (2.6)

e (2.4) toma a forma

! A menos que se diga o contrério, estamos usando um sistema de unidades tal que 47G = ¢ = 1.

2Novamente, salvo mencdo contréria, os indices serdo todos latinos, mintusculos variando de 0

até 3, maitsculos de 0 a 4. A assinatura da métrica ao longo do trabalho é (+ — ——).
3 Aqui suporemos que o leitor é familiar com a teoria da relatividade restrita. Em caso negativo,

podemos recomendar [2, 3, 4].
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Assim, o principio de equivaléncia é satisfeito, ao preco da dependéncia de m com
o campo gravitacional (2.6). Inicialmente Nordstrém nao viu problema nisso, pois
achou que essa dependéncia era andloga a dependéncia de m com a velocidade na
relatividade restrita.

Mesmo assim, a 1° teoria foi abandonada pelas seguintes razoes:

(a) Ela ndo vém de um principio variacional. Isto é um problema porqué a teoria

Newtoniana o é. Para relembrar, a lagrangiana do campo gravitacional é
1 d 2
L =35IVl = pé; (2.8)
(b) O é um invariante frente as transformagoes de Lorentz, mas p nao é, como
apontou Einstein na época;

(¢) A equagao (2.2) é linear. Mas o campo gravitacional transporta energia, e como
Einstein mostrou que energia é proporcional a massa, esta deve gravitar. Isso

exige que a equagao seja nao-linear.

Assim, a 1° foi descartada, e Nordstrom foi para a segunda tentativa.

2.2 2° teoria de Nordstrom

Como Einstein apontou, p nao é um escalar de Lorentz. Assim, a segunda tenta-
tiva de Nordstrom foi propor que p = f(¢)Tm onde T é o trago do tensor energia-
momento da matéria, e f(¢) uma fun¢do desconhecida do campo gravitacional. Com
a ajuda de von Laue e Einstein ([5] e referéncias contidas 14), ele encontrou o valor

f(¢) =1/, e a equagao (2.2) toma a forma
oUo = =T, (2.9)

que é nao-linear.

Universidade Federal da Paraiba
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Agora o movimento das particulas pode ser obtido de um principio variacional.

O movimento no campo gravitacional pode ser obtido a partir de
5/¢d$ =0, (2.10)
onde ds = v/u;uldr. Temos a equacio de movimento
du; + G = i, (2.11)

que satisfaz o principio de equivaléncia. Vemos que esta teoria* é totalmente covari-
ante, e é consistente. Para ver isso, vamos usar um raciocinio devido a Einstein:
Suponha que estamos estudando um objeto de massa m distribuida em certo volume

V. Assim, temos que

T ppu'? (2.12)
cujo traco e divergéncia sao
- o d )
T'=pg, 0T = 0ilpdu't’) = p—(¢u’), (2.13)
T

onde o termo 9;(pu’) é nulo devido & conservagao de matéria. com a ajuda de (2.11),

a segunda igualdade de (2.13) toma a forma
- T .
0T = —0¢. (2.14)
)
Se o campo gravitacional tem a lagrangiana
1 )
Lo = 50000, (2.15)

temos o tensor energia-momento canonico

IC)

00— Lo = 9096 — Ln 0000, (216)

4A partir deste ponto, vamos nos referir & teoria de de Nordstrém sem mencionar que é a

segunda, salvo mengao contraria.
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que possui divergeéncia

Oty = 0ed . (2.17)

Somando (2.14) e (2.17), temos a conservagao do sistema:
O;TY + ditij, =0, (2.18)

onde usamos a equacao de campo (2.9). Assim, a teoria é consistente, e satisfaz as

leis de conservagao usuais. Em particular, (2.9) vem da lagrangiana
1 i
L= By ;00" ) — pg, (2.19)

o que é facilmente verificavel. A partir dai, Einstein mostra sua aprovacao, e a
teoria de Nordstrom torna-se uma boa candidata para uma teoria relativistica da
gravitacao.

Mas agoa temos outro problema: Nao temos desvio da luz, ou qualquer efeito
gravitacional devido a material eletromagnético! Isso se deve ao fato de termos o
trago do tensor energia-momento nas equacoes, e sabe-se que tal material possui o
tensor de traco nulo. Sua outra falha, como exporemos mais tarde, é que ela nao
faz predicoes corretas para os chamados “testes de sistema solar”’, cruciais para
a aprovacao da relatividade geral. Mas antes de expor como efetuar tais calculos,
mostraremos que a teoria de Nordstrom é “equivalente”” a uma teoria geométrica,

resultado mostrado por Einstein e Fokker em 1914.

2.3 formulacao geométrica de Einstein-Fokker

Em 1914, A. Fokker e A. Einstein [6] perceberam o seguinte fato: se pensarmos
no elemento de linha

ds® = ¢*n;da’da’, (2.20)

Universidade Federal da Paraiba
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isto ¢, uma transformacao conforme na métrica de Minkowski 7;;. Supondo que a
geometria deste tiltimo espaco é riemanniana, podemos obter o escalar de curvatura®
R, que é igual a
R= —%m. (2.21)
(Aqui O é o D’Alembertiano relativo a 7;;.)
Agora, vamos ver como o tensor energia-momento transforma-se perante (2.20).

6. Sabemos que, dada a

Calcularemos apenas o trago, pois é o que nos interessa
lagrangiana da matéria L,;, e tensor energia-momento pode ser obtido através de
1 6Ly

SRVIE

(Aqui g é o determinante da métrica g;;, e 0 é a derivada funcional.) Efetuando a

T, (2.22)

transformacao conforme
9ij = O gij, (2.23)
o novo tensor T;; é definido da mesma maneira que em (2.22), com a nova métrica

g. Usando a regra da cadeia, podemos escrever

T = _\/ﬁ@_” =— \/@8?7 5gi (2.24)
com Ly = Ly (gy;) = Lar(6%9i;) = Lai(gi;)- Usando (2.23) chegamos a
Ty = ¢~°Ty, (2.25)
e obtemos a relacao entre os tracos desejada:
T=¢ T (2.26)
Agora, usando (2.21) e (2.25) em (2.9), chegamos a
R=6T, (2.27)

5Para o leitor ndo familiarizado com geometria, temos o apéndice A.
6Uma exposicio mais elaborada de transformacdes conformes pode ser encontrada, por exemplo,

em [7].
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ou seja, a teoria de Nordstrém é equivalente a uma teoria geométrica (em com-
paracao com a chamada colabora¢ao Einstein-Grossmann).
Finalmente, podemos formular a teoria de Nordstrom de uma maneira totalmente

geométrica. Usando o tensor de Weyl” Cijx, podemos escrever as equagoes

R=06T, Ciu=0 (2.28)

2.4 Propriedades da Teoria de Nordstrom

Como falado anteriormente, a teoria de Nordstrom, apesar de ser uma teoria
consistente, falha nos chamamos “testes de sistema solar””. Vamos mostrar como
efetuar os calculos para um corpo esfericamente simétrico de massa m, e comparar
com a solugao de Schwarzschild. Os célculos sao efetuados da mesma maneira que
na relatividade geral, devido a equivaléncia mostrada anteriormente.

Neste ponto, temos que resolver (2.9) e (2.20), que sao
O¢ =0, ds*= ¢°ndr'da’. (2.29)

Como o sistema ¢ estético e, para facilitar, vamos efetuar a mudanga ¢ = e¥, ficamos
com

Vip =0, ds*®=e*ndr'dr’. (2.30)

No limite de campo fraco, gy =~ 1 4 2® (com P sendo o potencial Newtoniano) de

maneira que temos

2
Pl t2p=1- D=1 (2.31)

r r

Com isso, (2.30) toma a forma, em coordenadas esféricas,

ds? = (1 . T) (dt? — dr? — r2dQP). (2.32)

r

"Tal tensor aparece na chamada decomposicio de Ricci da curvatura, e diz se a variedade em

questao é ou nao conformalmente plana.

Universidade Federal da Paraiba
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Em principio, podemos trabalhar com (2.32) diretamente. Mas as coordenadas nao
estao bem definidas, pois podemos ver que, por exemplo, as areas das esferas r = cte,
t = cte nao sao iguais a 47r2. Para remediar este problema, vamos fazer a mudanca

(chamada mudanga de Schwarzschild)
P=r(1-2) (2.33)
e (2.32) toma a forma
m _1
ds® = (1 + ?) (di? — di?) — 7202 (2.34)

e 7 torna-se a coordenada radial usual. Agora, o estudo é totalmente analogo ao caso
de Schwarzschild, que é o estudo das geodésicas nulas e tipo-tempo. Neste ponto,

vamos apenas expor os resultados, ja comparando com os obtidos pela relatividade

geral:
Nordstrom Relatividade Geral
Angulo de desvio da luz 0 Ap = 47’”
Desvio para o vermelho % = AV” ==
Atraso temporal At =2m At =2m (1 + log (4%))
Precessao do Periélio | Ag, = —"Fw A, = 6"Fw

2.5 Teorias escalares de gravitacao hoje

Apesar do fracasso da teoria de Nordstrom, ainda ha interesse em teorias escalares,
como podemos ver por exemplo em [8] (e referéncias 14). Por isso, vamos generalizar

um pouco do exposto até agora. Com esse intuito, (2.19) toma a forma
1 )
L= 53@3% — pA(d), (2.35)

onde agora temos a funcao A(¢), que deve ser tal que A(¢) — ¢ no limite de campo

fraco. A equacgao de campo é

O¢ = —A'p. (2.36)

Universidade Federal da Paraiba
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(A'(p) = %.) Agora, o traco do tensor energia-momento da matéria é modificado

para T' = pA(¢), de maneira que temos
A($)0¢ = —A'T. (2.37)

Como era de se esperar, nenhuma destas teorias prevé o desvio da luz nem o valor

correto da precessao orbital.

2.6 Nordstrom e das dimensoes extras.

Contrario ao pensamento corrente, nao foram Theodor Kaluza e Oskar Klein os
primeiros a terem idéias relativas as dimensoes extras. Ja em 1914, Nordstrom
idealizou uma teoria pentadimensional um que havia uma unificacao do eletromag-
netismo e sua teoria escalar da gravitagao. Com o advento da relatividade geral em
1915, as teorias escalares foram “banidas”” do cenério, bem como (provavelmente)
a idéia de unificacao de Nordstrém. Agora, vamos ver como ela funciona.

Basicamente, ele pensava que as duas interagoes citadas anteriormente eram

partes da teoria de Maxwell em 5 dimensoes, ditada pela lagrangiana

1
L= —ZFABFAB — JpA®B, (2.38)

com Fap = 0aAp — 0pAy o tensor eletromagnético em 5 dimensdes, Ay = (Aq, @)
e Ja = (Ja, p) 0s pentavetores potencial e densidade de corrente, respectivamente.

As equagdes de campo sdo, apos a variacao de (2.38),
OAFAB = JB, (2.39)

equagoes de Maxwell no espaco pentadimensional. Para desacoplarmos as equacgoes,
Nordstrom postulou uma espécie de “condicao de cilindricidade”” (andloga a da
teoria de Kaluza-Klein), em que todos os campos envolvidos nao dependeriam da

coordenada extra (suposta tipo-espaco). Com isto, temos exatamente as equagoes de
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Maxwell usuais e a equacao (2.2). E embora essa idéia de unificagao seja boa (Como
einstein apontou no primeiro exame da teoria de Kaluza-Klein [1]), ela foi sepultada
junto com as teorias escalares em 1915, reaparecendo de maneira independente no

trabalho inicial de Theodor Kaluza, em 1919.
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Até aqui, fizemos um apanhado bem geral das idéias de Nordstrom. Agora, va-
mos olhar para o eletromagnetismo, para saber se é possivel, a partir da idéia de
dimensoes extras, “gerar’” cargas e correntes. Para formular com mais clareza a
pergunta, vamos relembrar um pouco da teoria de Kaluza-Klein, e esbocar algumas

das idéias das teorias modernas em dimensoes extras.

3.1 Teoria de Kaluza-Klein

Como vimos, Nordstrom foi o primeiro a pensar em um modelo de mundo com
5 dimensoes, no qual a nossa realidade é apenas uma subvariedade quadridimen-
sional. Mas devido a varios fatores, ela acabou sendo relegada ao esquecimento,
e assim conta-se como primeira a idéia de Theodor Kaluza, que em 1919 usou a

relatividade geral em um cenario pentadimensional para unificar a gravitagdo e o

! Apesar do artigo ter sido publicado em 1921, ele j4 mantinha contato com Einstein sobre a

idéia [1].
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eletromagnetismo.
Faremos apenas um breve apanhado da teoria, seguindo basicamente [15, 16],
e referéncias 14. O nosso espaco fundamental é o MP, com estrutura Lorentziana.

Nele, escrevemos o seguinte elemento de linha
ds® = gjjdr'dr? — ¢* (kA dz’ + dl)?, (3.1)

onde k é uma constante de acoplamento, ¢ = ¢(z4) é um campo escalar, A; =
Ai(z) é um campo vetorial, que identificaremos mais tarde com o potencial vetor
do eletromagnetismo, e g;; = gi; () a métrica do nosso espaco-tempo, suposto uma
subvariedade quadridimensional de M?®.

Uma primeira imposicao que temos é a chamada condicdo de cilindricidade:
Todas as fungdes envolvidas em (3.1) ndo dependem da coordenada extra x* = [.

As equagoes de geodésica sao, a partir da variagao de (3.1),

d /0L oL Q . -
4:l - s —_ = = -_— = 2l k/‘Al 2
v _)ds(ﬁl) ol O_>m oI+ kA), (32)
- d /oL oL o QO 1\ .
A: i : . _ i F? -]-k:_ Fl"]—— o -39t
et =3 = (8x’l) e 0— 2"+ '/ mk =g (m) ¢ 0",

(3.3)

onde (3.2) é uma constante de movimento que Klein, em seus trabalhos, compara
com a carga elétrica, e Fj; = 0;A; — 0,;A;, que é identificado com o tensor do campo
eletromagnético. Notamos que as equacoes de geodésica sobre M*, (3.3), estdo
modificadas pela presenca do tensor eletromagnético acoplado com o campo escalar

¢. Vamos agora analisar o seguinte conjunto de transformagoes sobre (3.1):
P MP — MP,
s (3.4)

[ — 1+ f(z").
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Se 1 for uma isometria, ela induz as seguintes transformacoes em ¢ e A;:

b= o, (3.5)
10f
kot

Assim, vemos que (3.6) nada mais é que uma transformacao de gauge do potencial
A;, que foi recuperada como uma classe de isometrias de (3.1).

A seguir, podemos obter as equacoes de campo, considerando a seguinte acao de
Einstein-Hilbert em M?:

1 S WIrPE

onde R = g*P R é o escalar de curvatura em M?, e g é o determinante da métrica
(3.1). A idéia que ajuda aqui é a condigdo que Klein sugere, que é postular que [
seja periddica, ou seja, 0 < [ < 27r = L (em outras palavras, [ ¢ R, e sim [ € S1),
de maneira que podemos fazer a decomposicao M = M* x S!. Com isto em maos,

podemos fazer
VIgldz = \/|glo™"2d adl, (3.8)

com g = det(g;;). Entao, em (3.7), efetuando a integral em S,

1 15 . 3 _
= — R+ -¢PFyF7 — 2) 072/ |g|d . :
E temos que, comparando com a acdo de Einstein-Hilbert usual, k> = 167G.

Tomando variagoes relativas a g;;%, A;, e ¢, encontramos as equagoes de campo:

Gy =" )2Tij—é(vivj¢> — g500), (3.10)
Vi F7 = S%FU, (3.11)
O¢ = — (kjf)Q(pFijFi% (3.12)

2Aqui estamos supondo uma conexio de Levi-Civita, que depende somente da métrica.
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com T;; o tensor energia-momento associado ao campo eletromagnético Fj;, V a
derivada covariante e J o D’Alembertiano em M*, e G;; o tensor de Einstein. Pode-
mos ver que o campo eletromagnético aparece acoplado com o campo escalar ¢,
algo intrinseco da teoria. O limite ¢ — 1 ¢é simples de ser tomado, basta refazer-
mos as variagoes com ¢ = 1, e chegamos a famosa unificacao da gravitacao com o
eletromagnetismo proposta inicialmente por Kaluza.

Dai vieram vérias idéias, como por exemplo a teoria de Klein (1938), de interagoes
fracas, até o aparecimento das teorias de Yang-Mills, onde temos S* substituido por
um grupo de Lie G compacto, e uma formulacao em termos de fibrados. Nao as
exporemos aqui, mas o leitor interessado pode encontrar exposi¢oes em [17, 15, 18,
26].

Como idéias mais recentes, temos:

(a) Teoria de branas: Aqui a idéia é que moramos em uma subvariedade M?*
imersa em um espago de cinco (ou mais) dimensées. Chamados de modelos
de Randall-Sundrum, mundos-brana (braneworlds), ou simplesmente teorias de
branas, eles afirmam que a matéria vive confinada na subvariedade, e somente
a gravidade (e as vezes nem ela) pode “escapar”” da brana. Estes modelos
apareceram na tentativa de resolver o chamado problema da hierarquia®, e gozam
de relativo sucesso e interesse no cenario atual de pesquisa. Para uma leitura

detalhada, temos [21, 22].

(b) Matéria Induzida: Aqui, a idéia é semelhante a Kaluza-Klein, com o difer-
encial de que ha “criacao”” de matéria além da eletromagnética, devido a ge-
ometria. Basicamente, a imersao de M* em M? gera, através de um processo

analogo ao de Kaluza-Klein, termos que podem ser identificados como “fontes””,

3Muito por alto, trata do porqué a intensidade da interacdo gravitacional é tao pequena, quando

comparada com as outras interacoes fundamentais.
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1. €, um tensor energia-momento efetivo. Km mitidos,
Rap=0= Gij = kfﬂj, (313)

onde Tj; depende, basicamente, da curvatura extrinseca e das componentes ex-
tras da métrica pentadimensional g45. Tal processo de criagao é sempre possivel
devido ao teorema de Campbell-Magaard, que garante a imersao. Depois deste
modelo inicial, varias classes de M (o primeiro foi no qual M tenha curvatura de
Ricci nula) foram estudadas, dando a teoria a diversidade e sucesso que também

goza hoje (para mais detalhes, veja por exemplo [16, 27, 28] e referéncias nestes).

3.2 Formulacao do Problema

Bem, com isto exposto, podemos reformular melhor o nosso problema. Vamos
iniciar com MP®, um espaco pseudo-euclidiano com cinco dimensoes e coordenadas
x4 = (29, 2* = )4, folheado por um conjunto de hipersuperficies 3 isometricamente
imersas. Vamos tomar uma dessas folhas ¥y em particular, situada em [ = [y, e
de coordenadas x%, e imaginar que essa folha é precisamente o nosso espago-tempo.
Agora, temos o pentavetor A4 = (A% A* = ¢), e 0o “campo eletromagnético””

FAB = 94AB — 9B A4 de tal maneira que as equacoes de Maxwell
O F48 =0 (3.14)

dao a dinamica de A4 em MP.

Vamos olhar (3.14) com mais calma. Em termos de (A%, ¢), temos o conjunto de

equacoes”:
2 Ab
OAF M — 9,F 4 9P — 0= 9,7 = T o (22 (3.15)
0l? ol
OAF™M = 9,F™ = 0= O¢ = —%(@A“), (3.16)

4Uma temporal e quatro espaciais. A dimensio extra aqui é tipo espaco.
®Lembrando que os indices sdo levantados (baixados) com 48 (n4p), ou com 7% (1,4).
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com 0 = 0,0% sendo o D’Alembertiano em Y. Assim, procedendo de maneira
andloga a Kaluza-Klein, tomamos o valor [ = [y e temos que (3.15) sdo as equagoes
de Maxwell usuais, com o lado direito sendo identificado com a densidade de corrente
j%(x%). E a equacdo (3.16) é um vinculo adicional que A4 deve satisfazer.

Agora, vem o cerne da questao: E possivel induzir qualquer corrente j%(x%), de
maneira analoga ao processo de matéria induzida? Sabemos que 14 o problema pe
resolvido com o uso do teorema de Campbell-Magaard. Aqui, podemos resolver o
problema da seguinte maneira: Olhando para (3.15) e (3.16), o que temos que fazer
é resolver o sistema de maneira a obter (A% ¢), dada uma certa corrente j%(z°).

Dito de outra maneira, temos que resolver, sob Y, o sistema:

82Ab ab 82¢
g~ Ol T par (3:17)
0
Op = —— (9, A 1
¢ al<aa )7 (3 8)

com a restrigao 9,F®|;—, = j’(z¢). Podemos ver que hd um pequeno problema
aqui: temos 5 incégnitas (os A4), mas apenas 4 equacoes, (3.17). A equacio (3.18)
nao é da mesma ordem que as anteriores, portanto é um vinculo entre as derivadas

primeiras em [. Podemos resolver este problema de duas maneiras:

i) Usando a liberdade das transformacoes de gauge de A4. De fato, indo para um

gauge de “Lorentz”” pentadimensional,
O AN =0, (3.19)

podemos reescrever o sistema (3.17, 3.18) da forma

2 Ab

aa—zél = 0, F" + 0°(0,A%), (3.20)
*¢
Sz =09, (3.21)

que agora nao tem problema. Claro que estamos “trocando seis por meia

dizia”’, pois estamos apenas trocando o vinculo (3.18) por (3.19). Mas é
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possivel mostrar que esse vinculo é satisfeito, e portanto podemos resolver sem
problema algum. Como sabemos qual transformacao foi efetuada, basta apenas

“desfazer” " a transformacao e obter a solucao final.

ii) Especificando ¢, que é quem nao podemos determinar. Assim, resolvemos dire-

tamente (3.17), com (3.18) sendo um vinculo a ser satisfeito.

Independente do método, temos que resolver um sistema de equacoes diferenciais

parciais. A solucao é garantida com o uso do seguinte teorema:

Teorema 1 (Cauchy-Kovalevskaya) Sejam (z% 1) coordenadas de MP, e con-
sidere o sistema de equacoes diferenciais parciais para o conjunto de funcoes de-
sconhecidas fA(x?,1), da forma

a2fA _FA g0 afB afB anB anB
oz 0l 7 Oz 0loxe” 00z Oxb )

(3.22)

Se FA ¢ uma funcdo analitica, e sdo dadas as condi¢des iniciais (também analiticas),

em torno de um dado | = I,
h‘A(ma) = fA(x(l7 lO)a 9A<=Ta) = _($a7 ZO) (323)

(Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [29, 30].)

Aqui vamos usar a segunda opcao, por simplicidade. Fixando ¢ = 0, temos as

equagoes:
2Ab
%p =0, F, (3.24)
%(@A“) =0. (3.25)

Usando o teorema de Cauchy-Kovalevskaya, podemos escrever as componentes restantes

do campo na forma analitica em torno de [ = [,

A =3 %Agw)(z ), (3.26)
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onde os coeficientes A% (2%) vamos determinar pro iteracio direta. Como queremos
induzir as equagoes de Maxwell na brana >y, temos que

82 Ab
ol?

4 ) )
= 0y = 1) = A 3:27

l=lp

derivando (3.24) obtemos, novamente em [ = I,

DA
=, | 0" T

D3 AP
o3

= A%(zh). 3.28
- 3 l:lo) 3(") (3.28)

Esta derivada é um termo adicional, e deve satisfazer (3.25). Podemos escrevé-lo

usando os outros coeficientes. O primeiro termo é

OA®

B =v"(2%) = Ab(2"), (3.29)

I=lp

e a condicao (3.25) é equivalente a exigéncia de quadridivergéncia nula de v°. Com

isto, podemos escrever (3.28) como

D3 AP

T = Oob(2?). (3.30)

I=lo

A quarta derivada, por outro lado, tem a forma:

L2 A
. Oa (a ol

84 Ab

0 A®
— o
o4

i ol?

> = Al (2. (3.31)

1=l
Usando (3.27) e lembrando que, como j%(z') é uma quadricorrente, tem quadridi-
vergéncia nula. Este termo é entao

84Ab
ol*

_47T

c

O5%(z"). (3.32)

1=lo
E assim sucessivamente, podemos calcular todos os termos da série em termos de v*

e j* A forma final dessa série é

o kvb l‘i T e k—1,;b $i
Ab(2t) 1) = Ab(xh) + ; (D%—jl))!(z — Io)* ! 4 47 kz:; D@;k)f)(z —1p)%. (3.33)
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(0" significa que o D’Alembertiano foi aplicado n vezes.)

Agora podemos tirar informacoes importantes: O valor A%(z%) nada mais é o que
o potencial eletromagnético que é induzido na brana, e ele satisfaz as equacoes de
Maxwell sobre a mesma com uma fonte de corrente j°(2%), e que a liberdade de gauge
também ¢é induzida em sua totalidade na brana. Para ver isto, basta lembrarmos

que o tensor eletromagnético induzido é da forma
Fo(2) = 0° Ab(2") — O AG ("), (3.34)

que é claramente invariante por transformagoes do tipo A*(z%) — A%(z") + 9°f(z").

Finalmente, temos uma “restricao”” adicional: Usualmente, espera-se que as
teorias de imersao tenham uma certa simetria de reflexao, a famosa simetria Zo,
que intuitivamente quer dizer que nao faz diferenca de que ““lado”” da brana nos
encontramos. Podemos ver que o potencial compartilha desta, se v, = 0. Esta
escolha é uma das escolhas possiveis, pois o valor de v® é um valor a ser precisado,
de acordo com o teorema de Cauchy-Kovalevskaya. A nossa solugao toma a forma:

Dkfljb(xi)

@) (1 —1o)*. (3.35)

. . A7 &
A1) = Ab(z) + g 3

k=0

Para finalizar, mostramos que, dada uma corrente j%(x?), que descreve fisi-
camente certa configuracdo de cargas e correntes, gera os potenciais A4(z?,1) =
(A*(z*,1)¢(z",1)). Aqui escolhemos o potencial particular ¢ = 0, o que, como ex-
posto, nao tira a generalidade do método. E vemos que estes potenciais obtidos
sao tais que, quando nos restringimos a brana, obtemos exatamente as equagcoes de
Maxwell, suportada pela fonte j¢(z'). Assim respondemos a nossa pergunta inicial,
mostrando que existe a possibilidade, de maneira totalmente andloga ao cenatio de
Matéria Induzida, gerar cargas e correntes em uma brana a partir da dimension-
alidade extra do espaco. A beleza do resultado é que, ao contrario oas modelos

de dimensoes extras, nao temos nenhuma geometria excepcional; o nosso espaco é
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totalmente de Minkowski, e a geracao é devido tnica e exclusivamente aos campos

envolvidos [31].
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extras: Caso Curvo

Até aqui, induzimos cargas e correntes em um cendrio plano com sucesso. Agora,
podemos nos perguntar se isso também é possivel se as variedades envolvidas forem
curvas. Para fazer isso, vamos falar antes de imersoes, bem como a relacao entre
as geometrias das variedades, supostas Riemannianas. Assumiremos que o leitor é

familiar com a chamada “geometria intrinseca’ ", e a notacao usada é padrao!.

4.1 Geometria da imersao: Curvatura extrinseca

Aqui, sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensao m e n. Uma aplicacao

diferencidvel ¢ : M — N ¢é dita uma imersao? se:

(i) A diferencial d¢ : T,M — Ty, N ¢é injetiva (em particular, o posto de d¢ é m,

IPara o leitor desfamiliarizado com tais conceitos, recomendamos a leitura prévia do Apéndice

A, ou referéncias contidas 14.
2Imersao ou Mergulho? A rigor, o que estamos fazendo é definir um mergulho (embedding), nao

uma imersao (immersion), que é apenas o cumprimento de (i). Esta “confusdo”” é apenas uma

divergéncia de convencao entre matematicos e fisicos.
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em < n);

(ii) A aplicagao ¢ é um homeomorfismo entre M e ¢(M), a ultima com a topologia

induzida de N.

A vantagem de termos uma imersao é que M e ¢(M) sdo equivalentes (tanto
diferencial quanto topologicamente). Por isso, podemos identificar p e ¢(p), bem
como os vetores V € T,M e dp(V') € Ty, N, coisa que serd feita daqui por diante.
Esta identificacao é usada, por exemplo, para extender vetores V € T,M para
campos V € T,N. S6 para recordar, se (z°,U;) e (y,V4) sio cartas locais® de M e
N em torno de p, a relacao entre as respectivas bases coordenadas é:

o A
= ay.l'l 8A = eAZ-GA. (41)

0; = do(0;)

Uma outra propriedade desejada ¢ a da isometria: ¢ ¢ dita uma isometria se,

dadas as métricas g e g, de M e N respectivamente, tivermos a relacao

g(V, W) =g(de(V), dop(W)), (4.2)
ou em componentes,
Gij = €Ai€Bj§AB- (4.3)
A vantagem aqui é que a distancia fica inalterada pela imersao. Sob estas condigoes,
¢ é chamada de imersao isométrica.

A existéncia de uma métrica no espaco tangente de N faz com que o mesmo seja

decomposto da seguinte maneira:
T,N =T,M & T, M, (4.4)

com T pLM sendo o complemento ortogonal de 7,M. Em outras palavras, um vetor

Ve T,N pode ser decomposto da forma:

V=V+V" (4.5)

3Lembrando que indices mintsculos variam de 0 a 3, enquanto maitsculos de 0 a 4.
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com V € T,M, V+ e T;-M. As projegoes
MN:VeV, OV v (4.6)

sao diferencidveis. Em particular, temos que, para a base coordenada {04}, temos
as projecoes

H(@A) = €iA(9i (47)

e usando a isometria de ¢, temos a relagao adicional
e'a=g"gape”;, (4.8)
e com isto podemos construir construir a base {J;, ns}, com os vetores tangentes de
T,M e os vetores normais a M, ng, que sao em quantidade de s = n — m, isomorfa

a base {04}. E temos que
8A = e’};@i -+ (TLS)ATLS. (49)

Outra propriedade importante é que, dada uma conexao métrica Vem N , ela induz

naturalmente uma conexao em M, através da relacao
Vi W = (Vg W), (4.10)

com VW € T,M, e V,W extensoes dos mesmos. Nao é dificil ver que V é de
fato uma conexao em 7T, M, e exatamente a conexao métrica obtida com a métrica
induzida em M, e independente da extensao usada. Intuitivamente, V nada mais é
que a parte tangente de V sobre M.

Vamos agora falar da curvatura extrinseca, ou segunda forma fundamental.

Temos a definicao:

Definicao 1 A curvatura extrinseca relativa ao vetor normal n € TpLM € 0 oper-

ador K, : X(M) x X(M) — X+(M), dado através da sequinte relacdo:

E facil ver que K € bilinear, simétrico, e independente da extensao usada.
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Basicamente, K é a parte normal (na direcdo de n) de V4. A derivada total de

vetores extendidos V, W em T, M pode ser decomposta da forma
VoW = VW 4+ K(V,W). (4.12)

Agora, para obter explicitamente os resultados que utilizaremos em nosso estudo,
vamos fixar as dimensoes dos espacos envolvidos. M sera o nosso espago-tempo
quadridimensional, imerso em N pentadimensional. Ambas possuem uma estrutura
Lorentziana, e a dimensdo extra de N é tipo-espaco. Dadas as cartas (2%, U;) e

(y4,V4) de M e N, e a imersdo ¢ : M — N, obtemos um vetor normal n tal que
g(n,n) =e=—1, G(dp(d;),n) =0=e’ing =0, (4.13)
e a curvatura extrinseca é o operador
KV, W) = (K,(V,W))n. (4.14)
Temos as bases {04}, {0;,n}, relacionadas por
04 = €' 40; + nan, (4.15)

de tal maneira que obtemos expressoes para a decomposicao dos vetores T,N, de

acordo com as projegoes (4.6)
V=V+Vt=VAi=4Vi4ntY,. (4.16)

Podemos obter também expressoes para as derivadas, usando um processo analogo.

Por exemplo,

66;‘;‘7 = 6.4‘7 = 661',467;‘7 + nAﬁnV, (4.17)

4Com esta definicao, é possivel associar uma forma bilinear, auto-adjunta, exclusivamente de

T,M:
Sy TpyM — T, M

Tal operador é chamado Operador de Weingarten.
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onde fizemos uso de (4.15). O primeiro termo ainda pode ser decomposto em, usando

(4.15), (4.14),

= (ViV7 = V)8 + (Ki; V7 4+ ViV, (4.18)

e assim temos, em componentes,
VaVE = e 4eP(ViVI =V, 0% 5) + ¢ anP (K VI + ViV,) + naV, VP (4.19)

Com estas projegoes, podemos decompor tensores de qualquer posto sobre M.
Como estamos interessados nas equacoes de Maxwell, vamos considerar somente o
espaco dos tensores completamente antissimétricos de segunda ordem, A2N, dotada
no produto exterior A (como em [25, 18]). Eles sao escritos da maneira, dada a base

{aA} de TpN,

~ 1
T = §TAB6A N (937 (420)

e, levando em contra (4.15), chegamos a

1 S . ,
T= 5((TAB€ZA€]B)& AO; + T8 (e anp — e pna)di An), (4.21)
1 - )
= E(T”& A 8j + 1/118@ VAN n), (422)
onde temos definidas as quantidades

T = T8l jel g, (4.23)

=978 inp. 4.24
(0

Vamos precisar também das derivadas de 7. Seguindo o mesmo procedimento

mostrado em (4.17), temos

6,4% = 62',461'7’: + nA%nf, (4.25)
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e usando novamente (4.15) e (4.22), vemos que o primeiro termo toma a forma
VT %%(Tﬂ‘maj A Oy +190; A )
= ST, A D) + VA0, A),
e olhando para cada termo em separado, obtemos
ViT = Vi(T70; A 0y) + TV K jin A Oy 4+ TV K0 A (4.26)
= Vi(T7"0; A D) + 217 K i A, (4.27)
Vi(070; An) = V(17 0;) An — P K0 A O, (4.28)
e temos, em componentes,
VaT?C = ¢ 4 {eP ;€ (ViTI™ — I K™Y + € nC (Vah' + 2T K o)} + naV,T5C.
(4.29)

E a quadridivergéncia toma a forma
VATAC = ¢, (VT — W K™) + nC (Vb + 2T Koi) + naVaTC,  (4.30)
de tal maneira que as componentes tangente e normal sao
"o (VATAC) = VT — Y K;™ 4+ nae™ oV, T4C, (4.31)

ne(VaTA9) = Vbt 4+ 2T K. (4.32)

4.2 Formulacao do problema

Agora, vamos descrever o nosso problema. De maneira analoga ao capitulo an-
terior, queremos projetar a teoria eletromagnética do bulk, que aqui é a variedade
N, em M, que ¢é vista como uma hipersuperficie de N. Os potenciais pentadimen-
sionais AZ, definidos em N, podem ser projetados sobre M, gerando os potenciais

quadridimensionais A’. Estes sao relacionados por, lembrando de (4.6),

Al = ¢eig AP, (4.33)
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e podemos ver que essa projecao nao afeta as transformacgoes de gauge dos potenciais

APB. De fato, a projecdo induz as seguintes transformacoes de gauge
AP — AB 4GB0 f = AT — A4 410, f. (4.34)

Em N, o tensor eletromagnético é dado por Fap = 6,4.,43 — 63./4%1, e ele pode ser

relacionado com o seu analogo em M através de
FAB = GAiijF”, (435)

onde Ej = @A] — (’%AZ

Finalmente, temos as equacgoes de Maxwell em /N,
VAFA¢ =, (4.36)
e quando projetadas em M temos as duas equagoes

componente tangente — V,; F"" = ' ;™ — nae™ oV, FAC (4.37)

componente normal — V;1° + 27" K;,, = 0, (4.38)

e assim, a componente tangente representa as equacoes de Maxwell induzidas na
brana, e a componente normal sao vinculos que devem ser satisfeitos. Novamente, a
solucao desse sistema é garantida pelo teorema de Cauchy-Kovalevskaya, e podemos
identificar formalmente o lado direito de (4.37) com a quadricorrente j*. Mais uma
vez, mostramos que ¢é possivel induzir cargas e correntes a partir do eletromagnetismo
no bulk, e essa quadricorrente agora tém uma influéncia da geometria dos espacos

envolvidos, aqui representado pela curvatura extrinseca K, como esta exposto em

32).
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Conclusao e perspectivas

Como mostramos ao longo desses capitulos, vimos que uma fragao significativa
das nossas indagacoes sobre a inducao do eletromagnetismo via dimensoes extras
foi respondida. Claro que falamos uma fracao pois, ao longo deste estudo, novos
desdobramentos surgiram, e estes serao o nosso alvo em trabalhos futuros.

Como essa indugao é algo independente de algum modelo particular (a tnica
premissa aqui é que estamos em um cendrio pentadimensional), seria interessante
mostrar possiveis interpretagoes para os termos induzidos. Claro que continuariam
sendo cargas e correntes induzidas, mas a idéia seria dar mais suporte para o modelo
de inducao.

Outro ponto a se considerar seria a dinamica desses campos induzidos, em par-
ticular procurar solucoes explicitas via funcoes de Green. Esse seria um ponto
interessante, pois em [34] h4 o resultado interessante de que o eletromagnetismo em
dimensoes impares nao suporta cargas e correntes. Provavelmente ha uma conexao

entre esses resultados, o que daria mais suporte a nossa abordagem.
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Apeéendice A

Um pouco de Geometria

(Riemanniana)

Aqui, faremos uma breve exposicao sobre os conceitos bésicos de geometria, fo-
cando mais em geometria Riemannaiana. A idéia aqui é apenas a de fixagao de
idéias e férmulas, e nao a de ser um tratado no assunto (e nem poderia, pois temos

6timos livros sobre o assunto, como por exemplo [9, 10, 11]).

A.1 Variedades diferenciaveis

O conceito central da Geometria (Riemanniana) é o de variedade diferenciavel,

pois é justamente aqui que definimos o espaco em que trabalharemos. Basicamente,

temos:

Definicao 2 Seja M um espaco topolégico de dimensao n. Agora, dado um con-

gunto de aplicagoes homeomorfas ¢; - Uy C R™ — M, tais que
(a) U; ¢:(Ui) = M;
(b) Dadas ¢; e ¢;, comi#jeUNU; =W #0, as aplicagoes ¢; ' o ¢p; : W — W
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sao difeomorfismos;
(c) O conjunto {(¢;,U;)} € mazimal quanto a (a) e (b).
Tal estrutura € chamada de variedade diferencidvel de dimensao n.

Basicamente, o que fizemos foi dotar a variedade topoldgica M de uma estrutura
diferencidvel, tratando-a localmente como sendo ”equivalente” (no sentido de difer-
enciavel) ao R™. Se a topologia de M nao for explicitada, podemos induzir com esta
estrutura a topologia usual do R". Os pares (¢;, U;) sao chamadas parametrizacoes

de M, enquanto que o conjunto {(¢;,U;)} é dito ser apenas um atlas de M.

A.2 Espaco tangente e a estrutura métrica

Agora, vamos ao conceito do espaco tangente. Ha varias formas de introduzi-lo,
e aqui sera usada a mais “intuitiva’’. Para tal, precisaremos de algumas defini¢oes

preliminares. Uma curva « é a aplicacao

a:(a,b) CR— M,
(A.1)
t— alt),
que nada mais é que a extensao do conceito usual. Também temos as fungoes

f:UCM-—R,
p— f(p),

(A.2)

que tomam valores em conjuntos de R e formam, em sua totalidade, o conjunto
D(M). agora podemos pensar em vetores tangentes em um ponto p € M. Como
ponto de partida, vamos pegar uma curva « tal que a(ty) = p, to € (a,b). Do
calculo usual, sabemos que os vetores tangentes sao derivadas de curvas imersas no
R™. Aqui, vamos usar o seguinte artificio: Dada uma fungao arbitraria como em

(A.2), vamos compo-la com (A.1), obtendo f o« : (a,b) — R. Agora temos uma
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funcao que podemos derivar! livremente. Em uma carta (¢;, U;) temos, com o uso

da regra da cadeia, em p = «(tp):

n

d ! i — da’ of
@(foa)(ﬁ Y E(f(f’f () e = ; dt |,_,, ort o=p
:<Z C}ift _, Ox )f:%(f)' A

Aqui, temos associado a uma curva « passando por p o operador diferencial (pois
vemos acima que ele atua sobre f como uma derivada) V' : D(M) — R, que atua em
cada ponto p € M como exposto em (A.3). Sao estes operadores que chamaremos

de vetores?®

e o espaco onde eles "residem” (que é um espago vetorial) de espago
tangente, T,M, definido a cada ponto p € M. Devemos ter cuidado com esta
definigao pois podemos ter mais de uma curva passando por p, digamos a; e aa, cujos
vetores tangentes coincidam. Assim, um vetor tangente é uma classe de equivaléncia
que associa a uma classe de curvas que satisfazem (A.3) um vetor tangente V, €
T,M. Podemos ver que T,M é um espaco vetorial de dimensao n e, dada uma
parametrizagao (¢;, U;), temos associada a base coordenada {9/9z'} = {9;} que gera
T,M. Aqui, devemos ter em mente que {0;} s@o tratados apenas como simbolos para
designar vetores, tendo sentido como derivadas apenas quando atuam em funcoes
de D(M).
A reuniao de todos os espagos tangentes de uma variedade M é chamada de
fibrado tangente T'M:
T™ = | J T,M = {(p,V;),com p € M, V, € T,M}, (A.4)
peM
e 0s campos vetoriais sao segoes deste fibrado, i.€, aplicagoes V' : M — T'M, que

associam a cada ponto p € M um vetor V,, € T,M. Dizemos que um campo vetorial

Lclaro estd que f e a o sdo.

2Daqui por diante, omitiremos o ndice relativo ao ponto p, e usaremos a chamada convencao

da soma de Einstein, que omite a somatoria, deixando subentendido a soma nos indices repetidos.
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V' é gerado por uma curva a(t) se o campo de vetores tangentes a a é exatamente
V. O campo ¢é dito diferenciavel se a aplicacao V o for. O conjunto de campos
diferencidveis serd denotado por X(M) e, daqui pra frente, falaremos de vetores
subentendendo campos vetoriais, salvo mencao contraria.

Agora, vamos dotar a nossa variedade de uma estrutura métrica. Para isso,
dotaremos os espacos tangentes T,M de um produto interno. Assim, temos a

definicao:

Definicao 3 Uma métrica (Riemanniana) € a associa¢io, a cada ponto p € M,
um produto interno (ou seja, uma forma quadrdtica bilinear, simétrica, e nao de-
generada) <,> (ou g(,)) em T,M, da sequinte maneira: Dada uma carta (¢;, U;),

temos a base coordenada {0;} e a métrica sao as fungoes
< 0;,0; >= g(0;,9;) = gij(), (A.5)

que sao diferencidveis em cada p € M. Claro estd que esta definicdo nao depende

de uma parametrizacao particular.

(O caso riemanniano é quando a métrica é positivo-definida.)
Uma métrica serve, por exemplo, para medir comprimentos de curvas. De uma

maneira pouco rigorosa, temos a definicao:

Defini¢cdo 4 Dada uma curva « : (a,b) — M, e uma parametrizacao (¢;,U;), seu

comprimento {(a) é dado por

la) = /b o/ (t)|dt =€ \/gij(x(t))diidijdt. (A.6)

a dt dt
Podemos ver também que esta definicao nao depende de uma parametrizacao em
particular. Com isto, dotamos a nossa variedade M de uma estrutura métrica, que
basicamente serve para medir comprimentos, areas, e enfim, serve para a integragao.

Vamos agora a segunda estrutura de nossa variedade.
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A.3 Estrutura afim e a derivada covariante

Ja sabemos como derivar fungoes de D(M ). Mas para derivar outros objetos, como

os vetores, precisamos de um outro recurso, pois a idéia intuitiva de derivada,

dV . ‘/tJre - ‘/t
— =lim——

AT
dt e—0 € ( )

nao tem algum sentido, ja que os vetores envolvidos na subtragao pertencem a
espagos tangentes distintos. (o caso do R™ é especial, pois temos uma nogao implicita
de transporte rigido.) Para que isso faga sentido, precisamos de uma operagao que
‘transporte” um vetor de um espaco tangente 7, M para outros espacos tangentes,

diferentes do primeiro. Para isto serve a no¢ao da conexao afim:

Definicao 5 Uma conexdo afim (ou simplesmente conexdo) é o operador V :
X(M) x X(M) — X (M) que associa a cada par (U, V) de vetores um terceiro,
W =VyV, de tal maneira que, dada f € D(M):

(a) VigpvW = fVyW + VW,

(b) Vo (V+W)=VyV +VyW;

(c) Vu(fV) = fVuV +U(f)V (regra de Leibniz);

(d) se' V € um campo vetorial gerado por uma curva a(t), entio VyU = 2U.

O dltimo item na verdade pode ser demonstrado, mas aqui aparece como uma pro-
priedade por conveniéncia. Esta definicao é tal que a derivada covariante de fungoes
coincide com a derivada usual. Podemos expressar explicitamente as componentes
da derivada covariante. Para tal sejam V = V'0; e U = U'9; vetores de X (M), V

gerado por «(t). temos entao, das propriedades da conexao

DU
-, = VVU == vVia,

7 (U70;) = V'V, (U20;) = VI(0,(UNO; + UV 5,0;).  (A.8)
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Escrevendo os simbolos da conexao na base {V;} como? Vo, 0; = Fkijak, temos

PU_ wia,wh) + v vima, = vuba, (A.9)

exatamente a defini¢do de derivada covariante da andlise tensorial classica (como
por exemplo em [2, 12]), aqui representada pelo ponto e virgula (;).

Esta nocao de derivada covariante pode ser extendida para outros tensores, us-
ando um analogo da regra de Leibniz. Para exemplificar, vamos calcular a derivada
covariante da métrica. Sabemos que ela é uma aplica¢ao (um tensor) g : X'(M) x

X (M) — D(M). Assim, podemos fazer, lembrando que g(U, W) é uma funcao:

U W) = V(U W) = g W) (U 230) 4 (DU, (110

Apo6s um pouco de dlgebra, chegamos a
Yisik = 5ok 95T ki = gl ks, (A.11)

que mais uma vez coincide com a definicao classica. Agora temos o desejado trans-
porte paralelo. Um vetor V ¢ dito transportado paralelamente ao longo de uma
curva aft) se

DV
Y _o A12
7 =0 (A.12)

Esta defini¢ao generaliza o transporte rigido de vetores no R™. Dai temos a proposicao:

Proposicao 1 Dado um vetor Vy € T,M, seu transporte paralelo ao longo de uma
curva « : (a,b) — M, com a(ty) = p, to € (a,b), € o campo vetorial V', que € solugdo

de (A.12) com V(ty) = V.

Um objeto que aparece quanto temos uma estrutura afim é a curvatura, que

pode ser definida da seguinte maneira:

3H4 outras definicdes para a posicao dos indices, como pode ser visto em [3, 4].
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Defini¢ao 6 A curvatura relativa A conexdo V € o operador R : X (M) x X (M) —

X(M) definido da sequinte maneira®:
R(U, V)W = [Vy, Vy|W = VW, (A.13)

ou, em uma base coordenada {0;},

8stk B 81“’%
ox' oxJ

R = + T e — Tl (A.14)

Intuitivamente a curvatura é uma maneira de medir a nao comutatividade da derivada
covariante, sendo o analogo da curvatura de Gauss da geometria diferencial classica.
E facil ver que R é um tensor.

Outro objeto que podemos definir quando temos uma estrutura afim é:

Defini¢cdgo 7 A tor¢io T : X(M) x X(M) — X(M) relativa a conexao V € o
operador:

T(U,V) =VyV — VU — [U,V]. (A.15)

Basicamente, a tor¢cao mede também a nao-comutatividade da derivada covariante, e
o nao-fechamento de paralelogramos “infinitesimais””. Claramente, T é um tensor,

cuja forma em uma base coordenada {0;} é

Quando a geometria nao é Riemanniana (o motivo dessa distingao serd explicado

mais tarde), podemos definir o tensor de nao-metricidade S como

que basicamente mede a nao-constancia da métrica frente a derivada covariante.

4Onde [U, V] é o colchete de Lie usual.
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A4 O “Milagre””

Bem, dotamos a nossa variedade M de duas estruturas: a métrica e a afim. Mas
agora podemos nos perguntar: Sera possivel unificar as duas estruturas? Ou, posto
de outra maneira, serd que na realidade isso é apenas uma sé estrutura? A resposta

vem na forma do seguinte teorema:

Teorema 2 Seja M uma variedade diferencidvel com uma estrutura métrica dada
por g e afim dada por V. Se forem conhecidas a tor¢cao T, e o tensor de ndao-
metricidade S, podemos relacionar g e V através da expressio (em componentes)

. 1 . 1 . . ) 1 . . .
I, = §9d(9lj,k +Gikj — Gikg) + 5(513‘1@ — Sk’ —Sk'j)+ §(szk: +1' =Ty"). (A.18)

A prova desse resultado é simples. Usando (A.10), e permutando entre V', U, e

W, temos as equagoes

V(g(UW)) = g(VyU W)+ g(U VyW) + (Vvg) (U, W), (A.19)
U(g(W,V)) = g(VuW, V) + g(W,VuV) + (Vi) (W, V), (A.20)
W(g(V,U)) = g(VwV,U) +g(V,ViwU) + (Vwg)(V,U). (A.21)

Lembrando de (A.17) e (A.15), e fazendo a soma (A.19)+(A.20)-(A.21), chega-
se facilmente ao resultado® (A.18). O dito ‘milagre” é devido justamente a essa
relagao, que foi provada pela primeira vez por Levi-Civita no caso mais simples
(com S =T = 0), sendo refinada até o que estd enunciado aqui (para detalhes, veja
por exemplo [13, 14]). No caso de Levi-Civita, os simbolos de conexao obtidos sao
os famosos simbolos de Christoffel, e a geometria com essa conexao (dita compativel

com a métrica) é a chamada geometria riemanniana.

A expressao independente de coordenadas é chamada de relacdo de Koszul.
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