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Resumo

Estuda-se neste trabalho duas classes de soluções de teorias de campos escalares.

O primeiro capítulo aborda modelos de campos estáticos unidimensionais que dão

origem a defeitos topológicos, tendo sua estabilidade assegurada por argumentos

topológicos. Esse tipo de solução tem uma abordagem simples matematicamente,

no entanto apresenta muito interesse físico. O segundo capítulo aborda uma teoria

de campo com soluções estacionárias a qual está associada uma carga de Noether,

provinda de uma simetria interna do campo. Chama-se de Q-balls os objetos

descritos no segundo capítulo. O objetivo principal será utilizar o método de

deformação para encontrar novas soluções tipo Q-ball.

Palavras chave: Defeitos topológicos; Método de deformação; Q-ball.



vii

Abstract

Is studied in this work two classes of solutions of scalar field theories. The first

chapter deals with one-dimensional static fields models that give rise to topological

defects, having its stability assured by arguments topological. This type of solution

has a simple mathematical approach, however have greatly interest physical. The

second chapter discusses a field theory with stationary solutions which is associated

the a Noether’s charge, coming from an internal symmetry of the field. It is called

Q-balls the objects described in the second chapter. The main objective will be to

use the method of deformation to find new solutions type Q-ball.

Keywords: Topological defects; Deformation method; Q-ball.
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Capítulo 1

INTRODUÇÃO

Sistemas físicos modelados por campos escalares têm sido utilizados em vários

ramos da física. Tenha visto, por exemplo, o estudo de defeitos topológicos em

teorias com quebra espontânea de simetria, que surgem em modelos em gravitação

e em matéria condensadas.

Alem disso, é fato que, em algumas teorias de campos escalares complexos há o

aparecimento de uma classe de soluções estendidas carregadas que por possuírem

simetria esférica são chamadas Q-ball.

Soluções tipo Q-ball aparecem, por exemplo, na teoria de bariogênese de Affleck-

Dine [1] ao se tentar compreender a aparente assimetria bariônica do universo [2].

Este trabalho tem como objetivo estudar modelos de campos escalares, tendo

como foco principal soluções tipo Q-balls que surgem em uma teoria de campos

escalares complexo que preserva uma simetria contínua global.

Apesar de Q-ball ser nosso principal objetivo, iniciaremos, por simplicidade

de compreensão, revisando uma teoria de campos mais simples: a teoria de um

campo escalar real. Teorias desse tipo são de fácil entendimento e como veremos,
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possuem grande importância no estudo de defeitos topológicos. Para simplificar

ainda mais, abordaremos apenas os aspectos unidimensionais nos casos estudados.

Com as soluções unidimensionais sendo chamados de kinks e lumps.

O trabalho se estende da seguinte forma:

No capítulo inicial faremos uma revisão de como encontrar soluções tipo kink

e lump a partir de uma teoria de campo. Veremos que as soluções tipo kimk tem

uma característica topológica, enquanto que as tipo lump são não-topológicas.

Resolveremos as equações de movimento para soluções estáticas, e analizaremos

a estabilidade linear das soluções. Além disso, utilizaremos o método de Bogo-

mol’nyi, Prasad e Sommerfeld para encontrar soluções de energia mínima que

serão nomeados "estados BPS". Por fim apresenta-se uma conexão de teorias de

campos escalares com mecânica quântica supersimétrica.

No segundo capítulo estuda-se essencialmente configurações de campos escala-

res carregados que dão origem a Q-balls. Dessas configurações de campos surgem

uma classe de objetos não-topológicos que são esfericamente simétricos no espaço

das posições e giram com velocidade angular constante no espaço interno. Será

explicado o processo de formação e as condições de existência. Por fim, impõem-se

as condições necessárias para estabilidade das soluções.

No terceiro capítulo serão abordadas nossas contribuições. Será estudado de

início uma classe geral de potenciais polinomiais, no qual temos o aparecimento

de soluções tipo Q-ball. Faremos uma revisão de métodos de deformação, no qual

soluções de novas teorias são encontradas através das soluções de teorias já estabe-

lecidas. Nossa contribuição se concentrará na deformação de Q-ball. Tentaremos

encontrar novas teorias deformando soluções de Q-ball para potenciais polinomiais.

É mostrado que uma nova faixa de soluções pode ser encontrada por esse método,
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apenas pela deformação da parte dependente da posição das soluções antigas.

Por fim apresentaremos as conclusões e perspectivas.



Capítulo 2

KINKS e LUMPS

Neste capítulo estuda-se a formação de defeitos topológicos no contexto de te-

orias de campos escalares. A formação de defeitos é explicada pelo mecanismo

de quebra espontânea de simetria. Nos focaremos essencialmente em defeitos uni-

dimensionais chamados de kinks e lumps conforme a existência ou não do que

chamaremos de carga topológica. Esses dois tipos de defeitos, como o nome pres-

supõe, têm sua estabilidade justificada na topologia. O exposto neste capítulo

é uma pequena parte de um assunto muito vasto, porém é suficiente para com-

preensão deste trabalho. O desenvolvimento se dá da forma que apresentamos a

seguir.
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2.1 Modelos de 1 campo

Dado um campo invariante sob transformação de Lorentz, ou seja, um campo

escalar, pode-se construir a seguinte densidade Lagrangiana para campos reais,

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 𝑉 (𝜑) (2.1)

onde para cada 𝑉 (𝜑) específico, tem-se um problema em particular a ser estudado1.

Devemos agora minimizar a ação na forma

𝑆 =

∫︁ ∫︁
ℒ𝑑𝑡𝑑𝐷𝑥

onde 𝐷 é a dimensão no espaço.

Fazendo isso2 encontra-se a equação do movimento como,

□𝜑 +
𝑑𝑉

𝑑𝜑
= 0 (2.2)

onde □ é o operador D’Alambertiano.

Se o campo está em (1+1) dimensões, utilizando a métrica com diagonal (1,−1),

temos,
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+

𝑑𝑉

𝑑𝜑
= 0 (2.3)

A energia para soluções localizadas 𝜑(𝑥) governadas pela lagrangiana (2.1) é

dada pela integral, sobre todo o espaço, da componente 𝑇 00 do tensor Energia-

1Ao longo dessa dissertação adotaremos a seguinte notação: os índice gregos como 𝜇 ou 𝜈
assumem {0, 1, 2, 3} e o símbolo 𝜕𝜇 denotam a derivada covariante com relação a uma coordenada
espaço-temporal, ou seja, 𝜕0 = 𝜕

𝜕𝑡 , 𝜕1 = 𝜕
𝜕𝑥 . . . .

2Ver apêndice A.
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Momento.

O tensor Energia-Momento é3,

𝑇 𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 𝜂𝜇𝜈ℒ

e com a densidade de Lagrangiana (2.1) a componente 𝑇 00 fica,

𝑇 00 =
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑡

)︂2

+
1

2
(∇𝜑.∇𝜑) + 𝑉 (𝜑)

Assim, a energia das soluções é dada por,

𝐸 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥𝑇 00 =

∫︁
𝑑𝐷𝑥

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐼⏞  ⏟  

1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑡

)︂2

+
1

2
|∇𝜑|2⏟  ⏞  
𝐼𝐼

+

𝐼𝐼𝐼⏞  ⏟  
𝑉 (𝜑)

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.4)

onde 𝐷 novamente é a dimensão no espaço. Os termos 𝐼, 𝐼𝐼 e 𝐼𝐼𝐼 representam a

parte cinética, gradiente e potencial da energia total, respectivamente.

Resolver a equação (2.2) ou mesmo a (2.3) pode ser muito trabalhoso depen-

dendo do potencial 𝑉 (𝜑) escolhido. No entanto, é possível propor algumas condi-

ções que ajudam a entender qualitativamente o problema.

3Veja apêndice B.
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2.1.1 Tipos de soluções

⇒ 𝜑 é homogêneo e estático.

Os dois primeiros termos da equação (2.3) se anulam e temos,

𝑑𝑉

𝑑𝜑
= 0 ⇒ 𝑉 (𝜑𝑖) = 𝐶

onde 𝜑𝑖 é uma solução e 𝐶 é uma constante.

Para soluções homogênias e estáticas em uma dimensão espacial (𝐷 = 1),

tem-se

𝐸 =

∫︁ ∞

−∞
𝑉 (𝜑𝑖)𝑑𝑥 = 𝑉 (𝜑𝑖)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥, (2.5)

pois o dois primeiros termos da equação (2.4) se anulam.

As soluções devem ser fisicamente aceitáveis isso nos diz que devemos escolher

𝜑 tal que a energia seja finita. O que nos leva a assumir que devemos ter 𝑉 (𝜑𝑖) = 0

(para toda solução 𝜑𝑖).

⇒ Campos Estáticos.

Nesse caso a derivada temporal na equação (2.3) desaparece e temos

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
=

𝑑𝑉

𝑑𝜑
. (2.6)

Para resolver essa equação é possível utilizar o chamadoMétodo da Quadratura,

que consiste em reduzir a ordem de (2.6) para uma equação diferencial de primeira

ordem. O método é descrito nos dois passos abaixo:

𝑎) multiplique ambos os lados de (2.6) por 𝑑𝜑/𝑑𝑥;

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2

𝑑𝜑

𝑑𝑥
=

𝑑𝑉

𝑑𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑥
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𝑏) e reescreva como:

𝑑

𝑑𝑥

[︃
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2
]︃

=
𝑑𝑉

𝑑𝑥
⇒

∫︁
𝑑

𝑑𝑥

[︃
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

− 𝑉

]︃
𝑑𝑥 = 0

E encontramos que,

𝑉 =
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝐶

onde 𝐶 é uma constante.

A energia para soluções estáticas é dada por,

𝐸 =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

[︃
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝑉 (𝜑) + 𝐶

]︃
. (2.7)

Outras Restrições.

Novamente buscaremos soluções com energia finita. Podemos analisar, a priori,

algumas condições que nossa solução deve possuir.

O termo gradiente na energia, por definição, é sempre positivo logo, se assu-

mirmos que o termo de potencial também seja positivo, para termos energia finita,

uma condição necessária, porém não suficiente, é que,

lim
𝑥→±∞

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂
→ 0

pois se assim não for, essa contribuição faria a integral (2.7) divergir. Não temos

nenhuma garantia que a parcela gradiente não diverge em algum outro lugar entre

os mínimos, por exemplo, na origem, para isso devemos impor que as soluções

sejam funções suaves e diferenciáveis nessa região.

Além disso, pelo mesmo motivo, o termo de potencial também deve ir a zero
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nos extremos. Supondo que existam soluções 𝜑1 e 𝜑2, que obedecem a equação

𝑉 (𝜑1) = 𝑉 (𝜑2) = 0, devemos impor o limite,

lim
𝑥→−∞

𝜑(𝑥) → 𝜑1

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) → 𝜑2

que nos diz que o segundo termo de (2.7) também se anula nos extremos. Podemos

ter ainda 𝜑1 = 𝜑2, nesse caso temos mínimos degenerados.

Isso nos faz assumir que, para termos energia finita, devemos ter 𝐶 = 0, assim,

𝑉 =
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

. (2.8)

Fica claro nesse ponto que soluções estáticas tem potencial sempre positivo e

isso será útil a seguir.

Com as observações acima podemos escrever o potencial na forma,

𝑑𝜑

𝑑𝑥
= ±

√
2𝑉

com 𝑉 (𝜑) ≥ 0.

Estabilidade das Soluções.

A estabilidade do campo 𝜑(𝑥) nos extremos pode, em um sentido mais funda-

mental, ser entendida como consequência de uma lei de conservação topológica à

qual esta relacionada uma corrente topológica.

O comportamento dos campos estudados aqui é de tal forma que o potencial

possui múltiplos estados de vácuo (mínimos de energia). Já vimos que, para que
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as soluções estáticas em uma dimensão tenham energia finita, os campos devem ir

para um mínimo nos extremos.

De uma forma geral podemos dizer que, para qualquer solução localizada de

teorias de campos unidimensional, tal como a solução estática 𝜑(𝑥), que vá para

um mínimo nos extremos, ou seja, que obedece 𝜑(𝑥 → ∞) → 𝜑, onde 𝜑 obedece

𝑉 (𝜑) = 0, pode ser associada a uma corrente topológica.

Para nossa solução estática a corrente topológica é definida como,

𝐽𝜇
𝑇 =

1

2
𝜖𝜇𝜈𝜕𝜈𝜑.

É importante notar que 𝐽𝜇
𝑇 não é uma corrente de Noether, ou seja, não é uma

corrente provinda de uma simetria da ação.

Podemos mostrar que a corrente é conservada, basta para isso calcular 𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑇 ,

fazendo

𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑇 = 𝜕𝜇

(︂
1

2
𝜖𝜇𝜈𝜕𝜈𝜑

)︂
=

1

2
𝜖𝜇𝜈𝜕𝜇𝜕𝜈𝜑.

Temos que 𝜖𝜇𝜈 = −𝜖𝜈𝜇, pois 𝜖𝜇𝜈 é um tensor completamente anti-simétrico.

Assim,

𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑇 = −1

2
𝜖𝜈𝜇𝜕𝜇𝜕𝜈𝜑.

Fazendo uma mudança de variável 𝜇 → 𝜈 ′ e 𝜈 → 𝜇′ e trocando a ordem das

derivadas temos,

𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑇 = −1

2
𝜖𝜇

′𝜈′𝜕𝜇′𝜕𝜈′𝜑

ou seja,

𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑇 = −𝜕𝜇′

(︂
1

2
𝜖𝜇

′𝜈′𝜕𝜈′𝜑

)︂
= −𝜕𝜇′𝐽𝜇′

𝑇
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Como os índices 𝜇 e 𝜇′ são “índices mudos”, vemos que a relação só é verdadeira

se tivermos 𝜕𝜇𝐽
𝜇
𝑇 = 𝜕𝜇′𝐽𝜇′

𝑇 = 0. Logo a corrente 𝐽𝜇
𝑇 é conservada.

Nesse caso a carga topológica relacionada a essa corrente é dada pela integral,

em todo o espaço, da componente 𝐽0
𝑇 da corrente.

𝑄𝑇 =

∫︁ ∞

−∞
𝐽0
𝑇𝑑

𝐷𝑥 =
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝜖0𝜈𝜕𝜈𝜑𝑑

𝐷𝑥

onde 𝜈 = {0,1,2,3}.

No caso de 𝜑 ser unidimensional, temos,

𝑄𝑇 =
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

𝑑𝜑

𝑑𝑥
=

1

2
𝜑(𝑥 = ∞) − 1

2
𝜑(𝑥 = −∞) (2.9)

Quando 𝑄𝑇 = 0 temos soluções não-topológicas, ou seja, soluções que se com-

portem igualmente ao nos afastarmos, em direções opostas, do centro da solução.

E apenas temos soluções topológicas quando 𝑄𝑇 ̸= 0.

Um exemplo de soluções topológicas são os defeitos tipo kink, que são soluções

de uma teoria de um campo escalar real. Esse tipo de objeto possui estabilidade

garantida através de uma carga topológica. Eles se comportam de forma diferente

ao nos afastarmos, em direções opostas, do centro da solução. Ou seja, como a

figura 2.1.
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Figura 2.1: Gráfico do comportamento de uma solução tipo kink.

Um exemplo de soluções não-topológicas em uma dimensão são os defeitos tipo

lump. Esses objetos não possuem uma carga topológica associada, sendo assim

instáveis por argumentos topológicos. Veremos no segundo capítulo uma classe de

objetos não-topológicos provinda de uma teoria de campo escalar complexo que

possui estabilidade. Soluções tipo lump tem a forma da figura 2.2.

Figura 2.2: Gráfico do comportamento de uma solução tipo lump.

Vamos agora apresentar alguns potenciais que apresentam soluções do tipo kink

e lump.



15 2.1. Modelos de 1 campo

2.1.2 Potenciais que suportam kink

Soluções tipo kink podem ser encontradas em teorias de campo unidimensionais

com um potencial na forma

𝑉 (𝜑) =
1

2
𝜆(𝑎2 − 𝜑2)2. (2.10)

O potencial (2.10) se comporta como o gráfico 2.3.

Figura 2.3: Gráfico potencial 𝜆𝜑4, plotado para o caso adimensional 𝑉 (𝜑) = 1
2
(1−

𝜑2)2.

Vemos que o potencial (2.10) possui dois mínimos degenerados em 𝜑 = ±𝑎. Se

considerarmos que o potencial é adimensional, ao substituirmos (2.10) em (2.3) e

considerando soluções estáticas, encontra-se

𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
= 2𝜑(𝜑2 − 1). (2.11)

Tendo soluções na forma

𝜑(𝑥) = ± tanh(𝑥). (2.12)

As soluções (2.12) possuem comportamento idêntico ao gráfico 2.1. As soluções
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negativas são chamadas anti-kink e são a reflexão em relação ao eixo 𝑥 das soluções

positivas. O gráfico 2.4 mostra como se comporta um kink e o um anti-kink.

Figura 2.4: Gráfico kink (linha cheia) e anti-kink (linha pontilhada).

2.1.3 Potenciais que suportam lump

Um modelo que tem lumps como solução é o seguinte

𝑉 (𝜑) =
1

2
𝜑2 − 1

2
𝜑4. (2.13)

Esse potencial tem o plot dado pela figura 2.5. Vemos que possui apenas um

mínimo.

Figura 2.5: Gráfico potencial 𝜑4 invertido.
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Se substituirmos (2.13) em (2.3) e novamente considerando soluções estáticas,

encontra-se
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
= 𝜑− 2𝜑3, (2.14)

que possui soluções na forma

𝜑(𝑥) = ± sech(𝑥). (2.15)

As soluções (2.15) se comportam como o gráfico 2.2. Essas soluções tem carga

topológica nula pois 𝜑(∞) = 𝜑(−∞) sendo assim instáveis do ponto de vista

topológico.

Outro fato bastante interessante é notar como se comporta a densidade de

energia dessas soluções. A densidade de energia para soluções estáticas é dada por

𝜌(𝑥) =

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

.

Que para as soluções (2.12) e (2.15) temos

𝜌𝑘𝑖𝑛𝑘(𝑥) = sech(𝑥)4, (2.16)

e

𝜌𝑙𝑢𝑚𝑝(𝑥) = sech(𝑥)2 tanh(𝑥)2. (2.17)

As densidades (2.16) e (2.17) estão plotadas nos gráficos 2.6𝑎 e 2.6𝑏 respecti-

vamente.
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(a) (b)

Figura 2.6: (a) Densidade de energia de kinks. (b) Densidade de energia de lumps.

Notamos que, enquanto a densidade de energia de kinks é centrada na origem

temos que, para lumps a densidade de energia na origem é nula.

Na próxima seção iremos estudar potenciais positivo definido e as propriedades

que surgem com esse fato.

2.2 Estados BPS

Para soluções estáticas onde 𝑉 (𝜑) ≥ 0 podemos usar um método devido a

Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield para encontrar as soluções de energia mínima

[3]. As soluções do problema obtidas são chamados Estados BPS. Nesse caso o

potencial pode ser escrito como

𝑉 =
1

2
𝑊 2

𝜑 (2.18)

onde 𝑉 , escrito em termos da função 𝑊𝜑 ≡ 𝑑𝑊
𝑑𝜑
, é agora positivo definido. 𝑊 é

uma função suave do compo 𝜑 chamado superpotencial.
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Assim soluções estáticas podem ser encontradas com,

𝑑𝜑

𝑑𝑥
= ±𝑊𝜑. (2.19)

A energia é agora dada por,

𝐸 =
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

[︃(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝑊 2
𝜑

]︃
(2.20)

e pode ser escrita como,

𝐸 =
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

[︃(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥
∓𝑊𝜑

)︂2

±
(︂

2
𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑊𝜑

)︂]︃
=

=
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥
∓𝑊𝜑

)︂2

±
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

𝑑𝑊

𝑑𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑥
.

Se usarmos a equação (2.19) o primeiro termo se anula e encontramos a energia

mínima como

𝐸 =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

𝑑𝑊

𝑑𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑥
=

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑊 = ||𝑊 [𝜑(∞)] −𝑊 [𝜑(−∞)]|| (2.21)

que é a energia das soluções ou estados BPS.

Para toda teoria na forma de (2.1) onde o potencial pode ser escrito na forma

de (2.18), existem soluções BPS com energia dada por (2.21). Esse formalismo

nos permite encontrar as energias mínimas com facilidade, apenas analisando o

comportamento do superpotencial nos extremos.
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2.3 Estabilidade linear

Esta seção trata da estabilidade das soluções sob pequenas pertubações através

da chamada estabilidade linear (ou clássica), em seguida mostra-se como nossa

teoria de campo pode ser relacionada a uma mecânica quântica supersimétrica.

Vamos supor que a solução 𝜑 é da forma,

𝜑(𝑥,𝑡) = 𝜑(𝑥) + 𝜂(𝑥,𝑡) (2.22)

onde 𝜂(𝑥,𝑡) é uma pequena pertubação na solução estática 𝜑(𝑥).

Substituindo 𝜑(𝑥,𝑡) na equação (2.3) encontra-se que,

𝑑2𝜂

𝑑𝑡2
− 𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
− 𝑑2𝜂

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑉

𝑑𝜑

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥,𝑡)

= 0. (2.23)

Fazendo uma expansão do termo de potencial,

𝑑𝑉

𝑑𝜑

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥,𝑡)

=
𝑑𝑉

𝑑𝜑

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥)

+ 𝜂
𝑑2𝑉

𝑑𝜑2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥)

+
𝜂2

2

𝑑3𝑉

𝑑𝜑3

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥)

+ . . .

Considerando até primeira ordem e substituindo na equação (2.23), temos,

𝑑2𝜂

𝑑𝑡2
− 𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
− 𝑑2𝜂

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑉

𝑑𝜑

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥)

+ 𝜂
𝑑2𝑉

𝑑𝜑2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝜑(𝑥)

= 0

que, usando a equação (2.6), nos dá

𝑑2𝜂

𝑑𝑡2
− 𝑑2𝜂

𝑑𝑥2
+ 𝑢(𝑥)𝜂 = 0 (2.24)
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onde 𝑢(𝑥) = (𝑑2𝑉/𝑑𝜑2)|𝜑=𝜑(𝑥) é uma função apenas da variável 𝑥.

Podemos considerar pertubações na forma,

𝜂(𝑥,𝑡) =
∑︁
𝑛

𝜂𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑛𝑡) (2.25)

onde 𝑤𝑛 deve ser real para garantir que estamos lidando com pequenas pertuba-

ções, e temos,
𝑑2𝜂

𝑑𝑡2
= −

∑︁
𝑛

𝑤2
𝑛𝜂𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑛𝑡)

𝑑2𝜂

𝑑𝑥2
=

∑︁
𝑛

𝑑2𝜂𝑛
𝑑𝑥2

𝑐𝑜𝑠(𝑤𝑛𝑡)

que substituindo em (2.24) resulta,

{︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑢(𝑥)

}︂
𝜂𝑛(𝑥) = 𝑤2

𝑛𝜂𝑛(𝑥). (2.26)

Essa é uma equação tipo Schrödinger tendo 𝑤2
𝑛 como auto-valor e 𝜂𝑛(𝑥) como

auto-vetor. Definindo 𝐻̂ ≡ 𝑢(𝑥) − 𝑑2/𝑑𝑥2 temos,

𝐻̂𝜂𝑛(𝑥) = 𝐸𝑛𝜂𝑛(𝑥) (2.27)

onde 𝐸𝑛 = 𝑤2
𝑛.

Como impomos que 𝑤𝑛 é real, chegamos ao resultado de que 𝐸𝑛 > 0 sempre,

pois 𝑤2
𝑛 > 0. Portanto, para termos estabilidade clássica a condição necessária é

de que nossa conexão com o problema mecânico-quântico feita pela equação (2.27)

permita apenas soluções com autovalor positivo.

É possível mostrar [4], que para soluções tipo kink o menor valor de 𝐸𝑛 é zero,
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equanto que para lumps o menor valor de 𝐸𝑛 é menor que zero, isso nos diz que

kinks são estáveis por estabiliddade linear enquanto que lumps são instavéis.

2.3.1 Conexão com mecânica quântica supersimétrica

Vamos mostrar que para potenciais que podem ser escritos na forma da equa-

ção (2.18) podemos reescreve o Hamiltoniano que aparece em (2.27) como um

produto de operadores e com isso encontrar uma conexão entre mecânica quântica

supersimétrica e teorias de campos em uma dimensão espacial.

Primeiramente note que pela equação (2.18) tem-se,

𝑑𝑉

𝑑𝜑
= 𝑊𝜑𝑊𝜑𝜑 ⇒ 𝑑2𝑉

𝑑𝜑2
= 𝑊 2

𝜑𝜑 + 𝑊𝜑𝑊𝜑𝜑𝜑.

Logo o Hamiltoniano pode ser escrito como,

𝐻̂ = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑊 2

𝜑𝜑 + 𝑊𝜑𝑊𝜑𝜑𝜑 (2.28)

onde 𝐻̂ possui apenas auto-valores positivos.

Vamos definir dois operadores 𝑆+ e 𝑆− como,

𝑆± ≡ − 𝑑

𝑑𝑥
±𝑊𝜑𝜑

e sendo

(𝑆±)† =
𝑑

𝑑𝑥
±𝑊𝜑𝜑.

Vamos agora construir os operadores (𝐻̂± ≡ 𝑆†
±𝑆±) aplicados em um auto-
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estado 𝜉. Assim,

𝐻̂+𝜉 = (𝑆+)†𝑆+𝜉 =

(︂
𝑑

𝑑𝑥
+ 𝑊𝜑𝜑

)︂(︂
−𝑑𝜉

𝑑𝑥
+ 𝑊𝜑𝜑𝜉

)︂

𝐻̂−𝜉 = (𝑆−)†𝑆−𝜉 =

(︂
𝑑

𝑑𝑥
−𝑊𝜑𝜑

)︂(︂
−𝑑𝜉

𝑑𝑥
−𝑊𝜑𝜑𝜉

)︂
Logo,

𝐻̂+ = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑊 2

𝜑𝜑 + 𝑊𝜑𝑊𝜑𝜑𝜑 (2.29)

𝐻̂− = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑊 2

𝜑𝜑 −𝑊𝜑𝑊𝜑𝜑𝜑 (2.30)

Os dois operadores 𝐻̂+ e 𝐻̂− são parceiros surpersimétricos, isso nos diz que

dada uma teoria de campos, podemos encontrar uma “teoria espelho” em mecânica

quântica supersimétrica. Essa afirmação também vale de forma inversa, ou seja,

dada uma mecânica quântica supersimétrica, podemos encontrar uma teoria de

campos compatível [5].

Note que apenas o 𝐻̂+ reproduz (2.28), sendo assim um operador com auto-

valor positivo.

No próximo capítulo iremos apresentar outro exemplo de teoria de campo com

interesse físico. Apresentaremos soluções tipo Q-balls que surgem em teorias de

campo escalar complexo e que como veremos são de natureza não-topológica, ou

mais precisamente sólitons não topológicos.



Capítulo 3

Q-BALLS

Nesse capítulo aborda-se uma teoria de campo escalar que descreve uma classe

de objetos não-topológicos, ou seja, que possuem carga topológica nula, mas que

preservam uma simetria contínua global, tendo assim uma carga de Noether. Tais

objetos se comportam como sólitons, soluções de uma teoria de campo não-linear

que possui densidade de energia concentrada em uma dada região do espaço e que

se propagam sem dissipação e que não alteram seu perfil em uma colisão com outro

sóliton.

3.1 Um pouco de história - Q-balls em teorias de

bariogênese.

Um dos grandes problemas em Física de Partículas e em Cosmologia moderna

é a aparente assimetria entre bários e antibárions no universo. Resultados observa-

cionais confirmam que em torno de 4,6% da densidade de energia do universo que

conhecemos é composta de bários, todavia, nenhuma concentração de antibárions
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foi detectada [2].

Alguns modelos foram propostos para explicar a aparente abundancia de bários

(com relação a antibárions) no universo. Os cientistas deram o nome de bariogê-

nese ao estudo desse aparente distúrbio. Uma das primeiras evoluções nessa linha

ocorreu em 1985, quando M. E. Shaposhnikov [6] desenvolveu um modelo baseado

na teoria Eletrofraca que explicava a aparente abundancia de bários no universo

e que estava em concordância com o Modelo Padrão de Física de Partículas. Esse

modelo ficou conhecido como bariogênese eletrofraca e tinha como vantagem sa-

tisfazer as três condições de Sakharov para se ter uma bariogênese bem sucedida

que explicavam a criação de matéria a antimatéria em taxas diferentes, as con-

dições são: não conservação de número bariônico, violação de simetria C/CP e

possuir processos fora do equilíbrio térmico. No entanto, os resultados teóricos

apresentados para a razão entre densidade de matéria ordinária e densidade de

radiação no universo, também chamada razão fóton-bário, era muito menor do

que os resultados experimentais [7].

Alguns anos depois I. Affleck e M. Dine [1] através de uma extensão supersimé-

trica mínima do modelo padrão, propuseram uma teoria de bariogênese que dava

resultados para a razão fóton-bário da ordem de grandeza dos resultados experi-

mentais. Essa teoria, que também obedecia as três condições de Sakharov, ficou

conhecida como bariogênese de Affleck-Dine. A bariogênese de Affleck-Dine além

de resolver outros problemas cosmológicos como o gravitino, dava indícios de que

matéria bariônica e matéria escura possuíam uma gênese em comum.

O extensão supersimétrica mínima do modelo padrão a qual se baseava a ba-

riogênese de Affleck-Dine, apresentava aproximadamente 300 direções planas de

orientação (ou dimensões espaciais). Boa parte dessas dimensões surgem devido
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aos termos não renormalizaveis provindos da quebra de simetria no modelo. Com

isso, é de se supor que algumas dessas dimensões podem ser compactificadas. Isso

pode ser feito em termos de um campo escalar complexo conhecido como campo

de Affleck-Dine. Esse campo pode ser interpretado como uma combinação de

s-quarks e/ou s-leptons que são parceiros supersimétricos de quarks e leptons res-

pectivamente. A introdução desse campo pode explicar a geração de bários no

Universo.

Segundo a bariogênese de Affleck-Dine, durante a época inflacionária do uni-

verso, as partículas s-quarks e s-leptons se uniram em um amplo estado homogêneo

conhecido como condensado de Affleck-Dine.

Após a inflação a orbita do campo de Affleck-Dine foi impulsionada a se mover

em torno de um mínimo global de um potencial escalar. Os campos precessionam

em torno da origem do espaço de campo complexo e sua órbita é muito similar à

orbita dos planetas trocando o potencial Newtoniano por um potencial do oscila-

dor harmônico isotrópico [Def: possui as mesmas propriedades nas três direções

espaciais]. Sabe-se da Relatividade Geral que a precessão dos planetas se dá por

correções relativísticas no potencial Newtoniano. Isso também pode ser feito para

o campo de Affleck-Dine através de efeitos quânticos.

Com a inclusão de correções quânticas no modelo de Affleck-Dine, as soluções

tornam-se instáveis por perturbações espaciais e decai em objetos tipo bolhas,

dando origem ao que chamamos de Q-ball. Com a introdução de Q-balls na Ba-

riogênese de Affleck-Dine a densidade de bários é corrigida e assume um valor da

ordem de grandeza dos resultados experimentais.

Neste trabalho apresentaremos o formalismo da obtenção de soluções tipo Q-

balls no cenário de teoria de campos. Assim sendo, apesar desse breve relato
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histórico, não analisaremos os detalhes do mecanismo de bariogênese de Affleck-

Dine.

3.2 Breve apresentação

Segundo Sidney Coleman (1985, p.4):

The stability of ordinary matter depends on the conservation of particle

number, and the radius of a ball of ordinary matter depends on the

number of particles in it. Here, the roles of particles number is played

by Q. For this reason I call these systems of "Q balls"; the homogeneous

state that exists in their interiors I call "Q matter".

Essas soluções se propagam sem dissipação e são do tipo sólitons. Mas o que

são sólitons?

3.2.1 Soluções solitônicas

Físicos e Matemáticos tem um gosto em comum, o estudo de soluções solitôni-

cas. Apesar dessas soluções serem motivo de estudo em várias áreas de pesquisa1,

é na física e matemática que tem-se os maiores avanços.

É difícil haver um consenso sobre uma definição do que é um sólitom, por uma

visão matemática, sólitons são soluções de equações diferenciais parciais parabóli-

cas ou hiperbólicas (equações não-lineares), que viajam com velocidade constante

e sem dissipação. Para o que iremos estudar neste trabalho, pode-se interpretar

1Tenha visto as descobertas em Neurociência que explicam a condução do sinal dentro dos
neurônios como sólitons pressão.
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essas soluções como ondas viajantes que além de ter uma forma permanente, estão

localizadas em alguma região do espaço. Uma condição adicional e que quando

duas soluções solitônicas interagem o perfil das ondas após a interação permanece

inalterado (a menos de uma alteração de fase)[9].

A primeira pessoa a notar esse tipo de fenômeno foi John Scott Russell (1808-

1882) que observou uma onda solitária no canal da União, na Escócia. No entanto,

a palavra “sóliton” só foi empregada por Zabusky e Kruskal em 1965.

Devido à natureza de sua estabilidade essas soluções são de duas formas: To-

pológicas e Não-Topológicas. De forma semelhante ao apresentado no primeiro

capítulo, sólitons topológicos tem sua estabilidade justificada na presença de uma

carga topológica, que como vimos, tem natureza distinta da carga provinda de uma

simetria de Noether. Por outro lado, sólitons não-topológicos tem carga topológica

nula.

Vamos agora retornar ao problema original que era o estudo de Q-balls. Co-

meçando com algumas definições.

3.2.2 O que são Q-balls?

Por uma visão um tanto simplificada Q-balls podem ser vista como uma re-

gião onde se concentra uma grande quantidade de partículas clássicas (Bósons),

seme-lhante ao que ocorre em um condensado de Bose-Einstein. Se imaginarmos

essa região na forma de uma gota, temos que ela é estável pelo desmembramento

em gotas menores e ainda contra a evaporação em partículas individuais, pois de-

vido à configuração atrativa, o estado inicial tem energia menor que a coleção de

partículas individuais.
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Como apresentado por Coleman, para que haja Q-ball a carga deve ser conser-

vada. Além disso, o potencial de interação deve ter um termo negativo dominante

sobre o termo devido às partículas livres. Matematicamente dizemos que não

teremos Q-balls se nosso potencial for da forma 𝑉 (𝜑) = 𝑚2𝜑2. No entanto, se in-

cluirmos um termo atrativo na forma −𝜆𝜑𝑛 (com 𝑛 > 2) no potencial, então surge

valores de 𝜑 onde 𝑉 (𝜑) < 𝑉𝑙𝑖𝑣𝑟𝑒(𝜑), ou seja, a energia desses valores de campo é

menor do que a energia de um campo livre. Isso nos diz que podemos criar aglo-

merados de muitas partículas cuja energia é menor que a energia das partículas

individuais distantes umas das outras2.

Tais objetos podem de uma forma simplificada, ser definidos como: Q-ball são

soluções de energia mínima que surgem em uma variedade de famílias de teorias de

campo escalar complexo em duas ou mais dimensões espaço-temporal com auto-

interação e que preserva uma simetria contínua global.

Apesar de ser possível encontrar soluções tipo Q-ball para uma quantidade

de dimensões espaço-temporal arbitraria, por simplicidade iremos tratar apenas

exemplos em dimensões menores ou iguais a quatro.

A lagragiana mais simples que possue Q-ball como solução é

ℒ = 𝜕𝜇Φ*𝜕𝜇Φ − 𝑉 (|Φ|), (3.1)

onde 𝑉 (|Φ|) é o potencial que delimita o problema e que, como vemos, depende

apenas do módulo do campo escalar complexo Φ que a partir de agora denotaremos

apenas por 𝜑.

2Adiante veremos que o potencial permitido para gerar Q-balls deve ser da forma 𝑉 (𝜑) ≥ 0
por isso devemos impor que os termos de ordem superior a 𝜑𝑛 devam ser positivos para que o
potencial seja essencialmente positivo.
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A equação de movimento que surge de (3.1) é

𝜕𝜇𝜕
𝜇Φ +

𝜕𝑉

𝜕Φ* = 0. (3.2)

Para se ter soluções tipo Q-ball devemos impor algumas restrições sobre 𝑉 (𝜑).

As interações aceitáveis devem obedecer as condições:

(1) : 𝑉 (𝜑) ≥ 0 em toda região e deve ser duas vezes continuamente diferenciável

em 𝜑 = 0, ou seja, deve existir 𝑉 ′(0) e 𝑉 ′′(0). Se impormos que o mínimo global

da teoria esteja em 𝜑 = 0, ou seja, que 𝑉 (0) = 0 temos que nesse ponto há um

estado ligado que preserva a simetria 𝑈(1), nesse caso se definirmos 𝑉 ′′(0) ≡ 𝜇2,

pela condição de mínimo tem-se 𝑉 ′′(0) > 0.

(2) : Deve existir um mínimo de (𝑉 (𝜑)/𝜑2), em algum ponto 𝜑0 ̸= 0, tal que

min[2𝑉 (𝜑)/𝜑2]𝜑=𝜑0 < min[2𝑉 (𝜑)/𝜑2]𝜑=0

essa condição será provada em breve, mas ela apenas nos diz que a energia de uma

Q-ball deve ser menor do que a energia que uma coleção de quantas de partículas

escalares podem possuir [8].

(3) : Existe três números positivos 𝑎,𝑏 e 𝑐, com 𝑐 > 2, tal que

1

2
𝜇2𝜑2 − 𝑈(𝜑) ≤ min(𝑎,𝑏𝜑𝑐)

essa é uma suave restrição imposta pela primeira condição do potencial. Nos diz

que devemos ter um termo negativo no potencial dominante sobre o termo 𝜑2, mas

que não decresça muito, ou seja, deve ter termos superiores que levante o potencial

novamente.
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Se a Lagrangiana é simétrica pelo grupo 𝑈(1), podemos fazer transformações

globais nos campos da forma Φ → 𝑒−𝑖𝛼Φ, e Φ* → 𝑒𝑖𝛼Φ*. Isso leva a uma corrente

de Noether conservada3,

𝑗𝜇 = 𝑖(Φ*𝜕𝜇Φ − Φ𝜕𝜇Φ*). (3.3)

E com isso a uma carga de Noether,

𝑄 =
1

2

∫︁
𝑑3𝑥𝑗0 =

𝑖

2

∫︁
𝑑3𝑥(Φ*𝜕0Φ − Φ𝜕0Φ*). (3.4)

A energia é dada pela integral de (𝐵.13) em todo o espaço. Em três dimensoes

espaciais temos,

𝐸 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
1

2

⃒⃒⃒⃒
𝑑Φ

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
+

1

2
|∇Φ|2 + 𝑉 (𝜑)

]︃
(3.5)

3.3 Construção das soluções

Nesta seção iremos apresentar como encontrar as soluções Q-ball. Neste con-

texto, faz-se uma análise da estabilidade no regime onde as soluções se aproximam

de uma função degrau. O processo de obtenção das soluções é descrito abaixo.

Como assumido na definição, Q-ball são soluções de menor energia para uma

dada carga fixa. Devemos assim fazer o processo de minimização de (3.5) com (3.4)

fixo. Utilizando multiplicadores de Lagrange construímos o funcional na forma

𝐴𝜔 = 𝐸 + 𝜔

(︂
𝑄− 𝑖

2

∫︁
𝑑3𝑥(Φ*𝜕0Φ − Φ𝜕0Φ*)

)︂
(3.6)

3Essa análise pode ser estendida para teorias mais complicadas do que (3.1) e com grupos de
simetria maior.
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onde 𝐸 é dado por (3.5) e 𝜔 é o multiplicador de Lagrange. Com um pouco de

álgebra, pode-se reescrever (3.6) como

𝐴𝜔 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
1

2
|𝜕0Φ + 𝑖𝜔Φ|2 +

1

2
|∇Φ|2 − 𝜔2

2
|Φ|2 + 𝑉

]︂
+ 𝜔𝑄 =

=

∫︁
𝑑3𝑥

1

2
|𝜕0Φ + 𝑖𝜔Φ|2 +

∫︁
𝑑3𝑥

[︂
1

2
|∇Φ|2 − 𝜔2

2
|Φ|2 + 𝑉

]︂
+ 𝜔𝑄 (3.7)

o primeiro termo é agora positivo e também é o único que aparece a dependência

explícita do tempo. Assim, com a minimização de (3.7) obtemos

𝑑Φ

𝑑𝑡
+ 𝑖𝜔Φ = 0

que dá a dependência temporal das soluções.

As soluções obtidas são esfericamente simétricas no espaço das posições e giram

com velocidade angular constante no espaço interno[8]. Para escolhas apropriadas

da origem do espaço-tempo, a solução geral fica

Φ(|𝑥⃗|,𝑡) = 𝑓(|𝑥⃗|)𝑒−𝑖𝜔𝑡 (3.8)

onde 𝜔 é interpretado como a frequência de rotação no espaço interno e 𝑓(|𝑥⃗|) é

uma função apenas da posição que, para ter energia e carga finitas, deve ser mo-

notomicamente decrescente ao afastarmos da origem, ou seja, 𝑓(|𝑥⃗|) → 0 quando

|𝑥⃗| → ∞ e também deve obedece à condição de contorno 𝑓 ′(0) = 0. Esse será o

nosso “ansatz ” de Q-balls, ou seja, será nosso ponto de partida para o estudo e

para a busca das soluções completas.

A equação (3.8) nos dá o perfil de Q-balls estacionárias, ou seja, como uma onda
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a Q-ball se acumula em um certo ponto e oscila com um padrão caracterizado por

sítios (os nodos) onde não há movimento. Apesar de considerar interessante uma

análise da dinâmica de Q-balls este aspecto não será abordado neste trabalho.

Temos que 𝑓(|𝑥⃗|) pode ser encontrado substituindo (3.8) na equação (3.2) em

coordenadas esféricas, ou seja,

[︂
𝑑2

𝑑𝑡2
− 𝐷 − 1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 𝑑2

𝑑𝑟2

]︂
𝜑 = − 𝜕𝑉

𝜕Φ*

que nos dá,
𝑑2𝑓

𝑑𝑟2
= −𝐷 − 1

𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
− 𝜔2𝑓 + 𝑉 ′(𝑓) (3.9)

tendo que agora 𝑓(|𝑥⃗|) é simplismente 𝑓(𝑟).

Se interpretarmos 𝑓 como a posição de uma partícula e 𝑟 como o tempo, a

equação (3.9) pode ser vista como a equação de movimento de uma partícula de

massa unitária, sujeita a um meio viscoso que se movimenta em um potencial

𝑈𝜔(𝑓) = 𝜔2𝑓 2/2 − 𝑉 (𝑓). E podemos escrever (3.9) como,

𝑑2𝑓

𝑑𝑟2
= −𝐷 − 1

𝑟

𝑑𝑓

𝑑𝑟
− 𝑑𝑈𝜔

𝑑𝑓
(3.10)

onde a fração (𝐷 − 1)/𝑟 é o termo resistivo, que pode ser agrupado como

𝑑

𝑑𝑟

[︃
1

2

(︂
𝑑𝑓

𝑑𝑟

)︂2

+ 𝑈𝜔(𝑓)

]︃
= −𝐷 − 1

𝑟

(︂
𝑑𝑓

𝑑𝑟

)︂2

. (3.11)

Vemos que para 𝐷 = 1 a energia total (lado esquerdo) é conservada. No

entanto, se o termo resistivo for mantido, devemos impor que a partícula, quando

liberada de alguma região do potencial, irá em um tempo longo (mas finito) parar
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na origem. Essa é uma condição para nosso problema, ou seja, devemos escolher

soluções que obedeçam essa condição. Isso implica que a energia inicial da partícula

irá decrescer devido ao termo de fricção4. Esse processo permite imaginar formas

de potenciais permitidos. O potencial efetivo tem a forma geral da figura 3.1.

Figura 3.1: Potencial efetivo com máximo local maior que zero (linha cheia) e com
máximo local menor que zero (linha tracejada)

Por exemplo, se o máximo local do potencial efetivo 𝑈𝜔 estiver em algum ponto

menor que zero, como indica a linha tracejada da figura 3.1, a partícula não terá

energia suficiente para chegar na origem. Esse tipo de potencial não é bom, pois

provoca um processo conhecido como undershooting. Para que isso não ocorra

devemos impor

max(𝑈𝜔) ≥ 0 ⇔ min

(︂
2𝑉

𝑓 2

)︂
≤ 𝜔2. (3.12)

Por outro lado, se 𝑈𝜔 é convexo em 𝑓 = 0 a partícula não pára na origem,

esse processo é conhecido como overshooting, e também não é desejável e devemos

impor que
𝑑2𝑈𝜔

𝑑𝑓 2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓=0

< 0 ⇔ 𝜔2 <
𝑑2𝑉

𝑑𝑓 2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓=0

< 0 (3.13)

4Se max(𝑈𝜔(𝑓)) = 0 para 𝑓 ̸= 0 o termo de fricção deve ser nulo e devemos soltar a partícula
do ponto de máximo.



35 3.3. Construção das soluções

Com isso, encontramos a condição sobre 𝜔 para existência de Q-ball.

min

(︂
2𝑉

𝑓 2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓 ̸=0

≤ 𝜔2 <
𝑑2𝑉

𝑑𝑓 2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓=0

.

O limite superior nos dá o quadrado da massa da coleção de partículas elementares

𝜇2 que geram a Q-ball. E se definirmos o limite inferior como sendo 𝜔2
0 temos

𝜔2
0 ≤ 𝜔2 < 𝜇2. (3.14)

3.3.1 Limites e condição de existência

Quando 𝑄 é muito grande a função 𝑓(𝑟) se assemelha a uma função degrau

e podemos impor aproximadamente que nossa solução esteja delimitada a uma

região que tem um raio médio 𝑅, onde a configuração do campo é da forma:

para a região 𝑟 < 𝑅, a parte radial do campo 𝑓(𝑟) é constante e sim-

plesmente 𝜑0. Fora dessa região 𝑓(𝑟) = 0. Essas duas regiões são

conectadas por uma zona de transição da ordem de 𝜇−1.

No limite de 𝑄 grande, 𝜔 se aproxima do limite inferior 𝜔0 e os valores das quan-

tidades locais dentro da Q-ball ficam independentes do seu tamanho5.

Conforme o valor de 𝜔 se aproxima dos valores limites temos duas formas de

soluções.

� Q-ball de fina parede → quando 𝜔 está próximo do limite imferior 𝜔0;

� Q-ball de grossa parede → quando 𝜔 está próximo do limite superior 𝜇.

5Essa condição também será usada na próxima seção ao estudarmos a estabilidade das solu-
ções.
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As soluções desejadas são aquelas que iniciam no repouso em 𝑡 = 0 na posição

𝑓(0) (com 𝑓 ′(0) = 0) e vão para o repouso em um tempo grande em 𝑓 = 0.

Essas imposições funcionam como dados iniciais do problema, com elas, e com um

potencial aceitável, podemos resolver a equação (3.9). Assim, Segundo Coleman a

condição de existência de Q-ball é:

(a) Para toda teoria definida pela lagrangiana (3.1), com 𝑉 (𝜑) ≥ 0,

dado um conjunto de valores iniciais para 𝜑 e 𝜕0𝜑, com algum 𝑄 e 𝐸,

existe um conjunto de valores iniciais do tipo Q-ball com o mesmo 𝑄,

mas energia menor ou igual a 𝐸.

Com a afirmação anterior e com um potencial aceitável, a parte radial da

solução é obtida resolvendo a equação (3.9) e a dependência temporal é da forma

da equação (3.8).

A imposição (a) não é suficiente para garantir a existência de Q-balls, pois

as soluções ainda podem ser instáveis. No entanto, junto com as restrições sobre

𝑉 (𝜑), a estabilidade e existência de Q-balls é garantida se:

(b) Se 𝑉 (𝜑) é aceitavel, existe um 𝑄𝑚𝑖𝑛 ≤ 0, tal que para qualquer

𝑄 > 𝑄𝑚𝑖𝑛, há valores iniciais de 𝜑 e 𝜕0𝜑 do tipo Q-ball que minimizam

𝐸 para um dado valor fixo de 𝑄 . Além disso, os valores de 𝜑 e 𝜕0𝜑

obedecem a uma equação de movimento identica à obtida em uma

teoria de decaimento de vácuo, isto é, à equação (3.9).

Essa alegação é mais poderosa e dá conta de uma classe mais restrita de inte-

rações.
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3.4 Estabilidade

Vamos analisar mais a fundo as condições de estabilidade das soluções. Se as

soluções existem, elas são estáveis se as propriedades de estabilidade abaixo são

satisfeitas.

3.4.1 Estabilidade absoluta

Novamente se assumirmos a configuração de campo para grandes valores da

carga, encontramos que, para uma configuração de campo constante 𝜑0 dentro da

região de raio 𝑅, a carga fica simplesmente

𝑄 = 𝜔𝜑2
0𝜐 (3.15)

onde 𝜐 é o volume delimitado pela região de raio 𝑅. E com isso a energia

𝐸 =
1

2

𝑄2

𝜑2
0𝜐

+ 𝑉 (𝜑0).𝜐 (3.16)

minimizando (3.16) em relação a 𝜐, encontra-se que a energia mínima ocorre no

volume

𝜐 =
𝑄√︀

2𝜑2
0𝑉 (𝜑0)

(3.17)

substituindo (3.17) em (3.16) encontra-se

(︂
𝐸

𝑄

)︂2

=
2𝑉0

𝜑2
0

≡ 𝜇2
0 (3.18)

A forma mais obvia de decaimento de Q-balls são pela emissão de mésons

carregados. A equação (3.18) nos diz que Q-balls são estáveis pela emissão de
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mésons se 𝜇2
0 for menor que a massa dos mésons. Ou de forma semelhante, se

assumirmos que a energia das partículas livres que formam a Q-ball é 𝐸 = 𝑄𝜇,

temos que as soluções encontradas são estáveis se existir algum valor de 𝜑 não nulo

para o qual a condição (2) sobre o potencial é satisfeita. Ou seja, se tivermos

𝜇0 < 𝜇 (3.19)

3.4.2 Estabilidade clássica

Para Q-balls de pequena carga não podemos mais usar o formalismo da sub-

seção anterior e torna-se necessário realizar uma análise completa da estabilidade

utilizando a segunda variação da ação. Em geral, os resultados dependem dos deta-

lhes do potencial, mas pode ser demonstrado que Q-balls arbitrariamente pequenas

são estáveis para certos potenciais.

Na referência [11] é mostrado que para pequenas Q-balls podemos associar um

operador que tem sempre autovalor positivo. Em outras palavras, devemos ter um

estado ligado de um operador com autovalor sempre positivo.

3.4.3 Estabilidade contra fissão

Se Q-balls podem, em princípio, fraguimentar-se em menores Q-balls, mas com

a mesma carga total, então a condição de estabilidade sob fissão assegura que as

soluções são estáveis se a energia de uma simples Q-ball for menor que a energia

total que as Q-balls menores puderem possuir. Podemos criar aglomerados de pe-

quenas Q-balls com energia menor que a energia das pequenas Q-balls individuais,
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mas com a mesma carga total. A condição de estabilidade sob fissão é,

𝑑2𝐴𝜔

𝑑𝑄2
≤ 0. (3.20)

onde 𝐴𝜔 é o funcional (3.6).

3.4.4 Decaimento em férmions

Existe um quarto tipo de estabilidade de Q-balls que é pelo decaimento em fér-

mions. Se acoplada com férmions leves uma Q-ball evaporar-se via área superficial.

A taxa de decaimento em férmions é obtida em [10] é dada por,

𝑑𝑄

𝑑𝑡𝑑𝐴
≤ 𝑤3

0

192𝜋2
. (3.21)

onde 𝑤3
0 =

√︁
min(2𝑈

𝑓2 )

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑓 ̸=0

.

Esta taxa de decaimento é reduzida pelo efeito “Pauli blocking”.

A taxa (3.21) pode ser usada para calcular o tempo de vida da Q-ball.



Capítulo 4

DEFORMAÇÃO DE Q-BALLS

Diante do interesse, já dito antes em soluções Q-balls, iremos apresentar neste

capítulo algumas contribuições neste assunto. Iniciaremos fazendo uma revisão de

um simples modelo de potenciais em (1+1) dimensão que surge Q-ball. Encon-

traremos as soluções e seu comportamento. Esse modelo apesar de simples é um

ponto de partida interessante para esse capítulo, pois permite observar o compor-

tamento gráfico que em dimensão superior não seria possível. Em seguida, será

feito uma revisão de Métodos de Deformação de soluções. Esse método permite

encontrar soluções para um determinado potencial através das soluções de um po-

tencial já conhecido. Como ilustração, faremos uma demonstração do método de

deformação em um modelo com solução tipo kink estudado no primeiro capítulo.

Por fim, iniciaremos a real contribuição do trabalho. Utilizaremos o método de

deformação para buscar novas soluções tipo Q-ball, ou seja, deformaremos modelos

conhecidos no intuito de encontrar novos modelos.
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4.1 Potenciais polinomiais

Nesta seção iremos buscar soluções exatas do tipo Q-ball para uma classe de

potenciais polinomiais na forma

𝑉 (|Φ|) =
1

2
𝜇2𝜑2 − 1

6
𝑔2𝜑𝑛+2 +

1

12
𝜆2𝜑2𝑛+2 (4.1)

com 𝑛 = 1,2,3... e (𝜇2,𝑔2,𝜆2) > 0.

Esse tipo de potencial foi estudado por Nagaraja e Khare em 1987 [12]. Fazendo

𝑑𝑉
𝑑𝜑

= 0 encontramos um ponto extremo em 𝜑 = 0 e outro em

𝜑𝑛
± =

𝑛 + 2

2(𝑛 + 1)

𝑔2

𝜆2

[︃
1 ±

√︃
1 − 4(𝑛 + 1)

𝑐2(2 + 𝑛)2

]︃
(4.2)

onde 𝑐2 = 𝑔2/6𝜆2𝜇2.

Para 𝑛 par o potencial (4.1) tem um mínimo absoluto em 𝜑 = 0 e dois mínimos

locais em

𝜑𝑚𝑙 = ± 𝑛
√︀

𝜑+ = ±

{︃
𝑛 + 2

2(𝑛 + 1)

𝑔2

𝜆2

[︃
1 +

√︃
1 − 4(𝑛 + 1)

𝑐2(2 + 𝑛)2

]︃}︃1/𝑛

(4.3)

sendo ± 𝑛
√︀

𝜑− dois pontos de máximo e o índice 𝑚𝑙 indica "mínimo local".

Para que 𝜑𝑚𝑙 seja real devemos ter

1 − 4(𝑛 + 1)

𝑐2(2 + 𝑛)2
≥ 0 ⇒ 4(𝑛 + 1)

(2 + 𝑛)2
≤ 𝑐2.

Por outro lado, para 𝑛 ímpar o potencial tem apenas um mínimo local em

𝜑𝑚𝑙 = 𝑛
√︀

𝜑+.
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Estamos buscando soluções da equação (3.2) em uma dimensões espacial (D=1)

com o potencial (4.1), ou seja, buscamos soluções para a equação diferencial

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
= −𝜔2𝜑 + 𝜇2𝜑− 𝑛 + 2

6
𝑔2𝜑𝑛+1 +

𝑛 + 1

6
𝜆2𝜑2𝑛+1. (4.4)

É importante notar que nessa equação estamos considerando apenas o módulo do

campo complexo Φ. Assim, essa equação nos dá apenas a parte que depende da

posição na solução, com a forma geral sendo encontrada pela multiplicação do

fator 𝑒−𝑖𝜔𝑡.

Na referência [12] foi mostrado que as soluções de (4.4) são na forma

𝜑(𝑥) =

(︂√
6𝜇𝑐

𝜆𝑏

)︂1/𝑛(︂
1

𝑏 + (𝑏2 − 1)1/2 cosh[(𝑛𝜇𝑐/𝑏)𝑥]

)︂1/𝑛

(4.5)

onde 𝑏 = 𝑐/
√︀

1 − 𝜔2/𝜇2 e 𝜇2(1 − 𝑐2) ≤ 𝜔2 < 𝜇2

Dois casos especiais do potencial (4.1) foram estudados em [13] para 𝑛 = 2 e

[14] com 𝑛 = 1, para um contexto muito semelhante.

4.2 Método de deformação

Iremos estudar nesta seção um método que permite encontrar soluções de uma

determinada teoria, correspondente a um determinado potencial, através de outra

teoria cujas soluções são previamente conhecidas. O chamado método de deforma-

ção consiste em modificar o potencial levando-o a outro potencial, cujas soluções

sejam conhecidas, através de uma função deformadora. Fazendo isso podemos en-

contrar as soluções do novo potencial pelas soluções já conhecidas e pela função

deformadora inversa. O método é descrito como segue.
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Considere uma teoria descrita por um potencial 𝑉 (𝜑) que possui soluções 𝜑(𝑥).

Como vimos no primeiro capítulo, utilizando a densidade de Lagragiana de um

campo escalar real, equação (2.1), encontra-se a equação de movimento para cam-

pos estáticos pela (2.6). Esse modelo é solúvel pela equação (2.8) reescrita abaixo

𝑉 =
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

(4.6)

Deixe-nos agora considerar que existe outro modelo correspondente a algum

outro campo escalar real 𝜉(𝑥) governado pela densidade de lagragiana

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜉𝜕

𝜇𝜉 −𝐾(𝜉) (4.7)

onde 𝐾(𝜉) é o potencial que descreve esse modelo.

Podemos encontrar soluções estáticas para o modelo (4.7) na forma

𝑑2𝜉

𝑑𝑥2
=

𝑑𝐾

𝑑𝜉
(4.8)

que como antes é solúvel pela equação

𝐾 =
1

2

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑥

)︂2

(4.9)

Se considerarmos que a primeira solução 𝜑 é uma função da segunda, ou seja,

se assumirmos que

𝜑 = 𝐹 (𝜉) (4.10)
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vemos que
𝑑𝜑

𝑑𝑥
=

𝑑𝐹

𝑑𝜉

𝑑𝜉

𝑑𝑥
⇒ 𝑑𝜉

𝑑𝑥
=

𝑑𝜑

𝑑𝑥

1
𝑑𝐹
𝑑𝜉

(4.11)

elevando ao quadrado ambos os lados da segunda equação de (4.11) encontramos,

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑥

)︂2

=

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2
1

(𝑑𝐹/𝑑𝜉)2
(4.12)

Se substituirmos (4.6) e (4.9) em (4.12) encontramos

𝐾(𝜉) =
𝑉 [𝜑 = 𝐹 (𝜉)]

(𝑑𝐹/𝑑𝜉)2
(4.13)

lembrando que 𝜑 obedece a condição (4.10).

A função 𝐹 (𝑥) é chamada função deformadora. A expressão (4.13) nos diz como

as duas teorias se conectam. Temos com isso uma relação entre o potencial de um

modelo não-deformado, por exemplo 𝑉 (𝜑), e o potencial do modelo deformado

𝐾(𝜉).

As soluções do potencial deformado são encontradas por

𝜉(𝑥) = 𝐹−1(𝜑(𝑥)) (4.14)

com 𝐹−1 sendo a inversa da função deformadora.

4.2.1 Deformação de solução kink

Um exemplo simples da utilização desse método é a deformação de modelo 𝜆𝜑4

de um campo escalar real estudado no primeiro capítulo. O modelo deformado
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possui características semelhantes ao modelo inicial. O potencial do modelo 𝜆𝜑4 é

𝑉 (𝜑) =
1

2
(1 − 𝜑2)2

Considere agora uma função deformadora 𝐹 (𝜉) = senh(𝜉). Obtemos o poten-

cial deformado (caso adimensional) fazendo

𝐾(𝜉) =
1

2

(1 − senh2(𝜉))

cosh2(𝜉)
(4.15)

que simplificando fica

𝐾(𝜉) =
1

2
(1 − senh2(𝜉))2 sech2(𝜉). (4.16)

Resolvendo a equação (4.8) temos que as soluções estáticas são da forma

𝜉(𝑥) = ± arcsenh(tanh(𝑥)). (4.17)

que são soluções tipo kink, ou seja, se comportam como o gráfico 2.1.

A figura 4.1 mostra o comportamento das duas soluções (2.12) e (4.17).
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Figura 4.1: Comparação entre a solução kink deformada (linha pontilhada) e a
solução não-deformada (linha cheia).

Podemos proceder de forma análoga, para outras escolhas de função deforma-

dora, e encontrar novas soluções tipo kink totalmente estáveis. Isso nos leva a

conclusão de que podemos encontrar a rica faixa de soluções tipo kink que podem

ser de interesse físico. Antes de concluirmos essa seção vamos comparar o compor-

tamento da densidade de energia das novas soluções com a densidade de energia

das soluções antigas. A densidade de energia da solução (4.17) é

𝜌(𝑥) =
sech4(𝑥)

1 + tanh2(𝑥)
. (4.18)

o gráfico 4.2 mostra a comparação de (4.18) com (2.16).
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Figura 4.2: Densidade de energia de kink deformado (linha tracejada) e não-
deformado (linha cheia).

Esse procedimento também é válido para soluções não topológicas tipo lump.

Na próxima seção iremos aplicar o método de deformação no estudo de Q-balls.

Buscaremos novas soluções tipo Q-ball a partir das soluções polinomiais dadas na

primeira seção deste capítulo.

4.3 Deformação de Q-balls

Nesta seção iremos usar o método de deformação para encontrar novas soluções

Q-ball. Apresentaremos dois exemplos onde o método se torna possível. Um

ponto forte do método é que o comportamento das soluções encontradas é muito

semelhante às originais.
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4.3.1 Formalismo

Podemos expressar de uma maneira ligeiramente diferente o método de defor-

mação para soluções tipo Q-balls. Vamos partir do “ansatz”

Φ(𝑥⃗,𝑡) = 𝜑(𝑥⃗)𝑒−𝑖𝜔𝑡. (4.19)

Considerando que estamos em 1 dimensão espacial, temos a seguinte equação

de movimento
𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
= −𝜔2𝜑 +

1

2
𝑉 ′(𝜑), (4.20)

onde 𝜑 é uma funão de 𝑥 apenas. Tem-se que (4.20) pode ser reescrita como

𝑑

𝑑𝑥

[︃(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝜔2𝜑2 − 𝑉 (𝜑)

]︃
= 0.

Com isso, chega-se a seguinte equação de primeira ordem

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

= −𝜔2𝜑2 + 𝑉 (𝜑). (4.21)

Vamos supor, como feito na seção 4.2, que exista outra teoria com Q-ball na

forma

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒* − 𝑉 (|𝜒|). (4.22)

Com “ansatz”

𝜒(𝑥⃗,𝑡) = 𝜉(𝑥⃗)𝑒−𝑖𝜔𝑡, (4.23)
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e equação de movimento em uma dimensão

𝑑2𝜉

𝑑𝑥2
= −𝜔2𝜉 +

1

2
𝑉

′
(𝜉). (4.24)

A equação de primeira ordem é

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑥

)︂2

= −𝜔2𝜉2 + 𝑉 (𝜉). (4.25)

Se supormos que 𝜑 é uma função de 𝜉. Ou seja

𝜑 = 𝑓(𝜉),

temos que
𝑑𝜑

𝑑𝑥
=

𝑑𝜑

𝑑𝜉

𝑑𝜉

𝑑𝑥

E a conexão entre as duas teorias é dada pelo método de deformação como

(︂
𝑑𝜉

𝑑𝑥

)︂2

=

(︀
𝑑𝜑
𝑑𝑥

)︀2
(𝑑𝜑/𝑑𝜉)2

, (4.26)

que utilizando (4.25) e (4.21) temos

−𝜔2𝜉2 + 𝑉 (𝜉) =
−𝜔2𝜑2 + 𝑉 (𝜑)

(𝑑𝜑/𝑑𝜉)2
. (4.27)

Ou melhor

𝑉 (𝜉) =
−𝜔2𝜑2 + 𝑉 (𝜑)

(𝑑𝜑/𝑑𝜉)2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝑓(𝜉)

+ 𝜔2𝜉2. (4.28)
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E as soluções são dadas por

𝜉(𝑥) = 𝑓−1(𝜑) (4.29)

4.3.2 Exemplo 1

Considere um caso particular da teoria descrita pelo potencial (4.1) para (𝑛 =

2, 𝜇 =
√

2, 𝑔 =
√

6, 𝜆2/12 = 𝛽) esudada em [15]. Ou seja,

𝑉 (|Φ|) = 𝜑2 − 𝜑4 + 𝛽𝜑6, (4.30)

onde 𝜑 é o módulo do campo escalar complexo Φ. E os pontos de mínimo local

são em

𝜑± = ±

√︃
1

3𝛽
+

√
1 − 3𝛽

3𝛽

que para ser real devemos ter 𝛽 ≤ 1/3.

O potencial também pode ser escrito como

𝑉 (𝜑) = 𝜑2(1 − 1

2
𝜑2)2 + (𝛽 − 1

4
)𝜑6, (4.31)

dizendo que as soluções tipo Q-ball são encontradas unicamente se 𝛽 > 1/4. Se

𝛽 < 1/4 o potencial é ilimitado inferiormente, então 𝜑 = 0 é um falso vácuo e as

soluções são instáveis1. E temos assim que 1/4 < 𝛽 ≤ 1/3.

1Não trataremos neste trabalho teorias de vácuo degenerado (𝛽 = 1/4) contendo Q-ball.
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Para esse potencial encontram-se soluções Q-ball unidimensional na forma

Φ(𝑥,𝑡) =

√︀
2(1 − 𝜔2)√︁

1 +
√︀

1 − 4𝛽(1 − 𝜔2) cosh[(2
√

1 − 𝜔2)𝑥]
𝑒−𝑖𝜔𝑡. (4.32)

Com
√︀

1 − 1/4𝛽 < 𝜔 < 1

O gráfico 4.3𝑎 mostra o comportamento do módulo da solução, ou seja 𝜑(𝑥),

para 𝛽 = 0.26 e três valores diferentes de 𝜔. Note que para 𝛽 = 0.26 temos

0.196 < 𝜔 < 1. O gráfico 4.3𝑏 mostra como o potencial muda com 𝛽.

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Solução 𝜑(𝑥) plotada com 𝛽 = 0.26 e 𝜔 = 0.2, 0.55, 0.9. (b)
Potencial para 𝛽 = 0.277, 0.304, 0.333.

A densidades de carga é dada por

𝜌𝑐(𝑥) = 𝜔𝜑2, (4.33)

e a densidade de energia é

𝜌𝑒(𝑥) =
𝜔2𝜑2

2
+

1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑥

)︂2

+ 𝑉 (𝜑). (4.34)
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Os gráficos 4.4𝑎 e 4.4𝑏 mostram as densidades de carga e de energia respecti-

vamente, para diferentes valores dos parâmetros da solução.

(a) (b)

Figura 4.4: (a)Densidade de carga para 𝛽 = 0.26 e 𝜔 =(0.2, 0.55 e 0.9).
(b)Densidade de energia com os mesmos valores de 𝛽 e 𝜔.

Quando 𝜔 =
√︀

(6𝛽 − 1 +
√

1 − 3𝛽)/(9𝛽) a forma da densidade de energia

muda completamente, o ponto de mínimo em 𝑥 = 0 se transforma em um ponto

de máximo. No caso mostrado na figura 4.4𝑏 essa inversão ocorre em 𝜔 = 0.663.

Considere agora uma função deformadora na forma

𝜑 = 𝑓(𝜉) =

[︂
𝜉(tanh2(𝑎) − 1)

tanh2(𝑎)(𝜉 − 1)

]︂1/2
, (4.35)

onde 𝑎 é um parâmetro real adimensional.

O quadrado da derivada de (4.35) fica

(𝑓 ′(𝜉))2 = −cosech2(𝑎)

4𝜉(𝜉 − 1)3
.

Novamente vamos supor que exista uma outra teoria contendo Q-ball descrita

por um potencial 𝑀(𝜉). A conexão com o potencial 𝑉 (𝜑) da teoria inicial é dada
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por (4.28), ou seja

𝑀(𝜉) =
𝑉 (𝜑) − 𝑤2𝜑2

(𝑓 ′(𝜉))2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝑓(𝜉)

+ 𝑤2𝜉2, (4.36)

e temos

𝑉 (𝜑→𝑓(𝜉))=−𝜉 cosech2(𝑎)[(𝜉−1)2+𝜉 cosech2(𝑎)(𝜉−1+𝛽𝜉 cosech2(𝑎))]

(𝜉 − 1)3
. (4.37)

Substituindo (4.37) na (4.36) e fazendo as devidas simplificações, obtemos

𝑀(𝜉) = 𝑐1𝜉
2 − 𝑐2𝜉

3 + 𝑐3𝜉
4 (4.38)

onde os parâmetros 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 são função dos parâmetros iniciais das soluções 𝑤 e

𝑤 e da constante 𝑎 e 𝛽. E são dados por

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐1(𝑤,𝑤) = 4 − 4𝑤2 + 𝑤2

𝑐2(𝑤, 𝑎) = 8 − 8𝑤2 + 4 cosech2(𝑎)

𝑐3(𝑤, 𝑎, 𝛽) = 4 − 4𝑤2 + 4𝛽 cosech4(𝑎) + 4 cosech2(𝑎)

(4.39)

O primeiro fato interessante a notar é que a expressão (4.38) tem a mesma

forma do potencial geral (4.1) fazendo 𝑛 = 1.

Pelo método de deformação a solução para esse problema é encontrada fazendo

𝜉(𝑥) = 𝑓−1(𝜑) =
𝜑2 tanh2(𝑎)

1 − (1 − 𝜑2) tanh2(𝑎)
, (4.40)

com 𝜑 dado pela equação (4.32). O potencial (4.38) é um tanto estranho, pois

depende dos parâmetros da solução. Isso nos diz que para cada potencial iremos



54 4.3. Deformação de Q-balls

ter uma faixa de soluções permitidas, dependendo do valor assumido por 𝑤 e 𝑤.

O potencial (4.38) tem um mínimo global em 𝜉 = 0 e um mínimo local em

𝜉 =
3𝑐2 +

√︀
9𝑐22 − 32𝑐1𝑐3
8𝑐3

,

onde 𝑐1, 𝑐2 e 𝑐3 são dados por (4.39). A teoria inicial nos dá os limites de validade

sobre 𝑤 e 𝛽 e para que os pontos extremos de 𝜉 sejam reais devemos ter 9𝑐22 ≥

32𝑐1𝑐2, ou seja,

(2 − 2𝑤2 + cosech2(𝑎))2 ≥ 8

9
(4 + 𝑤2 − 4𝑤2)(1 − 𝑤2 + cosech2(𝑎) + 𝑏 cosech2(𝑎)),

que resolvendo a igualdade pra 𝑤 encontra-se

𝑤 =

√︃
−4 + 4𝑤4 + 4(𝑤2 − 1) cosech2(𝑎) + (32𝑏− 9 − 32𝑏𝑤2) cosech4(𝑎)

8(−1 + 𝑤2 − cosech2(𝑎) − 𝑏 cosech4(𝑎))
, (4.41)

que nos dá um limite inferior para 𝑤 que é o único novo parâmetro imposto por

nossa nova teoria. Note que, a exceção do parâmetro de ajuste 𝑎, todas as cons-

tantes dentro da raiz quadrada em (4.41) são previamente estabelecidos em nossa

teoria inicial.

O gráfico 4.5𝑎 mostra como o módulo quadrado da solução, ou seja 𝜉(𝑥), se

comporta para valores fixos de 𝑤 e 𝛽, mas valores diferentes de 𝑎. Notamos que

quando 𝑎 é grande o pico da solução (𝑥 = 0) atinge um máximo 𝜉 = 1. Já a

figura 4.5𝑏 mostra o novo potencial e como ele muda com o parâmetro 𝑎. Note

que quando 𝑎 aumenta o mínimo local do potencial se desloca para a direita e vai

para o valor
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𝜉𝑚𝑖𝑛 =
3 − 3𝑤2 +

√︀
(𝑤2 − 1)(𝑤2 + 2𝑤 − 1)

4(1 − 𝑤2)

quando 𝑎 é grande.

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Solução com valores diferentes do parâmetro 𝑎. Utilizamos 𝑤 = 0.4,
𝛽 = 0.26 e 𝑎 = {2; 3; 4; 5}. (b) Potencial para valores diferentes do parâmetro 𝑎.
Utilizamos 𝑤 = 0.11, 𝑤 = 0.22, 𝛽 = 0.3 e 𝑎 = {1; 1.5; 2; 3}.

A segunda consequência de se escrever a função deformadora na forma de

(4.35), como vemos na figura 4.5𝑎, podemos ajustar a largura das soluções e con-

sequentemente a forma da densidade de carga e energia, apenas ajustando o parâ-

metro 𝑎.

O gráfico 4.6𝑎 mostra como a densidade da carga se altera quando mudamos o

parâmetro 𝑎. E o 4.6𝑏 mostra como muda a densidade de energia.
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(a) (b)

Figura 4.6: (a) Densidade de Carga com valores diferentes do parâmetro 𝑎. Utiliza-
mos 𝑤 = 0.2, 𝛽 = 0.26 e 𝑎 = {2; 3; 4}. (b) Densidade Energia para valores diferen-
tes do parâmetro 𝑎. Utilizamos 𝑤 = 0.4, 𝑤 = 0.22, 𝛽 = 0.26 e 𝑎 = {0.5; 1; 1.5; 2}.

Note que a densidade de carga e energia são significantemente alteradas com a

variação de 𝑎.

4.3.3 Exemplo 2

Podemos reescrever (4.27) como

−𝜔2𝜉2 + 𝑉 (𝜉) = −𝜔2

(︂
𝜑

𝑑𝜑/𝑑𝜉

)︂2

+
𝑉 (𝜑)

(𝑑𝜑/𝑑𝜉)2
. (4.42)

Olhando para a expressão (4.42) vemos que se quisermos que nosso potencial

deformado possui a mesma forma das teorias estáticas estudadas em [16], ou seja,

𝑉 (𝜉) =
𝑉 (𝜑)

(𝑑𝜑/𝑑𝜉)2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜑=𝑓(𝜉)

, (4.43)
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devemos impor que

𝜔2

(︂
𝜑

𝑑𝜑/𝑑𝜉

)︂2

= 𝜔2𝜉2, (4.44)

ou melhor

𝜔
𝜑

𝑑𝜑/𝑑𝜉
= ±𝜔𝜉.

Que pode ser resolvido fazendo

±(𝜔/𝜔)

∫︁
𝑑𝜉

𝜉
=

∫︁
𝑑𝜑

𝜑
,

ou seja

𝜑(𝜉) = 𝐴𝜉±(𝜔/𝜔). (4.45)

onde 𝐴 é uma constante de integração. A equação (4.45) nos dá a cara da função

deformadora que devemos escolher para que 𝑉 (𝜉) tenha a forma de (4.43).

As soluções do novo modelo são dadas por

𝜉(𝑥) = 𝑓−1(𝜑) =

(︂
𝜑

𝐴

)︂±(𝜔/𝜔)

(4.46)

Utilizando a função deformadora (4.46) temos

𝑑𝜑

𝑑𝜉
= 𝐴𝑏𝜉𝑏−1 = 𝑏

𝜑

𝜉
,

onde 𝑏 = ±(𝜔/𝜔). E temos (︂
𝑑𝜑

𝑑𝜉

)︂2

= 𝑏2
𝜑2

𝜉2
. (4.47)

Pegando o modelo descrito por (4.30) e a equação (4.47) e substituindo em
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(4.43) encontramos

𝑉 (𝜉) =
𝜉2

𝑏2
(1 − 𝐴2𝜉2𝑏 + 𝛽𝐴4𝜉4𝑏). (4.48)

E as soluções são na forma

𝜉(𝑥) =

⎛⎝ (
√

2𝑘/𝐴)√︁
1 +

√
1 − 4𝛽𝑘 cosh[(2

√
𝑘)𝑥]

⎞⎠1/𝑏

. (4.49)

O gráfico 4.7 mostra como 𝜉(𝑥) muda quando variamos o parâmetro 𝑏.

Figura 4.7: Gráfico para o comportamento da função 𝜉(𝑥) para um valores fixos
de 𝛽 = 0.26, 𝐴 = 1 e 𝜔 = 0.2, mas com diferentes valores do parâmetro 𝜔. Temos
𝜔 = 0.4, 𝜔 = 0.25 and 𝜔 = 0.143.

Note que quando 𝑏 = 1/2, ou seja, quando temos 𝜔 = 2𝜔, encontramos exata-

mente a teoria descrita por (4.1) para 𝑛 = 1. Isse fato pode ser estendido notando

que quando 𝑏 é um multiplo inteiro de 1/2 retomamos a teoria geral (4.1). Ou

seja, para 𝑏 = 1/2 encontramos a teoria 𝜑4, para 𝑏 = 1 temos o caso trivial 𝜑6 e

quando 𝑏 = 3/2 temos 𝜑8 e assim em diante.
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A solução geral é

𝜒(𝑥,𝑡) =

⎛⎝ (
√

2𝑘/𝐴)√︁
1 +

√
1 − 4𝛽𝑘 cosh[(2

√
𝑘)𝑥]

⎞⎠1/𝑏

𝑒−𝑖𝜔𝑡. (4.50)

onde 𝑘 = (1 − 𝜔2) e 𝑏 = 𝜔/𝜔.



Capítulo 5

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Como foi visto, soluções tipo kink ou lump formam uma classe muito peculiar

de objetos físicos. Sistemas possuindo defeitos topológicos têm sido intensivamente

estudados, não só em teoria de campo, como também em outras áreas de física.

Esses objetos possuem uma descrição matemática simples e sua realização em

fenômenos do mundo a nossa volta vem sendo cada vez mais entendido.

Vimos também uma nova classe de soluções de teorias de campo, que diferente

de kinks ou lumps, são estáveis não por argumentos topológicos, mas sim por

possuírem uma simetria interna intrínseca. Objetos não-topológicos tipo Q-ball,

apesar de não possuírem uma descrição clara experimentalmente, são de grande

importância teórica.

Por fim obtemos o fato mais importante que foi conseguir estender o método de

deformação para soluções Q-ball. Notamos que o método continua sendo válido,

no entanto vimos que as equações de primeira ordem são alteradas, ou se preferir,

devemos redefinir o potencial de forma a englobar o termo que vem da derivada

temporal da solução.
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É importante notar que este trabalho é uma pequena parte de um assunto

muito vasto. Soluções tipo Q-ball tem sido utilizadas em vários outros contextos.

Para pesquisas futuras talvez possamos entender melhor como essas soluções são

utilizadas em teorias de suporte compacto. E ainda, como ficam as teorias contendo

Q-ball em dimensões superiores.



Apêndice A

EQUAÇÃO DE MOVIMENTO

Dada a Lagrangiana de um campo escalar real.

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜑𝜕

𝜇𝜑− 𝑉 (𝜑) (A.1)

onde para cada 𝑉 (𝜑) específico, tem-se um problema em particular a ser estudado.

Deve-se minimizar a ação

𝑆 =

∫︁ ∫︁
ℒ𝑑𝑡𝑑𝐷𝑥

No sistema natural 1 a dimensão de tempo e espaço são iguais. Podemos assim

fazer 𝑑𝑥𝐷𝑑𝑡 = 𝑑𝐷+1𝑥, logo,

𝑆 =

∫︁
ℒ𝑑𝐷+1𝑥

1Onde as constantes fundamentais são normalizadas à unidade (𝑐 = ℏ = 1).
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minimizando a ação (𝛿𝑆 = 0) temos,

𝛿𝑆 = 𝛿

(︂∫︁
ℒ𝑑𝐷+1𝑥

)︂
=

∫︁
𝑑𝐷+1𝑥𝛿ℒ = 0

𝛿ℒ =
𝜕ℒ
𝜕𝜑

𝛿𝜑 +
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿(𝜕𝜇𝜑)

Para campos que variam suavemente, é possível trocar a ordem de 𝛿 e 𝜕𝜇 no

segundo termo. Assim o variacional de 𝑆 fica,

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑𝐷+1𝑥

[︂
𝜕ℒ
𝜕𝜑

𝛿𝜑 +
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝜕𝜇(𝛿𝜑)

]︂
= 0

Pela regra da cadeia tem-se,

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

𝜕𝜇(𝛿𝜑) = 𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿𝜑

]︂
−
[︂
𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂]︂
𝛿𝜑

Assim,

∫︁
𝑑𝐷+1𝑥

{︂
𝜕ℒ
𝜕𝜑

𝛿𝜑 + 𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿𝜑

]︂
−
[︂
𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂]︂
𝛿𝜑

}︂
=

=

∫︁
𝑑𝐷+1𝑥

[︂
𝜕ℒ
𝜕𝜑

− 𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂]︂
𝛿𝜑 +

∫︁
𝑑𝐷+1𝑥𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿𝜑

]︂
= 0 (A.2)

O termo
∫︀
𝑑𝐷+1𝑥𝜕𝜇

[︁
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿𝜑

]︁
= 𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿𝜑|𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠 = 0. Um motivo possível

para isso é considerar que a variação do campo 𝛿𝜑 nos extremos é nula. No

entanto, mesmo não sendo, pode-se escolher configurações de campo de forma que

esse termo se anule nos extremos. Para todos os efeitos esse é apenas um termo
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de superfície que se anula nos extremos. Assim a equação (𝐴.2) fica,

∫︁
𝑑𝐷+1𝑥

[︂
𝜕ℒ
𝜕𝜑

− 𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂]︂
𝛿𝜑 = 0

E encontra-se a equação de Euler-Lagrange,

𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂
− 𝜕ℒ

𝜕𝜑
= 0 (A.3)

Para calcular o primeiro termo de (𝐴.3) é necessário, para evitar confusão,

mudar o índice da densidade lagrangiana. Fazendo

ℒ =
1

2
𝜕𝜈𝜑𝜕

𝜈𝜑− 𝑉 (𝜑)

pela regra da cadeia temos,

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

=
1

2

[︂
𝜕𝜈𝜑

𝜕(𝜕𝜈𝜑)

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
+ 𝜕𝜈𝜑

𝜕(𝜕𝜈𝜑)

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

]︂
.

Temos que, 𝜕(𝜕𝜈𝜑)
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

= 𝛿𝜇𝜈 , e que 𝜕𝜈𝜑 = 𝜂𝜈𝜆𝜕𝜆𝜑. Assim,

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

=
1

2

[︂
𝜕𝜈𝜑𝛿𝜇𝜈 + 𝜕𝜈𝜑

𝜕(𝜂𝜈𝜆𝜕𝜆𝜑)

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

]︂
.

No entanto, 𝜕(𝜂𝜈𝜆𝜕𝜆𝜑) = 𝜂𝜈𝜆𝜕(𝜕𝜆𝜑). Logo,

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

=
1

2

[︀
𝜕𝜈𝜑𝛿𝜇𝜈 + 𝜕𝜈𝜑𝜂

𝜈𝜆𝛿𝜇𝜆
]︀
.
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Ainda temos que, 𝜕𝜈𝜑𝜂𝜈𝜆𝛿
𝜇
𝜆 = 𝜕𝜆𝜑𝛿𝜇𝜆 . Ou seja,

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

=
1

2

[︀
𝜕𝜈𝜑𝛿𝜇𝜈 + 𝜕𝜆𝜑𝛿𝜇𝜆

]︀
.

Lembramos agora que temos uma soma de Einstein em 𝜈 no primeiro termo e

uma soma em 𝜆 no segundo termo. Assim,

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

=
1

2
(𝜕𝜇𝜑 + 𝜕𝜇𝜑) = 𝜕𝜇𝜑.

E finalmente,

𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂
= 𝜕𝜇𝜕

𝜇𝜑.

O cálculo do segundo termo de (𝐴.3) é direto,

𝜕ℒ
𝜕𝜑

= −𝜕𝑉 (𝜑)

𝜕𝜑
= −𝑑𝑉

𝑑𝜑
.

Dessa forma encontramos a equação do movimento como,

□𝜑 +
𝑑𝑉

𝑑𝜑
= 0 (A.4)

onde □ é o operador D’Alambertiano que vale □ = 𝜕𝜇𝜕
𝜇.

Em dimensão (1,1) temos,

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑉

𝜕𝜑
= 0 (A.5)



Apêndice B

TENSOR ENERGIA MOMENTO

Vamos deduzir a expressão para a corrente conservada de Noether e com isso

encontrar o tensor energia momento.

Vamos fazer pequenas variações nas coordenadas e nos campos como segue:

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 𝛿𝑥𝜇

𝜑 → 𝜑′ = 𝜑 + 𝛿𝜑

onde 𝛿𝜑 e 𝛿𝑥𝜇 são pequenas variações que representam a simetria a ser estudada.

A ação é:

𝑆 =

∫︁
ℒ𝑑4𝑥 (B.1)

Devemos fazer a variação da ação 𝛿𝑆, Logo

𝛿𝑆 =

∫︁ [︀
𝛿(𝑑4𝑥)ℒ + 𝑑4𝑥𝛿ℒ

]︀
Como estamos mudando as coordenadas, o elemento de volume 𝑑4𝑥 também
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vai mudar ao fazermos a variação em 𝑆. Devemos então calcular o Jacobiano da

transformação.

A transformação de 𝑑4𝑥 será da forma 𝛿(𝑑4𝑥) = 𝑑4𝑥′𝜇 − 𝑑4𝑥𝜇 = (𝐽 − 1)𝑑4𝑥,

onde 𝑑4𝑥′𝜇 = 𝐽𝑑4𝑥𝜇 e 𝐽 é o Jacobiano da transformação. Definido como:

𝐽 = 𝐷𝑒𝑡(
𝜕𝑥′𝜇

𝜕𝑥𝜈
) = 𝐷𝑒𝑡(

𝜕

𝜕𝑥𝜈
[𝑥𝜇 + 𝛿𝑥𝜇]) = 𝐷𝑒𝑡(𝛿𝜇𝜈 + 𝜕𝜈𝛿𝑥

𝜇) (B.2)

Como 𝜕𝜈𝛿𝑥
𝜇 é pequeno podemos aproximar:

𝐽 ≈ 1 + 𝑇𝑟(𝜕𝜈𝛿𝑥
𝜇)

onde 𝑇𝑟(𝜕𝜈𝛿𝑥
𝜇) é o traço da matriz 𝜕𝜈𝛿𝑥

𝜇.

Assim:

𝐽 ≈ 1 + 𝜕𝜇𝛿𝑥
𝜇 ⇒ 𝛿(𝑑4𝑥) = 𝜕𝜇𝛿𝑥

𝜇𝑑4𝑥𝜇 (B.3)

Logo:

𝛿𝑆 =

∫︁
[ℒ𝜕𝜇𝛿𝑥𝜇 + 𝛿ℒ]𝑑4𝑥 (B.4)

E temos que: 𝛿ℒ = ℒ′(𝑥′𝜇) − ℒ(𝑥𝜇) = ℒ′(𝑥𝜇 − 𝛿𝑥𝜇) − ℒ(𝑥𝜇).

Expandindo ℒ′(𝑥𝜇 − 𝛿𝑥𝜇) em série, temos:

ℒ′(𝑥𝜇 − 𝛿𝑥𝜇) ≈ ℒ′(𝑥𝜇) + 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ′(𝑥𝜇)

Logo:

𝛿ℒ = ℒ′(𝑥𝜇) − ℒ(𝑥𝜇) + 𝛿𝑥𝜇𝜕ℒ′(𝑥𝜇) (B.5)

Chame ℒ′(𝑥𝜇)−ℒ(𝑥𝜇) = 𝛿0ℒ(𝑥𝜇), onde 𝛿0ℒ(𝑥𝜇) é a diferença funcional de ℒ no
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mesmo ponto, ou seja, a diferença entre ℒ′ (transformado) e ℒ (não transformado),

em algum ponto.

Assim,

𝛿ℒ = 𝛿0ℒ(𝑥𝜇) + 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ′(𝑥𝜇) (B.6)

onde 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ′(𝑥𝜇) é um termo de trasporte.

Como 𝛿𝑥𝜇 é pequeno podemos fazer ℒ′(𝑥𝜇) ∼= ℒ(𝑥𝜇) + 𝛿𝑥𝜇. Assim,

𝛿ℒ = 𝛿0ℒ(𝑥𝜇) + 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ(𝑥𝜇)

No entanto,

𝛿0ℒ(𝑥𝜇) =
𝜕ℒ
𝜕𝜑

𝛿0𝜑+
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿0(𝜕𝜇𝜑) =

𝜕ℒ
𝜕𝜑

𝛿0𝜑+𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿0𝜑

]︂
−𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂
𝛿0𝜑

Logo,

𝛿ℒ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣𝜕ℒ
𝜕𝜑

− 𝜕𝜇

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

)︂
⏟  ⏞  
Eq. de Movimento

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝛿0𝜑 + 𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿0𝜑

]︂
+ 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ(𝑥𝜇)

𝛿ℒ = 𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿0𝜑

]︂
+ 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ(𝑥𝜇) (B.7)

Assim,

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
ℒ𝜕𝜇𝛿𝑥𝜇 + 𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿0𝜑

]︂
+ 𝛿𝑥𝜇𝜕𝜇ℒ

]︂
=

∫︁
𝑑4𝑥𝜕𝜇

[︂
ℒ𝛿𝑥𝜇 +

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

𝛿0𝜑

]︂
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Porém 𝛿𝜑 = 𝛿0𝜑 + 𝛿𝑥𝜈𝜕𝜈𝜑, logo:

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥𝜕𝜇

[︂
ℒ𝛿𝑥𝜇 +

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

(𝛿𝜑− 𝛿𝑥𝜈𝜕𝜈𝜑)

]︂

=

∫︁
𝑑4𝑥𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝛿𝜑 +

(︂
ℒ𝛿𝜇𝜈 − 𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝜕𝜈𝜑

)︂
𝛿𝑥𝜈

]︂
Podemos generalizar essa equação fatorando o parâmetro infinitesimal que ca-

racteriza a simetria, ou seja:

𝛿𝑥𝜇 =
𝛿𝑥𝜇

𝛿𝑤𝑎
𝛿𝑤𝑎

𝛿𝜑 =
𝛿𝜑

𝛿𝑤𝑎
𝛿𝑤𝑎

Assim,

𝛿𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥𝜕𝜇

[︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)

𝛿𝜑

𝛿𝑤𝑎
+

(︂
ℒ𝛿𝜇𝜈 − 𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝜕𝜈𝜑

)︂
𝛿𝑥𝜈

𝛿𝑤𝑎

]︂
𝛿𝑤𝑎 (B.8)

Para que seja uma simetria devemos ter 𝛿𝑆 = 0

Fazendo 𝑗𝜇𝑎 = − 𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝜇𝜑)

𝛿𝜑
𝛿𝑤𝑎 −

(︁
ℒ𝛿𝜇𝜈 − 𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝜕𝜈𝜑

)︁
𝛿𝑥𝜈

𝛿𝑤𝑎 , temos

∫︁
𝑑4𝑥𝜕𝜇𝑗

𝜇
𝑎 𝛿𝑤

𝑎 = 0 ⇒ 𝜕𝜇𝑗
𝜇
𝑎 = 0 (B.9)

onde 𝑗𝜇𝑎 é a corrente de Noether conservada.

Dada a Lagrangiana de uma Campo Escalar Real

ℒ =
1

2
𝜕𝜆𝜑𝜕

𝜆𝜑− 𝑉 (𝜑). (B.10)

Se analisarmos uma operação de translação infinitesimal temos 𝛿𝜑
𝛿𝑤𝑎 = 0, pois o
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campo não muda sob tranlação e 𝛿𝑥𝜈

𝛿𝑤𝑎 = 𝛿𝜇𝑎 , que quando somarmos em 𝑎 obteremos

𝛿𝜇𝜇 = 1. Assim a corrente de Noether fica,

𝑗𝜇𝜈 =
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝜕𝜈𝜑− 𝛿𝜇𝜈ℒ.

Ou melhor

𝑗𝜇𝜈 =
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝜇𝜑)
𝜕𝜈𝜑− 𝜂𝜇𝜈ℒ, (B.11)

que é chamado Tensor Energia-Momento (𝑇 𝜇𝜈).

Usando e equação para a densidade de Lagrangiana encontramos que,

𝑇 𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝜑𝜕𝜈𝜑− 1

2
𝜂𝜇𝜈

[︃(︂
𝜕𝜑

𝜕𝑡

)︂2

−∇𝜑.∇𝜑

]︃
+ 𝜂𝜇𝜈𝑉 (𝜑). (B.12)

A componente 𝑇 00 é

𝑇 00 =
1

2

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑡

)︂2

+
1

2
(∇𝜑.∇𝜑) + 𝑉 (𝜑). (B.13)
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