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Resumo

Estudamos dois problemas envolvendo meios granulares, o transporte de calor em ga-
ses granulares viscosos e a propagação de pulsos mecânicos em cadeias granulares de anéis
toróidais. Para estudar o transporte de calor em gases granulares, consideramos dois mecanis-
mos de dissipação viscosa durante as colisões entre grãos. No primeiro mecanismo, a força
dissipativa é proporcional à velocidade do grão e dissipa não apenas energia mas também
momentum. No outro, a força dissipativa é proporcional a velocidade relativa dos grãos e
portanto conserva momento mesmo quando dissipa energia. Isso nos permite explorar o pa-
pel da conservação do momento nas propriedades de transporte de calor desse sistema não-
linear unidimensional. Encontramos uma condutividade térmica não divergente com ou sem
conservação de momento. Para o sistema onde não há conservação do momento obtemos que
o fluxo de calor decresce mais rapidamente do que a perda de energia por dissipação devido
aos choques inelásticos, diferente do que ocorre no sistema com momento conservado, indi-
cando que a conservação de momento apresenta um papel relevante. Também implementamos
uma aproximação de colisões binárias para estudar a propagação de pulsos em uma cadeia de
unidimensional de anéis toroidais (O-rings). Em particular, chegamos a resultados analı́ticos a
partir dos quais a velocidade do pulso é obtida por quadratura simples. A velocidade do pulso
assim calculada é comparada com a velocidade obtida por integração numérica das equações
de movimento. Estudamos cadeias com e sem precompressão, cadeias precomprimidas por
uma força constante nas duas extremidades, (precompress˜ao constante) e cadeias precomprimi-
das pela gravidade (precompressão variável). A aplicação da aproximação de colisões binárias
para cadeias precomprimidas nos dá uma importante generalização de uma teoria que até então
só havia sido desenvolvida para cadeias sem precompressão, ou seja, para cadeias em vácuo
sônico. As velocidades calculadas usando a aproximaçãode colisões binárias apresentaram
uma boa concordância com os resultados obtidos a partir dassimulações numéricas, com erros
relativos inferiores a 8%.

Palavras chaves: sistemas unidimensionais, meios granulares, condutividade térmica, propagação
de pulsos, aproximação de colisões binárias.



Abstract

We study two problems involving granular media, the heat transport in viscous granular
gases and the mechanical pulse propagation in a granular chains of toroidal ring. To study the
heat transport in granular gases, we consider two mechanisms of viscous dissipation during
collisions between grains. In the first mechanism, the dissipative force is proportional to the
speed of the grain and dissipates not only energy but also momentum. On the other hand, the
dissipative force is proportional to the relative velocityof grains and therefore conserves mo-
mentum when it dissipates energy. This allows us to explore the role of the conservation of
momentum in the heat transport properties of one-dimensional nonlinear systems. We found
a thermal conductivity not divergent with or without conservation of momentum. For the sys-
tem where there is conservation of momentum we obtain the heat flux decreases faster than the
energy loss by inelastic dissipation due to shocks, unlike what happens with the momentum
conserving system, indicating that the conservation of momentum has a role relevant. We also
implemented an approximation of binary collisions to studythe propagation of pulses in a one-
dimensional chain of O-rings. In particular, we get the analytical results from which the pulse
velocity is obtained by simple quadrature. The pulse velocity thus calculated is compared with
the velocity obtained by numerical integration of the equations of motion. We study chains with
and without precompression, chains precompressed by a constant force at both ends (constant
precompression), chains precompressed by gravity (variable precompression). The application
of binary collisions approximation for precompressed chains gives us an important generaliza-
tion of a theory, which until then had been developed for chains without precompression, in
other words sonic vacuum state. The velocities calculated using the approximation of binary
collisions showed a good agreement with the results obtained from numerical simulations, with
relative errors lesser than 8%.

Key-words: unidimensional systems, granular media, heat conductivity, pulse propagation,
binary collisions aproximation.
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2.2.3 Aproximação binária com e sem precompressão parauma cadeia de
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1 Introdução

Os meios granulares são de fundamental importância no contexto industrial e geofı́sico. São

várias as aplicações industriais de materiais granulares nas áreas de produção de alimentos, me-

dicamentos, agroindústria, construção, entre muitas outras aplicações [1]. Quanto a processos

geológicos os meios granulares são importantes no que dizrespeito a deslizamentos de terra,

erosão e em maior escala no deslocamento de placas tectônicas [2, 3, 4]. Em pesquisas reali-

zadas, estima-se que cerca de 40% da capacidade de algumas denossas instalações industriais

é deperdiçada devido a problemas relacionados com o transporte de grãos [5, 6]. Em geral o

transporte de materiais granulares em indústrias é realizado utilizando esteiras, esteiras com pás

ou transporte de grãos através de leito fluidizado, processo através do qual é utilizado um fluxo

de ar para tornar fluido o material a ser transportado e dessa forma facilitar o seu transporte [1].

Diante da grande importância tecnológica dos meios granulares o interesse por modelos que

descrevam o comportamento dos grãos possui uma longa hist´oria com uma extensa literatura

de engenharia dedicada ao assunto. Podemos citar contribuições de alguns nomes notáveis na

área como: Coulomb (1773) em seus estudos e pesquisas propˆos as ideias de atrito estático

[7], Faraday (1831) descobriu a instabilidade convectiva em grãos sob efeito de vibração [8] e,

Reynolds (1885) introduziu a ideia de dilatância, onde um meio granular deve expandir ao estar

sujeito a qualquer cisalhamento [9]. Nas últimas duas décadas houve a retomada de interesse por

estudos nessa área por vários fı́sicos e alguns tópicos especı́ficos destes estudos serão discutidos

ao longo do presente trabalho.

Uma das caracterı́sticas dos meios granulares que despertam a curiosidade, é o fato de que

meios granulares podem apresentar propriedades de fluidos,gases ou sólidos. Uma pilha de

areia com inclinação menor que o ângulo de repouso, apresenta caracterı́sticas de um sólido, o

material permanece em repouso mesmo sujeito a tensões em sua superfı́cie. Se a pilha de grãos

for inclinada com ângulo maior que o ângulo de repouso os grãos superficiais vão fluir. Esse

fluxo é diferente do fluxo de um fluido comum no sentido de que apenas as camadas superficiais

vão escoar, enquanto o centro da pilha vai permanecer em repouso [3].
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Há vários modelos teóricos que tentam descrever fluxos demeios granulares. Estes mo-

delos são tratados pela hidrodinâmica granular. Nestes modelos em geral o meio granular é

tratado como um meio contı́nuo, que resulta em equações diferenciais semelhantes a equação

de Navier-Stokes [3]. Podemos destacar duas caracterı́sticas importantes dos sistemas granu-

lares, a primeira é que a temperatura tem pouca influência nos meios granulares; e a segunda

caracterı́stica é que o sistema pode apresentar interaç˜ao dissipativa devido ao atrito entre os

grãos bem como choques inelásticos entre eles [3]. Contudo, em meios granulares sujeitos a

vibração ocorre uma fluidização do meio. Os grãos adquirem velocidades e o meio se comporta

como uma espécie de gás, ou seja, apresentam comportamentos tı́picos de gases. Nesse estado

é possı́vel definir uma espécie de “temperatura granular”baseada nas velocidades dos grãos sob

agitação em analogia a temperatura de gases reais [3, 4, 11]. Porém devido à natureza inelástica

das colisões surgem resultados bastante diferentes da termodinâmica e hidrodinâmica clássicas

[3]. Recentemente D’Anna mostrou que um meio granular fluidizado através de vibração, se

comporta como um banho “térmico” que satisfaz uma relação de flutuação-dissipação, e deter-

minou experimentalmente a viscosidade granular e temperatura granular de um sistema granular

fluidizado através das vibrações da base sobre a qual o sistema estava colocado [10].

Um dos efeitos observados em meios granulares devido a fluidização é o chamado efeito

castanha do Pará: Os grãos de tamanhos maiores sobe para a superfı́cie do meio fluidizado

devido agitação, esse efeito ocorre independente da densidade do grão maior [3]. Outro in-

teressante fenômeno, porém de natureza estática, ocorre quando um recipiente cheio de grãos

apresenta uma pressão no centro do fundo do recipiente independente da altura da coluna de

grãos, esse fenômeno ocorre a partir de uma determinada altura devido a redistribuição da força

peso para as paredes do recipiente [3]. Esses fenômenos ocorrem devido a redistribuição de

forças causadas pelas interações de contato que ocorrementre os grãos.

A geometria dos grãos, forma de contato entre eles e a distribuição espacial determina o po-

tencial de interação entre dois ou mais grãos. Na modelagem dessas interações são geralmente

introduzidos apenas termos não-lineares da compressão,que podemos definir como a distância

em que os centros geométricos dos grãos se aproximam a partir da posição em que estão ape-

nas se tocando, como mostrado na figura 1.1 [12]. Além dos termos do potencial serem não-

lineares, a interação só ocorre durante o contato dos gr˜aos, essa discretização do meio é outra

fonte de não-linearidade do problema. Como geralmente o potencial de interação não apresenta

termo linear muitos autores se referem a essas interaçõesexclusivamente não-lineares como

uma interação fortemente não-linear. Devido a não linearidade desses problemas o tratamento

analı́tico se torna bastante complicado, sendo predominantemente baseado em aproximações

suportadas por resultados experimentais e simulações computacionais.
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Figura 1.1: Dois grãos esféricos se comprimindo em linhassólidas, a distância entre o centro
de cada grão éL−δ , em linhas tracejadas estão apresentadas as posições onde os grãos estão
apenas em contato com distânciaL entre os centros,δ é a compressão entre eles.

A dificuldade do tratamento analı́tico dos sistemas granulares se deve em parte a não line-

aridade das equações de movimento introduzidas pelo potencial de interação. Como exemplo

podemos destacar que para grãos esféricos a interação ocorre através do potencial de Hertz (V =

Aδ 5/2), ondeδ é a compressão entre os grãos eA é uma constante que depende das proprieda-

des do material do qual os grãos são compostos e apresenta aseguinte forma,A=

√
2R
3

Es

1−νs
2 ,

ondeR é o raio dos grãos,Es é o módulo de Young (que determina a rigidez do material e é

obtido pela razão entre a tensão a qual o material está sumetido e a deformação sofrida) eνs é a

razão de Poisson (que é dada pela razão entre a deformaç˜ao do sólido na direção transversal ao

sentido de aplicação da força e a deformação na direç˜ao do sentido de aplicação da força). Esse

potencial pode ser obtido levando-se em consideração a deformação elástica dos grãos [12]. Re-

centemente o potencialV = Aδ 5/2+Bδ 7 foi estudado [13, 14]. Esse potencial foi determinado

a partir de observações experimentais, para o caso em que anéis toroidais (O-rings) são usados

como molas não lineares [13]. Esse tipo de potencial contém um termo dominante (δ 5/2) para

pequenas compressões e o outro termo (δ 7) dominando no regime de altas compressões.

Um dos problemas por nós tratados (durante o nosso programade mestrado) foi o desenvol-

vimento de uma aproximação binária para uma cadeia unidimensional de anéis toroidais [14]. A

utilização da aproximação binária para o estudo da propagação de ondas em cadeias granulares

foi introduzida por Rosas et al. em [15], e desde então, essaaproximação vem sendo utili-

zada para descrever ondas solitárias de pequena amplitudeviajando em vários tipos de cadeias

granulares unidimensionais [14, 15, 16, 17, 18].
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A importância do estudo de cadeias granulares unidimensionais advém do fato de que

em sistemas granulares tridimensionais as tensões entre os grãos (sejam devido ao peso dos

próprios grãos ou algum outro agente externo provocando compressão) se concentram em ca-

deias de grãos unidimensionais chamadas “dedos de forças” [19]. Essas estruturas assumem

um papel importante na configuração do sistema sustentando os grãos de camadas superiores

e redistribuindo as forças de compressão para outras regiões do sistema. Esse mecanismo de

redistribuição de forças dá origem ao fenômeno em que,a partir de uma determinada altura

de uma coluna de grãos em repouso em um recipiente, a pressão em uma região no fundo do

recipiente não depende da altura da coluna de grãos acima dessa região.Nesse caso a força peso

dos grãos da parte superior da coluna é redistribuida paraas paredes do recipiente [3].

Devido a essa distribuição de tensões em cadeias unidimensionais, a propagação de pul-

sos em cadeias granulares se torna um problema muito importante para entender a dinâmica

de sistemas granulares tridimensionais. Um impacto em uma das extremidades de uma cadeia

granular unidimensional vai dar origem a uma onda mecânicaque vai se propagar através da

cadeia por compressão dos grãos, essa onda vai ser profundamente modificada pelas condições

da cadeia e pelo modo como ela foi produzida [20]. Nosso objetivo é estudar a propagação

dessas ondas através de uma abordagem analı́tica. Para isso podemos destacar duas abordagens

opostas para tratar o fenômeno da propagação de pulsos emcadeias granulares. Uma delas é a

aproximação contı́nua onde a cadeia granular é tratada como um meio contı́nuo [19] e através de

tratamento analı́tico é possı́vel descrever um sóliton viajando ao longo da cadeia. A outra abor-

dagem se trata da aproximação de choques binários, onde se considera que o pulso se propaga

através de choques entre dois grãos de cada vez [15]. Nessetrabalho usaremos a aproximação

binária, com essa aproximação pode-se estimar a velocidade de propagação do pulso na cadeia e

portanto o tempo de residência do pulso em cada grão. O entendimento da propagação de ondas

em meios granulares é a chave para o desenvolvimento de novos mecanismos para absorção de

choques, formas de detecção de objetos enterrados e o mecanismo que dá origem a fluidização

de sistemas granulares sujeitos a vibrações [21].

Já mencionamos que os meios granulares ora se apresentam com o comportamento seme-

lhante a gases, ora se apresentam com comportamento semelhante a sólidos. Quando sujeitos

a agitação mecânica os meios granulares apresentam um certo grau de fluidização, seja na su-

perfı́cie ou em todo o meio, gerando um estado fluido diluido chamado gás granular diluido

[22, 23, 24]. Devido a essa curiosa propriedade de fluidização dos materiais granulares, surgi-

ram vários estudos sobre gases granulares. Em [24] foi obtido através de simulações numéricas

que um sistema de gás granular viscoso (não apresentando conservação de energia e momento

linear) com condição perı́odica de contorno (os grãos estão confinados em um cı́rculo) apre-
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senta uma distribuição de velocidades simétrica, apresentando dois picos bem definidos com

baixa probabilidade de grãos com velocidade nula. Tambémfoi mostrado que em um modelo

semelhante, onde não é considerada a distribuição espacial dos grãos, a distribuição de veloci-

dades também apresenta os dois picos, mas com algumas diferenças qualitativas da distribuição

obtida levando em conta a distribuição espacial dos grãos. Isto indica que a não conservação de

energia e momento linear em um sistema unidimensional de gases granulares implica em bai-

xas probabilidades de grãos com baixa velocidade, diferente da distribuição de probabilidade de

Maxwell-Boltzmann que é obtida para um gás clássico, onde não há dissipação de energia, nem

interação entre as partı́culas. Através de simulações numéricas foi visto que em um modelo

de um gás granular unidimensional apresentando choques inelásticos com conservação de mo-

mento entre dois banhos térmicos, há uma tendência a formação de aglomerados que crescem

com o tempo e se movimentam ao longo do sistema de forma aleat´oria, semelhante ao problema

do andarilho aleatório, até se chocar com uma das paredes térmicas que limitam o sistema [25].

Também é observado o transporte de calor anômalo em sistemas semelhantes, onde o fluxo

de calor não obedece a lei de Fourier, apresentando uma condutividade térmica que depende

do comprimento do sistema [11]. Esse fluxo de calor anômalo se deve a não conservação de

energia e é observado independente da conservação do momento linear, porém a condutividade

térmica não diverge como foi observado em outros sistemasunidimensionais que apresentam a

condutividade térmica dependente do comprimento [11, 26,27, 28].
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2 Fundamentaç̃ao Téorica

Nesta pesquisa estudamos dois tipos de fenômenos de transporte em meios granulares uni-

dimensionais, primeiramente estudamos o transporte de calor em um gás granular unidimensio-

nal diluido. Esse estudo foi motivado pela observação de fenômenos anômalos no transporte de

calor em sistemas unidimensionais não conservativos. Nossa principal preocupação foi investi-

gar o papel da conservação do momentum no transporte de calor em sistemas unidimensionais.

Para tanto comparamos os resultados que obtivemos utilizando modelos de gases granulares

unidimensionais dissipativos (não conservam energia) emduas situações: com conservação de

momentum e sem a conservação de momentum. Na próxima seção (2.1) os modelos usados na

simulação são discutidos em detalhes. Na seção 3.1 são discutidos os resultados obtidos.

O segundo fenômenos tratado foi a propagação de pulsos emcadeias granulares unidimen-

sionais onde utilizamos o potencial de dupla lei de potências. Esse potencial foi obtido empi-

ricamente por Nesterenko [13], em cadeias granulares onde anéis toróidais são utilizados como

molas não lineares. Aplicamos uma generalização da aproximação de colisões binárias [15],

em sistemas sujeitos a precompressão. Note-se que até então tal aproximação só era aplicada a

sistemas sem compressão inicial, ou seja, no estado de vácuo sônico. Os resultados que obtive-

mos com a aproximação de colisões binárias foram comparados com resultados que obtivemos

através de simulação usando técnicas de dinâmica molecular [14]. Detalhes sobre o modelo da

simulação e sobre a aplicação da aproximação de colisões binárias estão apresentados na seção

2.2 e os resultados obtidos estão apresentados na seção 3.2.

2.1 Transporte de calor em gases granulares unidimensio-
nais viscosos.

Para sólidos contı́nuos tridimensionais podemos calcular o fluxo de calor~J(~r, t) através da

lei de Fourier, que estabelece que o fluxo de calor entre dois pontos (x1,x2) de temperaturasT2

eT1 é proporcional ao gradiente da temperatura, então,
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~J =−κ~∇T (2.1)

ondeκ é a condutividade térmica. Em sistemas tridimensionaisκ normalmente não apresenta

depedência temporal nem com o volume do sistema. Para o casounidimensional é esperado

que a lei de Fourier assuma a formaJ(x, t) = −κ
∂T
∂x

. Porém é observado em vários modelos

de sistemas unidimensionais que a condutividade térmica cresce com o tamanho do sistema

κ ∼ xα , ondeα varia de 0,32 a 0,44 [26]. Em [27] é mostrado analiticamenteque para redes

clássicas unidimensionais com potenciais de interaçãoque dependem apenas das coordenadas

das posições dos corpos vizinhos, e sistemas com pressãonão nula no limite termodinâmico,

implica em uma condutividade térmicaκ divergente. Para fluidos unidimensionais com ruı́do

térmico, e com conservação do momentum o fluxo de calor depende do comprimento do sistema

L na formaj = (δT)/L2/3, como mostrado em [28].

Um modelo de choques inelásticos entre grãos pode ser formulado através da utilização de

um coeficiente de restituição como introduzido em [25] e [22]. Porém, nas nossas simulações,

a dissipação foi introduzida através de um termo viscosonas equações de movimento durante

a colisão de dois grãos. Utilizamos dois modelos. O primeiro onde a força viscosa depende

da velocidade relativa entre os grãos. Nesse tipo de colis˜ao a energia é dissipada porém o mo-

mentum é conservado. No segundo modelo a força viscosa depende da velocidade dos grãos

em relação ao meio onde estão inseridos, dessa forma tem-se dissipação do momentum e da

energia. Assim pudemos obter um modelo onde não é apresentada a conservação do momen-

tum. Os modelos onde a dissipação de energia se dá através do uso do coeficiente de restituição

conservam momentum. De fato, para o modelo que utilizamos onde é conservado o momentum,

podemos obter o coeficiente de restituição como função da viscosidade. Isso é possı́vel para o

caso especı́fico do potencial harmônico como será discutido posteriormente. Para outros tipos

de potenciais como o potencial de Hertz e o potencial de duplalei de potências, o coeficiente

de restituição depende da velocidade relativa dos grãos. Nosso modelo assume também gás

granular diluı́do, dessa forma todas as colisões ocorrem de forma binária, não havendo portanto

a interação simultânea de 3 ou mais grãos.

Figura 2.1: Sistema de gás granular unidimensional entre dois banhos térmicos.
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Nosso modelo considera uma configuração onde o gás granular está confinado em uma

caixa unidimensional e suas extremidades estão em contatocom banhos térmicos a diferentes

temperaturas como mostrado na figura 2.1. A diferença de temperatura entre as extremidades do

sistema vai induzir um fluxo de calor através do gás, nosso interesse é estudar o comportamento

desse transporte de calor em dois modelos de gases granulares distintos, um deles apresentando

conservação de momentum enquanto o outro não conserva momentum. Após o choque com as

paredes térmicas, os grãos retornam com uma velocidade sorteada a partir de uma distribuição

de probabilidade que será apresentada mais adiante na subseção 2.1.2. Nas simulações consi-

deramos que o gás granular é diluı́do, sendo assim só ocorrem colisões entre pares de grãos,

não ocorrendo colisões entre 3 ou mais grãos. Nas subseções seguintes apresentamos os dois

modelos utilizados de interação entre grãos (seção 2.1.1) no gás granular e o modelo utilizado

para simular paredes térmicas (seção 2.1.2).

2.1.1 Modelo de ǵas granular utilizado.

Utilizamos nas simulações numéricas dois modelos de gases granulares , onde a diferença

entre eles se dá na forma em que a energia é dissipada. Pelascolisões inelásticas, o caso em que

a dissipação é proporcional a velocidade relativa dos dois grãos e; no outro modelo a dissipação

é proporcional a velocidade absoluta dos grãos. De modo geral o potencial de interação entre

dois grãos durante o choque é dado por uma lei de potênciasda compressãoδk,k+1 = yk+1−yk

[12]:

V(δk,k+1) =
a
n
|δ |nk,k+1, δ ≤ 0 (2.2)

V(δk,k+1) = 0, δ ≥ 0

ondeyk é o deslocamento do centro de massa do grãok a partir do ponto de contato com

seus vizinhos sem precompressão. O termoa é um fator que depende do módulo de Young,

da razão de Poisson e do raio de curvatura principal da superfı́cie no ponto de contato. O

expoenten depende da geometria do grão. Por exemplo para grãos esféricos n = 5/2, para

grãos cilı́ndricosn= 2. Por simplicidade estudamos apenas o caso harmônico (n= 2) onde as

equações de movimento durante o choque entre dois grãos são integráveis, para outros valores

den as equações de movimento serão não-lineares e geralmente sem solução analı́tica.

Nesse trabalho, consideramos o caso de grãos cilı́ndricos. Logo, considerando a dissipação
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dependendo da velocidade relativa, as equações de movimento são:

mÿ1 = [−γ̃(ẏ1− ẏ2)−a(y1−y2)]θ(y1−y2), (2.3)

mÿ2 = [γ̃(ẏ1+ ẏ2)−a(y1−y2)]θ(y1−y2)

ondem é a massa do grão,γ̃ é o termo viscoso responsável pela dissipação durante ochoque

entre os grãos eθ é a função degrau de Heaviside que garante que a interaç˜ao só ocorre durante

o contato entre os grãos além [2].

Para facilitar manipulações algébricas podemos usar asseguintes transformações para variáveis

adimensionais:

yk =

(

mv0
2

a

)1/n

xk, τ =
1
v0

(

mv0
2

a

)1/n

t, γ =
γ̃

mv0

(

mv0
2

a

)1/n

. (2.4)

Nesse casov0 é uma velocidade arbitrária, as outras velocidades podemser expressas em função

dev0. Com essa mudança de variáveis, reescrevemos as equações de movimento na forma:

ẍ1 = [−γ(ẋ1− ẋ2)− (x1−x2)]θ(x1−x2), (2.5)

ẍ2 = [γ(ẋ1− ẋ2)+(x1−x2)]θ(x1−x2),

as equações de movimento escritas nesse formato facilitam o estudo do problema por reduzir

o número de parâmetros do problema para apenas o parâmetro γ que é uma combinação dos

parâmetros nas variáveis originais (γ̃, m e a). Partindo dessas equações de movimento sabendo

as velocidades iniciaisv1 ev2 dos grãos 1 e 2 podemos obter as novas velocidadesu1 eu2 após

a colisão:

u1 =
1
2
[1−e−γt0]v1+

1
2
[1+e−γt0]v2, (2.6)

u2 =
1
2
[1+e−γt0]v1+

1
2
[1−e−γt0]v2,

ondet0 =
π

√

2− γ2
é o tempo de colisão entre os dois grãos.É interessante notar que partindo

das equações (2.5) utilizando a segunda lei de Newton parao centro de massa temos, ¨x1+ ẍ2 =
dp
dt

= 0 e portanto o momentum do centro de massa é conservado. Podemos também obter esse

resultado através da soma das equações (2.6), dessa forma temosu1+u2 = v1+ v2, portanto

dessa forma também mostramos que o momentum do centro de massa é conservado.

No outro modelo que utilizamos a energia dissipada depende da velocidade absoluta dos

grãos, mais uma vez usando a transformação de variáveis2.4, no caso harmônico (n = 2) as
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equações de movimento assumem a forma:

ẍ1 = [−γ ẋ1− (x1−x2)]θ(x1−x2), (2.7)

ẍ2 = [γ ẋ2+(x1−x2)]θ(x1−x2).

Uma dissipação dependente da velocidade absoluta dos gr˜aos pode surgir devido a uma

interação dos grãos com o meio e mais uma vez as equaçõesde movimento podem ser resolvidas

analiticamente. As soluções das equações (2.7) são:

u1 =
1
2
[e−γt0 −e−γt0/2]v1+

1
2
[e−γt0 +e−γt0/2]v2, (2.8)

u2 =
1
2
[e−γt0 +e−γt0/2]v1+

1
2
[e−γt0 −e−γt0/2]v2,

ondet0 = 2π/(
√

8− γ2) é a duração da colisão. Neste caso, somando as equações (2.8), temos

u1+u2 = [v1+v2]e−γt0, e portanto nesse caso o momentum do centro de massa apresenta uma

dissipação que depende da viscosidadeγ.

Para ambos os casos estudados assumimos que o tempo de contato entre os grãos é curto,

portantoγt0 ≪ 1. Além disso nosso modelo considera que o gás é suficientemente diluı́do, apre-

sentando apenas choques binários, ou seja, choques entre dois grãos, não ocorrendo interação

entre 3 ou mais grãos simultaneamente.

Devido a dissipação de energia, a partir de um determinadovalor do coeficiente de dissipação

γ a energia fornecida pelos banhos térmicos é totalmente dissipada pelo gás granular e portanto

não há transporte de energia. A seguir faremos um cálculodesse limite de viscosidade para que

haja o transporte de calor através do sistema. Devido à dissipação da energia durante o choque,

a diferença da energia cinética antes e depois do choque nomodelo onde há conservação de

momentum é dada por:

∆E =
1
2
(u1

2+u2
2)− 1

2
(v1

2+v2
2) =−

(

v1
2

2
−v1v2+

v2
2

2

)

γt0+O[γ]2. (2.9)

Podemos evidenciar o termoEinicial =
v1

2

2
+

v2
2

2
e com isso podemos reescrever (2.9) na

forma:

∆E =−Einicial

(

1− 2v2/v1

1+(v2/v1)
2

)

γt0 (2.10)

O termob= 1− 2v2/v1

1+(v2/v1)
2 possui valor da ordem de 1 conforme mostrado na figura 2.2.
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Figura 2.2: Comportamento do parâmetrob = 1− 2v2/v1

1+(v2/v1)
2 , no modelo com conservação

do momentum, pode-se ver claramente que o valor deb está entre os valores 0 e 2.

No modelo onde não há conservação de momentum a diferenc¸a de energia cinética é dada

por:

∆E =
1
2
(u1

2+u2
2)− 1

2
(v1

2+v2
2) =−1

4

(

3v1
2+2v1v2+3v2

2)γt0+O[γ]2 (2.11)

Como feito no caso anterior, podemos evidenciar o termoEinicial =
v1

2

2
+

v2
2

2
e reescrever

(2.11) na forma:

∆E =−Einicial

(

3
2
+

v2/v1

1+(v2/v1)
2

)

γt0. (2.12)

Para esse caso o parâmetrob=
3
2
+

v2/v1

1+(v2/v1)
2 também possui valor da ordem de 1 con-

forme mostrado na figura 2.3.

Para ambos os casosb representa a forma que a energia dissipada pelo choque depende das

velocidades iniciais dos grãos. Para que ocorra choque entre os grãos 1 e 2, considerando que

o grão 1 está a esquerda do grão 2 e o eixo das coordenadas está orientado da esquerda para a

direita, devemos obedecer a condição:

v1 > v2. (2.13)
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Figura 2.3: Comportamento do parâmetrob=
3
2
+

v2/v1

1+(v2/v1)
2 , no modelo sem a conservação

do momentum, pode-se ver claramente que o valor deb está entre os valores 0 e 1,5.

Usando a condição (2.13), podemos destacar algumas situações fı́sicas diferentes para os possı́veis

casos de
v2

v1
:

• Para o caso onde temos
v2

v1
<−1, a condição (2.13) vai implicar emv1 > 0 ev2 < 0, com

|v2|> |v1|. Portanto os grãos apresentam velocidades em sentidos contrários onde o grão

da direita se move com maior velocidade. O limite assintótico para ambos os modelos de

grãos é o equivalente a terv2 ≫ v1, e a dissipação para esse caso vai se aproximar do valor

da dissipação para o caso onde
v2

v1
= 0, pois apresenta uma situação fı́sica simétrica. Para

o caso com conservação de momentum a dissipação aumentaa medida que a velocidade

relativa aumenta, ou seja, quando
v2

v1
se aproxima de−1. Para o caso com dissipação de

momentum a energia dissipada será menor a medida que a velocidade relativa será menor,

isso ocorre devido a um aumento da energia armazenada na forma de energia potencial

durante o choque, e a consequente diminuição da velocidade de ambos os grãos durante

o choque.

• v2

v1
=−1, situação ondev2 =−v1, os dois grãos possuem mesmo módulo da velocidade,

porém em sentidos opostos. Para o caso com conservação demomentum esse ponto é

onde há maior dissipação de energia, pois apresenta maior velocidade relativa. Para o

caso com dissipação de momentum a dissipação da energiaserá mı́nima. Isso ocorre
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devido ao fato do tempo de colisão não depender da velocidade relativa, e a dissipação

depender apenas da velocidade absoluta de cada grão e durante o choque para
v2

v1
=−1 os

grãos apresentam maior quantidade de energia armazenada na forma de energia potencial.

• Para−1<
v2

v1
< 0, ainda temos a condiçãov1 > 0 ev2 < 0, porém|v2| < |v1|. Os grãos

se aproximam com velocidades em sentidos opostos mas diferente do caso anterior o

grão da esquerda se move com maior velocidade. Nesse caso o aumento do valor de
v2

v1
significa uma diminuição da velocidade relativa, para o caso especı́fico onde

v2

v1
= 0

temos o grão 2 em repouso e o grão 1 se movendo em sua direção. Nesse caso para

o sistema com conservação de momentum há a diminuição da dissipação da energia e

para o sistema com dissipação de momentum há o aumento da dissipação da energia. O

valor da dissipação para
v2

v1
= 0 é o equivalente aos limites assintóticos para os casos com

dissipação e sem dissipação de momentum.

• Para o caso 0<
v2

v1
< 1 a condição (2.13) resulta no caso ondev1 > 0 e v2 > 0, com

|v1| > |v2|. Nesse caso os grãos se deslocam para a direita, com o grão da esquerda se

deslocando mais rapidamente que o grão da direita. Nesse caso ainda temos a diminuição

da velocidade relativa e portanto para o sistema com conservação de momentum há a

diminuição da dissipação da energia. Para o sistema comdissipação de momentum há o

aumento da dissipação da energia até os limites do ponto
v2

v1
= 1.

• No ponto
v2

v1
= 1, temosv2 = v1, os dois grãos se movimentam com mesma velocidade

e mesmo sentido, portanto a velocidade relativa entre os gr˜aos é nula. Para o caso com

conservação de energia esse ponto a dissipação seria m´ınima, pois a velocidade relativa

é nula. Para o caso com dissipação de momentum esse ponto apresentaria dissipação

máxima, pois a energia armazenada na forma de energia potencial seria mı́nima. Esse

ponto só deve ser considerado como caso limite, pois quandoos dois grãos possuem a

mesma velocidade o choque não ocorre.

• Para o caso
v2

v1
> 1 temosv1 < 0 e v2 < 0, onde|v1| < |v2|. Nesse caso os grãos se

deslocam para a esquerda, com o grão da direita se deslocando mais rapidamente que

o grão da esquerda. Nesse caso para o sistema com conservação de momentum há o

aumento da dissipação pois há o aumento da velocidade relativa e para o sistema com

dissipação de momentum há a diminuição da dissipação. Assintoticamente o valor da

dissipação tende ao mesmo valor de dissipação calculada para o ponto
v2

v1
= 0, pois a

medida que o valor de
v2

v1
aumenta há a diminuição da velocidade relativa.
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Em resumo, temos que para o sistema com conservação de momentum a parcela da energia

dissipada é maior para os casos onde a velocidade relativa dos grãos é maior e decresce até zero

para o caso limite onde a velocidade relativa é zero, pois a dissipação depende da velocidade

relativa. Para o caso com dissipação de momentum, a dissipação de energia diminui conforme

aumenta a velocidade relativa dos grãos, isso ocorre pois otempo de choque não depende das

velocidades dos grãos, além disso, para velocidades relativas maiores, uma maior parcela da

energia é armazenada na forma de energia potencial duranteo choque.

De forma geral podemos escrever para ambos os casos a relaç˜ao entre a energia antes e após

o choque:

Ef inal = Einicial (1−bγt0), (2.14)

ondeb é uma quantidade adimensional com ordem próxima de 1. Utilizando (2.14) paraN

choques podemos estimar a energia transmitida até o enésimo grão comoEN ∼ E0(1− γt0)N.

Contudo um grão em contato com a parede quente tem uma energia médiaEq ≤
kbT1

2
e para

que haja o transporte de energia até a parede fria o grão deve chegar com energia maior que

Ef ≤
kbT2

2
e portanto para que haja transporte de energia entre os dois banhos térmicos o sistema

deve obedecer a condiçãoEf ≤ Eq(1− γt0)N, isolandoγ e substituindo as expressões deEq e

Ef podemos obter:

γ ≤ 1−
(

T2

T1

)1/N

, (2.15)

essa é a condição para que haja transporte de calor atrav´es do gás granular, caso a viscosidade

ultrapasse esse limite o gás vai agir como um sorvedouro de energia, dissipando a energia cedida

por ambas as paredes térmicas.

2.1.2 Modelo do banho t́ermico utilizado na simulaç̃ao.

Para observar o transporte de calor através do gás granular, em cada uma das extremidades

do sistema foi “colocado” um banho térmico. Para um gás granular suficientemente diluı́do, a

diferença de temperatura entre os dois banhos gera o gradiente de temperatura necessário para

que haja o transporte de calor. Dois modelos de banhos térmicos são comumente utilizados em

simulações. Em um deles, a partı́cula que se choca com a parede retorna com uma velocidade

aleatória sorteada a partir de uma distribuição de probabilidade gaussiana da forma:

P(v) =

√

m
2πkBT

exp

(−mv2

2kBT

)

, (2.16)
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no outro modelo, a distribuição de probabilidade da qual avelocidade é sorteada tem a forma:

P(v) =
m|v|
kBT

exp

(−mv2

2kBT

)

, (2.17)

onde para ambas as distribuições,m é a massa da partı́cula,kB é a constante de Boltzmann eT

é a temperatura granular.

A distribuição de velocidades (2.17) apresenta baixa probabilidade de velocidades próximas

de 0, diferente da distribuição (2.16) onde as velocidades mais prováveis estão em torno de 0.

Em [29] essas duas distribuições foram utilizadas em simulações usando-se modelos de gás

ideal e com esferas rı́gidas. As condições de contorno (2.16) levam a resultados qualitativos

diferentes dos resultados clássicos, levando a resultados incorretos das simulações.

Foi observado que em um sistema de gás ideal clássico, em contato com um reservatório

térmico com modelos de paredes do tipo (2.16), resulta numatemperatura de equilı́brio dife-

rente da temperatura do reservatório. Além disso, foi observado também a inomogeneidade da

distribuição espacial de partı́culas, que se concentrampróxima as paredes do sistema. Enquanto

isso o modelo (2.16) não apresenta esses problemas. Portanto, em nosso trabalho, utilizamos o

modelo de banho térmico (2.17).

Em nossas simulações, quando um grão se choca com uma das paredes, a energia do grão

antes do choque é transmitida para a parede e computada comoenergia absorvida pela parede.

Após isso o grão recebe a nova velocidade, independente davelocidade anterior, calculada

a partir de (2.17), essa energia que o grão recebe após o choque é computada como energia

injetada pela parede. Podemos dessa forma calcular o fluxo decalor através do sistema pela

quantidade de energia absorvida e injetada pelas paredes dosistema.

Para implementar na simulação esse sorteio de velocidades utilizamos um gerador de números

aleatórios. Para obter números sorteados obedecendo a distribuição de probabilidade (2.17) uti-

lizamos uma transformação que, aplicada aos números aleatórios gerados por uma distribuição

uniforme, resultam em números aleatórios segundo a distribuição desejada [30].

Para obter tal transformação, iniciamos com a distribuic¸ão uniforme:

p(x)dx= dx 0≤ x≤ 1 (2.18)

e satisfazendo a condição de normalização:
∫ ∞

−∞
p(x)dx= 1. (2.19)
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Por outro lado, para que haja a conservação da probabilidade,

p(y)dy= p(x)dx (2.20)

ondep(y) é a distribuição que queremos depois da transformaçãoe p(x) é a distribuição inicial,

em nosso caso a distribuição uniforme, implica em:

p(y)dy= dx. (2.21)

Integrando esta última expressão, obtemos:

x(y) =
∫ y

0
p(y′)dy′ (2.22)

Que é a distribuição cumulativa dep(y). Ondey é definido no intervalo[0,∞].

Para o caso do banho térmico utilizado, nas variáveis adimensionais introduzidas através

das tranformações (2.4) onde a massa dos grãos reescalada é 1. a distribuição (2.17) toma a

forma:

x=
1

kBT

∫ v

0
v′exp

(

− v′2

2KbT

)

dv′ =
[

1−exp

(

− v2

2KbT

)]

(2.23)

resolvendo (2.23) parav, temos:

v=
√

−2kBT ln(1−x). (2.24)

Portanto, usando um gerador de números aleatórios com probabilidade uniforme podemos ge-

rar valores obedecendo à distribuição (2.17) e dessa forma implementar o banho térmico na

simulação.

2.2 Propagaç̃ao de pulsos ñao-lineares em uma cadeia unidi-
mensional de ańeis toroidais.

Em [13] foi apresentado um trabalho experimental com uma cadeia unidimensional de anéis

toroidais (O-rings) colocados entre cilindros de metal, demaneira que os anéis agem como

molas não-lineares. Nesse arranjo o potencial de interação empı́rico obtido é dado por

V = mAδ 5/2+mBδ 7, (2.25)
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onde

A= 1,25πDE/md1/2,

B= 50πDE/md5,

sendod o diâmetro da secção transversal,D o diâmetro médio dos toróides,E o módulo de

Young em a massa dos cilindros metálicos.É interessante notar que para esse potencial temos

um termo que domina no regime de grandes compressões (Bδ 7) e o outro termo domina no

regime de pequenas compressões (Aδ 5/2). Com esse arranjo foi estudada a propagação de

ondas solitárias geradas por choques de curta duração e ondas de choque geradas por colisões

com longa duração. Foi observado que para impulsos longoshá a tendência de formação de

trens de ondas solitárias neste tipo de material. Esse tipode impulso é gerado quando o tempo

de contato do primeiro choque é mais longo que o tempo de residência do pulso em um grão,

nesse caso o choque inicial é dado por um objeto com massa maior do que a massa dos grãos

na cadeia [13].

Nós consideramos a cadeia em 3 configurações iniciais: O primeiro caso os grãos estão

inicialmente apenas em contato sem precompressão, esta configuração foi proposta em [13], no

segundo caso a cadeia é comprimida por uma força de mesma intensidade e sentindo oposto em

ambas as extremidades da cadeia, o terceiro caso a cadeia está sujeita à força gravitacional, fa-

zendo com que a precompressão seja variável ao longo da cadeia. Para esses 3 casos estudamos

a propagação de ondas geradas por choques de curta duraç˜ao com um grão de mesma massa dos

grãos que compõe a cadeia. Comparamos o resultado de simulações da propagação do pulso

ao longo da cadeia com os resultados obtidos com a aproximação binária [15]. As simulações

foram feitas usando um modelo de dinâmica molecular, onde as equações de movimento fo-

ram resolvidas numericamente utilizando o método Preditor-Corretor de Gears de sexta ordem

[31]. O resultado das simulações foram comparados com os resultados numéricos obtidos com

a aproximação binária.

2.2.1 Modelo de simulaç̃ao para cadeia granular unidimensional de ańeis
toroidais.

A simulação da propagação do pulso em uma cadeia de anéis consistiu da integração

numérica através do método preditor-corretor de Gear desexta ordem, que será apresentado

na sessão posterior.

A equação de movimento para um grãok com seu centro de massa na posiçãouk sendo

comprimido pelos grãosk− 1 e k+ 1 em um dado tempoτ, utilizando o potencial (2.25) a
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equação de movimento para o grãok assume a forma:

d2uk

dτ2 = A
[

(uk−1−uk)
3/2− (uk−uk+1)

3/2
]

+B
[

(uk−1−uk)
6− (uk−uk+1)

6
]

+
Fk

m
, (2.26)

o termoFk é a força externa a qual o grãok está submetido. Para cadeias sem precompressão

Fk = 0 para qualquerk, para grãos com precompressão constanteF1 =−FN = F e Fk = 0 para

todos os outrosk para a cadeia sujeita a gravidade temosF = kmgparak = 1,2,3, ...,N−1

e FN = −Nmg, ondeg é a aceleração da gravidade. Usando a seguinte mudança de variáveis,

tornando as variáveis adimensionais:

xk =

(

A

v2
0

)2/5

uk, t = v0

(

A

v2
0

)2/5

τ, (2.27)

Essa transformação é o análogo da transformação 2.4 para o potencial (2.25). Desta maneira

podemos reescrever as equações de movimento na forma adimensional:

ẍk =
[

(xk−xk+1)
3/2− (xk−1−xk)

3/2
]

+ B̃
[

(xk−xk+1)
6− (xk−1−xk)

6
]

+ fk (2.28)

ondeB̃ =
B
A

(

v2
0

A

)9/5

, fk =
Fk

mv0
2

(

v0
2

A

)2/5

e v0 é a velocidade inicial do primeiro grão nas

variáveis originais. Nas variáveis adimensionais a velocidade inicial do primeiro grão é sempre

1. Desta forma uma variação do parâmetrob pode representar tanto uma mudança na velocidade

inicial do primeiro grão, quanto uma modificação nas propriedades do material que compõem

os grãos nas variáveis originais.

2.2.2 Método preditor-corretor de Gears para soluç̃ao de equaç̃oes dife-
renciais.

Os métodos do tipo preditor-corretor consistem na determinação, a partir da posição e suas

derivadas, do valor da posição no tempo posteriort +∆t através de uma expansão de Taylor.

Após a determinação da posição no tempot + ∆t (preditor), a posição calculada é corrigida

através da diferença do termo de terceira ordem e a força aqual o sistema está sujeito (corre-

tor). Através da diferença entre o valor calculado pelo preditor e o valor calculado através da

força resultante a nova posição é corrigida através decoeficientes calculados para maximizar a

estabilidade do método.

No caso do preditor-corretor de Gear de sexta ordem, que foi outilizado nas nossas simulações,

o preditor determina a nova posição através de uma expansão em Taylor até sexta ordem:
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x(t +∆t) = x(1)(t)∆t+
1
2

x(2)(t)(∆t)2+
1
6

x(3)(t)(∆t)3+
1
24

x(4)(t)(∆t)4

+
1

120
x(5)(t)(∆t)5; (2.29)

x(1)(t+∆t) = x(2)(t)∆t+
1
2

x(3)(t)(∆t)2+
1
6

x(4)(t)(∆t)3+
1
24

x(5)(t)(∆t)4; (2.30)

x(2)(t+∆t) = x(3)(t)∆t+
1
2

x(4)(t)(∆t)2+
1
6

x(5)(t)(∆t)3; (2.31)

x(3)(t+∆t) = x(4)(t)∆t+
1
2

x(5)(t)(∆t)2; (2.32)

x(4)(t+∆t) = x(5)(t)∆t; (2.33)

ondex(m) =
dmx
dtm

.

O corretor consiste em multiplicar a diferença∆a =
F
m
− d2x(t +∆t)

dt2
por coeficientesCn

determinados de forma a assegurar a estabilidade do método[31] e somar aos resultados esti-

mados pelo preditor.

xcorr.(t +∆t) = x(t +∆t)+C1∆a, (2.34)

x(1)corr.(t +∆t) = x(1)(t +∆t)+C2∆a, (2.35)

x(2)corr.(t +∆t) = x(2)(t +∆t)+C3∆a, (2.36)

x(3)corr.(t +∆t) = x(3)(t +∆t)+C4∆a, (2.37)

x(4)corr.(t +∆t) = x(4)(t +∆t)+C5∆a, (2.38)

x(5)corr.(t +∆t) = x(5)(t +∆t)+C6∆a, (2.39)

onde as constantesCn foram determinadas por Gear em [31]. Eles dependem do intervalo de

tempo∆t entre os passos, e os valores dos coeficientesCn são:C1 =
3∆t2

40 , C2 =
251∆t
720 , C3 = 1,

C4 =
11
6∆t , C5 =

2
(∆t)2 , C6 =

1
(∆t)3 . Usando esse método para integrar as equações de movimento

de cada grão, podemos resolver o problema numericamente.

2.2.3 Aproximaç̃ao binária com e sem precompress̃ao para uma cadeia de
anéis toroidais.

A aproximação binária consiste em considerar que o pulsose propaga através de choques

entre pares de partı́culas, uma a uma. Tratando o problema dessa forma, podemos estimar a

velocidade de propagação do pulso. As equações de movimento para os dois grãos envolvidos
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na colisão, são:

ẍ1 = −(x1−x2)
3/2− B̃(x1−x2)

6+ f (2.40)

ẍ2 = (x1−x2)
3/2+ B̃(x1−x2)

6− f (2.41)

onde consideramos que o grão 1 está a esquerda do grão 2 ef é a força necessária para man-

ter uma precompressãoδ , tal queF = δ 3/2+ B̃δ 6. Para tratar analiticamente esse problema,

definimos a variávelz− = x1−x2 e subtraindo as equações (2.40) e (2.41), temos:

z̈− =−2Az−3/2−2Bz−6+2F (2.42)

Essa equação corresponde a uma equação de movimento associada ao potencial

V(z−) =
4z−5/2

5
+

2B̃z−7

7
−2Fz−. (2.43)

Utilizando a conservação da energia, podemos equacionara energia do sistema em qualquer

momento com a energia inicial, dessa forma podemos obter a equação:

K(z−)+V(z−) = K(0)+V(0) (2.44)

ondeK(z−) eV(z−) são respectivamente as energias cinética e potencial para a compressão

z− e portanto, temos:

1
2

ż2
−+

4z−5/2

5
+

B̃z−7

7
−2Fz− =

1
2

v0
2+

4δ 5/2

5
+

2B̃δ 7

7
−2Fδ (2.45)

Resolvendo essa equação para ˙z−, podemos obter:

ż− =

[

v0
2+

8
5

(

δ 5/2−z−
5/2
)

+
4B̃
7

(

δ 7−z−
7)+4F (z−−δ )

]1/2

(2.46)

Portanto o tempo de residência do pulso em um grãok, definido como o tempo que o grão

k possui uma velocidade maior que ambos os vizinhos, é dado por:

t =
∫ zm

δ

[

v0
2+

8
5

(

δ 5/2−z−5/2
)

+
4B̃
7

(

δ 7−z−7)+4F (z−−δ )
]−1/2

dz−, (2.47)

ondezm é a compressão máxima e portanto podemos calcular atrav´es da condição ˙z−= 0. Assim
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a partir da equação (2.45)zm é dado pela raiz da equação:

v0
2+

8
5

(

δ 5/2−zm
5/2
)

+
4B̃
7

(

δ 7−zm
7) +4F (zm−δ ) = 0. (2.48)

O cálculo dezm e da integral (2.47) deve ser feito numericamente, dessa forma podemos

obter um valor numérico aproximado da velocidade de propagação do pulso. A velocidade

de um pulso em uma cadeia pode ser calculada através dessa aproximação e na seção 3.2 são

comparados os resultados da aproximação binária com os resultados das simulações numéricas.
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3 Resultados

3.1 Transporte de calor em gases granulares unidimensio-
nais viscosos.

Conforme mencionado anteriormente, foram estudados dois modelos de sistemas de gases

granulares. Um onde a dissipação é proporcional à velocidade absoluta do grão. Portanto do

tipo “atrito viscoso” (−γv), em analogia ao que ocorre com corpos em movimento dentro de

um fluido em repouso. O segundo modelo a dissipação é proporcional à velocidade relativa dos

grãos durante o choque. Dando origem a um choque inelástico, esse tipo de choque ocorre com

grãos compostos de materiais viscoelásticos.

Quando há o transporte de calor através de um sistema entreduas regiões com temperatu-

ras fixas, em um dado momento, o fluxo de calor vai se tornar constante, esse estado de fluxo

de calor constante é chamado estado estacionário. Uma caracterı́stica do estado estacionário

do sistema é que a distribuição de velocidades iniciais das partı́culas do gás não exerce in-

fluência no comportamento do sistema nesse estado. Em [32] foi mostrado que sistemas com

interações dissipativas, como as usadas em nossos modelos, podem apresentar modificações

nas caracterı́sticas do estado estacionário do sistema. Uma dessas mudanças e a modificação na

distribuição de Maxwell-Boltzmann associada ao estado estacionário do sistema. Nosso foco

foi o transporte de calor através do sistema em estado estacionário.

Para sistemas onde há transporte de calor, o estado estacionário é em geral atingido para

tempos longos. Inicialmente o sistema passa por um regime transiente, onde a condição ini-

cial influencia o comportamento do sistema, e depois disso assumem taxas de transporte de

calor independentes do estado inicial. As figuras 3.1 e 3.2 apresentam os gráficos da energia

injetada e absorvida por cada parede ao longo do tempo. Para os dois modelos os estados esta-

cionários são atingidos nos primeiros momentos da simulação. Nas figuras 3.1 e 3.2 podemos

notar que nos instantes iniciais a taxa de injeção e absorc¸ão apresentam um comportamento não

linear, caracterizando o estado transiente, mas em seguidaa energia injetada e absorvida cresce

linearmente com o tempo, indicando uma taxa de injeção e absorção constantes. O regime es-
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Figura 3.1: Energia injetada e absorvida pelas paredes do sistema. Para o modelo sem
conservação do momentum, apresentando temperatura 6 na parede esquerda e 10 na parede
direita. O gráfico apresenta temperatura inicial 1.
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Figura 3.2: Energia injetada e absorvida pelas paredes do sistema. Para o modelo sem
conservação do momentum, apresentando temperatura 6 na parede esquerda e 10 na parede
direita. O gráfico apresenta temperatura inicial 6.

tacionário é caracterizado por essas taxas de injeção eabsorção de energia constantes, nesse

regime o sistema não sofre influência do seu estado inicial. Podemos observar nas figuras 3.1 e

3.2 que para ambos os gráficos temos retas ajustadas apresentando mesmo coeficiente angular

para ambos os modelos, indicando uma taxa de transporte de calor constante e independente do

estado inicial do sistema. Os resultados apresentados a partir daqui são obtidos para o sistema

no estado estacionário.
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A Figura 3.3 apresenta a taxa de transporte de energia lı́quida para os modelos com dissipação

do momentum e sem dissipação do momentum. A taxa de transporte de energia lı́quida de um

banho térmico ao outro é dada pela equação:Et = (Ein j .esq.−Eabs.esq.)− (Ein j .dir.−Eabs.dir.)−
Edis.. Isto é, a energia transmitidaEt é dada pela diferença entre a energia injetadaEin j .esq. e

absorvidaEabs.esq. da parede com maior temperatura menos a diferença entre a energia injetada

Ein j .dir. e absorvidaEabs.dir. da parede com menor temperatura menos a energia dissipadaEdis.

pelos choques inelásticos. A Figura 3.3 apresenta a relação deEt e ∆T para os dois modelos

utilizados.
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Figura 3.3: Transporte de calor lı́quido. Modelo com dissipação dependente da velocidade
absoluta com + vermelho, modelo com dissipação dependente da velocidade relativa com x
verde.

Na figura 3.3 podemos observar queEt é nulo para valores de∆T muito pequenos e po-

sitivos. Esse resultados é consequência da condição detransporte de calor apresentada na

eq. (2.15). Nessas circunstâncias, devido à pequena diferença de temperatura entre os banhos

térmicos, a energia é dissipada com os choques inelásticos e portanto não ocorre transporte.

O transporte de calor através de um meio contı́nuo é descrito pela lei de Fourier:~J=−κ~∇T.

Para um sistema unidimensional o termo~∇T torna-se apenas uma derivada com relação a

posição. Esse termo é um importante parâmetro a ser observado quando há o fluxo de calor.

Fisicamente, o gradiente de temperatura pode ser obtido do nosso modelo através do cálculo da

temperatura local,S2 = 〈v2〉
2 . Para obter esse valor dividimos o sistema em partições e calcula-

mos a média das velocidades quadráticas para 1000 sistemas divididos em 20 partições, cada
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sistema possui 1000 grãos. A Figura 3.4 apresenta o gradiente de temperatura para o sistema

com dissipação dependente da velocidade absoluta enquanto a Figura 3.5 apresenta o gradiente

de temperatura para o sistema com dissipação dependente da velocidade relativa.
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Figura 3.4: Gradiente de temperatura, modelo de grãos imersos em um fluido. Os pontos
marcados com cı́rculos (pretos) são para∆T = 3, quadrados (cianos) para∆T = 6, quadrados
vazados (rosas) para∆T = 9, asterı́scos (azuis) para∆T = 12, X (verdes) para∆T = 15, cruzes
(vermelhas) para∆T = 18.

O gradiente de temperatura apresenta comportamento de acordo com a lei de Fourier linear

na região central do sistema para ambos os modelos e váriosvalores da diferença de tempera-

tura∆T. A parede esquerda foi mantida a temperatura 3 constante e a parede direita teve sua

temperatura variada de 6 a 21. Nas regiões próximas as extremidades, os banhos térmicos con-

tribuem com o aumento da temperatura local, e esse efeito se torna mais acentuado a medida

que aumenta a diferença de temperatura.

Em [26] e [27] são apresentados vários sistemas unidimensionais não-conservativos que

apresentam um transporte anômalo de calor. A condutividade térmicaκ nesses sistemas apre-

senta dependência com o comprimento do sistema em lei de potências. Em [27] utilizando a

fórmula de Kubo, que relaciona a correlação temporal do fluxo de calor com a condutividade

térmica, é mostrado analiticamente, que para alguns sistemas conservativos a condutividade

térmica é divergente. As Figuras 3.6 e 3.7, apresentam o comportamento do fluxo de calor em

função do comprimento do sistema. A densidade de grãos nosistema foi mantida constante,

portanto o aumento no comprimento do sistema implica no aumento da quantidade de grãos en-
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Figura 3.5: Gradiente de temperatura, modelo de grãos viscoelásticos. Os pontos marcados com
cı́rculos (pretos) são para∆T = 3, quadrados (cianos) para∆T = 6, quadrados vazados (rosas)
para∆T = 9, asterı́scos (azuis) para∆T = 12, X (verdes) para∆T = 15, cruzes (vermelhas)
para∆T = 18.

tre as extremidades do sistema. Nas variáveis adimensionais que foram usadas na simulação, os

parâmetros usados foram: As temperaturas dos banhos térmicos 3 (parede esquerda) e 6 (parede

direita) e a viscosidade usada foiγ = 1×10−4, escolhida de modo a satisfazer a relação (2.15)

para os parâmetros utilizados. Podemos observar que conforme o comprimento do sistema au-

menta as taxas de injeção e absorção de energia diminueme a energia dissipada aumenta devido

à necessidade de uma maior quantidade de choques para que a energia seja transmitida de uma

parede a outra do sistema.

Usando uma reescala onde o valor deγ é modificado de maneira que o produtoγL é mantido

constante, a qual se deve ao fato de que paraN choques a energia dissipada é proporcional aγN

e, como a densidade foi mantida constante quando variamos o comprimento do sistema, essa

reescala resulta numa dissipação de energia independente do comprimento do sistema. Esse

resultado está apresentado nas figuras 3.8 e 3.9 para ambos os modelos. Dessa forma podemos

obter taxas de transporte que não dependem do comprimento eportanto uma condutividade

térmica independente do comprimento do sistema, uma vez que para um gradiente de tem-

peratura constante a condutividade térmica é proporcional ao fluxo de calor. Isso indica que

o transporte anômalo de energia foi introduzido no sistemapela não conservação da energia.

Como não há o crescimento da transmissão de energia com o aumento do comprimento do sis-
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Figura 3.6: Depedência da condutividade térmica com o comprimento do sistema, modelo com
dissipação do momentum.
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Figura 3.7: Depedência da condutividade térmica com o comprimento do sistema, modelo com
conservação do momentum.

tema, e a condutividade térmica não apresenta divergência. Esse comportamento foi obtido para

ambos os sistemas, independente da conservação do momento [11].

Pasini e Cordero [22], usando um modelo de gás granular, entre duas paredes térmicas,
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Figura 3.8: Depedência da condutividade térmica com o comprimento do sistema com reescala,
modelo com dissipação do momentum.
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Figura 3.9: Depedência da condutividade térmica com o comprimento do sistema com reescala,
modelo com conservação do momentum.

onde os grãos apresentam choques inelásticos (usando coeficiente de restituição) semelhante

ao modelo aqui utilizado com conservação de momento, os autores obtiveram a formação de

regiões com maior densidade de grãos . Utilizando os dois modelos estudados calculamos a
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média quadrática da densidade local〈ρ2〉 para o sistema ao longo do tempo. A densidade lo-

cal foi calculada dividindo-se o sistema em partições e calculando a densidade local de cada

partição. Essa média em termos fı́sicos representa a concentração dos grãos em regiões do sis-

tema. Nossas simulações foram realizadas para sistemas com várias diferenças de temperatura

entre as paredes. Os resultados obtidos estão apresentados nas Figuras 3.10 e 3.11.
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Figura 3.10: Distribuição de densidade, modelo com dissipação do momentum. A temperatura
da parede esquerda foi mantida em 3 enquanto a temperatura daparede direita foi variada. Ver
legenda no gráfico. Inicialmente o sistema estava com temperatura 1 e densidade 1.

Para ambos os sistemas há a tendência de formação de zonas com maior densidade de grãos,

essa tendência pode ser notada pelo aumento do valor médioda densidade local que, para tem-

pos longos, atinge um valor máximo e fica oscilando em torno desse valor. Para o sistema com

dissipação dependente da velocidade absoluta dos grãosa diferença de temperatura entre as

paredes não influencia a formação de aglomerados. O sistema com dissipação dependente da

velocidade relativa dos grãos atinge valores maiores de densidade média local, e a tendência de

formação de aglomerados cresce conforme cresce a diferença de temperatura entre as paredes

do sistema. Isso indica que a conservação do momento pode ser responsável pela formação de

aglomerados, esse argumento concorda com os resultados obtidos em [22], onde a formação de

aglomerados foi observada porém usando um modelo de choques inelásticos, onde as velocida-

des finais dos grãos são calculadas através do coeficientede restituição e portanto apresentando

conservação de momento.
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Figura 3.11: Distribuição de densidade, modelo sem dissipação do momentum. A temperatura
da parede esquerda foi mantida em 3 enquanto a temperatura daparede direita foi variada. Ver
legenda no gráfico. Inicialmente o sistema estava com temperatura 1 e densidade 1.

3.2 Propagaç̃ao de pulsos ñao-lineares em uma cadeia unidi-
mensional de ańeis toroidais.

Em uma cadeia de grãos, um impacto em uma das extremidades dacadeia vai comprimir os

demais grãos e gerar uma onda de compressão. Essa onda vai transportar a energia do impacto

através da cadeia. O momento e a energia do primeiro impacto, assim como a disposição inicial

dos grãos na cadeia vai determinar as propriedades da onda que se formará. A seguir são

apresentados 3 casos de cadeias granulares com e sem precompressão, sujeitas a um impacto

em uma de suas extremidades.

No primeiro caso que estudamos, a propagação de uma onda formada pelo choque de um

grão com uma das extremidades de uma cadeia de grãos inicialmente sem compressão mas

em contato. Esse estado sem precompressão é chamado de vácuo sônico pois nesse tipo de

cadeia granular não é possı́vel a propagação de ondas sonoras [19]. Nesse caso vai surgir uma

onda solitária com uma largura de poucos grãos, que se propaga ao longo de toda a cadeia com

velocidade constante.

A Figura 3.12 mostra a evolução temporal da onda solitária. É mostrado o momento de cada

grãoK, ao longo do tempo para vários instantes diferentes. O pulso está compreendido entre



37

 0
 50

 100
 150

 200 20
 40

 60
 80

 100
 120

 140
 160

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

Momentum

K

Tempo

Momentum

Figura 3.12: Dinâmica da propagação de uma onda solitária em uma cadeia inicialmente em
estado de vácuo sônico.

poucos grãos e após a passagem do pulso os grãos voltam ao repouso na posição de equilı́brio.

Comparamos a velocidade da onda solitária prevista pela aproximação binária com os re-

sultados obtidos através de simulações numéricas paracadeias de anéis toroidais com e sem

precompressão. Para o caso sem precompressão, após um transiente nos primeiros grãos da

cadeia, o pulso se propaga com velocidade constante ao longode toda a rede. A figura 3.13

mostra a relação do grão K onde reside o pulso com o tempo. Sendo claramente linear o pulso

se propaga com velocidade constante.

Na Figura 3.14 está a comparação dos resultados numéricos com os resultados obtidos

através da aproximação binária, assim como o erro relativo dado por:ε = |(cb−cn)/cb|, onde

cb é a velocidade do pulso obtida com a aproximação bináriae cn é a velocidade do pulso

obtida numericamente. Pode-se observar que a aproximação binária apresenta uma boa con-

cordância com os resultados numéricos, com erro relativosempre inferior a 2,5%. A medida

que o parâmetrõB aumenta a aproximação binária apresenta resultados melhores. O aumento

de B̃ significa um potencial de grãos mais duros. Portanto para altos valores dẽB o pulso se

torna mais estreito, fazendo com que a aproximação binária apresente melhores resultados com

valores altos do parâmetrõB. Em [15] foi desenvolvida a aproximação binária para potenciais

do tipoV = a
nδ n e foi mostrado que o erro relativo diminui para valores maiores den. Os valores

máximos do erro relativo encontrados foram de 2%.



38

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180  200

K

Tempo

Figura 3.13: Posição do pulso ao longo do tempo em uma cadeia inicialmente em estado de
vácuo sônico.
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Figura 3.14: Velocidade do pulso em cadeia sem precompress˜ao para diferentes valores do
parâmetroB̃. Os pontos indicados por + (vermelhos) são as velocidades obtidas através
da simulação e os pontos indicados por x (verdes) são as velocidades calculadas através da
aproximação binária.

Para o caso com precompressão, a dinâmica do sistema se mostra mais complexa. Após

o impacto, o pulso primário, desloca-se ao longo da cadeia,e deixa os grãos oscilando após
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sua passagem. Na Figura 3.15, está mostrada a dinâmica da propagação dessa onda. O pulso

primário se propaga com velocidade constante e a medida quea cauda de grãos oscilantes

cresce, menor fica as velocidades dos grãos oscilando. O pulso primário compreende uma quan-

tidade maior de grãos que a onda solitária observada em umacadeia sem precompressão.Como

a aproximação binária supõe um pulso estreito esperamos que essa modificação resulte em um

erro maior nos resultados obtidos com essa aproximação.
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Figura 3.15: Dinâmica da propagação de uma onda em uma cadeia inicialmente sob precom-
pressão.

No caso da cadeia com precompressão constante, embora a dinâmica do sistema seja di-

ferente, o pulso também vai se propagar com velocidade constante e a aproximação binária

também será válida, como mostrado na Figura 3.16. Nesta figura estão apresentados os resulta-

dos de simulações numéricas comparados com os resultados da aproximação binária para vários

valores diferentes da precompressão inicialδ .

Para valores maiores de precompressão o pulso se propaga mais rápido e largura do pulso

cresce. Essa tendência de alargamento do pulso para maiores valores de compressão significa

um maior erro relativo. A comparação foi feita para 3 valores deB̃: B̃= 10−5, B̃= 4 eB̃= 20.

Esses valores representam 3 regimes diferentes do sistema,quando o termo do pontecial com

potência 5/2 domina (̃B = 10−5), quando o termo com potencia 7 domina (B̃ = 20) e quando

os dois termos apresentam contribuições de mesma ordem degrandeza (̃B= 4). Podemos ver

que o erro relativo para o intervalo de precompressão estudado é sempre inferior a 8%, mos-

trando que a aproximação binária também é uma boa ferramenta para o caso de cadeia sujeita a
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Figura 3.16: Velocidade do pulso para diferentes valores deprecompressão inicial. Os pontos
representados por + vermelhos e cı́rculos pretos são as velocidades do pulso para um sistema
onde o parâmetrõB = 1× 10−5,sendo o + vermelho o resultado da simulação e os cı́rculos
pretos o resultado da aproximação binária. Os pontos representados por * azuis e quadrados
vazados rosas são as velocidades do pulso para um sistema onde o parâmetrõB = 4, sendo *
azul o resultado da simulação e quadrado vazado rosa o resultado da aproximação binária. Os
pontos representados por triângulos com pontas para cima cinzas e triângulos com pontas para
baixo verdes são as velocidades do pulso para um sistema onde o parâmetroB̃ = 20, sendo
triângulos com pontas para cima cinzas o resultado da simulação e triângulos com pontas para
baixo verdes o resultado da aproximação binária.

precompressão. Os valores deδ utilizados correspondem a até 13% do diâmetro dos anéis to-

roidais, sendo assim o intervalo utilizado deve compreender grande parte dos casos que podem

ser estudados experimentalmente.

Para uma cadeia granular vertical sob ação da gravidade teremos que a compressão inicial

de cada grão vai depender de sua altura na coluna, de modo queos grãos mais próximos à

base da coluna estão sujeitos a uma precompressão maior. Desse modo, como foi visto para

grãos precomprimidos que quando maior a precompressão, maior a velocidade de propagação

do pulso.É esperado que o pulso não se propague com velocidade constante ao longo da coluna

de grãos. Esse fato foi obtido nas simulações numéricas. O formato da onda se assemelha ao

caso da cadeia com precompressão uniforme em alguns aspectos. Há a formação de um pulso

primário e após a passagem desse pulso há a oscilação dos grãos. Porém diferente do caso

de precompressão constante ao longo da cadeia, depois de umcerto tempo os grãos atingem
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novamente a posição de equilı́brio e a onda se propaga com omesmo formato através da cadeia.

Os perfis da dinâmica da propagação da onda em coluna granular sob ação gravitacional estão

apresentados na Figura 3.17.
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Figura 3.17: Dinâmica da propagação de uma onda em uma cadeia granular sob ação da gravi-
dade.

A aplicação da aproximação binária para o caso de uma cadeia vertical sob ação da gra-

vidade se dá de modo muito semelhante ao caso da cadeia sujeita a precompressão constante.

O procedimento é modificado apenas pelo fato que a força de precompressão da altura em que

se encontra o pulso. A Figura 3.18 apresenta a comparação dos resultados obtidos através da

integração numérica das equações de movimento e os resultados obtidos através da aproximação

de choques binários.

Consideramos os três seguintes casosB̃ = 1×10−5, B̃ = 4 e B̃ = 20. A modificação do

valor deB̃ fisicamente implica mudanças na velocidade inicial do primeiro grão nas variáveis

originais e mudanças nas propriedades fı́sicas do material dos grãos. Esses três valores foram

escolhidos por representarem, cada um, diferentes regimesonde o termo com potencia 3/2

domina (B̃= 1×10−5), onde o termo com potencia 7 domina (B̃= 20) e onde os dois termos

possuem contribuições de mesma ordem (B̃ = 4). Para o caso de valores deB̃ maiores temos

uma velocidade inicial do primeiro grão maior nas variáveis iniciais e portanto é esperado que

o pulso se propague com uma velocidade maior, que foi um resultado que de fato encontramos.

É possı́vel observar que a velocidade de propagação do pulso depende da altura em que
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Figura 3.18: Velocidade do pulso em cadeia vertical sob efeito da gravidade. Os pontos re-
presentados por + vermelhos e quadrados vazados rosas são as velocidades do pulso para um
sistema onde o parâmetrõB = 1× 10−5,sendo o + vermelho o resultado da simulação e os
quadrados vazados rosas o resultado da aproximação binária. Os pontos representados por
triângulos com pontas para cima cinzas e cı́rculos pretos são as velocidades do pulso para um
sistema onde o parâmetrõB= 4, sendo triângulos com pontas para cima cinzas o resultadoda
simulação e cı́rculos pretos o resultado da aproximação binária. Os pontos representados por
* azul e triângulos com pontas para baixo verdes são as velocidades do pulso para um sistema
onde o parâmetrõB= 20, sendo * azul o resultado da simulação e triângulos compontas para
baixo verdes o resultado da aproximação binária.

o pulso se encontra na coluna de grãos, atingindo velocidades maiores conforme aumenta a

precompressão nos grãos. A aproximação binária captura essa caracterı́stica desse sistema e

prevê a velocidade de propagação do pulso com uma boa precisão. Os resultados para esse

sistema estãos apresentados na figura 3.18. No gráfico menor está apresentado o erro relativo

para os vários pontos em que os dois resultados foram comparados. O erro relativo sempre se

apresenta menor que 10% e na maior parte dos pontos é menor que 5%.
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4 Conclus̃oes e Perspectivas

O transporte de calor em sistemas unidimensionais é um problema ainda em aberto. Os

mecanismos que levam a violação da lei de Fourier para sistemas unidimensionais são ainda

desconhecidos, assim como as condições para a validade ouviolação dessa lei ainda não são

claros. A conservação de momento é geralmente associadaa divergência com o comprimento do

sistema da condutividade térmica em sistemas unidimensionais [26]. O nosso estudo considerou

dois sistemas de gases granulares não conservativos em energia. Um deles onde o momento

também não se conserva e o outro cujo momento é conservado. Para ambos obtemos um fluxo

de calor finito e gradiente de temperatura constante, implicando na condutividade térmica não

divergente, diferente do que foi observado em outros sistemas unidimensionais dissipativos

[26, 27, 28]. Os resultados das nossas simulações numéricas para os dois modelos estudados

mostram que esse comportamento é independente da conservação de momentum durante os

choques.

Foi investigado também que para os modelos de gases granulares estudados, há uma tendência

de formação de regiões do sistema com maior concentraç˜ao de grãos, um resultado semelhante

foi obtido por Cordeiro [22] . O modelo utilizado por Cordeiro apresenta um gás granu-

lar diluı́do, ou seja, só há a ocorrência de choques binários. Os grãos apresentam choques

inelásticos, modelados através de um coeficiente de restituição, que é a razão entre as velo-

cidades posteriores e anteriores aos choques. Nosso caso apresenta uma dissipação modelada

através de um termo viscosoγ, para o caso do potencial harmônico (V(δ ) = δ 2), podemos obter

uma expressão para o coeficiente de restituição em funç˜ao da viscosidadeγ. Para outros tipos

de potencial o coeficiente de restituição também dependeda velocidade relativa dos grãos.

O outro problema que estudamos foi a propagação dos pulsosem cadeias de anéis toroidais

que apresentam um potencial de interação de dupla lei de potências. Para três condições dife-

rentes, para o vácuo sônico há a propagação de uma onda solitária estreita que viaja por toda

a cadeia mantendo o mesmo formato. Para uma cadeia sujeita a uma precompressão constante

há a formação de uma onda primária que mantém sua forma original e a medida que viaja pela

cadeia deixa uma cauda de grãos oscilantes que diminuem a amplitude de oscilação a medida
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que o pulso viaja pela cadeia, espalhando a energia cinética que causa as oscilações com os

demais grãos da cadeia. E para o caso da cadeia precomprimida por uma força gravitacional,

temos a formação de um pulso primário e uma pequena cauda que se propaga junto com o pulso

primário ao longo da cadeia mantendo o mesmo formato.

A velocidade de propagação de pulsos em cadeias granulares pode ser calculada com uma

boa precisão utilizando a aproximação binária. Duas modificações da aproximação binária ori-

ginal [15] foram aplicadas. Primeiro a aproximação binária foi utilizada para um potencial de

dupla lei de potências, válido para cadeias granulares onde anéis toroidais agem como molas

não lineares, até então a aproximação binária só tinha sido aplicada para o potencial de Hertz.

O potencial de dupla lei de potências (anéis toroidais) foi escolhido por haver dados experi-

mentais [13] disponı́veis. Dessa forma foi possı́vel mostrar que a aproximação funciona para

outros tipos de potenciais além do potencial de Hertz. Além disso e talvez mais importante foi

a aplicação da aproximação binária para o caso de cadeias sujeitas a precompressão. A pre-

compressão faz com que a energia seja transportada através de compressões de mais de dois

grãos ao mesmo tempo, mas ainda assim a aproximação binária mostra bons resultados, con-

tudo apresentando erros relativos maiores quando a precompressão cresce. Para o caso de uma

precompressão uniforme o erro cresce quando a precompressão é maior e para o caso onde a

cadeia está sujeita a ação da gravidade, o erro cresce a medida que o pulso se propaga para a

extremidade da cadeia que apresenta maior compressão.

Os próximos avanços para o desenvolvimento dos estudos depropagação de pulsos em

meios granulares apontam para uma modificação na aproximação binária para sistemas gra-

nulares não conservativos, onde ocorre dissipação de energia devido a choques inelásticos. A

aplicação da aproximação binária nesse tipo de sistema se torna um desafio por não apresentar

a conservação de energia que na aproximação binária éuma condição muito importante e a

energia dissipada depende da velocidade das partı́culas durante os choques, tornando difı́cil a

obtenção de um comportamento da energia do sistema a medida que os choques ocorrem.

Além das aplicações da aproximação binária em sistemas unidimensionais, a propagação

de ondas em meios granulares bi e tridimensionais também éum campo bastante inexplorado.

Em [19] são citados vários resultados experimentais e simulações numéricas que mostram que

a dinâmica de ondas em meios granulares bi e tridimensionais é profundamente afetada pela

distribuição espacial dos grãos e a estrutura como as forças são distribuidas [33, 34].

Essas foram nossas contribuições para as atuais discuss˜oes sobre o transporte de calor em

sistemas unidimensionais dissipativos e propagação de pulsos em cadeias granulares unidimen-

sinais. O estudo desses poblemas em sistemas granulares temdespertado o interesse da comu-
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nidade cientı́fica nos últimos anos, apresentando ainda muitas lacunas principalmente no que

diz respeito ao tratamento analı́tico desses problemas.
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