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Resumo

Estudamos dois problemas envolvendo meios granularegnspiorte de calor em ga-
ses granulares viscosos e a propagacao de pulsos nesc@niccadeias granulares de anéis
tordidais. Para estudar o transporte de calor em gaseslgres, consideramos dois mecanis-
mos de dissipacao viscosa durante as colisoes entos.giéo primeiro mecanismo, a forca
dissipativa & proporcional a velocidade do grao e dissipo apenas energia mas também
momentum. No outro, a forca dissipativa & proporcionakbaidade relativa dos graos e
portanto conserva momento mesmo quando dissipa energ@.nés permite explorar o pa-
pel da conservacao do momento nas propriedades de tremsigocalor desse sistema nao-
linear unidimensional. Encontramos uma condutividadeitéa nao divergente com ou sem
conservacao de momento. Para o sistema onde nao havag&Eedo momento obtemos que
o fluxo de calor decresce mais rapidamente do que a perda dgaeper dissipacao devido
aos choques inelasticos, diferente do que ocorre no sastemMm momento conservado, indi-
cando que a conservacao de momento apresenta um papehteleTambém implementamos
uma aproximacao de colisdes binarias para estudarpagagao de pulsos em uma cadeia de
unidimensional de anéis toroidais (O-rings). Em particuthegamos a resultados analiticos a
partir dos quais a velocidade do pulso & obtida por quadraimples. A velocidade do pulso
assim calculada & comparada com a velocidade obtida pgragao numeérica das equacdes
de movimento. Estudamos cadeias com e sem precompressiiag precomprimidas por
uma forga constante nas duas extremidades, (precorapressStante) e cadeias precomprimi-
das pela gravidade (precompressao variavel). A af@diwaa aproximacao de colisdes binarias
para cadeias precomprimidas nos da uma importante gezaeéd de uma teoria que até entao
s6 havia sido desenvolvida para cadeias sem precompress&eja, para cadeias em vacuo
sonico. As velocidades calculadas usando a aproximdeamlisdes binarias apresentaram
uma boa concordancia com os resultados obtidos a partgigatacdes numéricas, com erros
relativos inferiores a 8%.

Palavras chaves: sistemas unidimensionais, meios grasut@andutividade térmica, propagacao
de pulsos, aproximacao de colisdes binarias.



Abstract

We study two problems involving granular media, the heatgpart in viscous granular
gases and the mechanical pulse propagation in a granul@sabfaoroidal ring. To study the
heat transport in granular gases, we consider two mechare$miscous dissipation during
collisions between grains. In the first mechanism, the piasie force is proportional to the
speed of the grain and dissipates not only energy but alsoemtum. On the other hand, the
dissipative force is proportional to the relative veloaitygrains and therefore conserves mo-
mentum when it dissipates energy. This allows us to explogerdle of the conservation of
momentum in the heat transport properties of one-dimeasioonlinear systems. We found
a thermal conductivity not divergent with or without conssron of momentum. For the sys-
tem where there is conservation of momentum we obtain thieflueadecreases faster than the
energy loss by inelastic dissipation due to shocks, unlikatvhappens with the momentum
conserving system, indicating that the conservation of emom has a role relevant. We also
implemented an approximation of binary collisions to sttitly propagation of pulses in a one-
dimensional chain of O-rings. In particular, we get the gl results from which the pulse
velocity is obtained by simple quadrature. The pulse véjdbius calculated is compared with
the velocity obtained by numerical integration of the eguret of motion. We study chains with
and without precompression, chains precompressed by @acwrigrce at both ends (constant
precompression), chains precompressed by gravity (Mar@kcompression). The application
of binary collisions approximation for precompressed ohajives us an important generaliza-
tion of a theory, which until then had been developed for mhavithout precompression, in
other words sonic vacuum state. The velocities calculasguiguthe approximation of binary
collisions showed a good agreement with the results olddnoen numerical simulations, with
relative errors lesser than 8%.

Key-words: unidimensional systems, granular media, hedactivity, pulse propagation,
binary collisions aproximation.



Sumario

1 Introducao p.7
2 Fundamentago Tedrica p.12
2.1 Transporte de calor em gases granulares unidimensiosaosos. . . . . . . p.12
2.1.1 Modelo de gas granular utilizado. . . . .............. p.14
2.1.2 Modelo do banho térmico utilizado na simulac¢ao...... . . . ... p.20

2.2 Propagacao de pulsos nao-lineares em uma cadei@eniional de anéis

toroidais. . . . . .. p.22
2.2.1 Modelo de simulagao para cadeia granular unidimmeakde anéis
toroidais. . . . ... p.23
2.2.2 Meétodo preditor-corretor de Gears para solucZndeacoes diferen-
CIAIS. . . o e p. 24
2.2.3 Aproximacao binaria com e sem precompressaoyaeacadeia de
anéistoroidais. . . . . . ... p. 25
3 Resultados p.28
3.1 Transporte de calor em gases granulares unidimensiosaosos. . . . . . . p.28
3.2 Propagacgao de pulsos nao-lineares em uma cadei@ensional de anéis
toroidais. . . . . .. e p.36
4 Concluges e Perspectivas p. 43

Referéncias Bibliograficas p. 46



1 Introducao

Os meios granulares sao de fundamental importancia nextorindustrial e geofisico. Sao
varias as aplicacdes industriais de materiais graesiaas areas de producao de alimentos, me-
dicamentos, agroindustria, construcao, entre muitase aplicacdes [1]. Quanto a processos
geolbgicos 0s meios granulares sao importantes no quesiieito a deslizamentos de terra,
erosao e em maior escala no deslocamento de placas tas8j 3, 4]. Em pesquisas reali-
zadas, estima-se que cerca de 40% da capacidade de algunessds instalacdes industriais
é deperdicada devido a problemas relacionados com queesde graos [5, 6]. Em geral o
transporte de materiais granulares em indUstrias &egfliutilizando esteiras, esteiras com pas
ou transporte de graos através de leito fluidizado, peacagavés do qual € utilizado um fluxo
de ar para tornar fluido o material a ser transportado e dessa facilitar o seu transporte [1].

Diante da grande importancia tecnologica dos meios ¢pegsio interesse por modelos que
descrevam o comportamento dos graos possui uma longaidisbm uma extensa literatura
de engenharia dedicada ao assunto. Podemos citar cogiesuile alguns nomes notaveis na
area como: Coulomb (1773) em seus estudos e pesquisasspmepdeias de atrito estatico
[7], Faraday (1831) descobriu a instabilidade convectmageaos sob efeito de vibracao [8] e,
Reynolds (1885) introduziu a ideia de dilatancia, onde ugorgranular deve expandir ao estar
sujeito a qualquer cisalhamento [9]. Nas tltimas duaadi@&shouve a retomada de interesse por
estudos nessa area por varios fisicos e alguns toppes#icos destes estudos serao discutidos
ao longo do presente trabalho.

Uma das caracteristicas dos meios granulares que despedariosidade, € o fato de que
meios granulares podem apresentar propriedades de flgdsss ou solidos. Uma pilha de
areia com inclinagcao menor que o angulo de repouso, ami@saracteristicas de um solido, o
material permanece em repouso mesmo sujeito a tensdesasumerficie. Se a pilha de graos
for inclinada com angulo maior que o angulo de repouso asgsuperficiais vao fluir. Esse
fluxo é diferente do fluxo de um fluido comum no sentido de qemap as camadas superficiais
vao escoar, enquanto o centro da pilha vai permanecer emage3].



Ha varios modelos tebricos que tentam descrever fluxaseles granulares. Estes mo-
delos sao tratados pela hidrodinamica granular. Nesteelos em geral o meio granular &
tratado como um meio continuo, que resulta em equac@E®ciais semelhantes a equacao
de Navier-Stokes [3]. Podemos destacar duas caraatadsthportantes dos sistemas granu-
lares, a primeira € que a temperatura tem pouca influeélmsaneios granulares; e a segunda
caracteristica &€ que o sistema pode apresentar iateidigSipativa devido ao atrito entre os
graos bem como choques inelasticos entre eles [3]. Contrd meios granulares sujeitos a
vibracao ocorre uma fluidizacao do meio. Os graos adquvelocidades e 0 meio se comporta
como uma espécie de gas, ou seja, apresentam comportartipitos de gases. Nesse estado
é possivel definir uma espécie de “temperatura granbis&ada nas velocidades dos graos sob
agitacao em analogia a temperatura de gases reais [3, £drtm devido a natureza inelastica
das colisdes surgem resultados bastante diferentesndadier@mica e hidrodinamica classicas
[3]. Recentemente D’Anna mostrou que um meio granular #aidib através de vibracao, se
comporta como um banho “téermico” que satisfaz uma realgflutuacao-dissipacao, e deter-
minou experimentalmente a viscosidade granular e tempargtanular de um sistema granular
fluidizado através das vibracdes da base sobre a quakmsi®stava colocado [10].

Um dos efeitos observados em meios granulares devido azfg#lb € o chamado efeito
castanha do Para: Os graos de tamanhos maiores sobe pgrarficee do meio fluidizado
devido agitacao, esse efeito ocorre independente dadaelesdo grao maior [3]. Outro in-
teressante fendmeno, porém de natureza estaticagapaando um recipiente cheio de graos
apresenta uma pressao no centro do fundo do recipientpandente da altura da coluna de
graos, esse fenomeno ocorre a partir de uma determinada @évido a redistribuicao da forca
peso para as paredes do recipiente [3]. Esses fenomenwsroatevido a redistribuicao de
forcas causadas pelas interacdes de contato que ocentesnos graos.

A geometria dos graos, forma de contato entre eles e aaligffio espacial determina o po-
tencial de interacao entre dois ou mais graos. Na modelatgssas interacdes sao geralmente
introduzidos apenas termos nao-lineares da compregs@@odemos definir como a distancia
em gue 0s centros geomeétricos dos graos se aproximamiradagppsicao em que estao ape-
nas se tocando, como mostrado na figura 1.1 [12]. Além dosogedo potencial serem nao-
lineares, a interacao s6 ocorre durante o contato dussgessa discretizacdao do meio € outra
fonte de nao-linearidade do problema. Como geralmenteéempial de interacao nao apresenta
termo linear muitos autores se referem a essas interap@assivamente nao-lineares como
uma interagao fortemente nao-linear. Devido a naalidede desses problemas o tratamento
analitico se torna bastante complicado, sendo predoneimamte baseado em aproximacoes
suportadas por resultados experimentais e simulac@egutacionais.



Figura 1.1: Dois graos esféricos se comprimindo em lird@dislas, a distancia entre o centro
de cada grao & — 9, em linhas tracejadas estao apresentadas as posigie®®Qraos estao
apenas em contato com distankciantre os centro) & a compressao entre eles.

A dificuldade do tratamento analitico dos sistemas graesilse deve em parte a nao line-
aridade das equac¢0es de movimento introduzidas pelog@atele interacao. Como exemplo
podemos destacar que para graos esféricos a interegée através do potencial de HeNz=£
AS5°/?), onded & a compress&o entre os graos &uma constante que depende das proprieda-

V2R Es
3 1-v?’
ondeR & o raio dos graosks € o médulo de Young (que determina a rigidez do material e &

des do material do qual os graos sao compostos e apresagaiate formalA =

obtido pela razao entre a tensao a qual o material estétglove a deformacao sofridaygé a
razao de Poisson (que & dada pela razao entre a defmordagstlido na direcao transversal ao
sentido de aplicacao da forca e a deformacao naabrdg™sentido de aplicacao da forca). Esse
potencial pode ser obtido levando-se em consideracamentk;ao elastica dos graos [12]. Re-
centemente o potencidl = Ad%/2+ BJ” foi estudado [13, 14]. Esse potencial foi determinado
a partir de observacdes experimentais, para o caso emm@igetaroidais (O-rings) sao usados
como molas nao lineares [13]. Esse tipo de potencial cont@ termo dominanted/?) para
pequenas compressdes e o outro terdfd ominando no regime de altas compressoes.

Um dos problemas por nos tratados (durante o nosso progtamastrado) foi o desenvol-
vimento de uma aproximacao binaria para uma cadeiampitsional de anéis toroidais [14]. A
utilizacao da aproximacgao binaria para o estudo dpgmyacao de ondas em cadeias granulares
foi introduzida por Rosas et al. em [15], e desde entao, assaimacao vem sendo utili-
zada para descrever ondas solitarias de pequena ampligjaiedo em varios tipos de cadeias
granulares unidimensionais [14, 15, 16, 17, 18].
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A importancia do estudo de cadeias granulares unidimeasicadvém do fato de que
em sistemas granulares tridimensionais as tensdes enggeos (sejam devido ao peso dos
proprios graos ou algum outro agente externo provocanodpressao) se concentram em ca-
deias de graos unidimensionais chamadas “dedos de fqi@s Essas estruturas assumem
um papel importante na configuracao do sistema sustem@sdraos de camadas superiores
e redistribuindo as forcas de compressao para outraSe®go sistema. Esse mecanismo de
redistribuicdo de forcas da origem ao fendmeno em gqugartir de uma determinada altura
de uma coluna de graos em repouso em um recipiente, a presssaima regiao no fundo do
recipiente nao depende da altura da coluna de graos aeissa tegiao.Nesse caso a forga peso
dos graos da parte superior da coluna é redistribuidagsaparedes do recipiente [3].

Devido a essa distribuicao de tensdes em cadeias umdiorais, a propagacao de pul-
sos em cadeias granulares se torna um problema muito impopara entender a dinamica
de sistemas granulares tridimensionais. Um impacto em @s&xtremidades de uma cadeia
granular unidimensional vai dar origem a uma onda mecajueavai se propagar através da
cadeia por compressao dos graos, essa onda vai ser paofante modificada pelas condi¢cdes
da cadeia e pelo modo como ela foi produzida [20]. Nosso i@bjétestudar a propagacao
dessas ondas através de uma abordagem analitica. Pgpadssnos destacar duas abordagens
opostas para tratar o fendmeno da propagacao de pulscadsias granulares. Uma delas € a
aproximacao continua onde a cadeia granular é tratada am meio continuo [19] e através de
tratamento analitico & possivel descrever um solitajardo ao longo da cadeia. A outra abor-
dagem se trata da aproximacao de choques binéarios, ermmsidera que o pulso se propaga
através de choques entre dois graos de cada vez [15]. Nabatho usaremos a aproximacao
binaria, com essa aproximacao pode-se estimar a veldeide propagacao do pulso na cadeia e
portanto o tempo de residéncia do pulso em cada grao. @dintento da propagacao de ondas
em meios granulares & a chave para o desenvolvimento de n@aanismos para absorcao de
choques, formas de deteccao de objetos enterrados e oisraoaque da origem a fluidizagao
de sistemas granulares sujeitos a vibrac¢des [21].

Ja mencionamos que 0S meios granulares ora se apresemamomnportamento seme-
Ihante a gases, ora se apresentam com comportamento set@ellsdlidos. Quando sujeitos
a agitacao mecanica os meios granulares apresentamrtoygcau de fluidizacao, seja na su-
perficie ou em todo o meio, gerando um estado fluido diluiteintado gas granular diluido
[22, 23, 24]. Devido a essa curiosa propriedade de fluidzaps materiais granulares, surgi-
ram varios estudos sobre gases granulares. Em [24] falmbatravés de simula¢cdes numeéricas
que um sistema de gas granular viscoso (ndo apresentangeregacao de energia e momento
linear) com condi¢cao periodica de contorno (os grat&soesonfinados em um circulo) apre-
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senta uma distribuicdo de velocidades simétrica, aptaado dois picos bem definidos com
baixa probabilidade de graos com velocidade nula. Tambémostrado que em um modelo
semelhante, onde nao é considerada a distribuicaeiaspas graos, a distribuicao de veloci-
dades também apresenta os dois picos, mas com algumanddsmualitativas da distribuicao
obtida levando em conta a distribuicao espacial dossgiato indica que a nao conservacao de
energia e momento linear em um sistema unidimensional desgmanulares implica em bai-
xas probabilidades de graos com baixa velocidade, dieedendistribuicao de probabilidade de
Maxwell-Boltzmann que & obtida para um gas classicogar@b ha dissipacao de energia, nem
interagao entre as particulas. Através de simukagignéricas foi visto que em um modelo
de um gas granular unidimensional apresentando chogelésiicos com conservacao de mo-
mento entre dois banhos térmicos, ha uma tendéncia af@wonde aglomerados que crescem
com o tempo e se movimentam ao longo do sistema de formaakeaémelhante ao problema
do andarilho aleatorio, até se chocar com uma das pareaesas que limitam o sistema [25].
Também & observado o transporte de calor andmalo enmgsisteemelhantes, onde o fluxo
de calor ndo obedece a lei de Fourier, apresentando umatooddde térmica que depende
do comprimento do sistema [11]. Esse fluxo de calor anonealdese a nao conservacao de
energia e € observado independente da conservacao demntwiinear, porem a condutividade
térmica nao diverge como foi observado em outros sistemigsmensionais que apresentam a
condutividade térmica dependente do comprimento [1122628].
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2 Fundamenta@o Tebdrica

Nesta pesquisa estudamos dois tipos de fendmenos dedrénem meios granulares uni-
dimensionais, primeiramente estudamos o transporte deeralum gas granular unidimensio-
nal diluido. Esse estudo foi motivado pela observaca@dérhenos andmalos no transporte de
calor em sistemas unidimensionais nao conservativossa\asncipal preocupacao foi investi-
gar o papel da conservagao do momentum no transporteaeecalsistemas unidimensionais.
Para tanto comparamos os resultados que obtivemos utibzanodelos de gases granulares
unidimensionais dissipativos (nao conservam energiaj@as situacdes: com conservacao de
momentum e sem a conservacao de momentum. Na proxiraa §&¢) os modelos usados na
simulacao sao discutidos em detalhes. Na secao 8.diséutidos os resultados obtidos.

O segundo fendmenos tratado foi a propagacao de pulseadsms granulares unidimen-
sionais onde utilizamos o potencial de dupla lei de potendesse potencial foi obtido empi-
ricamente por Nesterenko [13], em cadeias granulares or@de toroidais sao utilizados como
molas nao lineares. Aplicamos uma generalizacao daxepagao de colisdes binarias [15],
em sistemas sujeitos a precompressao. Note-se que atetehaproximacgao so6 era aplicada a
sistemas sem compressao inicial, ou seja, no estado de sénico. Os resultados que obtive-
mos com a aproximacao de colisdes binarias foram caadparcom resultados que obtivemos
através de simulacao usando técnicas de dinamicecoialg14]. Detalhes sobre o modelo da
simulacao e sobre a aplicacao da aproximacao dedeslisinarias estao apresentados na se¢ao
2.2 e os resultados obtidos estao apresentados na s2¢ao 3

2.1 Transporte de calor em gases granulares unidimensio-
nais viscosos.

Para solidos continuos tridimensionais podemos caloullaixo de calod(F,t) através da
lei de Fourier, que estabelece que o fluxo de calor entre doi®Pp &;,x2) de temperaturas,
e T1 & proporcional ao gradiente da temperatura, entao,
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J=—«OT (2.1)

ondek €& a condutividade térmica. Em sistemas tridimensiokaisrmalmente nao apresenta
depedéncia temporal nem com o volume do sistema. Para aupaimensional & esperado
que a lei de Fourier assuma a ford,t) = —Kﬁﬁ—-;. Porém & observado em varios modelos
de sistemas unidimensionais que a condutividade térmm&ste com o tamanho do sistema
K ~ x%, ondea varia de 0,32 a 0,44 [26]. Em [27] & mostrado analiticamepie para redes
classicas unidimensionais com potenciais de intergg&odependem apenas das coordenadas
das posicdes dos corpos vizinhos, e sistemas com pragasaoula no limite termodinamico,
implica em uma condutividade térmigadivergente. Para fluidos unidimensionais com ruido
térmico, e com conservagcao do momentum o fluxo de cal@rdgpdo comprimento do sistema

L na formaj = (8T)/L%3, como mostrado em [28].

Um modelo de choques inelasticos entre graos pode seufadm através da utilizacao de
um coeficiente de restituicao como introduzido em [25]4.[Porém, nas nossas simulacoes,
a dissipacgao foi introduzida através de um termo vise@sequacdes de movimento durante
a colisao de dois graos. Utilizamos dois modelos. O prisnende a forga viscosa depende
da velocidade relativa entre os graos. Nesse tipo deacofi€hergia € dissipada porém o mo-
mentum & conservado. No segundo modelo a for¢a viscosndepla velocidade dos graos
em relacdo ao meio onde estao inseridos, dessa formadafissipacao do momentum e da
energia. Assim pudemos obter um modelo onde nao é apaelseatconservacao do momen-
tum. Os modelos onde a dissipacao de energia se dasttavéso do coeficiente de restituicao
conservam momentum. De fato, para o modelo que utilizam@s @conservado o momentum,
podemos obter o coeficiente de restituicdo como fungddstosidade. Isso & possivel para o
caso especifico do potencial harmbnico como sera dikcptisteriormente. Para outros tipos
de potenciais como o potencial de Hertz e o potencial de deptie poténcias, o coeficiente
de restituicao depende da velocidade relativa dos grBlesso modelo assume também gas
granular diluido, dessa forma todas as colisdes ocoresforcha binaria, nao havendo portanto
a interacao simultanea de 3 ou mais graos.

Semecsiomenell

Figura 2.1: Sistema de gas granular unidimensional eoisetinhos térmicos.
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Nosso modelo considera uma configuracao onde o gas graestia confinado em uma
caixa unidimensional e suas extremidades estao em cartatdanhos térmicos a diferentes
temperaturas como mostrado na figura 2.1. A diferenca degstura entre as extremidades do
sistema vai induzir um fluxo de calor através do gas, nogsodsse € estudar o comportamento
desse transporte de calor em dois modelos de gases grardikinetos, um deles apresentando
conservagao de momentum enquanto o outro nao conserve@mntom. Apos o choque com as
paredes térmicas, os graos retornam com uma velocida@gada a partir de uma distribuicao
de probabilidade que sera apresentada mais adiante recaolia 1.2. Nas simulacdes consi-
deramos que o gas granular é diluido, sendo assim s@eocaolisdes entre pares de graos,
nao ocorrendo colisdes entre 3 ou mais graos. Nas sidsseguintes apresentamos os dois
modelos utilizados de interagcao entre graos (se¢Bd)2no gas granular e o modelo utilizado
para simular paredes térmicas (secao 2.1.2).

2.1.1 Modelo de @s granular utilizado.

Utilizamos nas simula¢cdes numéricas dois modelos desggmnulares , onde a diferenca
entre eles se da na forma em que a energia € dissipadacBidass inelasticas, o caso em que
a dissipacao é proporcional a velocidade relativa dasgtéos e; no outro modelo a dissipacao
é proporcional a velocidade absoluta dos graos. De mo ggotencial de interacao entre
dois graos durante o choque & dado por uma lei de potét&iesmpressady 11 = Yit+1 — Yk
[12]:

a
V(&k+1) = ﬁ|6|E,k+1a <0 (2.2)
V(1) = 0, 5>0

ondeyx € o deslocamento do centro de massa do graopartir do ponto de contato com
seus vizinhos sem precompressao. O teen®oum fator que depende do modulo de Young,
da razao de Poisson e do raio de curvatura principal da fscipeno ponto de contato. O
expoenten depende da geometria do grao. Por exemplo para graascesfé = 5/2, para
graos cilindricos1 = 2. Por simplicidade estudamos apenas o caso harmamie@) onde as
equacoes de movimento durante o choque entre dois giaastegraveis, para outros valores
den as equac¢des de movimento serdao nao-lineares e getals@n solucao analitica.

Nesse trabalho, consideramos o caso de graos cilindtiog®, considerando a dissipacao
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dependendo da velocidade relativa, as equacdes de muois&ED:

My = [—¥(Y1—Y2) —alyr—y2)]0(y1—y2), (2.3)
my> = [(Y1+Y2) —alyr—Y2)]0(y1—Y2)
ondem & a massa do grag,é o termo viscoso responsavel pela dissipacao duracieque

entre os graos @ & a funcao degrau de Heaviside que garante que a iateségdcorre durante
0 contato entre os graos além [2].

Para facilitar manipulacdes algébricas podemos usasntes transformacoes para variaveis

adimensionais:

o\ 1/n o\ 1/n ~ o\ 1/n
~(my 1 /my ALY
Yk = ( a ) X, T= Vo ( a ) t, y= mw ( a ) : (24)

Nesse casw € uma velocidade arbitraria, as outras velocidades pegeexpressas em funcao
devp. Com essa mudanca de variaveis, reescrevemos as egugiovimento na forma:

o= [y —%) — (X2 —X%2)]8(x1 —X2), (2.5)

Xo = [yY(X1—%2)+ (X1 —%2)]0(x1 —X2),

as equacdes de movimento escritas nesse formato facitastudo do problema por reduzir

0 nUmero de parametros do problema para apenas o paoayrgie € uma combinacao dos
parametros nas variaveis originays ifn e a). Partindo dessas equac¢des de movimento sabendo
as velocidades iniciaig e vo dos graos 1 e 2 podemos obter as novas velocidades, apos

a colisao:
1 ! 1 W
U = Z[1-e Yo+ S[1+e o, (2.6)
1 1
U = —[1+ e_ytO]V]_-l— —[1— e‘VtO]vz,
2 2
T, - . :
ondety = —=— €0 tempo de colisao entre os dois gradsnteressante notar que partindo

das equacoes (2.5) utilizando a segunda lei de Newtoropegatro de massa temog,+ X =

d , ,
d—lto = 0 e portanto o momentum do centro de massa & conservadanBetiembém obter esse
resultado através da soma das equacdes (2.6), dessa tlemmosu; + Uy = vp + Vo, portanto

dessa forma também mostramos que o0 momentum do centro da tnesnservado.

No outro modelo que utilizamos a energia dissipada depeadeldcidade absoluta dos
graos, mais uma vez usando a transformacao de variavkisio caso harmonicam & 2) as
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equacdes de movimento assumem a forma:

$10= [—yk— (X —%2)]0(x1 —X2), (2.7)
Xo = [VX2+(X1—X2>]9(X1—X2).

Uma dissipacao dependente da velocidade absoluta dos gode surgir devido a uma
interacao dos graos com 0 meio e mais uma vez as equagdssvimento podem ser resolvidas
analiticamente. As solucdes das equacdes (2.7) sao:

1
U= é[e_yto—e_VtO/Z]V1+E[e_yto"‘e_yto/z]Vz, (2.8)

1 1
Up = é[e_ytO + e_ytO/Z]V]_ + é [e_VtO _ e_VtO/Z]VZ,

ondeto = 211/(1/8— y2) € a duragdo da colisdo. Neste caso, somando as egua¢8e temos
Uy + Uz = [v1 +Vp]e Yo, e portanto nesse caso 0 momentum do centro de massa agnasent
dissipacao que depende da viscosidade

Para ambos os casos estudados assumimos que o tempo de eotr&abs graos é curto,
portantoyto < 1. Aléem disso nosso modelo considera que o gas é sufioientte diluido, apre-
sentando apenas choques binarios, ou seja, choques eistigra@bs, ndo ocorrendo interacao

entre 3 ou mais graos simultaneamente.

Devido a dissipagao de energia, a partir de um determivadodo coeficiente de dissipac¢ao
y a energia fornecida pelos banhos térmicos é totalmessgdida pelo gas granular e portanto
nao ha transporte de energia. A seguir faremos um catiasdse limite de viscosidade para que
haja o transporte de calor através do sistema. Devidesgpdizao da energia durante o choque,
a diferenca da energia cinética antes e depois do chogueodelo onde ha conservacao de

momentum é dada por:

1 1 V12 Vo2
AE = é(ulz-i— U22) — E(Vlz +V22) =— <% —ViVo + %) yto+ O[V]z. (2.9)
. . viZ vl .
Podemos evidenciar o ternthicia = > + > e com isso podemos reescrever (2.9) na
forma:
2Vo /v
AE = —Ejpjcial [ 1— 27/12 o (2.10)
1+ (v2/va)
2Vo /Vq . ,
Otermob=1-— possui valor da ordem de 1 conforme mostrado na figura 2.2.

1+ (Vo/v1)?
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1.8
1.6
1.4
1.2 .

0.8
0.6
0.4
0.2

-10 -5 0 5 10
Volvyq

. N 2o /V: -
Figura 2.2: Comportamento do paramere: 1 — 27/12 no modelo com conservacao
14 (v2/v1)

do momentum, pode-se ver claramente que o valtrekda entre os valores 0 e 2.

No modelo onde nao ha conservacado de momentum a djeedEnenergia cinética & dada

por:
1 1 1
AE = é(ulz +up?) — E(vl2 +v,2) = - (3v42 + 2v1v2 + 3v5?) yho + Oy} (2.11)
. . . . V12 V22
Como feito no caso anterior, podemos evidenciar o teERQa = > + > e reescrever

(2.11) na forma:

3 V2/V1
AE = —Ejpigi —4+— . 2.12

V2/V1

R 3
Para esse caso o paramdire _ + 5

também possui valor da ordem de 1 con-
2 1+ (Vo/Vv1)

forme mostrado na figura 2.3.

Para ambos os casbsepresenta a forma que a energia dissipada pelo choquediegas
velocidades iniciais dos graos. Para que ocorra choque esifgraos 1 e 2, considerando que
0 grao 1 esta a esquerda do grao 2 e o eixo das coordens@asiestado da esquerda para a
direita, devemos obedecer a condi¢ao:

V1 > Vo. (2.13)
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1.1
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Volvyq

V2/V1

. R 3 -
Figura 2.3: Comportamento do paraméire - + —————, no modelo sem a conservacao
2 14 (v2/v1)
do momentum, pode-se ver claramente que o valdrekta entre os valores 0 e 1,5.

Usando a condi¢ao (2.13), podemos destacar algumas@sifisicas diferentes para os possiveis

Vo
casos de=:
Vi

e Para o caso onde teme% < —1, acondicao (2.13) vai implicar em > 0 ev, < 0, com
|V2| > |v1|. Portanto os graos apresentam velocidades em sentidmarmomionde o grao
da direita se move com maior velocidade. O limite assiodgtiara ambos os modelos de
graos € o equivalente a ter>> vy, e a dissipagao para esse caso vai se aproximar do valor
da dissipacao para o caso onzée: 0, pois apresenta uma situacao fisica simétrica. Para
0 caso com conservacao de momentum a dissipacao aumsrgdida que a velocidade
relativa aumenta, ou seja, quané%se aproxima de-1. Para o caso com dissipacao de
momentum a energia dissipada slera menor a medida que aeelecelativa sera menor,
isso ocorre devido a um aumento da energia armazenada na @i@energia potencial
durante o choque, e a consequente diminuicao da veleiiaambos os graos durante

o choque.
Vo . - . - , .
° = —1, situacao onde, = —v;, 0s dois graos possuem mesmo modulo da velocidade,
1

porém em sentidos opostos. Para o caso com conservagaordentum esse ponto &
onde ha maior dissipacdo de energia, pois apresenta nedaridade relativa. Para o
caso com dissipacao de momentum a dissipacao da ersengianinima. Isso ocorre
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devido ao fato do tempo de colisao nao depender da velieiddativa, e a dissipacao
depender apenas da velocidade absoluta de cada grao eeduchioque par:é/g =-1o0s
graos apresentam maior quantidade de energia armazemémtana de energila potencial.
Para—1 < ? < 0, ainda temos a condicd > 0 ev, < 0, porém|vy| < |v1|. Os graos
se aproximém com velocidades em sentidos opostos masrdéelle caso anterior o
grao da esquerda se move com maior velocidade. Nesse casoemt@ do valor de
Vo oo e . . - Vo

" significa uma diminuicao da velocidade relativa, para soaspecifico ond\e;; =0
temos 0 grao 2 em repouso e o grao 1 se movendo em suadirBlgise caso para
0 sistema com conservacao de momentum ha a diminuigatisgipacdo da energia e
para o sistema com dissipa¢ao de momentum ha o aumentssiigagao da energia. O
valor da dissipagao pa(\% = 0 & o0 equivalente aos limites assintoticos para 0s casos co

dissipacao e sem dissipacao de momentum.

Para o caso & z—‘j < 1 a condicao (2.13) resulta no caso onge> 0 e v > 0, com
Ivi| > |v2|. Nesse caso os graos se deslocam para a direita, com oayesmderda se
deslocando mais rapidamente que o grao da direita. Nessatala temos a diminuicao
da velocidade relativa e portanto para o sistema com casEvde momentum ha a
diminuicao da dissipacao da energia. Para o sistemadissipacao de momentum ha o
aumento da dissipacao da energia até os limites do R\gniol.

No ponto? =1, temosv, = v1, 0s dois graos se movimentam com mesma velocidade
€ mesmo slentido, portanto a velocidade relativa entreassg¥nula. Para o caso com
conservacao de energia esse ponto a dissipacao seirmanpois a velocidade relativa

é nula. Para o caso com dissipacao de momentum esse poeBelataria dissipacao
maxima, pois a energia armazenada na forma de energiacptsaria minima. Esse
ponto s6 deve ser considerado como caso limite, pois quesidibis graos possuem a

mesma velocidade o choque nao ocorre.

Para o cascaz—2 > 1 temosv; < 0 evp < 0, onde|vy| < |v2|. Nesse caso 0s graos se
deslocam pa%a a esquerda, com o grao da direita se destonzaid rapidamente que

0 grao da esquerda. Nesse caso para 0 sistema com co@asedeagnomentum ha o

aumento da dissipacao pois ha o aumento da velocidaalkiveet para o sistema com
dissipagao de momentum ha a diminui¢ao da dissgpaégssintoticamente o valor da

dissipacao tende ao mesmo valor de dissipacao cakylach o pontoz—‘j = 0, pois a

. Vv e : :
medida que o valor ds@ aumenta ha a diminuicao da velocidade relativa.
1
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Em resumo, temos que para o sistema com conservacao dentoomeeparcela da energia
dissipada & maior para os casos onde a velocidade relaswgrdos & maior e decresce até zero
para o caso limite onde a velocidade relativa & zero, poissapacao depende da velocidade
relativa. Para o caso com dissipa¢ao de momentum, a aisgple energia diminui conforme
aumenta a velocidade relativa dos graos, isso ocorre pgeispo de choque nao depende das
velocidades dos graos, alem disso, para velocidades/aslanaiores, uma maior parcela da
energia € armazenada na forma de energia potencial durahtejue.

De forma geral podemos escrever para ambos 0s casosareldcé a energia antes e apos
o choque:

Efinal = Einicial (1 — byto), (2.14)

ondeb & uma quantidade adimensional com ordem proxima de lizéhdo (2.14) pardN
choques podemos estimar a energia transmitida até onengsao comdy ~ Eg(1 — yto)N.
Contudo um grao em contato com a parede quente tem umaa&neggiaE, < Tl e para
gue haja o transporte de energia até a parede fria o gr@ategar com energia maior que
Ef < 72 e portanto para que haja transporte de energia entre osadis®térmicos o sistema
deve obedecer a condicap < Eq(1— yto)N, isolandoy e substituindo as expressoesklge

/N
y<1- (E) , (2.15)
T

essa € a condicao para que haja transporte de caloegilavjas granular, caso a viscosidade

E+ podemos obter:

ultrapasse esse limite 0 gas vai agir como um sorvedouroetgia, dissipando a energia cedida
por ambas as paredes térmicas.

2.1.2 Modelo do banho &rmico utilizado na simulagao.

Para observar o transporte de calor através do gas gramml@ada uma das extremidades
do sistema foi “colocado” um banho térmico. Para um gaswdea suficientemente diluido, a
diferenca de temperatura entre os dois banhos gera o gradie temperatura necessario para
qgue haja o transporte de calor. Dois modelos de banhosc@srs@éio comumente utilizados em
simulagcdes. Em um deles, a particula que se choca conedegyeetorna com uma velocidade
aleatobria sorteada a partir de uma distribuicao de fnitidade gaussiana da forma:

—my?
P(v) = m%exp<2k%) , (2.16)
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no outro modelo, a distribuicao de probabilidade da qualacidade & sorteada tem a forma:

P(v) = Ey exp(;knsf ) : (2.17)

onde para ambas as distribuicOess a massa da particukg & a constante de Boltzmanie

€ a temperatura granular.

A distribuicao de velocidades (2.17) apresenta baixbadrdidade de velocidades proximas
de 0, diferente da distribuicao (2.16) onde as velocidawdais provaveis estao em torno de 0.
Em [29] essas duas distribuicbes foram utilizadas em Isigdes usando-se modelos de gas
ideal e com esferas rigidas. As condi¢cdes de contord®)2evam a resultados qualitativos
diferentes dos resultados classicos, levando a ressltadorretos das simulacoes.

Foi observado que em um sistema de gas ideal classico, ei@te@om um reservatorio
térmico com modelos de paredes do tipo (2.16), resulta rtemperatura de equilibrio dife-
rente da temperatura do reservatorio. Aléem disso, foentaslo também a inomogeneidade da
distribuicdo espacial de particulas, que se concentramima as paredes do sistema. Enquanto
isso 0 modelo (2.16) nao apresenta esses problemas. ®paannosso trabalho, utilizamos o
modelo de banho térmico (2.17).

Em nossas simulacdes, quando um grao se choca com umarddef, a energia do grao
antes do choque é transmitida para a parede e computadaec@ryia absorvida pela parede.
Apobs isso 0 grao recebe a nova velocidade, independenteldeidade anterior, calculada
a partir de (2.17), essa energia que o grao recebe apbsgoel®ocomputada como energia
injetada pela parede. Podemos dessa forma calcular o flugaldeatravés do sistema pela
quantidade de energia absorvida e injetada pelas paredesteima.

Para implementar na simulacao esse sorteio de velogdaitizamos um gerador de nUmeros
aleatorios. Para obter nUmeros sorteados obedecensdwibud¢ao de probabilidade (2.17) uti-
lizamos uma transformacao que, aplicada aos numeratsles gerados por uma distribuicao
uniforme, resultam em numeros aleat6rios segundo ahiligtao desejada [30].

Para obter tal transformacao, iniciamos com a distyamieniforme:
p(x)dx=dx 0<x<1 (2.18)
e satisfazendo a condicao de normalizagao:

/w o(X)dx= 1. (2.19)
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Por outro lado, para que haja a conservacao da probatslida

p(y)dy= p(x)dx (2.20)

ondep(y) é a distribuicdo que queremos depois da transformag@x) é a distribuicao inicial,

em nosso caso a distribuicdo uniforme, implica em:
p(y)dy=dx (2.21)

Integrando esta Ultima expressao, obtemos:

x) = [ py)dy (2.22)

Que é a distribuicdo cumulativa g¢y). Ondey & definido no interval@0, «].

Para o caso do banho térmico utilizado, nas variaveis eabionais introduzidas através
das tranformacoes (2.4) onde a massa dos graos reeséalada distribuicao (2.17) toma a

1 v V2 V2
X= @/0 \/exp(—ZKbT) dv = {1—exp(—2KbT)} (2.23)

resolvendo (2.23) pang temos:

forma:

v=1/—2kgTIn(1—x). (2.24)

Portanto, usando um gerador de niUmeros aleatorios cdmalpiimade uniforme podemos ge-
rar valores obedecendo a distribui¢cao (2.17) e dessaaf@mplementar o banho térmico na
simulacao.

2.2 Propaga@o de pulsos @o-lineares em uma cadeia unidi-
mensional de amis toroidais.

Em [13] foi apresentado um trabalho experimental com umaieadhidimensional de anéis
toroidais (O-rings) colocados entre cilindros de metaldeira que os anéis agem como
molas nao-lineares. Nesse arranjo o potencial de irieraqpirico obtido &€ dado por

V =mAS*? + mBd’, (2.25)
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onde

A= 1,25nDE /md"/?,
B = 50mDE /mdP,

sendod o diametro da seccao transverdalp diametro médio dos torbidek, o modulo de
Young em a massa dos cilindros metalicdSinteressante notar que para esse potencial temos
um termo que domina no regime de grandes compres&@€$ ¢ o outro termo domina no
regime de pequenas compresst&3>(2). Com esse arranjo foi estudada a propagacao de
ondas solitarias geradas por choques de curta durac@des de choque geradas por colisdes
com longa duracao. Foi observado que para impulsos long@stendéncia de formacao de
trens de ondas solitarias neste tipo de material. Esselépmpulso & gerado quando o tempo
de contato do primeiro choque &€ mais longo que o tempo déémsia do pulso em um grao,
nesse caso o choque inicial &€ dado por um objeto com massa doague a massa dos graos
na cadeia [13].

No6s consideramos a cadeia em 3 configuragdes iniciaisrir@epo caso 0s graos estao
inicialmente apenas em contato sem precompressao, esgiguracao foi proposta em [13], no
segundo caso a cadeia € comprimida por uma forca de metgnaittade e sentindo oposto em
ambas as extremidades da cadeia, o terceiro caso a cadesajedtia a forca gravitacional, fa-
zendo com que a precompressao seja variavel ao longo demc&@ra esses 3 casos estudamos
a propagacao de ondas geradas por choques de curtademagum grao de mesma massa dos
graos que compoe a cadeia. Comparamos o resultado deageslda propagacao do pulso
ao longo da cadeia com os resultados obtidos com a apro&aragaria [15]. As simulagdes
foram feitas usando um modelo de dinamica molecular, osdEjaagcdes de movimento fo-
ram resolvidas numericamente utilizando o método Preditsretor de Gears de sexta ordem
[31]. O resultado das simula¢des foram comparados commsogtados numéricos obtidos com
a aproximacao binaria.

2.2.1 Modelo de simulago para cadeia granular unidimensional de agis
toroidais.

A simulacado da propagacao do pulso em uma cadeia de apésistiu da integracao
numeérica através do método preditor-corretor de Geagedtta ordem, que sera apresentado
na sessao posterior.

A equacao de movimento para um giacom seu centro de massa na posigaeendo
comprimido pelos graok— 1 ek+ 1 em um dado tempa, utilizando o potencial (2.25) a
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equacao de movimento para o gikassume a forma:

d2uy Fe
gz = A [(Uk—l —u)¥? = (e — Uk+1>3/2} +B [(Uk—l — ) — (U — Uk+1>6] +o (2.26)

o termoky é a forca externa a qual o gr&aesta submetido. Para cadeias sem precompressao
F« = 0 para qualquek, para graos com precompressao constante —Fy =F e/ =0 para
todos os outro& para a cadeia sujeita a gravidade terhos kmgparak =1,2,3,....N—1

e Fv = —Nmg ondeg € a aceleracao da gravidade. Usando a seguinte mudangaidveis,

tornando as variaveis adimensionais:

2/5 2/5
Xk = (éz) Uy, t=vp (éz) T, (2.27)
\

Vo 0
Essa transformacao & o analogo da transformacaoa2admpotencial (2.25). Desta maneira
podemos reescrever as equacdes de movimento na formaresianal:

X = [(Xk — Xk+1)3/2 _ (Xk—l _ Xk)S/Z} + B [(Xk _ Xk+1)6 . (Xk—l _ Xk)ﬁ] 4 f (2.28)

2\ 9/5 2\ 2/5

ondeB = — Vo fk = e (Vo e Vp € a velocidade inicial do primeiro grao nas
A\ A ’ mw2 \ A

variaveis originais. Nas variaveis adimensionais acidkde inicial do primeiro grao & sempre

1. Desta forma uma variacao do paramétpmde representar tanto uma mudanca na velocidade

inicial do primeiro grao, quanto uma modificacao nas pegfades do material que compdem

0S graos nas variaveis originais.

2.2.2 Meétodo preditor-corretor de Gears para solu@o de equades dife-
renciais.

Os métodos do tipo preditor-corretor consistem na detexgdio, a partir da posicao e suas
derivadas, do valor da posicao no tempo postdriot através de uma expansao de Taylor.
Apbs a determinacao da posicao no terhpoAt (preditor), a posicao calculada é corrigida
através da diferenca do termo de terceira ordem e a fogeeleo sistema esta sujeito (corre-
tor). Através da diferenca entre o valor calculado pekajior e o valor calculado através da
forca resultante a nova posicao é corrigida atravasoeéicientes calculados para maximizar a
estabilidade do método.

No caso do preditor-corretor de Gear de sexta ordem, queufdizado nas nossas simulacoes,
o preditor determina a nova posicao através de uma edipam Taylor até sexta ordem:
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XAt = x(l)(t)At+%x(2)(t)(At)2+Elsx()(t)(At) + L@ ) an

24
FX @ (0% (2.29)
XU(t+at) — x()(t)At+%x(3)(t)(At)2+éx()(t)(At) Fa X9 @E% (230
XA (t+at) = x(3)(t)At—|—%X(“)(t)(m)z—l—éx@(t)(m)?’; (2.31)
X3 (t+at) = x(4)(t)At+%x(5)(t)(At)2; (2.32)
X4 t4+at) = xO)at; (2.33)
m
ondex(™ = ddtf:‘(

: o : F o od?(t+At
O corretor consiste em multiplicar a diferenfya= == %

determinados de forma a assegurar a estabilidade do m@blde somar aos resultados esti-

por coeficiente€,,

mados pelo preditor.

xcorr(t+At) = (t+A)+C1Aa (2.34)
Xor (t+ A1) = xD(t+At) +Cona, (2.35)
X (t+4t) = x(t+At)+Csha, (2.36)
X (t+01) = x3(t+At) +Chha, (2.37)

e r(t+At) = x¥(t+At)+Csha, (2.38)

X (t+At) = x5 (t+At)+Ceha, (2.39)

onde as constant€&}, foram determinadas por Gear em [31]. Eles dependem do aitede
tempoAt entre os passos, e os valores dos coeficiebfeio:C; = 40 ,Co =80 C3=1,
Cy =z Cs At =, Cg = ﬁ. Usando esse método para integrar as equacdes de movimen

de cada grao, podemos resolver o problema numericamente.

2.2.3 Aproximagdo binaria com e sem precompres#o para uma cadeia de
anéis toroidais.

A aproximacao binaria consiste em considerar que o mdgaropaga atravées de choques
entre pares de particulas, uma a uma. Tratando o problessa flerma, podemos estimar a
velocidade de propagacao do pulso. As equagOes de rantanpara os dois graos envolvidos
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na colisao, sao:

Xi = —(a—x2)¥?—B(xg—x)°+f (2.40)
%o = (x1—%)¥%+B(x—x)® — f (2.41)
onde consideramos que o grao 1 esta a esquerda do grd@zadorca necessaria para man-

ter uma precompressay tal queF = 332+ B3®. Para tratar analiticamente esse problema,
definimos a variavet . = x; — Xz e subtraindo as equacgdes (2.40) e (2.41), temos:

7 =-2Az %2 _2Bz 51 0F (2.42)

Essa equacao corresponde a uma equac¢ao de movimemt@dssao potencial

4252 2Bz 7

V(z gt 2z (2.43)

Utilizando a conservacao da energia, podemos equaa@arargia do sistema em qualquer
momento com a energia inicial, dessa forma podemos obtaragaq:

K(z_)+V(z_) = K(0) +V(0) (2.44)

ondeK(z_) eV (z_) sao respectivamente as energias cinética e potencaagampressao

Z_ e portanto, temos:

5/2 5 57
4007 2B ors (2.45)

1.ZZ 4z 52 Bz 7
5 7

1
— T _2Fz = Zv?
-t 5 T3 Vot

Resolvendo essa equacao pargpodemos obter:

8 48 12
y — {v02+ c (55/2 . 2_5/2> + = (87 -27) +4F (2 - 5)] (2.46)

Portanto o tempo de residéncia do pulso em um gr@efinido como o tempo que o grao
k possui uma velocidade maior que ambos os vizinhos, & dado po

« _1/2
[l 2 85 5\ 4B 7 7 B
t_/a {vo +5<5 z >+ > (6"—z.")+4F (z--9) dz, (2.47)

ondezy, &€ a compressao maxima e portanto podemos calculaeatda/condican = 0. Assim
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a partir da equacao (2.4%) € dado pela raiz da equacao:

Vo2 4 g (55/2 B Zm5/2> n 48

- (8" —2zm") +4F (zn—8) =0. (2.48)

O calculo dezy, e da integral (2.47) deve ser feito numericamente, dessaafpodemos
obter um valor numérico aproximado da velocidade de pragig do pulso. A velocidade
de um pulso em uma cadeia pode ser calculada através deszargtao e na secao 3.2 sao
comparados os resultados da aproximacao binaria coesaokados das simulagcdes numeéricas.
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3 Resultados

3.1 Transporte de calor em gases granulares unidimensio-
nais viscosos.

Conforme mencionado anteriormente, foram estudados dwielos de sistemas de gases
granulares. Um onde a dissipacao € proporcional a iklde absoluta do grao. Portanto do
tipo “atrito viscoso” (yv), em analogia ao que ocorre com corpos em movimento dentro de
um fluido em repouso. O segundo modelo a dissipacao & miopal & velocidade relativa dos
graos durante o choque. Dando origem a um choque inelastise tipo de choque ocorre com
graos compostos de materiais viscoelasticos.

Quando ha o transporte de calor através de um sistemaderaseregioes com temperatu-
ras fixas, em um dado momento, o fluxo de calor vai se tornatamtes esse estado de fluxo
de calor constante &€ chamado estado estacionario. Uraetedstica do estado estacionario
do sistema & que a distribuicdo de velocidades iniciag mhrticulas do gas nao exerce in-
fluencia no comportamento do sistema nesse estado. Emdid2jpktrado que sistemas com
interacdes dissipativas, como as usadas em nossos rapdeltem apresentar modificacoes
nas caracteristicas do estado estacionario do sistema.degssas mudancas e a modificagcao na
distribuicdo de Maxwell-Boltzmann associada ao estadaceéonario do sistema. Nosso foco
foi o transporte de calor através do sistema em estadd@sao.

Para sistemas onde ha transporte de calor, 0 estado esté@ié em geral atingido para
tempos longos. Inicialmente o sistema passa por um regansiénte, onde a condicao ini-
cial influencia o comportamento do sistema, e depois dissonasm taxas de transporte de
calor independentes do estado inicial. As figuras 3.1 e 3@&saptam os graficos da energia
injetada e absorvida por cada parede ao longo do tempo. Pd@somodelos os estados esta-
cionarios sao atingidos nos primeiros momentos da sigaolaNas figuras 3.1 e 3.2 podemos
notar que nos instantes iniciais a taxa de injecao e ghs@amresentam um comportamento nao
linear, caracterizando o estado transiente, mas em segeigiargia injetada e absorvida cresce
linearmente com o tempo, indicando uma taxa de injecasereho constantes. O regime es-
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Figura 3.1: Energia injetada e absorvida pelas paredesstien®. Para o modelo sem
conservacao do momentum, apresentando temperatura &redepesquerda e 10 na parede
direita. O grafico apresenta temperatura inicial 1.
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Figura 3.2: Energia injetada e absorvida pelas paredesstens. Para o modelo sem
conservacao do momentum, apresentando temperatura &redepesquerda e 10 na parede
direita. O grafico apresenta temperatura inicial 6.

tacionario & caracterizado por essas taxas de injegiis@cao de energia constantes, nesse
regime o sistema nao sofre influéncia do seu estado inRtlemos observar nas figuras 3.1 e
3.2 que para ambos o0s graficos temos retas ajustadas danekemesmo coeficiente angular
para ambos os modelos, indicando uma taxa de transportéodeaastante e independente do
estado inicial do sistema. Os resultados apresentadosiradaaui sao obtidos para o sistema

no estado estacionario.
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A Figura 3.3 apresenta a taxa de transporte de energiddéigara os modelos com dissipacao
do momentum e sem dissipagao do momentum. A taxa de trdasjwenergia liquida de um
banho térmico ao outro & dada pela equag®e: (Einj.esq — Eabsesq) — (Einj.dir. — Eabsdir.) —

Edis. Isto &, a energia transmitida & dada pela diferenca entre a energia injetaggesq €
absorvidaEapsesq da parede com maior temperatura menos a diferenca enteggigimjetada
Einj.qir. € absorvid&Eapsqir. da parede com menor temperatura menos a energia dissgada
pelos choques inelasticos. A Figura 3.3 apresenta aaeldeE; e AT para os dois modelos
utilizados.

0.35 T T T T
0.3 ) ]

0.25 | o ]
0.2 o ]

0.15 | B ]

dE/dt

0.1

T
+
1

0.05 r . ¥ _

_0.05 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

AT

Figura 3.3: Transporte de calor liquido. Modelo com diasgw dependente da velocidade
absoluta com + vermelho, modelo com dissipacao depeadtntelocidade relativa com x
verde.

Na figura 3.3 podemos observar gaeé nulo para valores d&T muito pequenos e po-
sitivos. Esse resultados &€ consequéncia da condicdmadgporte de calor apresentada na
eg. (2.15). Nessas circunstancias, devido a pequen&wge de temperatura entre os banhos
térmicos, a energia € dissipada com os choques ingasiportanto nao ocorre transporte.

O transporte de calor atraves de um meio continuo é depeia lei de Fourierd = —kOT.
Para um sistema unidimensional o term@ torna-se apenas uma derivada com relacao a
posicao. Esse termo & um importante parametro a senalogequando ha o fluxo de calor.
Fisicamente, o gradiente de temperatura pode ser obtidostmmodelo através do céalculo da
temperatura local? = <"27> Para obter esse valor dividimos o sistema em particbatcala-

mos a média das velocidades quadraticas para 1000 ssstbwdidos em 20 particdes, cada
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sistema possui 1000 graos. A Figura 3.4 apresenta o gtadiertemperatura para o sistema
com dissipacao dependente da velocidade absoluta elecué&igura 3.5 apresenta o gradiente
de temperatura para o sistema com dissipacao dependemtodidade relativa.
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Figura 3.4: Gradiente de temperatura, modelo de graossosem um fluido. Os pontos
marcados com circulos (pretos) sao pafa= 3, quadrados (cianos) pafd = 6, quadrados
vazados (rosas) pafal = 9, asteriscos (azuis) padd = 12, X (verdes) parAT = 15, cruzes
(vermelhas) parAT = 18.

O gradiente de temperatura apresenta comportamento akamon a lei de Fourier linear
na regiao central do sistema para ambos os modelos e val@es da diferenca de tempera-
turaAT. A parede esquerda foi mantida a temperatura 3 constant@aeedepdireita teve sua
temperatura variada de 6 a 21. Nas regides proximas a@gtdes, os banhos térmicos con-
tribuem com o aumento da temperatura local, e esse efeitorse ihais acentuado a medida
gue aumenta a diferenca de temperatura.

Em [26] e [27] sao apresentados varios sistemas unidim@s nao-conservativos que
apresentam um transporte andomalo de calor. A condutigitirthicak nesses sistemas apre-
senta dependéncia com o comprimento do sistema em lei dagi@$. Em [27] utilizando a
formula de Kubo, que relaciona a correlacao temporal woftde calor com a condutividade
térmica, & mostrado analiticamente, que para algunsnsést conservativos a condutividade
térmica é divergente. As Figuras 3.6 e 3.7, apresentanmpadamento do fluxo de calor em
funcao do comprimento do sistema. A densidade de grassstema foi mantida constante,
portanto o aumento no comprimento do sistema implica no atowa quantidade de graos en-
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Figura 3.5: Gradiente de temperatura, modelo de graosel&sticos. Os pontos marcados com
circulos (pretos) sao pafel = 3, quadrados (cianos) padd = 6, quadrados vazados (rosas)
paraAT = 9, asteriscos (azuis) pafd = 12, X (verdes) pardT = 15, cruzes (vermelhas)
paraAT = 18.

tre as extremidades do sistema. Nas variaveis adimensgquraforam usadas na simulacao, os
parametros usados foram: As temperaturas dos banhdsdérg(parede esquerda) e 6 (parede
direita) e a viscosidade usada foi= 1 x 1074, escolhida de modo a satisfazer a rela¢ao (2.15)
para os parametros utilizados. Podemos observar queramfocomprimento do sistema au-
menta as taxas de injecao e absor¢cao de energia dimmaeammergia dissipada aumenta devido
a necessidade de uma maior quantidade de choques paramgrgia seja transmitida de uma
parede a outra do sistema.

Usando uma reescala onde o valoy @enodificado de maneira que o prodytoé mantido
constante, a qual se deve ao fato de que Narhoques a energia dissipada & proporciondl a
e, como a densidade foi mantida constante quando variamosprimento do sistema, essa
reescala resulta numa dissipacao de energia independerdcomprimento do sistema. Esse
resultado esta apresentado nas figuras 3.8 e 3.9 para ambxlelos. Dessa forma podemos
obter taxas de transporte que nao dependem do comprimgrdasnto uma condutividade
térmica independente do comprimento do sistema, uma vezgra um gradiente de tem-
peratura constante a condutividade térmica & propcatiam fluxo de calor. Isso indica que
o transporte andomalo de energia foi introduzido no sistpala nao conservacao da energia.
Como nao héa o crescimento da transmissao de energia camené do comprimento do sis-
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Figura 3.6: Depedéncia da condutividade térmica com gpeonento do sistema, modelo com
dissipacao do momentum.
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Figura 3.7: Depedéncia da condutividade térmica com goeonento do sistema, modelo com
conservacao do momentum.

tema, e a condutividade térmica nao apresenta divei@éasse comportamento foi obtido para
ambos os sistemas, independente da conservag¢ao do nediEnt

Pasini e Cordero [22], usando um modelo de gas granulae dnfis paredes térmicas,
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Figura 3.8: Depedéncia da condutividade térmica com gocmn@nto do sistema com reescala,
modelo com dissipacao do momentum.
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Figura 3.9: Depedéncia da condutividade térmica com qoeimnento do sistema com reescala,
modelo com conservagao do momentum.

onde os graos apresentam choques inelasticos (usanficiestde de restituicao) semelhante
ao modelo aqui utilizado com conservagcao de momento, semuobtiveram a formacgao de
regides com maior densidade de graos . Utilizando os dodeins estudados calculamos a
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média quadratica da densidade logaf) para o sistema ao longo do tempo. A densidade lo-
cal foi calculada dividindo-se o sistema em particdesleut@ndo a densidade local de cada
particdo. Essa média em termos fisicos representacobtacao dos graos em regides do sis-
tema. Nossas simulagdes foram realizadas para sistemmagéaias diferencas de temperatura
entre as paredes. Os resultados obtidos estao apresentadbiguras 3.10 e 3.11.
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Figura 3.10: Distribuicao de densidade, modelo com pigggio do momentum. A temperatura
da parede esquerda foi mantida em 3 enquanto a temperatpaaete direita foi variada. Ver
legenda no grafico. Inicialmente o sistema estava com texiyva 1 e densidade 1.

Para ambos os sistemas ha a tendéncia de formacao decoonanaior densidade de graos,
essa tendéncia pode ser notada pelo aumento do valor oeediensidade local que, para tem-
pos longos, atinge um valor maximo e fica oscilando em toessel valor. Para o sistema com
dissipacao dependente da velocidade absoluta dos grédidsrenca de temperatura entre as
paredes nao influencia a formacao de aglomerados. Onsistem dissipacao dependente da
velocidade relativa dos graos atinge valores maiores dgidiede média local, e a tendéncia de
formacao de aglomerados cresce conforme cresce a difedentemperatura entre as paredes
do sistema. Isso indica que a conservacao do momento podesponsavel pela formacao de
aglomerados, esse argumento concorda com os resultaddesodan [22], onde a formagao de
aglomerados foi observada porém usando um modelo de chowlasticos, onde as velocida-
des finais dos graos sao calculadas através do coefidienéstituicdo e portanto apresentando

conservacao de momento.
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Figura 3.11: Distribuicao de densidade, modelo semghg&io do momentum. A temperatura
da parede esquerda foi mantida em 3 enquanto a temperatpaaatie direita foi variada. Ver
legenda no grafico. Inicialmente o sistema estava com texiyva 1 e densidade 1.

3.2 Propagag@o de pulsos @ao-lineares em uma cadeia unidi-
mensional de amis toroidais.

Em uma cadeia de graos, um impacto em uma das extremidadadela vai comprimir os
demais graos e gerar uma onda de compressao. Essa on@gaspottar a energia do impacto
através da cadeia. O momento e a energia do primeiro imgsgion como a disposi¢ao inicial
dos graos na cadeia vai determinar as propriedades da amedsegformara. A seguir sao
apresentados 3 casos de cadeias granulares com e sem peSIAOPSUjeitas a um impacto
em uma de suas extremidades.

No primeiro caso que estudamos, a propagacao de uma omdada pelo choque de um
grao com uma das extremidades de uma cadeia de graodnm@nia sem compressao mas
em contato. Esse estado sem precompressao € chamadoutes@aico pois nesse tipo de
cadeia granular nao é possivel a propagacao de ondasasd19]. Nesse caso vai surgir uma
onda solitaria com uma largura de poucos graos, que sagaa@p longo de toda a cadeia com
velocidade constante.

A Figura 3.12 mostra a evolugao temporal da onda saditBrmostrado o momento de cada
graoK, ao longo do tempo para varios instantes diferentes. Qmdta compreendido entre
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Momentum .4

Figura 3.12: Dinamica da propagacao de uma onda Salié@n uma cadeia inicialmente em
estado de vacuo sonico.

poucos graos e apbs a passagem do pulso os graos voltamoarso na posicao de equilibrio.

Comparamos a velocidade da onda solitaria prevista petxiapacao binaria com os re-
sultados obtidos através de simula¢cBes numéricasqaa@ias de anéis toroidais com e sem
precompressao. Para 0 caso sem precompressao, apoansierite nos primeiros graos da
cadeia, 0 pulso se propaga com velocidade constante ao ttengmmla a rede. A figura 3.13
mostra a relacao do grao K onde reside o pulso com o tengaldclaramente linear o pulso
se propaga com velocidade constante.

Na Figura 3.14 esta a comparacao dos resultados nuwseé&a@m os resultados obtidos
através da aproximacao binaria, assim como o erraveldado por:e = |(c, — Cn)/Cp|, ONde
Cp € a velocidade do pulso obtida com a aproximacao biréagaé a velocidade do pulso
obtida numericamente. Pode-se observar que a aproxintagaria apresenta uma boa con-
cordancia com os resultados numéricos, com erro relatwapre inferior a 2,5%. A medida
que o parametr@ aumenta a aproximacao binaria apresenta resultadd®rasl O aumento
de B significa um potencial de graos mais duros. Portanto p&wa ahlores dd3 o pulso se
torna mais estreito, fazendo com que a aproximacaoibinfiresente melhores resultados com
valores altos do parameti& Em [15] foi desenvolvida a aproximacao binaria paraepotais
do tipoV = 24" e foi mostrado que o erro relativo diminui para valores nesiafen. Os valores

maximos do erro relativo encontrados foram de 2%.
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Figura 3.13: Posi¢ao do pulso ao longo do tempo em umaa&adeialmente em estado de
vacuo sonico.
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Figura 3.14: Velocidade do pulso em cadeia sem preconmgmgsara diferentes valores do
parametroB. Os pontos indicados por + (vermelhos) s&do as velocidabédas através
da simulacao e os pontos indicados por x (verdes) saolasidades calculadas através da
aproximacao binaria.

Para o caso com precompressao, a dinamica do sistema s@a mass complexa. Apos
o impacto, o pulso primario, desloca-se ao longo da caéeikixa 0os graos oscilando apos
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sua passagem. Na Figura 3.15, esta mostrada a dinamicamigpcao dessa onda. O pulso
primario se propaga com velocidade constante e a medida qaeida de graos oscilantes
cresce, menor fica as velocidades dos graos oscilando.sO puinario compreende uma quan-
tidade maior de graos que a onda solitaria observada encadesa sem precompressao.Como
a aproximacao binaria supde um pulso estreito esper@ue essa modificacao resulte em um
erro maior nos resultados obtidos com essa aproximagao.

Momentum

Figura 3.15: Dinamica da propaga¢ao de uma onda em unegacaitialmente sob precom-
pressao.

No caso da cadeia com precompressao constante, emboramichndo sistema seja di-
ferente, o pulso também vai se propagar com velocidadgaese a aproximacao binaria
também sera valida, como mostrado na Figura 3.16. Nestaafestao apresentados os resulta-
dos de simula¢cdes numéricas comparados com os ressitfadgproximacao binaria para varios
valores diferentes da precompressao inidial

Para valores maiores de precompressao o pulso se propégeapido e largura do pulso
cresce. Essa tendéncia de alargamento do pulso para maadoees de compressao significa
um maior erro relativo. A comparaco foi feita para 3 vesodeB: B= 102 B=4eB = 20.
Esses valores representam 3 regimes diferentes do sisjearajo o termo do pontecial com
poténcia 32 domina B = 10°), quando o termo com potencia 7 domiiia= 20) e quando
os dois termos apresentam contribuicdes de mesma ordenaciéeza = 4). Podemos ver
que o erro relativo para o intervalo de precompressao adtuéd sempre inferior a 8%, mos-
trando que a aproximacao binaria também & uma boanfierrta para o caso de cadeia sujeita a
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Figura 3.16: Velocidade do pulso para diferentes valorgsréeompressao inicial. Os pontos
representados por + vermelhos e circulos pretos sao esidaties do pulso para um sistema
onde o parametr& = 1 x 10°,sendo o + vermelho o resultado da simulagao e os circulos
pretos o resultado da aproximacao binaria. Os pontagseptados por * azuis e quadrados
vazados rosas s&o as velocidades do pulso para um sistelma @arametr® = 4, sendo *

azul o resultado da simulacao e quadrado vazado rosa ltadisda aproximacao binaria. Os
pontos representados por triangulos com pontas para @nnasce triangulos com pontas para
baixo verdes s&o as velocidades do pulso para um sisteneacopdrametrd = 20, sendo
triangulos com pontas para cima cinzas o resultado da agaale triangulos com pontas para
baixo verdes o resultado da aproximacao binaria.

precompressao. Os valores dleitilizados correspondem a até 13% do diametro dos anéis t
roidais, sendo assim o intervalo utilizado deve compreegidende parte dos casos que podem
ser estudados experimentalmente.

Para uma cadeia granular vertical sob acao da gravideslmade que a compressao inicial
de cada grao vai depender de sua altura na coluna, de modosqyr@os mais proximos a
base da coluna estao sujeitos a uma precompressao masse Ihodo, como foi visto para
graos precomprimidos que quando maior a precompressiior mvelocidade de propagacao
do puIsoE esperado que o pulso nao se propague com velocidadem@sbdongo da coluna
de graos. Esse fato foi obtido nas simulagdes numériodsrmato da onda se assemelha ao
caso da cadeia com precompressao uniforme em alguns@spEét a formagao de um pulso
primario e apos a passagem desse pulso ha a oscilagagr@os. Porém diferente do caso
de precompressao constante ao longo da cadeia, depois dertartempo 0s graos atingem
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novamente a posicao de equilibrio e a onda se propaga coesimo formato através da cadeia.
Os perfis da dinamica da propagacao da onda em colunal@graob acao gravitacional estao
apresentados na Figura 3.17.

04 |
03 F

Momentum 0.2 | H

Figura 3.17: Dinamica da propagacao de uma onda em unegecginular sob acao da gravi-
dade.

A aplicacao da aproximagao binaria para o caso de umeizaertical sob acao da gra-
vidade se da de modo muito semelhante ao caso da cadeta supFecompressao constante.
O procedimento & modificado apenas pelo fato que a forcaad®mpressao da altura em que
se encontra o pulso. A Figura 3.18 apresenta a comparasaesultados obtidos através da
integracao numeérica das equacdes de movimento euwtadss obtidos através da aproximacao
de choques binarios.

Consideramos os trés seguintes caes1x 10°°, B=4 eB = 20. A modificacdo do
valor deB fisicamente implica mudancas na velocidade inicial do eiiengrdo nas variaveis
originais e mudancas nas propriedades fisicas do mladesagraos. Esses trés valores foram
escolhidos por representarem, cada um, diferentes regindss o termo com potencig/3
domina 8 = 1 x 10~°), onde o termo com potencia 7 domir=£ 20) e onde os dois termos
possuem contribuicdes de mesma ord&m=(4). Para o caso de valores Bemaiores temos
uma velocidade inicial do primeiro grao maior nas vangweciais e portanto &€ esperado que

0 pulso se propague com uma velocidade maior, que foi umaelsudjue de fato encontramos.

E possivel observar que a velocidade de propagacao o pepende da altura em que
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Figura 3.18: Velocidade do pulso em cadeia vertical soldcetta gravidade. Os pontos re-
presentados por + vermelhos e quadrados vazados rosas s@lo@dades do pulso para um
sistema onde o parametB= 1 x 10-5,sendo o + vermelho o resultado da simulac&o e os
quadrados vazados rosas o resultado da aproximacanabiras pontos representados por
triangulos com pontas para cima cinzas e circulos préo®s velocidades do pulso para um
sistema onde o parametifo= 4, sendo triangulos com pontas para cima cinzas o resut@do
simulacao e circulos pretos o resultado da aproximagdaria. Os pontos representados por
* azul e triangulos com pontas para baixo verdes sao asideldes do pulso para um sistema
onde o parametrB = 20, sendo * azul o resultado da simulaco e triangulos pontas para
baixo verdes o resultado da aproximacao binaria.

0 pulso se encontra na coluna de graos, atingindo veloesdathiores conforme aumenta a
precompressao nos graos. A aproximacao binaria mgssa caracteristica desse sistema e
prevé a velocidade de propagacao do pulso com uma bomsgwecOs resultados para esse
sistema estaos apresentados na figura 3.18. No graficor mstidacapresentado o erro relativo
para os varios pontos em que os dois resultados foram cadgmrO erro relativo sempre se
apresenta menor que 10% e na maior parte dos pontos & mend¥qu
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4  Concludes e Perspectivas

O transporte de calor em sistemas unidimensionais & umepnabainda em aberto. Os
mecanismos que levam a violagao da lei de Fourier paransést unidimensionais sao ainda
desconhecidos, assim como as condi¢des para a validadelagao dessa lei ainda nao sao
claros. A conservacao de momento & geralmente assac@idergéncia com o comprimento do
sistema da condutividade téermica em sistemas unidimeaisi{?6]. O nosso estudo considerou
dois sistemas de gases granulares nao conservativos egiaernidm deles onde o momento
também ndo se conserva e 0 outro cujo momento & conserRadmambos obtemos um fluxo
de calor finito e gradiente de temperatura constante, iamudic na condutividade térmica nao
divergente, diferente do que foi observado em outros segemmidimensionais dissipativos
[26, 27, 28]. Os resultados das nossas simula¢gdes ntasgrara os dois modelos estudados
mostram que esse comportamento & independente da cay@ed@ momentum durante os
choques.

Foi investigado também que para os modelos de gases gesatdudados, ha umatendéncia
de formacao de regides do sistema com maior concaarée graos, um resultado semelhante
foi obtido por Cordeiro [22] . O modelo utilizado por Cordeiapresenta um gas granu-
lar diluido, ou seja, s6 ha a ocorréncia de choquesriosia Os graos apresentam choques
inelasticos, modelados através de um coeficiente deuiean, que & a razao entre as velo-
cidades posteriores e anteriores aos choques. Nosso casersp uma dissipagao modelada
através de um termo viscogppara o caso do potencial harmonivd§) = 52), podemos obter
uma expressao para o coeficiente de restituicao enafuda’viscosidadg Para outros tipos
de potencial o coeficiente de restituicao também depdadelocidade relativa dos graos.

O outro problema que estudamos foi a propagacao dos mriscadeias de anéis toroidais
gque apresentam um potencial de interacao de dupla leit@agas. Para trés condicOes dife-
rentes, para 0 vacuo sonico ha a propagacao de uma oliidaia estreita que viaja por toda
a cadeia mantendo o mesmo formato. Para uma cadeia suj@ita pracompressao constante
h&a a formagao de uma onda primaria que mantém sua forigiaa e a medida que viaja pela
cadeia deixa uma cauda de graos oscilantes que diminuerplduaia de oscilagao a medida
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que o pulso viaja pela cadeia, espalhando a energia @ngtie causa as oscilacbes com 0s
demais graos da cadeia. E para o caso da cadeia preconmgpporidima forca gravitacional,
temos a formacgao de um pulso priméario e uma pequena cagdsepropaga junto com o pulso
primario ao longo da cadeia mantendo o mesmo formato.

A velocidade de propagacao de pulsos em cadeias grasplade ser calculada com uma
boa precisao utilizando a aproximacao binaria. Duadifitacdes da aproximagao binéaria ori-
ginal [15] foram aplicadas. Primeiro a aproximacao him#oi utilizada para um potencial de
dupla lei de poténcias, valido para cadeias granulards anéis toroidais agem como molas
nao lineares, até entdo a aproximacgao binaria $@atado aplicada para o potencial de Hertz.
O potencial de dupla lei de poténcias (anéis toroidaisg$aolhido por haver dados experi-
mentais [13] disponiveis. Dessa forma foi possivel navgjue a aproximacao funciona para
outros tipos de potenciais aléem do potencial de HertzmAdésso e talvez mais importante foi
a aplicacao da aproximacao binaria para o caso deasadeajeitas a precompressao. A pre-
compressao faz com que a energia seja transportadasattav@®mpressdes de mais de dois
graos ao mesmo tempo, mas ainda assim a aproximacagahindstra bons resultados, con-
tudo apresentando erros relativos maiores quando a preessdo cresce. Para o caso de uma
precompressao uniforme o erro cresce quando a precoraprégraior e para o caso onde a
cadeia esta sujeita a acao da gravidade, o erro crescdidampie o pulso se propaga para a
extremidade da cadeia que apresenta maior compressao.

Os proximos avancos para o desenvolvimento dos estudpsogagacao de pulsos em
meios granulares apontam para uma modificacao na apro&orizinaria para sistemas gra-
nulares nao conservativos, onde ocorre dissipacao elgiandevido a choques inelasticos. A
aplicacao da aproximacao binaria nesse tipo de s&stsnorna um desafio por nao apresentar
a conservacao de energia que na aproximacao binamagcondicao muito importante e a
energia dissipada depende da velocidade das particulastedws choques, tornando dificil a
obtencao de um comportamento da energia do sistema aapakds choques ocorrem.

Além das aplicacdes da aproximacao binaria em sesemmidimensionais, a propagacao
de ondas em meios granulares bi e tridimensionais tamh@&m &mpo bastante inexplorado.
Em [19] s&o citados varios resultados experimentais alaigbes numéricas que mostram que
a dinamica de ondas em meios granulares bi e tridimensi@profundamente afetada pela
distribuicao espacial dos graos e a estrutura como aag@ao distribuidas [33, 34].

Essas foram nossas contribuicdes para as atuais digsussbre o transporte de calor em
sistemas unidimensionais dissipativos e propagacaaldegem cadeias granulares unidimen-
sinais. O estudo desses poblemas em sistemas granulardegpertado o interesse da comu-
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nidade cientifica nos Gltimos anos, apresentando aind@sracunas principalmente no que
diz respeito ao tratamento analitico desses problemas.
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