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Epigrafe
Quem busca a verdade deve ousar ser sabio.

Karl R. Popper.
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Resumo

O grafeno consiste em uma estrutura bidimensional hexagonal constituida apenas
por atomos de carbono. Trata-se de uma molécula bastante peculiar, pois em
baixas energias o seu hamiltoniano pode ser descrito pelo operador de Dirac e
isso lhe confere caracteristicas incomuns. Neste trabalho o teorema do indice serd
aplicado ao grafeno. Teorema que permite estimar o niimero de modos zero das
variantes geométricas do grafeno por meio das caracteristicas topologicas destas
moléculas. Por fim, observa-se que o indice do hamiltoniano deste sistema pode ser
descrito em termos das fases de Berry. E dessa forma, investiga-se a possibilidade

de fazer computacao quantica holonéomica, a partir da topologia de tais moléculas.

Palavras chave: grafeno, teorema do indice, topologia e fases de Berry.
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Abstract

The graphene consists of a two-dimensional hexagonal structure formed only by
carbon atoms. It is a peculiar molecule, because in low energy its Hamiltonian
can be described by the Dirac operator and this gives it some unusual character-
istics. In this work the index theorem will be applied to graphene. This allows to
estimates the number of zero modes of geometric variants of graphene by means
of topological features of these molecules. Finally, it is observed that the index of
the Hamiltonian of this system can be described in terms of Berry phases. And so,
it is investigated the possibility of doing holonomic quantum computation using

the topology of such molecules.

Keywords: graphene, index theorem, topology and Berry’s phase.
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Capitulo 1

Introducao

O grafeno é um material que vem sendo amplamente investigado tanto do
ponto de vista tedrico, quanto a partir de observacoes experimentais. Consiste
basicamente em uma rede bidimensional hexagonal, constituida apenas por &tomos
de carbono nos vértices dos hexagonos que formam a rede. Esta molécula possui
caracteristicas peculiares, que a torna uma forte candidata a substituta do silicio. E
ainda, muitas de suas variantes geométricas, a exemplo do nanotubo e do fulereno,
podem ser entendidas melhor a partir do estudo do grafeno.

A descoberta experimental deste material é muito recente [1]. No entanto, ele
ja era conhecido teoricamente hé& bastante tempo [2]. O desinteresse em obté-lo
em laboratério se deve, em partes, as teorias que afirmavam a impossibilidade de
sintetizar cristais bidimensionais isolados.

Com a demonstracao experimental de que era possivel obté-lo, o grafeno des-
pertou o interesse da comunidade cientifica. Hoje um grande ntimero de cientistas
estd com a atencao voltada para este material.

Do ponto de vista teodrico, diversos efeitos interessantes podem ser investigados



no grafeno, entre eles: o efeito Hall Quantico 3], quasiparticulas [4], vortices
[5], fases de Berry|6], entre outros. Em baixas energias, esta molécula pode ser
perfeitamente descrita pelo operador de Dirac relativistico. Isso permite explicar
a maior parte dos multiplos efeitos nela observados.

Neste trabalho o grafeno sera investigado a partir do teorema do indice de
Atiyah-Singer, teorema que permite estimar o nimero de modos zero existentes
nas variantes geométricas do grafeno, a partir de suas caracteristicas topologicas.
Tais caracteristicas podem ser entendidas como sendo fases de Berry, e com base
nisso, investiga-se a possibilidade de fazer computagao quantica holondémica no
grafeno a partir da topologia da molécula em estudo.

De acordo com a estrutura deste trabalho, no segundo capitulo serao abor-
dados os conceitos fundamentais referentes ao grafeno, tais como: caracteristicas
topologicas, discussao sobre alguns métodos de obtengao, modelo de hamiltoniano
proposto, consequéncias do efeito de curvatura, enfim, caracteristicas fundamen-
tais para a compreensao desta molécula tao peculiar.

No terceiro capitulo sera indicada a demonstracao do teorema do indice. Em
seguida, o teorema de Fuler ser& trabalhado, a fim de relacionar o nimero de
pentagonos e heptagonos inseridos na molécula com suas caracteristicas topolo-
gicas. E por fim, o indice do grafeno sera calculado em termos das peculiaridades
topologicas de suas variantes geométricas.

No quarto capitulo primeiramente sera feita uma breve abordagem sobre as
fases de Berry, bem como a utilizacao destas na computagao quantica holonoémica.
Posteriormente elas serao relacionadas com o indice do hamiltoniano obtido para o
grafeno. E por altimo, sera feita uma investigagao que foge um pouco dos padroes

da literatura, serd investigada a possibilidade de obter tais fases por meio das



caracteristicas topologicas da molécula.
No quinto e 1ltimo capitulo serao feitas as conclusoes, abordadas as futuras
perspectivas de trabalho e também os possiveis empecilhos com os quais esse estudo

pode se deparar.



Capitulo 2

O Grafeno

O carbono ¢ um dos elementos quimicos mais abundantes do Universo. Ele
estd presente em todas as formas de vida do planeta. Como este &tomo possui seis
elétrons, sua distribuicao eletronica é representada por 1s? 2s% 2p%. Isto implica
dizer que ele é tetravalente, ou seja, pode ligar-se a quatro 4tomos distintos. De-
pendendo da natureza da ligacao entre dois carbonos adjacentes, compostos com
caracteristicas totalmente diferentes podem ser gerados. Tamanha flexibilidade da
origem a uma grande quantidade de formas alotrépicas, que, por sua vez, possuem
propriedades fisicas bastante peculiares. Dentre as iniimeras formas alotrépicas do
carbono, é possivel destacar o grafeno, ver figura 2.1 (a), que além de possuir car-
acteristicas peculiares, contribui para a compreensao das propriedades dos demais
alétropos do carbono.

No estado solido o carbono existe principalmente sob a forma de diamante e
grafite. As caracteristicas de tais compostos sao totalmente distintas e, como ja foi
mencionado, isso se deve a maneira pela qual as ligagoes quimicas sao realizadas.

No diamante os orbitais atomicos do carbono estdo no estado de hibridizacdo sp?,



isto garante a referida configuracao rigidez, dureza e uma maior estabilidade. No
grafite a hibridizacao observada é do tipo sp?, neste caso os 4tomos estao arranjados
de modo a constituir planos, folhas de grafeno, que sao interligados por meio de
forcas de Van der Waals, ver figura 2.1 (b). A ligacao entre os planos é fraca e isso
favorece o deslizamento de um sobre o outro mediante a aplicacao de uma forca
externa, o que possibilita a utilizagao do grafite como lubrificante.

Durante muito tempo acreditou-se que os tinicos alétropos do carbono eram o
diamante e o grafite. No entanto, em 1985 Kroto descobriu mais uma molécula
constituida exclusivamente por estes atomos |7| e passou a chama-la de fulereno.
Esta molécula possui o formato de uma bola de futebol, ver figura 2.1 (¢). A
proposta inicial era de que ela fosse constituida por vinte células hexagonais e
doze pentagonais, o que resultaria em sessenta atomos de carbono. Porém, hoje

se sabe que existem fulerenos com mais de sessenta atomos.

Figura 2.1: Alétropos do carbono. No sentido horario, a partir do canto superior
esquerdo: grafeno, grafite, fulereno e nanotubo. Figura extraida de [8].

Os nanotubos de carbono, descobertos em 1991 por Tijima [9], também sdo

alotropos do carbono. Eles sao constituidos basicamente por uma folha de grafeno



enrolada, ver figura 2.1 (d), e dependendo da maneira que este procedimento for
realizado, pode dar origem a trés tipos de nanotubos diferentes.

Teoricamente o grafeno ja era conhecido desde 1947. No entanto, ele s6 foi
observado experimentalmente em 2004. A partir de entao a comunidade cientifica
passou a ter mais interesse por este sistema, pois além da sua importancia para
a compreensao dos demais alotropos, ele também se mostrou bastante propicio a
aplicacoes nas mais diversas areas.

Desde que o grafeno foi isolado sua utilizacdo vem sendo demonstrada e su-
gerida em intmeros dispositivos, a exemplo de: células solares [10], sensores [11],
transistores [12], dispositivos de memoria [13|, entre outros. A implementacao
destes dispositivos no grafeno torna-se possivel devido a relativa facilidade de con-
trolar os portadores de carga e a alta mobilidade que os mesmos possuem neste
sistema.

Além de sua potencial aplicabilidade, o grafeno ainda é detentor de caracteris-
ticas fisicas bastante interessantes do ponto de vista teérico. Em fisica da matéria
condensada a equacao de Schridinger descreve de maneira satisfatoria boa parte
dos sistemas. O grafeno é uma excecao, pois ele é descrito melhor pela equacao
de Dirac, apesar de nao haver nada de particularmente relativistico em elétrons
se movendo em atomos de carbono. O modelo tedrico proposto para o hamiltoni-
ano do grafeno, que serd abordado no decorrer deste trabalho, prevé a existéncia
de elétrons de Dirac, elétrons que se comportam como se nao possuissem massa.
Esta caracteristica foi comprovada apds a observacao experimental do grafeno e
trouxe grande euforia & comunidade cientifica. Tamanha peculiaridade permite
que fenomenos similares aos estudados em mecanica quantica relativistica sejam si-

mulados no grafeno. Outro aspecto interessante do ponto de vista teérico também
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observado neste sistema é que nele o Efeito Hall Qudntico e, consequentemente,
quasiparticulas podem ser observados mesmo em temperatura ambiente. Fases de
Berry também podem ser encontradas em tais sistemas, e a estas sera dado um

maior enfoque na continuidade desse estudo.

2.1 O grafeno pode existir?

Ha& mais de 70 anos, cientistas argumentaram que cristais estritamente bidi-
mensionais eram termodinamicamente instaveis e ndo poderiam existir [14]. Esta
teoria apontava que flutuacoes térmicas na estrutura de cristais de baixa dimen-
sionalidade deveriam produzir deslocamentos de Atomos comparaveis as distancias
interatomicas. Posteriormente essa argumentacgao foi refutada [15] com base em
fortes argumentos experimentais.

De fato, a temperatura de fusao de filmes finos diminui rapidamente com a
diminuicao da espessura, o que os tornam instaveis. Por este motivo, até aquela
época, cristais bidimensionais s6 eram conhecidos como parte integrante das es-
truturas maiores tridimensionais. Até que em 2004 a descoberta experimental do
grafeno e de outros cristais bidimensionais, a exemplo do nitreto de Boro, fez com
que os estudos teoricos sobre a estabilidade das estruturas em duas dimensoes fos-
sem repensados. Neste aspecto, algo importante a se destacar é que além de serem
obtidos experimentalmente, os cristais bidimensionais encontrados apresentavam
alta qualidade.

Alguns teoricos afirmam que os cristais bidimensionais obtidos experimental-
mente estao em um estado metaestavel, pois a estrutura tridimensional da qual

eles foram extraidos sdo muito pequenas (<< 1mm) e as ligagoes entre os atomos
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que a constituem, muito fortes e isso garantiria que as flutuagoes nao levassem a
deslocagao ou outros defeitos no cristal, mesmo em temperatura elevada [16]. Uma
explicacao complementar seria que com a compressao da terceira dimensao haveria
um ganho de energia elastica que acabaria suprimindo as vibragoes térmicas [17].
De qualquer forma, mesmo diante de algumas dificuldades tedricas de explicar a

existéncia do grafeno, ele pode sim ser obtido experimentalmente.

2.2 O que sao cristais bidimensionais?

Antes de analisar o grafeno propriamente dito é util definir o que sao cristais
bidimensionais. Obvio que um tnico plano atémico ¢ um cristal 2D, enquanto
que 100 camadas deve ser considerada uma pelicula fina de um material 3D. No
entanto, uma investigacao interessante consiste em saber a partir de quantas ca-
madas um determinado material deve ser considerado tridimensional. No caso do
grafeno, esta situacao ja estd praticamente esclarecida, pois foi demonstrado que
a estrutura eletronica se modifica muito rapidamente com o aumento do nimero
de camadas e que, a partir de aproximadamente 10 delas o material ja possui um
carater tridimensional, ou seja, torna-se grafite.

O grafeno s6 possui um espectro eletronico de simples compreensao até o limite
de duas camadas, pois a partir de um niimero superior a este comecam a surgir
efeitos mais complicados, a exemplo de sobreposicao de bandas de valéncia e de
conducao. Por conta disso pode-se afirmar que o “grafeno” pode ser classificado em
simples, duplo e multiplas camadas. Sendo que as moléculas classificadas pelo tl-
timo termo possuem entre 3 e 9, e estruturas com um ntimero de camadas superior

a este serao consideradas filmes finos de grafite. Do ponto de vista experimental
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esta consideragdo ¢ bastante plausivel [18].
No decorrer deste trabalho apenas seréd investigado o grafeno com uma tnica

camada.

2.3 Meétodos de obtencgao

A producao de grafeno em grande escala ainda se depara com muitos obstaculos
a serem ultrapassados. Existem intimeros procedimentos que vém sendo experi-
mentados na tentativa de tornar sua producao viavel em uma escala industrial.
Até entao os procedimentos utilizados ainda nao sao tao eficazes, neste aspecto.

Como o grafite é basicamente composto por camadas de grafeno, um possivel
método de obtencao seria a clivagem desta primeira molécula através de proces-
sos quimicos, onde substancias seriam inseridas entre as camadas com intuito de
separéd-las. De modo que, o grafeno poderia ser estudado dentro da propria estru-
tura tridimensional do grafite, pois ele estaria de certa forma, isolado [19]. No en-
tanto, os resultados obtidos com este procedimento nao foram muito satisfatorios,
devido ao carater pouco controlavel dos experimentos.

Também houve um pequeno nimero de tentativas de crescer o grafeno assim
como ¢ feito com o nanotubo. Este método consiste em tentar obter grafeno a partir
da condensacao de atomos de carbono, que por sua vez sao obtidos, geralmente,
por meio da evaporagao de grafite de alta pureza. No entanto, através dessa técnica
o que vem sendo obtido sao filmes finos de grafite, da ordem de 100 camadas [20].

Por outro lado, muitas amostras de grafeno com poucas camadas (uma ou
duas) vém sendo obtidas pelo método de crescimento epitaxial. A idéia geral deste

processo é decompor gases ou vapores contendo atomos de carbono, em geral hidro-
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carbonetos, e posteriormente fazer uso de substratos, geralmente metais, para que
os atomos de carbono se depositem e, deste modo, constituam o grafeno [21]. Este
método é o que aparenta ser o mais promissor em termos de producao em larga
escala. Algumas variacoes dele estao sendo desenvolvidas. Nos Estados Unidos
um grupo de pesquisadores elaborou uma técnica que consiste em aquecer grafite
e ruténio a cerca de 1.150C, a essa temperatura os atomos de carbono sao absorvi-
dos pelo ruténio. Em seguida, eles passam por um processo de resfriamento, em
torno de 850C', temperatura na qual os &tomos de carbono comegam a se organizar
formando pequenas ilhas sob a superficie do ruténio, que irao se conectar e poste-
riormente formar a primeira camada de grafeno. Prosseguindo com o resfriamento
uma segunda camada de grafeno é formada sob o substrato. A primeira camada
possui uma forte adesao com a superficie de ruténio e, portanto, sua remocao é um
tanto complicada. No entanto, a segunda camada possui uma adesao bem menor
e isto facilita a sua remocao e assim a obtencao de uma tnica folha de grafeno
[22]. Para uma melhor compreensao deste método, na figura 2.2 é ilustrada uma

representacao esquematica do mesmo.

Figura 2.2: Representagdo esquematica de uma primeira camada de grafeno
crescida sob um substrato de ruténio. Figura extraida de [22].
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2.4 Estrutura do grafeno

Como ja mencionado, o grafeno ¢ uma rede bidimensional hexagonal composta
apenas por atomos de carbono. Trata-se de um raro exemplo na ciéncia onde teoria
e aplicacoes tecnologicas desenvolvem-se simultaneamente. A simples configuragao
geométrica dos atomos de carbono no grafeno faz com que interessantes efeitos em
escala macroscopica sejam observados. A aplicabilidade de tais efeitos na area
tecnologica faz do grafeno um forte candidato a substituto do silicio.

No grafeno, os atomos de carbono apresentam hibridizacao do tipo sp?, ou
seja, ocorre uma mistura, de dois orbitais p com um orbital s, que resulta em trés
orbitais hibridos sp?, restando apenas um orbital p puro [23]. Os orbitais hibridos
serao os responsaveis pelas ligacoes o e estas, por sua vez, sao as responsaveis pela
rigidez da rede. O elétron que se encontra no orbital p ira ligar-se a outros por
meio de ligacbes m. As ligacdes o estdao no plano do grafeno, ja as ligacdes 7 sao

perpendiculares a ele. Esta representacao é ilustrada na figura 2.3.

Figura 2.3: Representacao dos orbitais atomicos do carbono. Figura extraida de
|24].

Dessa forma, pode-se afirmar que, as ligagoes o sao as responsiveis pelas
propriedades mecanicas da rede hexagonal, enquanto que as ligacoes m sao res-
ponsaveis pelas propriedades eletronicas, pois cada ligacao m possui um orbital
p semi-preenchido. Os elétrons neste orbital tunelam de um sitio pra outro da

rede respeitando, obviamente, o principio de exclusao de Pauli. Tal propriedade
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torna possivel a construcao de um modelo bastante simples para o hamiltoniano

do grafeno, que sera estudado no decorrer deste trabalho.

2.5 Caracteristicas topologicas

O grafeno da origem a diversos objetos geométricos. O estudo das caracteris-
ticas topologicas desses objetos é importante para a compreensao dos sistemas
constituidos apenas por atomos de carbono. As caracteristicas topologicas estao
mais voltadas para as propriedades globais destes objetos sem ter a preocupacao
com detalhes locais. Por exemplo, um toro e uma esfera sao superficies com-
pactas, enquanto que um plano ou um cilindro sao superficies abertas. Para fazer
uma melhor distingao entre superficies compactas serd definida uma quantidade
denominada género, simbolizada pela letra g. Este género esti associado a quan-
tidade de “buracos” que a superficie possui, por exemplo, a esfera tem g = 0 e
o toro tem g = 1. A partir do grafeno intimeras configuracdes sao possiveis e
muitas delas sao comumente encontradas na natureza como, os nanotubos e os
fulerenos. Estas moléculas podem surgir quando é adicionado ao grafeno, teorica-
mente composto apenas por células hexagonais, pentagonos ou heptagonos, pois a
inser¢ao destas células induzem a curvatura da folha de carbono [25]. O nimero de
faces abertas, definido por NV, de uma determinada estrutura também é utilizado
para caracteriza-la topologicamente, por exemplo, um nanotubo possui N = 2,
enquanto uma esfera possui N = 0. O estudo da topologia de tais estruturas é
importante, pois permite analisar a relagao existente entre aspectos relativamente

macroscopicos e a mecanica quantica, como serd demonstrada posteriormente.
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2.6 Propriedades elementares

A rede hexagonal do grafeno ndo é uma rede de Bravais [26]. No entanto, ela
pode ser entendida como sendo a sobreposicao de duas redes triangulares, como

ilustra a figura 2.4.

Figura 2.4: Sub-redes A e B, vetores da rede a; e a3 e os vizinhos mais proximos.
Figura extraida de [8].

Os vetores a; e as, que sao os vetores de rede, sao dados por, a1 = a (3/2,\/5/2)
edy =a (3/2, — \/3/2), onde, a é a distancia entre dois 4tomos de carbono adja-
centes e que, de acordo com dados experimentais [27], é 1.42 angstrom. Cada sitio

B esta ligado a trés sitios A pelos vetores,

5 =a(1/2,V/3/2), 62 =a(1/2,—V3/2) e 63 =a(—1,0). (2.1)

Os sitios A e B sao gerados por,
A(ny,n2) = nydi + nads + 03, (2.2)

B(ny,ng) = niaj + nqds, (2.3)
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onde n; sao inteiros. Os vetores da rede reciproca, que também é hexagonal,
sao facilmente obtidos resolvendo a equacao, b_; - a; = 2md;;. Eles sao dados por,
by = 27/3a (1,v/3) e by = 21/3a (1, — V/3).

Algumas propriedades eletronicas do grafeno podem ser descritas eficiente-
mente através do modelo tight binding. Neste modelo elétrons tunelam de um
sitio para outro da rede hexagonal respeitando, obviamente, o principio da ex-
clusao de Pauli. O hamiltoniano que descreve este comportamento é dado por

28],

H=-J> ala;, (2.4)
(4,5)

onde J fornece a intensidade da transicao, que se d4 mediante o tunelamento.
Os indices ¢ e j sao utilizados para sinalizar as regides onde estas transi¢oes estao

ocorrendo, os sitios da rede. Os operadores a;r e a; sao0, respectivamente, operadores

]

de criacao e aniquilagao, ou seja, quando o operador a; cria um elétron em um
determinado sitio da rede definido pelo indice ¢, o operador a; aniquila um elétron
em j.

Observando a periodicidade das redes triangulares A e B e considerando apenas
os trés vizinhos mais proximos, dispostos na equagdo (2.1), é possivel fazer uma

transformada de Fourier onde, a(k) =3 _; e*%q; e | dessa forma, obter,

D€

onde aa(k) e ap(k) sdo os operadores que caracterizam cada uma das redes, A
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e B, apos a transformada de Fourrier. O préximo passo consiste em encontrar
os autovalores de energia do hamiltoniano e isso pode ser feito diagonalizando a

matriz que esta no interior da integral na equacio (2.5), fazendo este procedimento

obtém-se,

Ek)==+J,|1+ 4cos? (\/il@) + 4 cos (3]2%) oS (@), (2.6)

tais estados possuem propriedades bastante peculiares. Eles tornam-se zero em

pontos determinados do momento. Estes pontos sao chamados de pontos de Fermi
e sdo localizados por K, = 2m/3 (1,1/v/3) e K_ = 27/3 (1, — 1/V/3). A obtencdo
de tais pontos é bastante simples, basta resolver a equagdo F(k) = 0. O grafico

da equagao (2.6) é ilustrado na figura 2.5.
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Figura 2.5: Esquerda: espectro de energia. Direita: comportamento perto dos
pontos de Fermi. Figura extraida de [8].

Em baixas energias, o grafeno pode ser descrito pelo comportamento do hamil-
toniano, disposto na equagao (2.5), perto dos pontos de Fermi. O espectro de

energia deste hamiltoniano é ilustrado na figura 2.5. Neste grafico é possivel ob-
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servar que, proximo aos pontos de Fermi o comportamento da relacao de dispersao
¢ linear.

A conclusao feita anteriormente também pode ser obtida, fazendo na equacao
(2.5), k = K4 + p e, em seguida, expandindo o hamiltoniano em poténcias de
Ip| e considerando apenas os termos de primeira ordem, ou seja, |p| pequeno.
Realizando tal procedimento obtém-se,

H, 0

U(r) =7 p¥(r) = E¥(r), (2.7)
0 H_

o termo Hy é a expansdo do hamiltoniano, disposto em (2.5), em torno de cada

um dos pontos de Fermi, p = —ihV e 7 sao as matrizes de Dirac,
o 0
V= (2.8)
0 —o*
onde 0 = (0%,0Y,0%) sdo as matrizes de Pauli. Por simplicidade foi escolhido
3J/2 =1.

A equagdo (2.7) mostra que devido a existéncia dos pontos de Fermi, em baixas
energias, o grafeno pode ser descrito pelo operador de Dirac relativistico D, que é
dado por D=~ - p.

Os autoestados do operador de Dirac sao os vetores bidimensionais, chamados
espinores, que siao dados por (|JKiA),|KiB))T, onde suas componentes sio as
funcoes de onda correspondentes a cada elemento A ou B, para cada ponto de
Fermi K.

Duas conclusoes sao facilmente extraidas destes resultados. O operador de
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Dirac relativistico justifica a alta mobilidade dos elétrons no grafeno. E a pre-
senca dos pontos de Fermi torna possivel a compreensao do comportamento semi-

metéalico desta molécula.

2.7 Modos zero no grafeno

Os elétrons nos cristais, a exemplo do grafeno, estdao dispostos em bandas de
energia, como ilustra a figura 2.5. Estas bandas sao resultantes da interagao entre
as autofuncoes associadas aos elétrons e os fons da rede cristalina. Tais interacoes
sao essenciais para a compreensao da condutividade elétrica destes materiais, pois
mediante a aplicagao de um campo elétrico, estes elétrons irao se comportar con-
forme estiverem dispostos nas respectivas bandas.

Uma maneira ilustrativa de descrever o surgimento das bandas é considerando
que, quando os a&tomos se unem para formar um cristal, suas fun¢oes de onda se su-
perpoem, o que resulta em um desdobramento dos niveis de energia, transformando-
os em bandas de energia.

Neste trabalho serd ilustrado um sistema de niveis de energia apenas para
justificar a importancia dos modos zero, autovalores de energia nulos, pois, de
fato, o grafeno consiste em um sistema de bandas de energia, no entanto, como ele
tem sua origem em um sistema de niveis, este serd considerado apenas para que

seja obtida uma compreensao melhor do problema.
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Figura 2.6: Representacao dos niveis de energia de um sistema fermionico.

Em tais sistemas ¢ comum estudar o hamiltoniano como sendo simétrico em
torno de £ = 0, ver figura 2.6, onde a parte do espectro anterior & £ = 0, a
parte negativa, ¢ denominada banda de valéncia e a parte posterior a £/ = 0,
a parte positiva, é denominada banda de conducao. De acordo com o principio
de Exclusao de Pauli, os elétrons vao ocupando os niveis de energia mais baixos,
energias negativas, até atingir a energia nula, que corresponderd & metade do
preenchimento da banda. Quando é aplicada a este sistema uma pequena diferenca
de potencial V', se houverem modos zero, eles poderao ser ocupados e o sistema
ird se comportar como um condutor.

Na auséncia de modos zero uma pequena diferenca de potencial nao sera su-
ficiente para fazer com que niveis de energia mais altos sejam ocupados e, dessa
forma, o sistema ird se comportar como um isolante. Como mencionado, a repre-
sentacao simploéria ilustrada na figura 2.6 pode ser, de maneira andloga, estendida
a compreensao de um sistema de bandas ilustrado na figura 2.5. De modo a tornar
possivel a compreensao da condutividade térmica, a partir da existéncia de modos
zero no sistema, mesmo em se tratando de um sistema de bandas de energia, como

é 0 caso.
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2.8 Evidéncia experimental dos elétrons de Dirac

Particulas ultra-relativisticas, ou seja, que possuem velocidades proximas a da
luz (pc >> mc?), sao descritas pela equagdo de Dirac. Fazendo uma aproximagao
semi-classica [8], acarreta que a massa cyclotron destas particulas ira depender da

raiz quadrada da densidade eletronica, de forma que,
m = VT (2.9)
U

onde vy é a velocidade de Fermi e n é densidade de elétrons.

Observacoes experimentais mostraram que h& no grafeno uma dependéncia
entre a massa cyclotron e a raiz quadrada da densidade eletronica [29]. E este
resultado favorece o entendimento de que realmente existem elétrons de Dirac no
grafeno. Na figura 2.7 esta relacao é evidenciada a partir de dados provenientes

dos experimentos anteriormente citados.

Figura 2.7: Massa cyclotron da carga carregada no grafeno em funcao da con-
centragao n. Concentracoes positivas e negativas referem-se a elétrons e buracos,
respectivamente, e mg ¢ massa do elétron livre. Figura extraida de [8].
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2.9 O efeito da curvatura

O grafeno pode dar origem a superficies com curvatura positiva, negativa ou
nula. Isto torna plausivel o surgimento do operador relativistico de Dirac em
baixas energias. A insercao de um pentigono induz no grafeno curvatura negativa,
a insercao de heptagonos, curvatura positiva, de modo que, ao inserir uma mesma
quantidade de pentagonos e heptagonos neste sistema, ele nao serd curvo. Mas o
efeito da curvatura nao se resume apenas ao surgimento do operador de Dirac, ele
também da origem a um campo de calibre efetivo que precisa ser adicionado ao
hamiltoniano. Este campo gera um fluxo magnético que atravessa a superficie da
molécula.

E possivel compreender como se d4 o surgimento da curvatura no grafeno a
partir de um procedimento hipotético. Corta-se um setor 7/3 do grafeno e, em

seguida suas extremidades sao coladas, como ilustra a figura 2.8.

Figura 2.8: Modelo hipotético para a inser¢ao de curvatura no grafeno. Apos o
procedimento mencionado, dois sitios brancos, as bolinhas, estarao conectados.
Figura extraida de [28].

Este processo origina um cone com um pentdgono no vértice e todas as outras
células da rede permanecem hexagonais. A curvatura inserida na molécula pode

ser calculada pela circulagao de um vetor tangencial T" ao redor do vértice do cone
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gerado, ou seja,

j{T -dr = g (2.10)

Mas isto nao é tudo, pois este procedimento faz com que dois sitios da mesma rede
sejam conectados, como ilustrado na figura 2.8. Observando o grafeno plano, ver
figura 2.4, é possivel perceber o oposto, nele cada sitio da rede A esta conectado
a um sitio da rede B, e vice-versa. De fato, quando um spinor ¥ é transportado
em torno do vértice do cone gerado, por um angulo 2w, ele é forcado a ir de um
sitio para outro da mesma rede. Isto lembra o efeito que um campo magnético
gera sobre a funcdo de onda de um elétron que percorre um caminho fechado. A
circulacdo completa faz com que a funcao de onda do elétron adquira um fator
de fase que é proporcional ao fluxo magnético. Este efeito é conhecido como
efeito Aharonov-Bohm [30]. Em termos de mecénica quantica, o campo magnético
introduz uma descontinuidade na fun¢ao de onda do elétron. Baseado neste efeito
¢é possivel considerar que a descontinuidade gerada no grafeno, devido ao efeito de
curvatura, pode dar origem a um campo de calibre efetivo.

Dessa forma, o hamiltoniano resultante deve incluir tanto o efeito de curvatura,
quanto a contribuicao dada pelo campo de calibre efetivo. Esta segunda con-
tribuicao sera introduzida adicionando ao hamiltoniano do grafeno um potencial
vetor nao-abeliano, A, cuja circulacao em torno de um caminho fechado C, é dada
p0r7

7{ A-dr ==Y, (2.11)
g >

onde 7Y é a segunda matriz de Pauli, ela ir4 misturar as componentes do espinor.
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Sendo assim, a equacdo (2.7) sera modificada para [24],

—iel ok (V, —ieA,) 0

H= , (2.12)

0 ielo"(V, +1ieA,)
onde V = 0 — iQ) e 2 descrevera o efeito de curvatura sobre os espinores, cuja

circulacao sera,

f Q-dr = —~0o°, (2.13)
g 6

o termo e}, torna o hamiltoniano covariante, visto que agora o espago é curvo.
Para o caso de um calibre abeliano, onde o campo magnético correspondente é

dado por B =V x A, a circulacao de A em torno deste caminho fechado C sera,

7{ A dr =T, (2.14)
g 2

A equagdo final de Dirac, HV = EV¥, onde H é dado por (2.12), é uma boa
aproximacao para as variantes geométricas do grafeno |31], pois torna mais com-
preensivel algumas propriedades desta molécula, como serd demonstrado oportu-

namente.



Capitulo 3

Teorema do indice

3.1 Introducao

Na literatura existem varios teoremas do indice. Neste trabalho serd abordado
o teorema do indice de Atiyah-Singer.

E plausivel considerar os niveis de energia de um sistema fermionico simétricos
em torno de £ = 0, ver figura 2.6, e como j& foi mencionado no capitulo ante-
rior, a presenca de modos zero em tais sistemas é fundamental para o surgimento
de determinadas propriedades eletronicas. Nestes termos, pode-se afirmar que o
teorema do indice é muito importante para o estudo do grafeno, pois ele fornece
uma boa estimativa para o nimero de modos zero de um dado sistema sem a
necessidade de diagonalizar o hamiltoniano.

O teorema do indice, de modo geral, torna possivel a compreensao da estru-
tura do espectro de certos operadores, como o operador de Dirac, sem precisar
diagonaliza-lo. Estas informacoes podem ser obtidas a partir das propriedades

gerais dos operadores e da geometria do espaco. O procedimento consiste em
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obter uma relagao entre o niimero de autoestados com energia zero do operador de
Dirac, que corresponderd ao hamiltoniano do sistema, e o fluxo total que atravessa
a superficie em estudo. Posteriormente, tal fluxo é relacionado com o género e o
numero de faces abertas da superficie trabalhada, através da equacao caracteristica
de Euler, onde finalmente, é obtida a relacao entre os modos zero e a topologia da
superficie.

O indice de um dado operador, quantidade obtida por meio do referido teorema
que serd definida, em termos matematicos, mais adiante, é também interessante
por tratar-se de um invariante topologico, ou seja, dada uma transformacgao homeo-

morfica ! o indice do sistema permaneceré inalterado [32].

3.2 Demonstracao

O hamiltoniano proposto para o grafeno, em baixas energias, pode ser repre-
sentado pelo operador de Dirac relativistico. Dessa forma, o ponto de partida para

a demonstracao do teorema serd esse operador, que ¢é representado por,

0 Pf
p- (3.1)
P 0

onde P é o operador que leva os autovetores de um subespaco V' em um su-
bespaco V™ e P! leva os autovetores de um subespaco V~ em V+.
As solugoes de interesse sao as solugoes da equacdo P ¥ = 0. O nimero

de autoestados do operador P com energia nula serd definido por v, e no caso

rador mesma quanti réa ni rv_. ra auxiliar
do operador PT, essa mesma quantidade sera definida po Para auxiliar a

"Homeomorfica ¢ toda transformagio continua cuja inversa também é continua [32].
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resolucao deste problema, também sera introduzido o operador quiralidade, que é

definido por,

V5 ; (3.2)

e por simplicidade, no decorrer desta demonstracao ao invés de utilizar operador
I, sera utilizado o operador D%, Ambos dispoem da mesma quantidade de auto-
estados, no entanto, o segundo possui a vantagem de ser diagonal, dessa forma,

obtém-se,

) PP 0
P2 = . (3.3)
0 PPt

E possivel demonstrar que os operadores PTP ¢ PP possuem os mesmos auto-

valores diferentes de zero. De fato, sendo v um autoestado qualquer, tal que,

PPy = \u, (3.4)

aplicando o operador P na equacao (3.4),

PTP(P'u) = APy, (3.5)

ou seja, PTP e PP' possuem os mesmos autovalores. No entanto, para A = 0 isso
nao é verdade, pois neste caso, Pfu também pode ser zero. Dessa forma, chega-se
a conclusdo que o nimero de autovalores nulos (autovalores importantes para esta
teoria) dos operadores PTP e PPT podem nio ser os mesmos.

~ ~

Dando continuidade a demonstragao do teorema, sera utilizado T'r(fe™*P), cuja



28 3.2. Demonstracao

expansao conhecida como expansdo do heat kernel [33| e é dada por,

N iy (f.D), (3.6)

Tr(fe 'P) = ypr
k>0

onde T'r representa o traco da matriz e a, os coeficientes da expansao.

Por outro lado,

Tr(vse P *) = Tr(e 'P) = Tr(e PPy = Z e M — Z e -, (3.7)
At A

onde A\, sdo os autovalores do operador PTP e A_ os autovalores do operador
PPT. Foi demonstrado anteriormente que os autovalores diferentes de zero destes
operadores sao iguais, ou seja, quando eles forem substituidos na equacao (3.7),
irao se anular mutuamente. No entanto, isto nao é necessariamente verdade para
os valores de A\, e A_ iguais a zero. Sendo assim, a equacgao (3.7), pode ser escrita
da seguinte maneira,

—tDQ)

Tr(vyse =vy —U_, (3.8)

onde v, e v_ sdo, respectivamente, o niimero de autovalores nulo do operador PfP
e PPT, ou seja, vy = dimN(PTP) e v_ = dimN (PPT).

Fazendo f = 45 e D = D2 na equacdo (3.6) e a comparando com a equacio (3.8)
é possivel observar que apesar de ambas representarem o traco do mesmo operador,
a primeira depende do parametro ¢, mas a segunda nao. Dessa forma conclui-
se que, para este sistema todos os coeficientes da expansao (3.6) se cancelarao,

restando apenas o termo as, pois para k£ = 2 nao ha dependéncia em ¢, ou seja,

Tr(yse %) = 22, (3.9)
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O coeficiente ay, ja é conhecido [28], ele pode ser obtido a partir do termo de
primeira ordem da expansdo em ¢ da exponencial na equacao (3.9). Para este

célculo é plausivel considerar P? = —g"'V,V, + £[y*~"]F,, — 1R, onde F),, =

0,A, —0,A, e R & o escalar de curvatura. O campo magnético em termos de F},,

1

26’“"”F w- Fazendo as consideragoes anteriores e substituindo-as

é dado por By =

na equagao (3.9), obtém-se,

4y = Tr {75 (i 4] Flay — iR) } _ 2//13 ds, (3.10)

2
tD)

combinando os resultados obtidos para o Tr(vyse” e sabendo que o indice do

operador D é dado por, ind(l)) = vy — v_, conclui-se que,

ind(]) = vy — v = % //B ds. (3.11)

Esta é a equacao para o teorema do indice, equagao que relaciona o nimero
de autoestados com energia zero e o fluxo efetivo sobre a superficie em estudo.
Posteriormente serd demonstrado que este fluxo seré facilmente calculado para o

grafeno e suas variantes geométricas através do teorema de Euler.

3.3 O teorema de Euler

Euler foi o primeiro a chamar atencdo para o nimero x = V — A 4+ F [34],
conhecido como caracteristica de Euler, onde V' é o niimero de vértices, A o nimero

de arestas e ' o nimero de faces de um dado poliedro. A caracteristica de Euler
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também pode ser escrita da seguinte maneira,

X=V—-A+F=2(1-g), (3.12)

onde a segunda equagao é denominada teorema de Euler e g é o género do objeto
em estudo.

Importantes informagcoes a respeito da curvatura do sistema podem ser obtidas
a partir do teorema de Euler. Por exemplo, superficies compactas com y < 0
possuem curvatura negativa, de igual modo, superficies compactas com y > 0
possuem curvatura positiva, como é o caso da esfera, que possui g = 0 e, conse-
quentemente, x = 2 (ou seja, possui curvatura positiva), bem como todos os seus
homeomorfos, visto que, x é um invariante topologico [35].

Este teorema pode facilitar a compreensao do grafeno e suas variantes geo-
métricas, pois é possivel obter uma relacao entre o niimero de células de uma dada
molécula de grafeno e o seu respectivo género g, relacao esta que serd muito util
para o céalculo do fluxo efetivo que atravessa a molécula.

Seré considerado que as variantes geométricas do grafeno serao compostas ape-
nas por hexagonos, heptagonos e pentagonos, onde ns, ng € n; corresponderao,
respectivamente, a cada uma dessas células existentes na molécula.

Em poliedros oriundos do grafeno é possivel afirmar que o niimero total de
faces & dado por, F' = n5 + ng + n7. Ja para os vértices V = (5ns + 6ng + Tny)/3,
pois cada uma das células tem a quantidade de vértices igual a quantidade de
lados, por exemplo, um pentagono possui cinco lados e, consequentemente, cinco
vértices, no entanto, cada um deles é compartilhado por trés células diferentes,

por isso a divisao por trés. De maneira similar, o nimero total de arestas é dado
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por A = (5ns + 6ng + Tn7)/2. Substituindo essas quantidades na equagao (3.12),
obtém-se,

(3.13)

ou seja, no caso do grafeno, é possivel reescrever a caracteristica de Euler em
termos do nimero de pentdgonos e heptagonos que estao presentes na molécula.
A analise desta simples equacao traz consigo intimeras informagoes. Se por
exemplo, o niimero de pentigonos de uma dada molécula for igual ao ntimero de
heptagonos eles se cancelarao e nao introduzirao nenhuma mudanca na curvatura
da molécula, de forma que, se ela for plana, continuara sendo. Outra conclusao que
pode ser facilmente obtida é que, configuracdes que possuam género zero s6 serao
possiveis se possuirem pentagonos em excesso, da mesma forma que, configuragoes
com género superior a um sé serao possiveis se houver excesso de heptagonos. Um
exemplo que ilustra com eficacia a aplicabilidade da equacdo (3.13) é o Cg, um
tipo de fulereno. Esta molécula, como ja mencionado, é constituida por doze pen-
tagonos e vinte hexagonos. Sabendo que o poliedro resultante dela é homeomorfo
a esfera, ou seja, possui g = 0 e, consequentemente, x = 2, é possivel afirmar que a
equagao (3.13) é realmente consistente com a realidade, pois além de evidenciar a
positividade da curvatura, devido ao fato de x > 0, ainda corrobora com os dados
experimentais que sinalizam que o ntimero de heptagonos nestas estruturas é zero.
No caso do toro, nenhum pentagono ou heptagono sao necessarios, pois como

ilustra a figura 3.1, g = 1 e, portanto, y = 0.
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Figura 3.1: Esquerda: toro. Direita: bitoro.

Para o bitoro, ver figura 3.1, (¢ = 2 e x = —2), x < 0, dessa forma, deve
haver um excesso de heptagonos e uma possivel configuracao ¢ dada por ns; =0 e
ny = 12.

A equagdo (3.13) é util apenas para superficies compactas, que foram as apre-
sentadas até o momento. No entanto, a molécula de grafeno também pode dar
origem a superficies abertas, como os nanotubos. O toro, é um exemplo de su-
perficie compacta que pode transformar-se em uma superficie aberta. Através de
um procedimento hipotético, qual seja, fazer um corte de modo a transforma-lo
em um cilindro, este objeto, anteriormente compacto, adquire duas faces abertas.
Sendo assim, para que a caracteristica de Euler seja aplicada neste estudo, devem
ser inseridas algumas condi¢oes de contorno [36]. Uma generaliza¢ao possivel para

este teorema ¢é dada por,

ng —n
== _T_-2(1-g)—N, (3.14)
onde N é o numero de faces abertas. A equacao (3.14) diz que, a cada género
excluido do sistema, duas faces aberta serao incluidas. Ela se aplica bem ao nan-
otubo, que possui ¢ = 0 e N = 2 e isto implica que, ns = ny7, um resultado
j& conhecido, pois o nanotubo pode ser visto como uma folha de grafeno enro-

lada e esta, teoricamente, é constituida apenas por células hexagonais, ou seja,
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ns = ny = 0.
Em geral, diversas configuracoes de género g e nimero de faces N podem ser
consideradas. A relagdo obtida na equagao (3.14) serd muito util, pois a partir

dela sera possivel obter o fluxo efetivo que atravessa a molécula.

3.4 Aplicacao do teorema do indice ao grafeno

De acordo com a equagao (3.11) para que o teorema do indice seja aplicado
ao grafeno é necesséirio calcular o fluxo efetivo que atravessa a molécula. Por
outro lado, sabe-se que distor¢oes pentagonais, assim como distorgoes heptagonais,
introduzem na rede hexagonal uma contribuicao dada pela circulacao do potencial
vetor, fcp A - dr = 7/2. Utilizando o teorema de Stokes é possivel relacionar a
circulacao do potencial de calibre ao redor de uma dada célula, heptagonal ou

pentagonal, com o fluxo correspondente, dessa forma,

A-dr:// B - dS, (3.15)
Gy S

onde S, ¢ a area da célula correspondente.
A partir da equagao (3.15) é possivel obter o fluxo total que atravessa a super-
ficie da molécula, pois como pentégonos e heptagonos contribuem com o fluxo de

maneira oposta [31], obtém-se

// ds_% 7{ Adr =7 (ng— ). (3.16)

Dessa forma, o problema se resume a encontrar a diferenca entre o nimero

de pentiagonos e heptagonos existentes na molécula. No entanto, esta quantidade
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ja foi previamente obtida na equacao (3.14), através da caracteristica de Euler e,

portanto,

%//B.dszi%(l—g)—;]\f. (3.17)

O ntimero total de modos zero é a soma das contribuicoes de cada sub-operador
H. do hamiltoniano disposto na equagao (2.12). Considerando os resultados obti-
dos anteriormente, em especial os das equagoes (3.11) e (3.17), é possivel afirmar
que o indice do hamiltoniano que descreveré as moléculas oriundas do grafeno seré
dado por,

ind(H) =vy —v_=6(1—g)— 3N (3.18)

Este é o resultado final que relaciona o ntimero de modos zero presentes em
uma dada molécula de grafeno e as caracteristicas topolégicas de sua superficie.
Na verdade, a equagao (3.18) fornece o niimero minimo de modos zero possiveis.
Para que a quantidade exata seja definida é preciso que v, = 0 ou v_ = 0. Isto
ocorre para a maioria dos casos onde o indice é diferente de zero [24]. No caso
do nanotubo, em que o indice é nulo, existem duas possibilidades, v, = v_ = 0,
ou seja, a molécula seria isolante por nao possuir modos zero, como ¢ o caso do
nanotubo zigue-zague, ou ela possuiria v, = v_, porém diferentes de zero, ou seja,
a molécula seria condutora, como ocorre com o nanotubo arm-chair.

O teorema do indice aplicado no grafeno reproduz de maneira eficaz alguns re-
sultados ja conhecidos. O fulereno, g =0e N =0, é um bom exemplo disto. Me-
diante tal configuracao topologica, espera-se que ele tenha no minimo seis modos
zero e isto é bastante condizente com a realidade, pois o fulereno tem dois modos
tripleto com energias muito préoximas de zero. Obviamente, em se tratando de

moléculas reais, alguns pequenos desvios sao possiveis. Durante todas as demons-
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tracoes sempre foram consideradas baixas energias, ou seja, grandes comprimen-
tos de onda. Nesta aproximacao as deformacoes inseridas na rede nao afetam, de
forma significativa, a energia dos modos zero. Assim, o resultado obtido em (3.18)
se aplica melhor a moléculas maiores. Isto é visivelmente observado nas moléculas
de fulereno (Cgo, Cigo, Csa0 € Cie20), onde, quanto maior a molécula mais a energia
dos modos zero se aproxima, de fato, do zero [24].

De modo geral, a equacao (3.18) fornece uma interessante relacao entre a
topologia e o espectro das moléculas de grafeno, mesmo em caso de configuragoes
mais complicadas, pois para que se tenha um valor estimado para o nimero de mo-
dos zero de uma dada molécula basta conhecer o género g e o nimero de faces aber-
tas N que a mesma possui. Estas informagoes permitem analisar com maior faci-
lidade as propriedades eletronicas das moléculas, tais como condutividade elétrica.
O resultado obtido também é importante, pois através dele é possivel investigar a
existéncia de fases de Berry no grafeno de uma maneira bastante simpléria, como

serd demonstrado no capitulo seguinte.



Capitulo 4

Fases de Berry e o teorema do indice

4.1 Fases de Berry

Se um dado sistema nao retorna ao seu estado original apos ter sido trans-
portado ao longo de um caminho fechado ele é chamado de nao-holonémico. Na
mecanica quantica, este nao retorno pode ser observado através do surgimento de
uma fase adicional na funcao de onda que descreve o sistema. Esta fase “extra” é
justificada com base no teorema adiabatico.

Sabe-se que, se um hamiltoniano é independente do tempo,

Hwn($) = Enwn(x)a (4'1)

onde,

W, (x,t) = thy () Ent/h, (4.2)

No caso em que o hamiltoniano depende do tempo, as autofuncgoes e os autovalores
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também dependerao, de forma que,

H(t)n(z,l) = En(t)hn(2,t). (4.3)

Por outro lado, o teorema adiabatico [37| diz que quando um hamiltoniano H
varia muito lentamente no tempo, um sistema por ele descrito, permanecera no
seu estado inicial, a menos de um fator de fase adicional que também ird depender
do tempo, ou seja,

U, (x,t) = ¢n(x,t)e_%fg En(®) gimm (), (4.4)

O termo,

o= —%/0 Ea(t), (4.5)

¢ conhecido como fase dinamica. Ele é uma generalizacao do fator padrao —FE,t/h
para o caso em que FE,, depende do tempo.

A fase extra é chamada de fase geométrica e é dada por !,

(T) = i 75 (6o | Vithn) - dR. (4.6)

onde T' é o tempo necessario para o sistema retornar ao seu estado inicial, R =
(R1,Rs,...,R,) e Vg & o gradiente com relacao a estes parametros.

A equagao (4.6) foi obtida por Berry em 1984 [38], dessa maneira, -, é chamada
de fase de Berry.

E importante observar que 7, deve ser real, pois se nio fosse a quantidade e
nao seria um fator de fase e sim um fator exponencial, o que impossibilitaria a

normalizacao de ¥,,. Essa demonstracao é bastante simples, pois assumindo que

'Ver apéndice A.
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1, é normalizada é facil ver que,

VR<wn ‘ wn> =0, (4'7)

logo,

Como na equacao (4.8) um nimero mais o seu complexo conjugado é zero, este
namero, (1, | Vri,), necessariamente é um imaginario puro e, conseqiientemente,

v € real, resultado que ja era esperado.

4.1.1 As fases de Berry podem ser medidas?

Como se sabe, na mecanica quantica, a funcao de onda que descreve uma deter-
minada particula ndo tem interpretagao fisica imediata. No entanto, |U(xz,t)[>dx
define a probabilidade de que a particula descrita pela fungao de onda V(x,t) possa
ser encontrada entre x e x 4+ dz no instante ¢ [39]. No céalculo do modulo quadrado
da funcao de onda o fator de fase se cancela, o que gera a crenca de que essas
grandezas nao podem ser medidas. Existem alguns procedimentos que possibili-
tam esse calculo, se, por exemplo, um feixe de particulas, todas no mesmo estado
v, é dividido em dois e um deles passa adiabaticamente por um potencial e o
outro nao, quando os dois feixes forem recombinados, a funcao de onda total tera
a forma,

1 .
U= U+ pe', (4.9)
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onde ¥, é a fun¢ao de onda do feixe ndo perturbado, e I' é a fase “extra” (fase

dindmica mais fase geométrica), adquirida pela variacao de H. Neste caso,
1 ‘ .
|W|? = 1|\P0|2(1 +eM) (1 +e™™) = |Wg|? cos*(T/2). (4.10)

Olhando para os pontos de interferéncia construtiva e destrutiva, onde I" é um
multiplo par ou impar de 7, respectivamente, a fase pode ser facilmente obtida.
Mesmo I' sendo a contribuicao das duas fases, Berry e outros escritores constataram

a possibilidade de separar estas duas contribuigoes [37].

4.1.2 Analogia com o fluxo magnético

Se o parametro espacial, disposto na equacao (4.6), for tridimensional, ou seja,

R = (R, Rs, R3), é possivel fazer uma analogia com o fluxo magnético, pois,

@:/B.da, (4.11)

onde reescrevendo o campo magnético em termos do potencial vetor (B = V x A),

e aplicando o teorema de Stokes,

(IJ:/(VXA)-dazjéA-dr. (4.12)

Por analogia é possivel afirmar que a fase geométrica pode ser entendida como
sendo o fluxo de um campo magnético que atravessa uma dada superficie S, li-
mitada por uma curva fechada C. E que a quantidade (1, | Vgt,), descrita em

(4.6), seria o analogo do potencial vetor, A.



40 4.1. Fases de Berry

De igual modo, a fase de Berry poderd ser reescrita como uma integral de
superficie,

o(T) = i / Vi x (| Vi) - da. (4.13)

A equacao (4.13) consiste em uma maneira alternativa de escrever 7, que é util
em algumas situacoes.
O efeito Aharonov-Bohm pode ser considerado como um exemplo de fase ge-

ométrica, como bem observou Berry, em seus trabalhos.

4.1.3 Aplicacao

A computacao quéantica holondémica é baseada nas fases geométricas, tam-
bém chamadas de holonomias [40|. Estas holonomias, por serem transformagoes

2

unitarias, podem ser entendidas como portas logicas quanticas < em diferentes

implementagdes. A porta logica quantica leva um estado inicial [¢), em um es-
tado final |¢), = Uly);, em que U é um operador unitdrio. A descri¢ao desta

transformacao pode ser feita da seguinte maneira [41],

W)y =e T [Y), (4.14)

onde o primeiro termo é a fase dinamica, que pode ser omitida se for tomado

Ey = 0. E o segundo termo é a holonomia, que ¢ dada por
[ =em, (4.15)

onde 7, é explicitado na equagao (4.6).

2Ver apéndice B.
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Dessa forma, ¢é possivel afirmar que em sistemas que mediante uma dada trans-
formacao adquirem fases de Berry ha a possibilidade de neles serem implementadas
portas logicas quanticas. Tal possibilidade sera investigada para o grafeno, através
do teorema do indice e sua relacado com as caracteristicas topologicas das variantes

geométricas desta molécula.

4.2 Fases de Berry e o teorema do indice

Como foi demonstrado anteriormente, o indice do hamiltoniano proposto para o
grafeno é dado em termos do fluxo magnético efetivo que atravessa a molécula, ver
equacao (3.11). O campo magnético inserido foi justificado pela descontinuidade
que surge no grafeno, devido a juncao de dois sitios da mesma rede, de modo
anélogo ao efeito Aharonov-Bohm.

De fato, é possivel afirmar que o indice do hamiltoniano abordado neste tra-
balho, o hamiltoniano do grafeno, pode ser escrito em termos de fases de Berry
|42|, pois combinando as equacoes (3.11) e (3.18), e observando que o parametro
R da equagao (4.6) é tridimensional (o que permite fazer a analogia das fases de

Berry com fluxo magnético), é notorio que,
v=m ind(H), (4.16)

e como o indice de H pode ser expresso em termos das caracteristicas topologi-
cas das variantes geométricas do grafeno, a fase de Berry podera ser reescrita da

seguinte maneira,

v=mind(H) = (6(1 —g) —3N), (4.17)
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A equagdo (4.17) indica que, pela primeira vez na literatura, é possivel obter a
partir das caracteristicas topologicas (ntimero de faces abertas N e género g) de

uma dada molécula oriunda do grafeno, a sua fase geométrica correspondente.

4.3 Interpretacao fisica

Intiimeras evidéncias experimentais validam o modelo teérico proposto para o
hamiltoniano do grafeno abordado neste trabalho [31]. Também é notorio que
deste modelo emergem fases de Berry e que estas podem ser facilmente obtidas
por meio das caracteristicas topolégicas das moléculas provindas do grafeno, ver
equagao (4.17).

Diante da observancia teorica de tais fases e sua relativa facilidade de obtencao,
0 que resta é tentar esclarecer o que estas fases representam nos sistemas fisicos
reais e se existe a possibilidade de utiliza-las na computacao quantica holonémica.

E importante ressaltar que o fluxo efetivo que atravessa uma determinada
molécula de grafeno é o fluxo total, pois ele é resultante da soma de todas as
contribuicoes dos fluxos que atravessam as células pentagonais e heptagonais exis-
tentes na molécula, como ilustra a equagao (3.16). Dessa forma, a fase extra sera
adicionada ao espinor que descreve a molécula.

De fato, espera-se que uma molécula de grafeno adquira uma fase extra quando
passar por uma determinada transformacao, necessariamente adiabatica, para que
a equacao (4.6) tenha validade. No entanto, através da equagao (4.17), observa-se
que os valores de -y, nestes sistemas, se restringirao apenas a nm, onde n ¢ um
nimero inteiro, pois é o proprio indice do hamiltoniano. Dessa forma, um espinor

qualquer ¥ que descreve uma determinada molécula de grafeno, apds sofrer uma



43 4.4. Caélculo de fases e outras caracteristicas

transformacao adiabatica, resultante da descontinuidade inserida no sistema, tera
como autoestado final, apenas duas possibilidades, ¥ — —W¥ ou ¥ — W, pois
e = +1. Resultado que ira depender da natureza de |n|, se ele for par ou
impar. O fulereno por exemplo, possui n = 6 e, consequentemente, o espinor que
o descreve nio ira adquirir uma fase adicional, pois €™ = 1.

Certamente o pequeno nimero de fases que podem ser obtidas usando este pro-
cedimento limita, mas nao proibe, a utilizagao do mesmo na computacao quantica

holonémica.

4.4 Calculo de fases e outras caracteristicas

Por meio da equagao (4.17) é bastante simples calcular as fases correspondentes
a cada uma das variantes geométricas estudadas.

Algumas pesquisas tém demonstrado que o grafeno toroidal é estavel. Além
disso, tubos helicoidais também foram obtidos experimentalmente. Tais obser-
vacoes levaram alguns pesquisadores a propor a existéncia de arranjos mais com-
plexos, constituidos por heptéagonos e hexdgonos [43]. As estruturas propostas
possuem ntimero de géneros g elevado. Na figura 4.1 sao ilustrados fulerenos com

g elevado. O Cyoyg, que possui g = 11 e 0 Cggg, cOm g = 5.
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Figura 4.1: Da esquerda para direita a primeira figura é o Cspy. A segunda é o
Ciso6. Figura extraida de [43].

Nanotubos com ¢ elevado também sao possiveis e estao ilustrados na figura

4.2. Sao eles o Csggg, que possui g = 17 e 0 Cs568, com g = 21.

Figura 4.2: Da esquerda para direita a primeira figura é o Caggo. A segunda é o
C3s6s- Figura extraida de [43].

Outras estruturas que também possuem g elevado podem ser encontradas na
literatura [44|. No entanto, elas nao serdo abordadas neste trabalho, pois em
algumas existem células octogonais. Células estas que nao foram consideradas
nesta pesquisa.

Informacgoes a respeito das células que constituem essas estruturas sao essen-
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ciais para avaliar o nimero de modos zero das respectivas moléculas bem como,
analisar as propriedades eletronicas e as possiveis fases de Berry existentes em
tais sistemas. De forma que, todas estas caracteristicas estao dispostas de forma

sucinta na tabela 4.1.

Moléculas N | g | Pentag. | Heptag. | Modos zero | Fase geométrica
Nanotubo 210 0 0 0 0
Fulereno 010 12 0 6 67

Toro 011 0 0 0 0

Bitoro 01 2 0 12 6 —67
Ciso6 (fuler.) 0|5 0 48 24 —24m
Cooqo (fuler.) | 0 | 11 0 120 60 —607
Casso (nanot.) | 0 | 17 0 192 96 —96m
C3s6s (nanot.) | 0 | 21 0 240 120 —1207

Tabela 4.1: Caracteristicas de algumas moléculas oriundas do grafeno.

E possivel fazer uma analise sobre o niimero de modos zero existente nas estru-
turas anteriormente ilustradas. Como foi mencionado, este niimero pode ser calcu-
lado por meio da equagdo (3.18) e através dela observa-se que, tanto os fulerenos,
quanto os nanotubos de alto género, terao nimero de modos zero elevado, como
consta na tabela 4.1.

Devido a grande quantidade de modos zero pode-se afirmar que estas estru-
turas, até entao hipotéticas, poderao apresentar interessantes propriedades eletroni-
cas. Célculos a partir do modelo tight binding mostram que em torno dos furos,

os géneros, o comportamento eletronico destas estruturas ¢ metalico [43].
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Outra consideracao a ser feita com relacao aos nanotubos e fulerenos de alto
género é quanto ao niimero de heptigonos que os constituem. Como ja havia
sido previsto em [43], estas estruturas sdo constituidas apenas por heptagonos e
hexagonos, o que implica no fato delas possuirem curvatura negativa. Analisando
a equagao (3.14), conclui-se que de fato deve haver heptagonos em excesso com
relacao ao ntimero de pentagonos, ou seja, os resultados dispostos neste trabalho
corroboram com a teoria apresentada em [43].

Ainda com base na equacao (3.14) e sabendo que as estruturas mencionadas
nao sao constituidas por pentagonos, é possivel encontrar o ntimero exato de hep-
tagonos inseridos nestas moléculas, da mesma maneira que foi feito com o fulereno,
resultado que é perfeitamente condizente com os dados experimentais.

Apesar de utilizar o termo nanotubo, para se referir as estruturas ilustradas
na figura 4.2, é importante observar que elas nao possuem faces abertas, ou seja,
possuem N = 0, diferentemente dos nanotubos convencionais, de acordo com o

disposto na tabela 4.1.
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Conclusao

Sem duvida alguma o grafeno ¢ um material muito promissor, tanto do ponto
de vista teorico, quanto do ponto de vista experimental, mesmo mediante as difi-
culdades de sua obtencao em escala industrial, pois acredita-se que esta barreira é
meramente tecnolégica e brevemente tal obstaculo serd contornado.

Neste trabalho foi realizado um estudo teorico para demonstrar a utilidade do
teorema do indice, quando aplicado as variantes geométricas do grafeno, visto que
essas moléculas podem ser descritas pelo operador de Dirac relativistico.

Foi constatado que o teorema do indice de Atiyah-Singer, é essencial ao es-
tudo do grafeno, pois através dele é possivel estimar o nimero de modos zero
existentes nas variantes geométricas desta molécula e, consequentemente, avaliar
a condutibilidade elétrica das estruturas estudadas.

O referido teorema também viabiliza utilizar a relacao obtida entre o indice da
molécula e suas caracteristicas topologicas, para investigar a existéncia de fases de
Berry e a possibilidade de fazer computacao quantica holonémica no grafeno, algo

inusitado na literatura.
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Nao fazendo uso de muitos critérios, é possivel concluir que, de fato, tal estudo
pode ser realizado. No entanto, o nimero de portas légicas quanticas obtidas
por meio deste procedimento serd limitado, pois 7 = n7m, onde n nada mais é do
que o indice do hamiltoniano do sistema, o que faz dele um ntmero inteiro. Isso
permite apenas duas possibilidades para a transformacao do espinor que descreve a
molécula, mas nao impossibilitaria o emprego da computagao quantica holonémica.

Mediante o éxito obtido com relacao ao emprego do teorema do indice a molécu-
las experimentalmente ja estudadas, a exemplo do nanotubo e do fulereno, este
teorema também foi aplicado a moléculas, até entao, hipotéticas. Tais molécu-
las, "nanotubos"e fulerenos com nimero de géneros elevado, s6 foram investigadas
numericamente. Mas mesmo tratando-se de célculos numéricos as caracteristicas
previstas para estas moléculas foram condizentes com as elucidadas pela teoria
abordada neste trabalho.

Um possivel empecilho ao emprego desta teoria estd relacionado a natureza
da transformacao que estd sendo trabalhada, pois para que 7 seja de fato uma
fase de Berry, esta transformacao deve ser adiabatica. No entanto, esta fase é
justificada pelo surgimento de um fluxo magnético efetivo, que por sua vez, é
decorrente da insercao de descontinuidade no grafeno. Dessa forma, questiona-
se, esta transformacao pode ou nao ser adiabatica? Ou ainda, sob que aspectos
esta consideracao pode ser feita? Tais indagacoes merecem uma investigacao mais

pormenorizada, que serd abordada na continuacao destes estudos.



Apéndice A

Formula de Berry

De acordo com o teorema adiabatico quando um hamiltoniano H varia muito
lentamente no tempo, um sistema por ele descrito, permanecera no seu estado
inicial, a menos de um fator de fase adicional v, que também ird depender do
tempo, ou seja,

U, (z,t) = @Dn(a:,t)e_%f(;t En(t) gim(®), (A.1)

onde 7, é a chamada fase geométrica. Sabe-se que a equacao de Schrodinger

dependente do tempo é dada por,

L Ov
ZFLE = H(t)W. (A.2)

Substituindo a equacdo (A.1) na equagao (A.2),

Al

o e el | = [Hipy ™ el = Epne!™e™,

(A.3)

On o i L
ih | —=Lenetm — —F ), efneiin
Dt R *
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onde, observando a equagao (A.3), é facil ver que,

Iy

dfyn
=0. A4

Tomando o produto interno da equagio (A.4) com v, obtém-se,

d’%z awn

dt

= <1/}n|

) (A.5)

Sabe-se que a dependéncia de ¥, (z,t) no tempo deve-se a algum parametro

R(t) no hamiltoniano que esta variando em ¢. Dessa forma, é possivel escrever,

oYy, B oY, dR
ot OR dt’ (4.6)
entao,
d% B Ozbn dR

Sendo assim, v, pode ser facilmente encontrada a partir da integracao direta

de (A.7), logo,

t Ry
) =i [ G =i [T Gmar. 4

onde R; e Ry sdo, respectivamente, os valores inicial e final de R(¢). A partir da
equagdo (A.8) é possivel observar que, se o hamiltoniano retornar ao seu estado
inicial, ap6s um certo tempo 7', entao v, = 0, e este resultado nao é fisicamente
interessante.

Por outro lado, na equagao (A.8), foi considerado que apenas um parametro

do hamiltoniano estava variando. Considerando que neste hamiltoniano existem
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N parametros variando, de modo que R;(t), Ry(t), ..., Rn(t), é possivel escrever,

o, OV, dRy OV, dRsy OV, dRy dR
— _— = n) " ", A9
t — OR, dt ' OR, dt ohy @ VRV g (A.9)
onde R = (Ry,Ry,...,R,) e Vg é o gradiente com relacdo a estes parametros.
Fazendo estas consideracoes (A.8) torna-se,
R
t) =i [ | V) - aR (A10)
R;

e se o hamiltoniano retorna ao seu estado original depois de um certo tempo 7', a

fase extra serd dada por,

lt) = i 74 (6o | Vrthn) - dR. (A11)

A integral na equacao (A.11) s6 depende do caminho percorrido e, em geral, ela é
diferente de zero, de forma que, a fase geométrica, v é chamada de fase de Berry,

que foi quem primeiro a obteve em 1984.



Apéndice B

Portas l6gicas quanticas

Na computacao, sendo ela classica ou quantica, as portas logicas sao elementos
fundamentais. Algo também essencial & computacao é o conceito de bit. Na
computacao classica o bit assume apenas dois valores, "0"e "1". No caso quéntico
a um anélogo ao bit denominado g-bit. Ele é representado pelos estados |0) e |1).
O que torna a computacao quantica mais promissora ¢ a possibilidade de existir
estados intermediarios [45], de forma que é possivel obter um autoestado definido
por,

[¥) = al0) + B[1), (B.1)

onde « e [ sdao numeros complexos. Ao medir um g-bit, o que se encontra é
um estado |0) com probabilidade |a|* e um estado |1) com probabilidade |3|*.
Naturalmente, |a|> 4+ |3]*> = 1, pois a soma das probabilidades deve ser 1. Em
termos matematicos, o g-bit seria um vetor unitario em um espaco bidimensional
complexo.

As portas logicas sao responsaveis por manipular as informagoes. Considerando,
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por exemplo, a porta logica classica NAO, observa-se que nela os estados 0 e 1 sdo
trocados um pelo outro, ou seja, 0 — 1 e 1 — 0. Um bom analogo quantico
para a porta NAO pode ser dado pela transformacio que leva um estado qualquer
a|0) + B |1) , para um estado no qual os papéis sao invertidos, a |1) 4 5 0).
Uma forma conveniente para representar a porta logica quantica NAO, é através

da representacao matricial. Desse modo, é util definir uma matriz X, tal que,

01
X = , (B.2)
10
e o estado «|0) + 3]1) sob a forma,
«
(B.3)
s,

onde a primeira linha corresponde a amplitude |0) e a linha inferior & amplitude

de |1). Sendo assim, o resultado da aplicacdo da porta quantica NAO sera,

X - = . (B.4)
/87 a’

Desse resultado é possivel observar que, portas quanticas sobre um g-bit podem
ser descritas por matrizes 2 X 2.

A condicao para que uma matriz U represente uma porta, é que essa matriz
seja unitaria [40], o que é equivalente & UTU = I , onde UT é adjunta de U (obtida
transpondo-se e tomando-se o complexo conjugado de U), e I é a matriz identidade

2 X 2.
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Existe uma infinidade de portas de um g-bit, pois existem iniimeras matrizes
unitarias. No entanto, é possivel demonstrar que toda matriz unitaria 2 x 2 pode
ser decomposta como [45],

e~/ 0 cos? —sini e~ /2 0

U =e™ : (B.5)

0 b2 sind  cos? 0 ¢eid/2

onde a, 3, v e § sao reais. Essa decomposicao em matrizes de rotacao pode ser
utilizada como uma receita para se construir matrizes unitarias.

No caso da computagao quantica holondémica é possivel afirmar que a equacao
(B.5) também engloba as holonomias (as fases geométricas), garantindo dessa
forma que elas possam ser entendidas como portas logicas quanticas.

Também existe a possibilidade de serem implementadas portas loégicas quanti-
cas com mais de um g-bit. No entanto, elas nao serao tratadas neste trabalho, pois
o objetivo deste apéndice ¢é ilustrar como atua uma porta logica quantica qualquer,
objetivo este que pode ser perfeitamente satisfeito fazendo uso de sistemas com

um 1nico g-bit.
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