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Resumo

Uma ampla faixa de patégenos sdao propagados por uma combinacao de transmissao hori-
zontal e vertical, dentre os quais podemos destacar: microesporideos, helmintos, bactérias, fun-
gos e virus de plantas e animais, incluindo importantes microorganismos parasitas de humanos
como o HIV, HTLV-1, cytomegalovirus, vérios tipos de hepatite e herpes simples [Proc. R. Soc.
Lond. B 260: 321-327 (1995)]. Neste trabalho, a transmissao vertical (infeccao do genitor para
os filhos) e a transmissao horizontal (infec¢do por contdgio) numa populacio de individuos em
movimento sdo discutidos usando um autdémato celular probabilistico implementado numa rede
quadrada. Em tal modelo, generalizamos o autdmato proposto em [J. Phys. A : Math. Gen.
27: 1585-1597 (1994)] para incluir a transmissao vertical. A regra local consiste de duas sub-
regras: a primeira modela de maneira sincronizada os nascimentos, as mortes e as infecgdes;
J4 a segunda, aplicada sequencialmente, descreve o movimento dos individuos. Neste modelo
€ possivel um estado endémico (suscetiveis coexistindo com infectados) ou um estado livre de
doencas (sem infectados). Salienta-se que um estado em que toda a populacao torna-se infec-
tada € possivel no caso de transmissao vertical perfeita, i.e. pais infectados possuem apenas
descendentes infectados. Inclusive, a estabilidade destes estados pode ser analizada na aproxi-
macao de campo médio para este modelo, ou verificada através dos graficos dos resultados das

simulagdes numéricas.

Palavras-chave: TRANSMISSAO - AUTOMATO CELULAR - APROXIMACAO DE CAMPO
MEDIO
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Abstract

A wide range of pathogens are transmitted by a combination of horizontal and vertical trans-
mission; among these are microsporodians, helminths, bacteria and viruses of plants and ani-
mals, including important human pathogens such as HIV, HTLV-1, cytomegalovirus, several
hepatitis viruses and herpes simplex [Proc. R. Soc. Lond. B 260: 321-327]. In this work, the
vertical parasite spreading from parent to offspring and horizontal transmission through infec-
tion in a population of moving individuals are discussed using a probabilistic cellular automata
implemented on a square lattice. In our model, we generalize the automata proposed in [J. Phys.
A : Math. Gen. 27: 1585-1597] to include the vertical transmission. The local rule consists of
two subrules: the first one, applied synchronously, models infection, birth and death processes;
the second, applied sequentially, describes the motion of individuals. In this model, endemic
states may occur (susceptible and infected individuals coexisting) or a disease-free state (with-
out infected). It is worth mentionins that a state in which the entire population becomes infective
is possible in the case of perfect vertical transmission, i.e. infected parents give birth only to
infected offspring. Moreover, the stability of these states may be analised using a mean-field

approximation or grafically verified from the numerical simulations.

Keywords: TRANSMISSION - CELLULAR AUTOMATA - MEAN-FIELD APPROXIMA-
TION
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Introducao

Apesar de ndo haver uma tnica definicdo para sistemas complexos, pode-se afirmar em
geral que um sistema complexo € caracterizado por um grande nimero de graus de liberdade,
ou seja, tem muitos elementos que sdo inter-relacionados, € uma dindmica dominada por in-
teracOes nao-lineares. Um sistema € dito ser um sistema complexo quando suas propriedades
ndo sdo uma consequéncia natural de seus elementos constituintes vistos isoladamente. As pro-
priedades emergentes de um sistema complexo decorrem em grande parte da relagdao ndo-linear
entre as partes. Alguns exemplos de sistemas complexos sdo: sistemas fisicos (spins atdmicos
em um modelo magnético, clima), sistemas biolégicos (colonias de animais), sistemas sociais
(redes sociais). Nesses sistemas o resultado das interagdes envolvendo esse grande nimero de
constituintes é, via de regra, a geracao de padrdes espaco-temporais muito complexos. O estudo
de fendmenos associados a alguns sistemas bioldgicos complexos como, por exemplo, a trans-
missao de doencas infecciosas, o controle de populagdes animais e o crescimento de populacdes
envolve a compreensdo de vdrios conceitos ecoldgicos e epidemioldgicos complexos. A mo-
delagem matematica dos fenomenos mencionados, além de util como ferramenta de auxilio na
elaboracdo de estratégias em ecologia e epidemiologia, pode também auxiliar no aprendizado
destes fendmenos de comportamento ndo-linear.

A construcdo de equagdes diferenciais, andlise de estabilidade dessas equacdes e o uso de
simulacdes computacionais sdo as principais técnicas usadas para a investigagdo de sistemas
complexos biolégicos, por meio das quais pode-se estudar a influéncia de parametros bioldgi-
cos (taxas vitais, taxas de contato para transmissao de infeccdo, taxas relacionadas a controle
populacional, entre outros) na dinamica de populagdes. A andlise de equacgdes diferenciais,
incluindo-se a integracdo numérica possibilita a obtengao de solucdes e de planos de fase que
fornecem uma boa descri¢do do sistema, incluindo seus pontos de equilibrio e seu tipo de es-
tabilidade. Outra alternativa € a construcdo de modelos computacionais chamados autdomatos
celulares. Esses modelos sdo caracterizados principalmente por assumirem tempo, espago € es-
tado como varidveis discretas, e por definirem a dinamica do sistema por meio de regras que sao
processadas e atualizadas de maneira sincrona ou sequencial. Ao contrario da modelagem por
equagdes diferenciais, que leva em conta apenas a evolucdo temporal do sistema, os autdmatos
celulares consideram também aspectos locais da dinamica.

A arquitetura cldssica dos autdmatos celulares € naturalmente adequada para uso de modelos
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matematicos de sistemas complexos formados por um grande nimero de componentes simples
que interagem entre si. Nos modelos de automatos celulares, os componentes sao distribui-
dos numa rede e cada sitio dessa rede s6 pode assumir um certo conjunto discreto de estados.
Em um dado instante, o estado assumido por um certo componente depende diretamente dos
estados anteriores de sua vizinhanca e dele mesmo. O sistema € atualizado simultaneamente
em passos discretos de tempo segundo as regras associadas a cada sitio. O fato de se usar
tempo, espago e estados discretos permite que o sistema possa ser tratado de maneira relati-
vamente simples com o auxilio de computadores, e esse € um dos aspectos responsaveis pelo
grande interesse no uso desse tipo de modelo algoritmico. Um ponto muito interessante é que
o uso dos autdmatos celulares permite verificar que sistemas que apresentam estados inicias
completamente desorganizados, podem, de acordo com as regras aplicadas, exibir a formacgao
de padrdes espaco-temporais bastante complexos, apds um certo nimero de iteragdes. Nesse
trabalho, usamos automatos celulares para estudar relacdes parasita-hospedeiro.

Uma relagdo parasita-hospedeiro € aquela em que um individuo (o parasita) se associa a
outro (o hospedeiro) causando-lhe prejuizo, para obter beneficio préprio (alimento e aloja-
mento), como por exemplos, a interacdo entre amebas, vermes, virus e alguns tipos de bac-
térias com animais, plantas e seres humanos. Tal assunto tem atraido o interesse de muitos
pesquisadores, ja que muitas doencas sao causadas por parasitas. O estudo da dindmica espago-
temporal de populagdes de organismos sujeitos a tal tipo de relacionamento permite entender e
controlar a dinamica desses individuos.

Quanto a forma de transmissdo, ha duas maneiras possiveis: vertical (ou perinatal), se a
transmissao da infec¢do causada pelo parasita for de um hospedeiro parasitado para seu descen-
dente, durante sua gé€nese, e horizontal (ou contdgio), se o espalhamento do parasita for através
do contato de individuo infeccioso com um hospedeiro vulnerdvel a infeccdo. Neste trabalho, a
propagacdo vertical e horizontal de parasitas numa popula¢@o de individuos em movimento sido
estudadas por simulacdo usando autdmatos celulares probabilisticos implementados em redes
quadradas bidimensionais, com condi¢des de contorno periddicas e com interagdes de cada sitio
com seus quatro vizinhos mais préximos

No capitulo 1, serdo apresentados os principais modelos matematicos e fisicos que serviram
de fundamentacao tedrica para o desenvolvimento deste trabalho. Juntamente com os modelos
de Lipsitch e colaboradores e o modelo de Boccara e colaboradores, abordados no capitulo
2, esta fundamentacgdo tedrica fornece uma base soélida para o novo modelo proposto neste
trabalho. No capitulo 3 € apresentada e enfatizada uma versao modificada do modelo de Boccara
e colaboradores que desenvolvemos neste trabalho para incluir transmissao vertical, sendo esta a
nossa principal contribui¢do. Por tltimo, serdo mostradas as conclusdes e perspectivas obtidas,

levando em consideracdo o modelo apresentado no capitulo 3.
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CAPITULO 1

Fundamentacao tedrica

Este capitulo estd dividido em trés partes. Primeiramente, fazemos uma discussdo sobre
dinamica populacional (Secdo 1.1), destacando as formas de crescimento populacional e alguns
modelos com interacdo entre diferentes populagdes. Em seguida (Secdo 1.2), consideramos
o consagrado modelo epidemioldgico SI. Por fim, discutimos alguns conceitos sobre sistemas

dindmicos (Sec¢do 1.3) que serdo uteis no desenvolvimento dessa dissertacao.

1.1 Dinamica populacional

1.1.1 Crescimento exponencial

Muitos tentam modelar o crescimento populacional come¢ando com a suposi¢do de que a
taxa de crescimento populacional depende do tamanho da populagdo. Em um trabalho publi-
cado em 1870, o matematico britanico Thomas Robert Malthus propds que essa taxa obedecia

ao seguinte problema de valor inicial [1, 2, 3, 4]:

dN
—r =, (1.1)
N(t,) =N,, (1.2)

onde r é uma constante de proporcionalidade, N € o tamanho da populagdo em um dado instante
de tempo t e Ny € o tamanho da populagao inicial.

Esse modelo conduz ao crescimento exponencial, ja que a solucdo para a equacao diferencial
(1.1) é:

N(t) = Noe' =10, (1.3)

ocorre em muitas teorias fisicas envolvendo crescimento ou decrescimento. Por exemplo, em
biologia € frequentemente observado que a taxa de crescimento de certas bactérias é propor-
cional ao nimero de bactérias presentes num dado instante [3]. Durante um curto intervalo
de tempo, a populagcdo de pequenos animais pode ser prevista pela solucio para esta equagao.
Uma caracteristica do crescimento exponencial € tempo de duplicagdo constante: leva exata-

mente a mesma quantidade de tempo (In2)/r, para a populacdo se duplicar de Ny para 2Ny,
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independentemente do tamanho inicial. Em geral, a constante de proporcionalidade r € positiva
(crescimento) ou negativa (decrescimento) e pode ser determinada pela solug@o para o problema
usando um valor subsequente de N em um instante #; > #y [11]. Por exemplo, suponha que uma
cultura contendo inicialmente Ny bactérias aumente para (3/2)Ny apds uma hora (r = 1), e que
a taxa de crescimento seja proporcional ao niimero de bactérias presentes. Assim, substituindo
estes valores na equagdo, encontra-se r = 0.4055.

Como esse modelo assegura que ndao ha limite para o nimero de individuos nessa popu-
lagdo, fica claro que o modelo exponencial ndo € um quadro completamente realistico; ele
pode ser realistico para o crescimento de algumas populagdes durante um intervalo de tempo
relativamente curto, como no aumento da populacdo dos Estados Unidos durante o periodo
de 1790 a 1860 [11]. Um modelo mais sofisticado € o de crescimento logistico, que permite
fazer previsOes mais precisas para periodos mais longos de tempo, conforme discutido na se¢ao

seguinte.

1.1.2 Crescimento logistico

O matematico belga Pierre F. Verhurst propds em 1837 um modelo que supde que uma po-
pulacdo podera crescer até um limite maximo, a partir do qual tende a se estabilizar. O modelo
proposto por Verhurst atende a uma condi¢do em que a taxa de crescimento efetiva de uma
populacdo varia ao longo do tempo. Esse modelo € uma alternativa ao modelo de crescimento
exponencial em que a taxa de crescimento € constante e ndo hd limitacdo para o tamanho da
populacdo [1, 2, 3, 4].

Para espécies animais de vida livre, por exemplo, a disponibilidade de alimento, abrigo e
dgua é um fator limitante para o crescimento populacional. Esse limite mdximo sustentdvel é
denominado capacidade de suporte (K) em Ecologia.

Assim, para uma populacio de tamanho N, com coeficiente de crescimento r, 0 modelo de

crescimento logistico continuo pode ser representado pela equagao

dN(t) N
=rN|1——=]. 1.4
dr ( K) 14
Pode-se observar, na equacao (1.4), que quando a populacao tende a capacidade de suporte,
tem-se que ‘%’ = 0, e o tamanho da populacdo permanece estavel. O que se espera que ocorra

€ que haja ou uma elevacdo da taxa de mortalidade devido a competi¢do por alimento e abrigo
ou uma reducdo da taxa de natalidade. Na Figura 1.1 € mostrado o grafico de uma solu¢do da
equacao (1.4).

Em 1920, os cientistas americanos Raymond Pearl e Lowell J. Reed examinaram a pro-

ximidade da curva de crescimento populacional dos Estados Unidos com curva logistica [3].
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Figura 1.1 Solucgfo da equagdo do modelo de crescimento logistico. Pardmetros :r =4; K = 100; N, =
4.

Usando dados do censo de 1790, 1850 e 1910, eles encontraram uma equacdo logistica que
correspondia a imagem da populag@o para um periodo de 120 anos, come¢ando em 1790. Além
disso, as previsdes deste modelo t€ém uma excelente concordancia com a populacio observada
entre 1790 e 1950, sendo o maior erro percentual em torno de 3,5%. Essa curva logistica
calculada por Pearl e Reed poderia ter sido deduzida em 1911, quando os resultados do censo de
1910 foram publicados. Sua equagado poderia ter sido usada por 40 anos para fornecer projegoes

precisas de populagdes que teriam sido tteis em planos governamentais.

1.1.3 Lei da acao das massas

A lei da acdo das massas, com origem na Fisico-Quimica, serviu de inspiracao cientifica
para uma série de modelos em diferentes dreas. Esta lei empirica, formulada por Waage e
Guldberg, afirma que “A taxa de colisdes moleculares entre dois componentes quimicos diluidos
¢ proporcional ao produto de suas concentragdes” [5]. Isto € valido mesmo em situagdes de ndo-
equilibrio.

Na biologia, a lei da acdo das massas também € aplicada em situacdes na qual a taxa de

variagdo de uma populagdo é proporcional ao produto das densidades de duas populacdes dis-
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tintas. Neste caso, a constante de proporcionalidade indica a probalidade do predador entrar em
contato com a vitima, por exemplo, em um ambiente onde ambos movem-se aleatoriamente e

em que a presa nao tem tempo ou lugar disponivel para escapar de ser devorada [1, 4, 6].

1.1.4 Modelo presa-predador

O modelo de presa-predador de Lotka-Volterra € um modelo de importancia histérica na
modelagem matemadtica de sistemas ecoldgicos. Surgiu em meados da década de 1920 quando
Umberto D”Ancona, biol6go marinho italiano, desenvolveu uma anélise estatistica com dados
sobre peixes vendidos nos mercados de Trieste, Fiume e Veneza entre 1910 e 1923. A pesca
havia sido suspensa em parte do Mar Adriatico durante a Primeira Guerra Mundial, de 1914
a 1918, e Umberto D"Ancona mostrou que houve aumento da frequéncia relativa de certas
espécies e redugao da frequéncia relativa de outras espécies [1, 4, 7].

Os dados mostravam que a frequéncia de predadores, como tubardes, aumentara durante os
anos de guerra e posteriormente diminuira com o aumento da pesca. A abundancia relativa das
presas, por outro lado, seguira um padrio inverso. Umberto D"Ancona estava noivo de Luisa
Volterra, uma ecologista, filha de Vito Volterra, um famoso matematico italiano. D”Ancona
prop0s, entdo, a questao a Vito Volterra, que escreveu um par simples de equagdes diferenciais
nao-lineares de primeira ordem para descrever o modelo, onde utilizou o modelo malthusiano
(crescimento/decrescimento exponencial) e a “lei da acdo das massas” (no tratamento da in-
teracdo entre as espécies). O austriaco Alfred J. Lotka, trabalhando independentemente como
biomatemaético nos Estados Unidos, chegou ao mesmo sistema de equacdes e publicou o re-
sultado em 1925 em seu texto Elements of Physical Biology. O modelo de presa-predador de
Lotka-Volterra tem sido também ponto de partida para o desenvolvimento de novas técnicas
e teorias matemdticas. Se definirmos N(f) como a densidade de presas e P(¢) como a densi-

dade de predadores, o modelo proposto por Lotka e Volterra apresenta a seguinte formulagdo
[1,2,3,4,7]

dN(t
di ) _ rN —cNP, (1.5)
P

dd# = bNP — mP, (1.6)

onde r € a razdo de crescimento da populacdo de presas na auséncia de predadores, ¢ € o coefi-
ciente de predacdo, b € a taxa de reproducao dos predadores a cada presa comida, e m € a taxa
de mortalidade dos predadores.

O termo rN implica que as presas crescerdo de modo exponencial na auséncia de predadores,
pois neste caso a solucdo da equagéo (1.5) serd N(t) = N(0)e”, onde N(0) é a tamanho inicial
da populacdo de presas. Por sua vez, o segundo termo da primeira equagdo, —cNP (acdo das

massas), esta relacionado a reducdo das presas por acdo dos predadores. Na segunda equagdo, o
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termo bN P (acdo das massas) indica que a perda de presas leva a producdo de novos predadores,
e —mP indica que a populacdo de predadores decai exponencialmente na auséncia de presas,
pois nesta situagdo a soluc¢@o da equagdo (1.6) serd P(r) = P(0)e ™, onde P(0) é a densidade
inicial de predadores.

Admitindo que o encontro das duas espécies seja ao acaso, entdo quanto maior o nimero
de presas, mais facil serd encontra-las e quanto mais predadores, mais alimento serd necessario.
Em vista disso, € razodvel supor que a taxa de destruicdo das presas € proporcional ao nimero
de encontros possiveis entre as duas espécies.

Este sistema formado pelas equacdes (1.5) e (1.6) pode ser analisado qualitativamente no
plano de fase (grafico predadores (P) vs. presas (N)), eliminando a varidvel independente ¢,

através da regra da cadeia:
dN dN dt
—_— = — %k —.
dP dt dP
Vale salientar que trata-se de um plano de fases generalizado, onde uma das varidveis nao é

(1.7)

necessariamente a conjugada da outra. Substituindo (1.5) e (1.6) em (1.7) encontra-se a equagao

dN _ N(r—cP)
dP  P(—m-+bN)’

que pode ser resolvida analiticamente por integracdo definida com separacao de varidveis, ob-

(1.8)

tendo
N — bN Pr—cP
/ LdN:/ < ap (1.9)
No N Py P
de forma que
N P
—mln]70+bN:rlnITo—cP, (1.10)
ou ainda,
(N"e PN (P e=F) = ¢y, (1.11)

onde co = (No™e M) (Py"e=¢P0) é uma constante ligada as condicdes iniciais.

1.1.4.1 Solucdes de equilibrio

Para encontrar o equilibrio das populagdes de presas e predadores, iguala-se cada equacao
diferencial a zero e resolve para o tamanho da populacdao. Comecando com a equagdo das presas
(1.5):

0=N(r—cP). (1.12)

Assim, o nimero de predadores que mantém a populacdo de presas constante é:
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p=". (1.13)
C

Este resultado mostra que se a razdo de crescimento da populacdo de presas na auséncia de
predadores r € grande, serd preciso um nimero maior de predadores para manté-la em equi-
librio. E se o coeficiente de predacdo c¢ for alto, menos predadores serdo necessdrios para

controlar a densidade de presas. Resolvendo a equacgdo dos predadores (1.6), tem-se que:

0= P(bN —m). (1.14)

Portanto, a quantidade de presas que mantém a populacdo de predadores em tamanho constante

¢ dada por:

N=—. (1.15)

Se a taxa de mortalidade dos predadores m possui um valor alto, mais presas serdo necessarias
para manté-los em um nimero de equilibrio. Caso a taxa de reproducao dos predadores a cada
presa comida b seja alta, serd preciso menos vitimas para controlar o tamanho da populagao

deles.

1.1.4.2  Soluc¢des numéricas

Na Figura 1.2, que ilustra a evolucdo temporal das populacdes de presas e predadores,
através de solucdes das equagoes (1.5) e (1.6), € mostrado que ambas oscilam periodicamente,
crescendo e decrescendo suavemente do minimo ao méximo. Os picos das populacdes de vi-
timas e predadores estdo deslocados por um quarto de ciclo e as amplitudes sdo determinadas
pelo tamanho inicial das populagdes, conforme visto na Figura 1.3. O plano de fases do modelo
presa-predador € o grafico da equagdo (1.11), conforme mostrado na Figura 1.3, onde nota-se
que as solugdes sdo curvas fechadas formando 6rbitas estdveis, cuja amplitude das oscilagdes
dependem das condic¢des iniciais; tal tipo de 6rbita € chamada de ciclo limite estdvel, com cen-
tro localizado no ponto ( N, P). Isto ocorre porque se o nimero de predadores for menor que
P, a populacio de presas cresce e vice-versa. Também se houver menos vitimas que N, a quan-
tidade de predadores diminui e vice-versa. Consequentemente, em um grafico de P versus N
o resultado € uma curva fechada, orientada no sentido anti-horério, e a evolugdo temporal das
populacdes de presas e predadores apresenta comportamento oscilatério. As curvas fechadas
no plano de fases indica que o pico da populagdo de predadores ocorre quando a populacio de

vitimas estd no ponto médio, e vice-versa.
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Como a amplitude de oscilagdo depende das condi¢des iniciais, se queremos diminuir a
quantidade de presas ndo adianta aumentarmos a quantidade de predadores, pois isto s alteraria

a amplitude de oscilagdo a cada ciclo.

presas e predadores

— Presas(N)
N PYPPE Predadores (P) 7

tempo

Figura 1.2 Gréfico da evolucdo temporal das populagdes de presas e predadores, respectivamente.
Parametros : No =0.75;P,=0.25;r=m=0.25;b=c=0.5.

1.1.4.3 Determinacdo dos parametros do modelo presa-predador

Visando ilustrar a determinacdo dos parametros do modelo presa-predador, iremos aqui utiliza-
lo para escrever a interagdo existente entre vespas indianas e brocas da cana-de-agucar [7].

Sejam
e N=N(t) : a populagdo de brocas numa regido limitada de um canavial, num instante 7;

* P = P(t): a populagdo de vespas que convivem com as brocas no mesmo canavial, num

instante 7.
Para tal, assumiremos as seguintes hipdteses:

1. A quantidade de alimento (cana-de-agucar) para a broca (presa) é bastante grande, nao

existindo uma auto-regulacio de seu crescimento especifico.
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03

02

0,1+ —

Figura 1.3 Plano de fases do modelo presa-predador de Lotka-Volterra. Os pardmetros utilizados sdo

os mesmos da Figura 1.2, variando apenas as condicdes iniciais.

2. A vespa tem na broca sua alimentacdo bésica e na auséncia desta a vespa morre.

3. A broca s6 € predada pela vespa (hipdtese altamente simplificadora).

Com estas consideragdes, podemos aplicar o modelo presa-predador dado pelas equacdes
(1.5) e (1.6) a interacdo entre vespa e broca. A determinacdo dos coeficientes estd condicionada
a unidade de tempo (dias). Para efeito de calculo consideramos o periodo de 1 ano para o plantio
e colheita da cana. Geralmente o ciclo da broca varia entre 53 a 63 dias (desprezaremos a tltima

geragdo, considerando apenas 4 geracdes num ano) e o ciclo das vespas é de 13 a 17 dias [7].

1. Razdo de crescimento da populacdo de brocas na auséncia de predadores: r

Temos que:

_ 53+63
2
¢ o periodo médio de um ciclo de vida da broca.

T = 58 dias, (1.16)

Em ambiente de campo, R =5/1 =5, onde R é o nimero de individuos adultos gerados
por cada adulto. Supondo que, na auséncia de vespas, a populagdo de brocas aumenta

sem limitacoes, de acordo com a equagdo (1.5) temos:
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N(t1) = N(0)e™ = RN(0) = N(0)e™ = r = ——. (1.17)

Portanto, r = % =0,02774893. Vale salientar que em condi¢des de laboratério R =36/1

em cada geracgdo.

. Coeficiente de predacdo: ¢

O coeficiente ¢ € calculado através da taxa de eficiéncia do controle biolégico que as
vespas exercem sobre as brocas. Temos que apenas as fémeas das vespas causam prejuizo
para as brocas — entdo, podemos admitir uma taxa de controle de 50%, isto é, N(t1;) =

0,5N(0), onde T, = 15 dias é o periodo médio do ciclo da vespa.

Atualmente, recomenda-se a liberacio de 5000 vespas quando forem encontradas 10 bro-
cas (10 furos na cana), por uma pessoa em 1 hora, em 1 hectare. Usando a equacio
(1.5)

dN

—- =N —5000cN = N(r —5000c), (1.18)
ou
dN
= (r=5000c)ds. (1.19)

Integrando esta expressao, obtém-se

N(t) = N(0)elr—3000c) (1.20)
Considerando t = Ta,
N(’Ez) -
In ( N(0) ) = (r—5000c)r,. (1.21)

—

Tomando os valores T, = 15, r = 0,02774893 ¢ In (N(Tz

N(O)) —1n0,5 = —0,69314718,
obtemos ¢ = 0,00001479.

. Coeficiente de mortalidade das vespas (na auséncia de alimento): m

Na verdade, somente a fémea da vespa busca a broca para efetuar a postura dos ovos.

Contudo, as vespas duram de 48 a 72 horas, ap0s a liberacdo dos ovos. Admitiremos, a
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partir destes dados, que a populacdo das vespas seja reduzida a 5% em cerca de 60 horas.
De acordo com a equagéo (1.6) temos que P(¢) = P(0)e ™. Tomando o periodo médio

de vida ap6s a oviposicdo t = 60 horas = 2,5 dias, obtemos

0,05P(0) = P(0)e >, (1.22)
ou seja,
1
m=— n20’505 — 1,198293. (1.23)

4. Taxa de reproducdo das vespas a cada broca atacada: b

O coeficiente b representa a taxa de natalidade das vespas, que obviamente depende da
quantidade de hospedeiros (broca) durante a postura. Geralmente, cada vespa fémea da
origem a 50 outras, das quais apenas 15 completam o ciclo de vida. De acordo com a

equagao (1.6), temos
dpP
dt
onde N(0) ~ 2000 brocas (valor inicial estimado por hectare pesquisado). Entao,

bN(0)P — mP, (1.24)

P
d? = (2000b — m)dt. (1.25)

Integrando, temos

pP— P(O)e(ZOOOb—m)t' (1.26)
Usando os valores P(0) = 5000, m = 1,198293, t = 1, = 15, obtemos b = 0.0006894.

Uma vez calculados os parametros através de dados empiricos, pode-se em seguida comparar
os resultados experimentais com os resultados previstos pelo modelo, e planejar estratégias de
controle biol6gico de pragas baseando-se nessas previsdoes. Além de predatismo, também € pos-
sivel competicdo entre individuos de mesma espécie (interespecifica) ou de espécies diferentes

(intraespecifica), conforme modelo a seguir.

1.1.5 Modelo de competicao de Lotka-Volterra

Na década de 1920, Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) desenvolveram
um modelo matemdtico simples para descrever competi¢do entre individuos de duas espécies

competidoras, que aqui designamos como N; e N>. Cada populacdo cresce logisticamente, com
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seu proprio razdo coeficiente de crescimento (r; ou rp) e sua propria capacidade de suporte
(K1 ou K3). Como no modelo logistico, o crescimento populacional é reduzido por competicao

intraespecifica, aquela que ocorre entre membros da mesma espécie [1, 2, 4]:

dN N
— =Ny |1 —— 1.27
o 1( K1)7 (1.27)
dN> N>
—— =N 1—-—==]. 1.28
PRAL 2< Kz) (1.28)

Em um modelo mais recente [2], a taxa de crescimento populacional sofre uma diminui¢ao
adicional devido a presenca da segunda espécie. Assumindo que o crescimento € reduzido por

alguma funcao (f) do nimero de individuos da outra espécie competidora, teremos

dNy [Ni + f (N2)]
— = r1N| (1 T ) : (1.29)
dN; - [Nz +f(N1)]
o rolNp (1 — —K2 ) . (1.30)

Estas expressdoes mostram que a taxa de crescimento populacional € diminuida por com-
peticdes intraespecifica e interespecifica. Existem muitas funcdes complicadas que poderiam
ser usadas nestas expressoes, mas a formula mais simples € multiplicar o tamanho da populacao

do competidor por uma constante

le [Nl-I-O(.Nz]
—_— =Nl 1.31
o =N 1( X, , (L.31)
dN> [Nz—l—ﬁNl]
——=pNy [ | ————= . 1.32
PR 2( 5 (1.32)

Os coeficientes de competi¢do o e B sdo muito importantes para o entendimento do modelo
de Lotka-Volterra. O parametro o € a medida do efeito da espécie 2 no crescimento da espécie
1. Se oo = 1, entdo as duas espécies tem o mesmo efeito na redug¢do do crescimento da espécie
1. Por outro lado, se a0 = 4, cada individuo da espécie 2 que fosse adicionado ao ambiente
reduziria o crescimento de N1, da mesma maneira que ocorreria se adiciondssemos 4 individuos
da espécie 1. Portanto, o0 € uma medida da importancia relativa per capita de competi¢do intere-
specifica e intraespecifica. Se o > 1, o efeito per capita da competicao interespecifica € maior
que o da intraespecifica. Se o < 1, a competi¢do intraespecifica € mais importante - cresci-
mento populacional da espécie 1 é mais diminuido pela adicdo de um individuo de Ny do que
pela adicdo de um individuo da espécie competidora. E se o0 = 0, ndo hé efeito de competi¢ao
interespecifica, e a equacdo se reduz ao caso logistico mais simples. Portanto, o € o efeito per

capita da espécie 2 no crescimento da espécie 1, medida em relagdo ao efeito da espécie 1[1, 2].



1.1 DINAMICA POPULACIONAL 25

Razdes similares se aplicam a interpretacdo de P, que é o efeito per capita da espécie 1
no crescimento da espécie 2. E importante ressaltar que os valores de o, e P ndo precisam
ser iguais. Efeitos competitivos na natureza sao frequentemente assimétricos — adicionando
um individuo de uma espécie pode diversificadamente diminuir o crescimento populacional
da segunda espécie, ao passo que o inverso nao € verdadeiro. Apesar de r| e r» ndo afetar o
resultado da competicao neste modelo, as capacidades de suporte do meio e os coeficientes de

competicdo sdo parametros criticos na determinagdo da coexisténcia das espécies.

1.1.6 Modelo de predatismo intra-associado

Os ecologistas classificam as interacdes entre espécies de acordo com os seus efeitos na taxa

de crescimento populacional, sendo definidas da seguinte maneira [1, 2]:
* competicdo, se ambas espécies tem efeito negativo uma sobe a outra;
* mutualismo, quando ambas espécies produzem efeitos positivos entre elas;
 predagdo ou parasitismo, em que uma espécie ganha e a outra perde.

Estas classificagdes s@o convenientes e naturais, mas quando estudamos a histdria na-
tural de muitos animais, notamos que eles ndo podem ser classificados simplesmente como
predadores ou competidores. Por exemplo, ledes na infancia sdo presas de ongas pintadas, lo-
bos e hienas, mas também competem com esssas mesmas espécies por presas. Besouros do
género Tribolium competem por comida (encontrada nas flores), mas a altas densidades eles
também consomem as larvas dos outros besouros[2]. Para muitos predadores, a dieta € estri-
tamente determinada pelos seus tamanhos e pelo que podem pegar com a boca. Dependendo
da idade, suas dietas podem mudar radicalmente. Observando o aumento de filhotes de peixes
em um aquario, podemos ver que o predatismo € ligado criticamente ao tamanho do corpo, na
maioria das vezes. Individuos de uma tnica espécie podem atuar como presas, competidores
ou predadores, dependendo de suas idades e tamanhos. Predatismo intra-associado (PIA) é a
interacdo ecoldgica em que duas espécies competidoras também atuam como predador e presa.
PIA nao € um fendmeno isolado; € comum em comunidades terrestres e aqudticas.

Suponha que duas espécies competem entre si de acordo com as equacdes de Lotka-Volterra,
mas a espécie 1 € também € um predador da espécie 2. Este € um modelo simples que ndo
leva em conta a faixa etdria, nem predatismo reciproco ou canibalismo [2]. A equacdo de

crescimento para a espécie 1 (“predador”) é [1, 2]:

dN; . 1 [Nl —I—OLNQ]
K

) +YN1N;. (1.33)



1.2 MODELO EPIDEMICO SI 26

Esta é quase idéntica ao modelo original de competi¢do de Lotka-Volterra, com a diferenca
de um termo adicional, que representa o aumento na taxa de crescimento recebido pela espécie
1 por se alimentar da espécie 2. O valor deste aumento depende da quantidade de predadores
e presas disponiveis (N1N,), e do coeficiente de intera¢do (y), de maneira andloga ao modelo
presa-predador, com as diferencas de incluir competi¢@o e crescimento logistico. A equacdo de

crescimento para a espécie 2 (“presa”) € dada por [1, 2]:

dN; N, N
Ny _ (1_—[ 24P ﬂ) 3NN, (1.34)
dt K>

O crescimento da espécie 2 também € andlogo ao descrito pelo modelo de competi¢do de
Lotka-Volterra, diferindo por um termo adicional, que representa a diminuicao da taxa de cresci-
mento devido ao predatismo pela espécie 1, sendo causa de perdas em N,. Essas perdas também
dependem da quantidade de presas e predadores disponiveis (N1N;), e do coeficiente de inte-
ragdo (8). Note que os coeficientes de interagdo para predador (Y) e presa (d) ndo precisam
ser iguais, pois a perda de um individuo por predatismo necessariamente nao corresponde a
um ganho simétrico para a populagcdo de predadores. Nota-se que o termo de predatismo é do
tipo "lei da acdo das massas", e o seu sinal depende de qual espécie estd sendo “presa"(sinal

negativo) ou “predador”(sinal positivo).

1.2 Modelo epidémico SI

Algumas doengas contagiosas que acometem rapidamente a uma grande parte da populacao
sao chamadas de epidemias (do grego epi = sobre, + demos = populacdo). A modelagem de
epidemias tem nas equacdes diferenciais o método mais simples para se iniciar o estudo da in-
vasdo de parasitas numa populacdo de hospedeiros. Em tais modelos, a populagdo € dividida
em compartimentos de acordo com o estado de cada individuo, por e-xemplo, suscetiveis ou
infectados, no caso mais simples. Suscetiveis sao individuos que ndo t€m infec¢do, mas que sao
vulneraveis a ela. Além disso, o modo de transmissdo na maioria dos casos se da unicamente
por contdgio, obedecendo a lei de acdo das massas, na qual as densidades das populacdes de
hospedeiros parasitados e ndo-parasitados, respectivamente, limitam o aparecimento de infec-
tados na populagdo [1].

O processo de modelagem consiste primeiramente na coleta de dados das caracteristicas da
doenca, para compreender melhor o processo epidemioldgico em que ela ocorre e a partir dai
criar um modelo matemadtico que pareca mais adequado. Em seguida, as predi¢des do modelo
sd@o comparadas com os dados coletados para verificacao de sua consisté€ncia légica.

Uma analise matemdtica de processos epidemioldgicos ajuda a responder a algumas questdes

especificas como por exemplo, como melhorar o controle de transmissdo de doencas? A vaci-



1.2 MODELO EPIDEMICO SI 27

nagio é eficiente para o controle da epidemia? E sempre benéfico estimuld-la? Qual a melhor
estratégia para proteger um grupo vulnerdavel?

Modelos epidémicos do tipo SI (suscetivel-infectado) podem ser adequados quando sdo
consideradas doencas transmissiveis de cardter cronico para as quais o individuo infectado ndo
volta a ser suscetivel nem se recupera da infeccdo. Pode ser utilizado para descrever doencas
infecciosas cronicas como a tuberculose em algumas espécies animais. No caso da tuberculose,
por se tratar de uma doenc¢a de dinamica de transmissdo complexa, outros compartimentos
poderiam ser incorporados em sua modelagem. Também se aplicaria a modelagem da dindmica
da dengue em mosquitos que, uma vez infectados, por terem duracdo relativamente curta de
vida, tendem a permanecer infectados [1, 4, 8].

O modelo utilizado nas simulagdes numéricas é uma versao simplificada do modelo SI, em
que as taxas de natalidade e mortalidade sdo consideradas iguais e proporcionais as densidades
de individuos. Esta simplificacdo faz com que a populacdo mantenha um tamanho constante ao
longo do tempo. Além disso, ndo considera a capacidade de suporte do meio como fator limi-
tante do crescimento populacional, o que limita a sua aplicacdo a periodos relativamente curtos
de tempo. Também € assumido que todos nascem suscetiveis, e que a taxa de contagio obedece
a lei de acdo das massas, ou seja, € proporcional ao produto das densidades de suscetiveis e
infectados. Com base nas consideracdes anteriores, o modelo SI pode ser escrito da seguinte
forma [1, 4, 7, 8]:

ds(t
_d(t) = —bSI+mN —mS = —bSI +ml, (1.35)
dl(r)
—> =bSI —ml 1.36
dt " (130

onde b € taxa de contatos potencialmente infectantes, m € o coeficiente de natalidade de suscetiveis
(ou de mortalidade de infectados), S é a densidade de suscetiveis, I é a densidade de infectados

e N =145 =1 é a densidade total da populagcdo. Nota-se que este modelo € semelhante ao de
presa-predador dado pelas equagdes (1.5) e (1.6), mas montado de tal forma que a populagao
total mantenha-se constante.

Suponha que cada pessoa infectada tem contato com 7y individuos a cada periodo médio de
tempo. No entanto, nem todos estes contatos resultam em transmissdo da doenca; apenas uma
porcentagem O destes resultard em infec¢do. Portanto, o nimero potencial de transmissdes deve
ser da forma b = 9. O parametro b representa entdo o nimero médio de transmissdes possiveis

por um infectado em cada periodo de tempo [4].
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1.2.1 Solucoes de equilibrio

Para encontrar o equilibrio das populacdes de suscetiveis e infectados, iguala-se uma das

equagdes diferenciais a zero, e depois se S = 1 — I, temos entao que

0:—b51+m1—>§=%. (1.37)

Como S = 1 — I, a populagio de infectados no equilibrio ser4

. m
I=1——. 1.38

b (1.38)

H4 também o ponto de equlibrio / = 0, ja que este valor também torna % = 0. Neste caso,

S = 1. Portanto, de acordo com as equacoes (1.37) e (1.38), se % < 0.5 a densidade de infectados
€ maior que a de suscetiveis quando o sistema a populacao atinge o equilibrio. Ainda de acordo
com essas equacdes e com (1.36), nota-se também que a densidade de infectados diminui até
I=0se % < 1, mas aumenta até [ = 1 — % Se % > 1. Entdo % € o ndmero bésico de reproducao
(Rp), ou seja, o numero de contdgios que resultam pela introducdo de um individuo infectado
em um grupo totalmente suscetivel. Na Figura 1.4 € apresentado o gréfico de uma solucao das
equagdes (1.35) e (1.36), respectivamente. Na situacdo ilustrada, a epidemia se espalha uma

vez que 7 = 0.333 < 0.5, permitindo os infectados predominarem na populagao.
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02— —
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Figura 1.4 Solucio das equagdes do modelo SI. Pardametros: b=0.75; m = 0.25; S, =0.75; 1, = 0.25.
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1.3 Sistemas dinamicos e atratores

1.3.1 Introducao

Sistemas dindmicos s@o sistemas que evoluem ao longo do tempo, cuja evolu¢do em alguns
casos pode ser descrita por um conjunto finito de equagdes diferenciais ordindrias, ou equacdes
com derivadas parciais ou equacdes de diferenca. Nem todo sistema dindmico € um sistema
complexo. Por exemplo, um péndulo simples em movimento € um sistema dinamico, mas nao
€ um sistema complexo. Os sistemas dindmicos podem ser conservativos, caracterizados pela
auséncia de atratores, ou dissipativos, onde hd atrito, o qual é responsdvel pela existéncia de
atratores. Um atrator € um estado para o qual o sistema converge a medida que o tempo tende a
infinito. Sistemas dissipativos podem dar origem a comportamentos extremamente complexos
quando, além de atrito, hd alguma fonte no sistema (caso contrario seu comportamento € trivial,

ao menos para tempos longos, pois toda a energia € dissipada) [14, 15].

1.3.2 Automatos celulares

Automatos celulares foram introduzidos originalmente em torno de 1950 por John von Neu-
mann, Stanisllas Ulam e Konrad Zuse, como uma possivel idealizacdo de sistemas bioldgicos e
fisicos. Eles sdo modelos discretos de sistemas dinamicos, onde o espago € discreto, formando
uma rede de lugares igualmente espacados, denominados sitios, que interagem entre si através
de regras que definem a dindmica do sistema [9]. Sendo assim, autdmatos celulares sdo usual-
mente definidos em uma rede euclidiana regular com L = 74 sitios, onde Z e d sdo a ordem € a
dimensdo da rede, respectivamente. Cada sitio i, desta rede, pode assumir somente um, dentre
o nimero limitado de estados possiveis, 6;. O estado assumido por um sitio, a cada instante
de tempo, depende de seu estado e da configuracdo de sua vizinhanga. A evolucdo do sistema
pode ser feita por atualizacdo sincrona ou paralela, quando todos os sitios sdo atualizados si-
multaneamente baseados exclusivamente no estado da rede no tempo anterior. Uma atualiza¢io
¢ chamada assincrona quando os sitios s@o atualizados de forma ndo simultinea de modo a
levar em conta valores de outros sitios ja atualizados no mesmo instante de tempo. A partir de
uma dada configuragdo inicial dos estados (condi¢des iniciais) aleatéria ou fixa, a dindmica do
sistema evolui de acordo com uma regra aplicada a cada sitio, geralmente a mesma para todas
elas (regra homogénea) que pode ou ndo variar no tempo. Essas regras podem ser locais ou
ndo locais, se a atualiza¢do depende apenas de sitios em uma vizinhanga restrita ou expandida
(englobando toda a rede), deterministicas ou probabilisticas, independente ou dependente de
variaveis estocdticas. Neste tltimo caso, a regra ndo resulta em uma atualiza¢io para um tnico

estado definido por uma dada configuracdo da vizinhanca, mas permite varios resultados com
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uma distribuicdo de probabilidade associada. Em redes de dimensdes a partir de d = 2, ha
grande liberdade para dispor as sitios e definir as vizinhangas para as regras de atualizagdo.
Dentre outras combinacdes, pode-se ressaltar as mais simples e as mais frequentes vizinhangas
para redes quadradas, as de von Neumann (que considera os quatro vizinhos mais proximos) e
de Moore (que considera os oito vizinhos mais préximos). Um outro fator importante a ressaltar
€ que como o nimero de sitios em uma rede € sempre finito, as condi¢des de contorno adotadas
tornam-se essenciais para a definicao da vizinhanga dos sitios que estdo na borda. Por exemplo,
num automato celular bidimensional, os sitios da extremidade superior estdo conectados com 0s
sitios da extremidade inferior, assim como os sitios da extremidade esquerda estdo conectados
com os sitios da extremidade direita, formando a estrutura de um toroéide.

A evolugdo do estado do sistema, depois de um tempo longo, para condi¢ds iniciais aleatorias,
tende a certos padrdes espago-temporais, que segundo a classificagcdo de Wolfram [10] para
autdmatos unidimensionais, se dividem em quatro classes: i) a evolucdo leva a um estado ho-
mogéneo (todos os sitios com o mesmo valor); ii) a evolugdo leva a um conjunto de estru-
turas simples e separadas, estdveis ou periddicas; iii) a evolugdo leva a um padrio caético;
iv) a evolucdo leva as estruturas complexas e localizadas que, as vezes, perduram por muito
tempo. Wolfram também fez analogias destas classes com a linguagem dos sistemas dindmicos
continuos relacionando da seguinte forma: i) pontos fixos; ii) ciclos limites; iii) caos e atra-
tores estranhos; a tltima iv) ndo apresenta nenhuma analogia com os sistemas continuos. Estas
defini¢cdes podem ser estendidas para automatos de dimensdes maiores que um. Em autdomatos
celulares, os papéis de fonte e atrito (caracteristicos de sistemas dindmicos dissipativos) sdo de-
sempenhados pelas interacdes de cada sitio da rede com seus vizinhos mais proximos e também
por migragdes [11, 12, 13, 14, 15, 16].

1.3.3 Equacoes diferenciais

O estudo qualitativo de um dado conjunto de equagdes diferenciais preocupa-se em identi-
ficar caracteristicas importantes de suas solu¢des sem precisar resolvé-las. Isto é possivel uti-
lizando um diagrama que mostra como o estado evolui a medida que o tempo passa, o plano de
fases, cujas curvas representam as possiveis solu¢des das equagdes estudadas. Nele encontram-
se também os pontos fixos das equacdes que representam suas solugdes estaciondrias, que po-
dem ser estdveis ou instdveis. Seja (x,y) o ponto fixo de uma EDO qualquer. Tal ponto é
asssintoticamente estdvel (atrator) se a resposta do sistema a uma pequena perturbacao tende a
(x,¥) quando ¢t — oo. Se a perturbag¢@o continua pequena para t — oo, a estabilidade é neutra,
mas se cresce quando r — oo, temos um ponto fixo instavel (repulsor). O conjunto de todas as
possiveis condi¢des iniciais que convergem para o mesmo atrator ¢ chamado bacia de atragdo.

O estado de um sistema dindmico também pode convergir para um conjunto p de pontos; neste
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caso, o atrator é um ciclo limite de periodo p, uma vez que o estado do sistema se repete num
ciclo de p unidades de tempo. Devido a dissipac@o, ocorre perda de informacao, pois vérias
condig¢des iniciais evoluem para o mesmo atrator. Uma vez nele, ndo se sabe quais as condi¢oes

iniciais [15].

1.3.4 Analise da estabilidade linear

A andlise da estabilidade linear serve para analisar o que ocorre se uma pequena pertur-
bacdo for introduzida no sistema apds 0 mesmo atingir o equilibrio, ou seja, permite verificar
a estabilidade local dos pontos fixos. Como ilustragdo, consideramos um sistema envolvendo
duas espécies, suscetiveis e infectados, representado pelo conjunto de EDOs: S = fi(S,1) e
I = f>(S,I). As solugdes esticiondrias deste sistema sdo obtidas resolvendo-se as equagdes:
0= f1(S,I) e 0 = f»(S,I). Conforme demonstragdo em [12], uma vez determinados os pontos
de equilibrio, para se descobrir o tipo de estabilidade linear de cada um deles basta calcular os
autovalores da matriz jacobiana referentes a cada um destes pontos de equilibrio [11, 12, 14].

Isto € feito solucionando a seguinte equagao:
det(J —M) =0, (1.39)

onde I representa a matriz identidade, A representa os autovalores e J é a matriz jacobiana

calculada nos pontos fixos, dada por:

3 s
oS o
J= . (1.40)
S of
oS ol

Diagonalizando, obtemos seus autovalores A, e A_:

I
ki:E{Kli\/Klz—4(K2—K3)}, (1.41)

ondeK1:g—:g—f—%,l(zzg%*%el{gz%*g—é.

Dependendo dos valores de A, diferentes situagdes sdo possiveis:

* Caso 1: A reais, AL <0, implica que K12 —4(K; — K3) > 0e K; < 0 (ponto fixo estavel).
Nesta situacao, a evolucdo temporal de uma pequena perturbacio em torno do ponto fixo

converge exponencialmente para 0 mesmao;

» Caso 2: AL reais, A1 > 0, implica que K12 —4(K,—K3)>0e K; > \/Kl2 —4(Ky — K3)
(ponto fixo instdvel). Nesta situacdo, a evolucdo temporal de uma pequena perturbagcao

em torno do ponto fixo diverge exponencialmente do mesmo;
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Caso 3: Ay reais, A+ >0eA_ <0, implicaque K7 —4 (K, — K3) >0e K < \/K12 —4(Ky — K3)
(ponto de sela). Neste caso, a instabilidade pode ocorrer para pequenas perturbacdes em

apenas uma direcao do plano S x I, em torno do ponto fixo;

Caso 4: A+ imagindrios puros, implica que K| = 0 e K» < K3 (centro). Tanto neste
caso como para autovalores nulos, a andlise de estabilidade linear ndo permite conclusdes

gerais, pois a perturbacdo nem decai e nem se move para longe do ponto fixo;

Caso 5: A+ complexos, parte real menor que zero, implica que K12 —4(K,—K3) <0e
K; < 0 (ponto de equilibrio estavel). Nesta situacdo, a evolugdo temporal de uma pequena
perturbaciao em torno do ponto de equilibrio caracteriza-se por oscilagdes em torno do

mesmo, com amplitude decrescendo exponencialmente;

Caso 6: A complexos, parte real maior que zero, implica que K —4 (K —K3) < 0
e K; > 0 (ponto de equilibrio instdvel). Nesta situacdo, a evolucdo temporal de uma
pequena perturbacdo em torno do ponto de equilibrio caracteriza-se por oscilagcdes em

torno do mesmo, com amplitude crescendo exponencialmente.
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CAPITULO 2

Modelos preliminares

2.1 Modelos de Lipsitch e colaboradores

2.1.1 O modelo de transmissao vertical perfeita e horizontal de parasitas

Uma relagdo parasita-hospedeiro € aquela em que um individuo (o parasita) se associa a
outro (o0 hospedeiro) causando-lhe prejuizo, para obter beneficio préprio (alimento e aloja-
mento). Ex.: amebas, vermes, alguns tipos de bactérias, etc.

De acordo com o modelo proposto por Lipsitch e colaboradores em [1, 6], hd duas maneiras
possiveis de transmissdo de parasitas. A transmissdao de infeccdo € vertical (ou perinatal), se
for de um hospedeiro parasitado para seus descendentes, durante sua génese. A transmissao
sera horizontal se for através do contato de individuo infeccioso com o suscetivel [1, 6]. Um
dos modelos mais simples para estudar dinamica de populagdes é o que considera a taxa de
crescimento populacional proporcional a populacdo, mas sujeito as limitagdes do meio, repre-
sentadas por uma densidade limite K. No caso de parasitas, essa limitagdo ocorre devido a
disponibilidade de fatores para sua sobrevivéncia — alimento, abrigo, etc. [2].

Se os filhos de infectados nascem todos infectados, entdo a transmissao € vertical perfeita.
Essa populacdo pode ser modelada pelo seguinte par de equagdes, onde X € a densidade de

hospedeiros ndo-infectados e Y € a densidade de infectados [1, 6]:

dX [ X H+Y]
_dt = be -1 - K ] - uxX7 (2'1)
dY [ X +4Y]

Nesse modelo de Lipsitch e colaboradores [6], individuos ndo-infectados nascem a uma
taxa b, per capita e morrem a uma taxa u, per capita por unidade de tempo, enquanto para
os infectados as taxas sdo b, e uy, respectivamente. Note que neste modelo o crescimento
¢ logistico, hd competicio tanto em nivel intraespecifico quanto em nivel interespecifico e a
quantidade de mortes por unidade de tempo é proporcional a densidade de individuos, ou seja,
trata-se de um modelo de competi¢ao de Lotka-Volterra, dado pelas equagdes (1.31) e (1.32),

com mortes. Portanto, este modelo pode ser aplicavel quando se observa periodos longos do
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transmissao de parasitas. Este sistema de equagdes admite os seguintes pontos fixos:

(X=0,Y =0), (2.3)

(X:K(l—ﬁ>,yzo>, (2.4)

by

( (-5))

X=0Y=K(1-2)). 2.5
by

Este sistema de equacdes ndo admite coexisténcia de suscetiveis com infectados. Quando
Y - 0eX — Xo=K(1—3), de acordo (2.2), a introdugio de um infectado acarreta uma

epidemia se

dy Xo byu
E>0—>by{1—?}—uy:]y9—;—uy>o, (2.6)
ou seja, se
b
Vo= 2 o1, 2.7
byuy

Nesta inequagdo, Vj é a componente vertical de transmissdo, pois cumpre o papel do nimero
basico de reproducdo (Rp) na auséncia de transmissdo horizontal. O termo V| representa o
numero de novos casos de infec¢do propagados verticalmente por um unico infectado. Nesta
situacdo, se Vp < 1, o nimero de infectados diminui e a infec¢io € extinta.

Para fazer a andlise da estabilidade linear (vide Secao 1.3.4), necessitamos calcular o jaco-

biano:

83X K by(K—-2X-Y

OX _ —Kuctbi ). 2.8)

X K
= __ 2.9
57 a (2.9)
dY byY
— = 2.10
5X I (2.10)

3y K by(K—X-2Y

OV _ —Kuy+ byl ) 2.11)

oY K

Portanto, o jacobiano no ponto fixo (X =0,Y =0) é:
by — 0
J=[ " . (2.12)

E os seus autovalores sao:

M = by —uy, (2.13)
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A2 = by —u,. (2.14)

Como ambos autovalores devem ser negativos para garantir a estabilidade, conclui-se por-
tanto que o ponto fixo (X =0,Y =0) s6 é estdvel se b, < uy e by < uy, ou seja, se os coeficientes
de mortalidade sdo maiores que os de natalidade, toda a populacdo desaparece.

No ponto fixo (X = K(1—*),Y = 0), o jacobiano é:

—bx+uy —by+
J= e e (2.15)
0 b, Uy
E seus autovalores sdo:
A = —by + uy, (2.16)
b
dp = 2y, 2.17)
by
Ambos autovalores devem ser menores que zero para que o ponto fixo (X = K(1—3),Y =
0) seja estdvel, o que ocorre se
by > uy, (2.18)
) b
2% . (2.19)
byuy

Ou seja, além dos coeficientes de natalidade maiores que os de mortalidade (b > uy € by > uy),
a natalidade de suscetiveis deve ser maior que a de infectados e a mortalidade de infectados
maior que a de suscetiveis, para garantir que todos os infectados morrem e a infec¢do € extinta.

Analogamente, no ponto fixo (X =0,Y = K(1 — Z—i)), 0 jacobiano é:

. byuy
et 0 . (2.20)
—by+uy, —by+u,

E seus autovalores sao:

M = —by + 1y, 2.21)
b
Ay = —1up + 2 (2.22)
by

Ambos autovalores devem ser menores que zero para que o ponto fixo (X =0,Y = K(1 —

My . ,
b—y)) seja estdvel, o que ocorre se
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by > uy, (2.23)
€

b

2y, (2.24)

by

Ou seja, além dos coeficientes de natalidade maiores que os de mortalidade (b > uy € by > uy),
a natalidade de suscetiveis deve ser menor que a de infectados e a mortalidade de infectados
menor que a de suscetiveis, para garantir que a populagdo torna-se 100% infectada.

Para incrementar a andlise do modelo, sdo necessdrias a defini¢cao de viruléncia e sua relacao
com os coeficientes de mortalidade e natalidade. A viruléncia € o grau de dano que o patégeno
causa no hospedeiro, cujo valor € dado por 1 —Vp, de acordo com a definicdo proposta por
Lipsitch e colaboradores em [6]. Se o parasita € muito virulento, ndo poderd manter-se apenas
por transmissdo vertical, pois abaixa o sucesso reprodutivo do hospedeiro. Mas a inclusdo
de transmiss@o horizontal poderd contribuir para sua persisténcia, cuja taxa serd diretamente
proporcional ao produto das densidades de infectados e suscetiveis (lei de acdo das massas).
Isso porque durante a transmissao horizontal é necessdrio tanto o infectado, para transmitir a

infecgdo, quanto o suscetivel para ser contagiado por ela. As equacdes tornam-se entdo [1, 6]:

dX X+Y
dY X+Y

onde B é o coeficiente de transmissdo horizontal. Nota-se que este modelo é semelhante ao de
Predatismo Interassociado, dado pelas equagdes (1.33) e (1.34), com a diferenca de possuir um
termo que representa a quantidade de mortes por unidade de tempo, proporcional a densidade
de individuos (—u,X ou —u,Y ), indicando que a populag¢do decrescerd exponecialmente na
auséncia de nascimentos e de transmissao horizontal.

Este sistema de equacdes admite os seguintes pontos fixos:

(X=0,Y =0), (2.27)

(XzK(l—%),YzO), (2.28)
<X=0,Y:K< —ﬂ)> (2.29)
by

(X _ byuy — byu, — BK (by — uy) y — byuy — byuy + PK (b — ux))
B(BK +by—by) B(BK + by —by) '

(2.30)
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Quando Y - 0e X — Xo = K(1 — Z—i), de acordo (2.26), a introdugdo de um infectado

acarreta uma epidemia se

X b
by |1 22| 4 BXo — 1y = 2% 4+ BXo — uy > 0, 2.31)
ou seja, se
B byuy
Ro=Hy+Vo=—Xo+—=>1. (2.32)
Uy byuy

O ndmero bdsico de reproducio (Ry) do parasita é a quantidade de novos casos de infecc¢ao
transmitidos por um unico individuo infectado [4]. Assim, se Ry > 1, o nimero de infectados
aumenta, ou seja, uma epidemia se espalha através da populacdo. Se Rp < 1, o numero de
infectados diminui e a epidemia termina. Este nimero pode ser expresso como uma soma das
componentes vertical Vy e horizontal Hy de transmissdo parasitdria. A componente horizontal
de transmissao Hy = ,%XO ¢ a quantidade de suscetiveis que se parasitam devido ao contato com
um individuo infectado, onde Xy = K < — Z—;) ¢ o tamanho da populacao de equilibrio na falta
de transmissdo horizontal.

Para fazer a andlise da estabilidade linear, (vide Secdo 1.3.4), necessitamos calcular o jaco-

biano:

X  b(K—2X—Y)—K(uy+BY)

X ) , (233)
% _ _w, (2.34)

g_)f; _ (B - %) v, (235)

§_§ _h(K X —2) L 4x. (2.36)

Para o ponto fixo (X =0,Y = 0), o jacobiano é idéntico ao do caso sem transmissdo hori-
zontal. Portanto, a populacdo desaparece se as taxas de mortalidade superarem as de natalidade.

No ponto fixo (X = K(1—3*),Y = 0), o jacobiano ¢:

—bodu, — w
- o BKeuw)tbu—bay | (2.37)
by
E seus autovalores sdo Ay = —by +uc e Ay = BK(bﬁMX)lzbyux*bx"’. Ambos autovalores devem ser

menores que zero para que o ponto fixo (X = K(1 —3*),Y = 0) seja estdvel, o que ocorre se

by > uy, (2.38)
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B
iy b,

Ux Dyuy

)+ byuy

<1. (2.39)

Neste caso, todos os infectados morrem e a infec¢do € extinta. Aqui vemos o primeiro efeito da
transmissao horizontal, que tende a desestabilizar esse ponto fixo.

Analogamente, no ponto fixo (X =0,Y = K(1 — Z—i)), 0 jacobiano é:

(bx—L‘X)_(BK“‘bX)(l_Z_i) 0
(BK_bﬁ(l_Z_i) iy — by

E seus autovalores sdo: Ay = (by —uy) — (BK +by)(1 — Z—i) e Ay = —(by —uy). Ambos autova-

J= (2.40)

lores devem ser menores que zero para que o ponto fixo (X =0,Y = K(1 — Z—i)) seja estdvel, o

que ocorre s€

by > uy, (2.41)
€
u
(BK +by) (1 — b—y) > by — Uy (2.42)
y

Se estas condigdes sdo satisfeitas, um suscetivel introduzido nesta populagdo torna-se infectado
antes de se reproduzir e a populagdo permanece 100% infectada. A transmissao horizontal tende
a estabilizar este ponto fixo.

No ponto fixo (X # 0, Y # 0), o jacobiano é:

bx(byuﬁx—b—(il((l?—ug);bxu_\,) (bx-i—BK)%byzZZ-i-Bf(bE—l)@)—bxuy)

B K(by—b,+PK K(bx—by+BK

J= < _%>(BK(bx—ux)—i—byux—bxuy) by(—bytty+BK (—by-tite)+byity) (2.43)
B(bx—by+BK) BK (bx—by+PK)

Os autovalores A € A, deste jacobiano podem ser calculados usando softwares de cdlculo tais
como Maple ou Mathematica [17], sendo que ambos A e A, devem ser negativos para garantir
a estabilidade do ponto fixo (X # 0, Y # 0) e neste caso ocorre coexisténcia de suscetiveis com
infectados. Contudo, as expressdes para estes autovalores sao por demais complicadas para
uma andlise da sua estabilidade no espaco de parametros, a nao ser em casos particulares.

E interessante notar que a condi¢io de coexisténcia das duas populacdes (obedecida a
condicdo de sobrevivéncia das mesmas) pode ser obtida a partir dos resultados acima. Para
que haja persisténcia do parasita, o ponto fixo (X # 0,Y = 0) deve ser instdvel; logo, temos da

equacao (2.39) temos que
bxuy - byux

Bpersisténcia > m . (2.44)
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Por outro lado, os suscetiveis desaparecerdo se o ponto fixo (X = 0,Y # 0) for estavel, ou
seja, a partir da equagdo (2.42) obtemos

bxl/‘y - byux

) 2.45
K (by —uy) ( )

BIOO% prevaléncia —

T T T T T T T

— suscetiveis .
--+- infectados

o
[

o
[2
i

infectados e suscetiveis

o
~

0,2

100 150 200
tempo

Figura 2.1 Populacgdo de infectados e suscetiveis ao longo do tempo. Os pardmetros utilizados foram:
by=0.6;by=04;u,=0.1;u,=02;3=042; K=1.2.

Um exemplo da solucdo numérica das equacoes (2.25) e (2.26) € apresentado na Figura 2.1,
onde observamos que apds decorrido um grande intervalo de tempo, estas duas populagdes irdo
se estabilizar no ponto fixo (X =0,Y = K(1 — Z—;) = 0.6). Considerando os valores numéricos
dos parametros utilizados nesta solugdo, os autovalores do seu jacobiano (2.20) sem transmissao
horizontal sio A; = 0.2 e A, = —0.2. J4 os autovalores do seu jacobiano (2.40) com transmissdo
horizontal sdo A} = —0.2 e A, = —0.052. Mas para o ponto fixo ser estavel, os dois autovalores
do jacobiano calculado neste ponto devem ser negativos; conclui-se portanto que nesse caso
em particular, o ponto fixo (X =0,Y = K(1 — Z—§) = 0.6) s6 ¢ estdvel devido a presenga de
transmissao horizontal.

Para analisar a dindmica do modelo, definimos as taxas de infeccao horizontal (H,), vertical

(V,) e de nascimento de suscetiveis (S,) como:

H, = BXY, (2.46)

w:@yb———ﬂ, (2.47)
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Se=bX {1 — )%] . (2.48)

A Figura 2.2 mostra o grafico da evolucao temporal das equagdes (2.46) e (2.47). Comparan-

do com a Figura 2.1, podemos observar que a transmissao horizontal € inicialmente importante,
mas diminui cada vez mais a sua influéncia a medida em que a populacdo fica saturada pela
infec¢do e atinge o equilibrio. A presencga de um pico de transmissdo horizontal também ocorre

na evolucdo temporal de situacdes em que hd coexisténcia de suscetiveis com infectados apds o

equilibrio, mas ndo acontece nos casos de extin¢do da infeccao.

T { T { T N T
AN
i \\\
0,121 H S smmmmmm— ]
0 [ .
o !
22 ! — vertical
1 .
2 I -+ horizontal
£ 1 —— total
3 In
& 0,08 ll : _
@ i)\
S I
(8]
@ I
o )
3 [
o
z i
0,04~ / .
i
0 .1 | | L
0 50 100 150 200
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Figura 2.2 Novos casos de infec¢do ao longo do tempo. Os pardmetros utilizados sd@o os mesmos da

Figura 2.1.
Partindo de (2.46), (2.47) e (2.48), temos que a fracdo de infectados horizontalmente da
populacdo em equilibrio é
H, BXY
H, = = . 2.49
e = g v, T s, BXY +b,Y [1— X ] +boX [1— 4] 4

E a fragdo total de infectados da populag¢do em equilibrio serd

H,+V, BXY—l_byY[ _¥]

T, = = .
e = B Vot 5, BXY +bY [1— X + b X [1— 4]

Como pode ser visto na Figura 2.3, onde aparece o grafico das fungdes (2.49) e (2.50), a con-

(2.50)

tribui¢do da infec¢do horizontal cresce inicialmente, mas como a crescente transmissao diminui
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Figura 2.3 Contribuicdes relativas de infec¢des verticalmente e horizontalmente adquiridas no equlibrio
para quantidades crescentes de transmissdo horizontal. Os pardmetros utilizados foram: b, = 0.6; by, =
0.4;u,=0.1;u,=0.2; K=1.0.

assintoticamente o nimero de suscetiveis, a quantidade de infec¢des horizontalmente adquiridas
comegard a cair novamente [1, 6].

Quando um agente transmitido verticalmente tem viruléncia muito baixa, como no caso de
certos simbiontes que ndo causam nem efeitos benéficos ou prejudiciais, altas taxas de propa-
gacgdo vertical pode manter 100% de prevaléncia com o minimo de transmissao horizontal. Isto
pode ser visto na Figura 2.4, onde é mostrado o grifico de H, para os valores de B dados pelas
equagoes (2.44) e (2.45), respectivamente, em fungdo de varios niveis baixos de viruléncia total
(1 —V,). Nota-se que no limite de viruléncia muito baixa, as condi¢des para a persisténcia e

100% de prevaléncia do parasita sdo equivalentes [1, 6].

2.1.2 O modelo de transmissao vertical imperfeita e horizontal de parasitas

O modelo parasita-hospedeiro, que foi apresentado na sec@o anterior, pode ser modificado
para tornar possivel o estudo da transmissdo vertical imperfeita. Neste tipo de situac¢do, os
infectados ainda geram by, filhos infectados, mas eles também tém o filhos que nascem sem a
infeccdo, devido a processos de mutacdo do organismo hospedeiro. Este modelo também foi

proposto por Lipsitch e colaboradores em [6]. As equacdes neste caso sdo [1, 6]:

dX X+Y X+Y
i il ] (2.51)

= bX [1—7} — uX — BXY + oY [1—7
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Figura 2.4 Os niveis minimos de transmissdo horizontal necessarios para persisténcia e para 100% de
prevaléncia do parasita, em funcdo de varios niveis baixos de viruléncia. A taxa de nascimento dos
infectados (by) decresce ao longo do eixo das abscissas, de 0.6 até€ 0.55. Os pardmetros utilizados foram:
by=0.6;u,=0.1;u,=02; K=1.0

dy X+Y
—=hyY {1 - T} —u,Y +BXY. (2.52)

Este sistema de equacdes admite os seguintes pontos fixos:

(X=0,Y =0), (2.53)

<X:K(1—%>,Y:0). (2.54)

E mais outros dois pontos de equilibrio correspondentes a situacao de coexisténcia, que podem
ser calculados e analisados quanto a estabilidade linear, usando softwares de célculo tais como
Maple ou Mathematica [17]. Para fazer a andlise da estabilidade linear, (vide Secdo 1.3.4),

necessitamos calcular o jacobiano:

X oV +by(—K+2X+Y)+K(u: +BY)
X K ’

(2.55)

X  —(by+BK)X +o(K—X —2V)
&Y K ’

Sy b
5 = (B — Ey) Y, (2.57)

(2.56)
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Y by(K—X-2Y
o — g XA 2.58)
Portanto, o jacobiano no ponto fixo (X =0,Y =0) é:
by — c
J=| T . (2.59)
0 by —uy

E os seus autovalores sdo: M = by — ux € Ay = by — u,.

Como ambos autovalores devem ser negativos para garantir a estabilidade, conclui-se por-
tanto que o ponto fixo (X =0,Y = 0) s6 ¢ estavel se b, < u, e b, < u,. Nesta situacdo, em que 0s
coeficientes de natalidade de suscetivel devido a suscetivel e de infectado sdo menores do que
seus respectivos coeficientes de mortalidade, toda a populacdo desaparece. Nota-se que para
este ponto de equilibrio, ndo importa se hd ou ndo transmissao horizontal, e se a transmissao
vertical € perfeita ou imperfeita, uma vez que os autovalores do jacobiano para este ponto fixo
sdo independentes de 3 e de ©.

No ponto fixo (X = K(1—3*),Y = 0), o jacobiano ¢:

_bx + Uy _bx - BK +u,+ —(G+£)K)ux
/= B (by—ts) +byts—byit. . (2.60)

0

by

K (by—uyx)+byuc—byuy
by

ser menores que zero para que o ponto fixo (X = K(1 —*),Y = 0) seja estdvel, o que ocorre se

E seus autovalores sdo: Ay = —by+u,e Ay = P . Ambos autovalores devem

by > uy, (2.61)
e 5 b
I/tx yux
—K(1——=)+-—="=<1. 2.62
Uy ( bx) + byuy < ( )

Neste caso, todos os infectados morrem e a infec¢do € extinta. Nota-se que para este ponto
fixo, ndo importa se a transmissdo vertical é perfeita ou imperfeita, pois os autovalores do
jacobiano para este ponto de equilibrio sdo independentes de 6. A transmissao horizontal tende
a desestabilizar este ponto fixo, e o valor minimo de 3 a partir do qual isto ocorre é dado pela

equagdo (2.44).

2.1.3 Resultados

O comportamento deste sistema € qualitativamente similar ao de transmissdo vertical per-
feita, discutido anteriormente. O grafico de uma solu¢@o do sistema formado pelas equacdes
(2.51) e (2.52) pode ser visto na Figura 2.5, onde podemos notar que a densidade de suscetiveis

nunca chega a zero, ao contrdrio do caso de transmissdo vertical perfeita, modelado pelas
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equagdes (2.25) e (2.26) e mostrado na Figura 2.1, em que a populacdo se tornava 100% in-
fectada. A condigd@o para o parasita invadir, e as diferencas entre as importancias relativas de
transmissao vertical e horizontal no equilibrio e em R,, respectivamente, sdo as mesmas para o

caso em que a transmissao € vertical perfeita.

— suscetiveis 1
---+ infectados

o
©

suscetiveis e infectados
o
(2]

o
~

0,2

0 ’ 50 100 150 200

Figura 2.5 Populacio de infectados e suscetiveis ao longo do tempo, quando uma porcentagem G dos
filhos de infectados nascem sem a infec¢do. Os parametros utilizados foram os mesmos da Figura 2.1,

exceto que ¢ = 0.02.

Com transmissdo vertical imperfeita, a prevaléncia nunca alcanga 100% de infec¢ao, pois
neste caso os hospedeiros infectados sempre geram alguns filhos sem infec¢do. Portanto, de
acordo com este modelo, apds a populacdo atingir o ponto de equiilibrio ndo ha possibilidade
de que todos os casos de infeccdo sejam adquiridos apenas verticalmente. Conforme mostrado
na Figura 2.6, devido ao fato da transmissao vertical ser imperfeita, sempre havera suscetiveis
para garantir um nivel ndo-nulo de equilibrio de transmissdo horizontal. Entretanto, os maiores
niveis de transmissdo vertical no equilibrio sdo observados quando transmissdo horizontal é
muito forte.

Por ser igualmente eficaz quando suscetiveis sdo raros ou ausentes, a transmissao vertical
pode aumentar substancialmente o tamanho limite da populagdo de infectados e a prevaléncia
da infeccdo. A Figura 2.7 mostra a densidade assintética de infectados e populacgdo total sujeitas
as limita¢cdes adotadas de transmissao vertical perfeita e transmissdo vertical nula, e para o caso
intermedidrio de 50% de transmissao vertical e 50% que escapa da transmissdo vertical. O
eixo x mostra a taxa de transmissao horizontal. Nota-se que de baixos até moderados niveis de
transmissao horizontal, o limite do tamanho da populacdo de infectados aumenta a medida em

que aumenta a transmissao vertical [1, 6].
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Figura 2.6 Contribuicdes relativas de infec¢des vertical e horizontalmente adquiridas no equilibrio para
quantias crescentes de transmissdo horizontal, quando uma porcentagem ¢ dos filhos de infectados
nascem sem a infeccdo. Neste caso, a populacdo de equilibrio nunca se torna 100% infectada. Os

parametros utilizados foram: b, = 0.6; b, =0.4; u, =0.1; u, = 0.2, 6 =0.5; K = 1.0.
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Figura 2.7 Contribui¢o substancial de transmissdo vertical para prevaléncia total no equilibrio. Abaixo,
as curvas crescentes mostram as densidades assintéticas de infectados; acima, curvas decrescentes
mostram o tamanho total da populagdo no equilibrio. Os pardmetros utilizados foram: b, = 0.6; u, =
0.1; uy = 0.2; K = 1. Para transmissao vertical perfeita, b, = 0.4; 6 = 0.0 (V, =0.333). Para 50% de
transmissdo vertical, by = 0.2; 6 = 0.2 (V, = 0.167). Na situagdo sem transmissdo vertical, by = 0; 6 =
0.4 (V,=0).
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2.2 Autémato probabilistico para a transmissao de doencas infecciosas

2.2.1 Introducao

Este modelo, proposto por Boccara e colaboradores [18], é formulado em termos de auto-
matos celulares que descrevem o caratér local do processo infeccioso. Neste modelo, o autd-
mato celular consiste de uma rede quadrada bidimensional, com condi¢des de contorno periddi-
cas conectando os sitios de bordas opostas da rede, de modo a formar a estrutura de um tordide
bidimensional Z%, onde L € a ordem da rede. A vizinhanga utilizada é a de von Newman, ou
seja, s6 considera a interacdo da cada sitio com seus quatro vizinhos mais proximos. Neste
modelo, um sitio ou estd vazio, ou estd ocupado por um suscetivel, que é um individuo nao-
infectado capaz de contrair a doenca e tornar-se infectado, ou estd ocupado por um infectado,
que € um individuo capaz de transmitir a doenga aos suscetiveis.

A evolucdo destas duas populagdes é governada pelas seguintes regras:

(i) Suscetiveis tornam-se infectados por contato. Um suscetivel pode tornar-se infectado
com uma probabilidade p, se e somente se estiver na vizinhanca de um infectado. Esta hipdtese
desconsidera periodos de laténcia, ou seja, um individuo suscetivel ao se tornar infectado
adquire imediatamente a capacidade de transmitir a infec¢@o por contdgio. infectado.

(i1) Suscetiveis e infectados podem morrer com probabilidades d; e d;, respectivamente.
Neste caso, eles sao removidos da rede e os sitios ocupados por eles tornam-se vazios. Esta
hipdtese afirma que a morte € igualmente provével entre cada grupo de individuos, o que sig-
nifica, em particular, que estes dois parametros sdo supostamente independentes da idade e do
tempo de um individuo apds ter sido infectado.

(iii) Suscetiveis e infectados podem originar um suscetivel em um sitio vazio da vizinhanga
com probabilidades by e b;, respectivamente. Ou seja, assume-se que a reproducdo € assexuada
e que todos nascem suscetiveis. Diferente do modelo de Lipsitch e colaboradores [6], ndo é
considerada transmissao vertical, pois todos os filhos de infectados nascem sem a infecg¢ao.

(iv) A unidade de tempo € o passo de tempo. Durante um passo temporal, as regras prece-
dentes sdo aplicadas apds os individuos terem se movido na rede de acordo com a seguinte regra
especifica.

(v) Um individuo escolhido aleatoriamente pode mover-se para um sitio também escolhido
aleatoriamente. Se o sitio escolhido esta vazio, o individuo mover-se-a até ele; caso contrario,
nao ocorrerd 0 movimento do individuo. O conjunto de sitios da rede em que o sitio € escolhido
aleatoriamente depende do alcance do deslocamento. Para ilustrar a importancia disto, con-
sideraremos dois casos extremos. O sitio escolhido pode ser ou um dos quatro vizinhos mais
proximos, ou algum sitio do grafo. Estes dois tipos particulares de movimento sdo chamados,

respectivamente, de movimentos de curto e de longo alcance. Se N é o nimero total de sitios de
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72 e ¢ é a densidade total de individuos, mcN individuos, onde m é um nimero real positivo,
sdo sequencialmente selecionados aleatoriamente para realizar um movimento. Este processo
sequencial permite alguns individuos se movimentarem mais que os outros. Desde que um in-
dividuo pode apenas se mover para um sitio vazio, o pardmetro m representa o nimero médio
de tentativas de movimento por individuo durante uma unidade de tempo.

Este modelo, a cada passo temporal, a evolucao resulta da aplicagdo de duas sub-regras. A
primeira sub-regra modela processos de infec¢do, nascimento e morte, de maneira sincrona. Ja
a segunda sub-regra especifica 0 movimento sequencial dos individuos. Ambas sub-regras sdao

probabilisticas e invariantes as translagdes, pois ndo dependem da posi¢do do sitio.

2.2.2 Aproximacao de campo médio

Em mecanica estatistica, teoria de campo médio € a teoria que estuda um problema de
muitos corpos interagentes substituindo a intera¢do por um campo externo apropriadamente es-
colhido. Desta maneira, toda a interacdo que um corpo sente devido aos outros € representada
por um campo efetivo. Todas as flutuacdes s ao desprezadas, pois a teoria de campo médio é
uma aproximacdo de ordem zero [19]. A aproximagdo de campo médio ignora a dependén-
cia espacial e despreza correlagdes. Para aplicar a aproximacdo de campo médio, € assumido
que a probabilidade de um suscetivel ou um infectado ocupar um sitio da rede € proporcional
a densidade da populacdo correspondente. Em modelos de rede com interacdes locais, pre-
visdes quantitativas por aproximagao nao sdo muito boas, mas para o modelo descrito na se¢ao
precedente, desde que a segunda sub-regra representa um processo que destréi as correlacdes
criadas pela primeira sub-regra, se m — oo a aproximacdo de campo médio torna-se exata. O
papel da atualizacdo sequencial por migracdes é destruir a correlagcdo criada pela atualizagdo
sincronizada de nascimentos, mortes e infec¢des, por misturar os individuos na rede. .

Sejam S(¢) e I(t) as densidades de suscetiveis e infectados, respectivamente. Temos entdo
[18]:

S(t+1) =S(0) +[(1=S() = 1(2))]f (bsS(t) + bil (1)) — dS(1) — (1 —dy)S(1) f(pI (1)), (2.63)

I(t+1) =1(t) + (1= dy)S(t) f(pI (1)) — dil (1), (2.64)

onde a fun¢do f € definida por

fh)=1—(1—hy, (2.65)

e z € o nimero de sitios vizinhos de um dado sitio. Por exemplo, z = 4 para uma matriz

quadrada. Se h € a probabilidade de um suscetivel se infectar por um infectado localizado num
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sitio vizinho especifico, no instante ¢, entdo & = pl(t); se h é a probabilidade de um suscetivel
ou um infectado originar um suscetivel num sitio vizinho especifico, no instante ¢, entdo i =
bsS(t) + bil (). Portanto, (1 — h)* é a probabilidade de ndo ocorréncia de um evento, e 1 — (1 —
h)* é a probabilidade de um evento ocorrer devido a algum sitio da vizinhanca. Se & é muito

pequeno, podemos fazer a seguinte aproximagdo na equagao (2.65):
f(h) ~4h. (2.66)

No sistema formado pelas equacdes (2.63) e (2.64), a expressdo [1 —S(¢) —I(t)] representa
a densidade de sitios vazios; f(bsS(t) + b;I(t)) representa a probabilidade de nascer individuos
suscetiveis; —dsS(t) e —d;I(t) representa a quantidade de mortes de suscetiveis e de infecta-
dos por unidade de tempo, respectivamente;(1 — dy)S(z)f(pI(z)) representa a quantidade de
suscetiveis que ndo morreram mas que tornaram-se infectados, por unidade de tempo. Este sis-
tema de equagdes possui trés pontos fixos: (S=0,1=0), (S#0,I=0)e (S#0, I # 0). Tam-
bém € possivel um comportamento oscilatério para as densidades de suscetiveis e infectados,
correspondendo a um ciclo limite estdvel. A estabilidade de tais pontos fixos pode ser anal-
isada usando teoria da estabilidade linear, mesmo tratando-se de equagdes ndo-lineares (vide
Secdo 1.3.4). De acordo com este modelo de Boccara e colaboradores [18], esta aproximacao

de campo médio exibe 3 bifurcacdes, pois:

* Para todos os valores dos cinco parametros do modelo — p, by, b;, dgs e d; — o ponto fixo

trivial (§ = 0, I = 0) sempre existe;

* O ponto fixo (S # 0, I = 0), que caracteriza um estado livre de doencas, existe se e somente
se o ponto fixo (§ =0, I = 0) € instavel. A estabilidade de (S = 0, I = 0) € transferida
para (S # 0, I = 0) onde 4b; — d; = 0;

* O ponto fixo (S # 0, I # 0), que caracteriza um estado endémico, caracterizado pela
coexisténcia de suscetiveis com infectados, existe se e somente se o ponto fixo (S # 0,
I =0) é instavel. A transferéncia de estabilidade (S = Sy # 0, I = 0) para (S # 0, [ # 0)
ocorre onde 4p(1 —dy)So — d; = 0. Esta bifurcac@o é similar a uma transigdo de fase de
segunda ordem, onde o papel do parametro de ordem é desempenhado pela densidade de

infectados, que tende continuamente a zero no ponto de transi¢ao.

* Finalmente, o sistema exibe um comportamento oscilatério onde o ponto fixo (S # 0,
I # 0) € instavel.

Na Figura 2.8 é mostrada a evolu¢do temporal da populacao de infectados, para dois valores
de d;, com o sistema passando de um estado endémico (coexisténcia com infectados) para um

estado livre de infec¢des. Para z = 1, o sistema formado pelas equacgdes (2.63) e (2.64) torna-
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Figura 2.8 Evolugdo temporal da densidade de infectados, para I(0) = 0.01, S(0) =0.59,z=4, p=0.3,
by =0.051, b; =0.001 e d; = 0.2.

se semelhante ao modelo de transmissao vertical imperfeita e horizontal de parasitas numa
populacao de hospedeiros, inicialmente proposto por Lipsitch e colaboradores [6], quando todos
os filhos de infectados nascem sem a infeccdo. Isto sugere a possibilidade de generaliza¢do de

tais modelos, que serd feito no préximo capitulo.
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CAPITULO 3

Transmissao vertical e horizontal usando

automatos probabilisticos

3.1 Introducao

A teoria da selecdo natural prevé que parasitas virulentos (ou seja, que causam muitos danos
aos seus hospedeiros) ndo persistem se transmitidos apenas verticalmente, ja que eles reduzem
a aptidao reprodutiva de seus hospedeiros [6]. Mesmo assim, patégenos virulentos com sig-
nificante grau de transmissao vertical possui ocorréncia conhecida; torna-se de interesse entao
saber quais fatores adicionais contribuem para sua persisténcia. Em muitos casos, hd con-
siderdvel transmissdo horizontal em adicdo a transmissdo vertical. Transmissao horizontal foi
prevista e posteriormente encontrada em microsporidios que parasitam o mosquito Aedes sti-
mulans, assim como em outras espécies com elevados niveis de transmissao vertical, o que leva
a crer que transmissao adicional por contdgio possa ser a explicacdo para persisténcia do para-
sita [6]. Uma ampla faixa de patdgenos sdo transmitidos por uma combinagdo de transmissao
vertical e horizontal, dos quais podemos citar nematéides [20], bactérias [21, 22], fungos end6-
fitos [23, 24] e virus de plantas (por exemplo, o virus do mosaico estriado da cevada (BSMV)
[25]) e animais, incluindo importantes patégenos humanos como o HIV [26, 27, 28, 29, 30], cy-
tomegalovirus [31], HTLV-1 [32], e os virus da hepatite e da herpes simples [6]. Neste trabalho,
a transmissdo vertical de parasitas (aquele que ocorre do genitor para o filho através da con-
cep¢do) e a transmissao horizontal (infec¢do por contdgio) numa populagdo de individuos em
movimento sdo estudados por simulacao usando automatos celulares probabilisticos implemen-
tados em redes quadradas bidimensionais, com condi¢des de contorno periddicas e vizinhanga
de von Newmann. Optou-se por este tipo de vizinhanca devido ao fato dela ser utilizada no
modelo de Boccara e colaboradores, umaa vez que objetivamos generalizd-lo. Neste modelo,
generalizamos o autdmato proposto por Boccara e colaboradores [18] para incluir transmissao
vertical, a qual ndo € considerada por estes autores. No modelo que propomos, cada sitio da
rede estd vazio ou ocupado por um suscetivel ou por um infectado e a evolugdo destas duas

populacdes € governada pelas seguintes regras:

1. Suscetiveis e infectados podem morrer com respectivas probabilidades d; e d;. Neste caso,

eles sdo removidos da rede e o sitio que eles ocupavam torna-se vazio. Assumimos que
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a morte € igualmente provdvel para individuos do mesmo grupo, ou seja, supde-se que
estes dois parametros sio independentes da idade e da duragdo da infec¢do no individuo

desde o instante em que ele a contraiu.

2. Individuos suscetiveis tornam-se infectados por contato, com uma probabilidade p se, e
somente se, estiver na vizinhanca de um infeccioso. Esta hip6tese despreza periodos de
laténcia, ou seja, um suscetivel ao se tornar infectado adquire imediatamente a capacidade

de transmitir a infec¢do por contégio.

3. Individuo suscetivel pode gerar filho suscetivel em um sitio vazio da vizinhanga com
probabilidade by.

4. Individuo infectado pode gerar filho em um sitio vazio da vizinhanga, com probabilidade
b;. Este hospedeiro gerado pode nascer suscetivel, com probabilidade e, ou infectado,
com probabilidade 1 —e. Nas regras 3 e 4, assumimos que todos que nascem por repro-
ducdo assexuada. E nesta regra que reside a principal diferenca em relagio a modelagem
de Boccara e colaboradores: a possibilidade de nascimento de infectados (transmissao

vertical), implementada no modelo que desenvolvemos neste trabalho.

5. A unidade de tempo € o passo de tempo. Durante um passo de tempo, as regras prece-
dentes sdo aplicadas ap6s os individuos terem se movido na rede de acordo com a seguinte
regra: um individuo selecionado ao acaso pode se mover para um sitio da vizinhanga tam-
bém escolhido ao acaso, desde que este sitio esteja vazio. Se N € o numero total de sitios
da rede, e ¢ € a densidade total de individuos, entdo mcN individuos (populagdo total),
onde m é um nimero real positivo, sdo sequencialmente escolhidos ao acaso. Ou seja,
m é o numero médio de sorteios por individuo da rede. Computacionalmente, esta regra
pode ser implementada usando um laco finito de mcN repeticdes de sorteio e verificagdao
de movimento de individuos. Em seguida, as regras de nascimento, morte e infec¢do sdao
aplicadas simultaneamente, que podem ser implementadas usando uma matriz auxiliar

para fazer a atualizacdo.

Portanto, a regra local consiste de duas sub-regras: a primeira, aplicada de maneira sincrona,
modela infeccdo, nascimento e morte (regras 1 - 4); a segunda, aplicada sequencialmente, des-

creve o movimento dos individuos (regra 5).

3.2 Aproximacao de campo médio

Seja S(r) e I(r) as densidades de suscetiveis e infectados, respectivamente. Temos entao:

S(t+1)=8(t)+ Sa(t) —dS(t) — Ha(t), 3.1)
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I(t+1)=1I(¢t)+Va(t)+Ha(t) —dil(t), (3.2)

onde para entender os papéis relativos da transmissao vertical e horizontal, definimos a densi-
dade de novos individuos que nascem suscetiveis (Sa), a densidade dos novos casos de trans-
missao vertical (Va) e a densidade dos novos casos de transmissao horizontal (Ha), respectiva-

mente, como

f(bsS(1)) +ef(bil (1))

Sa<t) = [l _S<t> _I(t)]f(bss(t) +bll(t)) f(bsS(l)) +f(bll(l)) ’ (3.3)
Valt) = [1-S() 101650 + 10 o ORI gy
Halt) = (1~ d)S()f(pI(0), 65)

onde a fun¢do f definida na equagdo (2.65) representa a probabilidade de um evento ocorrer
devido a algum sitio da vizinhanca. Apesar de tais definicdes (Ha, Va e Sa) serem deduzi-
das do modelo de Lipsitch e colaboradores [6], o formato das equagdes (3.5), (3.4) e (3.3)
diferem significativamente de (2.46), (2.47) e (2.48), respectivamente, mas os conceitos de tais
varidveis sdo os mesmos. Neste sistema de equagdes, a expressdo [1 — S(¢) — I(¢)] represen-

ta a densidade de sitios vazios, f(bsS(t) + b;I(t)) representa a probabilidade de nascer indi-
‘ f(bsS(1))+ef (bil (1))
viduos. 76, )+ (bl )

i lglsj(f))ﬁ?(lly;gz)) representa a probabilidade de que os individuos nasgcam com infec¢do. Sendo

assim, Sa e Va também podem ser interpretados como as probabilidades de nascer suscetiveis

representa a probabilidade de que os nascentes sejam suscetiveis e

e infectados, respectivamente, uma vez que tenha sido encontrado uma densidade ndo-nula de
sitios vazios na rede. Aqui z € o nimero de sitios vizinhos, z = 4 para rede quadrada com vizi-
nhanca de von Newmman. Este modelo torna-se o proposto por Boccara e colaboradores [18]
se e = 1.0. O parametro e € responsdvel pela imperfeicido da transmissdo vertical, assim como
o parametro ¢ no modelo de Lipsitch e colaboradores, mas sdo diferentes; ¢ € o coeficiente
de natalidade de suscetiveis devido a infectados, enquanto que e é a probabilidade de que filho
de infectado nasca suscetivel. Além disso, os pardmetros by, b;, ds, d; € p sdo respectivamente
semelhantes aos pardmetros by, by, uy, uy, € B do modelo de Lipsitch e colaboradores, no que
diz respeito aos papéis desempenhados por ambos, mas a diferenca é que by, by, uy, u, e f3
sdo coeficientes, enquanto que by, b;, ds, d; e p sdo probabilidades. Este sistema de equagdes
possui trés ou quatro pontos fixos, dependendo do valor do parametro e: (S =0, I =0), (S # 0,
I=0), (S=0,1+#0, possivel apenas se e = 0, correspondendo portanto ao caso de transmis-
sdo vertical perfeita) e (S # 0, I # 0), e o sistema convergira para o ponto fixo que for estavel.
Também é possivel um comportamento oscilatrio para as densidades de suscetiveis e infecta-

dos, correspondendo a um ciclo limite estdvel, desde que obedecido o critério do teorema de
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Poincaré-Bendixson [33], cujo enunciado é: Seja D um dominio sem pontos estaciondrios do
qual trajetérias sao partes. Entdo D contem um ciclo limite. Tal teorema possui o seguinte

critério: Seja x = f(x,y) e y = g(x,y). Se g—fz + g—§ # 0 e ndo muda de sinal, entdo ndo hd 6rbitas
fechadas [33].

3.3 Analise da estabilidade linear

Os elementos do Jacobiano para a aproximacao de campo médio deste modelo sdo:

88%9:%_ s—%7 (3.6)
SSAIS _ Sgla B Sglla7 (3.7)
8@1 _ Sax;a N 8;a7 (3.9)

OAI dVa SHa 4. (3.9)

51 ol ol
Calculando separadamente cada termo destas equagdes e substituindo logo em seguida,

temos entao:

SAS  —f(byS+bil)(f(bsS) +ef (bil))
E F(bsS)+ f(Bil) - (=dfel+
L AL=S—Db(1=bS—bD)* (f(bsS) +ef (b)) |
f(bsS) + f(bil)
4(1 =S = 1) f(bsS+bil) (1 = e) f (bil )by (1 — byS)?
! CSENCOE ’ 10
SAS  —f(bsS+bil)(f(bsS) +ef (bil))
il o)+ rom i dseli =l
L A0 =S Dbi(L=bS —bil*(f(bS) +ef (bil)
f(bsS) + 1 (bil)
41 =S=D)f(bsS+bil)(1 —e)f(bsS)bi(1 = bil)’ 31D

[f(bsS) + f(bil))?
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OAI  —f(bsS+biI)(1—e)f(bi)
N 4(1 =S =D)bs(1=bS —bil)*(1 =) f(bil)
f(bsS) + f(bil)
4<1 —§— I)f(bsS+bi1)<1 — e)f<bi1)bs(1 — bsS)3
- 5 , (3.12)
[f (BsS) + f (bil)]
SAI = f(bS+Dbil).(1—e)f(bil) 34
oS 700:8) + F(bil) +4(1 —dy)Sp(1 —pI)° —d; +
N 4(1 =S —1)b;(1 —beS —biI)*(1 —e) f(b;I)
f(bsS) + f(bil)
; _ (1 —pb:S)3
4 =S DUBS A1 —0)f (B:S)bil1 ~biS)" 5.13)
[f (bsS) + f(bil)]
Logo, para o ponto fixo trivial (§ =0, I = 0), calculando o limite do jacobiano quando S — 0 e
I — 0 temos:
4bs — d; 4eb;
J= . (3.14)
0 —di—|—4bi(1 —6)

Seus autovalores sdo A = 4b; —d; e Ay = —d; +4b;(1 —e). Logo, o ponto fixo (S =0, I = 0)
¢ estdvel se ambos autovalores s3o negativos, ou seja, se 4b; < ds e se 4b;i(1 —e) < d;. O
fator 4 que aparece nos autovalores € devido ao niimero de vizinhos; a menos desse fator e do
parametro e, o resultado seria idéntico ao encontrado no modelo de Lipsitch e colaboradores
[6].

Para o ponto fixo onde / = 0, matematicamente existem 4 valores possiveis de S # 0, tanto
no caso de transmissao vertical perfeita (e = 0) como no caso de transmissao vertical imperfeita
(e # 0). Apenas na situagdo de transmissao vertical perfeita (e = 0), pode ocorrer um estado em
que toda a populagdo torna-se infectada, ou seja, um ponto de equilibrio em que S = 0, para o
qual existem matematicamente 4 valores possiveis de / # 0. Em ambos os casos, deve-se fazer
a andlise da estabilidade linear de tais solug¢des para verificar quais delas sdo estdveis e descartar
as que possuem valores negativos, uma vez que as densidades de suscetiveis e infectados devem
sempre Ser maiores ou iguais a zero.

Quanto aos pontos fixos onde S # 0 e I # 0, ndo foi possivel obter expressdes analiticas para
os mesmos, sendo resolvidos apenas numericamente.

Quando o estado livre de infec¢des (S # 0, I = 0) € estavel, uma densidade inicial nao nula
de infectados eventualmente se anulard apds algum tempo. Se assumirmos que esta densidade

inicial 7(0) é pequena, entdo em t = 1, de acordo com a equagio (3.2) e usando a aproximagio
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(2.66), temos
I(1) = 1(0) = [(1 = 5(0))(1 — e)4b; +4p(1 — dy)S(0) — d;}1(0) + O(I*(0)), (3.15)

ou seja, I(1) —1(0) > 0 se
d,’—4bi(1 —e)
4p(1—ds) —4b;i(1 —e)’

Logo, se a densidade inicial de suscetiveis S(0) obedecer a equacao (3.16), entdo uma epidemia

S(0) > (3.16)

ocorrerd na populagdo. Mas se S(0) é menor que esse valor limite, 7(0) > I(t) — 0 quando

t — oo, ou seja, todos os infectados sao extintos. Podemos escrever

4(1=So)(1—e)bi  4p(1—dy)So

Ro=Vyp+Hy=
0 0o+ Ho 4 4

: (3.17)

onde Ry é o nimero bésico de reproducao, ou seja, a quantidade de infec¢des secundarias pro-

duzidas por um infectado introduzido numa populagdo de suscetiveis [4]. Possui uma compo-
4(1—Sp)(1—e)b;
d

i

nente devido a transmissao vertical (Vo = ) e uma componente devido a trans-

missao horizontal (Ho = M). A viruléncia de um parasita, ou seja, o grau de dano que
causa ao seu hospedeiro, é dado por 1 —Vj [6]. De acordo a defini¢do, se Ry dado por (3.17) for
maior que 1, entdo uma epidemia se alastra pela populagdo. O nimero bésico de reprodugdo é
um parametro crucial quando lidamos com epidemias e doengas que sdo controladas por vaci-
nacdo. Na (3.17) percebe-se que uma maneira de reduzir Ry € reduzindo a densidade inicial de
suscetiveis Sp, sendo a vacina¢do o método mais comum para fazer isto. Portanto, a vacinagao
ndo protege apenas o individuo vacinado; ela também protege uma parte da populagdo, pois ao
reduzir a densidade de suscetiveis, ajuda a manter o ndmero bdsico de reproducao abaixo do

nivel que poderia iniciar uma epidemia [4].

3.4 Resultados e discussoes

Em todas as figuras a seguir, na representacao grafica dos resultados das simula¢des numéri-
cas, com ou sem migragao, i.e., m # 0 ou m = 0, cada ponto da curva representa a média de 20
experimentos. A Figura 3.1 e a Figura 3.2, obtidas a partir da evolug¢do temporal das equacdes
(3.1) e (3.2) e obtidas das simulagdes com e sem migra¢ao, mostram que embora transmissao
horizontal seja predominante apds o parasita ser introduzido, sua importancia diminui a me-
dida que a populacdo atinge o equilibrio. Diferentemente do que ocorre na situacao ilustrada
na Figura 3.1, na Figura 3.2 nota-se que com transmissdo vertical imperfeita a densidade de
suscetiveis ndo se anula, assim como a transmissio horizontal se houver coexisténcia com in-
fectados. Em ambas as situacdes, o0 maximo de transmissdao horizontal ocorre no instante de

intersec¢do entre as curvas de infectados e suscetiveis. Conforme m aumenta, 0s novos casos de
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infeccdo e as densidades de suscetiveis e infectados como fun¢do do tempo tende aos resultados
do campo médio. O movimento dos individuos favorece o transmissao da doenca na populagdo.
Para analisar a influéncia do coeficiente de transmissao horizontal (p) na extingdo, persisténcia
e total prevaléncia do parasita, precisamos definir a fracdo de novos casos de infec¢dao adquiri-
dos horizontalmente (fHa) e a fracdo total de novos casos de infec¢do (fTa), ambos calculados
quando o sistema atinge o equilibrio, pressupondo que isto ocorre quando ¢ — co. Seus valores

sao dados pelas seguintes expressoes:

B Ha(eo)

fHa= Ha(e) + Va(ee) + Sa(eo)’ (3.18)
_ Ha()+Va()

FTa= o Va(o) 4 Sa) (3.19)

Apesar de tais definicdes (fHa e fTa) serem deduzidas do modelo de Lipsitch e colabora-
dores [6], o formato das equagdes (3.18) e (3.19) diferem significativamente de (2.49) e (2.50),
respectivamente, mas os conceitos de tais varidveis s30 0S mesmos.

A Figura 3.3, que ilustra os resultados numéricos da variacdo de fHa e fTa em funcdo de
p, na situacdo de transmissao vertical perfeita, mostra que para baixas taxas de natalidade e
alta taxas de mortalidade de infectados em relacdo aos suscetiveis, 0 parasita persiste apenas se
bastante transmissdo horizontal for incluida, ou seja, se o parasita for bastante contagioso, o que
implica num valor maior do parametro p. Nesta situacdo, um estado em que a populagdo inteira
torna-se infectada € possivel no caso de transmissdo vertical perfeita se o parasita for muito
contagioso. Neste sistema também pode ocorrer um estado endémico no equilibrio (suscetiveis
coexistindo com infectados). Ainda neste grafico, nota-se também que no intervalo dos valores
de p previsto para coexisténcia, calculado numericamente usando a aproximacdo de campo
médio, os valores de equilibrio ndo coincidem com os das simulacdes. Mas fora desse intervalo
os valores de equilibrio da aproximacdo de campo médio coincidem com os das simulacdes. Os
motivos pelos quais isto ocorre ainda ndo foram desvendados, mas hé possibilidade de formagao
de clusters na rede, o que poderia justificar a diferenca dos resultados das simulacdes numéricas
em relacdo a aproximagdo de campo médio na regido de coexisténcia. Além disso, nesta regido
também existe a possibilidade do sistema configurar-se num ciclo limite ao invés de um ponto
fixo, a depender dos valores dos parametros e da existéncia de migracdes, pois sem elas o
sistema nao alcanca o ciclo limite. A Figura 3.4 que ilustra os resultados numéricos da variacao
de fHa e fTa em funcdo de p, mostra que com transmissdo vertical imperfeita a populacdo
nao alcanca 100% de infeccdo, ndo importa o quanto alto seja o valor de p, ja que suscetiveis
nascem de hospedeiros infectados frequentemente. Mesmo com transmissao vertical imperfeita,
se o valor de p € muito baixo, a infecc@o serd extinta. A Figura 3.5 mostra que a densidade de
infectados e suscetiveis respectivamente diminui e aumenta quando e aumenta, se o equilibrio

¢ estavel. Nesta mesma figura estdo representados duas situacOes particulares: auséncia de
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transmissao vertical (e = 1), que corresponde ao modelo de Boccara, e transmissdo vertical
perfeita (¢ = 0). A migracdo ndo afeta os valores de equilbrio nesta situacdo, pois tanto para
m = 0 quanto para m = 25 os resultados sao os mesmos. A Figura 3.6, a Figura 3.7 e a Figura 3.8
mostra que a amplitude da densidade oscilante de infectados aumenta quando e diminui, se
m — oo, mas o oposto também pode ocorrer se m € finito. Tais comportamentos oscilatérios sé
ocorrem se o critério do Teorema Poicaré-Bendixson € obedecido. Ainda de acordo com estas
figuras, nota-se também que as amplitudes de oscilacdo previstas pela aproximacao de campo
médio sdo relativamente maiores que aquelas encontradas nos resultados das simulagdes. Isto
ocorre em parte devido ao fendmeno da dissipacdo, ao qual estdo sujeitos sistemas complexos
simulados via automatos celulares probabilisticos. Observando a Figura 3.9, a Figura 3.10
e Figura 3.11, além do fato que a variacdo no parametro e modifica o formato do plano de
fases SI, nota-se também que apesar de ocorrerem vdrias trajetdrias possiveis, apos um certo
tempo todas elas estdo confinadas a uma determinada regido do plano de fases. O valor do
parametro e e os processos de migracao influenciam no tamanho desta regido do plano de fases.
Devido a ruidos inerentes a processos estocdsticos [12], a amplitude e o periodo de oscilagdo
das densidades de infectados e suscetiveis ndo mant€ém-se constante por muito tempo, conforme
mostra a Figura 3.12. Mas nota-se também através desta figura que ha um determinado padrao
na evolugdo temporal destes ruidos que afeta as oscilacdes, que apresentam semelhancas mesmo
para diferentes valore de e. Este modelo generaliza os modelos de Boccara e colaboradores
[18] e Lipsitch e colaboradores [6], por considerar dependéncia espacial e incluir transmissao

vertical, com uma abordagem probabilistica.
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Figura 3.1 O grifico superior mostra as densidades de suscetiveis e de hospedeiros infectados, enquanto

a figura inferior exibe os novos casos de infec¢io por unidade de tempo, quando transmissdo vertical é

perfeita. Tamanho da rede ¢ 100 x 100. Parametros: by = 0.6, b;

e=0.0.
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Figura 3.2 O grafico superior mostra as densidades de suscetiveis e de hospedeiros infectados, enquanto

a figura inferior exibe os novos casos de infecciao por unidade de tempo, quando transmissdo vertical é

imperfeita. Tamanho da rede é 100 x 100. ParAmetros: by = 0.6, b; = 0.4, d; = 0.1, d; = 0.2, p = 0.42,

e=0.1.
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Figura 3.3 A figura mostra a fragao da populacio no equilibrio infectada por transmissao vertical e hor-

izontal, para diferentes valores do coeficiente de infecciosidade (p), na situacdo de transmissdo vertical

perfeita; todos os demais pardmetros sdo os mesmos da Figura 3.1. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.4 Este grafico mostra a fracio da populacdo no equilibrio infectada por transmisséo vertical e

horizontal, para diferentes valores do coeficiente de infecciosidade (p), na situagdo de transmissao verti-

cal imperfeita; todos os demais pardmetros sdo os mesmos da Figura 3.2, exceto que e = 0.5. Tamanho

darede € 100 x 100.
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Figura 3.5 Esta figura exibe os valores de equilibrio das densidades de suscetiveis e infectados variando

a probabilidade de nascimento de suscetiveis devido a infectados (e). Pardmetros: by, = 0.6, b; = 0.4,
dy; =0.1,d; = 0.2, p =0.42. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.6 Comportamento oscilatério das densidades de individuos infectados e suscetiveis para movi-

mentos de curto alcance, na situacio de transmissdo vertical perfeita (e = 0.0). Aqui, p=0.9, by =0.143,

b; = 0.0001, dy = 0.001 e d; = 0.15. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.7 Comportamento oscilatério das densidades de individuos infectados e suscetiveis para movi-
mentos de curto alcance, para o caso em que ocorre transmissao vertical imperfeita, ou seja, e # 0 = 0.5.
Aqui, p =0.9, by =0.143, b; = 0.0001, d; = 0.001 e d; = 0.15. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.8 Comportamento oscilatério das densidades de individuos infectados e suscetiveis para movi-
mentos de curto alcance, para o caso sem transmissdo vertical, ou seja, e = 1.0, que corresponde ao
modelo de Boccara e colaboradores. Aqui, p = 0.9, by = 0.143, b; = 0.0001, d; = 0.001 e d; = 0.15.
Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.9 Plano de fases das densidades de individuos infectados vs. suscetiveis para movimentos
de curto alcance, na situagdo de transmissdo vertical perfeita (e = 0.0). Aqui, p = 0.9, by, = 0.143,
b; =0.0001, dy = 0.001, d; = 0.15 e m = 100. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.10 Plano de fases das densidades de individuos infectados vs. suscetiveis para movimentos de
curto alcance, para o caso em que ocorre transmiss@o vertical imperfeita, ou seja, ¢ # 0 = 0.5. Aqui,
p=0.9, b, =0.143, b; = 0.0001, d; = 0.001, d; = 0.15 e m = 100. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.11 Plano de fases das densidades de individuos infectados vs. suscetiveis para movimentos
de curto alcance, para o caso sem transmissao vertical, ou seja, e = 1.0, que corresponde ao modelo de
Boccara e colaboradores. Aqui, p = 0.9, by = 0.143, b; = 0.0001, d;, = 0.001, d; = 0.15 e m = 100.
Tamanho da rede é 100 x 100.
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Figura 3.12 Grafico comparativo da evolucdo temporal das oscilagdes nas densidades de suscetiveis
e infectados. De baixo para cima, estdo as seguintes curvas, respectivamente: suscetiveis (e = 0),
suscetiveis (e = 0.5), infectados (e = 0) e infectados (e = 0.5). Aqui, p = 0.9, by, = 0.143, b; = 0.0001,
d; =0.001, d; = 0.15 e m = 100. Tamanho da rede é 100 x 100.
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Conclusoes e perspectivas

Tanto no novo modelo proposto quanto no modelo de Lipsitch e colaboradores [6], a evolucao
temporal da transmissao horizontal apresenta um maximo global. Isso ocorre porque a medida
que o numero de contdgios aumenta, a densidade de suscetiveis diminui, reduzindo entdo a taxa
de transmissdo horizontal (proporcional as densidades de suscetiveis e infectados) a medida
que a populacdo atinge o equilibrio. Tal conclusdo € vdlida apenas quando a infeccdo domina
completamente a populacdo ou quando ha coexisténcia de suscetiveis com infectados.

De acordo com o que foi obtido com o0 modelo que desenvolvemos, a medida que a migracao
aumenta, as taxas de infec¢do e a evolugdo temporal das densidades de suscetiveis e infectados,
respectivamente geradas por simulacdes, tendem aos resultados previstos pela aproximacao de
campo médio, inclusive na regido de transiente. Independentemente do valor da taxa de mi-
gracdo, os pontos de equilibrio estdvel alcangcados pelas simulacdes coincidem com os pontos
fixos estdveis da aproximac¢do de campo médio, salvo algumas excecoes.

Uma destas exce¢des € que no caso de transmissao vertical perfeita (e = 0), no intervalo dos
valores de p previsto para ocorrer coexisténcia pela aproximacao de campo médio, os pontos de
equilibrio estavel alcancados pelas simula¢des nao coincidem com aqueles calculados por essas
previsdes. Portanto, a aproximagdo de campo médio ndo € vélida neste intervalo quando e = 0.
Mas para e # 0, a aproximagao de campo médio € vélida para quaisquer valores do coeficiente
de transmissdo horizontal (p).

Outra excecao € no caso em que a solucdo de equilibrio € oscilante, ou seja, um ciclo limite,
que ocorre se o critério do Teorema de Poincaré-Bendixson € satisfeito. Nesta situagdo, os picos
de oscilacdo depende da quantidade de migragdes, pois a migracdo afeta a regido de transiente
caracterizado pelas oscilagoes.

Comparando a Figura 3.3 com a Figura 2.3, que corresponde a situacao de transmissado verti-
cal perfeita, nota-se que a inclusdo de dependéncia espacial e migragdes favorece a persisténcia
e até a mesmo a prevaléncia da infec¢do sobre a populagdo, pois torna-se menor a quantidade
minima de transmiss@o horizontal necesséria para que isto ocorra. Comparando a Figura 3.4
com a Figura 2.6, que corresponde a situagdo de transmissao vertical imperfeita, nota-se que
a inclusdo de dependéncia espacial e migracdes favorece a persisténcia da infec¢do sobre a
populacdo, pois torna-se menor a quantidade minima de transmissao horizontal necessaria para

que isto ocorra. Conclui-se portanto que com a inclusdo de dependéncia espacial e migracdes
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torna-se mais dificil a erradicacio da infecc¢ao.

No ponto fixo, a densidade de suscetiveis e de infectados, respectivamente, aumenta e
diminui a medida que o pardmetro e aumenta de 0 até 1. Mas nos casos em que a solu¢do € os-
cilatdria, a variagdo da amplitude de oscilagdo em relagdo a e dependerd do valor de coeficiente
de migracao (m) utilizado. Apesar disso, a amplitude de oscilagdo ndo cresce monotonicamene
com m. Pode-se concluir também que as amplitudes de oscilagdo previstas pela aproximacao de
campo médio sdo relativamente maiores que aquelas encontradas nos resultados das simulacoes,
devido em parte ao fendmeno da dissipagdo, ao qual estdo sujeitos sistemas complexos simula-
dos via autdmatos celulares probabilisticos. A variacdo no parametro e modifica o formato do
plano de fases suscetiveis x infectados, onde apesar de ocorrerem vdrias trajetdrias possiveis,
todas elas estardo confinadas a uma determinada regido do plano de fases, cujo tamanho tam-
bém € controlado pelo valor de m. Devido a ruidos inerentes a processos probabilisticos, a
amplitude e o periodo de oscilagdo das densidades de infectados e suscetiveis ndo mantém-se
constante por muito tempo, mas ha um determinado padrdo na evolucao temporal destes ruidos
que afeta as oscilagdes, pois apresentam semelhancas mesmo para diferentes valore de e.

O novo modelo que propomos neste trabalho foi inicialmente desenvolvido para abordar
situacdes em que apenas um tipo de infec¢do causado por parasita ataca uma populacdo de
hospedeiros, generalizando os modelos de Boccara e colaboradores [18] e Lipsitch e colabo-
radores [6] por considerar dependéncia espacial e incluir transmissdo vertical, com uma abor-
dagem probabilistica. Embora tenha sido elaborado por Schinazi um modelo espacial estocds-
tico baseado no de Lipsitch e colaboradores em [34], o proposto neste trabalho é mais geral
por incluir processos de migracdo. De acordo com o modelo estocdstico proposto por Schinazi
em [34], mesmo na auséncia de transmissdo vertical, se os individuos infectados tem filhos
suscetiveis a uma taxa bastante alta, entdo havera uma epidemia desde que a transmissao ho-
rizontal seja suficientemente alta. Schinazi afirma ainda em [34] que um parasita altamente
virulento (ou seja, que causa significativo aumento de mortalidade e reducdo de natalidade de
infectados) pode infectar toda a populacdo desde que a taxa de contdgio seja suficientemente
alta. Tais resultados estdo de acordo com a andlise do modelo do Lipsitch e colaboradores em
[6] e do novo modelo proposto neste trabalho. Como perspectiva, o presente modelo pode ser
expandido para o caso em que mais de um tipo de infecc@o ataca a populacido de hospedeiros
ao mesmo tempo, para analisar a evolucdo da viruléncia dos parasitas e a dindmica espago-

temporal desta mudanca no sistema.
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