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Área de Concentração: Álgebra
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Resumo
O presente trabalho aborda um estudo das curvas estáticas no plano projetivo,

proporcionando um método que garante a existência de integrais primeiras para
certos campos vetorias. Para atingir tal objetivo, o presente estudo abrange os
seguintes tópicos: Campos Vetoriais, Integrais Primeiras (tendo como principal
resultado apresentado o Teorema de Jouanolou), Folheações Holomorfas (em particular,
folheações no plano projetivo) e as Soluções Algébricas (onde o principal resultado é o
conhecido teorema de Darboux, que garante a existência de integrais primeiras racionais
para folheações algébricas no plano projetivo).

Palavras-chave: Pontos de inflexão, Curvas Estáticas, Folheações Holomorfas,
Soluções Algébricas
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Abstract
The present work discusses a study of extactic curves in the projective plane,

providing a method that guarantees the existence of first integrals for certain vector
fields. To achieve this goal, this study covers the following topics: vector fields,
first integrals (with the main result presented in Jouanolou’s Theorem), holomorphic
foliations (in particular, foliations on the projective plane) and algebraic solutions
(where the main result is the well-known theorem of Darboux, which guarantees the
existence of rational first integrals for algebraic foliations on the projective plane).

Key-words: Inflections points, Extactic curves, Holomorphic foliations, Algebraic
solutions.
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Introdução

O principal objetivo desta dissertação é o estudo das chamadas curvas estáticas no
plano projetivo complexo, que são curvas especiais que descrevem os pontos de inflexão
das soluções de um dado campo vetorial. Pontos de inflexão são caracterizados por
possúırem retas tangentes com ordem de contato pelo menos 3. Se C é uma curva
então p ∈ C é um ponto de inflexão de ordem d se existir uma curva de grau d que
possui alta ordem de contato com a curva C em p, no sentido de que a ordem de contato
é pelo menos a dimensão do espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau d em 3
variáveis. No caso das curvas planas, os pontos de inflexão são calculados pelo hessiano,
o que torna a obtenção dos pontos de inflexão de ordem superior uma tarefa árdua.

Cayley, em On the sextactic points of a plane curve (1865), foi provavelmente o
primeiro matemático a estudar os pontos de inflexão de ordem superior de curvas
planas. Para pontos de inflexão de ordem 2, ele obteve uma fórmula expĺıcita (porém
não muito simples). F. Cukierman, em seu trabalho Determinant of complexes and
higher Hessians (1997), afirmou que a obtenção de fórmulas para os pontos de inflexão
de ordem superior a 3 não havia sido resolvida na literatura clássica e apresentou uma
nova abordagem para obter tais pontos, no caso de curvas planas e de curvas dadas por
interseções completas em algum espaço projetivo.

Em Vector fields, invariant varieties and linear systems (2001), principal trabalho
no qual esta dissertação se baseia, J. V. Pereira calcula os pontos de inflexão – de ordem
superior – das soluções de campos vetoriais holomorfos no plano projetivo complexo.
Mais precisamente, são definidos certos divisores εd (as chamadas curvas estáticas),
associados a um campo vetorial X em P2, tal que a restrição de um tal divisor a uma
solução de X coincide com os pontos de inflexão de ordem d desta solução.

Para melhor atingir os objetivos, este texto será dividido em três caṕıtulos.
No primeiro caṕıtulo, são expostas as noções gerais básicas a serem utilizadas ao

longo da dissertação (incluindo elementos da teoria de folheações holomorfas e integrais
primeiras), tendo como principal resultado apresentado o Teorema de Jouanolou, que
fornece uma condição suficiente para uma 1-forma diferencial polinomial possuir uma
integral primeira racional.

O segundo caṕıtulo dá enfoque ao estudo das soluções algébricas de folheações no
plano projetivo complexo; mais precisamente, a obtenção de um método para garantir
a existência de integrais primeiras racionais para folheações algébricas em P2. Tal
resultado é dado pelo bem-conhecido Teorema de Darboux.

Por fim, no terceiro caṕıtulo, com toda a teoria em mãos, as curvas estáticas em
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P2 serão definidas, e será demonstrado o teorema que garante a existência de integrais
primeiras para certos campos vetoriais X através do cálculo de suas curvas estáticas
εd(X ).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Campos vetoriais

Nesta seção, campos vetoriais polinomiais — aqui chamados simplesmente campos
vetoriais — serão definidos em C3, pois tal contexto é suficiente quanto aos
principais resultados apresentados neste trabalho (salienta-se, todavia, que definições
e propriedades análogas continuam válidas para Cn, para qualquer natural n, mais
detalhes em [[16]] e [[22]]).

Se p é um ponto de C3, o conjunto Tp (C3) de todos os vetores com ponto de aplicação
p é chamado de espaço tangente a C3 em p.

Um campo vetorial X em C3 é uma função que associa a cada ponto p ∈ C3 um vetor
X (p) = (M1 (p) ,M2 (p) ,M3 (p)) ∈ Tp (C3), onde M1,M2,M3 são elementos do anel
de polinômios C[x1, x2, x3], interpretados, sempre que for conveniente, como funções
polinomiais Mi : C3 → C, i = 1, 2, 3. Se cada polinômio Mi for homogêneo de grau k
(com relação à graduação standard de C[x1, x2, x3]), então o campo será chamado de
campo vetorial homogêneo de grau k, o que se escreve deg(X ) = k.

Sejam U1,U2,U3 campos vetoriais em C3 tais que, para todo p ∈ C,

U1(p) = (1, 0, 0)p
U2(p) = (0, 1, 0)p
U3(p) = (0, 0, 1)p

onde (a, b, c)p ∈ Tp (C3) denota o vetor (a, b, c) considerado com ponto de aplicação
p. Assim, cada Ui fornece vetores unitários paralelos ao i-ésimo vetor canônico
ei ∈ T(0,0,0) (C3). Em particular, Ui(0, 0, 0) = ei para cada i.

Lema 1.1.1 Se X é um campo vetorial em C3, existem três e somente três polinômios
M1,M2,M3 ∈ C[x1, x2, x3] tais que X = M1 U1 + M2 U2 + M3 U3 (os polinômios
M1,M2,M3 são denominados funções coordenadas de X ).
Demonstração: Dado p ∈ C3, temos X (p) = (M1 (p) ,M2 (p) ,M3 (p)) =
M1 (p) (1, 0, 0)p + M2 (p) (0, 1, 0)p + M3 (p) (0, 0, 1)p = M1 (p)U1 (p) + M2 (p)U2 (p) +

1



1.1. CAMPOS VETORIAIS

M3 (p)U3 (p) = (M1 U1 +M2 U2 +M3 U3)(p),∀ p ∈ C3. Logo X = M1U1 +M2U2 +M3U3.
Finalmente, a unicidade da tripla {M1,M2,M3} segue claramente da independência
linear dos vetores (e1)p, (e2)p, (e3)p, qualquer que seja o ponto p ∈ C3. �

Sejam agora X = (M1,M2,M3) e X ′ = (M ′
1,M

′
2,M

′
3) campos vetoriais em C3 e

f : C3 → C uma aplicação polinomial. Para cada p ∈ C3, tem-se:

(X + X ′) (p) = ((M1 +M ′
1) (p) , (M2 +M ′

2) (p) , (M3 +M ′
3) (p))

= (M1 (p) +M ′
1 (p) ,M2 (p) +M ′

2 (p) ,M3 (p) +M ′
3 (p))

= (M1 (p) ,M2 (p) ,M3 (p)) + (M ′
1 (p) ,M ′

2 (p) ,M ′
3 (p)) = X (p) + X ′ (p)

e

(fX ) (p) = ((fM1) (p) , (fM2) (p) , (fM3) (p))
= (f (p)M1 (p) , f (p)M2 (p) , f (p)M3 (p))

= f (p) (M1 (p) ,M2 (p) ,M3 (p)) = f(p)X (p)

Segue-se que o conjunto dos campos vetoriais em C3 possui uma estrutura natural
de módulo sobre o anel das funções polinomiais C3 → C (equivalentemente, sobre o
anel C[x1, x2, x3]). O Lema acima afirma que tal módulo é livre (de posto 3), uma base
sendo {U1,U2,U3}.

O campo vetorial homogêneo definido por E(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3) é chamado
campo de Euler ou campo radial. Pode-se definir uma relação de equivalência entre
dois campos homogêneos X e X ′, de mesmo grau k, da seguinte maneira:

X ∼ X ′ ⇐⇒ X = X ′ + g E,

para algum polinômio homogêneo g de grau k − 1.
Seja X a classe de equivalência de X com respeito a esta relação de equivalência.

Então, qualquer X ′ ∈ X é dito um representante do campo X .
Define-se a divergência de um campo X = (M1,M2,M3) como sendo a função

div(X ) =
∂M1

∂x1
+

∂M2

∂x2
+

∂M3

∂x3
.

Tal função será utilizada mais adiante nesta dissertação.
Um ponto p ∈ C3 é dito um ponto singular (ou singularidade) do campo X =

(M1,M2,M3) se X (p) = 0 ∈ Tp(C3), isto é, se

M1(p) = M2(p) = M3(p) = 0.

O conjunto dos pontos singulares de X é denotado por Sing(X ), em analogia com a
tradicional notação do lugar singular Sing(V ) de uma variedade V .

Seja V = Z(f) ⊂ C3 uma hipersuperf́ıcie algébrica reduzida. Diz-se que V é uma
solução algébrica de X , ou que V é invariante por X , se o vetor X (p) é tangente a
V sempre que p ∈ U , onde U = (V \ (Sing(V ) ∪ Sing(X )). Ou seja, V é uma solução
algébrica de X se:

2



1.2. FORMAS DIFERENCIAIS

3∑
i=1

Mi(p)
∂f
∂xi

(p) = 0 ∀ p ∈ U .

Mas U ⊂ V é um aberto denso de Zariski (aqui, precisamos assumir que V *
Sing(X )), e assim a função

∑3
i=1Mi

∂f
∂xi

necessariamente se anula identicamente em
V = Z(f). Logo, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, existe g ∈ C[x1, x2, x3] tal que

3∑
i=1

Mi
∂f

∂xi
= gf

A partir deste ponto de vista, pode-se considerar a derivação de C[x1, x2, x3]
correspondente ao campo X como sendo

DX =
3∑
i=1

Mi
∂

∂xi

Na prática, muitas vezes costuma-se identificar X e DX .
Enfim, uma hipersuperf́ıcie algébrica reduzida V = Z(f) é uma solução algébrica

de X se, e somente se,
DX (f) = g f

para algum g ∈ C[x1, x2, x3]. Neste caso, diz-se que a derivação DX é logaŕıtmica para
f (ou para a hipersuperf́ıcie V ).

Trata-se mesmo de uma derivação pois, dados a, b ∈ C e f, g ∈ C[x1, x2, x3], tem-se

DX (af + bg) = aDX (f) + bDX (g)

DX (fg) = gDX (f) + fDX (g)

Isto é, DX é C-linear e satisfaz a regra de Leibniz.

1.2 Formas diferenciais

De modo geral, o espaço dual de um C-espaço vetorial V é o conjunto de todas as
transformações lineares w : V→ C, chamadas funcionais lineares, e denotado por V∗.
Note que V∗ possui uma estrutura natural de espaço vetorial sobre C (para uma estudo
mais detalhado [[6]] e [[7]]).

Uma base de V∗ satisfazendo tal propriedade é única (fixada a base B de V), chamada
base dual (associada a B). Em particular, dim(V∗) = dim(V).

Considere o caso especial em que V = Cn e B é a base canônica. Qualquer
v = (x1, . . . , xn) ∈ Cn se escreve v = x1e1 + . . . + xnen. Para cada i, considere
wi = dxi ∈ (Cn)∗ dado por dxi(x1, ..., xn) = xi. Então B∗ = {dx1, . . . , dxn}, de modo
que todo funcional linear w ∈ (Cn)∗ pode ser escrito como

w = a1dx1 + ...+ andxn, ai ∈ C, ∀i.

3



1.2. FORMAS DIFERENCIAIS

Define-se uma forma diferencial de grau 1, ou uma 1-forma diferencial, em C3,
como sendo uma aplicação w que a cada ponto p ∈ C3 associa um funcional linear
w (p) ∈ (C3)∗, de maneira que, dados a, b ∈ C e p, q ∈ C3, tem-se:

w (ap+ bq) = aw (p) + bw (q) .

Em coordenadas x1, x2, x3 de C3, uma 1-forma diferencial se escreve

w = F1 dx1 + F2 dx2 + F3 dx3,

onde cada Fi é um polinômio complexo em 3 variáveis. Dado qualquer p ∈ C3, basta
calcular

w(p) = F1(p) dx1(p) + F2(p) dx2(p) + F3(p) dx3(p),

onde, como acima, tem-se

dxi(p) = xi se p = (x1, x2, x3) ∈ C3.

Desse modo, vê-se que a noção de 1-forma é dual à de campo vetorial.

Dado o campo X =
∑3

i=1MiUi e a 1-forma w, tem-se:

w (X (p)) = w

(
3∑
i=1

Mi (p)Ui (p)
)

=
3∑
i=1

Mi (p)w (Ui (p)).

Por outro lado,

(w (X )) (p) =

(
w

(
3∑
i=1

MiUi
))

(p)

=
3∑
i=1

(w (MiUi)) (p) =
3∑
i=1

Mi (p)w (Ui (p)).

Portanto (w (X )) (p) = w (X (p)), de modo que uma 1-forma converte campos em
funções. As seguintes propriedades de linearidade valem:

w
(
fX + gX

)
= fw (X ) + gw

(
X
)

(fw + gw) (X ) = fw (X ) + gw (X )

onde f, g são polinômios, X , X são campos e w, w são 1-formas.

Exemplo 1.2.1 A diferencial df =
3∑
i=1

∂f
∂xi
dxi de uma função holomorfa f : C3 → C

(por exemplo, polinomial) é um exemplo natural de 1-forma.

4



1.2. FORMAS DIFERENCIAIS

Mais geralmente, pode-se definir formas diferenciais de grau superior como sendo
combinações lineares de dois ou mais termos da base dual de C3, onde o “produto” das
diferenciais satisfaz a regra de alternação, que no caso de 2-formas se escreve

dxidxj = −dxjdxi.

Em particular, tomando j = i, obtém-se dxidxi = 0.
É facil ver que em C3 existem quatro tipos de formas diferenciais (polinomiais), a

saber:

0-forma: f (função polinomial) ;

1-forma: f1dx1 + f2dx2 + f3dx3;

2-forma: f1dx1dx2 + f2dx1dx3 + f3dx2dx3;

3-forma: fdx1dx2dx3;

onde f, f1, f2, f3 ∈ C [x1, x2, x3] .

A soma de formas diferenciais de mesmo grau (grau qualquer) é feita da maneira
usual, ∑

fidxi +
∑
gidxi =

∑
(fi + gi) dxi

e o produto entre formas (não necessariamente de mesmo grau) é feito de maneira
distributiva e utilizando a regra da alternação. Como se sabe, trata-se do produto
exterior “∧” (também chamado produto wedge). Ambas as notações dx1 ∧ . . . ∧ dxs e
dx1 · · · dxs são usuais.

Lema 1.2.2 Se w e w são 1-formas em C3, então w ∧ w = −w ∧ w.

Demonstração: De fato,

w ∧ w = (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3) ∧ (g1dx1 + g2dx2 + g3dx3)
= f1g1dx1 ∧ dx1 + f1g2dx1 ∧ dx2 + f1g3dx1 ∧ dx3 + f2g1dx2 ∧ dx1+

+f2g2dx2 ∧ dx2 + f2g3dx2 ∧ dx3 + f3g1dx3 ∧ dx1 + f3g2dx3 ∧ dx2 + f3g3dx3 ∧ dx3
= (f1g2 − f2g1) dx1 ∧ dx2 + (f2g3 − f3g2) dx2 ∧ dx3 + (f1g3 − f3g1) dx1 ∧ dx3
= −g2f1dx2 ∧ dx1 − g1f2dx1 ∧ dx2 − g3f2dx3 ∧ dx2 − g2f3dx2 ∧ dx3−
−g3f1dx3 ∧ dx1 − g1f3dx1 ∧ dx3 − g1f1dx1 ∧ dx1 − g2f2dx2 ∧ dx2 − g3f3dx3 ∧ dx3

= (−g1dx1 − g2dx2 − g3dx3) ∧ (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3)
= − (g1dx1 + g2dx2 + g3dx3) ∧ (f1dx1 + f2dx2 + f3dx3) = −w ∧ w.

�

Seja w =
3∑
i=1

fidxi uma 1-forma em C3. Define-se a diferencial exterior de w como

sendo a 2-forma

5



1.2. FORMAS DIFERENCIAIS

dw =
3∑
i=1

dfi ∧ dxi

onde dfi =
∑3

j=1
∂fi
∂xj
dxj é a diferencial usual da função fi. Naturalmente, esta definição

se estende para o caso de r-formas onde r ≥ 2 (analogamente, a diferencial exterior
será uma (r + 1)-forma).

De modo geral, se U ⊂ Cn é um aberto, então uma 1-forma diferencial (holomorfa)
w =

∑n
i=1 fidxi é dita exata (em U) quando existe uma função holomorfa F : U → C

tal que w = dF , e é dita fechada (em U) se dw|U = 0. Se a 1-forma w é de classe C1

(isto é, vale a condição extra de que as fi’s tem derivadas cont́ınuas) então w é fechada
(a reciproca é falsa, pois a propriedade de ser fechada é apenas local).

Teorema 1.2.3 Sejam f e g polinômios, w e w 1-formas, então:

1. d (fg) = g df + f dg

2. d (fw) = df ∧ w + fdw

3. d (w ∧ w) = dw ∧ w − w ∧ dw

Demonstração: As duas primeiras propriedades são de verificação rotineira e não
representam dificuldade alguma (ficam como exerćıcio para o leitor). Quanto à terceira
propriedade, suponha, sem perda de generalidade, que w = fdx1 e w = gdx2. Então:

d (w ∧ w) = d (fgdx1 ∧ dx2)
= ∂(fg)

∂x1
dx1 ∧ dx1 ∧ dx2 + ∂(fg)

∂x2
dx2 ∧ dx1 ∧ dx2 + ∂(fg)

∂x3
dx3 ∧ dx1 ∧ dx2

= ∂(fg)
∂x3

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
(
∂(f)
∂x3

g + ∂(g)
∂x3

f
)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Mas

dw ∧ w =
(
∂(f)
∂x2

dx2 ∧ dx1 + ∂(f)
∂x3

dx3 ∧ dx1
)
∧ gdx2

= g ∂(f)
∂x3

dx3 ∧ dx1 ∧ dx2 = g ∂(f)
∂x3

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
e além disso

w ∧ dw = fdx1 ∧
(
∂(g)
∂x1

dx1 ∧ dx2 + ∂(g)
∂x3

dx3 ∧ dx2
)

= −f ∂(g)
∂x3

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Portanto,

d (w ∧ w) = dw ∧ w − w ∧ dw
�

Corolário 1.2.4 Dadas 1-formas w,w′e w′′ tais que w ∧ w′ = 0 e w ∧ w′′ = 0, tem-se
w′ ∧ w′′ = 0.
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1.3. FOLHEAÇÕES HOLOMORFAS

Demonstração: Suponha, sem perda de generalidade, que w = f1dx1 + f2dx2,
w′ = g1dx1 + g2dx2 e w′′ = h1dx1 + h2dx2. Então,

w ∧ w′ = (f1dx1 + f2dx2) ∧ (g1dx1 + g2dx2)
= f1g2dx1 ∧ dx2 − f2g1dx1 ∧ dx2
= (f1g2 − f2g1) dx1 ∧ dx2 = 0

Como dx1 ∧ dx2 6= 0, segue que

g2 =
f2g1
f1

.

E,
w ∧ w′′ = (f1dx1 + f2dx2) ∧ (h1dx1 + h2dx2)

= f1h2dx1 ∧ dx2 − f2h1dx1 ∧ dx2
= (f1h2 − f2h1) dx1 ∧ dx2 = 0

Como dx1 ∧ dx2 6= 0, segue que

h2 =
f2h1
f1

.

Logo,
w′ ∧ w′′ = (g1dx1 + g2dx2) ∧ (h1dx1 + h2dx2)

= g1h2dx1 ∧ dx2 − g2h1dx1 ∧ dx2
= (g1h2 − g2h1) dx1 ∧ dx2 = 0

Mais uma vez, como dx1 ∧ dx2 6= 0, segue que

g1h2 − g2h1 = g1 ·
f2h1
f1
− f2g1

f1
· h1 = 0

�

1.3 Folheações holomorfas

Seja M uma variedade complexa de dimensão m ≥ 2. Uma folheação holomorfa não-
singular (ou regular) de dimensão k (ou codimensão m−k) em M, onde 1 ≤ k ≤ m−1,
é dada pelo seguinte conjunto de informações:

1. Uma cobertura {Uα}α∈A de M por abertos;

2. Para cada α ∈ A, um biholomorfismo φα : Uα → Dk × Dm−k, onde D ⊂ C é o
disco unitário com centro na origem;

3. Sempre que Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅, a aplicação

φαβ : φα (Uαβ) → φβ (Uαβ)
(z, w) 7→ φβ ◦ φ−1α (z, w) = (ϕ1, ϕ2)

satisfaz φαβ (z, w) = (ϕ1 (z, w) , ϕ2 (z, w)) .
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1.3. FOLHEAÇÕES HOLOMORFAS

Cada aberto Uα é denominado um aberto trivializador da folheação (mais detalhes
em [[15]] e [[17]]).

Observações:
- Por (b): Uα é decomposto em variedades de dimensão k da forma φ−1α

(
Dk × w0

)
,

onde w0 ∈ Dm−k, chamadas de placas.
- Por (c): as placas se sobrepõem nas interseções de abertos trivializadores da

seguinte maneira: se Pα ⊂ Uα e Pβ ⊂ Uβ, então Pα ∩ Pβ = ∅ ou Pα ∩ Pβ = Pα ∩ Uβ =
Pβ ∩ Uα.

Uma importante noção no estudo das folheações holomorfas é a de folhas. Uma
folha é definida como a classe de equivalência de um p ∈M dada pela seguinte relação
de equivalência: p v q (q ∈ M) se existem placas P1, ..., Pm, com p ∈ P1 e q ∈ Pm
tais que Pi ∩ Pi+1 6= ∅, para i = 1, ...,m − 1. Cada folha, assim definida, possui uma
estrutura de variedade complexa de dimensão k imersa em M , com a topologia induzida
pelos abertos das placas. Portanto, uma folheação F proporciona uma decomposição da
variedade em subvariedades imersas de dimensão k, duas a duas disjuntas. Denota-se
por TpF o espaço tangente a F em p ∈ M, que é definido como o espaço tangente à
folha passando por p ∈ M . Assim, dim (TpF) = k. Duas folheações são ditas iguais se
todas as suas folhas coincidem.

Uma folheação holomorfa singular F , de dimensão k (ou codimensão m− k), onde
1 ≤ k ≤ m− 1, em uma variedade complexa M de dimensão m, é uma folheação não-
singular de dimensão k em M\S, onde S é um conjunto anaĺıtico em M de codimensão
maior ou igual a dois. Exige-se que o conjunto S seja minimal, no sentido de que não
existe um subconjunto anaĺıtico próprio S ′ ⊂ S tal que a folheação regular em M\S se
estenda a M\S ′. Nessas condições, S é chamado de conjunto singular de F , que será
denotado por Sing(F) . Se p ∈ Sing(F) , p é dito uma singularidade (ou ponto singular)
da folheação; se p ∈ M\Sing(F) , p é chamado de ponto regular. As folhas de F são,
por definição, as folhas da folheação regular F|M\Sing(F). Duas folheações singulares F
e F ′ são iguais se:

1. Sing(F) =Sing(F ′) ;

2. As folheações regulares F|M\Sing(F) e F ′|M\Sing(F ′) são iguais.

Observação 1.3.1 Uma distribuição de k-planos de M, onde 1 ≤ k ≤ m − 1 e
m = dimM , é uma aplicação que associa a cada ponto p ∈ M um subespaço Sp de
dimensão k de TpM . A distribuição é dita holomorfa se para cada p ∈ M existir
uma vizinhança U onde estão definidos k campos vetoriais X1, . . . ,Xk linearmente
independentes em todos os pontos de U, tais que em cada ponto q ∈ U o subespaço de
TqM gerado por X1(q), . . . ,Xk(q) coincide com o k-plano Sq. Ocorre que uma folheação
holomorfa F de dimensão k em M define uma distribuição holomorfa de k-planos
associando a cada p ∈ M o espaço tangente TpF . Tem-se, assim, uma importante
aplicação da teoria das folheações à teoria das distribuições, e em particular ao conceito
de integrabilidade (do qual trata, por exemplo, o famoso Teorema de Frobenius).
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1.3. FOLHEAÇÕES HOLOMORFAS

1.3.1 Folheações de dimensão 1

Seja M uma variedade complexa de dimensão m ≥ 2, e seja X um campo de
vetores holomorfo não-singular em um aberto U ⊂M . Então, pode-se mostrar (através
da versão holomorfa do Teorema do Fluxo Tubular) que U possui uma estrutura de

folheação de dimensão 1 (isto é, k = 1). Assim, se Ũ ⊂ M é aberto com U ∩ Ũ 6= ∅,
admitindo um campo de vetores não-singular X̃ que satisfaz X|U∩Ũ = fX̃ |U∩Ũ para

alguma função f : U∩Ũ → C\{0} holomorfa, então X e X̃ induzem a mesma folheação

em U ∩ Ũ . Tem-se, portanto, uma folheação definida em U ∪ Ũ . Inversamente, uma
folheação de dimensão 1 é induzida localmente por campos vetoriais não-singulares.
Basta tomar, em cada aberto trivializador Uα, o campo Xα = D (φ−1α ) ∂

∂x1
, onde

(x1, (x2, ..., xm)) são coordenadas de D× Dm−1. Se Uαβ 6= ∅, então para cada p ∈ Uαβ
existe fαβ (p) ∈ C \ {0} tal que Xα (p) = fαβ (p)Xβ (p) . A função fαβ : Uαβ → C \ {0},
assim definida, é holomorfa. Portanto, o seguinte conjunto de dados:

1. Uma cobertura {Uα}α∈A de M por abertos;

2. Para cada α ∈ A, um campo de vetores holomorfo não-singular Xα em Uα;

3. Sempre que Uαβ 6= ∅, uma função holomorfa fαβ : Uαβ → C \ {0} tal que
Xα|Uαβ = fαβXβ|Uαβ ,

define uma folheação de dimensão 1 em M. Ocorre que toda folheação holomorfa
singular de dimensão 1 é induzida localmente por um campo vetorial holomorfo.

1.3.2 Fibrados associados a folheações

Já se sabe que, se F é uma folheação holomorfa de dimensão 1 em uma variedade
complexa M, então M possui uma cobertura aberta U = {Uα}α∈A tal que, para cada
α ∈ A, F|Uα é induzida por um campo holomorfo Xα. Além disso, sempre que
Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅, existe um invert́ıvel fαβ ∈ O (Uαβ)∗ , tal que Xα = fαβXβ. As
funções fαβ satisfazem as condições de cociclo, ou seja,

1. fαβfβα = 1 em Uαβ = Uα ∩ Uβ;

2. fαβfβγfγα = 1 em Uαβγ = Uα ∩ Uβ ∩ Uγ.

Assim, o cociclo (fαβ) induz um fibrado em retas holomorfo sobre M : o fibrado
cotangente a F , denotado por T ∗F ; o seu dual TF = (T ∗F)∗ é chamado de fibrado tangente
a F . Mostra-se que TF não depende das escolhas feitas. A t́ıtulo de informação, tem-se
o seguinte fato: a folheação F é não-singular se, e somente se, TF é um subfibrado do
fibrado tangente TM de M .
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1.3.3 Folheações de codimensão 1

Para as folheações holomorfas singulares, tem-se o seguinte fato básico: toda
folheação de codimensão 1 é induzida localmente por uma 1-forma w holomorfa e
integrável, o que pelo bem-conhecido Teorema de Frobenius significa que dw ∧ w = 0.

Seja F uma folheação holomorfa de codimensão 1 em uma variedade complexa
M . Sejam Uα, Uβ ⊂ M abertos, com Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅, nos quais F é induzida
por 1-formas holomorfas wα e wβ, respectivamente. Procedendo analogamente ao caso
de folheações de dimensão 1, conclui-se que existe gαβ : Uαβ → C \ {0} holomorfa,
satisfazendo wα|Uαβ = gαβwβ|Uαβ . Portanto, uma folheação de codimensão 1 em uma
variedade complexa M é definida pelo seguinte conjunto de dados:

1. Uma cobertura {Uα}α∈A de M por abertos;

2. Para cada α ∈ A, uma 1-forma holomorfa wα em Uα integrável, ou seja,
satisfazendo dwα ∧ wα = 0, e cujo conjunto singular possui codimensão maior
ou igual a dois;

3. Sempre que Uαβ 6= ∅, uma função holomorfa gαβ : Uαβ → C \ {0} tal que
wα|Uαβ = gαβwβ|Uαβ .

1.4 A integral primeira

Considere o sistema de equações diferenciais{
dx1
dt

= P (x1, x2)
dx2
dt

= Q (x1, x2)
(])

onde P e Q são polinômios complexos em duas variáveis. Uma aplicação holomorfa
φ : U ⊂ C→ C2 (onde U é um aberto) é dita uma solução de (]) se para qualquer
t ∈ U vale

φ′ (t) = (P ◦ φ(t), Q ◦ φ(t))

Existência e unicidade de soluções para o sistema de equações diferenciais acima são
garantidas pelo famoso teorema a seguir (o disco de raio r centrado na origem de C
será denotado por D (0, r)):

Teorema 1.4.1 (Existência e unicidade) Considere um sistema de equações
diferenciais na forma (]) . Então valem as seguintes afirmações:

1. Para qualquer p ∈ C2 existe um número real positivo rp e uma função holomorfa
φp : D (0, rp)→ C2 tal que

φp (0) = p e φ′p (t) = (P ◦ φp (t) , Q ◦ φp (t)) ,

ou seja, φp é uma solução de (]) passando por p.
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2. Seja U ⊂ C um aberto contendo a origem. Se ψ : U → C2 é uma solução de (])
tal que ψ (0) = p, então ψ|V = φp|V , onde V = U ∩ D (0, rp).

Apesar da importância deste teorema, pouco se sabe sobre a natureza (por exemplo,
o comportamento qualitativo) das soluções do sistema diferencial proposto acima.
Porém, em algumas situações, o estudo das integrais primeiras para sistemas do tipo
(]) constitui uma valiosa ferramenta.

Se U ⊂ C2 é um aberto e F : U → C é uma função holomorfa não-constante, então
F é dita uma integral primeira em U para o sistema (]) se F é constante ao longo das
soluções de (]) contidas em U .

Proposição 1.4.2 O sistema (]), com P,Q 6= 0, é associado à 1-forma diferencial
holomorfa w = Pdx2 −Qdx1.

Demonstração: Considerando o sistema{
dx1
dt

= P
dx2
dt

= Q

pode-se escrever formalmente
P

Q
=

dx1
dt
dx2
dt

=
dx1
dx2

o que significa escrever a condição w = 0, onde w = Pdx2 −Qdx1. �

Proposição 1.4.3 Uma função holomorfa e não-constante F : U → C (onde U ⊂ C2

é um aberto) é uma integral primeira para (]) (com P,Q 6= 0) se, e somente se,
w ∧ dF = 0, onde w = Pdx2 −Qdx1.

Demonstração: Basta notar que

w ∧ dF = (Pdx2 −Qdx1) ∧
(
∂F
∂x1
dx1 + ∂F

∂x2
dx2

)
= P ∂F

∂x1
dx2 ∧ dx1 + P ∂F

∂x2
dx2 ∧ dx2−

−Q ∂F
∂x1
dx1 ∧ dx1 −Q ∂F

∂x2
dx1 ∧ dx2

= −
(
Q ∂F
∂x2

+ P ∂F
∂x1

)
dx1 ∧ dx2,

e assim, dividindo por Q e considerando a condição P/Q = dx1/dx2 (correspondente
à condição de ser solução do sistema), obtém-se que w ∧ dF = 0 se, e somente se, são
satisfeitas as igualdades ∂F

∂x1
= ∂F

∂x2
= 0 ao longo das soluções de (]) no domı́nio U de F .

�

Mostra-se que a equação diferencial w = 0 define uma folheação cujas folhas são as
subvariedades integrais desta equação.

As noções de soluções algébricas e de curvas algébricas invariantes são bastante úteis
para o estudo da existência de integrais primeiras. As definições são:
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Soluções algébricas: Seja φ : V ⊂ C→ C2 uma solução de (]). φ é dita uma solução
algébrica se existir f ∈ C [x1, x2] não-nulo, tal que f (φ (t)) = 0, para todo t ∈ V .

Curvas algébricas invariantes : Seja f ∈ C [x1, x2]. A curva C = Z (f) é dita uma curva
algébrica invariante por (]) se, para toda solução φ : D(0, r) → C2 de (]) satisfazendo
f (φ (0)) = 0, tem-se f (φ (t)) = 0 sempre que t ∈ D(0, r).

Proposição 1.4.4 Seja f ∈ C [x1, x2] um polinômio reduzido. A curva algébrica C
descrita implicitamente por Z (f) é invariante por (]) se, e somente se, existe uma
2-forma polinomial θf , tal que w ∧ df = f · θf .

Demonstração: Se C = Z (f) é uma curva algébrica invariante por (]), então para
toda solução φ : V ⊂ C→ C2 contida em C vale que

(w ∧ df) (φ (t)) = 0

para todo t ∈ V . Portanto, (w ∧ df) |C = 0 e, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, f
divide w ∧ df .

Reciprocamente, supondo que w ∧ df = f · θf (onde θf é uma 2-forma polinomial)
e que φ : D (0, r)→ C2 é uma solução para (]) tal que f (φ (0)) = 0, tem-se:

w (φ (t)) ∧ df (φ (t)) = (P (φ (t)) dx2 −Q (φ (t)) dx1) ∧
(

∂
∂x1

(f (φ (t))) dx1 +
∂
∂x2

(f (φ (t))) dx2

)
= P (φ (t)) ∂

∂x1
(f (φ (t))) dx2 ∧ dx1 + P (φ (t)) ∂

∂x2
(f (φ (t))) dx2 ∧ dx2−

−Q (φ (t)) ∂
∂x1

(f (φ (t))) dx1 ∧ dx1 −Q (φ (t)) ∂
∂x2

(f (φ (t))) dx1 ∧ dx2
= −

(
P (φ (t)) ∂

∂x1
(f (φ (t))) +Q (φ (t)) ∂

∂x2
(f (φ (t)))

)
dx1 ∧ dx2.

Mas

(f (φ (t)))′ dx1 ∧ dx2 = f ′ (φ (t)) · φ′ (t) dx1 ∧ dx2
=

((
∂
∂x1

(f (φ (t))) , ∂
∂x2

(f (φ (t)))
)
· (P (φ (t)) , Q (φ (t)))

)
dx1 ∧ dx2

=
(
P (φ (t)) ∂

∂x1
(f (φ (t))) +Q (φ (t)) ∂

∂x2
(f (φ (t)))

)
dx1 ∧ dx2

Comparando as duas expressões, obtém-se

w (φ (t)) ∧ df (φ (t)) = − (f (φ (t)))′ dx1 ∧ dx2

Então, com a hipótese w∧df = f ·θf , segue que (f ◦φ)′(t) = 0 para todo t ∈ D(0, r),
e assim f ◦ φ é uma função constante. Mas f (φ (0)) = 0, logo f (φ (t)) = 0 para todo
t ∈ D (0, r). Ou seja, φ é uma solução algébrica de (]) e C é uma curva algébrica
invariante. �

Ao sistema (]) considerado acima, podemos associar o campo vetorial X =
(P (x1, x2), Q(x1, x2)) em C2, que pode ser representado como

X = P
∂

∂x1
+ Q

∂

∂x2
.

Este campo atua sobre C (x1, x2) (o corpo das funções racionais em duas variáveis,
ou equivalentemente, o corpo de frações do domı́nio C[x1, x2]) da seguinte maneira:
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X : C (x1, x2)→ C (x1, x2)
X (f) : = P ∂f

∂x1
+Q ∂f

∂x2
.

para toda função racional f ∈ C (x1, x2) . É fácil ver que a aplicação X : C (x1, x2)→
C (x1, x2) é C-linear e satisfaz a regra de Leibnitz, isto é,

X (λf + µg) = λX (f) + µX (g)
X (fg) = X (f) g + fX (g)

onde f, g são funções holomorfas (racionais) e λ, µ são números complexos. Isto
permite uma interpretação do campo vetorial polinomial X como sendo uma derivação.
Inversamente, cada derivação D : C (x1, x2)→ C (x1, x2) pode ser vista como um campo
vetorial racional

D (x1)
∂

∂x1
+D (x2)

∂

∂x2
.

Naturalmente, o campo D é polinomial se, e somente se, D (C [x1, x2]) ⊂ C [x1, x2].

Proposição 1.4.5 Seja X =P ∂
∂x1

+Q ∂
∂x2

como antes, e seja w = Pdx2−Qdx1. Então,
para qualquer função racional f ∈ C (x1, x2), tem-se:

1. w ∧ df = −X (f) dx1 ∧ dx2

2. dw = div (X ) dx1 ∧ dx2

Demonstração:

1. Pode-se escrever:

w ∧ df = (Pdx2 −Qdx1) ∧
(
∂f
∂x1
dx1 + ∂f

∂x2
dx2

)
= P ∂f

∂x1
dx2 ∧ dx1 −Q ∂f

∂x2
dx1 ∧ dx2

= −
(
P ∂f
∂x1

+Q ∂f
∂x2

)
dx1 ∧ dx2

= −X (f) dx1 ∧ dx2

2. Basta calcular:

dw = dP ∧ dx2 − dQ ∧ dx1
=

(
∂P
∂x1
dx1 + ∂P

∂x2
dx2

)
∧ dx2 −

(
∂Q
∂x1
dx1 + ∂Q

∂x2
dx2

)
∧ dx1

= ∂P
∂x1
dx1 ∧ dx2 − ∂Q

∂x2
dx2 ∧ dx1

=
(
∂P
∂x1

+ ∂Q
∂x2

)
dx1 ∧ dx2

= div (X ) dx1 ∧ dx2.

�
Com o que foi visto nesta seção, pode-se, a t́ıtulo de terminologia, dizer que uma

função F é uma integral primeira para o campo X (considerado acima) se, e somente
se, X (F ) = 0. Pode-se, ainda, reformular a Proposição 1.4.4 do seguinte modo:
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Proposição 1.4.6 Seja f ∈ C [x1, x2] um polinômio reduzido. A curva algébrica
C = Z (f) é invariante pelo sistema (]) se, e somente se, existe um polinômio Lf
tal que X (f) = Lf · f .

Se w = Pdx2 −Qdx1 é uma 1-forma polinomial, então, como já foi visto, w admite
uma curva algébrica invariante C = Z (f) se, e somente se, w∧ df = f · θf para alguma
2-forma polinomial θf . Então

w ∧ df
f

= θf

e neste caso a 2-forma θf é denominada cofator de f . Assim, se w possui grau d,
então os cofatores associados a eventuais curvas algébricas invariantes possuem grau
menor ou igual a d− 1.

O próximo teorema é o resultado central da seção e fornece uma condição suficiente
para uma dada 1-forma diferencial possuir integral primeira (racional). Foi obtido por
Jouanolou, em seu fundamental trabalho Équations de Pfaff algébriques (1979).

Teorema 1.4.7 (Jouanolou) Seja w uma 1-forma diferencial polinomial de grau d em

C2. Se w admite d(d+1)
2

+ 2 curvas algébricas invariantes, então w admite uma integral
primeira racional.

Demonstração: Seja k = d(d+1)
2

+ 2 e sejam f1, f2, ..., fk os polinômios definindo as k
curvas algébricas invariantes por w. Para cada i, seja θfi o cofator associado a fi, isto
é,

w ∧ dfi
fi

= θfi .

Cada θfi tem grau no máximo d − 1, uma vez que w tem grau d. Como o C-espaço
vetorial das 2-formas diferenciais de grau menor ou igual a d − 1 possui dimensão
d(d+1)

2
= k − 2 < k − 1, obtém-se que os cofatores θfi , para i = 1, . . . , k − 1, são

linearmente dependentes. Logo, existem números complexos a1, . . . , ak−1 (não todos
nulos) tais que

k−1∑
i=1

aiθfi = 0.

Seja então η1 a 1-forma racional meromorfa dada por

η1 = a1
df1
f1

+ . . . + ak−1
dfk−1
fk−1

;

Claramente, η1 é uma forma fechada (isto é, dη1 = 0). Além disso,

w ∧ η1 =
k−1∑
i=1

aiw ∧
dfi
fi

=
k−1∑
i=1

ai θfi = 0.
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

Analogamente, considerando os cofatores associados a f2, . . . , fk, pode-se construir
uma 1-forma racional meromorfa fechada η2 da forma

η2 = b2
df2
f2

+ b3
df3
f3

+ ... + bk
dfk
fk
,

para certos números complexos b2, . . . , bk (não todos nulos), tal que w ∧ η2 = 0.
Claramente, os conjuntos dos pólos de η1 e η2 são distintos. Assim, existe uma

função racional não-constante F tal que η1 = Fη2. Aplicando a diferencial exterior
obtém-se

dη1 = Fdη2 + dF ∧ η2.

Como η1 e η2 são formas fechadas, segue que

dF ∧ η2 = 0,

E sendo
w ∧ η2 = 0,

Conclui-se (pelo Corolário 1.2.5)
w ∧ dF = 0.

Portanto, F é uma integral primeira racional para w. �

Corolário 1.4.8 Seja w uma 1-forma diferencial em C2. Existe uma integral primeira
racional para w se, e somente se, w admite uma infinidade de curvas algébricas
invariantes.

Demonstração: Se w admite uma integral primeira racional, então existem f, g ∈
C [x1, x2] \ {0} tais que

w ∧ d
(
f

g

)
= 0.

Logo

w ∧ (gdf − fdg) = 0.

e

w ∧ df
f

= w ∧ dg
g
.

Tomando fλ = f − λg, λ ∈ C, segue que,

w ∧ dfλ = w ∧ df − λw ∧ dg.

Assim,

w ∧ dfλ = (f − λg)w ∧ df
f

= (f − λg)w ∧ dg
g
.
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

Portanto, w ∧ dfλ
fλ

é uma 2-forma diferencial, isto é, os fatores irredut́ıveis de fλ são
curvas algébricas invariantes. Como λ ∈ C é arbitrário, tem-se uma infinidade de
curvas algébricas invariantes.

Reciprocamente, se w admite uma infinidade de curvas algébricas invariantes, o
teorema acima garante que w admite uma integral primeira racional. �

Na realidade, Jouanolou obteve o seu resultado originalmente num contexto bem
mais geral. A t́ıtulo de informação, uma conseqüência de tal resultado é (para mais
detalhes [[19]]):

Teorema 1.4.9 (Jouanolou) Seja F uma folheação singular holomorfa de uma
variedade complexa compacta M . Se F admite uma infinidade de hipersuperf́ıcies
anaĺıticas invariantes, então F admite uma integral primeira meromorfa.
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Caṕıtulo 2

Soluções algébricas de folheações
em P2

Neste caṕıtulo, o espaço ambiente a ser considerado é o plano projetivo complexo
P2, que é dado pelo quociente

P2 : =
C3\ {0}
∼

,

onde ∼ é a relação de equivalência dada por z ∼ w (onde z, w ∈ C3) se, e somente se,
existe λ ∈ C\ {0} tal que z = λw,. Claramente, existe uma inclusão natural C2 ↪→ P2

dada por (x1;x2) 7−→ (1 : x1 : x2) . Para maiores detalhes sobre o espaço projetivo Pn
em geral, vide Apêndice 4.2 ou a referência [[23]]. Em particular, o hiperplano no
infinito H∞, será, no presente caso n = 2, denominado reta no infinito e denotado
l∞ = {x2 = 0}. Logo,

P2 = U2 ∪ l∞,

2.0.1 Curvas projetivas planas

Serão dadas aqui, em essência, apenas as propriedades básicas de polinômios
homogêneos e a definição de curva projetiva plana, mais detalhes podem ser encontrados
em [[8]].

Como já se sabe, os pontos de P2 satisfazem (x0 : x1 : x2) = (λx0 : λx1 : λx2), para
todo λ ∈ C \ {0}. Se F ∈ C[x0, x1, x2] é um polinômio homogêneo de grau d, tem-se

F (λx0, λx1, λx2) = λd F (x0, x1, x2).

para todo λ ∈ C. Assim,

F (x0 : x1 : x2) = 0 ⇔ F (λx0 : λx1 : λx2) = 0,

e portanto faz sentido falar em F se anular em um ponto de P2. Isto permite
definir uma curva projetiva plana (algébrica) como o conjunto dos zeros em P2 de um
polinômio homogêneo F ∈ C[x0, x1, x2], irredut́ıvel e não-constante. Em śımbolos:
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2.1. FOLHEAÇÕES NO PLANO PROJETIVO

Z(F ) = {(x0 : x1 : x2) ∈ P2 | F (x0 : x1 : x2) = 0}.

A curva Z(F ) ⊂ P2 será irredut́ıvel sempre que o polinômio F for irredut́ıvel.
A propriedade a seguir, a respeito de polinômios homogêneos, é bastante útil

(naturalmente, é válida em geral para um número qualquer de variáveis):

Proposição 2.0.10 (Relação de Euler): Se F ∈ C[x0, x1, x2] é um polinômio
homogêneo de grau d, então vale a igualdade:

x0
∂F

∂x0
+ x1

∂F

∂x1
+ x2

∂F

∂x2
= d · F.

Demonstração: Derivando ambos os membros da identidade

F (λx0, λx1, λx2) = λd F (x0, x1, x2).

com relação a λ, obtém-se:

d

dλ
(λx0)

∂F

∂x0
(λx0, λx1, λx2) +

d

dλ
(λx1)

∂F

∂x1
(λx0, λx1, λx2)

+
d

dλ
(λx2)

∂F

∂x2
(λx0, λx1, λx2) = d λd−1F (x0, x1, x2).

Logo,

x0
∂F

∂x0
(λx0, λx1, λx2)+x1

∂F

∂x1
(λx0, λx1, λx2)+x2

∂F

∂x2
(λx0, λx1, λx2) = d λd−1F (x0, x1, x2).

Tomando λ = 1,

x0
∂F

∂x0
+ x1

∂F

∂x1
+ x2

∂F

∂x2
= d · F.

�

Observação 2.0.11 Dado um polinômio homogêneo F ∈ C[x0, x1, x2], pode-se
desomogeneizá-lo com respeito a qualquer variável. Por exemplo, com respeito a x0,
obtemos o polinômio f(x, y) = F (1, x, y) nas “variáveis afins” x = x1/x0, y = x2/x0
(provenientes do aberto U0 ⊂ P2 dado pela condição x0 6= 0; vide Apêndice 4.2).

2.1 Folheações no plano projetivo

Uma maneira de definir um campo vetorial em P2 é através de uma derivação

X := M0
∂

∂x0
+M1

∂

∂x1
+M2

∂

∂x2
(2.1)

onde M0,M1,M2 ∈ C [x0, x1, x2] são polinômios homogêneos de mesmo grau.
Dado um campo X como em (2.1), pode-se obter a forma local de X em qualquer

aberto coordenado de P2, por exemplo em U0 ' C2:

18



2.1. FOLHEAÇÕES NO PLANO PROJETIVO

Proposição 2.1.1 A forma local do campo X em U0 é dada por

XU0 = (m1 − xm0)
∂

∂x
− (m2 − ym0)

∂

∂y
(2.2)

nas coordenadas locais x = x1
x0

, y = x2
x0

, e onde mi (x, y) = Mi (1, x, y).

Demonstração: Primeiro, vê-se que esta forma local não depende do representante.
De fato, se E denota o campo de Euler e X + GE é outro representante , para algum
G ∈ C[x0, x1, x2] homogêneo de grau igual ao grau dos Mi’s menos 1, então, denotando
g = g(x, y) = G(1, x, y), a forma local seria

((m1 + xg)− x (m0 + g))
∂

∂x
+ ((m2 + yg)− y (m0 + g))

∂

∂y
=

= (m1 − xm0)
∂

∂x
+ (m2 − ym0)

∂

∂y
.

A expressão de X em U0 é a mesma que a de x0X , e a mesma que a de

x0X −M0E = x0M0
∂

∂x0
+ x0M1

∂

∂x1
+ x0M2

∂

∂x2
− x0M0

∂

∂x0
− x1M0

∂

∂x1
− x2M0

∂

∂x2

= (x0M1 − x1M0)
∂

∂x1
+ (x0M2 − x2M0)

∂

∂x2

Enfim, desomogeneizando, obtém-se

(m1 − xm0)
∂

∂x
+ (m2 − ym0)

∂

∂y
.

�
A localização em um aberto coordenado Ui de um campo global X em P2 determina

um campo em C2 que pode ser escrito como:

XUi = m1
∂

∂x
+m2

∂

∂y
, (2.3)

para certos m1,m2 ∈ C [x, y]. Contudo, um problema surge quanto à unicidade dos
campos em P2 já que vetores que estão em uma mesma reta passando pela origem de
C3 são identificados. Ou seja, dado um polinômio homogêneo G ∈ C [x0, x1, x2] de grau
adequado (1 a menos que o grau dos polinômios que definem X ), o campo X pode ser
representado por X +GE, e portanto a representação de X não é única, mais detalhes
podem ser encontrados em [[2]] ou [[15]].

Para contornar este problema, a solução consiste em trabalhar com campos que
possuem divergência nula (vide Seção 1.1), de acordo com a seguinte proposição:

Proposição 2.1.2 Se X tem divergência nula e X ′ é outro representante do mesmo
campo em P2 com divergência nula, então X = X ′.
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2.1. FOLHEAÇÕES NO PLANO PROJETIVO

Demonstração: Seja X um campo com divegência nula e seja X ′ = X + GE outro
representante do mesmo campo em P2. Então,

div(X +GE) = div (X ) + div (GE)

= 0 + ∂(Gx0)
∂x0

+ ∂(Gx1)
∂x1

+ ∂(Gx2)
∂x2

= x0
∂(G)
∂x0

+ x1
∂(G)
∂x1

+ x2
∂(G)
∂x2

+G∂(x0)
∂x0

+G∂(x1)
∂x1

+G∂(x2)
∂x2

= deg(G)G+ 3G
= (deg(G) + 3)G

Portanto, div (X +GE) = 0 se, e somente se, G ≡ 0, isto é, o único representante
de X com divergência nula é o próprio X . �

Dessa forma, para garantir a unicidade da representação, pode-se definir um
campo de vetores em P2 como sendo dado por uma tripla (M0,M1,M2) de polinômios
homogêneos, de mesmo grau, satisfazendo a condição de divergência nula:

∂M0

∂x0
+

∂M1

∂x1
+

∂M2

∂x2
= 0.

Em particular, uma folheação bem-determinada em P2 é simplesmente dada por um
campo vetorial polinomial X em P2 tal que div(X ) = 0. Tipicamente, pode-se supor
que o conjunto singular de X é um conjunto algébrico de codimensão maior ou igual
a dois em P2. Além disso, se F é uma folheação em P2 definida por um tal campo
X = (M0,M1,M2), então uma curva algébrica projetiva C = Z(F ) ⊂ P2 é uma solução
para F (ou é invariante por F) se

Tp(C) = Tp(F), ∀ p ∈ C \ (Sing(C) ∪ Sing(F)),

o que algebricamente equivale à existência de um G ∈ C[x0, x1, x2] tal que

M0
∂f

∂x0
+ M1

∂f

∂x1
+ M2

∂f

∂x2
= GF,

conforme detalhado na Seção 1.1 no contexto afim.

Observação 2.1.3 Uma vez que o interesse está nas direções tangentes determinadas
pelo campo X , e não no “comprimento” dos vetores X (p), quaisquer dois campos que
diferem em um múltiplo escalar (não-nulo) podem ser considerados iguais.

2.1.1 Exemplos clássicos

1. (Lins Neto) A famı́lia {Fα}α∈C de folheações holomorfas de P2 definida por

Xα =
(
x3 − 1

) (
x− αy2

) ∂

∂x
+
(
y3 − 1

) (
y − αx2

) ∂
∂y
.
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2.2. A DUALIDADE ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS

goza da seguinte propriedade notável: as 9 retas dadas por

(x3 − 1)(y3 − 1)(x3 − y3) = 0

são invariantes por cada Fα (para a noção de invariância, vide Seção 1.1).

2. (Jouanolou) Os primeiros exemplos de folheações algébricas de P2 sem curvas
algébricas invariantes foram obtidos por Jouanolou na década de 70. Ele provou que,
para qualquer inteiro d ≥ 2, as folheações em P2 induzidas pelos campos sobre C2

Xd =
(
1− xyd

) ∂

∂x
+
(
xd − yd+1

) ∂
∂y
,

não possuem curvas algébricas invariantes. Para um exemplo global, Jouanolou mostrou
que a folheação em P2 definida pelo campo

Xd = xd1
∂

∂x0
+ xd2

∂

∂x1
+ xd0

∂

∂x2
,

para qualquer inteiro d ≥ 2, não possui curvas algébricas invariantes.

3. (Fibrações) Seja π : S → C uma fibração, isto é, uma aplicação holomorfa
sobrejetiva de uma superf́ıcie projetiva S para uma curva algébrica C. Então π induz,
através de suas curvas de ńıvel, uma folheação em S. As fibrações aparecem de forma
natural como a resolução de folheações que admitem integrais primeiras racionais.

2.2 A dualidade entre campos e 1-formas

Uma 1-forma em P2 é uma associação que leva cada ponto p ∈ P2 em um funcional
w (p) ∈ (Tp (P2))

∗
. Por exemplo, no aberto coordenado U0 uma 1-forma w é determinada

por polinômios a1 (x, y) e a2 (x, y), ou seja:

w = a1dx + a2dy. (2.4)

Quanto a uma descrição global para esta 1-forma, tem-se:

Proposição 2.2.1 A forma global em P2 da 1-forma (2.4) é dada pela 1-forma

w = A0dx0 + A1dx1 + A2dx2 (2.5)

onde A0, A1, A2 ∈ C [x0, x1, x2] , são polinômios homogêneos de mesmo grau satisfazendo
a relação

A0x0 + A1x1 + A2x2 = 0.

Demonstração: Seja {dx0, dx1, dx2} a base dual da base
{

∂
∂x0
, ∂
∂x1
, ∂
∂x2

}
de T0(C3).

No aberto coordenado U0, tem-se coordenadas afins

x =
x1
x0
, y =

x2
x0
.

21



2.2. A DUALIDADE ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS

Dáı, fazendo uso das regras usuais de diferenciação, obtém-se

dx =
x0dx1 − x1dx0

x20
, dy =

x0dx2 − x2dx0
x20

.

Então,

w = a1dx+ a2dy = a1

(
x0dx1−x1dx0

x20

)
+ a2

(
x0dx2−x2dx0

x20

)
= 1

x0

(
−
(
x1
x0
a1 + x2

x0
a2

)
dx0 + a1dx1 + a2dx2

)
.

Desconsiderando o fator 1
x0
, chega-se à 1-forma

= −
(
x1
x0
a1 +

x2
x0
a2

)
dx0 + a1dx1 + a2dx2.

Seja d = max {grau (a1) , grau(a2)} e sejam:

A0 := xd+1
0

(
−x1
x0
a1

(
x1
x0
,
x2
x0

)
− x2
x0
a2

(
x1
x0
,
x2
x0

))
A1 := xd+1

0 a1

(
x1
x0
,
x2
x0

)
A2 := xd+1

0 a2

(
x1
x0
,
x2
x0

)
Logo, A0, A1, A2 são polinômios homogêneos, de mesmo grau (igual a d+1), satisfazendo

x0A0 + x1A1 + x2A2 = xd+1
0 (−x1a1 − x2a2 + x1a1 + x2a2) = 0.

�

Naturalmente, tem-se também o processo inverso:

Proposição 2.2.2 A forma local da forma global w como em (2.5), é dada, em
coordenadas locais (x, y) de U0, por

wU0 = a1dx+ a2dy,

onde ai (x, y) := Ai (1, x, y) .

Demonstração: Escreve-se x = x1
x0

e y = x2
x0

e calcula-se:{
dx1 = x0dx+ xdx0
dx2 = x0dy + ydx0

Substituindo em (2.5) ,
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w = A0dx0 + A1 (x0dx+ xdx0) + A2 (x0dy + ydx0)
= (A0 + xA1 + yA2) dx0 + x0A1dx+ x0A2dy.

Finalmente, devido à condição x0A0 +x1A1 +x2A2 = 0, tem-se A0 +xA1 +yA2 = 0,
e portanto, restringindo-se a U0 (o que na prática consiste em tomar x0 = 1), conclui-se
que a expressão local desejada wU0 é como em (2.4) . �

Se w (p) : Tp(P2) → C é uma 1-forma não-nula, então, pelo Teorema do Núcleo e
Imagem, tem-se dim (ker (w (p))) = 1 e, portanto, ker(w (p)) define uma reta de TpP2

passando pela sua origem. Com isso, obtém-se uma correspondência p 7→ ker (w (p))
que associa a cada p ∈ P2 uma reta em Tp(P2). Tal correspodência fornece, então, uma
distribuição de retas tangentes, mas detalhes em [[1]].

Observação 2.2.3 Analogamente ao caso de campos vetoriais, tem-se interesse,
quando se trabalha com 1-formas, na igualdade ker(w) = ker(λw) (para todo número
complexo λ 6= 0), a fim de se obter a definição adequada de folheação definida por uma
1-forma (vide discussão a seguir).

Observação 2.2.4 Uma distribuição polinomial de vetores tangentes a P2 pode ser
dada tanto por um campo vetorial (como foi mostrado anteriormente neste trabalho),
como por uma 1-forma. Assim, se um campo X e uma 1-forma w definem a mesma
distribuição de vetores, deve-se ter

X (p) ∈ ker (w(p)), ∀ p ∈ P2.

Escrevendo em coordenadas locais w = a1dx + a2dy e X = b1
∂
∂x

+ b2
∂
∂y

, segue-se da
definição de base dual a relação

a1b1 + a2b2 = 0.

Assim, com o que foi visto, chega-se a uma definição adequada de folheações definidas
por 1-formas: uma folheação de grau d definida por uma 1-forma em P2 é dada (a menos
de múltiplos não-nulos) por uma tripla (A0, A1, A2) de polinômios homogêneos de grau
d+ 1, satisfazendo a relação

x0A0 + x1A1 + x2A2 = 0.

Para finalizar esta seção, serão demonstradas duas proposições que versam sobre a
dualidade entre campos e 1-formas (no contexto polinomial).

Proposição 2.2.5 Seja X = M0
∂
∂x0

+M1
∂
∂x1

+M2
∂
∂x2

um campo de vetores de grau d,
tal que div (X ) = 0. Então, a 1-forma global w que define a mesma folheação de X é

w = (x2M1 − x1M2) dx0 + (x0M2 − x2M0) dx1 + (x1M0 − x0M1) dx2
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Demonstração: Como já foi provado na Proposição 2.1.1, a expressão local para X
no aberto coordenado U0 é

XU0 = (m1 − xm0)
∂

∂x
+ (m2 − ym0)

∂

∂y
,

onde mi é a desomogeneização de Mi com respeito a x0. Assim, usando que X (w)|U0 = 0
(vide Observação 2.2.4), obtém-se que

wU0 = (m2 − ym0) dx − (m1 − xm0) dy.

Como x = x1
x0

e y = x2
x0
, segue que

dx = x0dx1−x1dx0
x20

e dy = x0dx2−x2dx0
x20

.

Dáı,

wU0 = (m2 − ym0) dx− (m1 − xm0) dy

= (m2 − ym0)
(
x0dx1−x1dx0

x20

)
− (m1 − xm0)

(
x0dx2−x2dx0

x20

)
= 1

x0
m2dx1 − x1

x20
m2dx0 − x2

x20
m0dx1 +

x1x2
x30

m0dx0 − 1
x0
m1dx2 +

x2
x20
m1dx0 +

x1
x20
m0dx2 − x1x2

x30
m0dx0

= 1
x0

(
m2dx1 − x1

x0
m2dx0 − x2

x0
m0dx1 −m1dx2 +

x2
x0
m1dx0 +

x1
x0
m0dx2

)
=

(
−x1
x0
m2 +

x2
x0
m1

)
dx0 +

(
−x2
x0
m0 +m2

)
dx1 +

(
−m1 +

x1
x0
m0

)
dx2

Homogeneizando,

w = (x2M1 − x1M2) dx0 + (x0M2 − x2M0) dx1 + (x1M0 − x0M1) dx2.

�

Reciprocamente, pode-se obter os coeficientes da expressão global do campo, a partir
dos coeficientes da expressão global da forma. De fato:

Proposição 2.2.6 Se A0, A1, A2 são polinômios homogêneos de grau d+1 satisfazendo
a relação x0A0 + x1A1 + x2A2 = 0, então existem polinômios homogêneos M0,M1,M2

de grau d tais que: 
A0 = x2M1 − x1M2

A1 = x0M2 − x2M0

A2 = x1M0 − x0M1

Demonstração: Por hipótese,

x0A0 = − (x1A1 + x2A2) (∗)

Por outro lado, por teoria geral, pode-se escrever

A0 = λxd+1
0 + x1G2 + x2G1
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onde λ ∈ C e G1, G2 são polinômios homogêneos de grau d. Substituindo em (∗) :

x0
(
λxd+1

0 + x1G2 + x2G1

)
= − (x1A1 + x2A2)

Logo:
x1 (x0G2 + A1) + x2 (x0G1 + A2) = −λxd+2

0

ou seja, λxd+2
0 pertence ao ideal gerado por x1, x2, o que implica λ = 0. Assim:

x1 (x0G2 + A1) = −x2 (x0G1 + A2) (∗∗)

Segue-se que x1 divide (x0G1 + A2), e x2 divide (x0G2 + A1) , isto é, existem
polinômios homogêneos G0, G3 tais que{

x1G0 = x0G1 + A2

x2G3 = x0G2 + A1

Substituindo em (∗∗) :

x1x2G3 = −x1x2G0 ⇒ G3 = −G0

Portanto, {
A1 = −x0G2 − x2G0

A2 = x1G0 − x0G1

e, de (∗), segue que A0 = x1G2 + x2G1.
Definindo M0 = G0, M1 = G1, e M2 = −G2 obtém-se as relações desejadas. �

2.3 Soluções algébricas

Sejam F uma folheação por curvas em Pn e L uma folha de F . A folha L é dita
algébrica se o seu fecho L em Pn é uma curva algébrica, isto é, um subconjunto algébrico
de dimensão 1. Neste caso, L é uma solução algébrica de F :

Tp(L) = Tp(F), ∀ p ∈ L \ (Sing(L) ∪ Sing(F)).

Proposição 2.3.1 Seja F uma folheação por curvas que possui apenas singularidades
isoladas (isto é, Sing(F) tem dimensão zero). Então, uma folha L de F é algébrica
se, e somente se, o seu fecho L é obtido de L por adjunção das singularidades de F às
quais L é aderente.

Demonstração: Se L é algébrica, então L não pode se acumular em pontos regulares
de F pois L é um subconjunto anaĺıtico de dimensão 1, isto é, L \ L ⊆ Sing (F), o que
é equivalente a

L = L ∪ (Sing(F) ∩ (L \ L)),
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2.3. SOLUÇÕES ALGÉBRICAS

como se deseja. Para demonstrar a rećıproca, serão usados os dois resultados clássicos
abaixo (para o primeiro deles, diz-se que um subconjunto anaĺıtico de uma variedade
holomorfa é puro-dimensional se suas componentes irredut́ıveis possuem a mesma
dimensão):

Teorema de Remmert-Stein: Sejam M uma variedade holomorfa, K um subconjunto
anaĺıtico puro-dimensional de M , e V um subconjunto anaĺıtico puro-dimensional de
M\K, tais que dim (V ) > dim (K) . Então, o fecho V é um subconjunto anaĺıtico de
M .

Teorema de Chow : Todo subconjunto anaĺıtico de Pn é algébrico.

Seja então K = Sing(F)∩ (L \L) e suponha que L = L∪K, que claramente é uma
união disjunta. Assim, tem-se

L = L \K ⊂ Pn \K.

Note que K é puro-dimensional de dimensão 0 (já que Sing(F) o é, por hipótese), e
que L é puro-dimensional de dimensão 1 (por ser uma folha de F). Pelo Teorema de
Remmert-Stein, L é um subconjunto anaĺıtico de Pn, e consequentemente, pelo Teorema
de Chow, L é um conjunto algébrico; como sua dimensão é 1, L tem de ser uma curva
algébrica e isso por definição significa que L é uma folha algébrica. �

Observação 2.3.2 De modo geral, seja F uma folheação de codimensão 1 em uma
variedade holomorfa M , dada por uma 1-forma holomorfa integrável w. Por argumentos
similares aos utilizados nas Seções 1.3 e 1.4, uma função meromorfa f é uma integral
primeira meromorfa de F (no sentido de que f é uma função meromorfa não-constante
definida em M , tal que f é constante ao longo das folhas de F) se, e somente se,
w ∧ df ≡ 0. Note que, quando M = P2, o termo “meromorfa” pode ser substitúıdo por
“racional”, já que as funções meromorfas em P2 são racionais. Se uma folheação F em
P2 admite uma integral primeira racional, então todas as folhas de F são algébricas.

O próximo resultado é uma extensão das idéias da Seção 1.4 — em especial, o
Teorema 1.4.7, que foi demonstrado em detalhes — para folheações no plano projetivo.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Darboux) Seja F uma folheação em P2 que possui uma
infinidade de soluções algébricas. Então, F admite uma integral primeira racional.

Demonstração: De modo geral pode-se supor que Sing(F) tem codimensão maior ou
igual a 2, e como neste caso M = P2, tem-se que Sing(F) tem dimensão 0. Considere
o seguinte resultado auxiliar:

Seja F uma folheação de codimensão 1 em Pn e seja F∗ = Π∗ (F), onde
Π: Cn+1\ {0} → Pn é a projeção natural. Então, existe uma 1-forma holomorfa

integrável w =
n∑
j=0

Mjdxj em Cn+1, cujos coeficientes M0, . . . ,Mn são polinômios

homogêneos de mesmo grau, tal que w = 0 define F∗ em Cn+1\ {0} . Em particular,
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2.3. SOLUÇÕES ALGÉBRICAS

para toda carta afim U ⊂ Pn, F|U pode ser definida por uma 1-forma polinomial
integrável.

Aplicando-se este resultado, obtém-se que existe uma 1-forma w em C3, cujos
coeficientes são polinômios homogêneos de grau k, tal que w = 0 define F∗. Seja agora
S = Z (f) uma solução algébrica de F , onde f é um polinômio homogêneo. Neste caso,
S é invariante por F∗.
Afirmação: Existe uma 2-forma θ tal que w ∧ df = f · θ e os coeficientes de θ são
polinômios homogêneos de grau k − 1.

Para isto, defina a forma α = df
f
∧w, que é holomorfa em C3\Sing (w) . Note que Sing(w)

tem dimensão 0. Será usado o seguinte fato, conhecido como Teorema de Hartogs :

Seja U um aberto em Cn (n ≥ 2) e seja K ⊂ U um subconjunto compacto tal que
U \ K é conexo. Então, toda função holomorfa em U \ K se estende (unicamente) a
uma função holomorfa em U . (Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em
[[5]]).

Desta forma, α se estende a uma 2-forma holomorfa em C3, ainda denotada por

α. Por desenvolvimento de Taylor, tem-se α =
∞∑
j=0

αj, onde os coeficientes de αj são

polinômios homogêneos de grau j. Então:

df ∧ w = f · α =
∞∑
j=0

f · αj

Se f tem grau m, a forma df ∧ w tem coeficientes homogêneos de grau k +m− 1. Por
outro lado, f ·αj tem coeficientes homogêneos de grau m+ j. Logo, m+ j 6= k+m− 1,
e então f · αj = 0 ⇒ αj = 0. Portanto, df ∧ w = f · αk−1, e a afirmação está provada,
tomando-se θ = αk−1.

Considere agora o espaço vetorial W formado pelas 2-formas holomorfas θ em C3

cujos coeficientes são polinômios homogêneos de grau k − 1, e seja N a dimensão de
W . Como F possui uma infinidade de soluções algébricas, F∗ também possui. Sejam
então f0, ..., fN soluções de F∗. Pela afirmação demonstrada acima, pode-se escrever

dfj
fj
∧ w = θj, j = 0, . . . , N,

para certas θj’s em W. O conjunto {θ0, ..., θN} ⊂ W é linearmente dependente e assim
N∑
j=0

aj · θj = 0, com a0, ..., aN ∈ C (não todos nulos). Então η ∧ w = 0, onde

η =
N∑
j=0

aj ·
dfj
fj
.

Note que f0 . . . fN · η é holomorfa e f0 . . . fN · η ∧w = 0, portanto f0...fN · η = g ·w,
onde g é um polinômio homogêneo.
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Ainda utilizando a hipótese, pode-se tomar uma outra solução fN+1 de F , logo de
F∗. Seja θN+1 ∈ W tal que dfN+1 ∧ w = fN+1 · θN+1. Utilizando que {θ1, ..., θN+1} é
linearmente dependente e um argumento análogo ao anterior, obtém-se a forma

β =
N+1∑
j=1

bj ·
dfj
fj

com bj ∈ C (não todos nulos), e tal que f1 · · · fN+1 · β = h · w, onde h é um polinômio

homogêneo. Então, η = F · β, onde F = gfN+1

hf0
. Como η e β são fechadas obtemos

dF ∧ β = 0⇒ dF ∧ w = 0⇒ F é uma integral primeira racional de F . �
Maiores informações podem ser obtidas nas referências [[3]], [[4]], [[11]] , [[12]] e

[[9]] .
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Caṕıtulo 3

As curvas estáticas

Definição Um ponto de n-inflexão (ou ponto de inflexão de ordem n) de uma
curva em P2 é um ponto onde a multiplicidade de interseção da curva com alguma
curva algébrica de grau n é maior do que

d (n) =
n (n+ 3)

2

Observação: O número d (n) + 1 é a dimensão do espaço vetorial de curvas planas
projetivas de grau n. Se todo ponto de uma curva algébrica C em P2 for um ponto de
n-inflexão, então o grau de C é no máximo n.

Definição Seja (x, y (x)) uma parametrização de uma solução de um campo da
forma X = m1

∂
∂x

+ m2
∂
∂y

. Seus pontos de inflexão são obtidos pelo cálculo do

determinante (mais detalhes em [[20]])

det

[
dx
dx

dy
dx

d2x
dx2

d2y
dx2

]
A seguir, serão definidas as chamadas curvas estáticas εd(X ) (d ∈ N) para campos

vetoriais X em P2, com a propriedade de que a restrição de uma tal curva a qualquer
solução de X coincide com os pontos de inflexão de ordem d da solução.

3.1 O caso local

Seja X = m1
∂
∂x

+ m2
∂
∂y

um campo vetorial sobre C2 e seja (x, y (x)) uma
parametrização de uma solução deste campo. Então, os pontos de inflexão desta solução
são obitidos pelo cálculo do determinante

det

[
dx
dx

dy
dx

d2x
dx2

d2y
dx2

]
= det

[
1 dy

dx

0 d2y
dx2

]
=
d2y

dx2
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Note que, para o campo X = m1
∂
∂x

+m2
∂
∂y

, tem-se

det

[
m1 m2
dx
dx

dy
dx

]
= det

[
m1 m2

1 dy
dx

]
= m1 ·

dy

dx
−m2 = 0.

dy

dx
=
m2

m1

.

Assim,

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
m2 (x, y (x))

m1 (x, y (x))

)

=

(
∂m2

∂x
+ ∂m2

∂y
· m2

m1

)
·m1 −

(
∂m1

∂x
+ ∂m1

∂y
· m2

m1

)
·m2

(m1)
2 (3.1)

Portanto, a expressão (3.1) no aberto C2 \ {m1 = 0} descreve a curva formada
pelos pontos de inflexão de ordem 1 da solução (x, y (x)) . De maneira análoga, em
uma parametrização da forma (x (y) , y), define-se a curva de inflexão no aberto
C2 \ {m2 = 0}.

Para os pontos de 2-inflexão deve-se considerar a imagem da solução (x, y (x)) pela
aplicação de 2-Veronese (vide Observação 4.2.2 no Apêndice). Tal imagem é a curva
parametrizada por: (

x, x2, x · y (x) , y (x) , y2 (x)
)

em C5. Em seguida deve-se calcular o determinate da matriz
1 2x d(xy(x))

dx
dy(x)
dx

dy2(x)
dx

0 2 d2(xy(x))
dx2

d2y(x)
dx2

d2y2(x)
dx2

0 0 d3(xy(x))
dx3

d3y(x)
dx3

d3y2(x)
dx3

0 0 d4(xy(x))
dx4

d4y(x)
dx4

d4y2(x)
dx4

0 0 d5(xy(x))
dx5

d5y(x)
dx5

d5y2(x)
dx5


a fim de se obter os pontos de 2-inflexão de (x, y (x)) . De maneira totalmente análoga, os
pontos de n-inflexão da solução podem ser obtidos através da aplicação de n-Veronese.

3.2 O caso global

Se X =M0
∂
∂x0

+ M1
∂
∂x1

+ M2
∂
∂x2

é um campo vetorial homogêneo em C3, então a
equação da curva de inflexão (ou primeira curva estática, denotada ε1 (X )) da folheação
induzida sobre P2 é obtida por

ε1 (X ) = det

 x0 x1 x2
X (x0) X (x1) X (x2)
X 2 (x0) X 2 (x1) X 2 (x2)

 (3.2)
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onde X k (f) = X
(
X k−1 (f)

)
, para qualquer polinômio f .

Exemplo 3.2.1 Sejam os campos

X = (x30 − x31)
(
x30 − x32

)
x0

∂

∂x0
+ (x30 − x31)

(
x31 − x32

)
x1

∂

∂x1
,

Y =x21x
2
2

∂

∂x0
+ x20x

2
2

∂

∂x1
+ x20x

2
1

∂

∂x2

e seja Z = tX+sY, (s, t) ∈ C2, s · t 6= 0. Então, com ajuda do softawre Maple 15 R©, a
equação da primeira curva estática de Z é dada por:

ε1 (Z) = det

 x0 x1 x2
Z (x0) Z (x1) Z (x2)
Z2 (x0) Z2 (x1) Z2 (x2)


= −2L9(4t

3x2x1x
10
0 − 5st2x90 − 12t3x41x

7
0x2 + 5x60t

2sx31 + x60t
2sx32 + 12t3x40x2x

7
1+

+5x30t
2sx61 − 2x30t

2x31x
3
2s− 4x0t

3x101 x2 + 2x0s
3x2x1 − 5t2sx91 + t2sx61x

3
2)

Observação: O polinômio L9 = (x30 − x31) (x30 − x32) (x31 − x32) é conhecido como as
nove retas de Lins Neto, mais detalhes em [[14]].

Suponha que p ∈ C3 é um ponto não-singular de X (isto é, X não é paralelo
ao campo radial em p). Pelo teorema de existência de soluções locais para equações
diferenciais ordinárias, existe um germe da curva V em torno de p ∈ C3 que é uma
órbita local de X . Portanto, o campo X restringe-se à curva V , ou seja, X age como
uma derivação sobre o anel das funções locais de V . Já que V , interpretada como um
germe de uma curva projetiva, tem dimensão 1, segue-se que a restrição do campo X
a V pode ser realizada como a derivada de um parâmetro local t. Mais precisamente,
pode-se escrever

ε1 (X ) |V (t) = det

x0 (t) x1 (t) x2 (t)
∂x0(t)
∂t

∂x1(t)
∂t

∂x2(t)
∂t

∂2x0(t)
∂t2

∂2x1(t)
∂t2

∂2x2(t)
∂t2

 .
de modo que a equação ε1 (X ) |V (t) = 0 fornece exatamente os pontos de inflexão de
V em uma vizinhança de p.

Prosseguindo com o racioćınio, a segunda curva estática de X (isto é, a curva dos
pontos de 2-inflexão) é obtida da seguinte maneira:

Seja (x, y, z) uma parametrização de uma solução do campo X , que possui imagem
(x2, xy, y2, yz, z2, zx), pela aplicação de 2-Veronese. Portanto, a segunda curva estática
ε2(X ) é obtida através do cálculo do determinante

x2 xy y2 yz z2 zx
X (x2) X (xy) X (y2) X (yz) X (z2) X (zx)
X 2 (x2) X 2 (xy) X 2 (y2) X 2 (yz) X 2 (z2) X 2 (zx)
X 3 (x2) X 3 (xy) X 3 (y2) X 3 (yz) X 3 (z2) X 3 (zx)
X 4 (x2) X 4 (xy) X 4 (y2) X 4 (yz) X 4 (z2) X 4 (zx)
X 5 (x2) X 5 (xy) X 5 (y2) X 5 (yz) X 5 (z2) X 5 (zx)


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De modo completamente análogo, a d-ésima curva estática εd (X ) é obtida pelo
determinante de uma matriz em que a primeira linha é formada por uma base dos
monômios de grau d nas variáveis x, y, z, e a i-ésima linha é dada pela derivação X
aplicada à (i− 1)-ésima linha.

Proposição 3.2.2 Toda curva algébrica de grau n, invariante pelo campo X , é um
fator de εn (X ).

Demonstração: Seja F uma curva algébrica invariante de grau n. Como a escolha da
base para o espaço vetorial não desempenha papel algum na definição de curva estática,
pode-se escolher uma base em que F aparece. Além disso, como F é invariante, tem-se

X (F ) = g · F, onde g é um polinômio.

Assim,

X 2 (F ) = X (X (F )) = X (g · F ) = X (g) · F + g2 · F = (X (g) + g2) · F
...

X k (F ) = X
(
X k−1 (F )

)
= G · F , onde G é um polinômio.

Assim, F é um fator de X i (F ), ∀i, e portanto tem de ser fator de εn (X ). �

O próximo teorema é o principal bônus do que já foi apresentado até aqui, e ilustra
a aplicabilidade da teoria das curvas estáticas ao importante problema da existência de
integrais primeiras de determinado grau.

Teorema 3.2.3 Um campo vetorial projetivo X admite uma integral primeira de grau
d, mas não admite uma integral primeira de grau menor do que d se, e somente se,
εd (X ) = 0 e εd−1 (X ) 6= 0.

Demonstração: Se X admite uma integral primeira de grau d, então toda curva
invariante por X possui grau no máximo d e assim todo ponto é um ponto de d-
inflexão, isto é, εd (X ) = 0 . Uma vez que nem toda curva invariante possui grau d− 1,
tem-se εd−1 (X ) 6= 0.

Reciprocamente, seja p ∈ P2 um ponto não-singular de X e suponha que a solução
passando por p é parametrizada, localmente, por (x, y (x)) . Como, por hipótese, εd (X )
é identicamente nula, a composição dessa solução local com o mergulho de d-Veronese
está contida em um hiperplano (Observação 4.2.2), e assim (x, y (x)) deve estar contida
em uma curva algébrica de grau no máximo d. Como toda solução é algébrica, segue,
do Teorema de Darboux (vide Teorema 2.3.3), que X admite uma integral primeira de
grau no máximo d. Da hipótese εd−1 (X ) 6= 0 tem-se que a solução genérica possui grau
pelo menos d. �

Combinando a Proposição 3.2.2 com o Teorema 3.2.3, obtém-se:

Corolário 3.2.4 Seja X um campo vetorial em P2. Para todo d ∈ N, as equações
das posśıveis curvas invariantes de grau menor ou igual a d aparecem como fatores
de εd (X ) , e se εd (X ) = 0 então X possui uma integral primeira racional de grau no
máximo d.
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Caṕıtulo 4

Apêndice

Este apêndice começa com um breve resumo da definição e propriedades básicas
iniciais de diferenciabilidade complexa. Em seguida, serão estudados os espaços
projetivos complexos.

4.1 A derivada complexa

Seja f : U → C uma função cont́ınua, onde U ⊂ C3 é um aberto. A função f é dita
holomorfa em z0 ∈ U se o limite

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0+h)−f(z0)
h

existe. O número complexo f ′ (z0) é chamado de derivada de f em z0. Se f for holomorfa
em todo z0 ∈ U , então f é dita holomorfa em U .

Nota-se que as regras usuais de derivação de duas funções com valores reais se
estendem naturalmente para funções com valores complexos. Assim, por exemplo, se
f, g : U → C3 são funções holomorfas, tem-se:

1. (f + g)′ (z) = f ′ (z) + g′ (z) ;

2. (f · g)′ (z) = f ′ (z) · g (z) + f (z) · g′ (z) ;

3. Se g (z) 6= 0, então (f
g
)′ (z) = 1

[g(z)]2
[f ′ (z) · g (z)− f (z) · g′ (z)] .

Teorema 4.1.1 Seja f : U → C uma função cont́ınua. As seguintes afirmações são
equivalentes:

1. f é holomorfa em z0 ∈ U ;

2. As partes real e imaginária de f satisfazem as relações de Cauchy −Riemann, e
f é diferenciável em z0 do ponto de vista real;

3. f possui derivada real em z0, e esta transformção linear corresponde à
multiplicação por um número complexo.
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4.2. O N-ESPAÇO PROJETIVO COMPLEXO

4.2 O n-espaço projetivo complexo

O n-espaço projetivo sobre C é definido como o conjunto de todas as retas que
passam pela origem em Cn+1 e é denotado por PnC (ou mais simplesmente por Pn).
Assim, cada ponto x ∈ Cn+1\{0} determina uma reta {(λx0, . . . , λxn) | λ ∈ k} ⊂ Cn+1,
de modo que os pontos x, y ∈ Cn+1 estão numa mesma reta se, e somente se, xi = λyi,∀i
e para algum λ ∈ C.

Mais formalmente, considere a relação de equivalência ∼ que identifica os pontos
x, y ∈ Cn+1 se existir um escalar λ ∈ C \ {0} tal que y = λx . O n-espaço projetivo é o
correspondente espaço quociente

Pn =
Cn+1 \ {0}
∼

.

A classe de equivalência de um dado x = (x0, . . . , xn) ∈ Cn+1 \ {0} é denotada por
(x0 : . . . : xn) (coordenadas homogêneas do ponto x).

Observação 4.2.1 A projeção natural

π : Cn+1\ {0} → Pn

(x0, . . . , xn) 7−→ (x0 : . . . : xn)

induz em Pn a topologia quociente. Tal projecão é cont́ınua, logo S ⊂ Pn é aberto se, e
somente se, π−1 (S) é aberto em Cn+1\ {0}. Sabe-se que Pn é uma variedade complexa
compacta, conexa, de dimensão complexa n. Pode-se estabeler em Pn uma noção de
vizinhança, segundo a qual dois pontos de Pn estão “próximos” se as retas associadas
em Cn+1 formam um ângulo pequeno.

Claramente, tem-se uma injeção:

Cn ↪→ Pn
(x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : . . . : xn)

Considere os seguintes conjuntos:

Ui = {(x0 : . . . : xi : . . . : xn) ∈ Pn | xi 6= 0}, i = 0, . . . , n.

Cada Ui é um aberto denso em Pn, pois π−1 (Ui) é o complementar do plano
xi = 0 em Cn+1 e é um aberto denso em Cn+1\ {0}. Os Ui’s são chamados de abertos
coordenados (ou cartas afins) de Pn

O espaço Pn decompõe-se, então, como união dos seus abertos coordenados:

Pn = U0 ∪ . . . ∪ Un.

Um aberto coordenado de particular interesse é Un, pois através deste (por
convenção), define-se:
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H∞ = Pn \ Un = {(x0 : . . . : xn) | xn = 0};

H∞ é chamado de hiperplano no infinito. O homeomorfismo

(x0 : . . . : xn−1 : 0) ←→ (x0 : . . . : xn−1)

mostra que H∞ identifica-se a Pn−1. Tem-se Pn = Un ∪H∞.
Cada um dos U ′is é homeomorfo a Cn. De fato, para cada i, a aplicação

ϕi : Ui → Cn

(x0 : . . . : xi : . . . : xn) 7→ (x0
xi

: . . . : xi−1

xi
: xi+1

xi
: . . . : xn

xi
)

é um homeomorfismo; mais que isso, é um biholomorfismo.

Observação 4.2.2 (Mergulho de Veronese) Dados inteiros positivos n, d, sejam
M0, . . . ,MN todos os monômios de grau d nas n + 1 variáveis x0, . . . , xn. Logo,
N =

(
n+d
n

)
− 1. A aplicação vd : Pn → PN dada por p 7→ (M0(p), . . . ,MN(p)),

p ∈ Pn, é extremamente importante em Geometria Algébrica, e recebe o nome de
“Mergulho de Veronese de grau d” ou “Mergulho de d-Veronese”. Esta aplicação é
um homeomorfismo de Pn sobre sua imagem, que é uma variedade projetiva irredut́ıvel
em PN (quando n = d = 2, esta variedade é chamada “Superf́ıcie de Veronese”). Se
V ⊂ Pn é um subconjunto algébrico de codimensão 1, mostra-se que vd leva V em um
subconjunto algébrico de PN que está contido em um hiperplano.

4.3 Contas do Exemplo 3.2.1

Para o cálculo da primeira curva estática do exemplo (3.2.1) deve-se realizar as
seguintes contas no Maple 15 R© :

1a linha
> X(f) := (xˆ3− yˆ3) ∗ (xˆ3− zˆ3) ∗ x ∗ ∂

∂x
f + (xˆ3− yˆ3) ∗ (yˆ3− zˆ3) ∗ y ∗ ∂

∂y
f

2a linha
> Y (f) := yˆ2 ∗ zˆ2 ∗ ∂

∂x
f + xˆ2 ∗ zˆ2 ∗ ∂

∂y
f + xˆ2 ∗ yˆ2 ∗ ∂

∂z
f

3a linha
> Z(f) := t ∗X(f) + s ∗ Y (f).
4a linha
> Z(x).
5a linha
> Z(y).
6a linha
> Z(z).
7a linha
> Z(Z(x)).
8a linha
> Z(Z(y)).
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9a linha
> Z(Z(z)).
10a linha, deve-se escolher a opção matriz e colocar as seguintes entradas: x y z

Z(x) Z(y) Z(z)
Z(Z(x)) Z(Z(y)) Z(Z(z))


11a linha, deve-se escolher a opção determinante.
12alinha, deve-se escolher a opção fator.

Observação: Com ajuda do Maple R© é de fácil verificação que ε1 (L9) = 0, porém
Z (L9) 6= 0. Com isto temos um contra-exemplo para a rećıproca da proposição (3.2.2)
.
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[[7]] H. Fleming. Cálculo Vetorial Prático, USP, Notas de Aula, São Paulo, 2002.

[[8]] W. Fulton. Algebraic Curves: an Introduction Notes Series, 1 ed., New York-
Amsterdan, W.A. Benjamin, 1969.
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