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Resumo

O presente trabalho aborda um estudo das curvas estdaticas no plano projetivo,
proporcionando um método que garante a existéncia de integrais primeiras para
certos campos vetorias. Para atingir tal objetivo, o presente estudo abrange os
seguintes topicos: Campos Vetoriais, Integrais Primeiras (tendo como principal
resultado apresentado o Teorema de Jouanolou), Folheagdes Holomorfas (em particular,
folheagoes no plano projetivo) e as Solugdes Algébricas (onde o principal resultado é o
conhecido teorema de Darboux, que garante a existéncia de integrais primeiras racionais
para folheagoes algébricas no plano projetivo).

Palavras-chave: Pontos de inflexao, Curvas Estaticas, Folheacoes Holomorfas,
Solugoes Algébricas
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Abstract

The present work discusses a study of extactic curves in the projective plane,
providing a method that guarantees the existence of first integrals for certain vector
fields. To achieve this goal, this study covers the following topics: vector fields,
first integrals (with the main result presented in Jouanolou’s Theorem), holomorphic
foliations (in particular, foliations on the projective plane) and algebraic solutions
(where the main result is the well-known theorem of Darboux, which guarantees the
existence of rational first integrals for algebraic foliations on the projective plane).

Key-words: Inflections points, Extactic curves, Holomorphic foliations, Algebraic
solutions.
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Introducao

O principal objetivo desta dissertacao é o estudo das chamadas curvas estdticas no
plano projetivo complexo, que sao curvas especiais que descrevem os pontos de inflexao
das solugoes de um dado campo vetorial. Pontos de inflexao sao caracterizados por
possuirem retas tangentes com ordem de contato pelo menos 3. Se C' é uma curva
entao p € C' é um ponto de inflexdo de ordem d se existir uma curva de grau d que
possui alta ordem de contato com a curva C' em p, no sentido de que a ordem de contato
¢é pelo menos a dimensao do espaco vetorial dos polinomios homogeéneos de grau d em 3
variaveis. No caso das curvas planas, os pontos de inflexao sao calculados pelo hessiano,
o que torna a obtencao dos pontos de inflexao de ordem superior uma tarefa ardua.

Cayley, em On the sextactic points of a plane curve (1865), foi provavelmente o
primeiro matematico a estudar os pontos de inflexao de ordem superior de curvas
planas. Para pontos de inflexdo de ordem 2, ele obteve uma férmula explicita (porém
nao muito simples). F. Cukierman, em seu trabalho Determinant of complexes and
higher Hessians (1997), afirmou que a obtencao de férmulas para os pontos de inflexao
de ordem superior a 3 nao havia sido resolvida na literatura classica e apresentou uma
nova abordagem para obter tais pontos, no caso de curvas planas e de curvas dadas por
intersecoes completas em algum espaco projetivo.

Em Vector fields, invariant varieties and linear systems (2001), principal trabalho
no qual esta dissertacao se baseia, J. V. Pereira calcula os pontos de inflexao — de ordem
superior — das solugoes de campos vetoriais holomorfos no plano projetivo complexo.
Mais precisamente, sao definidos certos divisores £, (as chamadas curvas estdticas),
associados a um campo vetorial X em P?, tal que a restricao de um tal divisor a uma
solucao de X coincide com os pontos de inflexao de ordem d desta solugao.

Para melhor atingir os objetivos, este texto serd dividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo, sao expostas as nocoes gerais bésicas a serem utilizadas ao
longo da dissertacao (incluindo elementos da teoria de folheac¢oes holomorfas e integrais
primeiras), tendo como principal resultado apresentado o Teorema de Jouanolou, que
fornece uma condigao suficiente para uma 1-forma diferencial polinomial possuir uma
integral primeira racional.

O segundo capitulo da enfoque ao estudo das solugoes algébricas de folheagoes no
plano projetivo complexo; mais precisamente, a obtencao de um método para garantir
a existéncia de integrais primeiras racionais para folheacoes algébricas em P2. Tal
resultado é dado pelo bem-conhecido Teorema de Darboux.

Por fim, no terceiro capitulo, com toda a teoria em maos, as curvas estaticas em

X



IP? serao definidas, e sera demonstrado o teorema que garante a existéncia de integrais
primeiras para certos campos vetoriais X através do cdlculo de suas curvas estaticas

€d(X).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Campos vetoriais

Nesta secao, campos vetoriais polinomiais — aqui chamados simplesmente campos
vetoriais — serao definidos em C2, pois tal contexto é suficiente quanto aos
principais resultados apresentados neste trabalho (salienta-se, todavia, que definigoes
e propriedades analogas continuam validas para C", para qualquer natural n, mais
detalhes em [[16]] e [[22]]).

Se p é um ponto de C?, o conjunto T, (C*) de todos os vetores com ponto de aplicagao
p é chamado de espaco tangente a C? em p.

Um campo vetorial X em C? é uma funcao que associa a cada ponto p € C3 um vetor
X (p) = (My (p), My (p), Ms(p)) € T,(C?), onde My, My, M3 sao elementos do anel
de polindémios C[zy, xs,x3], interpretados, sempre que for conveniente, como fungoes
polinomiais M;: C3> — C, i = 1,2,3. Se cada polinémio M; for homogéneo de grau k
(com relagao a graduacdo standard de Clxy,zy, x3]), entdo o campo serd chamado de
campo vetorial homogéneo de grau k, o que se escreve deg(X) = k.

Sejam U, Uy, Us campos vetoriais em C3 tais que, para todo p € C,

U (p) - (17 07 0)p
Ug(p) (O’ L, O)p
u?)(p) = (O’ 0, 1)p

onde (a,b,¢), € T, (C?) denota o vetor (a,b,c) considerado com ponto de aplicagao
p. Assim, cada U; fornece vetores unitarios paralelos ao i-ésimo vetor canonico
e; € T(0,0,0) (C*). Em particular, ¢4(0,0,0) = e; para cada 1.

Lema 1.1.1 Se X é um campo vetorial em C3, existem trés e somente trés polinémios
My, My, M3 € Clxy,xo, 23] tais que X = MiU; + MaUs + MsUs (0s polinémios
My, My, M3 sao denominados fun¢des coordenadas de X ).

Demonstragao: Dado p € C3, temos X (p) = (M;(p),Msy(p),Ms(p)) =
M, (p) (1,0,0), + M2 (p) (0,1,0), + M3 (p) (0,0,1), = My (p)Us (p) + M2 (p) Uz (p) +
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Ms; (p)Us (p) = (My Uy + Mo Uy + MsUs) (p), ¥ p € C*. Logo X = MUy + Moldo + MslUs.
Finalmente, a unicidade da tripla {My, My, M3} segque claramente da independéncia
linear dos vetores (€1)p, (€2)p, (€3)p, qualquer que seja o ponto p € C3. [

Sejam agora X = (M, My, M3) e X' = (M], M}, M}) campos vetoriais em C? e
f : C* = C uma aplicacao polinomial. Para cada p € C3, tem-se:

(X + &) (p) = (M1 + M) (p), (M2 + M) (p)
= (M (p) + M1 (p) , M3 (p) + M} (p) , M3 (
= (My(p), Mz (p), Ms(p)) + (M] (p), M (p), M;(p) = X(p)+ X' (p)

(fX) (p) = ( (p), (fM2) (p), (fMs) (p))
= (f(p) My (p), f (p) M2 (p), f (p) M3 (p))
= [(p) (M (p), M (p), M. U)Zf@X@

Segue-se que o conjunto dos campos vetoriais em C? possui uma estrutura natural
de mddulo sobre o anel das fungoes polinomiais C3> — C (equivalentemente, sobre o
anel C[xy, x9, 23]). O Lema acima afirma que tal médulo é livre (de posto 3), uma base
sendo {Uy,Us,Us}.

O campo vetorial homogéneo definido por E(xy,x2,x3) = (r1,%2,x3) é chamado
campo de Fuler ou campo radial. Pode-se definir uma relacao de equivaléncia entre
dois campos homogéneos X' e X’, de mesmo grau k, da seguinte maneira:

(f M)
§>f

XX — X = X' +gE,

para algum polinémio homogeneo g de grau k — 1.
Seja X a classe de equivaléncia de X' com respeito a esta relacao de equivaléncia.
Entao, qualquer X’ € X' é dito um representante do campo X.
Define-se a divergéncia de um campo X = (M;, My, M3) como sendo a fungao
oM, oM, OMs3
div(X) = + + .
( ) (9&:1 81’2 81’3
Tal funcao sera utilizada mais adiante nesta dissertacao.

Um ponto p € C3 é dito um ponto singular (ou singularidade) do campo X =
(My, My, M3) se X(p) =0 € T,(C?), isto é, se

Mi(p) = Ma(p) = Ms(p) = 0.

O conjunto dos pontos singulares de X é denotado por Sing(X), em analogia com a
tradicional notagao do lugar singular Sing(V') de uma variedade V.

Seja V = Z(f) C C? uma hipersuperficie algébrica reduzida. Diz-se que V é uma
solugdo algébrica de X, ou que V' é invariante por X, se o vetor X(p) é tangente a
V sempre que p € U, onde U = (V' \ (Sing(V) U Sing(X’)). Ou seja, V' é uma solugao
algébrica de X se:
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3
S Mi(p) 2L(p) = 0 VpeU.

i=1

Mas U C V é um aberto denso de Zariski (aqui, precisamos assumir que V ¢
Sing(X)), e assim a fungio 3o Mi% necessariamente se anula identicamente em
V = Z(f). Logo, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, existe g € Clxy, 2, x3] tal que

3

ZMza—f = gf

i=1 Oz;

A partir deste ponto de vista, pode-se considerar a deriva¢io de Clxy,xs, 23
correspondente ao campo X como sendo

L9

Na pratica, muitas vezes costuma-se identificar X' e Dy.
Enfim, uma hipersuperficie algébrica reduzida V' = Z(f) é uma solugao algébrica
de X se, e somente se,

Dx(f) = gf

para algum g € C|xy, z9, x3]. Neste caso, diz-se que a deriva¢do Dy é logaritmica para
f (ou para a hipersuperficie V).
Trata-se mesmo de uma derivacao pois, dados a,b € C e f, g € Clzy, x9, 3], tem-se

Dy (af +bg) =aDx (f) +bDx (g9)

Dx (fg) = gDx (f)+ fDx (g)

Isto é, Dy é C-linear e satisfaz a regra de Leibniz.

1.2 Formas diferenciais

De modo geral, o espaco dual de um C-espaco vetorial V é o conjunto de todas as
transformacoes lineares w : V — C, chamadas funcionais lineares, e denotado por V*.
Note que V* possui uma estrutura natural de espago vetorial sobre C (para uma estudo
mais detalhado [[6]] e [[7]]).

Uma base de V* satisfazendo tal propriedade é uinica (fixada a base B de V), chamada
base dual (associada a B). Em particular, dim(V*) = dim(V).

Considere o caso especial em que V = C" e B é a base canonica. Qualquer
v = (x1,...,2,) € C" se escreve v = mxyey + ... + x,e,. Para cada i, considere
w; = dz; € (C")* dado por dz;(z1, ..., x,) = x;. Entdo B* = {dxy,...,dz,}, de modo
que todo funcional linear w € (C")* pode ser escrito como

w=a;dr, + ... + andxn, a; € C, V1.
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Define-se uma forma diferencial de grau 1, ou uma I-forma diferencial, em C3,
como sendo uma aplicacao w que a cada ponto p € C? associa um funcional linear
w (p) € (C?)*, de maneira que, dados a,b € C e p,q € C3, tem-se:

w (ap +bq) = aw(p) + bw(q).

Em coordenadas x1, z2, z3 de C?, uma 1-forma diferencial se escreve

w = Fldl’l + FQdZL’Q -+ F3dl’3,

onde cada F; é um polindmio complexo em 3 varidveis. Dado qualquer p € C3, basta
calcular

w(p) = Fi(p)dri(p) + Fa(p)dza(p) + Fi(p)dxs(p),

onde, como acima, tem-se
3
dr;(p) =x; se p=(r1,x9,23) € C".
Desse modo, vé-se que a nocao de 1-forma é dual a de campo vetorial.

Dado o campo X = Z?:1 M;U; e a 1-forma w, tem-se:

WX o) =u (SM U )

= M, (p) w (U (p)).

=1

Por outro lado,

Portanto (w (X)) (p) =
fungoes. As seguintes propriedades de linearidade valem:
w (fX +gX) = fw (X) + gw (X)
(fw+ gw) (X) = fw (X) + gw (X)

w (X (p)), de modo que uma 1-forma converte campos em

onde f, g sao polinomios, X', X sao campos e w, w sao 1-formas.

3
Exemplo 1.2.1 A diferencial df = Z%dwi de uma funcdo holomorfa f: C3 — C
i=1 "

(por exemplo, polinomial) é um exemplo natural de 1-forma.
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Mais geralmente, pode-se definir formas diferenciais de grau superior como sendo
combinacoes lineares de dois ou mais termos da base dual de C?, onde o “produto” das
diferenciais satisfaz a regra de alternac¢ao, que no caso de 2-formas se escreve

dzv,dv; = —dz;dz;.

Em particular, tomando j = i, obtém-se dx;dz; = 0.
E facil ver que em C? existem quatro tipos de formas diferenciais (polinomiais), a
saber:

0-forma: f (funcao polinomial);

1-forma: fidxy + fodxs + fidxs;

2-forma: fidxidxs + fodridrs + fsdradrs;
3-forma: fdridxodrs;

onde f7f17f27f3 € C[l‘hx%aj?)]'

A soma de formas diferenciais de mesmo grau (grau qualquer) é feita da maneira
usual,

o fidxi + > gida; = Y (fi + g9:) da;

e o produto entre formas (nao necessariamente de mesmo grau) é feito de maneira
distributiva e utilizando a regra da alternacao. Como se sabe, trata-se do produto
exterior “A\” (também chamado produto wedge). Ambas as notagoes dry A ... Adzxs e
dry---dzx, sao usuais.

Lema 1.2.2 Se w e w sao 1-formas em C3, entio w AW = —w A w.

Demonstracao: De fato,

wANWw = (fldxl + fzdl'Q + fgdl’g) N (gld$1 + ggdl’g + ggdl’g)

= figrdxy Adzy + figodzy N dxy + frgsdxy A dxs + fogidas A do+
+fagodxo N dxy + fogsdra A dxs + fsgides A dxy + fsgadws A dxg + f3gsdrs A dxs

= (f192 — faq1) dzy A dxo + (fags — f3g2) dxo A dxs + (figs — fag1) dvy A dxs

= —g2 fidry Ndxy — gy fadzy N dxg — g3 fodxs A\ dxy — go fzdxs N drz—
—g3fidrs Adxy — g1 fadxy A dxs — g1 fidey A dxy — ga fodxs A dxg — g3 fadas A das

= (—g1dxy — godry — gadxs) A (fidxy + fodry + fadxs)

= — (g1dx1 + gadxy + gsdas) A (frdey + fodws + fsdas) = =W A w.

3
Seja w = Y f;dr; uma 1-forma em C3. Define-se a diferencial exterior de w como
i=1
sendo a 2-forma
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3
i=1

onde df; = 23:1 gg; dz; ¢ a diferencial usual da fungao f;. Naturalmente, esta definicao

se estende para o caso de r-formas onde r > 2 (analogamente, a diferencial exterior
serd uma (r + 1)-forma).

De modo geral, se U C C" é um aberto, entdao uma 1-forma diferencial (holomorfa)
w=>Y 1, fdr; édita erata (em U) quando existe uma fungao holomorfa F' : U — C
tal que w = dF, e ¢ dita fechada (em U) se dw|y = 0. Se a 1-forma w ¢ de classe C'!
(isto é, vale a condigao extra de que as f;’s tem derivadas continuas) entdo w é fechada
(a reciproca é falsa, pois a propriedade de ser fechada é apenas local).

Teorema 1.2.3 Sejam [ e g polinomios, w e w 1-formas, entao:

1.d(fg)=gdf + fdg

2. d(fw)=df Nw+ fdw

3. d(wAwW)=dwANw—wAdw
Demonstragao: As duas primeiras propriedades sao de verificacao rotineira e nao
representam dificuldade alguma (ficam como exercicio para o leitor). Quanto a terceira
propriedade, suponha, sem perda de generalidade, que w = fdx; e W = gdx,. Entao:

d(wAw) =d(fgdry N dzs)
= %(—ic?dl'l A dl’l VAN d-ﬁEQ + %f‘z)d.’lb AN diL’l AN dl’g + %Z)dfﬂg AN dl’l A\ dl’g

= aa(—i?d.xl A dl’g VAN d&?g = (%(—gi)g + %gg)f) d.Tl AN dl’g A dIg.
Mas

dw Nw = (%f;d:@ Adxy + %’?dm;}, A d$1> A gdxs

= g%é)dxg ANdxy A\ dry = g%(—ggdxl A dxo A dxs
e além disso

wAdw = fdxr; A <%gl)da:1 A dxrs + %gs)dxg A dm) = —fg(—ai)d:cl A dxoy N dxs.
Portanto,

d(wAW) =dwAw—wAdw

[ |

Corolario 1.2.4 Dadas 1-formas w,w'e w” tais que w Aw' =0 e w A w” =0, tem-se
w Aw” = 0.
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Demonstragao:  Suponha, sem perda de generalidade, que w = fidxy + fodxs,
w' = gidxy + godxy e w” = hydxy + hedzs. Entéo,
wAw = (fidvy + fodra) A (g1dzy + gads)

— f192dx1 A diL’Q — fggld$1 A d.ﬁlﬁg
- (fi92 — fog1) dxy ANdxe =0

Como dxy A dxy # 0, segue que

92 = @
fi’
E,
wAw" = (fidvy + fadzy) A (hidzy 4 hodwy)

= frhodxy A dxo — fohidzy N dxs
= (fihe — fah1)dzy ANdxe =0

Como dxy A dxy # 0, segue que

py .
fi
Logo,
w AW = (gldl'l + QQdHTQ) VAN (h1d£C1 + hgdl’g)

= grhodxy A dxe — gohydzy A dxo
= (g1he — goha) day Ndzy =0

Mais uma vez, como dx; A dro # 0, segue que

gihs —gohi =g - ——————-h;1 =0

1.3 Folheacoes holomorfas

Seja M uma variedade complexa de dimensao m > 2. Uma folhea¢ao holomorfa nao-
singular (ou reqular) de dimensao k (ou codimensao m—k)em M,onde 1 < k <m—1,
¢ dada pelo seguinte conjunto de informacoes:

1. Uma cobertura {U,}, .4 de M por abertos;

2. Para cada o € A, um biholomorfismo ¢, : U, — DF x D™ * onde D C C é o
disco unitario com centro na origem;

3. Sempre que Uyp = U, NUs # &, a aplicagao

bop * Pa(Uag) —  ¢p(Uap)
(zw) = g0t (z,w) = (p1,92)

satisfaz ¢qp (z,w) = (1 (2,w) , 02 (2,w)) .

7



1.3. FOLHEACOES HOLOMORFAS

Cada aberto U, é denominado um aberto trivializador da folheagao (mais detalhes
em [[15]] e [[17]]).

Observacoes:

- Por (b): U, é decomposto em variedades de dimenséao k da forma ¢_* (Dk X wo) ,
onde wy € D™ %, chamadas de placas.

- Por (c): as placas se sobrepoem nas intersecoes de abertos trivializadores da
seguinte maneira: se P, C Uy, e Pg C Ug, entao P, N Pg = ou P,NPg =P, NUg =
PsNU,.

Uma importante nocao no estudo das folheagoes holomorfas é a de folhas. Uma
folha é definida como a classe de equivaléncia de um p € M dada pela seguinte relacao
de equivaléncia: p v~ g (¢ € M) se existem placas Py,...,P,, comp € P, e q € P,
tais que P, N P, # &, parat = 1,...,m — 1. Cada folha, assim definida, possui uma
estrutura de variedade complexa de dimensao k£ imersa em M, com a topologia induzida
pelos abertos das placas. Portanto, uma folheagao F proporciona uma decomposicao da
variedade em subvariedades imersas de dimensao k, duas a duas disjuntas. Denota-se
por T, F o espago tangente a F em p € M, que é definido como o espaco tangente a
folha passando por p € M. Assim, dim (7,F) = k. Duas folheagoes sao ditas iguais se
todas as suas folhas coincidem.

Uma folheagao holomorfa singular F, de dimensao k (ou codimensao m — k), onde
1 <k <m—1, em uma variedade complexa M de dimensao m, é uma folheagao nao-
singular de dimensao k em M\S, onde S é um conjunto analitico em M de codimensao
maior ou igual a dois. Exige-se que o conjunto S seja minimal, no sentido de que nao
existe um subconjunto analitico préprio S” C S tal que a folheacao regular em M\S se
estenda a M\S’. Nessas condigoes, S é chamado de conjunto singular de F, que serd
denotado por Sing(F) . Se p € Sing(F), p é dito uma singularidade (ou ponto singular)
da folheagao; se p € M\Sing(F), p é chamado de ponto regular. As folhas de F sdo,
por definigao, as folhas da folheacao regular F |y sing(r). Duas folheagoes singulares F
e F' sao iguais se:

1. Sing(F) =Sing(F’);
2. As folheacoes regulares F|an\sing() € F'|m\sing(#/) S0 iguais.

Observacao 1.3.1 Uma distribuicao de k-planos de M, onde 1 < k < m — 1 e
m = dim M, € uma aplicagcdo que associa a cada ponto p € M um subespaco S, de
dimensao k de T,M. A distribuicao é dita holomorfa se para cada p € M existir
uma vizinhanca U onde estao definidos k campos vetoriais X, ..., Xy linearmente
independentes em todos os pontos de U, tais que em cada ponto q € U o subespaco de
T,M gerado por Xi(q),. .., X(q) coincide com o k-plano S,. Ocorre que uma folheagio
holomorfa F de dimensao k em M define uma distribuicio holomorfa de k-planos
assoctando a cada p € M o espago tangente T,F. Tem-se, assim, uma tmportante
aplicagao da teoria das folheacoes a teoria das distribuicoes, e em particular ao conceito
de integrabilidade (do qual trata, por exemplo, o famoso Teorema de Frobenius).



1.3. FOLHEACOES HOLOMORFAS

1.3.1 Folheacoes de dimensao 1

Seja M uma variedade complexa de dimensao m > 2, e seja X um campo de
vetores holomorfo nao-singular em um aberto U C M. Entao, pode-se mostrar (através
da versao holomorfa do Teorema do Fluxo Tubular) que U possui uma estrutura de
folheagao de dimensao 1 (isto é, k = 1). Assim, se U C M é aberto com U NU # O,
admitindo um campo de vetores nao-singular X que satisfaz X lone = fX \unE Dara
alguma funcao f : U NU — C\ {0} holomorfa, entao X e X induzem a mesma folheacao
em U NU. Tem- se, portanto, uma folheacao definida em U U U. Inversamente, uma
folheacao de dimensao 1 é induzida localmente por campos vetoriais nao-singulares.
Basta tomar, em cada aberto trivializador U,, o campo X, = D(gb;l)a%l, onde
(21, (72, ..., 7)) a0 coordenadas de D x D™ !, Se U,s # @, entdo para cada p € Uy
existe fop (p) € C\ {0} tal que X, (p) = fap (p) Xs(p). A funcao fap : Uap — C\ {0},

assim definida, é holomorfa. Portanto, o seguinte conJunto de dados:

1. Uma cobertura {U,} ., de M por abertos;

a€cA

2. Para cada a € A, um campo de vetores holomorfo nao-singular X, em Uy;

3. Sempre que U,z # @&, uma fungao holomorfa f,5 : Uss — C\ {0} tal que
Xa|Uag = faﬁXB|Uaﬁ7

define uma folheacao de dimensao 1 em M. Ocorre que toda folheacao holomorfa
singular de dimensao 1 ¢é induzida localmente por um campo vetorial holomorfo.

1.3.2 Fibrados associados a folheacoes

Ja se sabe que, se F é uma folheacao holomorfa de dimensao 1 em uma variedade
complexa M, entao M possui uma cobertura aberta U = {U,}, .4 tal que, para cada
a € A, Fly, ¢é induzida por um campo holomorfo X,. Além disso, sempre que
U = Uy, NUs # @, existe um invertivel fo5 € O (Usp)”, tal que X, = fosXs. As
funcoes f,p satisfazem as condigoes de cociclo, ou seja,

1. fa,@fﬁa =1em Uaﬂ = Ua N Ulg;

2. fapforfoa =1 em Uy, = Us N Uz N U,

Assim, o cociclo (f,s) induz um fibrado em retas holomorfo sobre M: o fibrado
cotangente a F, denotado por T'x; o seu dual T = (T%)" é chamado de fibrado tangente
a F. Mostra-se que Tr nao depende das escolhas feitas. A titulo de informagao, tem-se
o seguinte fato: a folheacao F é nao-singular se, e somente se, T= é um subfibrado do
fibrado tangente T'M de M.



1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

1.3.3 Folheacgoes de codimensao 1

Para as folheacoes holomorfas singulares, tem-se o seguinte fato bdsico: toda
folheagao de codimensao 1 é induzida localmente por uma 1-forma w holomorfa e
integrdvel, o que pelo bem-conhecido Teorema de Frobenius significa que dw A w = 0.

Seja F uma folheagao holomorfa de codimensao 1 em uma variedade complexa
M. Sejam U,,Us C M abertos, com U,s = U, N Uz # &, nos quais F ¢ induzida
por 1-formas holomorfas w, e wg, respectivamente. Procedendo analogamente ao caso
de folheacoes de dimensdo 1, conclui-se que existe go5 : Usg — C\ {0} holomorfa,
satisfazendo wa|v,, = gapws|u,,. Portanto, uma folheagao de codimensao 1 em uma
variedade complexa M é definida pelo seguinte conjunto de dados:

1. Uma cobertura {U,},., de M por abertos;

2. Para cada a € A, uma 1-forma holomorfa w, em U, integravel, ou seja,
satisfazendo dw, A w, = 0, e cujo conjunto singular possui codimensao maior
ou igual a dois;

3. Sempre que U,z # @, uma fungdo holomorfa g,s : Uys — C\ {0} tal que
wa‘Uaﬁ = galgwﬁ‘Uaﬂ

1.4 A integral primeira

Considere o sistema de equagoes diferenciais

{ %:P(xl,l’g) ﬂ)

ddif =@ (xlva)

onde P e () sao polinomios complexos em duas variaveis. Uma aplicagao holomorfa
¢ : U C C— C? (onde U é um aberto) é dita uma solucdo de (4) se para qualquer
t € U vale

¢'(t) = (Pog(t), Qoo(t))

Existéncia e unicidade de solugoes para o sistema de equagoes diferenciais acima sao
garantidas pelo famoso teorema a seguir (o disco de raio r centrado na origem de C
serd denotado por D (0,7)):

Teorema 1.4.1 (Ezisténcia e unicidade) Considere um sistema de equagoes
diferenciais na forma () . Entdo valem as sequintes afirmagoes:

1. Para qualquer p € C? existe um ntimero real positivo r, e uma fungao holomorfa
¢, : D (0,7,) — C? tal que

¢p(0)=p e ¢;(t):(Po¢p(t),Qo¢p(t)),

ou seja, ¢, ¢ uma solugao de () passando por p.
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

2. Seja U C C um aberto contendo a origem. Se ¢ : U — C? é uma solucao de (f)
tal que 1 (0) = p, entao |y = ¢pv, onde V.=UND(0,7,).

Apesar da importancia deste teorema, pouco se sabe sobre a natureza (por exemplo,
o comportamento qualitativo) das solugoes do sistema diferencial proposto acima.
Porém, em algumas situacoes, o estudo das integrais primeiras para sistemas do tipo
(£) constitui uma valiosa ferramenta.

Se U ¢ C? é um aberto e F': U — C é uma funcao holomorfa nao-constante, entao
F é dita uma integral primeira em U para o sistema (f) se I’ é constante ao longo das
solugbes de () contidas em U.

Proposicao 1.4.2 O sistema (), com P,Q # 0, € associado a 1-forma diferencial
holomorfa w = Pdxs — Qdx;.

Demonstragao: Considerando o sistema
dry _

{ i =P
dza

pode-se escrever formalmente

E ey dl’l
=2 =
Q p dry
o que significa escrever a condi¢ao w = 0, onde w = Pdxy — Qdx;. |

Proposigao 1.4.3 Uma fungdio holomorfa e nao-constante F: U — C (onde U C C?
¢ um aberto) é uma integral primeira para (§) (com P,Q # 0) se, e somente se,
wAdF =0, onde w = Pdry — Qdx;.

Demonstracao: Basta notar que
wAdF = (Pdxs— Qdxy) A (g—aidxl + g—id@)
= P%adxg Adzy + POE dwy A day—
—Q%dazl Adxy — Qa—xidasl A dxo

= —(QE + PL) vy A das,

e assim, dividindo por @ e considerando a condi¢ao P/Q) = dx;/dxs (correspondente
a condicao de ser solugao do sistema), obtém-se que w A dF' = 0 se, e somente se, sdo

satisfeitas as igualdades g—fl = g—i = 0 ao longo das solugoes de () no dominio U de F.

Mostra-se que a equacao diferencial w = 0 define uma folheacao cujas folhas sao as
subvariedades integrais desta equagao.

As nocoes de solugoes algébricas e de curvas algébricas invariantes sao bastante teis
para o estudo da existéncia de integrais primeiras. As defini¢oes sao:
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

Solugées algébricas: Seja ¢ : V C C — C? uma solugao de (4). ¢ é dita uma solugdo
algébrica se existir f € C[xy, xo] nao-nulo, tal que f (¢ (t)) =0, para todo t € V.

Curvas algébricas invariantes: Seja f € Clxy,x9]. A curva C = Z (f) é dita uma curva

algébrica invariante por (£) se, para toda solucao ¢: D(0,7) — C? de (t) satisfazendo
f(0(0)) =0, tem-se f(¢(t)) =0 sempre que t € D(0, 7).

Proposicao 1.4.4 Seja f € Clxy,xs] um polinémio reduzido. A curva algébrica C
descrita implicitamente por Z (f) € invariante por (f) se, e somente se, existe uma
2-forma polinomial 0¢, tal que w AN df = f - 0.

Demonstracao: Se C' = Z(f) é uma curva algébrica invariante por (), entao para
toda solucdo ¢ : V C C — C? contida em C' vale que

(w A df) (o (t) =0

para todo ¢ € V. Portanto, (w Adf)|c = 0 e, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, f
divide w A df.
Reciprocamente, supondo que w A df = f - 6; (onde 0y é uma 2-forma polinomial)
e que ¢ : D(0,r) — C? é uma solugao para (f) tal que f (¢ (0)) = 0, tem-se:
w(p@)Ndf ((t)) = (P(¢(t))dzr —Q (¢ (1)) dw1) A (a%(f(¢( )))d$1+ 73 (
= ( ¢ (1)) 321 (f (¢ (1)) dxa A dwy + P (6 (1)) 52 oes, (f (¢ (1)) dwy N daa—
Q (¢ (1) 3% (f (¢ (1)) day Adzy — Q (6 (1) 7% (F (¢ (1)) dwy A dy
= —(PO®) @) +Q6®) 2 (f(61)) duy Aday,

f (6 1)) da2)

Mas
(f (¢ (1)) doy Adey = f (o) -¢' () d:zcl/\dxg
= (& G0N ©W)) - (P 1), Q1)) dn Adas
- (PO EHTGO)+Q <¢<>) < (6(0)) drs
Comparando as duas expressoes, obtém-se

w(@®)Adf (6(t) = —(f(6(1) doy Aday

Ent&o, com a hipdtese wAdf = f -0y, segue que (fo¢)(t) = 0 para todo t € D(0,r),
e assim f o ¢ é uma funcdo constante. Mas f (¢ (0)) = 0, logo f (¢ (t)) = 0 para todo
t € D(0,7). Ou seja, ¢ é uma solugao algébrica de (f) e C' é uma curva algébrica
invariante.

Ao sistema (f) considerado acima, podemos associar o campo vetorial X' =
(P(x1,13),Q(z1, 7)) em C? que pode ser representado como
0 0
X =P— + Q—
0y @ 0xy’
Este campo atua sobre C (z1,23) (o corpo das fungoes racionais em duas variaveis,
ou equivalentemente, o corpo de fragées do dominio C[zy, x5]) da seguinte maneira:
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

XC( )—>(C(:1:1,x2)
X<f) 8:)01 +Q812

para toda funcao racional f € C (x1,x3) . E facil ver que a aplicacio X : C (1, 22) —
C (x1,22) é C-linear e satisfaz a regra de Leibnitz, isto é,

X (A\f+pg) = AX(f) +pX(g)
X(fg) = X(f)g+ fXx(g)

onde f, g sdo fungoes holomorfas (racionais) e A, u s@o nidmeros complexos. Isto
permite uma interpretacao do campo vetorial polinomial X como sendo uma derivagao.
Inversamente, cada derivagao D : C (x1,x2) — C (21, z2) pode ser vista como um campo
vetorial racional 3

0
D (z1) P + D (z2) 57— Oty

Naturalmente, o campo D é polinomial se, e somente se, D (C [z, 23]) C C [z, x2).

Proposigao 1.4.5 Seja X :Pa%l—i—Qa%Q como antes, e seja w = Pdro—Qdx,. Entao,
para qualquer fungao racional f € C(xq,x2), tem-se:

1. wAdf = =X (f)dxy A dzxs
2. dw = div (X) dzy A dxg
Demonstracao:

1. Pode-se escrever:

wAdf = (Pdrs— Qdry) A (8f dry + 2L d@)
= Paa—fdxg Adzy — QFLdzy A day
= —( +Qaf>dm1/\dx2
= —X (f)dxy A dzo

2. Basta calcular:
dw = dP A dxy — dQ N dxy
(2da + dzr;g) Adwy — (22dry + §2das ) A de
o dxl A dzy — Q dacg A dzy
axl + 8Q> dxl A dxy
= div (X) dxy A dz,.

= a

[ |

Com o que foi visto nesta secao, pode-se, a titulo de terminologia, dizer que uma

funcdo F' é uma integral primeira para o campo X (considerado acima) se, e somente
se, X (F)) = 0. Pode-se, ainda, reformular a Proposi¢ao 1.4.4 do seguinte modo:
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

Proposicao 1.4.6 Seja f € Clxy,z3] um polinomio reduzido. A curva algébrica
C = Z(f) € invariante pelo sistema (§) se, e somente se, existe um polinomio Ly

tal que X (f) =Ly - f.

Se w = Pdxy — Qdx; é uma 1-forma polinomial, entao, como ja foi visto, w admite
uma curva algébrica invariante C' = Z (f) se, e somente se, w Adf = f -6 para alguma
2-forma polinomial ¢;. Entao

w N\ % =40 f

e neste caso a 2-forma 6y é denominada cofator de f. Assim, se w possui grau d,
entao os cofatores associados a eventuais curvas algébricas invariantes possuem grau
menor ou igual a d — 1.

O proximo teorema € o resultado central da secao e fornece uma condicao suficiente
para uma dada 1-forma diferencial possuir integral primeira (racional). Foi obtido por
Jouanolou, em seu fundamental trabalho Equations de Pfaff algébriques (1979).

Teorema 1.4.7 (Jouanolou) Seja w uma 1-forma diferencial polinomial de grau d em

L d(d+1 P . : . . .
C2. Se w admite % + 2 curvas algébricas invariantes, entao w admite uma integral
primeira racional.

Demonstragao: Seja k = @ + 2 e sejam f1, fa, ..., fr 0s polindmios definindo as k
curvas algébricas invariantes por w. Para cada i, seja 0y, o cofator associado a f;, isto
€,
df:
w N i = in.
fi

Cada 6y, tem grau no maximo d — 1, uma vez que w tem grau d. Como o C-espago

vetorial das 2-formas diferenciais de grau menor ou igual a d — 1 possui dimensao

@ =k —2 < k —1, obtém-se que os cofatores 0y, para 7 = 1,...,k — 1, sao

linearmente dependentes. Logo, existem nimeros complexos aq, ..., a1 (nao todos

nulos) tais que
k-1
i=1

Seja entao 7, a 1-forma racional meromorfa dada por

d df._
m = al% + ...+ ap_1 fk L
1

Claramente, 1; é uma forma fechada (isto é, dnp; = 0). Além disso,

k-1 k-1

wAn = ZCLHU/\% = Zaié’ﬂ = 0.

i=1 ¢ i=1
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

Analogamente, considerando os cofatores associados a fs, ..., fx, pode-se construir
uma 1-forma racional meromorfa fechada 7, da forma
df df3 dfk
2 = bg— + b3— + ...+ bk—,
f2 fs i
para certos nimeros complexos by, ..., by (nao todos nulos), tal que w A ny = 0.

Claramente, os conjuntos dos pdlos de 71 e 1y sao distintos. Assim, existe uma
funcao racional nao-constante F' tal que 71 = Fn,. Aplicando a diferencial exterior
obtém-se

Como n; e 1, sao formas fechadas, segue que

dF' N T2 = 0,
E sendo
w N 2 = O,
Conclui-se (pelo Coroldrio 1.2.5)
wAdF =0.
Portanto, F' é uma integral primeira racional para w. |

Corolério 1.4.8 Seja w uma I1-forma diferencial em C?. Eziste uma integral primeira
racional para w se, e somente se, w admite uma infinidade de curvas algébricas
mvariantes.

Demonstragao: Se w admite uma integral primeira racional, entao existem f,g €

C [21, 22] \ {0} tais que .
wAd(E)::O

Logo
w A (gdf — fdg) = 0.
¢ d d
w/\—f:w/\—g.
/ g

Tomando f) = f — Ag, X € C, segue que,
wAdfy =wANdf — w A dg.

Assim,

wAdfxz(f—Ag)wA%=(f—Ag)wA%g-
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1.4. A INTEGRAL PRIMEIRA

Portanto, w A ”ﬁ{—; é uma 2-forma diferencial, isto é, os fatores irredutiveis de f, sao
curvas algébricas invariantes. Como A € C é arbitrario, tem-se uma infinidade de
curvas algébricas invariantes.

Reciprocamente, se w admite uma infinidade de curvas algébricas invariantes, o
teorema acima garante que w admite uma integral primeira racional. [

Na realidade, Jouanolou obteve o seu resultado originalmente num contexto bem
mais geral. A titulo de informacdo, uma conseqiiéncia de tal resultado é (para mais
detalhes [[19]]):

Teorema 1.4.9 (Jouanolou) Seja F wuma folheacdo singular holomorfa de wuma
variedade complexa compacta M. Se F admite uma infinidade de hipersuperficies
analiticas invariantes, entao F admite uma integral primeira meromorfa.
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Capitulo 2

Solucoes algébricas de folheacoes
em P2

Neste capitulo, o espaco ambiente a ser considerado é o plano projetivo complexo
P2, que é dado pelo quociente

P, OO

onde ~ é a relagao de equivaléncia dada por z ~ w (onde z,w € C?) se, e somente se,
existe A € C\ {0} tal que z = A\w,. Claramente, existe uma inclusao natural C? — P?
dada por (z1;x9) — (1 : 1 : x9). Para maiores detalhes sobre o espago projetivo P"
em geral, vide Apéndice 4.2 ou a referéncia [[23]]. Em particular, o hiperplano no
infinito H,, sera, no presente caso n = 2, denominado reta no infinito e denotado
leo = {x2 = 0}. Logo,

IEDQ - U2Uloo7

2.0.1 Curvas projetivas planas

Serao dadas aqui, em esséncia, apenas as propriedades béasicas de polindmios
homogéneos e a definicao de curva projetiva plana, mais detalhes podem ser encontrados
em [[8]].

Como j4 se sabe, os pontos de P? satisfazem (zg : 71 : 22) = (Azg : Azy @ A\xg), para
todo A € C\ {0}. Se F' € C[zg, x1, 3] é um polinémio homogéneo de grau d, tem-se

F()\xo, )\.Tl, )\5132) = )\dF(mo,.Z'l, 1’2).
para todo A € C. Assim,
F(rg:z1:29) =0 & F(Axg: Az : Azg) =0,

e portanto faz sentido falar em F' se anular em um ponto de P2. Isto permite
definir uma curva projetiva plana (algébrica) como o conjunto dos zeros em P? de um
polinémio homogéneo F' € Clzy, x1, 2|, irredutivel e ndo-constante. Em simbolos:
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2.1. FOLHEACOES NO PLANO PROJETIVO

Z(F)={(zo: 2 :m3) €P?| F(xg: 21 : 22) =0},

A curva Z(F) C P? ser4 irredutivel sempre que o polinomio F for irredutivel.
A propriedade a seguir, a respeito de polindomios homogéneos, é bastante util
(naturalmente, é valida em geral para um nimero qualquer de varidveis):

Proposigao 2.0.10 (Relagao de Euler): Se F € Clxg,x1,23] € um polinémio
homogéneo de grau d, entdo vale a igualdade:

moa_F+ a_F+x28F = d- F.
a.’El 81'2

Demonstragao: Derivando ambos os membros da identidade
F(/\(L’(), )\l’l, )\ZEQ) = )\d F(Io, xy, CL’Q).

com relagao a A, obtém-se:

d oF d or
()\Z‘())a 0(>\$0,>\JI1,/\$2) + 5()\1’1)8 1()\1‘0,)\.%‘1,)\.732)
d F
-+ _(/\xz)g ()\Io,)\ﬂll,)\SCQ) = d)\dilF(Jlo,.Tl,Zﬂg).
1)
Logo,
8F oF oF
T —(Amg, Az, Awy)+a) —— 52 ()\wo,)\xl,)\xz)—kxg%()\xo,)\xl,)\xg) = d\"T F(zg, 11, 1).
0 1 2
Tomando A =1,
oF n oF n oF i F
T T x =d- F.
061’0 181‘1 28&72

Observagao 2.0.11 Dado um polinomio homogéneo F € Clzg,x1,x2], pode-se
desomogeneizd-lo com respeito a qualquer varidvel. Por exemplo, com respeito a xg,
obtemos o polinomio f(x,y) = F(1,x,y) nas “varidveis afins” © = x1/xo, y = x2/Tq
(provenientes do aberto Uy C P? dado pela condi¢io xo # 0; vide Apéndice 4.2).

2.1 Folheacoes no plano projetivo

Uma maneira de definir um campo vetorial em P? é através de uma derivacao

0 0 0
X = Moa_x()+M18 +M2ax2 (2.1)

onde My, My, My € C [xg, 21, 2] sdo polinomios homogéneos de mesmo grau.
Dado um campo X como em (2.1), pode-se obter a forma local de X em qualquer
aberto coordenado de P2, por exemplo em U, ~ C?:
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2.1. FOLHEACOES NO PLANO PROJETIVO

Proposicao 2.1.1 A forma local do campo X em Uy € dada por
0

Xy, = (my — xmg) =— — (Mg — ymg) — (2.2)

ox oy

nas coordenadas locais v = 7, y = 2, e onde m; (x,y) = M;(1,z,y).
Demonstragao: Primeiro, vé-se que esta forma local nao depende do representante.
De fato, se £ denota o campo de Euler e X + GFE é outro representante , para algum
G € Clzg, 1, x2] homogéneo de grau igual ao grau dos M;’s menos 1, entdo, denotando
g=g(z,y) = G(1,z,y), a forma local seria

(1 + 29) — & (o + 9)) = + ((ma + yg) — v (mo + 9)) - =

ox oy
= (my —amp) =— + (ma — m)2
=M 0) 5 2 — Ymo Oy
A expressao de X em Uy é a mesma que a de zoX, e a mesma que a de
0 0 0 0 0 0
X — MyE = xoMy— My— My— — xoMo— — v1My—— — o My——
Z 0 Z oax0+$0 1axl+fo 23932 T 083:0 1 083:1 To 083:2

0 0
= (l’oMl — l’lMo) 8_1’1 -+ (onMQ — JZ'QM()) 8_,23‘2

Enfim, desomogeneizando, obtém-se

( ) )
my —xmg) — + (mo — ymyg) —.
1 0) 5. 2 — Ymo By
[ |
A localizacdo em um aberto coordenado U; de um campo global X em P? determina
um campo em C? que pode ser escrito como:

Xy, = m1% + mg(%, (2.3)
para certos my,my € C[x,y]. Contudo, um problema surge quanto & unicidade dos
campos em P? ja que vetores que estao em uma mesma reta passando pela origem de
C? sao identificados. Ou seja, dado um polinémio homogéneo G € C [z, 71, 73] de grau
adequado (1 a menos que o grau dos polindémios que definem X'), o campo X pode ser
representado por X + GE, e portanto a representacao de X’ nao é unica, mais detalhes
podem ser encontrados em [[2]] ou [[15]].

Para contornar este problema, a solucao consiste em trabalhar com campos que
possuem divergéncia nula (vide Sec¢ao 1.1), de acordo com a seguinte proposigao:

Proposigao 2.1.2 Se X' tem divergéncia nula e X' é outro representante do mesmo
campo em P? com divergéncia nula, entio X = X’.

19



2.1. FOLHEACOES NO PLANO PROJETIVO

Demonstragao: Seja X' um campo com divegéncia nula e seja X' = X + GE outro
representante do mesmo campo em P2. Entao,

div(X¥ + GE) = div (X) + div (GE)
04_8((?:0) + (G:vl) + (Gxg)

_ a(G‘) + 1 B(G) + 2y 8(G) +G88(m0 _|_G88x1 +G6612)
X0 X0 L1 T2

deg(G) G+ 3G
= (deg(G) + 3)G

Portanto, div (X + GE) = 0 se, e somente se, G = 0, isto é, o tnico representante
de X com divergéncia nula é o préprio X. [ |

Dessa forma, para garantir a unicidade da representacao, pode-se definir um
campo de vetores em P? como sendo dado por uma tripla (Mg, My, Ms) de polinémios
homogéneos, de mesmo grau, satisfazendo a condi¢ao de divergéncia nula:

3MO i (9M1 i (9M2 —
856(] 8:61 8;62
Em particular, uma folheacao bem-determinada em P? é simplesmente dada por um

campo vetorial polinomial X em P? tal que div(X) = 0. Tipicamente, pode-se supor
que o conjunto singular de X é um conjunto algébrico de codimensao maior ou igual
a dois em P?. Além disso, se F é uma folheacao em P? definida por um tal campo
X = (My, M, M), entao uma curva algébrica projetiva C' = Z(F) C P? é uma solugdo
para F (ou é invariante por F) se

T,(C) = T,(F), Vp € C\(Sing(C) U Sing(F)),
o que algebricamente equivale a existéncia de um G € Clzg, z1, 2] tal que

af +M1 f +M2 f :GF,

M,
0 dro O, 0z

conforme detalhado na Secao 1.1 no contexto afim.

Observacao 2.1.3 Uma vez que o interesse estda nas direcoes tangentes determinadas
pelo campo X, e nao no “comprimento” dos vetores X (p), quaisquer dois campos que
diferem em wm multiplo escalar (ndo-nulo) podem ser considerados iguais.

2.1.1 Exemplos classicos

1. (Lins Neto) A familia {F,}acc de folheagoes holomorfas de P? definida por

0

X, = (2°-1) (:c—ayQ)(%jL(y?’—l) (Z/_O‘x)ay

20



2.2. A DUALIDADE ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS

goza da seguinte propriedade notavel: as 9 retas dadas por

(@® =Dy’ - 1) ~y°) = 0
sao invariantes por cada JF, (para a nocao de invariancia, vide Secao 1.1).

2. (Jouanolou) Os primeiros exemplos de folheagoes algébricas de P? sem curvas
algébricas invariantes foram obtidos por Jouanolou na década de 70. Ele provou que,
para qualquer inteiro d > 2, as folheacoes em P? induzidas pelos campos sobre C?

X, = (1_xyd)5% + (xd_yd—i-l) %7

nao possuem curvas algébricas invariantes. Para um exemplo global, Jouanolou mostrou
que a folheacdo em P? definida pelo campo

a0 a0 a0

! 6.130 2 81‘ 1 0 81‘2 ’

para qualquer inteiro d > 2, nao possui curvas algébricas invariantes.

X, =« + x + x

3. (Fibragoes) Seja 7 : S — C uma fibragao, isto é, uma aplicagao holomorfa
sobrejetiva de uma superficie projetiva S para uma curva algébrica C'. Entao 7 induz,
através de suas curvas de nivel, uma folheacao em S. As fibragoes aparecem de forma
natural como a resolucao de folheagoes que admitem integrais primeiras racionais.

2.2 A dualidade entre campos e 1-formas

Uma 1-forma em P? ¢ uma associacao que leva cada ponto p € P? em um funcional
w (p) € (T, (P?))". Por exemplo, no aberto coordenado Uy uma 1-forma w ¢ determinada
por polinémios a; (x,y) e as (z,y), ou seja:

w = aidr + aqdy. (2.4)
Quanto a uma descricao global para esta 1-forma, tem-se:

Proposigao 2.2.1 A forma global em P? da 1-forma (2.4) € dada pela 1-forma

w = Aodxo + Aldxl + Azd%’g (25)

onde Ay, A1, Ay € C [z9, 1, x2] , sdo polindmios homogéneos de mesmo grau satisfazendo
a relacao

Aol'o + Alxl + A2£C2 = 0.
} de Tp(C?).

Demonstracao: Seja {dxg,dz1,dxs} a base dual da base {8%0, %, 8%2

No aberto coordenado U,, tem-se coordenadas afins

. n T2
Tr = —, Y= —.
Zo Zo
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2.2. A DUALIDADE ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS

Dai, fazendo uso das regras usuais de diferenciagao, obtém-se

. l’odl’l — l’ldﬂfo l’odIQ — Izdﬂfo

dx

,  dy =

2 2
Ly )

Entao,

w = (lldQ? =+ Clgdy = <zod;t1x—2331dzo) + as (mod:vgx—fgdxo>
0 0
1
= Z0 (— <§—(1](l1 + i—idg) d(L’O + aldxl + CLQdIEQ) .

1

Desconsiderando o fator ot

chega-se a 1-forma

€T T
= — (—la,l + _2a2) dl‘o + axldxl + a2dx2'
i Zo

Seja d = max {grau (a,), grau(as)} e sejam:

T T T x 1 T

X d+1 1 1 2 2 1 2

Ao =X (——a1 (—, — ] — Q2| —, —
Zo o o To o o

T1 T2
A= :Egﬂal (— —)

o ’ Zo
T, T
L d+1 1 2
Ag =2y ag | —, —
Ty To
Logo, Ay, A1, Ay sdo polinomios homogeéneos, de mesmo grau (igual a d+1), satisfazendo

d+1
ToAg + 11 Ay + 20 Ay = xfT (—x101 — Toas + T1ay + T2a5) = 0.

Naturalmente, tem-se também o processo inverso:

Proposicao 2.2.2 A forma local da forma global w como em (2.5), é dada, em
coordenadas locais (x,y) de Uy, por

wy, = a1dx + asdy,
onde a; (x,y) := A; (L, z,y) .

Demonstragao: FEscreve-se x = ;—(1) ey = % e calcula-se:

d.??l = I’le’ + iUdiL'o
dIQ = Q?Ody + ydl’o

Substituindo em (2.5),
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2.2. A DUALIDADE ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS

w = Agdzg + Ay (xodx 4+ xdxg) + Az (zody + ydxg)
= (AO + ZEAl + yAQ) dl’o + I()Aldl‘ + ZEoAQdy.

Finalmente, devido a condicao xqAg+ z1A; + 2945 = 0, tem-se Ag+xA; +yAs =0,
e portanto, restringindo-se a Uy (o que na prética consiste em tomar zy = 1), conclui-se
que a expressao local desejada wy, é como em (2.4). [

Se w (p) : T,(P?) — C é uma 1-forma nao-nula, entao, pelo Teorema do Nicleo e
Imagem, tem-se dim (ker (w (p))) = 1 e, portanto, ker(w (p)) define uma reta de T,P?
passando pela sua origem. Com isso, obtém-se uma correspondéncia p — ker (w (p))
que associa a cada p € P? uma reta em 7T, (IP?). Tal correspodéncia fornece, entao, uma
distribuigao de retas tangentes, mas detalhes em [[1]].

Observacao 2.2.3 Analogamente ao caso de campos vetoriais, tem-se interesse,
quando se trabalha com 1-formas, na igualdade ker(w) = ker(Aw) (para todo nimero
complexo X # 0), a fim de se obter a definicao adequada de folheagdo definida por uma
1-forma (vide discussdo a sequir).

Observacao 2.2.4 Uma distribuicio polinomial de vetores tangentes a P? pode ser
dada tanto por um campo vetorial (como foi mostrado anteriormente neste trabalho),
como por uma 1-forma. Assim, se um campo X e uma 1-forma w definem a mesma
distribuicao de vetores, deve-se ter

X(p) € ker(w(p)), Vp € P

Escrevendo em coordenadas locais w = ajdx + asdy e X = blﬁ + bg(%, seque-se da
defini¢do de base dual a relagcdo

(Zlbl + Clzbg = 0.

Assim, com o que foi visto, chega-se a uma definicao adequada de folheagoes definidas
por 1-formas: uma folheagao de grau d definida por uma 1-forma em P? é dada (a menos
de multiplos ndo-nulos) por uma tripla (Ag, A1, A3) de polinomios homogéneos de grau
d + 1, satisfazendo a relacao

.CI?(]AO + l’lAl + JZ'QAQ =0.

Para finalizar esta segao, serao demonstradas duas proposigoes que versam sobre a
dualidade entre campos e 1-formas (no contexto polinomial).

Proposigao 2.2.5 Seja X = Moa%o + Mla%l + ]\426%2 um campo de vetores de grau d,
tal que div (X) = 0. Entao, a 1-forma global w que define a mesma folhea¢ao de X €

w = (ZEQMl — l’lMQ) d!EO + (IQMQ — [EQM()) dl‘l + (171M0 — l’oMl) dl’g
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2.2. A DUALIDADE ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS

Demonstragao: Como ja foi provado na Proposicao 2.1.1, a expressao local para X
no aberto coordenado U, é

0 0
Xy, = (my _xmo)(?_x + (mg —ymo)a—y,

onde m; é a desomogeneizagao de M; com respeito a zo. Assim, usando que X (w)|y, = 0
(vide Observagao 2.2.4), obtém-se que

wy, = (mg—ymg)dr — (my — xmyg) dy.
Como z = ‘”—(1) ey = 2—3, segue que

zodr1—x1dT zodro—x2dT
dr = %o 121 0 e dy: 0 222 0

o Zo

Dai

)
wy, = (mg — ymyg) dz — (mq — xmy) dy
— (ma — ymo) <W) — (m1 — zmo) (%)
= i7ngdx1 — Bmodrg — Bmodrr + E52modxg — i77”&1611'2 + Zmydzy + Hmodzy —
zo zy Ty Ty xo Ty Ty
1
= 0 (mgdxl — %de.ﬁo — i—f}mgdxl — mydzs + %mldl‘o + %modﬂjg
_ _Z1 2 _ T2 — Eay
= ( xom2+xom1> dl’o—|—< xomo—i—m2> dl’1—|—( m1—|—x0m0) dxo
Homogeneizando,

w = (.CEQMl — ZUlMQ) dZL‘O + (.Q?oMQ — ZEQM()) d.ﬁlﬁl + (Z’lMO — .T[)Ml) dxg.

Reciprocamente, pode-se obter os coeficientes da expressao global do campo, a partir
dos coeficientes da expressao global da forma. De fato:

Proposigao 2.2.6 Se Ay, A1, Ay sdo polinomios homogéneos de grau d+1 satisfazendo
a relacao voAg + 1A + 1945 = 0, entao existem polinomios homogéneos My, My, My
de grau d tais que:

Ay = xoMy — 1My

Ay = xoMy — 22 M

Ay = 1My — 20M;

Demonstracgao: Por hipétese,
l’oAQ = — (l‘lAl + ZL‘QAQ) (*)
Por outro lado, por teoria geral, pode-se escrever

AO = )\$g+1 + [L’lGQ + Qngl
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2.3. SOLUCOES ALGEBRICAS

onde A € C e Gy, Gy sao polinomios homogéneos de grau d. Substituindo em () :

Zo ()\IL‘SH + 2G5 + !E2G1) = — (2141 + 22 45)
Logo:
T (.CL'oGQ + A1> + X9 (.ZE()Gl + AQ) = —)\[ESJFZ

ou seja, )\a:g“ pertence ao ideal gerado por xy, x5, 0 que implica A = 0. Assim:

x1 (20Ge + A1) = —x2 (oG + A) (%)

Segue-se que w7 divide (xoGy + As), e x9 divide (zoGse+ Ap), isto é, existem
polinomios homogéneos Gg, G3 tais que

211Gy = 20G1 + As
332G3 = Z’QG2+A1

Substituindo em (%) :
LE1$2G3 = —QleQGQ = Gg = —GO

Portanto,
A1 = —.T()Gg — $2G0
Ay = 101Gy — 290Gy

e, de (x), segue que Ay = 21Go + 22Gj.
Definindo My = Go, M1 = Gy, e My = —G5 obtém-se as relagoes desejadas. [ |

2.3 Solucoes algébricas

Sejam JF uma folheagao por curvas em P" e L uma folha de F. A folha L ¢é dita
algébrica se o seu fecho L em P" ¢ uma curva algébrica, isto €, um subconjunto algébrico
de dimensao 1. Neste caso, L é uma solugao algébrica de F:

T,(L) = T,(F), VYp € L\ (Sing(L)U Sing(F)).

Proposicao 2.3.1 Seja F uma folheagao por curvas que possui apenas singularidades
isoladas (isto €, Sing(F) tem dimensdao zero). Entao, uma folha L de F é algébrica
se, e somente se, o seu fecho L € obtido de L por adjuncdo das singularidades de F as
quais L € aderente.

Demonstragao: Se L ¢é algébrica, entao L nao pode se acumular em pontos regulares
de F pois L é um subconjunto analitico de dimensao 1, isto é, L'\ L C Sing (F), o que
é equivalente a

L = L U (Sing(F)N(L\ L)),
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2.3. SOLUCOES ALGEBRICAS

como se deseja. Para demonstrar a reciproca, serao usados os dois resultados classicos
abaixo (para o primeiro deles, diz-se que um subconjunto analitico de uma variedade
holomorfa é puro-dimensional se suas componentes irredutiveis possuem a mesma
dimensao):

Teorema de Remmert-Stein: Sejam M uma variedade holomorfa, K um subconjunto
analitico puro-dimensional de M, e V' um subconjunto analitico puro-dimensional de
M\K, tais que dim (V) > dim (K). Entao, o fecho V' é um subconjunto analitico de
M.

Teorema de Chow: Todo subconjunto analitico de P™ é algébrico.

Seja entdo K = Sing(F)N(L\ L) e suponha que L = LU K, que claramente é uma
uniao disjunta. Assim, tem-se

L =L\K c P"\K.

Note que K é puro-dimensional de dimensao 0 (ja que Sing(F) o é, por hipétese), e
que L é puro-dimensional de dimensao 1 (por ser uma folha de F). Pelo Teorema de
Remmert-Stein, L é um subconjunto analitico de P*, e consequentemente, pelo Teorema
de Chow, L é um conjunto algébrico; como sua dimensdo ¢ 1, L tem de ser uma curva
algébrica e isso por defini¢ao significa que L é uma folha algébrica. |

Observagao 2.3.2 De modo geral, seja F uma folhea¢ao de codimensao 1 em uma
variedade holomorfa M, dada por uma 1-forma holomorfa integravel w. Por argumentos
similares aos utilizados nas Segoes 1.3 e 1.4, uma fung¢ao meromorfa f é uma integral
primeira meromorfa de F (no sentido de que f € uma func¢ao meromorfa nao-constante
definida em M, tal que f € constante ao longo das folhas de F) se, e somente se,
w A df = 0. Note que, quando M = P2, o termo “meromorfa” pode ser substituido por
“racional”, jd que as fungdes meromorfas em P? sao racionais. Se uma folheacio F em
P? admite uma integral primeira racional, entao todas as folhas de F sdao algébricas.

O préximo resultado é uma extensao das idéias da Secao 1.4 — em especial, o
Teorema 1.4.7, que foi demonstrado em detalhes — para folheagoes no plano projetivo.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Darbouz) Seja F uma folheagio em P? que possui uma
infinidade de solugoes algébricas. Entao, F admite uma integral primeira racional.

Demonstragao: De modo geral pode-se supor que Sing(F) tem codimensao maior ou
igual a 2, e como neste caso M = P?, tem-se que Sing(F) tem dimensao 0. Considere
o seguinte resultado auxiliar:

Seja F uma folheagio de codimensao 1 em P" e seja F* = II*(F), onde

II: C"*1\ {0} — P" ¢ a proje¢io natural. FEntdo, existe uma I1-forma holomorfa
integravel w = M;dz; em C"' cujos coeficientes Mo, ..., M, sdo polindmios

7=0
homogéneos de mesmo grau, tal que w = 0 define F* em C**1\ {0}. Em particular,
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2.3. SOLUCOES ALGEBRICAS

para toda carta afim U C P", Fly pode ser definida por uma I1-forma polinomial
integrdvel.

Aplicando-se este resultado, obtém-se que existe uma 1-forma w em C3?, cujos
coeficientes sao polinomios homogéneos de grau k, tal que w = 0 define F*. Seja agora
S = Z (f) uma solugao algébrica de F, onde f é um polinémio homogéneo. Neste caso,
S é invariante por F*.

Afirmacao: Existe uma 2-forma 6 tal que w A df = f -6 e os coeficientes de 0 sao
polinomios homogéneos de grau k — 1.

Para isto, defina a forma o = %/\w, que é holomorfa em C3\Sing (w) . Note que Sing(w)
tem dimensao 0. Sera usado o seguinte fato, conhecido como Teorema de Hartogs:

Seja U um aberto em C* (n > 2) e seja K C U um subconjunto compacto tal que
U\ K é conexo. Entdo, toda fun¢do holomorfa em U \ K se estende (unicamente) a
uma fung¢ao holomorfa em U. (Uma demonstracao deste fato pode ser encontrada em

[[51)-

Desta forma, a se estende a uma 2-forma holomorfa em C?, ainda denotada por
o0

a. Por desenvolvimento de Taylor, tem-se & = ) «;, onde os coeficientes de «; sao
i=0
polinomios homogéneos de grau j. Entao:

df Nw=f-a=) f-a
j=0

Se f tem grau m, a forma df A w tem coeficientes homogéneos de grau k +m — 1. Por
outro lado, f-o; tem coeficientes homogeéneos de grau m + j. Logo, m+j # k+m —1,
e entao f-a; =0 = a; = 0. Portanto, df Aw = f - a_1, e a afirmacao estd provada,
tomando-se 6 = ay,_;.

Considere agora o espaco vetorial W formado pelas 2-formas holomorfas § em C?
cujos coeficientes sao polindmios homogéneos de grau k — 1, e seja N a dimensao de
W. Como F possui uma infinidade de solugoes algébricas, F* também possui. Sejam
entao fo, ..., fn solucoes de F*. Pela afirmacao demonstrada acima, pode-se escrever

df.

i/\U):Qj, j:O,...,N,
fi

para certas 6;’s em W. O conjunto {6, ...,0n} C W é linearmente dependente e assim

N

a;-6; =0, com ag,...,ay € C (nao todos nulos). Entao n A w = 0, onde

J J
j=0

J

N
n= Zaj . de]
j=0

Note que fy... fy-n é holomorfa e fy... fy-nAw =0, portanto fo...fn -1 =g w,
onde g é um polindbmio homogéneo.
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Ainda utilizando a hipdtese, pode-se tomar uma outra solugao fy.1 de F, logo de
F*. Seja Oy € W tal que dfyi1 Aw = fyiq - Onyq. Utilizando que {6y, ...,0n 1} €
linearmente dependente e um argumento analogo ao anterior, obtém-se a forma

N+1

B = ij'%
j=1 !

com b; € C (nao todos nulos), e tal que fi--- fy41 -6 =h-w, onde h é um polindémio
homogéneo. Entao, n = F' - 3, onde F = g’;NT“. Como 7 e [ sao fechadas obtemos
dF NGB =0=dF ANw = 0= F é uma integral primeira racional de F. [ |

Maiores informagoes podem ser obtidas nas referéncias [[3]], [[4]], [[11]], [[12]] e
[[9]] -
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Capitulo 3

As curvas estaticas

Definicao Um ponto de n-inflexdo (ou ponto de inflexdo de ordem n) de uma
curva em P? é um ponto onde a multiplicidade de intersecao da curva com alguma
curva algébrica de grau n é maior do que

d(n):”(”’Tw

Observagao: O numero d(n) + 1 é a dimensao do espago vetorial de curvas planas
projetivas de grau n. Se todo ponto de uma curva algébrica C' em P? for um ponto de
n-inflexao, entao o grau de C' é no méximo n.

Definigao Seja (z,y (z)) uma parametrizacdo de uma solugdo de um campo da
forma X = mI% + m2a%. Seus pontos de inflexdo sao obtidos pelo calculo do
determinante (mais detalhes em [[20]])

dz  dy
dx T
dr?  dx?

A seguir, serdo definidas as chamadas curvas estdticas €4(X) (d € N) para campos
vetoriais X em P?, com a propriedade de que a restricao de uma tal curva a qualquer
solucao de X coincide com os pontos de inflexao de ordem d da solucao.

3.1 O caso local

Seja X = mla% + mga% um campo vetorial sobre C? e seja (z,y(r)) uma

parametrizacao de uma solugao deste campo. Entao, os pontos de inflexao desta solucao
sao obitidos pelo cédlculo do determinante

dzdy 1 W d%y
det | 4 déf}:det[ %I}:—
% &) &]- &
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3.2. O CASO GLOBAL

Note que, para o campo X = mla% + mQ(%, tem-se

d
det {Z? mg} = det {ml mg} =my - & _ mo = 0.

de dy dy

dx dx 1 dx dx
dy  mg
dr  my

Assim,

dy _d (dy\ _ d (ma(z,y(z))
de?2  dr \dx) dx \m(z,y(x))
omo Oomo  ma om1 omi1  mo
B <W+a—y'm—1> T (WJFa—y'm—l) e
(ma)?

Portanto, a expressao (3.1) no aberto C?\ {m; = 0} descreve a curva formada
pelos pontos de inflexao de ordem 1 da solugao (x,y (z)). De maneira andloga, em
uma parametrizagdo da forma (x (y),y), define-se a curva de inflexdo no aberto
CZ \ {TTLQ = O}

Para os pontos de 2-inflexdo deve-se considerar a imagem da solucao (z,y (z)) pela
aplicacao de 2-Veronese (vide Observagao 4.2.2 no Apéndice). Tal imagem é a curva
parametrizada por:

(3.1)

(z, 2% -y (), y(2), y* (2))

em C°. Em seguida deve-se calcular o determinate da matriz

- dzy(x)  dy(x)  dy*(z) T
]. 2]3 ) gx ;la: de%
0 2 d?(zy(x)) d°y(z) dPy*(x)
dz? 2 daé"2
0 0 L) Lu@)  ErE)
dx3 Zfle da;’
0 O d*(zy(z)) dly(z) d'y ()
dzr? gl:c4 dg‘l
0 0 L) Lu@)  PrE)
L dxd dxd dxd -

a fim de se obter os pontos de 2-inflexdo de (z,y (x)) . De maneira totalmente analoga, os
pontos de n-inflexao da solu¢ao podem ser obtidos através da aplicacao de n-Veronese.

3.2 O caso global

Se X :Moa%o + Mla%l + MQ% ¢ um campo vetorial homogéneo em C3, entao a
equagao da curva de inflexao (ou primeira curva estdtica, denotada €, (X)) da folheagao
induzida sobre P? é obtida por

e1(X)=det | X (zg) X (z1) X (x9) (3.2)
X2 (z0) X% (21) A% (22)
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3.2. O CASO GLOBAL

onde X* (f) =X (X*1(f)), para qualquer polinomio f.

Exemplo 3.2.1 Sejam os campos

0
X = (ﬁg - 1’?) (Ig - xg) Iof)_xo + (Ig - 95:1))) (I?{ - 953) xla—xl;
0 9, 0
Y =2ir] D0 + 3:(2)93%—81_1 + :1:(2):1:%—81_2

e seja Z =tX+s), (s,t) € C?, s-t #0. Entdo, com ajuda do softawre Maple 15®, a
equacao da primeira curva estatica de Z € dada por:

e1(2) = det | Z(xg) Z(z1) Z(x9)
Z%(xg) Z%(x1) Z?(12)

= —2Lg(4t3xom 280 — Hst?x) — 12832 vy + Sa§t?swd + x§t?swd + 1263 03w+
+5z3t2s2$ — 2x3t?airds — dwot3wiOmy + 22053 womy — HtPsal + t2safxd)
Observagao: O polinomio Ly = (x3 — x3) (z3 — 23) (x} — 23) € conhecido como as

nove retas de Lins Neto, mais detalhes em [[14]].

Suponha que p € C* é um ponto nao-singular de X (isto é, X nao é paralelo
ao campo radial em p). Pelo teorema de existéncia de solugoes locais para equagoes
diferenciais ordinérias, existe um germe da curva V em torno de p € C? que é uma
orbita local de X. Portanto, o campo X restringe-se a curva V', ou seja, X age como
uma derivacao sobre o anel das fungoes locais de V. Ja que V, interpretada como um
germe de uma curva projetiva, tem dimensao 1, segue-se que a restricao do campo X
a V' pode ser realizada como a derivada de um parametro local t. Mais precisamente,
pode-se escrever

zo (1) x1(t) x2(t)
e (X) |y (£) = dep | 250 20 20

9%z (t) azml(t) 8%zs (t)
ot? ot? ot?

de modo que a equagao e (X) |y (t) = 0 fornece exatamente os pontos de inflexao de
V' em uma vizinhanca de p.

Prosseguindo com o raciocinio, a segunda curva estatica de X (isto é, a curva dos
pontos de 2-inflexao) é obtida da seguinte maneira:

Seja (x,y, z) uma parametriza¢ao de uma solu¢ao do campo X, que possui imagem
(22, 2y, y?, yz, 2%, zx), pela aplicagao de 2-Veronese. Portanto, a segunda curva estética
£9(X) ¢é obtida através do célculo do determinante

X(2?) X(zy) X(y°) X(yz) X (%) X(2x)
X% (2%) X (zy) X°(yP) A% (yz) X°(2%) AP (z2x)
X% (2%) X (xy) X°(yP) AP(yz) AP (%) AP (2x)
X (2%) Xt(zy) X (y?) X'(yz) X' (2P) A (27)
(X0 (2?) AP (zy) AP (y°) X°(yz) AP (2) X (zx)



3.2. O CASO GLOBAL

De modo completamente andlogo, a d-ésima curva estdtica ¢4 (X) é obtida pelo
determinante de uma matriz em que a primeira linha é formada por uma base dos
monomios de grau d nas variaveis x,vy, z, e a i-ésima linha é dada pela derivagao X
aplicada a (i — 1)-ésima linha.

Proposicao 3.2.2 Toda curva algébrica de grau n, invariante pelo campo X, é um

fator de €, (X).

Demonstragao: Seja F' uma curva algébrica invariante de grau n. Como a escolha da
base para o espago vetorial nao desempenha papel algum na defini¢ao de curva estatica,
pode-se escolher uma base em que F' aparece. Além disso, como F' é invariante, tem-se

X(F)=g-F, onde g éum polinémio.

Assim,
XN(F)= X@X(F)= X(g-F)= X -F+g-F= (X(9)+g) F
XE(F)= X (X1 (F)) = G-F , onde G é um polindémio.
Assim, F' é um fator de X* (F), Vi, e portanto tem de ser fator de g, (X). |

O préximo teorema é o principal bonus do que jé foi apresentado até aqui, e ilustra
a aplicabilidade da teoria das curvas estaticas ao importante problema da existéncia de
integrais primeiras de determinado grau.

Teorema 3.2.3 Um campo vetorial projetivo X admite uma integral primeira de grau
d, mas nao admite uma integral primeira de grau menor do que d se, e somente Se,

eq(X)=0 e egq1(X)#0.

Demonstragao: Se X admite uma integral primeira de grau d, entao toda curva
invariante por X possui grau no maximo d e assim todo ponto é um ponto de d-
inflexao, isto é, 4 (X) = 0. Uma vez que nem toda curva invariante possui grau d — 1,
tem-se g4-1 (X) # 0.

Reciprocamente, seja p € P? um ponto nao-singular de X e suponha que a solucao
passando por p é parametrizada, localmente, por (z,y (z)) . Como, por hipétese, g4 (X)
¢ identicamente nula, a composicao dessa solugao local com o mergulho de d-Veronese
estd contida em um hiperplano (Observacao 4.2.2), e assim (z,y (z)) deve estar contida
em uma curva algébrica de grau no maximo d. Como toda solugao é algébrica, segue,
do Teorema de Darboux (vide Teorema 2.3.3), que X admite uma integral primeira de
grau no maximo d. Da hipdtese €41 (X) # 0 tem-se que a solug¢ao genérica possui grau
pelo menos d. [ |

Combinando a Proposicao 3.2.2 com o Teorema 3.2.3, obtém-se:

Corolario 3.2.4 Seja X um campo vetorial em P2. Para todo d € N, as equacoes
das possiveis curvas invariantes de grau menor ou igual a d aparecem como fatores
de e4(X), e seeq(X) =0 entdo X possui uma integral primeira racional de grau no
mazximo d.
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Capitulo 4
Apeéndice

Este apéndice comeca com um breve resumo da definicao e propriedades basicas
iniciais de diferenciabilidade complexa. Em seguida, serao estudados os espacos
projetivos complexos.

4.1 A derivada complexa

Seja f : U — C uma funcao continua, onde U C C? é um aberto. A funcao f é dita
holomorfa em zy € U se o limite

/ — I f(zo+h)—f(20)
f(20> hl_% h

existe. O nimero complexo f’ (zg) é chamado de derivada de f em zy. Se f for holomorfa
em todo 2y € U, entao f é dita holomorfa em U.

Nota-se que as regras usuais de derivacao de duas fungoes com valores reais se
estendem naturalmente para fungoes com valores complexos. Assim, por exemplo, se
f,g: U — C3 sao funcoes holomorfas, tem-se:

L (f+9)(2)=f(2)+ 9 (2);
2. (f-9) () = f'(2) -9 (2) + [ (2) - ' (2);
3. Se g(2) #0, entdo (1) (2) = 5z [f (2) -9 (2) = £ () - ¢/ (2)].

Teorema 4.1.1 Seja f : U — C uma funcao continua. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

1. f é holomorfa em zy € U;

2. As partes real e imaginaria de f satisfazem as relagoes de Cauchy — Riemann, e
f é diferenciavel em zy do ponto de vista real;

3. f possui derivada real em z;, e esta transformcao linear corresponde a
multiplicagao por um nimero complexo.
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4.2. O N-ESPACO PROJETIVO COMPLEXO

4.2 O n-espaco projetivo complexo

O n-espago projetivo sobre C é definido como o conjunto de todas as retas que
passam pela origem em C"™' e é denotado por PZ (ou mais simplesmente por P").
Assim, cada ponto x € C"*1\ {0} determina uma reta {(Azg, ..., A\z,) | A € k} € C"™,
de modo que os pontos z,y € C"*! estdo numa mesma reta se, e somente se, r; = \y;, Vi
e para algum \ € C.

Mais formalmente, considere a relagao de equivaléncia ~ que identifica os pontos
z,y € C" se existir um escalar A € C\ {0} tal que y = Ax . O n-espaco projetivo é o
correspondente espacgo quociente

ooy

~

IP)’/Z

A classe de equivaléncia de um dado x = (zg, ..., x,) € C"™\ {0} é denotada por
(xo:...:x,) (coordenadas homogéneas do ponto x).

Observacao 4.2.1 A projecao natural

7 C"\ {0} — P"
(Toy ooy ) —> (Lo oo Xy)

induz em P™ a topologia quociente. Tal projecdo é continua, logo S C P™ é aberto se, e
somente se, 71 (S) € aberto em C"™\ {0}. Sabe-se que P" é uma variedade complexa
compacta, conexa, de dimensao complera n. Pode-se estabeler em P" uma nocao de
vizinhanga, sequndo a qual dois pontos de P" estao “proximos” se as retas associadas
em C"! formam um dngulo pequeno.

Claramente, tem-se uma injegao:

cr — P"
(X1, yx) — (Lixy:...ixy)

Considere os seguintes conjuntos:
U={(xg:...0x;:...0xy) €P? | 2; 40},  i=0,...,n.

Cada U; é um aberto denso em P", pois 7! (U;) é o complementar do plano
r; = 0 em C"™ e é um aberto denso em C"*1\ {0}. Os U;’s sao chamados de abertos
coordenados (ou cartas afins) de P™

O espaco P decompoe-se, entao, como uniao dos seus abertos coordenados:

P"=UyU...UU,.

Um aberto coordenado de particular interesse é U,, pois através deste (por
convengao), define-se:
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4.3. CONTAS DO EXEMPLO 3.2.1

Hy = P"\U, = {(xzo:...:2,) |2, =0}
H,, é chamado de hiperplano no infinito. O homeomorfismo
(o i i@p_1:0) «— (zo:...: Tp_1)

mostra que H, identifica-se a P*~!. Tem-se P* = U, U H...
Cada um dos Us é homeomorfo a C". De fato, para cada i, a aplicacao

Wi Ui - c
(ot it iwy) > (P EELg)

¢ um homeomorfismo; mais que isso, ¢ um biholomorfismo.

Observagao 4.2.2 (Merqulho de Veronese) Dados inteiros positivos n, d, sejam
My, ..., My todos os monomios de grau d nas n + 1 wvaridveis xg,...,x,. Logo,
N = (”:;d) — 1. A aplicagio vg: P* — PV dada por p — (My(p),..., Myx(p)),
p € P" ¢ extremamente importante em Geometria Algébrica, e recebe o nome de
“Mergulho de Veronese de grau d” ou “Mergulho de d-Veronese”. FEsta aplicagao é
um homeomorfismo de P sobre sua imagem, que € uma variedade projetiva irredutivel
em PN (quando n = d = 2, esta variedade é chamada “Superficie de Veronese”). Se
V C P" é um subconjunto algébrico de codimensao 1, mostra-se que vg leva V em um
subcongjunto algébrico de PV que estd contido em um hiperplano.

4.3 Contas do Exemplo 3.2.1

Para o célculo da primeira curva estdatica do exemplo (3.2.1) deve-se realizar as
seguintes contas no Maple 15\ :

1% linha

>X(f)=(2"3-y3)*x(2"3—2"3)xxx2Lf+(2"3—y 3)*(y 3 —2"3) *y*a%

2% linha

>Y (f) = yAQ*zAQ*%f—i—x?*z?*{%f%—x?*y?*%f

3% linha

> Z(f) =tx X(f)+s=Y(f).

4 linha

> Z(x).

5% linha

> Z(y).

6 linha

> Z(2).

7% linha

> Z(Z(x)).

8% linha

> 2(Z(y).
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4.3. CONTAS DO EXEMPLO 3.2.1

9? linha
> Z(Z(2)).

10% linha, deve-se escolher a opcao matriz e colocar as seguintes entradas:
x Y z
Z(x)  Zly)  Z(z
Z(Z(x)) Z(Z(y)) Z(Z(z))

11¢ linha, deve-se escolher a op¢ao determinante.
12%linha, deve-se escolher a opcao fator.

Observacgao: Com ajuda do Maple® é de fécil verificagao que € (Lg) = 0, porém
Z (Lg) # 0. Com isto temos um contra-exemplo para a reciproca da proposigao (3.2.2)
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