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Resumo

Neste trabalho expomos a resolucao do problema das 4 retas do Calculo de Schubert
utilizando o mergulho de Pliicker, com énfase no estudo da posicao relativa das 4 retas
dadas em P2, 0 que nos permite obter uma descricao explicita do conjunto de solucoes
e dar sentido preciso a nocao de posicao geral.

No capitulo 1 inserimos a nogao de espaco projetivo e outras correlatas que servirao
de base no estudo do problema a ser resolvido.

No capitulo 2 introduzimos o Mergulho de Pliicker, w, o qual nos permite identificar
o conjunto das retas que encontram uma reta fixa [y com a intersecao da quadrica de
Pliicker e o espaco tangente & mesma no ponto w(ly). Além disso damos a descrigao
das variedades lineares contidas na quadrica de Pliicker.

Por fim, no capitulo 3 demonstramos o Teorema 3.0.3 que é a chave para resolugao
do nosso problema e fazemos a descricao do conjunto solucao cada para posicao relativa
possivel das 4 retas.

Concluimos com um apéndice onde tratamos da conjectura de Shapiro-Shapiro no
caso do problema das quatro retas do cédlculo de Shubert.

Palavras-chave:

Grassmanniana, Mergulho de Pliicker, Calculo de Schubert.
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Abstract

In this dissertation we expose the solve the four line problem in Schubert Calculus
using the Pliicker embedding, giving emphasis to the study of the relative position of
the four given lines in P?, this allows us to obtain an explicit description of the solution’s
set as well as to give the precise meaning to the notion of general position.

In chapter 1, we insert the notion of projective space and other related, which are
the basic notions for addressing the problem that we treat.

In chapter 2, we introduce the Pliicker embedding, w, which allows us to identify
the set of lines that meet a fixed given line [, with the intersection of the Pliicker’s
quadric, Q, and the tangent space of Q at w(lp). We also give the description of all the
linear varieties contained in the Pliicker’s quadric Q.

Finally, in chapter 3 we demonstrate the Theorem 3.0.3 which is a key ingredient
to find solutions for our problem. Moreover, we establish a relationship between the
relative position of the four given lines and their solution’s set.

Finally, we conclude in the appendix with the Shapiro-Shapiro conjecture in the
case of the four line problem in Schubert Calculus.

Keywords:

Grammannian, Pliicker Embedding, Schubert Calculus.
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Introducao

O problema do qual trataremos neste trabalho é um tipico problema de Geometria
Enumerativa, a saber: Dadas quatro retas distintas no espago projetivo complexo
tridimensional IP3, determinar o ntimero de retas que as intersectam simultaneamente.

Para resolver problemas deste tipo o gedmetra alemao Hermann Casar Hannibal
Schubert (1848-1911) introduziu um célculo, hoje chamado em sua homenagem de
Calculo de Schubert.

De modo simplificado a idéia deste calculo é: dado um sistema de equagoes algébricas
transformé-lo em um novo sistema cujas solucoes sao mais faceis de calcular. Este
calculo é baseado no Principio da Conservagcao do Numero que garante que o nimero
de solugoes encontradas no fim do processo é o mesmo que o do inicio. Porém tal
principio era na época muito questionado pela falta de uma demonstracao.

Justificar este resultado foi a base do 15° problema dentre os 22 da lista apresentada
por Hilbert no Congresso Internacional de Matematica realizado em Paris em 1900.

De fato, com o desenvolvimento da teoria de interse¢ao, em particular pelo calculo
do anel de Chow da grassmanniana de retas em P?, G(2,C*), sabe-se que dadas 4 retas
em posicao geral em P3, existem exatamente 2 solucdes (veja problema 1 na pagina 210
em [2], [4] ou [6] para uma pesquisa mais aprofundada).

Assim o objetivo deste trabalho é determinar as solucoes do problema das 4 retas
de Schubert, estudando a posicao relativa das 4 retas dadas em P? e, em particular
esclarecer o significado de “posicao geral”’das 4 retas neste problema.

Salientamos que a nogao de posigao geral trata da posicao “mais geral”dos objetos
em estudo. De fato, consiste em encontrar um aberto no espago de parametros
destes objetos no qual o problema em questao admite solucao finita, naturalmente
a determinacao deste aberto depende do problema em questao.

Neste trabalho veremos as nocgoes basicas necessarias para a determinacao das
solugoes deste problema, entre elas espago projetivo, grassmanniana de retas e mergulho
de Pliicker. De fato, um ingrediente chave para encontrarmos as solucoes do problema
em questao ¢ a utilizacao do mergulho de Pliicker, que tem esse nome em homenagem
ao fisico e matematico alemao Julius Pliicker (1801-1868).

Por outra parte quando se estudam problemas em &reas aplicadas (fisica,
estatistica,...) a determinagao de solugoes reais é imprescindivel. Com foco nisto, no
apéndice discutimos a conjectura de Shapiro-Shapiro no caso do problema das 4 retas
do Caélculo de Schubert baseado em [12] e [13].



Notacao e Terminologia

A seguir fazemos uma lista de notagoes e terminologias utilizadas no decorrer do
texto e damos os seus significados:

e Sejam p # ¢ dois pontos distintos em P". Entao denotaremos por [,, a (inica)
reta em P" passando por estes pontos.

e Sejam p € P" e [ C P™ uma reta tal que p nao pertence a [. Entao denotaremos
por (p,l) o (inico) plano em P™ contendo o ponto p e a reta .

e Sera utilizada a mesma notagao para dimensao afim e projetiva e o contexto
indicara qual dimensao o texto se refere.

As demais notacoes e terminologias presentes no trabalho terao seu significado
expresso no decorrer do mesmo.
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Capitulo 1

Espaco projetivo e conjuntos
algébricos

Iniciaremos este trabalho com um estudo sobre os espacgos projetivos e conjuntos
algébricos. A exposicao a seguir tem como base [5].

Muita coisa na matematica surge como forma de explicar ou justificar algo visto ou
usado em outro ambiente, seja ele cientifico, cotidiano ou até mesmo artistico. Com a
Geometria Projetiva nao foi diferente.

A representacao artistica grega de figuras estruturalmente perfeitas, mas sem
qualquer expressao de sentimento, vai dando lugar, com o renascimento (1400 a 1600
DC), a figuras e esculturas que mostram a realidade ou a imaginacao de seu autor.
Assim foram necessarias técnicas que pudessem auxiliar na criacao de tais imagens.

A Geometria Euclidiana nao atende a tais necessidades com suas nogoes de
semelhanca e equivaléncia de figuras mediante a congruéncia. Surgiu entao, de modo
intuitivo, a nogao de perspectiva nos trabalhos dos pintores do século XV.

Figura 1.1: Perspectiva

A perspectiva foi matematicamente introduzida pelo italiano Leon Battista Alberti
(1404 - 1472) em 1435. Sua idéia foi simplificar o mecanismo da visdo, cada olho
humano vé uma imagem plana distinta da outra, sendo as duas levadas ao cérebro e



1.1. ESPACO PROJETIVO

sO entao este recria a sensagao de tridimensionalidade. Leon propds entao que fosse
pintado o que s6 um olho vé e utilizar-se de jogos de luz e sombra, além da diminuicao
da intesidade da cor em funcao da distancia, para dar a idéia de tridimensionalidade.

Matematicamente podemos interpretar que entre o olho e o objeto é formado um
cone de raios luminosos, denominado Cone de Imagem, na pintura é retratada uma
secao deste cone.

Neste ponto questiona-se: quais seriam as propriedades preservadas pelas secoes
de cone? Notamos que algumas propriedades da Geometria Euclidiana sao quebradas,
como distancia, angulos, paralelismo de retas e semelhanca.

Surge entao a Geometria Projetiva e nela o conceito de espago projetivo. Iniciaremos
com a construcao do plano projetivo real, que da sentido matemético preciso ao conceito
de perspectiva comentado anteriormente. Para mais detalhes, veja [1] e [14].

1.1 Espaco Projetivo

Antes de falarmos do Espaco Projetivo Complexo, no qual trataremos mnosso
problema, vamos conhecer o Plano Projetivo Real, que nos servird de motivacao para
a construcao dos espacos projetivos em geral.

O conceito de Plano Projetivo Real foi inicialmente introduzido pelo matemaético,
engenheiro militar e arquiteto francés de Lion, Girard Desargues (1591 - 1661).

Podemos construi-lo do seguinte modo (conforme [14]):

Considere o plano afim mergulhado no espaco tridimensional real R3 como o plano
7w de equacao z = 1.

Figura 1.2: Construcao do Plano Projetivo

Cada ponto p do plano 7 determina uma tnica reta U, passando pela origem.

Note que além dos subespagos unidimensionais da forma U,, em R?® hd também
subespagos unidimensionais que nao intersectam o plano 7, que sao justamente os
subespagos contidos no plano Oxy, estes sao ditos pontos no infinito.

Assim passamos a definir o plano projetivo real por:



1.1. ESPACO PROJETIVO

Definicao 1.1.1 O plano projetivo real P? € o conjunto das retas do espaco
tridimensional real passando pela origem.  Isto é, o conjunto dos subespagos
unidimensionais do espaco tridimensional real R3.

Utilizando a mesma nogao da construgao do plano projetivo real podemos considerar
para qualquer espaco vetorial V' sobre um corpo K o conjunto formado pelos subespagos
unidimensionais de V', que denotaremos por P(V') e denominaremos de projetivizac¢ao
de V' (ou espago projetivo determinado por V). Assim

P(V) = {[v} cVpeV, méo}, (1.1)

onde [v] denota o subespago de V' gerado pelo vetor v (conforme [10]).

Por simplicidade, de aqui em diante denotaremos P" = P(C"*!). Veja que P = {[1]}
consiste de um tnico ponto, pois C = [1] é o tnico subespago de C de dimensao
1. Ja P! consiste de uma cépia de C e o ponto no infinito, mais precisamente

Pt = {[(a, )] [a € C}U{[(1,0)]}.

Um ponto p = [v] € P" com v = (aq, ..., a,), serd denotado por p = [ag : ... : a,),
ag, . . .,a, serao chamados de coordenadas homogéneas do ponto p. Note que se
aop, . . ., a, sao coordenadas homogéneas de p entao Aao, ..., Aa,, com A € C*, também

sao coordenadas homogéneas de p.
Observacao 1.1.0.1 Se definirmos a relagao de equivaléncia ~ em V — {0} por

u~v<3INeK-{0} tal que u= v,

entio Y% pode ser identificado com P(V). De fato, defina

~

[v] 7

A seguir usaremos a definicio de P(V) em (1.1) ou sua identificacio com Y% dada
por .

1.1.1 Retas, Planos e Hiperplanos

Uma reta no espago projetivo P(V') é um subespaco linear de dimensao um de P(V').
De maneira geral os subespacos lineares de dimensao r de P(V') com dimV = n+ 1 sado
construidos como a projetivizacao dos subespacos W de V' de dimensao r + 1, r < n.
Assim definimos dimP(W) = r, em particular dimP(V') = n. Os subespagos lineares de
P(V) de dimensao 1, 2, e n — 1 recebem os nomes especiais de reta, plano e hiperplano,
respectivamente.

Na geometria projetiva dois hiperplanos em P(V') sempre se intersectam.

3



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

Fato 1.1.1.1 Sejam Hy, = P(W;) e Hy = P(W3) hiperplanos em P(V), com dimV =
n—+12> 3. Entao Hi N Hy € um subespaco linear de dimensao n — 2, ou Hy = H,.

Demonstragao: Se H; = H,, temos o resultado. Suponhamos H; # H;. Entao
Wy # Wa, logo vy € Wi, com vy nado pertencente a Wa, tomando {uy, . . ., u, } uma base
de Wy, temos que {uq, ..., up,v1} é Ll e [ug, ..., u,,v1] = V. Portanto V = Wy + Wh.

Ja que dimV =n+1, dimW; = dimWy = n e dim(W, N Ws) = dimW; + dimW, —
dim(V), temos que dim(WyNWy)=n+n—(n+1)=n—1.

Por outro lado, tendo em consideragao que Hy N Hy = P(W7)NP(W,) = P(W;NTG)
concluimos que H; N Hy é um subespago linear de dimensao n — 2.

O

Em particular, concluimos que duas retas contidas num mesmo plano sempre se

intersectam.

Fato 1.1.1.2 Seja P(W) C P(V), um subespaco linear de dimensdo 2, e sejam Iy e ls
retas contidas em P(W). Entao ou ly Ny consiste em um ponto ou ly = ly.

1.2 Conjuntos Algébricos Projetivos

Seja d um inteiro nao negativo. Lembremos que um polindémio F' € C[Xy, ..., X,]
é dito homogeéneo de grau d se VA € C tivermos:

F(\Xo, ..., X,) = MF(Xy, ..., X,).
Considere aqui os subconjuntos de C[Xy, ..., X,] = S da forma

Sq = {f € S|f é homogéneo de grau d}.

d
Se tomarmos F € Sy com d > 1 e p = [v] € P", note que F(\v) = \F(v), assim
F(p) nao estd bem definido se F'(v) # 0. Porém se F(v) = 0, temos F(\v) = 0, Y\ € C.
Assim o conjunto

, . . . d
Observe que S; é um subespaco vetorial de S de dimencao ( n )

Z(F) = {[U] e P F(v) = o}

estd bem definido, e é chamado hipersuperficie algébrica de grau d em P", se d > 1
e I for livre de quadrados. Por exemplo, uma hipersuperficie de grau 1 em P"” é um

hiperplano.
Podemos considerar em P" subconjuntos determinados pelos zeros comuns dos
polinomios homogéneos Fi, ..., Fi, € C[X,,...,X,] , a saber

Z(Fy,. .. Fy) = {[v] € P"|Fi(v) = 0Vi = 1k} = Z(F)N...N Z(F).

4



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

Dito conjunto serd denominado de conjunto dos zeros de Fi, ..., F em P".
Seja [ = (Fy,..., Fx) C C[Xo,...,X,] o ideal gerado pelos polinémios homogéneos
F;comi=1,... k (neste caso I é dito ideal homogéneo), definimos

Z(I) = {a € P"|F(a) = 0 VF € I}.

Entao temos que Z(I) = Z(F,...,Fy) e Z(I) independe dos geradores tomados
para 1.

Definicao 1.2.1 Um subconjunto Z C P™ € dito conjunto algébrico projetivo, ou
variedade projetiva, se existem polindmios homogéneos Fi,...,F, € C[Xy,...,X,]
tais que Z ¢ o conjunto de zeros de Fy,..., Fy, ou seja, Z € a intersecao de finitas
hipersuperficies algébricas, ou Z = P".

Observacao 1.2.0.3 E importante destacar que a familia

T = {Z(I)} com I ideal homogéneo de C[ X, ..., X,],
ICC[XO

define uma topologia em P™, onde os conjuntos algébricos Z(I) sio os fechados da
topologia definida por T. Deixamos aos leitores a verificacao de que T define uma
topologia em P (conforme Ezemplo 8.2.9. na pdgina 354 de [3]). Dita topologia é
denominada topologia de Zarisks.

Se X C P" for um subconjunto, definimos o ideal de X por Z(X) = ({f €
C[Xy,...,X,]| f é homogéneo e f(z) =0, Vz € X}). Sejam X, Y C P*, com X C Y,
entao verifica-se que Z(Y) C Z(X).

Lembremos que se I for um ideal do anel A, entéo o radical de I, /I, é definido por

VI={peAFmeN,p"el}.

Teorema 1.2.1 (Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja Z(I) C P™ um conjunto
algébrico, onde I C (Xy,...,X,) C C[Xo,...,X,] € um ideal homogéneo. Entao:

Z(Z(1)) = V1.
Este resultado pode ser encontrado em [7], Proposigao 5.9 da pagina 34.
Corolario 1.2.2 Considere os ideais homogéneos J, I C C[Xy,...,X,| tais que

Z(J) c Z(I), entao I C \/J. Em particular se I = (F) e J = (Ly,..., L), com L;
formas lineares, entdo F € (Ly, ..., Ly).



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

Demonstragao: Segue do Teorema 1.2.1 que

Z(J)c Z(I)=T(Z(I)) c Z(Z(J)) = VI c VJ.

Finalmente, é suficiente observar que F € VI e v/ J = J.
O
No Teorema 1.2.4 mostraremos que de fato todo subespaco linear em P" é um
conjunto algébrico. Para isto precisamos do seguinte lema.

Lema 1.2.3 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K de dimensdo n e fi,..., fi
funcionais lineares sobre V' (i.e. fi,..., fr € V*). Seja W; = ker(f;) qualquer que seja
1 <i <k, entao temos:

(I) fi,...,fx sdo wvetores linearmente independentes de V* se, e somente se
dim(Wiyn...NnWy) =n—k.

(I1) f1,..., fx sdo vetores linearmente dependentes de V* se, e somente se dim(W;N
ﬂWk) >n—k.
Demonstragao:

Primeiramente note que [f1, ..., fi] é o anulador de W7 N ... N Wy, sabendo que a

dimensao no subespaco mais a dimensao do seu anulador é igual a dimensao do espaco
(Proposicao 4.3, pagina 52 em [9]), temos

Dal as afirmagoes (I) e (I1) sao facilmente verificadas.
O

Teorema 1.2.4 Seja A = P(W) com W = [ug,...,u,] um subespaco linear de P"
de dimensao r < n. FEntao existem exatamente n — r formas lineares linearmente
independentes L, ..., L,_,. € S tais que

A=Z(Ly, ..., Ln_).

Demonstracao:

Denotemos C"*! = V. Seja W° C V* o conjunto dos funcionais lineares cujos
niicleos contém W, ou seja, W° = {f € V*|f(ug) = ... = f(u,) = 0}. Completemos a
base {ug, ..., u,} de W para uma base de V', {uq, ..., up, wyy1,...,w,} e consideremos
sua base dual associada {ug, ..., uy,wy, ,...,wy} de V* Note que {w},,...,w};} éum
subconjunto linearmente independente de WY, pois os funcionais lineares em questao
satisfazem a propriedade basica da base dual, a saber, w(u;) = 0 para todo 0 < j <r
er+1<i<n. Portanto dimW?° >n —r.

Agora sejam fi,..., fr € V* linearmente independentes tais que

W C ker(fi)N...Nker(fx)
=r+1<dim(ker(fi)N...0ker(fy)) =n+1—k=k<n-—r,

6



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

ou seja, o maior numero de funcionais lineares em V* linearmente independentes cujos
niicleos contém W é n — r. Portanto W° tem dimensao n —r e W = ker(f;)N...N
ker(f._,) para qualquer base {fi,..., fuo_r} de W°.

Agora fixemos a base candnica a = {vp,...,v,} de V (onde v; = e;41, com
0 < i <n)eseaa = {v),...,v:} sua base dual associada. E escolhamos uma
base para W9, a saber {fi,..., fo_,}. Assim cada f; possui uma representagio tinica

em relacao a base o,
n
*
fi= E Qi jV;
Jj=0

com a;; € C. Considere as n — r formas lineares L; definidas por

Li = ZO,Z'JXJ‘,
=0
1<i<n-—remC[Xy,...,X,]. Note que:

1. Se os vetores ug, . . ., u, sao representados na base o por

n
Ui = E Ui jVj
3=0

com 0 < i < r, entdo para cada [boug + ...+ byu,] € A temos que

n

boUO + ...+ bruT = Z(boﬂo,j + ...+ bru,,,j)vj.

J=0

Portanto

3

Li([b()UO + ...+ brur]) = am(bouw + ...+ brum) = fi(b()UO + ...+ brur) =0
0

J
paratodo 1 <i<n—r=ACZ(L)N...NZ(L,—,).

2. Seja [vle Z(Ly)N...N Z(Ly—,) com

n
vV = E VjUj.
Jj=0

Entao
n

filv) = aizv; = Li([v])) = 0

J=0

para todo 1 <i <mn —r. Portanto v € ker(fi)N...Nker(f,—,) =W = [v]e A.



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

S A=Z(L)N...NZ(Lny).
0

Definicao 1.2.2 Um conjunto algébrico projetivo X C P™ ¢ dito conjunto algébrico
linear, ou variedade linear se X = Z(I) onde I = (L1, ..., L) com Ly, ..., L € Sy.

Seja X = Z(I) uma variedade linear com I = (L4, ..., L;). Note que caso I = {0}
entdo X = P". Caso contrario: I # {0} e podemos assumir que I = (L4, ..., L), onde
{Li,..., Ly} é linearmente independente. Note que se

Li = Zn: Clinj
j=0

entdo Z(I) = P(W), onde W = {(bo, b)) € CH YN jaby = 0}. Assim
dimZ(I)=n+1—-k)—1=n—k.

Observe que:

[ C P? é uma reta < [ = Z(L), com L forma linear nao nula em C[X,, X, X5].

[ C P® ¢ uma reta & [ = Z(Ly,Ly), com {L;, Ly} formas lineares LI em
C[X07X17X27X3]'

Proposicao 1.2.0.4 Sejam F € Sy nao nulo, com d > 1, el = P(W) uma reta em
P" n > 2. Entio Z(F)N1l#0. Além disso oul C Z(F) ou Z(F) N1 consiste de no

mdximo d pontos.

Demonstragao: Sel C Z(F') temos o resultado.
Suponha que | ¢ Z(F), entdo podemos escolher uma base {w1,ws} de W tal que
[wsy] nado pertence a Z(F) e podemos escrever

I = {[w; + tws]| t € C}U {[wo]}

Se wy = (ag,...,an), wy = (by,...,b,) €

.....

20,-+5in >0
Z0++'Ln:d



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

Note que se [wy + tows] € Z(F'), entdo p(ty) = 0.

Sendo p(t) um polinémio nao constante, ji que o coeficiente do termo de grau d é
F(wy) # 0, entao pelo Teorema Fundamental da Algebra, p tem ao menos uma raiz,
ou seja Z(F) N1l # (. Por outro lado, ja que o grau do polindémio p(t) é d, entdo o
nimero maximo de raizes distintas do polinomio é d. Portanto o nimero de pontos da
intersegao Z(F') N1 é no méximo d.

O

Corolario 1.2.5 Sejam F € Sy nao nulo, comd > 1, e A = P(W) um subespago linear
de dimensdao r > 2 de P". Entao Z(F) N A consiste de infinitos pontos.

Demonstragao: Primeiramente note que sendo A um subespaco linear de dimensao
r > 2, entao A contém um plano.

Suponhamos que A seja um plano, ou seja dimA = 2. Note que nesse caso temos
duas possibilidades:

1. Existe uma reta [ do plano A tal que | C Z(F'), ou

2. Z(F)N A nao contém retas.

No caso 1. concluimos que [ € Z(F) N A. Portanto Z(F') N A consiste de infinitos

pontos.

Para resolver o caso 2. usaremos o Fato 1.2.0.5 que sera provado apos este corolario,
a saber: dados py, ..., pm € P?, existe | & P? reta tal que p; nao pertence a [ para todo
ie{l,...,m}.

e Seja | C A uma reta, pela Proposi¢ao 1.2.0.4 a intersegao [N Z(F') é um conjunto
nao vazio. Entao escolhamos py € INZ(F) C Z(F) NA.

e Pelo Fato 1.2.0.5 existe um reta [; C A tal que py nao pertence a [;. Pela
Proposigao 1.2.0.4 a intersecao l; N Z(F') é um conjunto nao vazio, escolhamos
pm ELNZ(F)C Z(F)NA. Assim obtemos pg,p; € Z(F) N A, com py # p.

e Aplicando novamente o Fato 1.2.0.5 concluimos que existe um reta I, C A tal
que pg, p1 nao pertencem a ly. Pela Proposigao 1.2.0.4 a intersegao lo N Z(F') é
um conjunto nao vazio, escolhamos ps € lo N Z(F) C Z(F) N A. Assim obtemos
Do, P1,P2 € Z(F) N A, pontos distintos dois a dois.

Este processo pode ser realizado indutivamente, de fato, se nds ja temos uma
sequéncia de pontos distintos py, ..., pm—1 € Z(F) N A, obtemos p,, € Z(F) N A com
Pm 7# p; para i = 0,...,m — 1 da seguinte forma: segue-se do Fato 1.2.0.5 que existe
uma reta [,, C A tal que p; nao pertence a [, para todo i = 0,...,m — 1 e podemos
escolher p,, € [,, N Z(F) C AN Z(F). Assim seguindo a constru¢ao indutiva obtemos
uma sequéncia enumeravel de infinitos pontos py, . . . , P, - - . que pentencem a Z(F)NA.

O



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

Fato 1.2.0.5 Sejam pi,...,pm € P?, entao existe | & P? reta tal que p; ndo pertence a
[ para todo i € {1,...,m}.

Demonstracao: Sendo [ uma reta em P2, entao pelo Teorema 1.2.4 existe uma forma
linear ndao nula L = AXy+ BX; + CX, tal que [ = Z(L). Vendo por outro angulo
queremos mostrar que existe uma forma linear nao nula L = AXy 4+ BX; + CX, tal
que p; nao pertence a Z (L) para todoi=1,...,m.

Consedere p; = [a;o : a; @ a;2) com i =1,...,m. Note que

i € Z(L) ~ Aaio + Bail + CaiQ = 0.

Definamos

pi: C - C
(,y,2) — apx+ apy + iz

entdo p; € Z(L) & (A, B,C) € Ker(p;).

Assim queremos mostrar que existe (A, B,C) € C3—{(0,0,0)} tal que (A, B,C) ¢
Ker(p:)Vi.

De fato, sendo p; uma transformacao linear pelo teorema do Nucleo e Imagem
dimKer(p;) =2,Vi € {l,...,m} desde que p; é sobrejetiva.

Suponhamos que nao existe L = AXy + BX; + C X, tal que p; nao pertence a L
para todo %, ou seja,

| Ker(p) = C°,
=1

mas Ker(p;) sao subespagos lineares de C* de dimensao 2, e a unidao de subespagos
Wi, ..., Wi de um espago vetorial V' é também um espago vetorial se, e somente se
existe i € {1,...,k} tal que W; CW;, Vj € {1,..., k}, nestas condigoes

dim | JW; = dimW; = 2.

Assim mesmo que |J Ker(p;) seja um espago vetorial, sua dimensao é dois.
Portanto, existe L = AXy 4+ BX; + C' X5 forma linear nao nula tal que

pi € Z(L)Vi=1,...,m.

O
Observando a demonstracao do Fato 1.2.0.5 anterior notamos que o mesmo vale nao
so para o corpo C, como para qualquer corpo infinito.

Definigao 1.2.3 Seja Z(F') uma hipersuperficie de graud. p € P" é chamado de ponto
OF

singular de Z(F) se, e somente se 55-(p) =0Vi=0,...,n.

10



1.2. CONJUNTOS ALGEBRICOS PROJETIVOS

Com essa definigao em mente podemos separar as hipersuperficies em dois tipos:

1. singular: aquelas que possuem algum ponto de singularidade, ou

2. nao singular: aquelas que nao possuem pontos de singularidade.

Se X = Z(F) C P" for uma hipersuperficie de grau d, denotaremos por Sing(X) o
conjunto das singularidades de X.

Observe que X = Z(L) C P" hiperplano, ndao admite pontos singulares. J& para d >
2, sempre existem hipersuperficies singulares, por exemplo X = Z(Xd+...+X¢ |) C P"
¢ singular, sendo Sing(X) ={[0:...:0:1]}.

Por outro lado, segue-se da definigdo de ponto singular que Sing(X) =

7z (59—)2, o ;TFH) ¢ um conjunto algébrico. Além disso pela equacao de Euler:
oF oF
Xo— +... n =dF
ox, T T ek,

temos Sing(X) C X.
Sejam X = Z(F) C P" uma hipersuperficie de grau d e p = [v] € X — Sing(X).
Seja F': C"*! — C o diferencial de F em v, isto &,

" OF

Fl(ug, ... ,u,) = (9X~<U)'ui‘
i=0 !

Note que ker(F)) = ker(F},) para todo A € C*, o que nos permite definir:

Definigao 1.2.4 O espaco projetivo tangente a X no ponto p = [v], denotado por T, X
como

T,X = P(ker(F")) = {[uo ] € P g)i (0).u; = o}. (1.2)

Observe que:

1. Segue da equacao de Euler que p € T, X.

2. Se p € X ¢ um ponto nao singular, entao T, X é um hiperplano em P".

11



Capitulo 2

Grassmanniana e Mergulho de
Plicker

Neste capitulo estudaremos a grassmanniana de retas em P? e utilizaremos o
mergulho de Pliicker para identificar dita grassmanniana com uma hipersuperficie
quadrica Q em IP5.

Definicao 2.0.5 Sejam V' um espaco vetorial sobre C de dimensao n + 1. Para cada
0 <d<n+1. Chamamos de d-grassmanniana ou grassmanniana de d-planos em V,
denotado por G(d,V'), o conjunto

G, V)= {W C V| W € um subespago vetorial de V' de dimensao d}.

Assim a projetivizacao de V' pode ser vista como a grassmanniana de subespagos de
dimensao 1 do espago V, ou seja,

P(V) = G(1,V).

Do mesmo modo G(2,V) é chamada de Grassmanniana de retas de P(V') pois como
ja vimos toda reta [ C P(V') é definida como a projetivizagdo de um subespago vetorial
W de V de dimensao 2, ou seja, W € G(2,V).

Consideremos a partir deste momento o polinémio F' = Xy Xo3— X2 X153+ X3 X12 €
C[Xo1, Xoz, Xo3, X12, X13, Xo3] € a hipersuperficie quadrica Q = Z(F) C P°.

Afirmacgao 2.0.0.6 Nas notacoes anteriores, Q € nao singular.

Prova da Afirmacao: Sendo F' = Xg1Xo3 — X2 X153 + X03X12, temos

OF OF OF OF OF OF

aX(n 23 8X02 13, 8X03 1278)(12 03> 8X13 02, 8X23 01

Como a tnica solucao deste sistema é a origem em C°, concluimos que Q é nao
singular. 0

12



Definamos a aplicacao

w: G2,CYH — P° (2.1)
T =[u,v] — w(m) = |we : wog : wo3 : Wia : W3 : Wag] '
onde u = (ug, U1, Uz, u3) € v = (Vg, V1, V2, V3) € Wij = w;v; — u;jv;, 0 < i < j<3.

Proposicao 2.0.6 w estd bem definida, Im(w) = Q e w € injetiva.

Demonstragao: Primeiro observe que sendo u = (ug, uy, uz,u3) e v = (vg, v1, v, V3)

linearmente independentes, algum w;; # 0. Além disso se v = (u),u}, u), us) e
v = (v}, v}, v, v}) s@o tais que m = [u, v] = [/, V'], entao existem «, 3,7, 6 € C tais que
u = ou + (v,
v o= yu + o,
0 # ad—pPy.

Que é equivalente ao sistema nas coordenadas dos vetores u, v, u’, v, a saber,
/ /
u;, = ou,+ P,
v = yu; + ov.

Assim temos que

wij = wv; — uv; = (@b — By)(uv; — uj;) = (ad — By)w);.

Como ad — By # 0, segue que:

. . . . . — L S T

Portanto, w esta bem definida.

Provemos agora que w(G(2,C*)) = Q. Por um lado, Vw(7) € w(G(2,C*)), temos
que F(w(m)) = 0. O que implica em w(G(2C*)) C Q.

Por outro lado, fixados u = (ug, uy, uz, u3) € v = (v, vq, V2, v3) temos que:

VU — UV (07 —Wo1, —Wo2, —w03);
viu —uv = (wor, 0, —wig, —w13);
VU — UV = (U}OQ, W12, 0, —w23>;
V3U — U3V = (w03, W13, —Wa23, O)-

13



Seja a = [woy : wog : Wos : Wiz : wig : W3] € Q. Suponha, sem perda de generalidade,
que Wo1 7& 0 entao os vetores D= (O, —Wp1, —Wop2, —wog) e q= (th 0, —W1i2, —U)lg) sao
linearmente independentes. Consideremos o plano 7 = [p, ¢] € G(2,C*). Note que:

2 . . . .
W(W) = [w01 T Wo1Wo2 - Wo1Wo3 - Wo1W12 - Wo1Wi13 - WoW13 — w03w12]

como a € Q, entao weawi3 — We3Wia = WoyWaz. Assim w(r) = a. Logo Q C w(G(2,CY)).
Portanto Q = w(G(2,C*)).

Verifiquemos agora que w € injetiva.

Sejam 7 = [u,v] e 7 = [v/,v'] em G(2,C*). Assuma que w(w) = w(7') € Q & P,
entao wy; = aw;j; onde a € C\ {0} e 0 <i < j < 3.

Suponha que wy; = aw(, # 0. Entao

T = [u, v] = [vou—upv, viu—uiv] = [ (vou—ugv), = (Lyu—uyv)] = [vhu’ —uyv’, viu' —
up'] = [ 0" =o'

Portanto w é uma bijecio entre G(2,C?) e Q.

U
A fungao w é chamada de Merqgulho de Plicker.
Para my € G(2,C*) fixo definamos

O = {7r € G(2,CY|dim(r N o) > 1}.
A seguir mostraremos que o mergulho de Pliicker w nos permite identificar €2y com
Tp,QN Q C P, onde Py = w(m). Assim identificamos o subconjunto de retas que

intersectam uma reta fixa em P3 com a intersecao de um hiperplano tangente a Q e a
hipersuperficie quidrica Q em P°.

Lema 2.0.7 Seguindo as notacdes anteriores. Seja m # my € Qy e u € C* tal que
7N m = [u]. Tomando vy € my — [u] e v € ™ — [u]. Entdo

1. [u,svg +tv] € G(2,C*), V[s: t] € PL.

2. Sejam w : G(2,C*) — P° o mergulho de Plicker em (2.1) e
Lrne = {500+ 1] € G2, CH)ls - ] € P},

Entao w(Lnqy ) € uma reta (contida em Q) em P° passando por w(m) e w(r).

3. Sejamp=[u] € P®, M =P(my+7) e
Q,(I1) = {l CP?*|l uma reta e p €1 CH}.

Entao Q,(I1) se identifica com Ly, » e consequentemente com a reta w(Lyy ) em
IPS.
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Demonstracao: Provemos o item 1.

E suficiente verificar que u e svg + tv, com s,t € C\ {0}, sdo lincarmente
independentes em C*. Suponha por absurdo que u = \(svg + tv), A # 0, entdao v €
o que é absurdo. Logo {u, svy + tv} é linearmente independente.

Portanto [u, svg + tv] € G(2,C*), V(s : t] € P.

Seguindo a demonstracao, provemos o item 2.

Lembremos que dados dois pontos distintos p = [u] e ¢ = [v] em P" existe uma tnica
reta [, , em P" passando pelos pontos p e ¢g. Além disso, [, , = {[su+tv] € P"|[s: t] €
P'}. Se denotarmos por Py = w(my) = [Vo] e P = w(w) = [V], entao pode-se verificar
que w([u, svg + tv]) = [sVy + tV] para [s : t] € P'. Portanto w(Ly,») = lp,.p-

Quanto ao item 3. basta observar a identificacao de G(2,C*) com as retas em P3 e
com ela a relagao existente entre L, . e Q,(II). O

Proposicao 2.0.8 Seguindo as notacoes anteriores. w induz uma bijecao entre )y e
TpQNQ C P,

Demonstracao: Como w jé é injetiva, basta provar que w(€2y) = Tp, QN Q.
Sejam 7w € Qq, com 7 # my, Py = w(m) e P = w(7), mostremos que a reta que passa
por Fy e P, lp, p, estd contida em Tp, QN Q.
Af. 1 A retalp, p C Q.
Do Lema 2.0.7 temos que lp, p = w(Ly, ). Assim Ip p C Q.
Af. 2 A reta lp, p C Tp, Q.
Observe que pelo Teorema 1.2.4 temos que lp, p = Z(L1) N Z(L2) N Z(L3) N
4
Z(Ly) com L; formas lineares tais que {Lz} ¢ linearmente independente em
i=1
(C[X()l,XOQ,X03,X12,X13,X23]. Ja que lpmp C Q = Z(F), segue do Corolario 1.2.2
que

4
F=) oL
1=1

onde o; € C[Xo1, Xoz, Xosg, Xi2, X13, Xosl1.

Seja R = [w] € lp, p, entdo para qualquer u = (ug, u1,. .., us) € C® temos que
>\ OF
F! (u) = z_; 37 (w)u; = ay(w)Ly(u) + . .. + ag(w)La(u) (2.2)

onde Y; com 0 < i < 5 na igualdade acima é a (i + 1)-ésima varidvel no conjunto
ordenado {X()l, XQQ, X03, Xlg, X13, X23}.

Note que, se [u] € Ip, p segue-se de (2.2) que F, (u) = 0. Entao [u] € TgQ e portanto
lp,p € TRQ, VR € lp, p. Em particular, P € g p C Tp,Q. Sendo P = w(m) com
7 € Q arbitrdrio, entdo w(€y) C Tp, Q.

Portanto w(§2y) C Tp, QN Q.

15



Agora vamos verificar a outra inclusao: Tp QN Q C w(Qy). Fixe my = [u,v] com
u = (ug, uy, Uz, u3), v = (vVo, V1, Vo, v3) € Py = [wo1 : oz : Wo3 : Wiz : W13 : Wag] cOMo em
(2.1). Seja A = [agy : aga : Gg3 : a1 : a13 : azg) € Tp, QN Q entao

Wa3p1 — W13Ao2 + Wi2003 + Wozdi2 — Wo2d13 + Woiazz = 0, (2.3)

ap1a23 — Ap2013 + apzarz = 0.

Assuma sem perda de generalidade que ag; = 1, sendo A um elemento da imagem
de w, entao existe U € G(2,C*) tal que w(U) = A, nessas condigoes U é gerado por
p = (0,1, ap2,a03) € ¢ = (1,0, —aja, —ay3). Vamos considerar aqui dois casos.

Caso 1. wg; = 0.

Ja que Py € Q, temos wpow13 —wozwi2 = 0 e algum w;; # 0. Neste ponto assumimos
que woe = 1. Sabendo que wg; = 0 e wpy = 1 concluimos que my = [p1,¢1] com
p1=(0,0,1,wp3) e ¢1 = (1, w12,0, —ws3). Note que

wisp +q = (1, Wi2, W12Gp2 — A12, W12A03 — 6l13) el,
(wlzaoz - a12)P1 +q1 (1, W12, W12002 — A12, W12002W03 — A12W03 — w23) € 7mo-

Sabendo que, nestas condigoes temos w3 = wyzwyz € substituindo em (2.3) obtemos

Wa3 — W12Ap2Wo3 + Wi2G03 + A12Wo3 — a3 = 0

v

W12a03 — 13 = W12002Wp3 — A12Wp3 — W23-

Portanto, wiap 4+ q¢ = (wi2a02 — a12)p1 + @1 € 1o NU e consequentemente A € w({2).

Caso 2. Wo1 = 1.

Neste caso mp = [p1,q1] com p; = (0,1, wee, we3) € ¢1 = (1,0, —wi2, —wi3). Seja
o = Wig — G129, [ = Wea — ag2, NOte que

ap+ Bq = (57 Q, W12002 — Wo2d12, W12G03 — (12003 — Wo2a13 + Clo2a13) eU,
ap1 + B¢ = (ﬁ; Q, W12Q0p2 — Wp2d12, W12Wo3 — G12Wo3 — W13 + a02w13) € M-
Substituindo em (2.3) as relagoes encontradas wes = Wpawiz — WozWia € Go3 =

(p2013 — Gp3a12, Obtemos

WaW13 — Wp3Wi2 — Wi3Goz + W23 + A12Wo3 — Wo2a13 + o213 — A12a03 = 0

W12a03 — A12003 — Wo2a13 + Qo213 = W12a03 — A12Wo3 — Wo2W13 + Ap2W13-
Assim ap+ g = ap; + Bq1 € moNU. Mas, neste caso, temos um vetor nao nulo em

mo N U se e somente se a # 0 ou 3 # 0.
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2.1. SUBESPACOS LINEARES DA GRASSMANNIANA DE RETAS

Assuma que wiy = ais € wee = agg, Sejam ¥ = a3 — wiz € 0 = ag3 — wp3. Observe
que

yp +0q = (57 Y, G213 — W13Go2 — A12G03 + Wo3G12, Wo3G13 — a03w13) =yp1 +0q

Finalmente note que se A # P, algum dos ntimeros «, (3, 7, 6 é nao nulo. Assim
A S W<Qo)
Portanto Tp,Q N Q C w().
O

2.1 Subespacos Lineares da Grassmanniana de
Retas

A partir deste ponto usaremos a seguinte notacgao:
e Qp é o conjunto das retas de P? que passam pelo ponto P, chamado de estrela.
e Q(II) é o conjunto das retas de P? contidas no plano II, chamado de plano regrado.

o Qp(II) = QpNQ(II) é o conjunto das retas contidas no plano II que passam pelo
ponto P, chamado de feize (plano) de retas de P3.

Vimos anteriormente que @ = Z(F) C P° é a hipersuperficie quddrica que se
identifica com G(2,C*) através do Mergulho de Pliicker, ainda compreendemos que o
subconjunto ,(IT) em P? se identifica com L, . C G(2,C*), onde II = P(my + ) e
p = [v] com v € T N7, e por sua vez este se identifica com uma reta na quadrica Q de
P5 através do Mergulho de Pliicker.

Nesta seccao faremos uma caracterizacao dos subespacos lineares da Grassmanniana
de Retas, para maiores informagoes consulte [8].

Sendo Q uma hipersuperficie quadrica nao singular de P?, Q pode conter subespecos
lineares de dimensao menor que 3, retas e planos por exemplo, conforme a Proposicao
2.1.2. A seguinte proposi¢ao descreve como sao as retas contidas em Q.

Proposigao 2.1.1 Seja w : G(2,C*) — P5 o Mergulho de Plicker em (2.1) e | uma
reta em P° contida em Q. Entdo para quaisquer dois pontos distintos P e Py em [, tais
que P =w(m) e Py = w(my) € verificado que dimm Nmg =1 el =w(Ly, ).

Demonstracgao:
Sejam Py e P dois pontos distintos em [ tais que Py = w(m) e P = w(m). Agora
consideremos Vy = (ag,...,as) e V. = (by,...,bs) vetores nao nulos em C® tais que

Py = [Vb] e P = [V]. Note que a condigao de I C Q ¢ equivalente a [sVy +tV] € Q para
todo [s : t] € P!, visto que estes sdo exatamente os pontos da reta [, isto é

st(a0b5 — a1bg + agbs + azby — asb; + (I5bo) =0, v [S : t] € ]Pl,
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2.1. SUBESPACOS LINEARES DA GRASSMANNIANA DE RETAS

o que implica em agbs — a1by + asbz + azbs — asby + asby = 0. Mas isto é o mesmo que
P € Tp,Q. Logo P = w(m) € Tp,QN Q e pela Proposicao 2.0.8 temos que m € .
Portanto dimmy N 7w = 1. Por fim pelo Lema 2.0.7 concluimos que w(L, ) é uma reta
em Q passando pelos pontos w(m) e w(m), e pela unicidade da reta passando por dois
pontos distintos temos | = w(Ly, ).

O
Consideremos agora os subespagos lineares de dimensao dois de Q, ou seja, os planos
em Q. Para tal lembremos que dados trés pontos P = [v], P, = [v1] e P, = [vs] néo

colineares em P" existe um tnico plano II C P" passando pelos pontos P, P, e P. De
fato, Il = {[av+bvl +evyl €P|a:b:c] € Pz}. Denotaremos por (Fy, Py, P2) o plano
em P" passando pelos trés pontos nao colineares Fy, P, e P, em P".

Proposigao 2.1.0.7 Sejaw : G(2,C*) — P5 0 Mergulho de Plicker em (2.1). Verifica-
se que

1. Se I = P([u, w1, us]) um plano em P* e

Lo = {7? € G(2,CY) | P(r) C H},

entio w(Ly) = (Py, P, Py) onde P, = w(m;) comi € {0,1,2}, e mg = [ug, us], m =
[u,uy] € my = [u, us).

2. Sep=[uleP3e

L, = {w € G2,CH|pc w},

entio w(L,) = (Py, P, ) onde P, = w(m), m = [u,v;] com i € {0,1,2} e
{u, vy, v1,v2} € uma base de C* contendo wu.

3. Se A é um plano em P° contido em Q, entio A = w(L,) para algum ponto p € P?
ou A = w(Ly) para algum plano I1 C P3.

4. Sejam p € P e 11 um plano em P3. Entao Q, e Q(II) podem ser identificados com
L, e Ly, respectivamente. Assim se correspondem com planos em P° contidos em

Q.

Demonstragao: Provemos o item 1.

Consideremos o plano I = P([u,uy,us]) em P32, 19 = [ug,us), m = [u,uy] e
o = [u,us]. Assim temos os pontos P, = w(m;) € Q, para i € {0,1,2}. Note que
Py # Py e eles determinam a reta w(Ly, r, ) conforme Proposigao 2.1.1.

Segue do Lema 2.0.7 que: se Py, € w(Ly, ), entdo my € L, assim existe
[s : t] € P! tal que [u,us] = mo = [u1, su + tus], logo u; € [u,us] o que é absurdo,
ja que {w,uj,us} é linearmente independente. Portanto Fy, P, e P, sdo pontos nao
colineares e podemos considerar o plano (Py, Py, P») em P5.
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2.1. SUBESPACOS LINEARES DA GRASSMANNIANA DE RETAS

Por outro lado note que
Ly = {71' c G(2,CYH | P(r) C H} = {[U,w] c G(2,CYH |v,w € [u, ul,ug]}.
Seja m = [v,w] € Ly entao através de alguns célculos verificamos que
w(m) = [(a1be — agby) Vo + (apby — a1by) Vi + (apby — azby) Vs

se P, =[V;] com i€ {0,1,2} e v = agu + ajuy + asug, w = bou + byuy + bous.

Afirmagao: Para todo ponto [a : b : c] € P? existem [ag : a1 : ag], [bo : by : by] € P2
tais que [a : b : c] = [(a1by — agby) : (aghy — a1by) : (agbs — asby)]. Basta considerar os
determinantes parciais da matriz cujas linhas sao os pontos dados.

Assim LU(EH) = <P0, Pl, PQ)

Seguindo com a demonstragao, provemos o item 2. Primeiramente note que

L, = {7r € GE2,CH|p=[u C 7r} - {[u,v] €G2,CYve <c4\[u]}.

Seja a = {u, vy, v1, vo} uma base de C* contendo u e sejam ; = [u,v;] e P; = w(m;)
para ¢ € {0,1,2}. Assim como no caso anterior os pontos Py, Pi, P, sdo trés pontos
nao colineares em P, logo determinam o plano (P, P, P2) em P°. Se 7 € £, entao
T = [u, covp+c1v1 +Covy] para algum [cg : ¢; : o] € P2 Neste caso podemos verificar que
w(m) = [coVo+c1Vi+cVa| se P, = [V;] para i € {0,1,2}. Portanto w(L,) = (P, P, ).

Para o item 3, considere A um plano em P contido em Q. Se nds assumimos que
A = (P, P, P5) onde P, = w(m;) para i € {0,1,2}. Uma vez que Py e P, determinam
as retas w(Lnr, ) contidas no plano A conforme Lema 2.0.7. Nés concluimos que
dimmg Nm; = 1 para i = 1,2. Sendo assim temos duas possibilidades para a dimensao
de my N N o, a saber, um ou zero.

Caso 1: my N Ny = [u] sendo v um vetor nao nulo de C*.

Neste caso vamos assumir que m; = [u,v;] para i € {0,1,2}. Nestas condigoes
os pontos Fy, P, e P, sao nao colineares, o que garante que P, nao pertence a reta
W(Lrgr )y assim m = [u, vo] € 7o + T = [u, vo, v1]. Portanto {u, v, v1,v9} é uma base
para C* e pelo item 2, garantimos que w(Lpy) = A.

Caso 2: dimmg Ny Ny = 0.

Sabemos pelo Lema 2.0.7 que cada par de pontos F;, P; com 0 < ¢ < j < 2
determina uma reta w(Ly, ;) e m N7y = [u], 79 N 7 = [u;] para vetores nao nulos
u,u; € C* i =1,2. Pela condicao de dimmyNm Ny = 0 temos que u; e uy sdo vetores
linearmente independentes, logo uma base para m,. Portanto, pelo item 1, podemos
concluir neste caso que w(Lyy,uyus)) = A

Por fim o item 4 ¢ verificado pela relacéo existente entre 2, e £,, w(Il) e Ly através
da identificagao de G(2,C?) com retas em P3.

O

Com a seguinte proposicao concluiremos que Q nao contem subespacos lineares de
dimensao 3 do P,
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2.1. SUBESPACOS LINEARES DA GRASSMANNIANA DE RETAS

Proposigao 2.1.2 Seja Z(G) uma quddrica nao singular de P*. Se r > 1 € tal que
Z(@G) contém subespagos r-lineares de P", entdo 2r < n.

Demonstragao:  Seja A um subespago r-linear de P". FEntao podemos concluir
pelo Teorema 1.2.4 que existem n — r formas lineares linearmente independentes
Li,...,L,, € C[Xy,...,X,] tais que A = Z(Ly,...,L,_,). Agora, se A =
Z(Ly,...,L,_,) C Z(G), entao aplicando o Coroldrio 1.2.2 podemos concluir que

= LiMy+ ...+ L, .M, , com My,..., M, , formas lineares em C[Xy, ..., X,].
Seguindo note que

OG <~ [0L; OM;
= M+ L —2
oX, 2 T Mt Ligy
para 0 < ¢ < n. Assim II = Z(Ly,...,Lp—p,My,....M,—,) C Sing(Z(Q)).
Logo IT = (). Por outro lado acontece que sendo s o nimero de formas L.I. em
{Li,..., Ly, Mq,..., M, .} temos n —r < s < 2n — 2r. Suponha que
2r>n = n > 2n—2r>s
= n—s > 0
= dimll > 0
= I # 0

Portanto 2r < n.
O

A 1ltima demonstracao também pode ser feita usando dlgebra linear da seguinte
forma.

Demonstragao 2: Seja A = P(IW) um subespaco r-linear de P" tal que {wo, ..., w,}
é uma base para W. A menos de uma mudanca de coordenadas linear podemos assumir
que G = X2 + ...+ X2. Entao G induz uma forma bilinear B : C"™'zC"™! — C dada
por

B(u,v) = upvg + ... + u,v, onde u = (ug, ..., u,) e v = (vg,...,0,).

Agora, sendo W < C"*! podemos associar o espago ortogonal
Wt = {v € C"* | B(u,v) = 0Vu € W}

Note que W+ = ker(Ty) N ... N ker(T,), onde T; é o funcional linear de C**! dado
por T;(v) = B(w;,v), i € {1,...,7}. Sendo estes funcionais linearmente independentes
concluimos que dimW+ =n+1—dimW =n —r.

Por outro lado A C Q se e somente se G(u) = B(u,u) = 0 para todo u € W.
Entdo A C Q se e somente se W C W+. Consequentemente, se A C Q, entdo
dimW < dimW+ = n + 1 — dimW. Portanto, 2dimW < n + 1 o que implica em
2r < n. U
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Capitulo 3

O Problema das 4 retas de Schubert

Neste momento vamos nos concentrar na resolucao do problema das quatro retas de
Schubert.

A Geometria Enumerativa é parte da Geometria Algébrica que trata de problemas
envolvendo familias de objetos geométricos que satisfazem determinadas condigoes de
tal forma que em alguns casos apenas um numero finito satisfacam a estas condicoes,
preocupando-se com o calculo deste niimero finito.

Em nosso caso especifico tratamos do seguinte problema: Quantas retas no espaco
projetivo intersectam quatro retas (distintas) dadas?

Notemos que a depender da posicao destas retas em P? obtemos diferentes solucoes
para o problema, como o Teorema 3.0.3 a seguir ja garante. De fato além de
determinar quantas solugoes existem, o que nos interessa € estudar a posicao das retas
em relagao com as solugoes encontradas. Para isto faremos uma andlise de cada uma
das possibilidades no que diz respeito a posicao relativa das retas dadas.

O préximo teorema nos informa a quantidade de solucoes que podem aparecer no
problema das quatro retas de Schubert.

Teorema 3.0.3 Seja m; € G(2,CY) e Q; = {m € G(2,CY|dim(r N 7;) > 1} com
1 <3¢ <4. Entao

oo?
H#(UNQWNQNQ) =< 2
1.

Demonstragao: De fato pela Proposicao 2.0.8, temos que

4

#(() = #(Tp 2N TRANTp,ANTEQN Q)

=1

com P; = w(m;) para 1 <7< 4. Seja H; =TpQ e P, = [v;] para 1 < i < 4. Assim por
(1.2) temos que H; = P(kerF} ), mais precisamente H; = Z(F;), onde
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oF
F; = Z T(Ui)Xk,j € C[Xo1, Xo2, Xo3, X12, X13, Xog]
0<k<j<3 =<k

com 1 <1 < 4. Agora temos duas possibilidades:
4

Caso 1. {qu} é um conjunto de funcionais linearmente independentes de (C%)*.
*Ji=1

Neste caso, do Lema 1.2.3 segue que dim ﬂj‘:l ker(F, )= 6—4 = 2. Ja que a fungao
associada a forma linear F; é igual a F, para 1 <i <4, concluimos que

H, N HyN HyN Hy =P("_, ker(F.,)) é uma reta em P°.
Finalmente, seja | = H; N Hy N H3 N Hy, logo pela Proposicao 1.2.0.4 temos [ C Q

ou [ N Q consiste em 1 ou 2 pontos.
4

Caso 2. {qu} é um conjunto de funcionais linearmente dependentes de (C%)*.
')i=1

Novamente segue do Lema 1.2.3 que dim ﬂ?zl ker(F;) > 6 —4 = 2. Neste caso
concluimos que
Hi N HyN Hy N Hy =P(N,_, ker(F!)) é um k-plano em P com k > 2.

Logo pelo Corolario 1.2.5 concluimos que Hy N Hy N H3N HyN Q consiste de infinitos
pontos.
O

3.1 Posicao Relativa das 4 retas X Solucoes

Sejam [y, ls, I3 e 14 quatro retas distintas em P3.
Introduziremos uma notagao para representar o conjunto solucao, S, do problema
das quatro retas no calculo de Schubert, isto é

S={lcPlInl;#0,Vi=1,2,3,4}.

A seguir listaremos as possibilidades para a posi¢ao das quatro retas e seu respectivo
conjunto solucao S.

3.1.1 As 4 retas possuem um ponto em comum

Considere o ponto p na intersecao das retas [;, ou seja,

4
p e ﬂ lz
=1

Neste caso ainda temos duas opgoes a considerar, a saber: a) as quatro retas sao
coplanares; b) as quatro retas nao sao coplanares.
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3.1. POSICAO RELATIVA DAS 4 RETAS X SOLUCOES

Figura 3.1: Retas contidas no plano II passando pelo ponto p.

a) ly,ls,l3 e Iy estao contidas no plano I, conforme figura 3.1.

Primeiramente observemos que se [ € (), entao [ € §. Suponha que [ € § — Q,,
entao [ intersecta l; e ls em dois pontos diferentes, o que implica em [ C II. Portanto
S = Q, U QII) que se identifica com a unido de dois planos em Q pela Proposi¢ao
2.1.0.7 e cuja intersecao corresponde a reta €2,(I).

b) 1, 15,13 e Iy ndo sdo coplanares.

Figura 3.2: Retas nao coplanares passando pelo ponto p.

Seja IT o plano que contém as retas [; e ls. Assuma que [4 nao estd contida no plano
I1.

Note que as retas passando pelo ponto p sao solugoes, ou seja, €2, € S. Agora
suponha que [ € § é tal que p nao pertence a [. Assim [ intersecta l; e I, em dois
pontos distintos, consequentemente [ C I1. Mas {NIly C TNl = {p}, logo p € [, 0 que
é absurdo. Portanto & C (2, o que implica em S = (2, e se identifica com um plano
em @ pela Proposicao 2.1.0.7.
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3.1. POSICAO RELATIVA DAS 4 RETAS X SOLUCOES

3.1.2 As 4 retas nao sao concorrentes e pelo menos um par
entre elas é coplanar

Os casos que analisaremos a seguir tem como base o estudo dos planos que contém
uma determinada configuracao de retas.

a) As 4 retas estao contidas num plano II.

></

Figura 3.3: Retas contidas no plano II sem ponto em comum.

Neste caso sendo II um plano no espaco projetivo P? ja provamos que todas as
retas contidas em II se intersectam, ou seja Q2(II) C S. Por outro lado tomando [ € S
temos que [ intersecta ao menos duas das quatro retas [;, com i € {1,2,3,4}, em
pontos distintos, caso contrario estas teriam um ponto em comum. Logo [ C II. Assim
S C Q(II). Portanto & = Q(II) que se identifica com um plano em Q pela Proposi¢ao
2.1.0.7.

b) Exatamente 3 das quatro retas sdo coplanares.

Assumindo que [y, 15 e I3 estao contidas no plano IT e [T NIy = {¢}. Ainda temos
aqui duas possibilidades que analisaremos a seguir:

\
A e %

Figura 3.4: As trés retas possuem um ponto em comum p # q
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Primeiramente note que p # ¢, pois as 4 retas nao possuem ponto em comum.
Sendo assim, considere [ € S uma solucao que intersecta as retas [; e Iy em dois pontos
distintos, entdo concluimos que ! C II, mas além disto [ Nly = {q}, logo | € Q,(II).
Caso [ intersecte [ e l; no ponto p, nos é garantido que [ Ny # {p}, j4 que p ndo é um
ponto de Iy, podemos entao concluir que | C (p,l4), e consequentemente [ € §2,((p, l4)).
Portanto S = ,(II) U Q,({p,l4)) e se identifica com duas retas projetivas com um
ponto em comum, a saber a imagem da reta [, , pelo Mergulho de Pliicker w conforme
a Proposicao 2.1.1.

b.2) 1Ny Niz=0.

Figura 3.5: As trés retas nao possuem um ponto em comum

Aqui temos que toda reta em II passando pelo ponto ¢ é solugao do nosso problema,
ou seja, ,(II) € S. Por outro lado dada uma reta [ em S, [ intersecta ao menos duas
das [;, com i € {1,2,3} em pontos distintos, logo | C II, do mesmo modo I N1y = {q},
concluimos entdo que S C Q/(II). Portanto S = ,(II) e este se identifica com uma
reta em Q pela Proposicao 2.1.1.

De agora em diante assumiremos que nao existem trés retas coplanares dentre as
quatro retas Iy, ls, I3 e 4.

¢) Existem dois subconjuntos disjuntos de {l1, ls, I3,1;} cada um dos quais contendo
duas retas coplanares.

Assuma que [y e [ estao contidas no plano Ily, I3 e I4 estao contidas no plano Il,.
Sejam I3 N1y = {p} e lsNly = {q}. Note que II; # II,.

Neste caso temos trés possibilidades para a posicao das retas, mais precisamente
para a posicao dos pontos p e ¢ em relacao a reta II; N I, conforme analisaremos a
seguir:

Cl) D, qc Hl N HQ-
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II,~II,

Figura 3.6: As intersecoes das retas estao contidas na interse¢ao dos planos

Primeiramente note que p # ¢, pois as 4 retas nao possuem ponto em comum.
Mais ainda as retas em II; que passam pelo ponto ¢ e as retas em Iy que passam pelo
ponto p sao solugao do problema, ou seja, ©,(I1;) U Q,(Ils) € S. Por outro lado, seja
leS§—Q,(IL). Note quesel € Sel C Iy, entao ¢ € 1, logo | € Q,(I1;). Assim [ ¢ II;.
Ja que [ intersecta [ e [, entao p € [, e como [ também intersecta I3 e [, em dois pontos
distintos (caso contrario [ C II;), entao [ C Ily, portanto [ € §2,(Ily). Analogamente se
[ nao estd em Q,(Ily), provamos que [ € Q,(Il;). Portanto S = Q,(I1;) U Q,(Il5) que
se identifica com a uniao de duas retas com um ponto de intersecao em Q, a saber a
imagem da reta [, , = II; N1l pela Proposigao 2.1.1.

c.2) p € II; N1Iy e ¢ ndo pertence a I1; N 1l,.

II, 11,

Figura 3.7: Uma das intersegoes das retas estd na intersecao dos planos a outra nao

Nestas condigoes note que toda reta [ contida em Il passando pelo ponto p é solucao
do nosso problema, ou seja, €2,(IIy) € S. Por outro lado, tomando | € S, suponha que
[ C 111, o que implica que [ intersecta [3 e [, em pontos distintos, pois [NI; C II;NI; = p;
para ¢ = 3,4 com p3 # ps. Portanto [ é a reta de intersecao entre os planos II; e Iy,
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assim | € Q,(Iy). Se ! € II, entdo I Nl Ny = {p}, pois caso contrério | C II;.
Mas [ deve intersectar [3 e l4, assim temos duas possibilidades: [ N3Ny = {q}, logo
l =1,, C Il oul encontra I3 e [4 em pontos distintos, o que implica em que { C II;.
Portanto & = Q,(1l5) que se identifica com uma reta em Q pela Proposi¢ao 2.1.1.

c.3) p e ¢ nao pertencem a II; N1I,.

Figura 3.8: As intersecoes das retas nao estao na intersecao dos planos

Note que as retas II; N1I; e [, , sao solugao do nosso problema, ou seja,

{II; N1, 1,,} C S.

Por outro lado, sejal € S,1 # 1, ,. O que implica que ! C II; ou! C II,. Suponhamos
que { C II;, temos entdao que I NIl; C Iy Nl; = {P;}, com ¢ € {3, 4}, lembrando que
P; # Py, assim | C Ily, logo | = II; NII,. Portanto & = {II; N1y, [, ,} que se identifica
com dois pontos em Q pelo Mergulho de Pliicker em (2.1).

d) Existe uma reta [; entre [y, ly, I3 e Iy tal que [;NI; # () para ao menos dois indices
j € {1727374} - {Z}

Assuma que [; e [y entao contidas no plano Ily, [; e [3 entdao contidas no plano Il,.
Sejam I; Ny = {p}, LNl ={q} e {r;} =11, NIy para i =1, 2. Note que II; # II,.

Aqui dependendo da distribuicdo dos pontos p, ¢, 71 e ry temos as seguintes
possibilidades a serem analisadas:

dl)p=gq

Primeiramente note que p nao pertence a ly, pois as retas nao possuem ponto em
comum. Sendo assim, toda reta no plano (p,l;) passando pelo ponto p é solucao do
nosso problema, ou seja, €2,({p,l4)) C S. Por outro lado, para [ € S, temos as seguintes
duas possibilidades:
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N
. I,
Nz

Figura 3.9: Os pontos p e ¢ coincidem

e pcl. JiquelNly={P} com Py # p, temos | C (p,ly).

e p ¢ [, dailintersecta lq, ls e I3 em pontos distintos, o que implica em [ C I1;NIl; =
[y, logo p € [, o que ¢é absurdo.

Logo | € Q,({p,l4)). Portanto S = Q,((p, l4)) que se identifica com uma reta em Q
pela Proposicao 2.1.1.

d2)p#qgep€ely(oup#qeq€ly).

‘ ) t Fa
L1
1
b 1
v
f9 Py fl.,"i‘ P
o i r:? ‘
j ' f +
! i s i 4 s
\a . \Q B
(a) pely (b) g€ls

Figura 3.10: Os pontos p e ¢ sao distintos e um deles pertence a 4

Se p # q e p € ly, note que toda reta em Ily = (p,l3) passando por p é solugao do
nosso problema, ou seja, §2,(Ily) € S. Por outro lado, tome [ € S, provemos que p € [.

Suponhamos por absurdo que p ¢ [. Entao [ intersecta l; e I3 em pontos distintos,
o que implica em [ C II;. Por outro lado Iy NI C I, NII; = {p}, dai p € [, absurdo. J&
que p &€ I3, temos I N3 # {p}. Assim [ C (p,[3).
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Logo § C Q,(Il). Portanto S = Q,(Il;) e se identifica com uma reta em Q pela
Proposicao 2.1.1.

Se considerarmos a outra possibilidade p # g e ¢ € l4, obteremos de modo analogo
S = Q,(I1;) que se identifica com uma reta em Q pela Proposicao 2.1.1.

d.3) p#q, 1 =ry comry €l,, er; édistinto de p e q.

Figura 3.11: Os pontos r; e ry coincidem, sao distintos de p e ¢ com 71 € [, .

Note que nestas condigoes l; € S. Seja | € S, suponha que p € [. Entao [ C II;.
Assim [Nl3 C 1Nl ={q}elnly C 11Nl = {r1},dail =1,,, =1l,4 0 que éabsurdo.
Analogamente se ¢ € | chegamos num absurdo. Logo p, ¢ €l el =1,, = [;. Portanto
S = {l1} que se identifica com um ponto em Q pelo Mergulho de Pliicker (2.1).

dd)pF#qger; #ro.

N
3 I,
\ "

Figura 3.12: Os pontos r1, 2, p € ¢ sao distintos.

Seja | € §. Podemos dividir em dois casos.

(i) p nao pertence a I. Entao [ Nl # [Ny, o que implica em [ C II;. Logo
INlsCcIinlz={¢} elnly CII; Nly = {r;}. Consequentemente, | =1,,,.

(ii) p € I. Note que [ intersecta [3 num ponto P; em Il diferente de p. Logo [ C Il,.
Além disso I N1y C IIo Ny = {re}. Consequentemente, [ = 1,,,.
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Portanto & = {l;+,, [y, } que se identifica com dois pontos em Q pelo Mergulho de
Pliicker em (2.1).

e) Exatamente duas retas sao coplanares.

Assuma que Iy e Iy estdao contidas no plano II, [y Nls = {p}, IINI{; = {p;} para
i = 3, 4. Note que ps # p4, do contrério I3 e I, seriam coplanares. Seja C' = {p, ps, ps}-
Neste caso temos ainda trés opcoes, conforme descrevemos a seguir:

e.l) p=ps3 (oup=py).

e—F
A

Figura 3.13: Trés das retas sao concorrentes.

Note que toda reta contida em (p,l;) passando pelo ponto p é solugdo, ou seja,
Q,((p,1l4)) € S. Por outro lado, seja | € S com [ NI; = {Q;}. Suponha que p nao
pertence a [, assim ()1 # (2, 0 que implica em [ C II, logo Q3 € [Ny C IINI3 = {p},
o que é absurdo, logo p € [. J4 que [ intersecta 4 no ponto Q4 # p, temos [ C (p, l4).
Portanto S = €, ((p, l4)) que se identifica com uma reta em Q pela Proposigao 2.1.1.

Se p = p4, procedendo de forma analoga, obteremos S = Q,((p, l3)).

e2) #C =3 ep € lyp,-

Figura 3.14: Os pontos p, p3, p4 sao distintos e colineares.
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Neste caso a reta l,, ,, € S. Por outro lado, tome [ € S, com @; € [ N;, para
i =1,2,3,4 Sel C II, entao Q; € INl; C IINl; = {p;}, com j = 3,4. Logo
l = lp, p,- Suponhamos agora que | ¢ II, assim p € I, pois caso contrdrio @, # Q2 e
consequentemente [ C II. Desta forma os pontos p,p3 e (J3 sao trés pontos distintos e
nao colineares que geram um plano que denotaremos por II3, do mesmo modo os pontos
P, ps € Q4 geram um outro plano que denotaremos por Iy, dos quais [ é a interseccao.
Mas [, ,, C II3 e [,,, C Il, sendo estas a mesma reta, temos [ = [, ,, C II, absurdo.
Portanto S = {l,, »,} que se identifica com um ponto em Q pelo Mergulho de Pliicker
em (2.1).

e.3) #C = 3 e p nao pertence a [, ,,.

/

Figura 3.15: Os pontos p, p3, p4 sao distintos e nao colineares.

Seja |l € §, podemos considerar duas possibilidades.

(i) I C II. Logo INl; C IINl; = {pi}, que implica p; € [, para i = 3,4. Portanto
U= lpg py-

(ii) I ¢ II. Agora tendo em mente que [N; # 0 para i = 1,2 e | € II concluimos que
p € l. Por outro lado I Nl; = {¢;} C1; C (p,l;) com i = 3,4. Logo, I = (p,l3) N (p,ls).

Portanto, S = {(p,ls) N (p,l4),l,, .} € se identifica com dois pontos em Q pelo
Mergulho de Pliicker em (2.1).

3.1.3 As 4 retas sao disjuntas duas a duas

Por fim temos a possibilidade de nenhum par de retas ser coplanar, ou
equivalentemente, as quatro retas sao disjuntas, duas a duas. Afim de determinar
as solugoes neste caso utilizaremos um corolario do Teorema 3.1.1 a seguir além da
proposicao subsequente.
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Teorema 3.1.1 Notagoes como na subsecao 1.2. Dados Py,..., P, € P" defina
Su(Pr,....P,) = {f € Sy f(B) = 0,Vi = 1k} Entdo Sy(Pi,...,Py) é um
subespago vetorial de Sq e dimSy(Py, ..., P;) > dimSy — k.

Demonstragao:

Denotemos por P = (P,...,FP). Defina ep : S;g — C* por ep(f) =
(f(P1),...,f(Py)). Observe que ep é uma transformagao linear tal que ker(ep) =
Sa(Py, ..., Py). Portanto, Sy(Pi, ..., P;) é um subespago vetorial de Sy.

Por outro lado, observe que dado a = [ag : ... : a,] € P" existe i € {0,...,n} tal
que a; # 0. Assim se escolhemos g = ¢ verifica-se que g(a) = af # 0, ou seja, dado um
ponto em P" sempre podemos achar uma forma homogénea de grau d que nao se anula
neste ponto. Isto nos permite concluir que ep nao é a transformagao linear nula. Dai

1 < dimIm(ep) < k. (3.1)

Agora a partir do teorema do ntucleo e da imagem podemos concluir que:

dimSy; = dimker(ep) + dimIm(ep)
= dimSy(Py,..., Py) + dimIm(ep).

Assim, segue-se de (3.1) que:

dZde —k S dz’de(Pl, c. ,Pk) S dZde — 1.
U

Corolario 3.1.2 Sejam 1, Iy e I3 retas em P? tal que [; N1, =0 para 1 < i < j < 3,
entdo existe uma superficie quddrica nao singular Q em P? contendo 1y, Iy e l3.

Demonstracgao: De fato, tome os pontos P;, Py, Pi3 € l; para cada ¢t = 1,2, 3.

Pelo Teorema 3.1.1 para d = 2 e k = 9 temos dimSy(Py1, ..., Ps3) > 1. Assim existe
G € So(Pi1, ..., Ps3), G #0, tal que Q = Z(G) é uma quéadrica que contém os 9 pontos
dados. Como cada reta [; tem trés pontos em comum com (), pela Proposi¢ao 1.2.0.4,
l; CQparat=1,2,3.

Se @ fosse singular o Teorema 1 (pagina 63 em [10]) nos garante que @ se identificaria
com um plano duplo (no qual todas as retas se intersectam), dois planos concorrentes
(onde ao menos duas das trés retas estariam no mesmo plano, logo se intersectariam)
ou um cone (no qual todas as retas passam pelo vértice), assim as trés retas [y, Iy e
[3 nao seriam disjuntas. Portanto () é uma quédrica nao singular que contém as retas
ll, lg (§ lg.

Para encontrar a equacao da quadrica em questao considere os monomios de grau
2:
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2 2 2 2
mo = Xo, my = X17 mg = X27 ms = X37 my = XoX1,
ms = XoXa, mg = XoX3, my = X1Xo, mg = X1 X3, mg = XoX3.

Escolha em cada reta trés pontos distintos que denotaremos por Pi, Py, P3 € Iy,
Py, Ps, Ps € 1y e Pr, Py, Py € I3. Defina o polindmio

mo(P1) mi(Pr) ma(Py) mg(Pr) mo(Py)
mo(FP2) mi(P) ma(F) ms(F2)  my(P2)
m()(Pg) ml(Pg) mg(Pg) mg(Pg) mg(Pg)
G = det mo(P4) m1(P4) m2(P4) ms(P4) m9(P4)
mo(Ps) mqi(Ps) mo(Ps) ms(Ps) mg(Ps)
mo(Fs) mi(Fs) ma(Fs) mg(Fs) mo(Fs)
mo(Pr) mi(Pr) ma(Pr) ms(Pr) mo(Pr)
mo(FPs) mi(Ps) ma(Fs) ms(Fs) mo(F3)
mo(Pg) ml(Pg) m2(P9) ms(Ps)) m9(P9)

Note que G(FP;) = 0, Vi = 1,...,9. Tal polinomio G assim definido determina a
quadrica que contém as retas [y, s e [3, mas devemos ainda garantir que G # 0.

Afirmagao 3.1.3.1 G #0

Observe que ao fazermos o desenvolvimento do determinante na definicao de G
usando a primeira linha obtemos

G = Mgmo — M1m1 + ...+ Mgmg - Mg’ﬂlg.

Assim a afirmacao G # 0 é equivalente a mostrar que M; # 0 para algum 0 < i < 9.
Por outro lado, cada M; é uma expressao polinomial nas coordenadas dos pontos
Py, ..., Py e é suficiente verificar que M; é nao nulo (para algum 0 < i < 9) por
uma mudanca de coordenadas projetivas.

Para isto considere inicialmente a mudanca de coordenadas projetivas T : P3 — P3
tal que T(P) =[1:0:0:0], T(R) =[0:1:0:0],T(P) =1[0:0:1:0], T(P) =
0:0:0:1]. Assim T(ly) = Z(X2, X3) e T(l2) = Z(Xo, X1) e podemos assumir que
T(l3) = [(1,0,A,B),(0,1,C,D)] com AD — BC # 0 ja que as retas sao duas a duas
disjuntas.

Logo podemos assumir que T(P;) = [1 : s : A+ sC : B+ sD|,T(F) =[t:1:
tA+C :tB+ D] para algum s,t € C e T(FPy) = [u;v : uA+vC : uB + vD] para algum
u,v € C tais que u # 0 ou v # 0. De fato, por termos trés pontos distintos em cada
uma das retas disjuntas [y, [ e [3, necessariamente deve-se verificar que:

1l—st#0,v—us#0eu—tv#0.
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Seja T, : C[Xo, X1, Xo, X3] — C[Xo, X1, X2, X3] 0 automorfismo definido por
To(P(Xo, X1, Xo, X3) = P(T'(Xo, X1, Xo,X3)) onde T é o isomorfismo linear que
define a mudancga de coordenadas projetiva T.

Apo6s alguns célculos verificamos que:

T, M,
ToM;
T, M,
T, M,
T,M, =
T, M;
T, M
T, M, (

T.Ms = aBC(BC — AD
T,My, = 0.

I
o oo oo

I

o
@
=3
Sy
Q

|
.
SRS

(1 — st)[v*t + u®s — uv(1 + st)]
— AD)(1 — st)[v*t + u*s — uv(1 + st)]
(1 — st)[v*t + u®s — uv(1 + st)]
(1 — st)[v*t +u®s — uv(1 + st)]

I
° 2
= ®
S o=
Sy
Q

Y
Y
?
Y

Considere a forma homogénea de grau 2 f(x,y) = ty* + sz? — (1 + st)zy. Observe
que [t : 1] e [1 : s] sdo duas raizes distintas de f. Além disso [u : v] ndo pode ser raiz
de f. Do contrario,

(u,v) = A(t,1) ou (u,v) =6(1,s) = u=tv ouv = su, o que é absurdo.

Assim, T,M; # 0, para ¢ = 5,6,7,8, o que implica em M; # 0. Portanto, G # 0.
O

Proposicao 3.1.3 Seja Q uma superficie quddrica nao singular em P3. Entdo existem
duas familias disjuntas de retas L = {L,},cpr € M = {M,},cpr em Q parametrizadas
por P (isto é, estao em bijecao com P') tal que

1. L,NL,=0 e M,N M, =0 para todas L,, L, € L, M,, M, € M ep+# q€ P
L,N M, # 0 para todo L, € L, M, € M e p, q € PL.

Se |l € uma reta contida em @), entdol € L oul € M.

> Lo e

Dado x € Q, entao existem tnicas retas Lpy) € L e My, € M tais que
{2} = Lp() N My(a)-

A demonstragao da Proposicao 3.1.3 pode ser encontrada em [10] paginas 66 a 68.

Agora, seja | € S e Q a superficie quadrica nao singular em P? contendo Iy, I e I3
(pelo Corolério 3.1.2). Uma vez que [y, [ e [3 sdo disjuntas (duas a duas), pertencem
a uma mesma familia de retas em (). Entao vamos supor que [y, Iy e [3 pertencem a
familia L.
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Em primeiro lugar note que qualquer solucao [ pertence a familia M de retas em Q).

De fato, [ intersecta [q,[5 e [3 em trés pontos distintos pertencentes a Q, assim pela
Proposicao 1.2.0.4 [ C Q. Pela Proposicao 3.1.3 item 3. [ € L oul € M. Como retas
distintas de uma mesma familia nao se intersectam concluimos que [ € M.

Para determinarmos as solucoes neste caso temos duas possibilidades a considerar:

a) Iy € Q. Neste caso segue da Proposi¢ao 1.2.0.4 que I, N Q é um conjunto nao
vazio e I, N Q = {z, y} (com =z e y ndo necessariamente distintos). Sejam M, e M,
as unicas retas da familia M passando por = e y, respectivamente (conforme 4. da
Proposicao 3.1.3). Na verdade M, e M, sao solugoes, pois se p € {x, y} entdao M, NI,
¢ ndo vazio para i = 1,2,3 pois [; € L e M, N1, = {p}. Por outro lado se [ € M ¢
solugao, entao [Ny C Q NIy = {z, y} o que implica em z € [ ou y € [. Portanto segue
do item 4. da Proposi¢ao 3.1.3 que | = M, ou | = M,,.

b) Iy C Q. Neste caso ly, ly, I3 e [, pertencem a familia £ (ja que [y, ..., 14 sdo duas a
duas disjuntas). Entao toda reta da familia M é solugao e este conjunto se corresponde
com uma conica em P, conforme serd mostrado na Proposicao 3.1.4.

Observacao 3.1.3.2 Para aplicar o Coroldrio 3.1.2 precisamos apenas que l; N 1; = ()
para 1 <i<j<3. Assim
(1) no caso ly € Q, temos as sequintes possibilidades:

L] l4ﬁl1#@ €l4ﬂlj:®,j:2,3.

Recaimos no caso e.2) uma unica solu¢ao ou e.3) exatamente duas solugoes.

o LNl #D parai=1,2 elyNis=10.

Neste caso recaimos no caso d.4), logo obtemos duas solugoes.

(2) no caso ly C Q, selyNl; # O para algum i € {1,2,3,4}, necessariamente ly € M
e € a unica solugdo, logo recaimos no caso d.3)

Mostraremos a seguir que a imagem pelo Mergulho de Pliicker das familias £ e
M sao conicas situadas em planos disjuntos e complementares ortogonais. Por outro
lado, as solucoes obtidas nos casos em que pelo menos um par de retas é coplanar sao:
solugbes finitas (uma ou duas retas), subespagos lineares (retas ou planos), uniao de
duas retas ou uniao de dois planos. Enquanto que o caso b) acima é o tinico caso onde
as solucoes nao sao finitas, nem uniao de subespagos lineares.

Proposicao 3.1.4 As familias L e M se identificam com conicas, situadas em planos
disjuntos e complementares ortogonais, na quddrica de Plicker.

Demonstragao: De fato, vale salientar que as familias £ e M podem ser definidas
da seguinte forma (conforme [10] na pagina 66):

L= {P(Ua) CP’|U, € G(ZC“)}
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M= {p(va) CPV, e G(2,<c4)}

onde U, = [ui(a),uz(a)] e Vo = [vi(a),va(a)], com ui(a) = (ia,,if, (), us(a) =
(i3, =8, —ia, a), uy(a) = (ia, a, =i, 3) e vaa) = (i3, —f,ia, a), se a = [a : §] € P
Provemos para a familia M.
Tome | =P(V,) € M, com a = [« : (] € P!. Assim [ se identifica com w(V}), onde

w(V,) = [~2iaf : —a® — B :i(a® — 3?) 1i(a® — 5%) - o® + 5% 1 —2iaf3)].

Note que as formas lineares L1 = X01 — X237 LQ = X02 + X13 (§] L3 = Xog — X12 sao
tais que w(V;,) € Z(Ly, Lo, L3), além disso, como j& provamos w(V,) € Z(F).
LOgO W(M) - Z(L17 LQa L37 F)

Por outro lado, tome P = [Py : ... : Py3| € Z(L4, Lo, L3, F'), assim suas coordenadas
satisfazem:
Poy = P
Py = —Ps;
Pz = Pia;
FP) = 0.

Para garantir a outra inclusdo, ou seja Z(Li, Lo, L3, F)) C w(M), basta encontrar
a, B € C que satisfacam as relagoes:

—22aﬁ = Pgl; ([)
—Oé2 — ﬁ2 = POQ; ([I) (32)
i(O&Q — 62> = P()g. (I[I)

Para isto analisamos as possibilidades FPy; = 0 ou Fy; # 0.
Sabemos que P + P& = 0. Assim (i) Py — iPy3 = 0 ou (ii) Py + iPp3 = 0.

(i) se Poa = iPy3, entao o sistema (3.2) é equivalente a:

—2ia3 = 0
—a® — 3* = iPg;
i(OZQ - 52) = P03.

E verifica-se facilmente que =0 e a = /—1Fy3 é solucao deste sistema.

(ii) se Py = —iPy3, conclui-se de maneira analoga que a = 0 e § = /1 FPy3 é solugao
do sistema (3.2).
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Por #0
Neste caso a # 0 e 3 # 0.
. _ p2
De (3.2) (I) segue-se que o = “23/031 e consequentemente o = 4];31. Substituindo esta

ultima igualdade em (3.2) (II) e (I11), respectivamente obtemos

48" + 4PpB* — P4 =0 (3.3)

4% — 4iPyB* + Py =0 (3.4)

Observe que se existir uma solu¢ado comum [ € C das equagoes (3.3) e (3.4), entao

P? P?
Pp3® — % = —iPyf” + %-

Tendo em consideracao que Py + i FPy3 # 0, concluimos que

o LR iRy)
T 2P +iby) 20T M

Deixamos ao leitor a verificagao de que 3% acima ¢ solugao comum de (3.3) e (3.4).

Logo w(M) = Z(Ly, Lo, L3, F) = Z (L1, Lo, L3)NZ(F), ou seja, w(M) é a intersegao
de um plano com uma quédrica em P°, que corresponde a uma conica em P°.

Para a familia £ podemos provar a mesma relacao considerando F; = Xy +
Xoz, Iy = Xoo — X3 € F3 = Xoz + Xpo.

Observemos finalmente que os planos II; = Z(Ly, Lo, L3) e Ily = Z(Fy, Fy, F3) sao
disjuntos, visto que se A = [ag1 : ag2 : o3 : @12 : aiz : agz] € Iy N1y, entdo

apr = Tags;
apy = Zais;
gz — :i:alg.

O que ¢ absurdo, pois af a;; =0, V0 <7 <2, 1 <5 <3.

Observemos finalmente que os planos sao o complemento ortogonal um do outro,
para tal basta tomar dois pontos u € Wj e v € Wy, onde I1; = P(W;) e IIy = P(W3), ao
fazer o produto interno usual de C® entre u e v concluimos que ulv. Assim W, = W3-
como queriamos demonstrar.

Portanto as imagens das familias £ e M pelo mergulho de Pliicker sao conicas
contidas em planos complementares ortogonais.

O

Usando as informagoes obtidas nesta secao no que se refere a posicao relativa das 4
retas no espaco projetivo P? e seu conjunto de solucoes S montamos a seguinte tabela:
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Posicao retativa das 4 retas | Conjunto solugao Identificacao em Q
3.1.1 a) Q, U Qq Uniao de dois planos
3.1.1b) Q, um plano
3.1.2 a) Q(II) um plano

3.1.2 b.1) Q,(I1) UQ,((p,l4)) | duas retas concorrentes
3.1.2 b.2) Q,(I1) uma reta

3.1.2 c.1) Q,(I1;) U Q,(ILy) duas retas concorrentes
3.1.2 c.2) Q, (1) uma reta

3.1.2 ¢.3) {I1; N1y, 1,4} dois pontos

3.1.2 d.1) Q,((p, 14)) uma reta

3.1.2 d.2) Q,(Iy) uma reta

3.1.2 d.3) {l} um ponto
3.1.2.d.4) {lgris Lo } dois pontos
3.1.2e.l) Q,((p, 14)) uma reta
3.1.2¢.2) {lps.ps} um ponto

3.1.2 e.3) {{p, 1) NP, la), Lpg py dois pontos

3.1.3 a) {M,, M,} dois pontos

3.1.3 b) M (ou L) uma conica

Outra questao que pode ser abordada é quanto a posicao relativa dos pontos
P, = w(l;) em Q para i = 1,2,3,4 ou ainda a intersecao de A = (Py, P, P3, P;) com a
quadrica de Pliicker Q. O seguinte Teorema caracteriza cada uma das possibilidades.

Teorema 3.1.5 Considere o conjunto S como anteriormente. Seja P; (para i =
1,2,3,4) a imagem de l; em Q pelo mergulho de Plicker w em (2.1). Seja A =
(Py, Py, P3, Py) 0 menor subespaco linear que contém os quatro pontos em P°. Entdo

verifica-se que

1. #8 =2 se e somente se AN Q € uma quddrica nao singular no 3-plano A.

2. #5 =1 se e somente se AN Q é um cone no 3-plano A.

3. Se #8 = oo entao

(a) S € uma reta se e somente se AN Q € a unido de dois planos no 3-plano A.

(b) S € uma cénica se e somente se AN Q é uma conica nao singular no plano

A.

(¢) S € uma conica reduzida e redutivel se e somente se AN Q é uma conica

reduzida e redutivel no plano A.

(d) S € um plano se e somente se A = AN Q é um plano.

(e) S € a unido de dois planos se e somente se A = AN Q é uma reta.
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Sua demonstracao é feita com uma argumentagao analoga a que usamos na
determinacao do conjunto de solugoes S, com énfase na caracterizacao das retas e
dos planos na quadrica de Pliicker Q, alem do fato que toda superficie quadrica em P3
corresponde a: um plano duplo, uniao de planos, cone ou uma quadrica nao singular.
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Apeéendice A

Solucoes Reais e a Conjectura de
Shapiro-Shapiro

No que tange ao problema das quatro retas do calculo de Schubert véarias questoes
poderiam ser levantadas, uma delas seria quanto as solugoes reais para o mesmo, ou seja,
quando as solugoes encontradas (pontos na quadrica de Pliicker) tém coordenadas reais?
Determinar ou ainda decidir sobre a existéncia de solucoes reais para um dado sistema
de equacoes é um problema muito dificil, mesmo porque existem poucos resultados
gerais que tratem sobre a existéncia e/ou célculo de solugoes gerais, como por exemplo
o teorema dos zeros de Hilbert para corpos algebricamente fechados.

Por outra parte quando se estudam problemas em cinemadtica, estatistica e
biologia computacional, para citar algumas areas, a determinacao de solugoes reais
¢é imprescindivel.

Neste sentido e com foco em problemas geométricos que podem ter todas suas
solucoes reais, em 1995 os irmaos Boris Shapiro e Michael Shapiro formularam
uma conjectura, denominada conjectura de Shapiro-Shapiro, que afirma: se fixarmos
subespacos lineares em uma certa posicao especial, entao todos os subespacos lineares
que sdo incidentes aos ja fixados simultaneamente serao reais, conforme [13].

No que se refere ao problema das 4 retas de Schubert, a conjectura afirma que: Se as
4 retas distintas no espago projetivo tridimensional sao tangentes a uma curva racional

v: Pt - P3 (A1)
[s:t] — [s%:8%:st?:t% '
em pontos com coordenadas reais, entao todas as solugoes encontradas serao reais.

Mas antes de tratarmos desta conjectura, consideremos o problema presente
nas Olimpiadas Universitarias de Matematica, solucionando-o usando todo processo
demonstrado anteriormente nesta dissertacgao.

Problema (XXX Olimpiada Brasileira de Matemadtica - Nivel Universitario -
Problema 2). Considere as retas de equagdes paramétricas
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lh:(x,y,z) = (0,0,1)t,

lo: (z,y,2) = (1,2,0)+ (1,0,0)t,
l3: (v,y,2) = (1,1,1)+ (0,1,0)t,
ly: (z,y,2) = (1,0,0)+ (1,1,1)t

Quantas retas intersectam simultaneamente as 4 retas acima?

Solucao
Cada reta l;, 1 = 1,2,3,4 em R® determina uma reta L; em P(R?*) = P? usando o
aberto

Ug = {[CLO .ap - as 1] € Pg ‘ (ao,&l,a2> € Rg}

de P? da seguinte forma l; = L; N Us, onde

li — Ly =1P([0,0,0,1),(0,0,1,0)]),
lo — Ly=1P([(1,2,0,1),(1,0,0,0)]),
ls — L3=1MP([(1,1,1,1),(0,1,0,0)]),
ly — Ly=1P([(1,0,0,1),(1,1,1,0)]).

Aplicando o raciocinio demonstrado anteriormente calculemos a imagem por w de
cada L;, 1 =1,2,3,4.

w(Ly)= [0:0:0:0:0:1],

w(le)= [-2:0:-1:0:0:0],
w(ls)= [1:0:0:—=1:-1:0],
w(ly)= [1:1:=1:0:—-1:—1]

Encontremos agora a equacao do hiperplano tangente H; = Z(h;) a hipersuperficie
Q em cada ponto w(L;). Lembrando que se P = [ag; : ag2 : Go3 : @12 : a13 : ass] € Q,
entao a equacao do hiperplano tangente a Q no ponto P sera

a3 Xo1 — a13Xo2 + a12Xo3 + ap3X12 — ap2X13 + a1 Xa3.

Assim,

hy = Xo,

hy = Xio + 2Xo3,

hs = Xog — Xog + Xas,

hy = —Xo1 + Xo2 — X2 — X3 + Xos.

Procuramos encontrar agora a interseccao dos subespagos W; = ker(h;), i = 1,2,3,4
usando dlgebra linear solucionamos o sistema com equacgoes h; = 0, Vi € {1,2,3,4} e
encontramos a seguinte interseccao
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m Wi = [(07 1,1,0,1, 0)7 (07 —3,-2,-2,0, 1)]

i=1

A seguir, encontremos a interseccao de P(ﬂﬂ@) com Q. Tome P € P(ﬂﬂ&),
entao existem «, 3 € C tais que

P=0:a-30:a—20:-26:«a:0].

Considerando que P € @, substituimos suas coordenadas em F' e igualamos a 0,
assim

o’ —5af +43* = 0.

Tirando o em funcao de  obtemos o = f ou o = 40.

Substituindo estes valores temos os pontos de interseccao da reta ]P’( N m> com a
quadrica Q,asaber P=1[0:—-2:—-1:—=2:1:1]paraa=0FeP=1[0:1:2:—-2:4:1]
para a = 4. A imagem inversa de cada um destes pontos é uma reta em P? solucao
do problema das 4 retas.

Com uma rapida verificagdo pode-se notar que tais retas sao determinadas
pela projetivizacado dos planos: II; = [(2,2,0,1),(1,-1,—-1,0)] e I, =
[(—1,2,0,1),(—2,—4,—1,0)].

Assim M, = P(I1;) e My, = P(Iy) sao as retas em P? que intersectam as 4 retas
dadas. Para encontrar a solucao em R? basta intersectar tais retas com o aberto Us
definido anteriormente. Portanto m; = M; N Uz e my = My N Us sao as retas solucgao
do problema inicial, suas equacoes sao:

my(t) = (2,2,0)+¢(1,—1,—1),
ma(t) = (=1,2,0) + (-2, —4, —1).

O
Agora tratemos da demonstracao da conjectura de Shapiro-Shapiro para o caso
especifico do problema das 4 retas do Calculo de Schubert.
Tomemos as retas [y, Iy, [3 e [; tangentes a curva C = v(P') nos pontos P, = [1: a :
a?:a®], By=[1:0:0%:0%, Ps=[l:c:c?:c e Py=[1:d:d?:d°, respectivamente.
Assim

IP’( 1aa a? , (0,1, 2a, 3a

P( (1,0, 02, 6%), (0, 1, 2b, 35%)]

1)
)
]P( 1cc e 0,1,2030 )
IF’( [(1,d,d2, d), (0,1, 2d, 3d?)] )
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Logo a imagem destas retas via o mergulho de Pliicker é:

w(ly) =[1:2a:3a*:a*:2a": a"],
w(ly) =[1:2b:3b%: % : 20 : b,
w(lz) =[1:2c:3c%: % :2¢% : ¢4,
w(ly) =[1:2d:3d*: d*:2d*: d*.
Denotemos por h; a equagao do hiperplano tangente a Q no ponto w(l;), i = 1,2, 3,4,
assim
hy = a*Xo1 — 2a° X0z + a° Xo3 + 3a° X152 — 2aX13 + Xos,
hy = b* X1 — 26° X0 + b* X3 + 3b° X190 — 26X 13 + Xos,
hs = c*Xo1 — 2¢* Xo2 + 2 X0z + 3¢ X192 — 2¢X13 + Xos,
hy = d*Xo1 — 2d° Xo + d* Xos + 3d° X120 — 2d X135 + Xos.

A seguir devemos determinar a intersecgao de Q com Z(hy, hs, hs, hy).
Para isto usaremos do método de escalonamento da matriz do sistema de equacoes,
a saber

at —2a® a® 3a®> —2a
bt =20 bv* 3* -2
=2 2 3¢ -2
dt —2d® d® 3d* —2d

Depois do processo de escalonamento obtemos a seguinte matriz:

—_ = = =

—abed 00001

—cd(a +b) — ab(c + d) 00020
—dla+b+c¢c)—ab—ac—bc 0 1 3 0 0
—a—b—c—d 20000

Assim os pontos da reta Z(hy, ..., hy) sdo da forma P = |vg; : %(a +b+c+d)vg :

—3v1s + [d(a + b+ ¢) + ab+ ac + bclvoy : vi2 : 3[cd(a + b) + ab(c + d)]vo; : abcdvm} :

Considerando P € Z(hq, ..., hs)NQ temos que F(P) = 0, substituindo e arrumando
a equacao obtemos uma equacao polinomial de grau 2, a saber

1
— 302+ (ad+bd+cd~+ab+ac+bc)vy vig+ |abed— 2 (a+b+c+d) (cda+cdb—|—abc—|—abd)] Ve,

Da qual obtemos o discriminante
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A- % (4= b(c—d)? + (a— (b —d)’ + (a — (b — d)’] > 0

Logo toda raiz da equacao F'(P) = 0 para P na reta Z(hy,...,hy) é real.
Assim esta demonstrada a Conjectura de Shapiro-Shapiro para o caso especifico do
problema das 4 retas do Célculo de Schubert.
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