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Resumo

O presente trabalho tem o controle distribuido v aplicado a fronteira da Equacao
da Onda Linear. Buscamos atingir dois objetivos: um do tipo controlabilidade, e outro
o nao distanciamento do estado do sistema a um estado ys (z,t) predefinido. Esse é
um problema de otimizacao multicritério, e para soluciona-lo, introduzimos a nocao de
controle 6timo de Stackelberg (cldssico em economia), no qual dividimos v em dois,
digamos vy e v, e cada um atuara na respectiva parte da fronteira >, %5, com uma
hierarquia entre os mesmos. Assim, assumimos que v; é o controle lider e vy serd o
seguidor. A partir dessa terminologia, usamos a ideia do controle hierarquico, isto é,
admitimos que dado um certo vy, otimizamos o segundo objetivo com respeito a v, €
encontramos uma relagao tal que vy = F (v1). Entdo, o primeiro objetivo tornou-se
funcao de vy, sendo do tipo controlabilidade aproximada que sera provado através de
um critério de densidade e do teorema de unicidade de Holmgren. Por ultimo, provada a
controlabilidade aproximada e a partir da unicidade da solugao, encontramos o sistema
de otimalidade para o controle lider.

Palavras-chave:
Controlabilidade Aproximada na Fronteira, Controle Otimo de Stackelberg,

Controle Hierdrquico e Sistema de Otimalidade.
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Abstract

The present work has the distributed control v applied to the linear wave’s
equation. We seek to reach two objective, one of the kind Controllability and another
the not system state distance to a state y, (x,t) predefined. This is an problem
of multicriteria optimization, and to solves him, introduce the notion Stackelberg’s
Optimal Control (classical in economy), in which we divide v into two, tell v; and vy,
and each one will act in the respective part from the Boundary 3, 39 with a hierarchy
between the same. This way, we take over that v; is the control leader and v; will be
the follower. To leave of this terminogy, we use the idea of the hierarchical control,
that is, admit that given a right v;, optimize the second goal concerning vy and find
a relation such that vy = F (v1). So, the first goal became function of v;, belonging
to the kind approximate controlability that will be proved through a density criterion
and a Holmgren’s uniqueness theorem. Finally, proved for controlability close, from
unicidade of the solution, find Optimality system for the control leader.

Key words:
Approximate Controllability in the Boundary, Stackelberg’s Optimal Control,
Hierarchical Control and Optimality System.
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Notacao e Terminologia

(2 - Dominio aberto e limitado do R™.

' - denota a fronteira de 2.

Q=Qx(0,T) - denota o cilindro do R+,

¥ =T x (0,T) - denota fronteira lateral de Q.
V* - denota o espaco dual de V.

(V(Q)* =V (Q) x V (Q) - denota o produto cartesiano entre V (Q) e V (Q).

/ el

= 5, - denota a derivada com relagao ao tempo.

(+,+) - denota o produto interno em L? (£2).

((+,+)) - denota o produto interno em H& ().

(-, -)va* - denota a dualidade entre os espacos V e V*.

({-,+)) - denota a dualidade entre os espagos V' x W e V* x W*.
|| - denota a norma em L* ().

Il - quando nao especificada, denota a norma em Hé ().

|||l - denota a norma em V.

By,B_; - denota a bola unitdria do espaco L?*(Q) e do espaco H~'(Q)

respectivamente.

L (V,W) - denota o espago dos operadores lineares e continuos de V' em W.
L* - denota o operador adjunto de L.

A=>T % - Denota o operador Laplaciano.

X



V= (8%1, e %) - denota o gradiente.

g.S. - quase sempre.
C - quando nao especificada, denota uma constante real positiva e arbitraria.
D (f) - denota o dominio da funcao f.
* N . .
—, —, — - denota as convergéncias forte, fraca e fraca estrela respectivamente.
C . ~ ’ 3
—,— - denota as imersoes continua e compacta, respectivamente.

d(Q,Ty) = supd (z,Iy) - denota a distancia de x a I'y tomada no sentido de
xeQ)

geodésica em ().
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Introducao

0.1 Histdorico de Teoria do Controle

Desde o inicio dos tempos, o homem busca controlar fenomenos da natureza,
ou mesmo reverter diversas situagoes, e sistemas a seu favor. O controle pode ser
basicamente definido como mecanismo pelo qual um sistema, quer seja mecanico,
elétrico, biolégico, entre outros, utiliza para manter um certo equilibrio. Embora
os sistemas de controle de varios tipos remontam a antiguidade, os projetos de sistemas
de controle realimentados através da revolucao industrial eram de tentativa e erro, junto
com muita intuicao de engenharia. Assim, era mais arte do que ciéncia.

Em meados do século XIX , a Matematica foi pela primeira vez usada para analisar a
estabilidade de sistemas de controle realimentados, viabilizado pelo astronomo G.B.Airy
em 1840. Ele foi o primeiro a discutir as equagcoes diferenciais de estabilidade na sua
analise, nesse mesmo periodo surgira um trabalho mais completo publicado pelo fisico
J.C.Maxwell em 1868, em que o mesmo fez uma andlise da dinamica do regulador
centrifugo, trabalho este intitulado: ”On Governors”.

Assim, podemos fazer uma divisao histérica da teoria do controle por:

e Controle Primitivo (1868 « 1900) ;
e Controle Cldssico (1900 « 1960) ;

e Controle Moderno (1960 « hoje) ;

Podemos destacar no controle primitivo, as contribuigoes em critérios de estabilidade
por E.J.Routh em 1877 ¢ A. Hurwitz em 1885, além de Alexander Lyapunov, no estudo
da estabilidade de sistemas de equacoes diferenciais nao-lineares, em 1892.

No inicio do século XX, percebeu-se a complexidade de diversos sistemas, agora com

modelagens nao-lineares e nao-deterministicas, fato esse, que levou nomes importantes



do controle Classico, como os de H.W.,Bode, N.B.,Nichols e W.R.,Evans, a buscarem
"métodos” para projetos desses sistemas de controle.

Apo6s 1960, houve um avango muito grande na teoria do controle, a esta fase,
coube a nomeacao de ”Controle Moderno”. Podemos destacar a contribuicao para esse
avanco dos seguintes nomes: Richard Bellman (1920-1984), o qual, criou a programagao
dindmica para controle 6timo de sistemas a tempo-discreto, Lev Pontryagin (1908-1988)
introduziu o principio do méximo para controle 6timo( baseado em célculo variacional)
e principio bang-bang, além de R.E.Kalman, que em sua obra: ” On The General Theory
of Control Systems” muda o "estado da arte”da teoria do controle, aplicando a teoria
de Lyapunov ao controle, e usando técnicas de filtragem, e aproximagoes algébricas.

Gragas ao desenvolvimento da ciéncia e tecnologia muitos outros critérios
e ramificacoes da teoria de controle tornaram-se inevitaveis.  Questoes como:
controlabilidade e observabilidade, que sao imprescindiveis na andlise de um sistema
antes de decidir a melhor estratégia de controle a ser aplicado, ou até mesmo, se é
possivel controlar ou estabilizar o sistema se tornaram preocupacao da teoria, além
disso, a busca de principios de otimalidade do sistema, ou seja, pricipios de minimo,
através do calculo de variagoes desenvolvido por Leonard Euler, fortaleceu o controle
otimo que é uma técnica de controle especial em que o sinal de controle otimiza um
"indice de custo”, ou seja, controle 6timo é um conjunto de equacoes diferenciais que
descrevem os caminhos das varidveis de controle, possivelmente com algumas restricoes
nos controles admissiveis que minimizem o funcional custo, como por exemplo, no caso
de um satélite, os impulsos necessarios para trazé-lo para a trajetéria desejada, de forma
que consuma a menor quantidade de combustivel.

Com as aplicacoes da teoria do controle em areas de estrutura flexivel como:
robotica, prataformas maritimas, teoria dos jogos e economia, sugiu a nocao de
7 Controle hiérdrquico”, Um sistema com o comportamento complexo, que é, muitas
vezes organizados como uma hierarquia, ou seja, dividimos o controle em duas partes,

em que um controle sera o lider, e o outro serd o seguidor. Esta nocao de foi introduzida



por Heinrich Freiherr Von Stackelberg! em ” Markform und Gleichgewicht” em 1934, e
é cléssica em economia.

O modelo de Stackelberg, surgiu para descrever o comportamento da industria
automobilistica americana, a qual apresentava-se a GM como empresa lider e as demais
(Ford, Chrysler, etc...), como seguidoras. Ele descreve a interacao de duas empresas que
disputam o mesmo mercado, ou seja, fabricam produtos homogéneos. A caracteristica
do modelo de Stackelberg é que uma das empresas (lider de mercado) conhece o modus
operanti da outra, e escolhe primeiro que quantidade ira produzir.

Recentemente, a enorme contribuicao de nomes como Jacques Louis Lions?, D.L.
Russel e seus seguidores, junto com a implementagao de novos métodos (a exemplo do
método da unicidade de Hilbert (veja [14])), vém fazendo da teoria do controle o objeto

de estudo de diversos pesquisadores por todo o mundo.

0.2 Introducao geral

Um problema de controle inclui um funcional custo (ou funcional objetivo) que
é uma funcao de variaveis de estado e de controle. Nesta dissertacao o controle v sera
aplicado a fronteira de um sistema distribuido, ou seja, de um sistema modelado por
uma equagao diferencial parcial, que no nosso caso sera a Equacao da Onda Linear.
Estudamos algumas propriedades (existéncia, unicidade, regularidade, controlabilidade

e otimalidade) da Equagao da Onda Linear, com condigbes de contorno tipo Dirichlet.

Seja 2 um subconjunto aberto e limitado R™ com fronteira I' suficientemente regular.

Sejam T'yg um subconjunto de I' com medida positiva tal que Q@ = Q x (0,7) C

IStackelberg, H.F.V.(1905 — 1946) - Nascido em Moscou, estudou Matemdtica e Economia na
Alemanha, deu enormes contribuicoes & Economia e Teoria dos Jogos, principalmente através do seu

modelo de duopdlio para lideranca de mercado.
2Lions, J.L.(1928-2001) - Exfmio matematico francés, que deu imensas contribui¢oes em diversas

areas, em especial a teoria de E.D.P.’s e controle estocéstico, publicou mais de 400 artigos cientificos

e cerca de 20 livros que foram traduzidos para o russo e o inglés.
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Figura 1: Cilindro do R™™ com fronteira separada.

R um cilindro com fronteira lateral ¥ = T' x (0,7), e T > 0 um nimero real
fixado suficientemente grande®. Aplicaremos o controle em I'y e este dependers de ¢
(Veja figura 1) .

Consideremos o sistema:

(

y'—Ay=0, em Q

v, em 20 = FO X (OT)
{ v= (1)
0 em X — 3

L y(,0) = yo(r), ¥'(-,0) =y (x), em Q

onde y = y(z,t) é solugao da equacao de estado e v = v (z,t) é a fungao de controle.
A controlabilidade ¢é alcancada quando encontramos uma maneira de v atuar em X de
tal forma que se assumirmos que v € L* (), a solugao y (z,t;v) = y (v) € L*(Q) do

sistema (1) alcance um equilibrio num instante 7.

3Esse fato se deve & velocidade de propagacdo da onda ser finita, condicdo que ndo aparece para

sistemas de difusao.



Nosso trabalho tem como objetivo principal o estudo da controlabilidade aproximada,
isto é, quando o conjunto de estados alcancaveis é um subconjunto denso do espaco dos
dados {y”,y"} € L?(Q) x H*(Q). Precisamente, gostarfamos de escolher um certo

v € L?(Q) tal que, dados g, a; € R positivos e arbitrariamente pequenos:

Yy (T,v) € yT+a1B,
(2)

y(T,v) € y''+agBy

em que, em geral, y denota uma funcdo r — y(z,t;v). Uma escolha razodvel é

considerar?:

1
inf —/ v?dY | restrito a (2). (3)
v€L2(20)2 PO

Se existe um controle v satisfazendo (3) para todo par {y”,y"} € L* (Q)x H~' (Q)
e VYag, a1 € R entao dizemos que o sistema é aproximadamente controlavel. Mas na
maioria das situagoes, atingir (3) ndo é o unico objetivo, ou seja, também gostariamos
que para todo t € (0,7), y(x,t;v) nao se distancie de um determinado estado

predefinido s (z,t) € L? (Q) . De forma mais precisa, introduzimos:

1
J(v) = / 23 e (4)
2 Js,
J _ 1 2 5 2
(v) == [ [y(z,t,v) — yo(z, t)]°dedt + = | v3d3 (5)
2 Q 2 o
e queremos encontrar v tal que
Ji(v) = vegl(fzo)% s, v2dY | restrito a (2) (6)
e
J (v) seja minimo , (7)

o que em geral é impossivel para o mesmo v.
Este é um problema de otimizacao multicritério, que é classico em economia, e
para solucao desse problema usaremos nesse trabalho a nocao de ” Controle Otimo de

Stackelberg”. Esta nocao segue a ideia de dividirmos Yy em duas partes e assumirmos

4Para um estudo desse problema veja Lions ([14])



que existem dois controles v, e vy, além de uma hierarquia entre eles, em que um deles
¢é o controle lider, e o outro é o controle seguidor.

Esta dissertacao tem como base resultados encontrados nos trabalhos de Lions
([14], [17], [18]), Glowinski ([10]), Zuazua ([29]) e Micu ([22]), e sua estrutura esta

dividida em trés capitulos da seguinte forma:

e No capitulo 1, fizemos uma sintese dos principais resultados e defini¢coes basicas
essenciais ao entendimento do restante do trabalho, tendo como objetivo tornar

a leitura clara e autossuficiente.

e No capitulo 2, provamos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao fraca
da Equacao da Onda Linear, além da sua regularidade escondida. Obtivemos
a solucao fraca pelo método de Faedo-Galerkin, enquanto a solucao ultrafraca
foi obtida pelo método da transposicao. Também provamos a desigualdade
de observabilidade na fronteira, resultado esse essencial para obtermos a
controlabilidade aproximada do sistema, e por tltimo, mas nao menos importante,
nao poderiamos deixar de introduzir a nocao de controle aproximado na
fronteira do sistema (1), estudo preponderante para o entendimento do capitulo

subsequente.

e No capitulo 3, introduzimos o que entendemos por " controle hierdrquico” na
terminologia do controle 6timo de Stackelberg, além de buscar um sistema de
otimalidade para o controle seguidor, através da minimizacao do funcional .Jy
e a partir dai encontramos uma relacao entre o controle lider e o controle
seguidor de forma que dado vy, encontramos v, = F (v;). Obtemos também
a controlabilidade do sistema para o controle lider, depois disso, formulamos
um problema de minimizagao o qual para sua solucao, aplicamos o método de
dualidade de Fenchel para obtermos o funcional custo, e a partir da unicidade

dessa solugao, encontramos o sistema de otimalidade para o controle lider.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, temos o intuito de apresentar a maior quantidade de definicoes
e resultados que possam levar o leitor a uma melhor compreensao do que vai ser exposto
durante o restante da dissertacao. E claro que, para uma possivel busca de algo que nao
foi abordado nesta se¢ao, recomendamos uma consulta a algum exemplar entre aqueles

que abordem o assunto na bibliografia.

1.1 Espacos Funcionais

1.1.1 Os Espacgos L”(2) e L”(0,7T; X)

Dado um nimero inteiro m > 0, por W™P (), 1 < p < oo, representa-se o
espago de Sobolev de ordem m sobre (2, isto é, o espago vetorial das (classes de) fungoes
u € LP () tais que D € LP (Q2), para todo multi-indice «, com |a| < m.

O espago WP () munido da norma

p
il = (3 [ 000 de) o 1< p < o

lollymiey = 3, U essucal D (2)], quando p = o,

¢ um espago de Banach.(Veja [20]).



Dado um espago de Banach X, chamaremos por L” (0,7, X), 1 < p < 00, 0 espago
de Banach das classes de fungoes u, definidas em (0,7") com valores em X, que sao

fortemente mensuraveis e ||u (¢)|[% é integravel a Lebesgue em (0,7"), com a norma

I @l = ( ol dt);

Por L*>(0,T;X) representaremos o espago de Banach das (classes de) fungoes
vetoriais u : (0,7) — X que sao fortemente mensuraveis e t — |[u(t)||, € L>(0,T)

com a norma:
|u|L°°(O,T;X) = sup ess ||u(t)| x -
te[0,7)

Para 1 < p < o0, consideremos o espago:
W™ (0,T;X) ={ue LF(0,T;X);u? € L7 (0,T;X), j=1,...m},

onde ul) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. Com

a norma

(Z:;O ||u®) (t)HLp(O’T;XQ L 1<p < oo,
Sup €5S¢¢(0,1) (Z:;) Hu(j) (t)HX p=o00

WP (0,T; X) é um espago de Banach.

1 |Wmm(o,T;X)

Observacgao 1.1.1.1 Quando p = 2 e X € um espago de Hilbert, o espago
WP (0,T; X) serd chamado por H™ (0,T; X), e que munido do produto interno

m

(u, U)Hm(o,T;X) = ijo (u(J), v(j))LQ(O,T;X)

¢ um espago de Hilbert. Chama-se por HJ"(0,T;X) o fecho, em H™ (0,T;X) de
D(0,7;X) e por H-™(0,T; X) o dual topologico de HJ" (0,T; X) .

Lema 1.1.1 (Imersdo)Sejam X e Y dois espagos de Banach e suponhamos que X — 'Y,

isto €, X CY com imersao continua. Se 1 < s <r < oo, entao

L(0,T; X) — L0, T;Y).



Prova: Veja Matos ([19]) |

Lema 1.1.2 Seu € LP(0,T;X), 1 < p < 00, ev € X entio t — (u(t),v)x: x €

LP(0,T). Em particular, se H é um espago de Hilbert, entao t — (u(t),v)g € LP(0,T).
Prova: Veja Matos ([19]) |

Lema 1.1.3 Se p e q sao indices conjugados, u € LP(0,T;X) ev € L9(0,T; X’), entdo

a fungdo numérica t — (v(t),u(t)) x x € L*(0,T).
Prova: Veja Matos ([19]) |

Observagao 1.1.1.2 Sejam Q = Q x (0,7), em que Q é um aberto do R", e ( uma
funcao dada tal que ¢ : @ — R. Denotaremos C (t) por uma func¢do definida em Q de
forma que ¢ (t) (z) := ( (x,t). Note que:

P(Q)=<qu:Q— R;/|u(x,t)]pdq:dt < 00
Q

como

/\u(m,t)|pdxdt:/T /\u(;c,mpdx dt:/THu(t)Hgdt
Q Q 0

0
entao identificamos LP (Q) = L? (0,T; L? (Q2)).

1.1.2 Espaco das Distribuicoes

Dados €2 C R™ um aberto e uma fungao continua f : {2 — R, define-se suporte
de f, e denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(x) # 0}. Assim,
supp(f) é um subconjunto fechado de €.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (a1, ..., @, ) é denominada de multi-indice,
e sua ordem ¢ definida por |a] = a3 + ... + ay.

Representa-se por D* o operador de deriva¢ao de ordem |a], isto é:

olal

DY = ——.
a1 n
Oxi*...0xg
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Para a = (0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Por Cg°(§2) denota-se o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes

infinitamente diferenciaveis definidas, e com suporte compacto em €.

Exemplo 1.1.4 Seja Q@ C R™ um aberto tal que By (0) = {z € R™";||z|| < 1} C Q.

Consideremos f: Q0 = R, tal que

1
ellelP-1 se ||lz|]| <1

0 ,se |lz]| > 1

f(x) =

onde ¥ = (x1,...,2,), e ||lz|| = (Ziﬂ:?)i ¢ a norma euclidiana de x. Temos que

f € C=(9) ¢ supp(f) = Bi (0) ¢ compacto, isto ¢ f € C5° ().

Definigao 1.1.2.1 Diz-se que uma sequéncia (pn), oy €m C5° (§2) converge para ¢ em

Ce (2), quando as sequintes condigoes forem satisfeitas :

i) Existe um compacto K de Q2 tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K, Vn € N;

ii) D%p,, — D%y uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacao 1.1.2.2 E possivel dotar C§° (£2) com uma topologia de forma que a nog¢ao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao (1.1.2.1).

O espago C§° (€2), munido da nocao de convergéncia acima definida, serd denotado
por D (), e denominado de Espaco das Fungoes Testes sobre (2.

Uma distribuigdo (escalar) sobre ©Q é um funcioal continuo sobre D (€2). Mais
precisamente, uma distribui¢ao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo

as seguintes condigoes:

a) T (ap+ pyY) = oT (p) + BT (¢), Yo, B € R e Voo, b € D (Q);

b) T ¢ continua, isto é, se (¢n),cg converge para ¢ em D (Q), entao (T (¢n)),cr

converge para T () em R.
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Denotaremos o valor da distribuigao T em ¢ por (T, p). D' () é o conjunto de todas
as distribuicoes sobre €2, com as operacoes usuais, ¢ um espagco vetorial. Os exemplos a

seguir desempenham um papel fundamental na teoria de distribuigoes escalares.

Exemplo 1.1.5 Sejau € L} (Q). O funcional T, : D (Q) — R, definido por

loc

<Tua90> - /QU (ZE)QO(JJ) dzx.

€ uma distribuicao sobre ) univocamente determinada por w. Por esta razao, identifica-

1

loe () serd identificado a uma

se u a distribuicao T, por ela definida e, desta maneira, L

parte propia de D' (£2).
Exemplo 1.1.6 Consideremos 0 € €2, e o funcional dy : D (2) — R, definido por:

(00,0) = ¢ (0)

do € uma distribuicao sobre ). Além disso, mostra-se que 6y nao € definido por uma

fungdo de L}, (Q), isto €, nao existe f € L} (Q) tal que (5, p) = /fgo.

loc loc

Definigao 1.1.2.3 Diz-se que uma sequéncia (T,),.p em D' () converge para T em

D' (), quando a sequéncia numérica ((Ty,, ¢)),cp convergir para (T, p) em R, para toda

p € D(Q).

O espago vetorial das aplicagdes lineares e continuas de D (0,7") em X é denominado
de Espagos das Distribuigoes Vetoriais sobre (0,7") com valores em X e denominado de

D' (0,T; X).

Definigao 1.1.2.4 Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo

a distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

" s A
— 2 oy =(=1)" D(0,T

11



Exemplo 1.1.7 Dados u € LP(0,T;X), 1 < p < o0, ¢ € D(0,T) a aplicagcio
T.:D(0,T) — X, definida por

T, (o) = / wlt) o (1) dt,

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T),

logo uma distribuicao vetorial. A aplicagao u — T, € injetiva, de maneira que podemos

identificar w com T, e, neste sentido, temos LP (0,T7;X) C D' (0,T;X).

1.2 Topicos de Analise Funcional

1.2.1 Convergéncias em Espacos Normados

Sejam N um espaco normado com norma |||, € ¥ seu dual topoldgico, ou seja, o
conjunto de todos os funcionais lineares e continuos, definidos em N. Definimos em N’

a norma

[l = sup {|{f,p) | ; p € R}

lloll=1

Definigao 1.2.1.1 (Convergéncia Forte) Dizemos que uma sequéncia (py), oy converge

forte para p em R, ou simplesmente, (py), ey converge para p em X, quando

lon = plly =0

a qual denotaremos por p, — p em N.

Definigao 1.2.1.2 (Convergéncia fraca) Dizemos que uma sequéncia (pn),cy converge

fraco para p em N, quando

(fypn) = (f,p) , VfEN

a qual denotaremos por p, — p em N.
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Definigao 1.2.1.3 (Convergéncia fraca — *) Sejam f € X' e (fy),cn uma sequéncia de
elementos de N'. Dizemos que uma sequéncia (fy), ey converge fraco-estrela para f em

N, quando
(fusp) = (fip) , VpEXR

a qual denotaremos por f, = f em N'.

Definicao 1.2.1.4 Seja F': M C X — R um funcional definido em um subconjunto

M de um espago vetorial normado(e.v.n.)X. Entdo:

a) F é dito fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente se, e somente se,

F (u) <liminfF (u,),

n—oo

para toda sequéncia (u,) C M, com u,, — u quando n — 00.

b) F é dito coercivo se, e somente se,

il

— 00, quando ||ul| = oo, u € M.

c) F é dito fracamente coercivo se, e somente se,
F (u) — o0, quando ||u|| = oo, u € M.
d) F é dito estritamente convezo se, e somente se, M é convexo e
FAu+ (1 =XN)v] < AF (u)+ (1 =N F (v)
para todo o € (0,1) e todo u,v € M com u # v.

Teorema 1.2.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espago de Banach. O conjunto
By = {f c E|f] < 1} ¢ compacto com respeito a topologia fraca-+ o(E', E).

Prova: Veja Oliveira([24], pg.108) . |
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Teorema 1.2.2 Sejam (p,),cy wma sequéncia de elementos de N e (fy),cn uma

sequéncia de elementos de X', com p € X e f em N, entao temos:
i) Se p, — p em N, entdo p, — p em N.

ii) Se p, — p em R, entdo ||p,|| ¢ limitada e ||p|| < liminf || p,| .
iii) Se p, = pem Ne f, — fem N entdo (fn, pn) — (f,p).

iv) Se f, = f em ¥, entdo f, — f. em ¥

v) Se f, = fem N e p, — pem R, entdo (fn, pn) = (f,p).

vi) Se N é um espago de Hilbert, entao p, — p em R, se, e somente se, p, — p em N e

[lonll = 1ol -

Prova: Veja Brezis([5], pg.58 e 63) . ]

Definicao 1.2.1.5 Um espaco métrico € dito separdvel, quando possui um subconjunto

enumeravel denso.

Teorema 1.2.3 R ¢ separdvel se, e somente se, para r > 0, o conjunto Byw (0,7) ¢

metrizdvel na topologia fraca-x.
Prova: Veja Oliveira([24], pg.115). |

Definigao 1.2.1.6 Dizemos que X € reflexivo se ele € isomorfo a W' e o isomorfismo

€ dado pela aplica¢do canonica TR — R que associa cada p € X com p € N’ por

p(f):=1r(p) s feX

Além disso, cabe observar que quando N é reflexivo, as convergéncias fraca de W e

fraca-+ coincidem.

Proposicao 1.2.1.7 Todo espaco de Hilbert € reflexivo.
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Prova: Veja Oliveira([24])

Apresentaremos na tabela abaixo um resumo das pricipais propriedades dos espagos

LP(Q),com2<p<ocept+qglt=1:
Banach | Hilbert | Reflexivo | Separavel | Espaco Dual
LP () sim nao sim sim L1(Q)
L' (Q) sim nao nao sim L* () (1.1)
L? () sim sim sim sim L? ()
L*(Q) | sim nao nao nao Contém L' (Q)

1.2.2 Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Definicao 1.2.2.1 Um hiperplano afim é um subconjunto M de um espago vetorial

normado(e.v.n.)E, da forma
M= {re B ()= a)

em que f € um funcional linear, que ndo se anula identicamente e o € R € constante.

Denotamos M = [f = o] e dizemos que f = a € a equagio de M.

Teorema 1.2.4 (Teorema de Hahn-Banach 1° Forma G’eométrica) Sejam A,B C E
dois subconjuntos convexos nao-vazios tal que AN B = @. Assuma que um dos dois €

aberto. Entdo existe um hiperplano fechado que separa A e B.
Prova: Veja Brezis([5], pg.7) . [

Teorema 1.2.5 (Teorema de Hahn-Banach 2" Forma Geométm’ca) Sejam A,B C E
dois subconjuntos convexos nao-vazios, tal que AN B = &.Assuma que A € fechado e

B € compacto. Entao existe um hiperplano fechado que separa A e B estritamente.
Prova: Veja Brezis([5], pg.7) . [ |

Corolario 1.2.6 Seja F C E, um subespaco linear tal que F # E. Entao,existe algum

funcional f € E* (0 qual nao € identicamente nulo) , tal que

(f,x) =0,Vz € F.
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Prova: Veja Brezis([5], pg.8) . |

Teorema 1.2.7 (Critério de Densidade)Seja D um subconjunto de um espago de

Hilbert H. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

i)D gera um subespaco que € denso em H.

i1) Todo funcional linear continuo f em H que se anula em D € identicamente nulo em H.

Prova: Veja Aubin([3], pg.30). |

1.3 Topicos de Analise Convexa

Nesta se¢ao, abordaremos alguns conceitos da teoria de fungoes convexas, além
do que, introduziremos alguns conceitos referentes a teoria de dualidade de Fenchel-

Rockafellar que serao utilizados no desenvolvimento do trabalho.

1.3.1 Convexidade e Otimizacao

Nesta subsecao, faremos um pequeno estudo de aplicagoes convexas, que surgem
no estudo de problemas de otimizacao, isto é, para resolvermos um problema de
minimizagao abstrato, ou seja, minimizar F (z) para z € C C X, em que C é um

subconjunto convexo de um espagco vetorial real X, tal que:
F:CcX—>R,

podemos associar (extender) a fungao F (z) a uma funcio F () definida agora em todo
X de modo que:

(x) = F(z) ,se z€C

() = 400 ,se z¢C

Ty )

Entdo, minimizar F () sobre C' é equivalente a minimizar F (z) sobre todo X.
Observacao 1.3.1.1 Efacil ver que, se a aplicacdo F:X— R for convexa as secoes
{u; Fi(u) <o} e {u F(u) < a}
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sao, Yo € R, conjuntos convezos de X*.

Definigao 1.3.1.2 (Dominio Efetivo) Para toda aplicagio F : X — R , chamamos a
secao:

DomF = {u; F (u) < oo}
de dominio efetivo de F, que também é convexo, e além disso, minimizando F sobre X,

estaremos minimizando F' sobre seu dominio efetivo.

Definigao 1.3.1.3 (Fungdo Indicador) Seja X um espago linear real. A Fungdo

Indicador S¢ de um subconjnto C C X € definida por:

N 0 ,se zeC
Sc (z) =
+oo ,se x ¢ C.
Note que S¢ serd convexa e semicontinua inferiormente se, e somente se, C é for um

subcongjunto convezo e aberto de X, respectivamente.?

Observacgao 1.3.1.4 FEzistem duas vantagens em introduzir a extensdao F (x): a
primeira € que SO precisamos considerar as funcoes definidas q.s., e a sequnda, € que
pela definicao 1.3.1.3, o estudo de conjuntos convezros se reduz naturalmente ao estudo

de fungoes convezas.

Definicao 1.3.1.5 (func¢do Propria) Uma fungdo convera é dita prdpria se DomF #

@ eF(z) > —o0.

Defini¢ao 1.3.1.6 (Minimo Local) Dizemos que u é um ponto de minimo local

(ou simplesmente ponto de minimo) de J sobre C' (convero) se, e somente se,
peCedb>0;,VCel, ||C—u|l<d=J(u) <J().

Defini¢ao 1.3.1.7 (Minimo Global) Dizemos que p € um ponto de minimo global

(ou simplesmente ponto de minimo) de J sobre C (convexo) se, e somente se,

peCeld(u) <J(C),V(eC.

LA reciproca, porém, é falsa. Veja[7], pg.8
2Ver [7] pagina 10.
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Proposicao 1.3.1.8 Seja f : C C H — R um funcional definido em um subconjunto
nao-vazio, convero e limitado C de um espaco de Hilbert H. Suponha que F seja

conveza, semicontinua inferiormente e propria. Entao o problema de minimizag¢ao

F(u) = IvréiBF (v)

tem uma solugao, e esta serd unica, se adicionarmos a hipotese de [ ser

estritamente convexa sobre C.

Prova: Veja Ekeland ([7], pg.35) . |

Teorema 1.3.1 Seja F : D C H — R um funcional definido em um subconjunto D de

um espago de Hilbert H. Suponha que [ tenha as sequintes propriedades:

i) D é um subconjunto convexo fechado nao-vazio do espago de Hilbert H.
ii) F ¢é sequencialmente semicontinuo inferiormente.

iii) Se D é ilimitado, entao f ¢é fracamente coercivo.
Entdo o problema de minimizacdo

F (u) = minf (v) .

veD

tem uma solucgao, e esta serd unica, se adicionarmos a hipotese de [ for estritamente

convexra.

Prova: Veja Zeidler(]28], pg.54) . |

Proposigao 1.3.1.9 (Caracterizagio de solug¢ao) Suponha que F = F1+F 2, € que F 4
e [ o sao funcionais convexos e semicontinuos inferiormente de C' em R, com [ 1 sendo

gateauz-diferencidvel com derivada F'. Entao, se u € C, as condi¢des sGo equivalentes:
i) p é solugao do problema:

inf F (1) ;

nel

i) (F(u),¢—m +Fa(C)—Fa2(u)>0,vCeC;

i) (F1(Q),n—CQ +Fa(p)—F2(Q)=20,vCel.

Prova: Veja Ekeland ([7], pg.38) . |
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1.3.2 Teoria de Dualidade de Fenchel

Nesta subsecao, apresentaremos resultados que envolvem o método de dualidade
para resolver problemas de otimizagao convexa.
Suponha que estejamos interessados em resolver o problema de minimizacao:

V= %2;1 [P (z) + ¥ (Lx)]

onde os funcionais ®, ¥ e o operador L sao definidos como no teorema 1.3.2. Note
que a funcao ® + ¥ o L que nos propomos a minimizar, s6 serda nao-trivial se

Dom(®) N L™ o Dom(¥) # &, ou seja, se
0 € Lo Dom(®) — Dom(V) (1.2)

e neste caso temos v < 00.
Introduzimos o Problema de minimizacao dual:

v* = inf [®* (=L*q) + ¥ (q)]

qeEH*
onde L* € L(W* V*), &* e U* sao as conjugadas de ® e U respectivamente

(veja 1.3.2.1). Mas, isto s6 faz sentido se assumirmos que 0 € L*o Dom (V*)+Dom (®*) ,

e neste caso, temos v* < 00.

Definicao 1.3.2.1 (Funcio Conjugada) Seja ® : H — R uma funcdo extendida néo-
trivial definida num espaco de Hilbert H. Podemos associd-la a uma fun¢ao chamada
de Congjugada (ou polar) ®* : H* — R, definida no dual de H tal que:
O* (u*) = sup {(u*,u) — ®(u); v € H} (1.3)
ueH
e sua biconjugada (ou bipolar) por:
O (u) = sup {(u,u*) — " (u*); ue H} (1.4)
u*eH*
Teorema 1.3.2 (Fenchel) Suponha que L € L(V,W) onde V,W sao espacos
de Hilbert, e que ® : V — R e ¥ : W — R sdo funcionais
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nao-triviais, converos e semicontinuos inferiormente.  Consideraremos o0s casos
em que 0 € [L(Dom(®))— Dom (V) e 0 € [L*(Dom(¥*)) + Dom (®*)]

(que € equivalente a hipdtese de v e v* serem finitos).

a) Se supormos que 0 € Int [L(Dom (®)) — Dom (V)], entdo:

i) v+v'=0

it) 3geW* tal que ®* (—L* (7)) + ¥* (7) = v*
b) Se supormos que 0 € Int[L*(Dom (V*)) + Dom (®*)], entao:

i) v+v*=0
it) dxT eV tal que ®(T)+ ¥ (LT) =v

Prova: Veja Aubin([3], pg.240). |

Teorema 1.3.3 (Fenchel-Rockafellar) Suponha que L € L(V,W) onde V,W sdo
espacos de Hilbert, e que ® : V. — R e U : W — R sdo funcionais nao-triviais,
convezxos e semicontinuos inferiormente. Suponha que exista x € Dom (®) N Dom (V)

tal que ® € continua em x e ¥ € continua em Lx. Entao:

nf [ () 0 (La)) = — g (8 (L7) + 0 (~q)] = —mip (9" (L'q) + " (~q)
Prova: Veja Brezis([5],pg.15) . [ |

1.4 Resultados Importantes

Nesta secao, daremos énfase ao teorema de caratheodory, que é de suma
importancia no prolongamento de solugoes de E.D.P.’s | algumas desigualdades e
os teoremas nao abordados nas secoes anteriores, mas de extrema relevancia para

realizacao do trabalho.
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1.4.1 O Teorema de Caratheodory

Seja D um subconjunto do R™! cujos elementos sao denotados por (¢, ), em
que t € R, z € R™. Considere f : D — R" nao necessariamente continua. Se existir
uma fungao absolutamente continua x(t¢), definida em algum intervalo I da reta, tal

que (t,z(t)) € D, para todo t € I; e para quase todo ¢t em I,

= f(t,x), (1.5)

dizemos que z(t) é uma solugao de(1.5) sobre I. Se (tg,z9) € D esta associado ao

problema de valor inicial:

x = f(t,x)
ill'(to) = X

dizemos que a solucdo z(t) de (1.5) sobre I, é tal que tg € I e z(ty) = xo.

Definigao 1.4.1.1 (Condigoes de Caratheodory) Sejam D um subconjunto de R™™! e

f: D — R" Entao, f satisfaz as condigoes de Carathéodory se:

i) f(x,t) é mensuravel em t para cada x fixo;

ii) f(z,t) é continua em x para cada t fixo;

iii) para cada compacto U em D, existe uma fungao real integravel my () tal que:

|f(t,2)| < mp(t), ¥ (t,z) € U.

Teorema 1.4.1 (Carathéodory) Seja f : R — R" satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre R. Entdo eziste uma solug¢ao x(t) de (1.6) sobre algum intervalo

[t —to| < B, B> 0, onde R € o retangulo definido por:
R={(t,z) e R |t —to| < a, |z —z0| <b},coma>0b>0.

Prova: Veja Coddington,E. e Levinson,N.? [

3CODDINGTON,E. e LEVINSON,N., Theory of O.D.E., 1%¢d., N.Y.:McGraw-Hill, 1955.
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Teorema 1.4.2 Sejam D um aberto do R™™ e f satisfazendo as condicoes de

Carathéodory sobre D. Entao, o problema (1.6) tem solugdo para qualquer (to, zo) € D.

Prova: Veja Coddington,E. e Levinson,N.* [

1.4.2 Desigualdades Utilizadas

Lema 1.4.3 (Desigualdade de Gronwall) Sejam o > 0 uma constante, u,v : I C R —

R duas fungoes absolutamente continuas em I, tais que:

u(t) < o+ /tv(s)u (s)ds, Yt el

to

Entao vale

u(t) < a- e(ftto U(S)d(s)).

Em particular, se a« =0 = u = 0.
Prova: Veja Evans([8], pg.625) . |

1 1
Lema 1.4.4 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1,q > 1 tal que — + — = 1. Entao
p q

1 1
ab < —a’ 4+ -b*, Ya>0, Vb>0.
p q

Prova: Veja Brezis([5], pg.92). |

Lema 1.4.5 (Desigualdade de Minkowski) Sejam f,g € LP(Q2), p > 1. Entao f +g €
LP(QY) e
1f+ 9l o) < 1oy + 119l ooy -

Prova: Veja Zeidler([28], pg.352). [ |

1 1
Lema 1.4.6 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(2) e g € L4(Q), com —+ — =1
p q
el <p<oo. Entao f,g € L*(Q) e

/ 1ol < 1l 19l e -

Prova: Veja Brezis([5],pg.92) . |
4CODDINGTON,E. e LEVINSON,N., Theory of O.D.E., 1%ed., N.Y.:McGraw-Hill, 1955.
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Lema 1.4.7 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q seja limitado.  Entdo

existe uma constante C' (dependendo de ) tal que:
lullyir < CpllVull, ¥V ue Ws?(Q)

Ou seja, em W,*(2) a quantidade ||Vul|;, é uma norma equivalente & norma de
wie,
Prova: Veja Brezis([5], pg.290) . ]

1.4.3 Teoremas Relevantes

Lema 1.4.8 (Imersao de Sobolev) Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira

reqular I':

’ n—mp

i) Se n > pm, entdao W™P (Q) — L7(2), onde ¢q € [1 ! } )

ii) Se n = pm, entao W™ (Q) — L9(Q2), onde ¢q € [1,00] .

iii) Sen=1em > 1, entdo W™P (Q) — L>(Q).

Prova: Veja Adams([1],pg.85). |

Lema 1.4.9 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira

reqular I':

i) Se n > pm, entdao W (Q) < L4 (), onde ¢ € [1, —2).

’ n—mp

ii) Se n = pm, entdo W™ (Q) <> L4(Q), onde ¢ € [1,0).
iii) Se pm > n, entdo W™ () < LF (Q), onde k € Z tal que k < m — S<k+1

Prova: Veja Adams([1],pg.168). |

Observagao 1.4.3.1 Identificando L* (Q) = H" () com o seu dual, juntamente com

os lemas de imersao acima, obtemos a cadeia de imersoes continuas:
Hy (Q) = H'(Q) = L*(Q) = H*(Q) = (L* () — H ' (Q).
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Teorema 1.4.10 (Teorema do Trago) A aplicagdo linear
u = (’YOUa’Yluv"'a’Ym—lu) = <U|F73871f4|f‘ a"'7%|r>

_ m—1 )
de D (Q) em ] WP (T"), prolonga-se por continuidade, a uma aplicagdo linear,
=0

m—1 .
continua e sobrejetiva de W™P (Q) em [] W (I').
j=0

Prova: Veja Evans([8], pg.258) . |

Teorema 1.4.11 Sejam H° = {u € L*(Q);Auec L*(Q)} , H' = H'NH' (Q) e a

aplicagao trago:
v: M2 = H2te (D) x H 2t (D)

u v (u) = (you, 11u)

, € linear e continua. Entao, se o = %, vale a igualdade:

N =

que para 0 < o <

- (AU, U) = (VU, V'U) - <'71'U/, 70U>H— 3

3(I)x H3 (T)

sendou € H' eve H (Q).
Prova: Veja Medeiros ([20], pg.147). |

Observagao 1.4.3.2 Observe que quando dim(Q)) = 1, ou seja, Q = (a,b) se u €
H™ (a,b), entdo, pelo lema 1.4.9, u € C™ ' ([a,b]). Logo, faz sentido definir a fungdo

u e suas derivadas na fronteira, que no caso serao I' = {a,b}.

Lema 1.4.12 (Lema de Lions) Sejam 2 um aberto limitado de R™, (gm)m € g fungoes
de L1(Q), 1 < q < 00, tais que:

||9m||Lq(Q) <cC

e

Jm —> g q.s em €2

Entio g, —> g fracamente em L9(Q)>.

®Veja: Lions, J.L.; Qualqués Méthodes de Résolution des problémes aux Limites Non Linedires,

Paris, Dunod, (1969).
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Lema 1.4.13 (Du Bois Raymond) Seja u € Li,.(Q). Entdo

loc

/Qu(x)gp(x)dx =0, VpeD),

se, e somente se, u = 0 quase sempre em §2.

Prova: Veja Medeiros([20] pg.13) . |

Teorema 1.4.14 Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T;X),
W e LP(0,T;Y),1<p< oo, entdo u€ C°([0,T];Y).

Prova: Veja Brezis([5]). |

Teorema 1.4.15 Sejap '+q¢ ' =1. Sejamu € LY (0,T;X')=E' eve L (0,T;X) =

E, entdo (u,v)p p = fDT (u(t),v(t)x x dl.

Prova: Veja Brezis([5]) . [

Teorema 1.4.16 (Gauss-Green) Se u € C! (ﬁ), entao /umidx = /uyidf;
Q r

(i=1,..,n), onde v(z) = (1 (), (T),....us(x)) € a normal unitdria exterior em

rel.

Prova: Veja Brezis([5]). |

Teorema 1.4.17 (Férmulas de green) :

a) Se v € H?(Q), entao /V’qudx = —/A”yudx + /g—ZudF ,Vu e H (Q).
Q Q r

b) Se u,y € H*(Q), entdo /

Q(Avu — yAu)dr = /m(%u — %uy)dl , Yu € H' ().

Prova: Veja Brezis([5]). |

Teorema 1.4.18 (Representagdo de Riesz) Sejam 1 < p < oo e p € (LP)". Entdo

existe um nico u € (L), onde p~* + ¢!

=1, tal que
w.h)= [uf vrer

Além disso se verifica

[l Lo = llell Loy -
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Prova: Veja Brezis([5], pg.97) . |

Teorema 1.4.19 (Regularidade) Seja 0 um aberto limitado do R™ com fronteira

reqular T de classe C?. Sejam também f € L? (Q) e u € H} () tal que

/VQOVudJ: + /gouda: = /(pudx,‘v’go c Hy (Q)
Q Q Q

Entiou e H*(Q) e lull g2y < Cllfll 2y » onde C € uma constante que s6 depende de
Q.

Prova: Veja Brezis([5]). |

Teorema 1.4.20 (Teorema de Unicidade de Holmgren) Sejam 2y C s dois conjuntos
abertos e convexos do R™, e P (D) um operador diferencial com coeficientes constantes
tal que todo plano caracteristico I1 com respeito a P (D) que satisfaz IINQy # & também
satisfaz 1IN Qy # @. Entdo, para solugao v € D' (Qs) da equag¢io P (D)u = 0 tal que

u=0 em Qq também satisfaz u =0 em §2s.
Prova: Veja Hormander ([11], pg.129). |

Proposigao 1.4.3.3 Seja T > 26 (2,1), onde §(Q,Ty) = supd(z,Ig). Entao,
e
qualquer solucao fraca 1 do problema

' =AY =0, em Q
Yv=0 em X.

tal que g—f =0 sobre X9 =Ty x (0,T7) C X, com I'y # &, implica que 1p = 0.

Prova: Veja Lions ([14], pg 92). |
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Capitulo 2

Solucao Fraca e Controlabilidade da

Equacao da Onda Linear

Neste capitulo, provaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao
fraca da Equacao da Onda Linear, além da sua regularidade escondida e a desigualdade
de observabilidade na fronteira, e por ultimo, faremos um estudo do controle exato e

aproximado na fronteira do sistema:

(

y' — Ay =0, em Q
v, em Yo =TIy x (0.T)

y= (2.1)
0 em X — 3

y(+,0) =yo(x), ¥'(-,0) =y1(z), em Q

\

2.1 Solucgao Fraca

Nesta secao, queremos encontrar uma funcao ¢ : Q@ — R tal que:

w” - Aw = f , €I Q
¢ =0em X (2.2)
w(,O) = 1/10(1‘)7 ¢/('70) = 77/11(!13), em ()

com 1y € Hy () , 91 € L2(Q) e f € L' ([0,T]; L* ().
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Teorema 2.1.1 (Solugdo Fraca)Sejam vy € Hi(Q) , v € L*(Q) e f €
L' ([0, T); L* (), entdo existe uma tnica funcdo ¢ : Q — R tal que:

Y€ L=(0,T; Hy ()
'€ L®(0,T; L* ()
W' e LH0,T; H ()
& W)+ ((,0) = (f,v) , Yo € Hg (Q) em D'(0,T),
=AY = [, em LH(0,T; H (Q))
V(0) =1t , ¥(0) =1

(2.3)

Faremos apenas uma ideia da proval.

e Existéncia

Prova: Considere o problema variacional associado a equagao (2.2):

LWL+ () = (f0) Yo e HE®) en D (0.7)

Usaremos na ideia da prova, o método de Faedo-Galerkin. Entao, seja V,,, = [v1, ..., U],
o subespago de Hj () de dimensao m, gerado pelos m primeiros vetores. Entao, temos

o problema aproximado:

(V5 0) + (Y, 0)) = (fm,0) Vo € Vi
wm (O) = w[)m € Vm € wOm — w[) em H& (Q) (24)
'lb;n (0) =UVim € Vi € Y1 — Y1 em L? (Q)

Pelo teorema de Caratheodory (teorema 1.4.2), o sistema (2.4) tem solugao no intervalo
[0,t,,], com t,, < T e essa solugdo pode ser estendida a todo o intervalo [0,7], depois
da seguinte estimativa:

Fazendo em (2.4) v =1/, (t) € H} (), obtemos:

[Ym O]+ lom ()] < C (2.5)

!Para maiores detalhes veja Medeiros ([23], Pg.175) .
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onde C' > 0 independe de m. Logo, segue de (2.5) que:

(¥m) € limitada em L (0,T; Hy (2))

(2.6)
(¢!) € limitada em L*> (0,T;L?(9))

e por (2.6) juntamente com a imersao H} (Q) <> L2 (Q) e o teorema de Banach-Alaoglu-

Bourbaki (teorema 1.2.1), temos:

Ym = em L=(0,T; HL (Q))
Y — 0 em L®(0,T;L* () (2.7)
Y, = em L*(0,T;L*(Q))

Agora, multiplicando(2.4), por § € D (0,T') e integrando de 0 a T', temos:

_/OT (s ) 0’dt+/0T((1/)m,v))6dt = /OT (fons0) Ot

Usando as convergéncias dadas em (2.7) obtemos:

—/0 (@b’,@)@’dt—i-/o ((w,v))th:/O (f,v)0dt , Vv € Hy (9).

Logo,

<%(¢’,v)+(¢,v)—(f,u),e> =0,¥9€D(0,T) eVve Hy () ,

donde
d

— W)+ ((0) = (f,v) ,em D' (0,T), Yo € Hy ().

Considerando em particular, v € D (0,7, obtemos:
w//_Aw:f , €N D/(Q)

Portanto

W —Ap=f em L (O,T;H*1 (Q))

Dai, obtemos a solucao fraca de (2.2). [ |

e As condigbes iniciais e a unicidade seguem de modo ” Standard” .
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Proposicio 2.1.0.4 (Desigualdade de Energia) Sejam E (t) = 1 (|v' ()] + ¥ (0)|P)

a energia do sistema (2.2) e ¢ sua solugdo fraca, entdo:

WP + e (0 < ¢ (w; OF + o (O] + [ [l ds] ) om [0,T]. (28)
Prova: Veja Medeiros ([21], pg.23) . [

Teorema 2.1.2 (Regularidade da Solugdo Fraca) A solugdo fraca do problema (2.2)

tem a sequinte reqularidade:
¢ e C°([0,T); Hy () nC* ([0,T); L* (Q)) (2.9)

Prova: Veja Medeiros ([21], Pg. 29). |

2.2 Regularidade Escondida para Solugao Fraca

Nesta se¢ao, estudaremos a regularidade da derivada normal da solucao fraca
1 na fronteira > do cilindro Q. Para este fim, consideraremos 1 como a solucao fraca
do problema (2.2) e usaremos o fato que ¢’ € L*(Q) resultado esse, obtido na secao

(2.1). Logo, podemos concluir que:

W' e H(0,T; L% () e (2.10)
—A¢p = (f—¢")e L' (0,T;L*(Q)) + H' (0,T; L* (0))

Quando assumimos que I' é regular obtemos:

ve L' (0,T;L*(Q)+ H (0, T; H*(Q)) e
%o <O,T; Hi (r)) +H! <O,T; H3 (r)) .
O intuito da referida secao é mostrar que

o _
SoeL(E). (2.11)
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Lema 2.2.1 Seja v = (vy,va,...,1,) 0 campo de vetores normais exteriores a I'. Entdo
existe um campo vetorial h = (hy, ha, ..., hy,) € [Cl (ﬁ)]n tal que h; = v; sobre ', para

1=1,...,n.

Prova: Pelo lema 1.4.9, temos que H™ () — C! (ﬁ), para m > 1+ 5. Usando o fato
do operador traco 7o : H™ (Q) — H™ 2 (T) ser sobrejetivo, entdo dado v, € H™ 2 (T,
existe hy € H™ (2) tal que o (hg) = . [ |

Lema 2.2.2 Se ) € H} ()N H?(Q), entdo

Al
T Vig sobre T’ (2.12)
¢ 2
o (OY
= [ 2= 2.1
volt = (5 (213)
Prova: Objetivando provar (2.12), mostraremos primeiro que
oY oY
= ;—— pdI’ D (T 2.14
o /szaypd , Vpe D(T) (2.14)

Sejam 3 € C? (ﬁ) tal que v (8) = p, isto é, B = psobre ', e (w), 4., 0 campo vetorial

do lema (2.2.1), logo w; = v; e pelo teorema de Gauss-Green (Teorema 1.4.16) , temos:

0 i(wwjﬁ) dw:/uiwdl“ (2.15)

Q 8271 al'j T aZL‘j

Obteremos separadamente expressoes para os dois membros da igualdade (2.15) .
Assim, na integral do membro esquerdo, aplicamos o lema de Gauss com § = p e
usando o fato que w; = v;, obtemos:
9 9 9 (Yw;) / O / 9 (w;5)
— B dr = | ——Zvdl = | ——w,;v;dl’ J Al (2.16
Q 8ZEZ c%j (wwjﬁ) * /F 8xj Y r al’jwjyj + Fw 81’]' Y ( )

-~

0

J

Aplicando o somatério na integral do membro direito de (2.16), temos:

n

Y B P
Z/Fa—xipujdf—/raxipjzlyjdf‘— Faxipdf

Jj=1
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Logo, obtemos a seguinte igualdade:

9 0 N
Agora, como por hipétese ¢ € Hi () N H? (), entao
WJU)JB) o aw
/1“ i aZL‘] - Zawj ( ]ﬁ) dl' = a V]pdr (218)

Note que, aplicando o somatoério no ltimo termo de (2.18), obtemos:

Z/Via—wpujdfz/yip 8—wyn dF:/Vip(V¢V) dF:/uia—wde (2.19)
o Jr 0z; r = oy, . . Cou

Portanto, aplicando o somatério de 1 a n em ambos os membros de (2.15) e depois disso
substituindo em (2.17) e (2.19), obtemos (2.12).

Podemos considerar para a prova de (2.13):

- 8¢ oY oY Y 2
— 8331 Z ox,; 0x; = vyl
mas gw =v -V , entao \Vw| =3, (yi)2 (g—f)Q = (g—f)g. [ |

Lema 2.2.3 Seja (Qk)1§kgn um campo vetorial tal que g, € C* (ﬁ) para 1 < k <n.Se
(Yn) ey € uma sequéncia de solugées fortes do problema (2.2), entao para cada m € N,

temos?:

2
% /E Ak (ag_;) dy = (win (t),qkazg”;:”)

. / 04t Mo
o O0x; Oy, Ox;

T

T Z/Qqu [W = [Vl }dwdt

dx dt—/ fmqk dxdt (2.20)

Prova: Para cada m € N, seja 1, a solugao forte do sistema (2.2). Entao

k me € L?(Q) e faz sentido a seguinte igualdade

/w" d:vdt /Awmqk—dxdt /fmqk " dxdt (2.21)
JQ

k%

Analisaremos separadamente () e (xx) em (2.21) :

2Indices repetidos significam soma.
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i) Estudo de (x)

Observemos que:

/ / V" qp a¢mdxdt (z/;m (t), qx a%;k )

(w00 2)

//w mdxdt
L %,

7 \2
- = — dxdt 2.22
g gy ) e (222)

mas

= o (01, dadt = 5 5 /. o (9, dadt — 3 ;. o e 04" o

logo, pelo teorema de Gauss-Green (teorema (1.4.16)) temos:

! /Q g ()] ot = 5 [ a0 (44, mas

pois ), (t) € Hj (). Assim

LMoy
1 / o (01, dudt = (s (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.22) obtemos:

5 Gzt = (01, (0.0 F 0 ) + 5 [ GE @ 20)
Q ULk

ii) Estudo de ()

Aplicaremos o Teorema de Green (teorema 1.4.17) em (*x*) e dai obtemos:

O, OV Oy, / &bm
- —— g 2.2
/Q A Qe —— e dxdt = /Z 9 s o a+ | V¢,V ax drdt  (2.25)

g
*okk

note que (x * x) pode ser escrito como

/ Vi,V <qk%> drdt —

Q al'k

/ OV O, 0 OV, 0 O, dudi —
o\ Oz 7 Oz, 0x; G oxy ' Oz, g oxy, N
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o | Oz T ox; \ Oxp Or; Ox; Oxp |

1 0 [ 0m\’ b O Oy,
— —_— —_ . 2.2
/Q qr B ( ) dzdt + /Q o2, 9z, Do dxzdt (2.26)

Observemos que pelo Lema de Gauss e por (2.13), temos:

1 0 (wm\*, . 1 ) >,
‘/QQka_s%(axi) vt =5 [ g 1V doa =

2
1 8qk

1 2 2
= m ay — - [ — m|” dxdt
5 LacVouas 5 [ S vy, P

Assim, escrevemos (2.26) da seguinte forma:

O, 1 1[0
/wmv (qki) drdt = —/qk|wm|%kdz:——/ G\, | dedt (2.27)

Agora substituindo (2.27) em (2.25), obtemos:

m m m 1
—/ Aiﬂm%—aw dxdt = —/ %Qk%dﬁ—l-—/%w?ﬂmﬁ VpdX—
o) axk . b av axk ? > P
1 Oqr, 2 /3¢m Oqr, Oy,
— — —_— . 2.2
2/98% |V, |” dedt + o Dz; 0w, Oy dxdt (2.28)

Fazendo uma anélise de (x) juntamente com o uso de (2.12) e (2.13), concluimos que:

Om | O v [ Om O __/ P\’
5 Ov e oxy, dx = /Zay O ov dx = EQka ov dx

Da mesma forma para (%*), obtemos:

1 2 1 O, 2

Portanto, substituindo () e (%x) em (2.28), encontramos:
O, 1 O \ 2

— | A P dadt = — = Tom ) ydy—

/Q quaxkx Q/EQk(au)yk

Bx, Gz, O dzdt. (2.29)

1 [0

= S gy, dedt +
Q 8$k

substituindo os resultados obtidos em (i) e (i7) , na equagao (2.21) obteremos (2.20). W
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Teorema 2.2.4 (Regularidade escondida) Se 1 € solugio fraca do problema (2.2),

entao:

o0 _ o
5 €L () (2.30)

e, além disso, existe uma contante C > 0 tal que
o\ 2 T ?
/ (—) d¥ < C | Ey+ [/ 1f () \ds} : (2.31)
» \ v 0
onde Ey = E (0) é definido como na proposi¢do 2.1.0.4.

Prova: Assumimos que gy = hy é o campo vetorial do lema (2.2.1), ou seja, qx = vy

sobre I'. Substituindo no lema 2.2.3, obtemos:

L[ (0n\ (. 0w O[T 1 [ Ohiy, , 2 2
5/Z (_ay ) a5, = (wm 0= =) | +§/Q_axk [l ” = |V ] vt
Ohy, Oy, Oy, B / OV
o ol RS S (2:32)

Agora, obteremos estimativas para os termos que aparecem no segundo membro de
(2.32).
Pelo fato de hy, € C* (ﬁ) , segue que:

T
t
(w:n (1), 1 20 (”) <2 sup (w;n (1), 1y, 2 ))\ < swp () (23)
Oxy, 0 0<t<T Oxy, 0<t<T
Temos ainda que:
1 Ohe T, ., 2 9
_ —_r — < .
1 [ 5 = 9 J | < B () (2:34)
e além disso
/%%%d:ﬁdt < 0/ V| dadt < CE,, (t). (2.35)
o Oxj Oxy, Ox; o

Observemos que, como f,, € C° ([O, T);Ct (ﬁ)) , obtemos a seguinte estimativa:

I - O\ ?
/Q fmhka—mdxdt' gC; /Q <8_xk> dx < CEpy, (t). (2.36)
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Logo, pelas estimativas obtidas de (2.33) a (2.36) , podemos deduzir que:

%/Z (a;b—ym)de < CE, (t) (2.37)

e pela proposicao 2.1.0.4 segue que:

%/E (%”_;)zdzgc@/g(w,;muwsnuz) dm+/0T|fm(s)|ds). (2.39)

OYm

e )m N é uma sequéncia limitada em L? (X), donde

Assim, podemos observar que (

existe uma subsequéncia ainda representada da mesma forma, tal que

Oy, «
% ¢ oem L2(D) (2.39)
e
Opm
Clye(s, < limint 2 I (2.40)
Vol
Portanto, usando (2.37) e (2.40) finalizaremos a demostragdo mostrando que ¢ = g—‘f.
De fato, observemos que:
U = em L (0,T; Hy () (2.41)

fon— f em L (O,T;LQ(Q))

e além disso —A € L (H] (Q),H(Q)), entao

weﬂg(Q),—AweH—l(Q):%eH—l(F).

Note que, como

~Atpy, = fr =, em D' (0,T; H ' (Q))

m

entao tomando p € H' (), temos

o que implica

Oy, "
<_%’p> —+ <V’¢m, Vp> = <fm - @DmaP)
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e pelas convergéncias (2.39), (2.41) e usando o teorema de Green generalizado

(teorema 1.4.11) temos:

(=C,p) + {(nb,v0p) — (A, p) = (f =", p)

por (2.2),, obtemos:

(M, v00) = ((, )

donde
_ W

e portanto, o teorema estd demonstrado. [ |

Observagao 2.2.0.5 Sendo {1,101} € Hy (Q) x L? (), pelo teorema 2.2.4 a solugdo
fraca v de (2.2) com f =0, satisfaz a desigualdade abaixo, denominada Desigualdade
Direta.

o\ > ,
/2 (%> d¥: < Cy (||{¢07¢1}||H3(Q)xm(g)> (2.42)

2.3 Solucao Ultrafraca

Nesta secao, buscaremos a existéncia e unicidade de solucao para o seguinte

sistema nao homogéneo:

y' — Ay =0, em Q
y=v em X (2.43)
y(.0) =y ¥ (-,0) =91, em Q
em que os dados iniciais yy e y; s@o menos regulares que na solucao fraca, ou seja,
Yo € L*(Q) e y; € H 1 (Q). Vamos entao definir o conceito de solugao® para o sistema
(2.43) por meio do Método da Transposicdo.
Agora, Multiplicando a equagao (2.43), por uma funcao p = p(x,t), onde z € Q ,

t € (0,T) e integrando formalmente em Q, obtemos:

/ y"'pdxdt — / Aypdxdt = 0 (2.44)
Q Q

3Devido ao método utilizado é tambem conhecida como ”solugio por transposicao”.
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Usando integracdo por partes em ¢, e além disso o fato que (v/,p) = (v",p) + (¢, p) e

(', p) = (y,p) — (y,p"), temos:

/ —/y’pda:dt—/ /y'p’dxdt—i—/ /Vprdxdt—/—pdE:O
o dt Jg o Ja o Ja 5, OV

aplicando o teorma de Green implica:

/Q yp"dadt — /Q Y (0)p(0)dz + /Q Y (T)p(T) dx + / y (0)p' (0) dz—

/Qy(T) (T)d:c—/yApda:dt / pd2+/ —yd¥ =0

Como nao temos informagao sobre y (x,T") e ' (z,T'), entao assumiremos que p (z,T) =

P (2, T)=0em Qe p(x,t) =0 sobre ¥ , logo:

Q

/Qyp”dxdt—/ﬂy’ (0)p (0) dx—i—/gy’ (T)p(T) dx+/y(0)p’ (0) dz—

v~

0

/y(T)p’(T)da:—/yApdxdt—/ay s + gpde}_O
2 —_—

~
0

0

o que implica:

y : / Op v
/Qy(p —Ap)dxdt—/ﬂy (O)p(())d$—|—/gy(0)p (O)d:B%—/E%ydE—O

Assim, temos
= 8) = 0 O = o O) = (.1 (2.49
em que (-, -) representa pares de dualidade nao necessariamente iguais.
Como estamos interessados em obter uma definicao para solucao Ultrafraca, o
candidato para a mesma serd um funcional definido pela expressao (2.45). Para isso,

de forma natural escolhemos p = p (z,t) como solu¢ao do seguinte sistema:

p'—=Ap=f, em Q
p(-,T)=p(-,T) =0, em Q
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Tomando f € L'(0,T; L*(Q)) e aplicando uma mudanga de varidvel (T — t) por ¢, o
sistema (2.46) torna-se um caso particular de problema estudado na segao 2.1. Desse

modo, segue da proposicao 2.1.0.4 e dos teoremas 2.2.4 e 2.1.2 que:

Hp’ (t)”LOO(O,T;L?(Q)) + Hp (t)”Loo (OyT;Hé(Q)) <C HfHLOO(o,T;L2(Q)) , (2.47)
dp )

5, €L (& 2.4

v € ( )7 ( 8)
dp
|%2].... = €W luuram* 019)
(§]

peC® (0,71 H () N ([0,7]; L () (2.50)

Podemos concluir de (2.50) e (2.48) que p' (0) € L*(Q), p(0) € H3 (Q) e L € L* (%)

assim, podemos escolher,
Y € L*(Q), me H () e veLl*(N)

e dai, o lado direito de (2.45) fara sentido.
Agora, definimos o funcional T : L' (0,7; L? (©)) — R por:

dp

(T, £) = (y1,2(0)) = (yo, 9’ (0)) — . 3, Y% (2.51)

para todo p solucao de (2.46) .
Mostraremos que o funcional T ¢ uma forma linear continua. De fato, observando

as estimativas dadas em (2.47) e (2.49) temos:

Ip
D1 =l O+ Bl O+ |52 ol
Viizz(s)
<€ (lnl + Ill-sy + 10l 1 oy (252

4Estranhamente, a prova original de Lions (veja [13]) assume que I' é suave, e somente apds dez
anos com uma prova técnica nao trivial, Chiara(veja [6]) generalizou (2.49) para fronteiras continuas

Lipschitzianas.
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entao, obtemos o resultado desejado e pelo teorema 1.4.18 segue que T €

L>(0,T; L*(Q)) e existe y € L™ (0,T; L* (2)) tal que

(T,f)z/gyfdxdt VL' (0,T; L () .

Além disso por Hahn-Banach, podemos tomar || f|| . (01:12(0)) = 1, obtemos assim:

HTHLOO(O,T;H(Q)) <C (’yo| + Hyl”H*1(9) + HUHL2(2)> (2.53)

Definigao 2.3.0.6 Dados {yo,vy1,v} € L*(Q) x H1(Q) x L?(X), dizemos que y €
L>(0,T; L*(Q)) € solugio Ultrafraca de (2.43) se satisfaz a identidade:

, 0
[ widsdt = (0 ©) = (s’ ©) ~ [ Sy (2.54)
Q T oV
Vf e L'(0,T;L* () com p solugio do sistema (2.46) .

Teorema 2.3.1 (Existéncia e Unicidade) Existe somente uma solu¢ao Ultrafraca y do
problema misto nao-homogéneo (2.43) . Além disso, existe uma constante C = C (T') > 0

tal que

9oz < C (ol + 1o -1y + 12 (2.55)

Prova: A existéncia da solucao Ultrafraca é uma consequéncia direta de (2.51), (2.52)
e do teorema da representagao de Riesz (teorema 1.4.18) para fungoes pertencentes a

L>(0,T; L*(Q)) . Passemos agora para a prova da unicidade. Sejam os sistemas:

' —Au=0, em Q
u=uv em X (2.56)

u(+,0) =ug ,u'(-,0) = uy, em €

m” —Am =0, em Q
m=v em X (2.57)

m(-,0) =mg ,4'(-,0) =mq, em Q
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sendo u e m solugbes de (2.56) e (2.57) respectivamente. fazendo w = uw — m, e

subtraindo (2.56) e (2.57), obtemos:

w”" — Aw =0, em Q
w=0em X (2.58)
w(-,0) =w'(-,0) =0, em

mas se w ¢ solugao do sistema (2.58) entao, usando (2.45) temos:

(0. = 80) = {1, 0) = G f O)) = ()

= (w.f) = [wf =0,/ €D (Q).
Pelo lema 1.4.13, segue que w = 0 e portanto u = m, mostrando assim a unicidade da

solugao. [

2.4 Observabilidade na fronteira

Nosso objetivo, nesta secao, é demonstrar a desigualdade inversa, ou também
chamada de desigualdade de observabilidade para o problema de controlabilidade na
fronteira.

Antes de enunciarmos o teorema que nos garante a desigualdade inversa,

consideremos a seguinte terminologia:

e seja g algum ponto de R” tal que x¢ ¢ Q e m(z) o vetor x — x5 com componentes

mi(z) = (z —20), ; 1 <k <m.

o 6 (z0) = sup [ = 3ol = (@)l 0

e Partigao da fronteira I' de © (Veja figura 2.1) :

Ly ={z e sm(z)v(z) > 0}
Lo ={z €l ; mx)v(zr) <0} =T-T,.
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Figura 2.1: Particao da fronteira T' de §Q2.

e Particao da fronteira 3 de @ :

EO = FO X (O,T)
20* = FO* X (0, T)

Agora, enunciaremos o teorema que garante a desigualdade inversa:

Teorema 2.4.1 Consideremos Ty = 20 (zg) . Se T' > Ty, entao:

0112 112 0 (zg o\ 2
O] + 0] < m&) (%> dUdt (2.59)

para toda solucao forte ¢ de:

Y= A =0, em Q
Yp=0em X (2.60)

¥(+0) = o, ¥'(,0) =41, em Q.

Prova: Pela identidade (2.20) temos:

1 ovN* L [ Oy (.2 2
§/quk(%) dth—X+§/Qa—m(|w| —\V@b\)dwdt—i—
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T

%a—waid dt ; onde X = (¢ (t),qkav’D(t)) (2.61)

o Ox; Oxy, Ox; Oxy,
Escolhendo gx(x) = (z — x¢), = mg(z) ; 1 < k < n, obtemos

O _ . . 0w 0¥ 0V _ — |V,
0q Oz, Oxy, Ox;

0

o que substituindo em (2.61) nos d4

/mkl/k )dldt = X + ~ /(|w| yw|2>dxdt+/|w|2dxdt
Q

N
N|=

Em %o temos 0 < myvp < (35 mi)* (g i) = () e = 6 (o) -

Portanto

o\ o\ o\ >
— Idt < — r< — I'dt.
/Em’“”’“(ay> d dt_/zomkyk(ay> d _(5(1:0)/20 5 dldt
Assim

2
X+ 2 /(W! V) dxdt+/ V) dedt < 5(2 )/ (%) drdt.  (2.62)

Notemos que

X+ ') — ]V@b] da;dt+ \Vy|? dadt =
/ ( J

T
[ (w7 = 190) dode + [ Bie)ie

onde E(t) =1 (|¢/ ()] + ||v (¢ )|| ?). Fazendo Y = Jo¥'] = |Vy'|*)dzdt, e observando

que a energia é conservativa, isto é, E(t) = E(0) ; Vt € [0,T], temos de (2.62) que:

n—1 d (zo) AN
X+ "2V 4 TE(O) < T/z <5) drdt (2.63)

Notemos que ao multiplicarmos ambos lados de (2.60), por ¢ e integrando formalmente

em @, obtemos:

—/ | dadt + (w'<t>,¢<t))y§+/ VOl datdt = 0. (2.64)
Q Q

n—1 n—1
X Y = ! . d
= [ (e )
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Iremos agora obter uma estimativa para a integral em (2.65) em termos de energia.

Observemos que,

—1 1 —1 1\
/Q " (m.w n ”Tw) dr < g /Q W2d + o /Q (m.w n %w) dr, (2.66)

onde p> 0 é um numero real a ser escolhido posteriormente.

Analisemos a tltima integral do lado direito de (2.66)

/Q<m.w ";1 )de:[)(m.vw)wdx

+/Qw¢dx+(n— 1)/9(m.V¢)@/1dw

B 1 o?
/Q(m Vi)yhdr = /mkﬁxk Q/kaﬁ_xkdx

e como Y = 0 sobre X, pelo Lema de Gauss, temos:

2
/ de :/Vkmk¢2dF =0
9] 8xk T

Temos ainda que

logo

1 81,02 8mk 9

Assim, substituindo [(2.68) — (2.69)] em (2.67) , obtemos:

/ (m.w n Ew)zdx - / (m. V) da+
Q 2 Q

{(”;1)2 . ”(”2_ 1)] /zp?dx < /Q(m.wf dz

pois (”;1)2 — ”("271) _w H < 0. Sendo
n—1\> 9
m.Vi + Tw dr <6 (x) [ |VY|"dx
Q Q

< [ @)l 196 do = G @)? [ V0 do.
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segue de (2.71) que:

/ (m.V@/} + n_—1)2 dr < § (xo)/ \V|? da (2.72)
Q 2 - Q

Substituindo (2.72) em (2.66) e fazendo p = 0 (), obtemos a desigualdade:

-1
/ W (m.w + - > ¢> dz < 8 () E(0), (2.73)
Q
a qual, substituindo em (2.65) nos da:
n—1 , n—1 |I"
X+ Y = [¢'(t),m.Vy+ 5 (0
0
-1
<2 ’ ' (t), m.Vi + n—¢) < 26 (o) E(0) = T'(x9)E(0) (2.74)
2 L°(0,T)
De acordo com (2.74) deduzimos de (2.63) que:
2
—~T(z0)E(0) + TE(0) < 9 (20) / (a_w) drdt (2.75)
2 Jg, \Ov
como queriamos demonstrar. [ |

Observagao 2.4.0.7 De forma mais precisa, se xo € R", 6 (z9) = sup ||z — zo||gn ,

zel
To =26 (z0) e {f° f'} € HY (Q) x L? (), entdo para T > Ty, existe C > 0 tal que
2 oY 2
CHL P H i pmrze) < /EO <5) d. (2.76)

2.5 Controle Aproximado na Fronteira

Nesta secao, temos o intuito de estudar a controlabilidade aproximada na
fronteira do sistema (2.1) antes de tratarmos do caso mais complexo, em que dividiremos
Yo em duas partes e usaremos a terminologia de Stackelberg, fato a ser tratado no
préximo capitulo. Notemos que pela linearidade do sistema (2.1), podemos assummir

sem perda de generalidade que {yo, 11} = {0,0}.
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Definigao 2.5.0.8 Dizemos que (2.1) € aproximadamente controldvel se, Ye > 0 e
{2921y e H1(Q) x L*(Q) dados, existe v € L* (%), tal que a solugao y =y (z,t,v)

do sistema (2.1) com dados iniciais nulos, satisfaz:

Iy (1), 5 (1)} = {=% 2"} -syerzio) < € (2.77)

Equivalentemente, (2.1) € aprovimadamente controldvel se existe v € L*(Xg)

(possivelmente infinitos v’s) tal que a solucao y =y (x,t,v) do sistema (2.1) satisfaz:
y(T)€ 2" +apBy e ¥ (T) €2 +a1B_y , Yag,a; > 0. (2.78)

Agora, formularemos um problema, de forma, que apareca um funcional custo, e a

partir da minimizag¢ao do mesmo, fornega-nos o controle desejado.
1) Formulag¢ao do Problema de Minimizagao

Seja ¢ (2,Tg) = supd (o, 2) . Logo, vamos considerar o seguinte problema:
e

Dados {z',2°} € H1 (Q) x L? (), ag,ay >0 e T > Ty =25(2,Ty),

achar iIQl(fE )% on v2dY  entre todos os v’s (possivelmente infinitos controles)
ve 0

que implicam (2.78) .

(2.79)
Observacao 2.5.0.9 Obtemos controlabilidade exata quando temos oy = aq = 0.
2) Método de Dualidade de FencheP
Definimos o operador
T: L*(%) — H1(Q) x L*(Q) (2.80)
v = Tv= {-y (T,v),y(T,v)}

Além disso, é facil ver que T € L (L?* (30), H ' (Q) x L*(Q)).

SFenchel, M. W. (1905 — 1988) - Matemdtico alemao, estudou Geometria e Otimizacio na

universidade de Berlim tendo como principais contribuicées a transformada de Legendre-Fenchel e

seu teorema de dualidade.
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Teorema 2.5.1 Sejam T > 26 (2,Ty) e T como foi definido acima. Entao, quando v
gera L* (30, {—y' (T) ,y (T)} gera um subespago (afim) denso de H='(Q) x L*(Q).

Prova: Para a realizarmos a prova, estudaremos primeiro a imagem do operador 7.
Seja f = {f° f'} € H} () x L? (R2), e introduziremos o estado adjunto £ definido como
solugao tnica de:
g —AE=0, em Q
E=0,emX (2.81)
ECT) =10, €(T) = f', em O
Agora, multiplicando (2.81), por y solugao de (2.1) e integrando formalmente em

Q, obtemos:
/f”yda:dt - / Aydzdt =0
Q Q

Observemos que (&, y) = (€",y) + (&,y) e (v, €) = (¢, &) — (y", £), assim temos:

T d T T 85
/ —/f'ydxdt—/ /f'y'dmdt—l—/ /VﬁVydxdt—/ —yd¥ =0
o dt Jo 0o Ja 0o Jo s, OV

o que implica

/Qfl(T) da:—/f 0)y (0 dx+/ /{y”dxdt—/g T) do+
/5 df‘f—/ /Aygd:cdt—/zogf d2+/0 SLeds = 0

0

Logo, temos

9)
o 6_§Udz - <y/ (T) ’fO>H*1(Q),Hé(Q) + (y (1), ). (2.82)

Sendo {f°, f'} € HY () xL? (Q) e {—y (T,v),y(T,v)} € H ' (Q) x L? (), segue que:

[ Gein = (U= )y @) 51D)

= (T PP = 0T (7 283
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Assim, temos:
* 0 1\ _ af
T =5 (2.84)

Portanto, se

(T0. 1) = (' (1) ) sy + 0 (T) ) =0

para todo v € L? (3g), entao:

0
5_5 =0 em % (2.85)

donde, quando v € L? (X), segue de (2.1), e (2.85) que y =0 em ¥, daf:

y' — Ay =0, em Q
y=0em X
y(0) =4y (0)=0, em Q

e por unicidade de solugao y = 0.

Assim,
&"—AE=0, em Q
E=0,emX
satisfazendo entdao (2.85).  Portanto, pelo teorema de unicidade de Holmgren

( teorema 1.4.20), se T > 26 (2, T), entdao £ = 0 em Q, o que implica f¥ = f1 =0, e
pelo teorema 1.2.7

{y(T,v),y (T,v)}
gera um subespago denso de L? () x H™1 (). |
Assim, existe v € L? (%) tal que:

Tve{—2"+a1B_1,2° + 2By} . (2.86)

Introduziremos os funcionais Gy : L? (3g) — R e Gy : H™1(Q) x L?(Q) — R como
segue:

Gi(v) = 1 Js, v?dE Vv € L? (%) (2.87)

2
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—al € Zl + @1B_1
0, se
Gy (Tv) = Gy({—a',a’}) = a® € 2+ ayBy (2.88)

o0 , de outro modo

Logo, como a imagem do operador 7 é densa em H ' (Q) x L?(Q) com T >

26 (2, ), podemos reescrever o problema (2.79) da seguinte maneira:

inf Gy (v) + G (T0)] (2.89)

veL2(3g)
Aplicaremos a (2.89) o método de dualidade de Fenchel, método este, bastante utilizado

na teoria de Andlise Convexa. Pelo teorema de Fenchel-Rockafellar (teorema 1.3.3)
com V = L?(3),W = H(Q) x L*)(Q),® = G, : L*(%) - Re ¥ = Gy :
H=(Q) x L?(Q) — R temos que:

e Sendo {y (T,v),y(T,v)} € H1(Q) x L*(Q), 3 v € L*(3;) de modo que

Tv = {—a',a"} satisfaz:
Tv e {21 + B, 2"+ aoBo} — G2 (Tv) =0

.0 € Dom (Gh) N Dom (G (Tv)) .

Temos também que G é continua em v.

De fato, seja [v™ — v]L2(EO) — 0 entdo, temos:

1
/ (v")* dx — —/ deE'
Eo 2 E0

/ZO'U”('U”—v)dE—/Eov(v”—v)dE‘

( /E 0 (v”)2d2>

Gy (V") = G (v)] =

N~ N —

IN
N
N[

TV TV
—0 —0

o que implica

|G1 (v") = Gy (v)] = 0
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portanto GGy é continuo em v.

Assim, temos que:

inf [Gy(v)+ Gy (Tv)]=  —min [GT (T* ({/9\07/9\1})) + G (— {ﬁo,’g\l})} )

vEL?(3o) GEHL(Q)x L2()
(2.90)

Observe que G; (v) = Gy (v).
De fato,

Gi(v) = sup {<U*’U)L2(EO) — G (v); v e L? (20)} =

veL? (20)

1 1
sup {/ v2dY — —/ U2d2} = sup {—/ UQdE} =G (v) , (2.91)
’UGLQ(E()) Yo 2 Yo 'UELQ(EO) 2 >o

Vv € L? (%) . Temos também que:
G359 =65({3"3'}) =

sup {{{{-d"a"} . {8".9'})) - G2 ({~a',a"})}

{al,a%}eH-1(Q)xL?(2)

utilizando a dualidade entre H' () x L*(Q) e Hj (Q) x L*(9), definida como

(o a} 33 }) = (@0) = .0 gy oo (2.92)

obtemos:

130 0 ~1
el {_ 49 ) - +(a, 9 _GQ(T'U)}
{al,a®}eH-1(Q)x L2(£2) < >H 1(9),H&(Q) ( )

note que G5 (Tv) = 0, desta forma temos:

sup {_ <Zl + 171, /g\0>H*1(Q) HY(Q) + (ZO + &0, /g\l)} =
(71,7%0)€B—1xBo 770

(=%,9") - <Zl’§O>H*1(Q),H$(Q) + O‘lmsequf1 <_71’§0>H*1(Q),Hé(ﬂ) T O‘Owi‘elgo (70.9") =
(=.3") - <21’A0>H—1(Q),Hé(ﬂ) +ar [[3°)] + a0 [g'] (2.93)

Vg ={9°.9'} € Hy (2) x L*(2).
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Por (2.84), T* (§) = %, e usando (2.91), obtemos:

= o0

~ ~ ~\ 2
A o ()L () un i com &
Gi (5) =Gy <8V> =3 /20 (81/) d> ; com o € L*(%). (2.94)

Portanto, (2.90) é equivalente a

~\ 2
| N B 03
o0 oro= w3 ()
(Z(),/g\l) N <Zla/\0>H—1(Q),H&(Q) + o ||/g\OH + p ‘/g\l}} ) (295)

em que ¢ é dada em (2.81).
Considerando a dualidade definida em (2.92), podemos associar a solu¢ao do

problema dual do lado direito de (2.95) & minimiza¢ao do funcional X : H} () X

L*(©2) — R definido por:

X({?Oﬁl})Z% /EO (g—g) dy+

(£.5) ~ (3 sy + 0[] + 07 299

dai, temos que
inf [G G = -—min X ({2°,7' 2.97
UIEILI%(EI)[ 1 (v1) + G2 (Tor)] e ({3".9'}) (2.97)

Agora, tomando 0 < € = min{«ap, @1} e usando a norma do gréfico, reescreveremos o

funcional (2.96) como:

Xe({ﬁ,ﬁl})%/z (%) d¥i+
({89} {2 2"10) +€l{8". 9" Ml gy ey - (2.98)

Teorema 2.5.2 Seja T > 26 (2,T). Entdo o funcional definido em (2.98) atinge um
inico minimo g € Hy (Q) x L*(Q), solugao do problema dual (2.95).
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Prova: De fato, pelas definicoes 1.3.1.3, 1.3.1.5 e pela proposicao 1.3.1.8, basta
provarmos que o funcional X, é estritamente convezo.

Para isto, sejam A € (0,1) e {g°,3'}, {ﬁo,ﬁl} € H} () x L*(Q) com {g° g'} #
{Eo,ﬁl}, e note que, para cada {g°,g'} € H} () x L*(Q), existe g € L?(%) tal que
Tg=1{9° 79"} por (2.80), entao:

X. [A (3,3 + 1=\ {ﬁo,ﬁl}] _

R NN 2
1/ 8<Ag+gi_A)h> dz+(z°,A§1+(1—A)E1)—
3o

<z1, A0+ (1— A)Tz0>

(1= N0+ (1 - A)EO‘

11 (@), () HY(Q)x L2(2)
a(x (1 A)E) i
1 g+ U= . .
5/ 5 a5+ A[(5) — (19 + el {3} ] +
2o v
(0 7) (o) o | 7] 209)
Analisando (*) em (2.99) obtemos:
a(x (1 A)ﬁ) ’
g+ (1- 2 %
5/ as =2 (@) a5+
2 Js, v 2 Jg, \OV
0goh . (1=N? [ (0% ’
g _
1o /20 o A () 2100
N2 2
Vamos majorar (2.100) usando a desigualdade f%% <3[ (%) +1f (%) com

g—g # g—f e multiplicando por A (1 — A) > 0.em (xx*). Logo, obtemos:

A2 A(1—=)) a5\’
?+—2 :|/go<£) d>+

(1-N2 A(1—)) an\’
2 L (3) =

52

2

d¥ <

1/ 8()\§+ (1 —A)?L)

2 ov

2




~\ 2
A a5\’ (1-2) oh
5/20 <a_u) a3 + /Z o (2.101)

Substituindo (2.101) em (2.99) obtemos a desigualdade:
X. [A (33" + (1 - {ﬁo,ﬁl}] <A ({33 + (1= 0 ({Eo,f?}) ,

provando assim a convexidade estrita de X. [ |

Portanto, provamos que o funcional X, tem um tinico minimo § € H} () x L?(2),
que é solugao do problema dual (2.95) e juntamente com o fato de £ ser a solugao unica
de (2.81), garantem que o controle dtimo, isto é, a solugdo v do problema (2.79) que é

dado por:
23

=— , em . (2.102)
ov

v
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Capitulo 3

Controle Hierarquico

O objetivo desse capitulo, é introduzimos a terminologia do controle 6timo de
Stackelberg para solucionar o problema:

1
= inf = 2d%) 1
S () ueigl(zo)Q /Eo ! (3:1)

restrito a
y (Tov) € y' 4B, | (32)
y(T,v) € y"+anBo
em que {y",y"} sdo dados pertencentes a H*(Q) x L? (1), e a partir disso, buscar
um sistema de otimalidade para o controle seguidor e de uma relacao entre o controle
lider, e o controle seguidor de forma que dado vy, obtemos vy = F (v1). Temos também

a finalidade de buscar a controlabilidade do sistema, e depois encontrarmos o sistema

de otimalidade para o controle lider.

3.1 Controle Hierarquico Segundo a Terminologia

Stackelberg

Nesta secao, temos o proposito de inserir a nocao de controle hierarquico na

terminologia Stackelberg como alternativa para solucionar o problema (3.1).

o4



T 4 Q=0x(0.T)

¥

L =hulz

Figura 3.1: Cilindro do R™™! com separacio de parte da fronteira o=, U L.

A fim de aplicar essa terminologia, dividiremos I'y em duas partes I'1,I's C I'g com
I'y=T,Uly (3.3)

a menos de um conjunto de medida nula, e ['y NI’y = @ (Veja figura 3.1) . Consideremos

também

v={v, v} ;v €L*() ,i=12 (3.4)

Também podemos escrever

v=1v;+vy com Io=T,UT%, (3.5)
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Entao, reescrevemos (2.1) assim:

y' — Ay =0, em Q
v ,em X

Yy=49q vy ,em o (3.6)
0 ,em X\ 2

y(0) =9 (0) =0, em €.

Agora, usando a ideia de Stackelberg! assumimos que desejamos uma hierarquia na
decomposicao de (3.3) e (3.4), onde v; é o controle lider e vy é 0 seguidor, temos como
objetivo principal obter (3.1) restrito a (3.2) com um custo minimo e como segunda

prioridade mantermos

J(v) = % /Q (.t v) — yg(m,t)]zdxdt+§ [ vaz (3.7)

o menor possivel, com 8> 0 e ys (7,t) € L? (Q) sendo um estado predefinido.

Entao, definimos
y(v) =y (v1,02) , (3.8)
com a separacao da fronteira como em (3.3), escrevemos (3.7) como:

1
Jo(v1,v9) = 5 / [y(v1, v2) — Yoz, t)]Qdasdt + g U%dZ (3.9)
Q PP

pois veremos em (3.10) que v; sera considerado fixo.

Consideramos o primeiro problema:

Dado v, € L*(X,) , encontrar

nf ) (3.10)
in vy, Vg).
vty /2L V2
Este problema admite uma tnica solugao (como sera visto na segao 3.2)
Vg = ./T"(Ul) (311)

1Como as funcdes aqui sao do tipo comtrolabilidade, Von Stackelberg introduziu a idéia

completamente diferente no contexto econoémico.
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Agora se substituirmos (3.11) em (3.8) solugdo de (3.6), obteremos o estado

y (v1, F (v1)) solugao do sistema:

y'— Ay =0, em Q

V1 ,em X4
y=49 F(v) ,em 3y (3.12)
0 ,em X\ X

y(0) =7 (0) =0, em Q.
Logo, podemos substituir de forma natural o problema (3.1) restrito a (3.2) por:

Encontrar vy € L?(31) que minimize Jy(vy) = %le v2dy
y(Tiv, F (1)) € y" +aeBy (3.13)
y/ (Ta U1, F (Ul)) S le + OélB_l

com vy restrito a:

desde que isso seja possivel Vag,; > 0 suficientemente pequenos e {y’T,yT} €

H1(Q) x L2 (Q).

3.2 Sistema de otimalidade para o controle seguidor

A finalidade desta secao, é buscar a otimalidade para o controle seguidor, a
partir de um certo controle lider dado. Faremos isso utilizando a estratégia descrita na
se¢ao 3.1 para resolver o problema (3.10) partindo da minimiza¢ao do funcional (3.9).

Assim, seja o funcional (3.7), que com a separagao de parte da fronteira tal que
Yo = ;U Xy fol escrito como (3.9), entdo para a solugdo do problema (3.10),
minimizaremos o funcional J; fazendo uso do teorema 1.3.1.

De fato, sejam U,q = {(y,v2) € L*(Q) x L? (32)} C (L*(Q))% e Jo(y, v2) : Usg — R,

definido por (3.9); assumiremos também que y(vy, v9) = y, entao:

e Claramente U,y € nao-vazio, e sendo o mesmo um subespaco de um espago de

Hilbert, é convexo e fechado

e Jy € fracamente coercivo
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De fato, usando a segunda desigualdade triangular temos:

ly — Z/2HL2(Q) 2 ”yHLQ(Q) - ||y2HL2(Q)

e como ¥y é fixo, segue que

. 1 9 B )
1 J. - Zly — e _
HyHLQI(rQIt_)OO 2(y)/02) 2 Hy yQHLQ(Q) + 2 HUQHLQ(EQ) 0
HU2HL2(22)—>OO

dai segue a coercividade fraca de Js.
e Jy € fracamente semicontinuo inferiormente

Sejam duas sequéncias (v3), (y") C Uyq tais que y™ — y e v — v. Logo, temos que
paran, N € N, com n > N
" — <€
1y yHLQ(Q) (3.14)
[0 = vl pogs,) <€

Assim,

| Jo(y",vy) — Jo(y, v2)| =

1 n 2 2 6 n|2 2
\§(uy — el = Iy = 1lliaie) + 5 (151w — Iallfas, )| <

1 n 2 2 5 n|2 2

>y = llEao) = Iy = lliace)| + 5 |10 amn = vallfsy | <
Ch n 2 Cof n 2
? ”y — Y2 =Y + y2||L2(Q) + T <||U2 — 1)2||L2(22)> S Ce ,

(&1

onde C' = mdx {3, %}, com isso obtemos a continuidade de J, e consequentemente

a fraca semicontinuidade inferior.
e J, é estritamente convexo

De fato, sejam A € (0,1) e (y,v2), (¥, V2) € Uyq com (y,vs) # (Y, V2). Escrevendo yo
como ya = Ays + (1 — Ay, temos:

Jo[ Ay + (1 =Xy — Ay + (1 = XNya), Avg + (1 — N)vg] =
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%/Q[Ay +(1=N7 = Myo — (1 = Nyl ?dadt + g/ (Mg + (1 =N 3)%dE. (3.15)

3o

Analisando o lado direito de (3.15) obtemos:

5 L =)+ (1= 0 G o+ [ st (1= 0T 2 =

2 g

g'Q@_ﬂ”%“ﬁ+AUf“VL;y—mﬂ?—WMMﬁ+(L;M

J/

/ (y — 2)* dadt+
Q

~"~
*

2 2
pX / v3dY + BA(1 = \) / V9UadX + A=A / UadY (3.16)
2 Js, o 2 o

. s
v~

k%

Vamos majorar (x) e () em (3.16) usando a desigualdade [ab < %faQ + %be,
com a # b:

() Aplicando a desigualdade e depois multiplicando por A (1 — \) > 0 obtemos:

A<1—A>/Q<y—y2><y7—yz>dxdt<

A=)

5 /Q (y — y2)° ddt + M /Q (7 — ) dedt. (3.17)

(xx) Aplicando a desigualdade e depois multiplicando por S\ (1 — A) > 0 obtemos:

BA(1 —A)/E Va02dY < w/z v%dZJrM . Vod>. (3.18)

Usando (3.17) e (3.18) em (3.16) , obtemos a desigualdade estrita:

Jo(Ay+ (L =Ny —ya, Avg + (1 — N)vp) <

A A1 =) 1—))? _
5 . (y — y2)2 dxdt + % /Q (y — y2)2 dxdt + ( 5 ) . (y — y2)2 dxdt+
A1 =) ~ A2 A3 (1 — )\
%/ (y - y2)2 dzdt + 67 ’U;dz + %/ v%dZ—i—
Q 3o I
1— 1))
M @gdﬁ] + u @gdZ -
2 E2 22
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A
2

A)

108 [ s

Py

/ [y — yo)?dxdt + — vady + / [ — yo)*dwdt +
b)) Q

Aoy, v2) + ( —A) (Y, v2).

Provando assim a convexidade estrita de Js.

Portanto, existe uma unica solugao vs para o problema (3.10), como para cada vy
dado encontramos uma tinica solugao vs, podemos relacionar uma dependéncia entre v,
e vy de forma que vy = F (v1).

Agora, dado vy, calcularemos a derivada de Gateaux do funcional J; (y;v1,v2) e

igualaremos a zero, encontrando assim a equagao de Euler associada ao problema (3.10):

(J2) (y,v2) = hm [Jz (y + €01, v3 + €by) — Jo (y,v2)] =

111 1
lim— |:§ / (y + 691 — Y2, Uy + 6(92) dxdt — 5 / (y Yo, U2)2d$dt+
Q

e—0€
p 2
- / (UQ + 692 dZ - = / d2:|
2 EQ Z2

11
lim— {— / ((y —12)* + 2(y — y2)eb + €20%,v5 + 2uqely + €203 )dadt—
Q

e—0¢e | 2
1 B 20 B
= | ((y — ), v3)dzdt + = (V3 + 2uye0y + €203)dY —

2 Q 2 o 2 o

v3 dZ} =

1(1
lim— {— / (2(y — yo)edy + €207, v3 + 209e0y + €203)dadt + g / (2vq9€0y + 629§)d2:| —
Q Yo

e—0¢€ 2

e—0 | 2

1
lim {— / (2(y — y2)01 + €0?,v3 + 20505 + €03)dzdt + g/ (2096, + e@%)dZ] (3.19)
Q 2o

passando ao limite quando € — 0 em (3.19) obtemos:

%%mwﬁZ/@—wM®ﬁ+ﬁ oafhad. (3.20)
Q

Yo

Assim, a equacao de Euler de (3.9) é dada por:

/ (y — yg)g/]dxdt + 6 Ugﬁgdz = 0, \V/ 62 c L2 (22) (321)
Q

3o
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donde, em (3.21), y é solugao de (3.12), v; é dado e vy é a solucao (3.10). Além disso,
y é solucao de:
v — Ay =0, em Q
0 ,em 33
Y=< Uy ,em %y (3.22)
0 ,em X~ (X7UX)
y(-,0)=9(-,0) =0, em Q.

Agora, Multiplicando a equacao dada em (3.22), por uma funcao p = p(x,t), onde

xeQ,te(0,T) e integrando formalmente em (), obtemos:

/@\"pdxdt —/ Aypdxdt = 0 (3.23)
Q Q

Usando integracdo por partes em ¢, e além disso o fato que (¥7,p) = (¥",p) + (¥, 7) e

@,7) = @) — (3,p"), temos:

T 4 T T 05
/ —/@’pdwdt—/ /@’p’dxdt—i—/ /V@\Vpdxdt— —=pd¥ =0
o dt Jg 0o Ja o Ja 5 Ov

aplicando o teorema de Green implica que:

/Q G/ dedt + / 7T p (e~ [ FOpOdo— [ G0 T)des

Ja Q

-

0

/g?(())p’ (0) dx —/ yApdxdt — / @pdE + @Qdil =0 (3.24)
Jo , Q 5 Ov s Ov

0
Como nao temos informagao sobre y (z,7") e ' (x,T'), entao assumiremos que p (z,T) =
P (x,T)=0em Qep(z,t) = 0sobre X, o que juntamente com a separacao da fronteira

em (3.24), obtemos:

//y\p"dxdt+/@\’(T)p(T) da:—/g/j(T)p’ (T) dw—/ﬂApdxdt—
Q 0 L Je L Je

~ N
0

ov , Ov

0

0
/@deJr @§d2+/ @gdz:o.
JE v LI by

0
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Supondo que p” — Ap = y — ys, obtemos:

Iy Op .
/ Yy — yo)dxdt + 5 —pvng =0
o) al/

P
Considerando p como solucao do problema adjunto associado:
p'—Ap=y—y, em Q
p=0 ,em X
p(T)=p'(T)=0, em .
e observando que ¥ ¢ solugao ultrafraca de (3.22), obtemos:

Op .

/ G — Apydadt + | o5 —o.
Q

DI (91/

Assim, compararando (3.21) com (3.26) temos que

0
/ —pi)\QdE = / ﬂUz@gdZ , VE}\Q € L? (22)
5, OV o

dai teremos
1 0p
= ——dX.
2 B ov

(3.25)

(3.26)

Portanto, podemos resumir o estudo do controle seguidor da seguinte forma:

Dado um certo controle v; € L? (%), o controle seguidor vy = F (v;) =

Y9, donde o par
{v.p} ={y (v1),p(v1)}

é solucao tnica do sistema de otimalidade:

y' — Ay =0, em Q
P'—Ap=y—y em Q

(3t ,em X

1 0p
=Q —— by

0 ,em 2N\ X
p= 0 ,em X

(3.29)



3.3 Controlabilidade aproximada

Mostraremos nesta secao um resultado de controlabilidade aproximada para o

sistema (3.29), ou seja, mostraremos que no caso (3.4):

{y(T,v1,F(n)),y (T,v1, F (v1))} gera um subespaco (afim) denso de
L*(Q) x H'(Q) quando vy gera L* (%), desde que T > 26 (Q,T).

que é um resultado de controlabilidade aproximada.

(3.30)

Para a soluc@o do problema de controlabilidade (3.30), reescreveremos (3.12) e (3.13)

usando (3.28) e (3.29), além disso, introduziremos:

em que ¥y é solucao de:

e p satisfaz:

0 ,em 2
1 0p
—_ ) 1op >
0 ,em X\ X

0 ,em X
1 0p
p=< ——= by
0 ,em XN\ X
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z e q em (3.31) satisfazem:

on ,em X
10

z= B(?_Z ,em Yo (3.33)
0 ,em XN X

4=0, em %, (3.34)

Definimos o operador
L: L*(%) — H™1(Q) x L*(Q)
vy — Lvy = {Z(T,v1),—2(T,v)}
Além disso, observe que L € £ (L? (%), H ' (Q) x L*(Q)).

(3.35)

Agora, mostraremos que quando vy gera L? (%) (desde que T > 25§ (2,T1)), entao
{2/ (T),—2(T)} gera um subespaco (afim) denso de H='(Q) x L?(Q).

Com esse intuito, estudaremos primeiro a imagem do operador L. Assim, Seja
f=1{f%f € H} (Q) x L*(Q), e introduziremos estados adjuntos ¢ e 1 definidos
como solugao unica de:

' = Ap =1, em Q
=0, emX (3.36)
p(T) =1 ¢ (T)=f1, em Q

com 1) satisfazendo

' =AY =0, em Q

0 ,em X4
1 0¢

={ —= by 3.37
0 N D YN I

¥ (0) =4 (0) =0, em Q.
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Agora, Multiplicando (3.37), por ¢ solucao de (3.34) e integrando formalmente em Q,

obtemos:

/w”qda:dt —/ Apgdzdt =0
Q Q

Observemos que (1, q)/ =", q)+ @, q¢) e (d,¢) = (¢,v) —(¢",v), assim temos:

/ —/w’qdacdt—/ /w’q’dxdt—i-/ /Vqudxdt—/—qu =0
o dt Jg o Ja o Ja 5 Ov

o que implica

\/Qw’mq dx—/w (0)q (0 dx+/ /@Dq”dxdt—/f%/ﬂwq’dxdt—
e

T
/ / Agpdxdt + @DdE g@b =0
0o Ja

0

separando a integral sobre a fronteira, obtemos:

/ /q — Ag)dadt — /w T) dz+

1
/¢oqf /_8_@2 /%dz:o
0 s, O s, Ov
) 0
portanto,
/ / spdadt = —1 : gfgsz (3.38)

Agora, multiplicamos (3.36), por z solugao de (3 33) e integrando formalmente em Q,

obtemos:

/go"zdxdt—/ Agpzdwdt:/wzdxdt
Q Q Q

notemos que (¢, 2) = (¢, 2) + (¢, ) e (Z,¢') = (¢, ¢) — (2", ), assim temos:

T 4 T T D T
/ —/gp’zdwdt—/ /go'z’da:dt—i—/ /V@Vzdxdt—/ ——2d% :/ /wzdxdt
o dt Jo o Ja o Ja x Ov 0o Ja
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o que implica:

/Q o' (T) 2 (T) dz — /Q ©' (0) 2 (0) dx + /0 ' /Q 2" pdadt—

/OT /QAZ‘Pdl“dt— /Q (1) (T) dadt + \/Q 2 (0) ¢ (0) dwdt—

-~

T
/ EA) +/ —pdY = / /wzdxdt. (3.39)
0o Ja
Logo, separando a fronteira em (3.39) e usando (3.38) obtemos:
T
/ 0 !
- <Z (T>7f >H71(Q),H6(Q) ‘i_/ov /Q(Z — AZ)QOdQCdt—
0
99 gm—_L [ 9904,
o 81/\/ (9VT/;/ B Js, Ovov
Bov
o que implica:
— [ Loz = (1), 1) (= (1), ) (3.40
5, O ) THN(Q),HY(Q) ’ '
ou seja,
L’Ul, f —vldE (341)
E1
Portanto, se ((Lv, f)) = (' (1), f Q.HI@Q) (2(T), f') = 0, para todo
v € L? (%), entao:
0
8_f =0em X;. (3.42)

Logo, no caso de (3.4), segue de (3.37), e (3.42) que ¢y =0 em ¥ , daf:

wl/_szoa emQ
Yv=0em X
¥ (0) =¢'(0) =0, em Q
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e por unicidade de solucao ¢ = 0.
Assim,
" —Ap=0, em Q
=0, emX
satisfazendo entao (3.42). Portanto, pelo teorema de unicidade de Holmgren?
(teorema 1.4.20), se T > 20 (2,T1), em que 0 (,T) = sggd (z,T1)3, entdo ¢ = 0

em Q, o que implica f® = f! =0, e pelo teorema 1.2.7:

{y(T’Ub‘F(Ul))7y,(T7U1v'F(Ul))}

gera um subespago denso de L? (2) x H™1(Q).

3.4 Sistema de otimalidade para o controle lider

Nesta secao, temos como propésito a procura da otimalidade do controle lider
vy, isto é, queremos encontrar v; tal que resolva o problema (3.13), assumindo que tais
, . . . .
v1’s (possivelmente infinitos controles) existam.

Usando (3.31),(3.32) e (3.33), Reescreveremos o problema (3.13) como:

(Py) = {inf % /El v%dz} (3.43)

onde v; agora esta restrito a:

¥ (T,0) +2'(T) —y" € B,
y(T, ’Ul) + Z(T) — yT € Oé()B()
que é equivalente a:

2(T) € y" =7 (T,n)+aB,

(3.44)
—2(T) € —y" +7(T,v)+ By

Observacao 3.4.0.10 Obtemos controlabilidade exata quando temos oy = a; = 0.

2Para um uso mais explicito do nosso caso pode-se usar a proposicao 1.4.3.3
3Distancia de x a I'; tomada no sentido de geodésica em €2; note também que d (2, T'1) > d (,T).
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Assim, a imagem Lv; do operador definido em (3.35) é tal que:
L’U1 € {y'T - y/ (T, 1)1) + OélB_l, —yT + @ (T, ’Ul) + Oz()B()} . (345)

Introduziremos os funcionais Fy : L? (¥;) = Re Fy : H™1(Q) x L?(Q) — R como
segue:

Fi(n) = 5 le vids Yy € L (%) (3.46)

2

2(T) € yt -y (T,v)+a1B_y
Fy(Lv)) = EB{(T),—2(1)}) = ’ —2(T) € —y" +5(T,01) + By

oo , de outro modo

(3.47)
Observemos também que por (3.35) e (3.40) podemos definir explicitamente o

operador L*. De fato,

0
_ i a—fvldg = <Z’ (1), fO>H*1(Q),H5(Q) — (2(7), fl) —
(({Z(T), =D} AL 11 1)) (3.48)
ou ainda
<<L?)1, f>> = (Ula L*f)L2(El) (349)
entao, L* é dado por:
. 1 2 2
L*: Hy(Q)xL*(Q) — L? (%) (3.50)
o L= -

em que ¢ é dada em (3.36).
A partir da introdugdo dessas notacgoes, juntamente com o fato da imagem
do operador L ser densa em H'(Q) x L*(Q) com T > 26(Q,T)

(Fato provado na segao anterior), resolver o problema (3.13) é equivalente a resolver:

o= { it [P+ B (L) (351)
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Aplicaremos a (3.51) o método de dualidade de Fenchel, método este, bastante utilizado
na teoria de Andlise Convexa. Pelo teorema 1.3.3 com V = L*(X;), W = H' (Q) x
LX), d=f1:L2(3) 2 Re VU =F:H Q) x L?(Q) — R temos que:

e Sendo {y (T,v1,F (v1)),v (T,v1, F (v1))} € H(Q) x L2 (Q), vy € L* (X)) de
modo que Lvy = {2/ (T, vy), —z (T,v1)} satisfaz:

LU1 € {y'T — 37’ (T, Ul) + alB_l, —’yT + y(T, Ul) + Oz()Bo} - F2 (LUl) =0

LU € Dom (Fl) N Dom (F2 o L) .

Temos também que F} é continua em v;.

De fato, seja [v] — v1].2(5,) — 0 entdo, temos:

1 1
R - Rl =5 | [ -y [ e
21 E1
1
= — / v{‘(zﬂf—vl)dE—/ vl(v’f—vl)dZ‘
2 21 21
| } } }
< = (/ (v?)%zz) (/ (v — vl)%zz) — (/ (V7 — vy)? dE) (/ vfdz)
2 1 R 1 R 1 | 1
o 0

o que implica

|y (0f) = Fi(v1)] = 0

portanto Fi é continuo em vy.

Entao, temos que:

inf [Fy(v1)+ Fy(Lvy))]=  —min | [Fl* (L* ({ﬁ,ﬁ})) + Ey <— {}T)’]’El}ﬂ :

v1€L?(Xy) J/‘\EH&(Q)XLQ(Q

Observe que Fy (v1) = Fy (v1).
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De fato,

Filn) = sup {(0 o)y = Fi (0)s of € (20}
v1€L?(Z

= s {fy vddm 4, vdax )

’U1€L2(21)

= sup {%le v%dE}

’U1€L2(21)

(3.53)
= Fi(v) ,Vu € L*(%).
() -m (7)) -
f

! 7l
sup 2 (1), —=z(T)}, f — Fy (Lv
oA @@y R TY)) - e}
utilizando a dualidade entre H~! () x L*(Q2) e H} () x L*(2), obtemos:

Temos também que:

sup ){<z (1), °

Lvi €H-1(Q)x L2(Q

— <Z(T),fl) —F (Lvl)} -

>H1(Q)7H3(Q)

sup {<y’T — 7 (T) + aq, Jﬁ)>

(71,70)€B-1xBo

— (=g (T) + 47 q) _
H-1(2),H} () < y(T)+y" + o, f }

(O D) YT DT, ot

a; sup <71,fb> o +agsup (%Jﬁ -
Y1€B_1 H 1(9)7H )

(I )+ (T @) 1)

H=1(Q),Hg ()

+on V= {ﬁ),fl} e HY(Q) x L2(Q). (3.54)

e

Por 3.50, L <f> = —g—‘p e usando (3.53) obtemos:

R

0%\ _ 0P\ _1 [ (92\ o O
5 ()= ()3 (B meom v o

Portanto, (3.52) é equivalente a

1 o3\’
il R0+ B(@o) = —min {0 f (ﬁ) 0 +
v €Ll2(Xq) fEHé (Q)xL2(Q) 2 b ov
( y( )_'_y 7f =+ Yy y( )7f H—l(Q),Hé(Q)—i_al f +050 f ) ( )
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em que ¢ é dada em (3.36). Sendo assim, (3.56) é o problema dual de (3.43).
Fazendo n° = —y (T) + y* e nt = y'T — % (T), e considerando a dualidade entre
H71(Q) x L3(2) e H} (Q) x L*(£2), temos:

(A1 (PP == 7) 0 Py 050

Entao, associamos a solugao do problema dual do lado direito de (3.56) & minimizagao

do funcional © : Hj () x L*(Q) — R definido por:

o((rrh) =3 [, (5e) =

<<{n1,—n0}7{fh,f1}>>+a1 fDH—i-on‘]ﬁ‘ (3.58)
dai, temos que
vleiL%{zl) [Fy (v1) + Fo (Lvy)] = feHg_(fglxil;(Q)@ ({J/m, F}) (3.59)

Agora, tomando 0 < € = min{ap, @1} e usando a norma do gréfico, reescreveremos o

funcional (3.58) como:

0. (.1 =3 [ (5) et
(=) 4 P }>>+6H(P )

Pelo teorema 1.3.3, temos que o funcional definido em (3.60) atinge um minimo

. 3.60
Q)x L2(Q2) ( )

J? € H} (Q) x L*(2), solucdo do problema dual (3.59), e este é tinico, pois o funcional
O, é estritamente convexo.
De fato, sejam {]?0’ ]ﬁ},{go, g'} € H} () x L*(9). Logo, pelos mesmos argumentos

utilizados na prova da convexidade estrita do funcional (3.9) temos:

O. [A {fof} +(1—)) {go,gl}] = 2O, ({fbdﬁ}) +(1 =6 ({°¢'})

_/\(1—)\)/ 0% @g02d2
2 o)

ov Ov
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entao, quando {f f} #{4° g'}, obtemos:

o P} + (-0 fatat)] <20 ([P F) + (1w (501,

Assim, provamos que o funcional ©, tem um tinico minimo ]?E Hj (Q) x L*(2), que

é solucao do problema dual (3.59) . Portanto, segue de (3.43) e (3.56) que:

N 2
inf 1/ vidY =  —min 1/ <3_§0) ax — (yT —y(T) ,]ﬁ)
2 Js, Femi@xr2@) | 2 Jz, \OV

+ <y’T -7 (T),JR)>

restrito a (3.44).

0 Nl
H1<Q>,H3(Q>+Q1Hf HJFO‘O)f : (3.61)

Observacao 3.4.0.11 A ideia essencial do resultado que seque € que para todo f € C,

podemos testar a otimalidade da solu¢ao de na direcao admissivel f — f, em que

f+A(f—f> eCserelo,1].

Seja fA: {fo, fl} a solucao unica do seguinte problema dual:

: 1 / (a@)z T A
— min = — ) dx -y —y((T),f
FEHL(Q)xL2(Q) {2 s, \Ov < () )

+ <le —7 (T 7J/CD>H—1(Q),H(}(Q) T fm” T ]ﬁ‘ ' (362)
Entao sendo p = (g—f,f),( = (g—f,f) e [ = 0O com
Fi= %le (%f)zdz
e
o (P2} ) s P+

entao, calcularemos a derivada de gateaux de f :
F(22) 21 / %" 4 =
v 2, \ OV
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1(58) = tm{r (%24 65)—F (%)}

= e L (1 (3 - ) 0 g, (7o)}
= limi <1 |/, ((_w) 4 2e0008 4 2 (%)2_(_47) )dz}} (3.63)
TS0 |2 |5 ) ov dv B )

= limt ¢ 5 [ fy, 26555 + ¢ (%@) dEH,

Passando ao limite quando € — 0 em(3.63) , obtemos a derivada de Gateaux de F 1 que
¢é dada por:

) 0p 0p 900 _ 5
Fi= oh v 8I/d2 Vo v € L7().

Logo, pela proposicao 1.3.1.9

%) 0p 0y 0p e
(@) a)) e Go) - (50) =0

\ (%‘/—’, f) € C , ou seja, obtemos a seguinte desigualdade variacional:

dp (0p Oy 2 A 10 2
[ 2 (2 0o (7)o 1))
(%)

ao |71 = (L0 £ At = D) — e £ = o[£ 0. (3.64
Analisemos o termo (xx) em (3.64). Note que, por (3.40) com v; = g—f temos:

- / 02)" g5 - (=), ) - (D), 1) (3.65)

s, \ v T e 9) oY () ’
e também
00 0p
S aeiE == (L (). )y + DS (66)

logo, somando (3.65) com (3.66) obtemos:
dp (00 0Oy 71 1 / 70 0
TP 2N gy = —(2(T), J — ), - .
/21 v (81/ (%) d (@), =10+ <Z @), =1 >H‘1(Q)7HS(Q) (3.67)
substituindo (3.67) em (3.64) temos:

_(Z (T) )

)
|
-t
+
~
N\
E
l@

- <f0’n1>Hé(Q),H—1(Q) +(f1.n")



) o~ ) won ([P =11) + oo (7] =171) 20

0

o que implica

~0), ] =)+ (@) . P~ f)

H=1(9),HY(2)
(7= ) e (7] 1) e (] 1) 2

portanto, temos

(7 @+ M-y P -1 -(zm+3m -y - 1)

~H(),Hg ()
war (|2 = 15°) + a0 (|7 = 1£1]) 20, ¥ Fe H (@) x 2(Q).

Agora, tomando y =y + z e p = D+ ¢ como foi feito em (3.31), obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 3.4.1 Sejam T > 26 (,T}) e v = {vi,ve} com v; € L*(%;), i = 1,2. Entdo

o controle lider otimo vy, isto €, o que minimiza %le vidY restrito a:

y/ (T7v17]:(vl)) c y/T‘I’Q{lB_l
y(T,v1, F(v1) € yr'+ By
¢ dado por:
e
ov

em que @ € dado pela solugdo unica {p,1,y,p} do sistema de otimalidade:

v = — , em X1,

y'—Ay =0, em Q
P —Ap=y—1y, em Q
=0 ,em X

0 Jem X
10y

={ —= )y
0 ,em XN\ X
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em X (3.68)

e f=1{f° f'} € definido como solugdo tinica da desigualdade variacional:

(v @)=y =) ~ (@) =y 1)+

~1(Q),Hg(2)
||| = n 177 + o | | = ao | £ 2 0,0 F= { P ') € i (@) x 12(9). (3.69)
onde em (3.69) escrevemos y (T'; f) para explicitar o fato que a solu¢ao {p,,y,p} de

(3.68) depende de f.

Observacao 3.4.0.12 O teorema (3.4.1) é construtivo. Podemos obter (3.68) e
(3.69) usando algoritimos de aprozrimagdes numéricas. Mas esse nao foi nosso objetivo

nessa dissertagdo, um tratamento desses algoritmos pode ser encontrado em [10).
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