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Resumo

A representacao de Weierstrass para superficies minimas em R? e sua generalizacao
a R™ mostra-se uma ferramenta muito tutil no estudo de superficies minimas nestes
espacos. Neste trabalho pretendemos descrever uma representacao tipo Weierstrass
para imersoes simplesmente conexas no grupo de Heisenberg Hjs. Usando aplicacoes
harmonicas é possivel obter uma féormula de representacao geral, tipo Weierstrass,
para imersoes minimas simplesmente conexas em variedades Riemannianas gerais,
isto é util do ponto de vista tedrico, entretanto é muito dificil encontrar solugoes
explicitas. A dimensao 3 e a estrutura de grupo de Lie do grupo de Heisenberg
Hj permitem uma descricao geométrica simples e podemos obter alguns exemplos

classicos.

Palavras-Chayve:
Representacao de Weierstrass, Superficies Minimas, Variedades Riemannianas,

Grupos de Lie, Grupo de Heisenberg, Espacos Produto.
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Abstract

The Weierstrass representation of minimal surfaces in R? and its generalization
to R™ shows is a very useful tool in the study of minimal surfaces in these spaces.
In this work we want to describe a type Weierstrass representation for immersions
simply connected in the group of Heisenberg Hj. Using applications harmonics is
possible obtain a formula for general representation, type Weierstrass for minimal
immersions in manifolds Riemannian simply connected general, is that, useful of point
view theoretical, however it is very difficult find solutions explicit. The dimention 3
and the structure of group Lie of the group of Heisenberg Hjs allow a description

Geometric simple and we can get some classic examples.

Key words:
Weierstrass Representation, Minimal Surfaces, Riemannian Manifolds, Lie Group,

Heisenberg Group, Product Spaces.
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Introducao

O estudo feito por Karl Weierstrass em 1866 e por Alfred Enneper em 1868, da
conhecida atualmente como parametrizagao de Enneper-Weierstrass ou Representagao
de Weierestras para superficies minimas, ¢ uma ferramenta muito tutil e satisfatoria
para o estudo de superficies minimas imersas em espagos n-dimensionais.

Na literatura atual existe um grande nimero de aplicagoes da representacao de
Weierstrass para véarios campos da Matematica, Fisica, Quimica e Biologia. Na atuali-
dade o niimero de contribui¢oes nesta linha de pesquisa permite construir superficies
minimas de um modo sistemético e permite entender as propriedades geométricas
intrinsecas das superficies minimas

A classica formula de representacao de Weierstrass para superficies minimas em
R3 com suas generalizacoes a R", demonstrou ser uma ferramenta extremamente ttil
para o estudo de superficies minimas naqueles espacos.

Neste trabalho descrevemos um método para deduzir uma féormula de representa-
¢ao tipo-Weierstrass para superficies minimas simplesmente conexas imersas em uma
variedade Riemanniana geral e em particular no 3-grupo de Heisenberg Hj e no espaco
produto H? x R do plano hiperboélico com a reta real.

Para isto estuda-se o caso particular de variedades diferencidveis chamadas de
grupos de Lie, assim como sua métrica e seus campos invariantes a esquerda. Obtendo
alguns exemplos, em particular o grupo de Heisenberg.

O grupo de Heisenberg, é relativamente pouco conhecido, mas existem topicos
diversos onde este grupo se revela como um fator importante tal é o caso de: teoria

de representacao de Grupos de Lie Nilpotentes, fundamentos de Analise Harmnica
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Abeliano, Médulo de Variedades Abelianas, teoria da estrutura dos Grupos Finitos,
teoria de equacoes diferencial parciais, mecanica quantica, lgebra Homologica, Teoria
Ergodiga, Teoria de representacao de grupos Algébricos Redutivos, etc. Muitos fisicos
ainda chamam o grupo de Heisenberg como o grupo de Weyl, por ser Hernam Weyl um
dos pioneiros em introduzir o grupo de Heisenberg em mecénica quantica. além disso,
também ¢é possivel estudar o grupo de Heisenberg como a fronteira de uma variedade

Riemanniana (ver [Yilong Ni]), caso que ndo ¢ nosso interesse neste trabalho.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, realizaremos um breve estudo sobre grupos de Lie. Discutimos re-
sultados basicos sobre tais grupos, e damos alguns exemplos classicos. Determinamos
os campos invariantes a esquerda, as formulas de conexao e curvatura, apresentamos

o grupo de Heisenberg e mostraremos que este nao ¢ um grupo de matrizes.

1.1 Grupos de Lie

1.1.1. Definicao Um grupo de Lie G € uma variedade diferencidvel C* com uma

estrutura de grupo e tal que a aplicagao

nw:GxG — G,

(z,y) +— plz,y)=azy"

¢ diferencidvel (C™).
(a) Segue-se imediatamente da defini¢ao que para cada g € GG, as aplicagoes

Ly:G — G

h +— gh



R,:G — G
h +— hg

sio difeomorfismos de G. Note também que (L,)" = Ly1 e (R,)™" = Ry1.

L, e R,y sao chamadas, respectivamente, translacao a esquerda por g e translagao

a direita por g.
(b) Observando os diagramas abaixo

Gxa ¢ axa

-1

(z,y) +— (v,y!) — 2@y ) =ay

G—)GXGL)

r — (e,x) > ext=xa"!

Concluimos que, as aplicacoes

o:GxGF — G

(z,y) — wy

p: G — G,

r — pr)=2""

sao (C). Isto é claro, pois sao compostas de aplicagoes C'™.

1.1.2. Proposigao Seja G € um grupo de Lie e seja Go a componente conexa de G
que contém a identidade, e € G. Entao, Gy € um subgrupo de Lie do grupo G. Além

disso, Gy € normal em G e todas as componentes de G sao difeomorfas a Gj.



Demonstra¢cao: Provaremos primeiro que as componentes conexas sao difeomorfas
uma a outra. Para g € (G, denotemos por G, a componente conexa de G' que contém
g. Vamos provar que G, é difeomorfo a G, = G.

Como as translagoes por g (a esq. ou a dir.) s@o difeomorfismos, entdo bastara

provar, por exemplo, que
Gg = Lg(Go) = gGo.

Agora,
ge G, = g_lg =ec€ g_ng,

temos entao que e € g*IGg e g*IGg ¢ conexo. (pois G, é conexo e L, é continua).
Logo ¢7'G, C Gy (definigao de Gy, maior conexo que contém e), portanto G, C ¢Gy.
i
Analogamente prova-se que gGy € G,. Portanto G, l\ée ° Go.

Provemos agora que G é um grupo de Lie.

e (5 é subgrupo normal de G.

Gy C G é conexo, logo Gy - Gy é conexo. Portanto Gy - Gy é uma vizinhanca
conexa de e. Segue-se que Gq - Gy C Gj.

Gyt = ¢(Gy) é também uma vizinhanga conexa de e. Assim, Gy = Gj,.
Portanto Gy é um subgrupo de G.

Agora uma translagao sobre G ¢ um homeomorfismo de G. Assim, se g € G,

entdo gGog~! é uma vizinhanca conexa de e. Logo, paracada g € G, ¢Gog~' C

Gy. Portanto G é subgrupo normal de G.

e (G é uma subvariedade de G.

Seja i : Gy — G a inclusao. Queremos ver que, para cada p € GG, a diferencial,
diy : T,Gy — T,G & uma aplicacao 1 — 1.

Seja v : I — Gy uma curva diferenciavel tal que v(0) = p e 7/(0) = v. Entao,
di, (v) = 4 N (v(t) =4 tzow(t) =~/(0) = v. Logo, di, = Id ¢ 1 — 1.

Assim, Gg é um grupo com uma estrutura de variedade diferenciavel na qual a

aplicacao (x,y) — zy~! ¢ C*. Isto é claro pois ¢ a restricao a Gy da mesma
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aplicagao em G. Consideramos em G a estrutura diferenciavel de G restrita a

Gy, que é a estrutura diferencial que faz de GGy uma subvariedade de G.

Note que, além disso i : G, — G é um morfismo de grupos. Portanto G, é um

subgrupo de Lie de G. U

1.1.3. Exemplos

(a) (R™, +) com a estrutura diferencidvel usual.
(b) (C\ {0},e) com a estrutura usual de variedade.
(c) St C C\ {0} com a multiplicagio induzida de C\ {0} .

(d) O produto de dois grupos de Lie H e G é um grupo de Lie Hx G, com a estrutura

de variedade producto e produto direito de grupos.
(h1, g1) (h2, g2) = (hih2, g1g2) -

Consegentemente R® =R x --- xR e T" =S x --- x St sao grupos de Lie.

(e) A wvariedade GL,(R) das matrizes n x n reais, com determinante nao nulo é um

grupo de Lie com a multiplicacao de matrizes.

(f) O(n) ={A e M,(R): AA" = Id}, O (n) é uma subvariedade de GL,(R).

De fato, considere a funcao

fiM,R) — S,={AeM,(R): A=A"},
A — AA

f estd bem definida ((AAY) = (AD)' A = AAY) e € diferencidvel. Além disso,
f7YId) = O(n). Assim, para ver que O (n) € subvariedade de GL,(R) basta

mostrar que Id é um valor reqular de f.



Sejam X,Y € M,(R) v R", temos

, X +hY)—f(X
df (V) = ]}E}Of( h) f(X)
_ oy X ERY) (X 4 hY) — X X!
I h
gy XXXV RY X 4 VY - XX
- h—0 h

= XY'+YX"

Se X € f~Y(Id) e S € S, entio escolhemos Y = SX/2 e temos:

dfx (V) = X (STX)t + (STX> Xt

XX'S'  SXX' S S

- T2 T3 > T3
St+S 28
= Ty T3 Th

Assim dfx € sobre para cada X € f~(Id). Portanto Id ¢ valor reqular de f.
(g) U(n)={Be M,(C): BB*=1}.
(h) SU(n)={B€U(n):det B=1}.
(i) SO(n) ={A € O(n) :det A=1}.

(3) O grupo dos movimentos afins de R™. Consideremos K = GL,(R)xR"™ (variedade

produto) e definamos:

Kx K — [{7
((A,v), (A, 1)) — (AAy, Avy +0)

FEste produto faz de K um grupo de Lie. Cada elemento (A,v) € K € identificado

com um movimento afim

(A,v):R" — R"
r — (Ajv)r=Ax+v
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Isto é, pode-se pensar (A,v) € K como uma aplicagio afim de R™. A identidade
do grupo K € o elemento (I,0) e o inverso de (A,v) € K é (A™', —A ).

1.1.4. Definicao Um campo X num grupo de Lie G diz-se invariante a esquerda se,
e somente se, dLy(X}) = Xy, Analogamente define-se: X € invariante o direita se,

e somente se, dR,(X}) = Xp,.

Note que, se X é um campo em G invariante a esquerda (resp. a dir), entao
para conhecer o campo X basta conhecer o valor de X.. De fato, Vg € G, X, =
dLy(X.).(resp. X, = dR,(X.))

Isto implica também que o grupo G é paralelizavel pois, se {Xi,..., X, } é uma
base de T.G, entao {dLy4(X.)}; | € base de T,G. Assim temos n campos C'*°, global-

mente definidos em G, linearmente independentes em cada ponto.

1.1.5. Proposigao Se X € um campo em G invariante a esquerda, entao X € diferen-

cidvel C*°.

Demonstragao: Como Ly, é um difeomorfismo C°°, para mostrar que X ¢é dife-
renciavel em g € G basta fazer a demonstracao para g numa vizinhanga coordenada
de e.

Seja ¢ : U C G — R™ uma vizinhanc¢a coordenada de e € G, escreva ¢ =
(x',...,2") com ' : U — R e seja g € U. Como as operagoes em G sdo continuas
podemos tomar V' C U vizinhanga de e € G tal que L, (V) C U.

Entao, temos que

X, (&) = (L, X.) (+) = X (a7 0 L).

Agora, escrevendo X, = 3" ¢+ (€), ¢; = const, temos
J

; d(xtoL,)
%, (0) = o et
e como ' o L, é uma fungdo diferencidvel em g, X, (¢') é diferenciavel de g. Como

fi: VXV — R, fi(g,h) = 2'(gh), ou seja, f'(g,h) é a i-ésima coordenada do
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produto gh = Lgh
i of
X, (2) = ch% (ge).
J
Portanto X é diferencidvel em g € V' ([l

1.1.6. Proposicao Seja LG o conjunto dos campos invariantes a esquerda em G.

Entao a aplicacao

a: LG — T.G,
X — a(X)=X,

€ um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstragao: E claro que « é linear. Provemos que « é sobre.

Dado z € T.G definimos o campo X em G por X, = dLgz. Temos,
Xgh = dLth = dLthZ = dLth

portanto X é invariante a esquerda. Além disso, o (X) = X, = dL.z = Id(z) = .
Logo X é sobre.

Agora, provemos que o é 1 — 1. Para isto basta observar que X, = dL,X,, logo
se, X, =Y., entao dL, X, = dL,Y.. Donde, X, =Y. O

1.1.7. Definicao Uma dlgebra de Lie é uma dlgebra anticomutativa com uma ope-
racao bilinear que verifica a identidade de Jacobi, ou seja, um espaco vetorial L com

uma aplicagao | , ]:Lx L — L R-bilinear tal que
1. [x,y] = —[y,x] (anticomutatividade)
2. [z, y], 2] + [y, 2] , ] + [[2, 2] ,y] = 0. (Identidade de Jacobi)

1.1.8. Exemplos

(a) (Rn’_'_’.’ [ ) ] = 0)



(b) Denote por X(M) o conjunto dos campos C*° sobre uma variedade M. X(M) é
um espacgo vetorial com as operacoes usuais de soma de campos e multiplicacao

de um nimero por um campo.
(X+Y), =X, +Y,, (AX), = AX,.

Para X,Y € X(M) define-se o colchete [X,Y]| como o campo em X(M) tal que,
para cada f € C® (M) e cada x € M tem-se:

(X, Y], f=X. (Y[) = Yo (X,
onde X f ¢ a aplicagio dada por:
Xf:M — R
o (Xf)(2) = df(2)X,.
Além disso, se X € X(M) e f € C™, entdo fX € X (M).

1.1.9. Definicao Sejam M e N wariedades diferencidveis e ¢ : M — N uma
aplicagao de classe C*°. Dizemos que os campos X € X(M), Y € X(N) sao

p—relacionados, se dp - X =Y - p. Ou seja, se o sequinte diagrama comuta

M
X]| O Y, Yop=dpolX.
™™ — TN

dyo

1.1.10. Proposicao Seja ¢ : M — N wuma aplicacao de classe C* e sejam X, X7 €
X(M) eY, Y1 € X(N). Se X eY sao p-relacionados e se Xq e 'Yy sao p-relacionados,
entio [ X, X1] € g-relacionado com [Y,Y1].

Demonstrac¢dao: Queremos mostrar que para cada p € M e cada f € C°(N) vale a

igualdade
do [X, Xl]p (f) =1 Yi]p(p) (f)-



Temos,

do [X, X1],(f) = [X,Xa],(fow)
= Xp(Xi(fow))—(X1), (X (fop))
= X, (dpo Xi)(f) = (X1), (dpo X)(f)
= X,(Yio9)(f) = (X1), (Y ou)(f)
= X,(Y1(f)oy)—(X1), Y (f)oyp)
= (Xp)( (f)) = de (X1), (Y (f))

= Yo N1 (f)) = Yi g, (Y (£))
- D/a }/Vl]sp(p) (f)-

U

1.1.11. Corolario Se XY € LG entao [X,Y] € LG. ( Ou seja, LG é uma dlgebra
de Lie.)

Demonstracao: Note que se X € LG e g € G, entao X ¢é L-relacionado consigo

mesIno.
Lg
E—
Xl O |X, dLjoX =XolL,
TG — TG
dLg

como dLyo X =XolL, e dL;oY =Y oL, entao, da proposigao anterior, temos
dL, o [X,Y]=[dLy;o X,dL,0Y], logo [X,Y] é invariante & esquerda. O

Temos visto que LG e T,G sao isomorfos como espagos vetoriais. Assim, podemos
induzir uma estrutura de algebra de Lie em T,G passando o colchete de campos em
LG para T,G.

Para )A(, Y e T,.G, definimos [)?, }A/] = [X,Y], onde, X,Y € LG sao tais que

X, =dL,X, Y,=dL,Y.
Denotaremos por G a algebra de Lie do grupo G.
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1.1.12. Exemplos

(a) (R3,A), onde A é o produto vetorial usual de R3.

iNj=k  iNj=—jAi  iAi=0
JANk=i jAk=—kAj jAj=0
kAi—=j  kAi=—iAk  kAk=0
Anticonmutatividade Jacobi
(R3,A) € a dlgebra de Lie do grupo de Lie S®, (R3, A) = T,S3.
(b) (M,(R),[ , ]), matrizes n x n reais com [A, Bl = AB — BA.
GL,(R) C M,(R) € aberto e T1GL,(R) = M,(R). De fato, a aplicacio
¢:M(n) — R
A — p(A) = detA,
é continua e GL,(R) = o (R \ {0}).

A operacao colchete induzida pelo isomorfismo

a: LG — T.G,
r — aX)=X.

coincide com o colchete de matrizes [A, Bl = AB — BA, no caso G = GL,(R),

ou seja, se

a: LG — M(n),
X — aX)=X.

entio o ([X,Y]) =a(X)a(Y)—a(Y)a(X).
Com efeito, indicando por A¥ o elemento ij da matriz A, temos

a([X, V)7 = [X,Y], («")

10



onde 2% & a fungao coordenada em M, (R) que associa a cada matriz A o seu elemento
(XY (27) = X (Ya¥) =Y. (Xa¥)
Yaii(y) = Y, (2) = (dL,Y) («7)
= Y, (z¥ odLy),Vy € GL(n).
Analogamente Xz (y) = X, (2 odL,) .
Além disso, para y,z € GL,(R) temos

v odL,z =a" (yz) =Y o™ (y) M ().

k
Logo
9L, = Z z* (y) 2™
k
Portanto
Ya (y) = 3, a2 (y) Yea, Xa¥ (y) = 30, 2™ (y) Xea.
Assim,

a([X, Y)Y = Z Xz (y) Yoaki — Z Yo' (y) Xoa*
k k

=y {a (X)* o) => a(¥)*a (X)’”}
= [a(X)a(Y)—a)a(X)”.

Na definicao de algebra de Lie poderiamos ter considerado RG, o conjunto dos
campos invariantes a direita (X, = dR,X.) e teriamos uma algebra isomorfa mas, em
geral, nao contendo os mesmos campos.

Vimos que LG = TG, ( isometria de espagos vetoriais). Logo, se tomamos uma
base {X1,...,X,} de T,G poderiamos gerar X! ..., X" campos em LG, tais que
X! = X;. Entao X € LG pode-se escrever

X. =Y ¢X!, ¢ = const.
5
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Se X € LG, entao X, = dL,X.. Portanto X =Y ¢; X"

Em particular dados dois campos X, Y € LG, taisque X =Y ¢, X" Y = > d; X7,
i J
temos
(X, V] =) ad; (X X7].
tj

Podemos escrever [X*, X7] = 3~ C}X* e obtemos
ks

(X, V] =) e, (Z ijxk> :

Assim, basta conhecer as constantes ij para conhecer toda a algebra de Lie de G.
As constantes C’fj sao chamadas de constantes de estrutura da algebra de Lie LG ou

constantes estruturais de Cartan. Pode-se provar que:
k k _
(b) Zr (CZ} o T ;koii + CIZinj) =0

1.1.13. Definicao Uma métrica Riemanniana num grupo de Lie € invariante a es-

querda se, e somente se, as translagoes a esquerda sao isometrias, ou seja,

(u,v), = <d(L$)y u, d(Lw)yv> , Vaz,y e G, Yu,veT,G.

Lz (y)

Analogamente define-se métrica invariante o direita.

Uma métrica que é invariante a esquerda e a direita diz-se bi-invariante.
Para introduzir uma meétrica invariante a esquerda em G podemos, por exemplo,

tomar um produto interno qualquer em 7.G := G e definir
(u,v), =(d(Ly-1),u,d(Ly-1),v), VreCG, VYuvel,dG.

Isto define, de fato, uma métrica Riemanniana em G pois L, depende diferencia-
velmente de z, e, é claro que, tal métrica sera invariante a esquerda. Analogamente

podemos construir uma métrica invariante a direita.
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Um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda é uma variedade homo-
génea, no sentido que: dados z,y € G existe uma isometria de G' que leva z em y, a

saber

Ly—:G — G,

T = Ly (2)=yz 'z =y.

Assim G é também completo como variedade Riemanniana, pois qualquer variedade
homogénea é completa.
Seja G um grupo de Lie com métrica ( , ) invariante & esquerda. Lembremos que

a conexao Riemanniana associada ¢ determinada pelas condigoes:
(a) VxY — VyX = [X,Y]. (Simetria)
(b) X (Y, Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ). (Compatibilidade com a métrica)
A partir de (a) e (b), permutando os campos X, Y, Z obtém se a formula:
2(VxY, Z) = ([ X,Y],2)—([Y. 2], X)+([Z,X]| Y+ X (Y, Z)+Y (Z, X)+ Z (X.,Y),

conhecida como formula de Koszul.

Agora, se X, Y € LG entao (X,Y) é constante. De fato,
(Xa, Ya) = (d(Lz), Xe,d (Ly), Ye) = (X, Ye)
Consegentemente, no caso de um grupo de Lie, a féormula de Koszul reduz-se a
2(VxY, Z) =([X,Y],2) = ([V, 2], X) + ([Z, X].Y).
Assim, se z € G é um ponto qualquer em G, entao por (??) temos

2(VxY, 2) () = ([X,Y],2)(x) = ([V, 2], X) (z) + ([Z, X],Y) (z)
= (XY, Ze) = (Y, Z]., Xe) + (2, X].., Ye)
= 2((VxY),, Z.).
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Por otro lado

(d(Le)e (VXY Ze) = (d(La), (VxY),,d(La), Za)
= ((VxY),, Z).
Portanto
(VxY),, Zs) = (d(La) (VxY),, Zs), VZ € LG,
Logo

(VxY), =d(L,), (VxY),.

Ou seja, se X, Y € LG, entao VY € LG.

Assim, cada elemento X € LG define uma transformacao linear anti-simétrica

VXZLG — LG,
Y +— VXY

A anti-simetria é conseqéncia direita da simetria da conexao e o fato de (X,Y")
ser constante. Com efeito, se (Y, Z) é constante, entao para cada X de LG temos

X(Y,Z)=0elogo (VxY,Z) =—(Y,VxZ).

1.1.14. Definicao Sejam G um grupo de Lie, X Y € X(G). A transformagao
linear R(X,Y) : X(G) — X(G) que associa a cada par de campos X, Y o campo
R(X,Y)=VyVx —VxVy + Vxy] € chamado tensor de curvatura.

Se nos restringimos a LG, entao como Vy transforma LG em LG, temos que
R(X,Y) transforma LG em LG e logo (R(X,Y)Z, W) = const em G.

Agora a curvatura seccional de um plano P C TG ¢é o valor em x de
K(X,Y) =(R(X,Y)X,Y),
ou seja,
K(X)Y) = (VyVx—=VxVy+Vixy,Y) (1.1)
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onde, X e Y s@o os campos locais tais que {X,, Y.} é uma base ortonormal do plano
P. Como podemos escolher campos ortonormales invariantes a esquerda, tais que
no ponto fornecem a base desejada, concluimos que num grupo de Lie com métrica

invariante & esquerda, as curvaturas seccionais podem ser calculadas diretamente na

algebra de Lie de G, LG.

1.1.15. Proposicao Sejam X,Y € LG. Entao

K(X,Y) = I[X Y]+ (Y X Y] X) + (VY [P+ (VX VyY).
Demonstrag¢dao: Como (VxX,Y) é constante, entdao Y (VxX,Y) = 0. Logo,
(VyVyX,Y) = — (VyX,VyY). (1.2)
Por outro lado X (Vy X,Y) = 0, entao

—(VxVyX,Y) = (VyX,VxY)
= (- [X,Y]+ VxY, VxY)
= —([X,Y],VxY) +|VxY]>. (1.3)

Substituindo os dois resultados anteriores na férmula de koszul obtemos,
2 <V[X,Y]X7Y> = <HX7 Y] 7X] 7Y> - <[X7 Y] ) [X, Y]> + <[Y7 [X, Y]] 7X>
€ como,

((X.Y],X],Y) = (VixyX — Vx[X,Y],Y)
= (VxrX.Y) + (X, Y], VxY),

temos
(Vixy X, Y) = (X, Y], VxY) = = [[X, V]| + (V. [X, Y]], X) . (14)

Logo, <V[X,Y]X7Y> = <[X7 Y] 7VXY> - “[Xv Y]”2 + <[K [Xa YH >X> :
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De (?7), (?7), (??7) e da formula da curvatura seccional (??) obtemos

K(X,)Y) = (VyVxX,Y) = (VxVyX,Y) + (VixyX,Y)
= (= (VxX,WyY) = ([X,Y], VxY) + | VxY|
+ <[X7 Y] 7VXY> - H[Xv Y]Hz + <[K [X7 Y“ 7X>) :

1.2 O Espaco de Heisenberg.

Nesta se¢ao apresentamos o espago de Heisenberg, determinamos os campos inva-
riantes a esquerda e os campos de Killing.
Consideremos, na algebra de Lie das matrizes triangulares superiores M3(R), ma-

trizes M e N da forma

0 27z T3 0 V2rz) xh

M={0 0 V2rm N=|o0o o0 V2ra
0 0 0 0 0 0

onde 7 é um parametro real.

Temos
0 0 27z 0 0 27zizy
MN=110 0 0 e NM=110 0 0
00 0 00 0

Dai resulta que o colchete de Lie é dado por:

0 0 27(z2h — 2fxg)
IM,N]=MN—-NM=1| 0 0 0
0 0 0

Além disso, temos que
A=expM =T+ M+ 5M?* + M3+ tM* +---) = (I + M + 5 M?),
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0 0 271z
pois M?2=1 0 0 0 , M*M = 0 e assim por diante.

0 0 0
Portanto,

1 V2712 23+ 72129

A=expM =1 0 1 V272
0 0 1

Deste modo, exponenciando a algebra de Lie,

e

0 V2712 T3
~ 0 0 V212
Hs = 2 : (21, 22, 23) € R®, &,
0 0 0
\ V

obtemos o grupo de Lie

1 V272 x3+ 72179
Hs = 0 1 V2T : (21,9, 73) € R?
0 0 1

Este grupo ¢é chamado grupo de Heisenberg.

A matriz A = exp M em Hjy é representada pelas coordenadas (1, 72, z3) € R3,

denominadas coordenadas exponenciais de A.

O produto em Hj é obtido pela restrigao do produto usual de matrizes em Mj3(R).
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Fixando A = exp M e B = exp N calculamos

1 V272, 23+ 73120 1 V272 o+ 712l
AB = [0 1 V271, 0 1 V277,
0 0 1 0 0 1
1 V27(z + o)) w3+ 2 + 27002 + 7o + TH, T
= | o 1 V27 (33 + ) ,
0 0 1

por outro lado,

AB = exp M -exp N
1
= exp(M+N+§[M,N]).

Assim,
0 V21(z1+2)) x3+ 25+ 21010, — T 29
M+N+LMN =] o0 0 V27 (25 + )

0 0 0

é a matriz em Hjs cuja exponencial resulta em AB = exp M - exp N. Portanto, se
(21,9, x3) € (2], 24, 2%) sdo as coordenadas exponenciais de A e B respectivamente,

entao as coordenadas exponenciais de AB sao
/ / / / /
(1 + 27, T2 + 25, 3 + &% + 27212, — TXT2).
Assim, o produto de matrizes é representado em coordenadas exponenciais por
/ / / / / / / /
(21, 29, x3) * (2, 27, 2)) = (21 + 2, T2 + x5, x3 + T3 + 27212, — TX|T9) (1.5)

Agora dadas as matrizes M, N, P € ]ﬁlg, obtemos

0 0 27(xy7y — xfxs) 0 V2rx; 23
[[MJNLP]: 0 0 0 ) 0 0 \/2TI2 =0
00 0 0 0 0
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Assim, []ﬁlg,ﬁg] =R-e3=bhe [[ﬁg,]ﬁlg],]ﬁlg} = [b,]ﬁlg] = {0}. Portanto a algebra
de Lie é nilpotente, com centro dado por b.
A continuacao determinaremos os campos invariantes a esquerda associados aos

vetores tangentes eq, e9, e3 € Hs, onde,

010 0 00 001
6128361: 0 00 ) 62:(912: 0 01 s 63:&]53: 0O 0 0O
000 000 0 00

Observemos que [eq,es] = e3 e os demais colchetes sao nulos. O subgrupo a 1-

parametro gerado por e; é a curva que passa pela identidade com velocidade e;, dada

pela exponencial,

1t 0
exp (tey) =1 0 1 0
0 01

Em coordenadas exponenciais, esta curva corresponde a t — (%, 0,0). Denota-
2T
mos por F; o campo invariante a esquerda gerado por e;. A curva integral do campo

E passando pelo ponto A € Hs, em coordenadas (x1, xs, z3) é dada por

La(exp tey) = A-(exp te;)
1 \/Zazl T3 + TT1X 1 ¢t 0
=10 1 V272 1010
0 0 1 0 01

1 V27(xy + \/427) T3 + TT1To
= 0 1 V27129
0 0 1

V2r(21 4+ =) 73— TTage +T(2 + )2

= 0 1 V 27'.3(,’2
0 0 1

—_
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Logo, coordenadas exponenciais temos a curva:

t t t
T1,Te,x3) % | —,0,0) = |21+ —, 29,23 — TT .

Calculando a diferencial da translagao a esquerda no ponto A = A(xq, 9, x3) € Hj

obtemos o campo E; em A € Hs.

dt

La(exp teq).
=0

t=

E1<A) = EIA - E1

(z1,22,23)

d d
2L - =
i |,_o Lalexp ter) p

Oz Tx20z,

Assim obtemos, FE; = vy
Analogamente, obtemos os campos invariantes & esquerda gerados por es = 0z €

ez = Oxs na algebra de Lie ﬁg. Assim temos:

Oz TX20g
Ev=5 =
Oz 7210z
Ey= 72+ \}53, (1.6)
By = 0,,.

Calculando os colchetes de Lie, temos

Or, Tx90z, O, Tx104,

e N T
1

1
= —0,, = —£FEj.
or "8 T or
As outras relacoes sao nulas.
De (?7) obtemos
ax;; = b3

('Ll = \/ZEl + TI2E3
&52 =V 27'E2 — TI1E3.
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Logo, os coeficientes da métrica em termos de coordenadas exponenciais sao dados

por
(04, 00) = 27 +7%23
04y, Op,) = 27 + 72273
<al"37 a3173> =1
<aﬂc17 a902> = —T25L’1$2
<8x1, a:p3> = TX2
<&E2, 8353) = —TX.

Assim,
ds® = (27 + 7223)dx} + (21 + 7%23)das + drh — 2772 wodr day

+27x9dx1drs — 27T 1dTod2s

= 27dx? + 27das + da; + (Twedr) — T21d2s)TTdT,
+(Tx1dxy — THodxy )T 1dTo 4+ 2TX0dX dTe — 2T dT0dX3

= 27dx? + 27das + da; + (Tweydry — T 2d2s) (TTedT) — T dX)
+2(Txedr; — Tx1dTo)dXs

= 27da? + 27dx3 + (dvs + Twedry — TwdTs)?.
Logo, a métrica invariante a esquerda que fixamos em Hj3 é dada por
ds® = 27dx} + 27dxs + (dvs + Taodr) — TH1dTS)R (1.7)
Calculando os campos invariantes a direita gerados por ey, es e e3 obtemos:

F1 = &El -+ Tanzg
FQ = 8;52 — TIL‘18$3
F3 :&Eg.

Note que estes campos correspondem a diferenciais de translagoes a esquerda, logo

definem campos de Killing.
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1.3 Grupos de matrizes

Nesta secao definimos o que é um grupo de matrizes e damos algumos exemplos.
Descrevemos o grupo de Heisenberg de forma algébrica com a finalidade de mostrar
que nao é um grupo de matrizes.

Consideremos os subconjuntos Hs e N de GL3(R) definidos por

1 =7 x5 1 0 n
Hy; = 0 1 a5 1 X1, T, 3 €R e N= 01 0 n €
0 0 1 0 0 1

Para simplificar a notagao escreveremos os elementos de Hs na forma

1 1 I3
A($1,$2,$3) = 0 1 i)
0 0 1

1.3.1. Proposicao Hj ¢ um subgrupo de GL3(R).

Demonstracao: Como I = A(0,0,0) € Hs. E dados A(x1, 22, x3) € A(y1,Y2,y3) em

Hj, temos que

L oz a3 L yi ys
A(xy, x9,23) - A(y1, Y2, y3) = 0 1 a 0 1
0 0 1 0 0 1
L z1+y z3+ys+ oy
= 0 1 To + Yo
0 0 1

= Ay +y1, 22 + Y2, 03 + Y3 + T1y2) € Hs.
Além disso,

1 —T1 T3+ XT1T9
A(xy, xa, I3)71 =10 1 — Ty = A(—x1, —x2, T3 + 1122).

0 0 1
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Portanto, Hs ¢ subgrupo de GL3(R). O

E claro que Hj ¢ um subgrupo fechado de G Lsz(R).
1.3.2. Proposicao N ¢ um subgrupo normal de Hs.

Demonstragao: N é um subgrupo de Hj, ja que, se A(0,0,n) e A(0,0,m) em N

entao
A(0,0,n) A(0,0,m)"' = A(0,0,n) A(0,0,—m) = A(0,0,n —m) € N
Agora, se A(xy,x9,73) € Hz e A(0,0,n) € N, entao

A<:U17 X2, $3)A(07 07 n)A(:Ela X2, xS)_l == A(xb T2,T3 + n)A<_$17 —T2,T1T2 — flfg)

= A(0,0,n) € N.
Portanto N é subgrupo normal de Hs. 0

Define-se o grupo de Heisenberg H3 como
Hs := H3/N.
Denotaremos a classe lateral esquerda de A(zq,z9,x3) em Hy por
A(xy, 29, w3) = A(21, T2, 23)N.

Hs é um grupo topoldgico, e como Hs e N sao variedades diferenciaveis, entao Hs
também é variedade diferenciavel. Como N é subgrupo normal fechado de H3, tem-se

que H3 é um grupo de Lie.

1.3.3. Definicao Um grupo de Lie G é um grupo de matrizes, se € um subgrupo
fechado de GL,(R), para algum n € Z.

Dado que GL,(R) pode ser considerado como um subconjunto de R™ na definicao

anterior entende-se que G é fechado em G L, (R) com a topologia relativa herdada de
2

R™.
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1.3.4. Exemplos

(a) GL,(R) € um grupo de matrizes, pois € um grupo fechado no mesmo GL,(R).

(b) O(3) ¢ um subgrupo de GL,(R). Além disso é fechado em R®, pois O(3) =
det ' ({1,—1}) e det : GL3(R) — {1,—1} € continua, alem disso {1,—1}
¢ fechado em R. Portanto O(3) € fechado em GL,(R).

(c) SO(3) € um grupo de matrizes pelas mesmas razoes que O(3).

Como vimos anteriormente, os grupos de matrizes também sao grupos de Lie.

Em geral, se G ¢ um grupo de matrizes, entao é um grupo de Lie, pois ¢ um grupo
topologico e uma variedade diferenciavel de dimensao finita.

Entao surge a pergunta: todo grupo de Lie é um grupo de matrizes? A resposta
é negativa como veremos no exemplo seguinte.

Primeiro vamos demonstrar o seguinte lema técnico.

1.3.5. Lema Seja G um subgrupo fechado de GL,(R). Suponhamos que existem
elementos A # I,B e C em G que satisfazem A = B'C~'BC, AB = BA, e além
disso, AP = I para algum primo p > 2. Entdo n = p.

Demonstracao: Podemos considerar A, B,C € M,(C). Como AP = I, tem-se
que A satisfaz a equagao x — 1 = 0. Entao o polinmio minimo m,4 de A divide
P —1=(x—1)(aP !+ +1).

Mas A # I implica que m4 é fator de

xp—1+...+1:(x—a)(:U—a2)~--(£E—Oép_l),

onde a # 1 é uma raiz p-ésima de 1. Sem perda de generalidade podemos afirmar
que x — a| my, com o qual resulta que « é raiz de my4 e entao existe « raiz p-ésima
de 1 e vy € C*\ {0} tais que

Avg = awy.
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Seja E, = {v € C": Av = av} o espago proprio correspondente a «. Tomemos v €
E,. Entao A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Av) = B(av) = aBv implica Bv € E,. E

como v € FE, & arbitrario, resulta que
B (E,) € E,.
Por outro lado, A restrito a E, é igual a al. Dai,
A=B"'1C7'BC =al entao C'BC=aB em E,.

vemos que B e aB sao semelhantes em F,. Portanto B e aB restritos a E,, tem os
mesmos valores proprios em F,,.

Se p é um valor proprio de B, au é um valor proprio de aB. Logo au é um
valor proprio de B. Pelo mesmo raciocinio oy ¢ um valor proprio de B, e assim

sucessivamente. Resulta que B tem em F,, os valores proprios
2 p—1
By QL Qe fy ey QX M-

todos diferentes, pois B é invertivel.

Concluimos que,

p < dim(E,) < dim (C") =n, donde p<n.

Finalmente podemos provar que.
1.3.6. Corolario Hs nao € um grupo de matrizes.

Demonstracgao: suponhamos que Hj3 é um grupo de matrizes, ou seja, ¢ um subgrupo
fechado de GL,(R) para algum n. Seja p um primo arbitréario e definamos A, B e C

da seguinte forma

B=4(1,0,0), C=A(0,1/p,0), A= B-'C~'BC = A(0,0,1/p).

Entao AP = A(0,0,1) = A(0,0,0) =1 e
AB = A(0,0,1/p) = BA.
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Logo A, B, e C satisfazem as hipoteses do lema. Temos entao que p < n, o qual é
uma contradi¢ao pois n é fixo e p € um primo arbitrario. Portanto Hs nao é um grupo

de matrizes. O
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Capitulo 2
Superficies Minimas em Hj

Neste capitulo apresentaremos um método para descrever uma representacao de
Weierstrass para superficies minimas simplesmente conexas imersas no grupo de Hei-
senberg Hj3 de dimensao 3. Para conseguir este objetivo usaremos a equagao de
Buler-Lagrange, conhecida também como equagao harmonica estandar e daremos uma
representacao de weierstrass para superficies minimas simplesmente conexas imersas
numa variedade Riemanniana e em particular num grupo de Lie dotado com uma mé-
trica invariante a esquerda. Finalmente discutiremos alguns exemplos de superficies

minimas em Hs.

2.1 Representacao de Weierstrass numa Variedade
Riemanniana

Sejam (M™, g) uma n-variedade Riemanniana com métrica Riemanniana g, ¥ uma
superficie de Riemann e f : ¥ — M uma imersao.

Denotemos por
FUTM) = {(pu) €eXRTM:pe Y, ueTy,L}.

o pull-back do fibrado tangente T'M de M via f.

27



Sejam V a conexdo Riemanniana em M e V a conexdo do fibrado f~1(T'M).
No fibrado f~Y(T'M), a secao 7(f), dada por

2

() =3 (Vedf(e) = df(Veier))

i=1
é chamada campo tensao de f.

A equagao 7(f) = 0 é conhecida como equagao de Euler-Lagrange para aplicagoes
harmoénicas, ou equagao harmonica estandar.

Sejam (z1,22) e (y1,...,Yyn) coordenadas locais em torno de p € ¥ e f(p) € M,

respectivamente. Nestas coordenadas, podemos escrever o campo tensdo 7(f) da

seguinte forma:
() =2 T (21)

=1

R %f, < of; & . 0f; 0
() = 3w { e = ST+ > Mr;k<p>a—ia—ﬁ}. (2.2
=1

st=1 k=1
Aqui, Fé.k eM I} sdo os simbolos de Christoffel em ¥ e M, resp.

Seja E = f~H(TM) ®r C a complexificagao do fibrado f~}(T'M). E pode ser
considerado simplesmente como um conjunto de expressoes formais X + Y, com
X,Y € f~YTM), dotado das operagdes usuais de soma e multiplicacio de niimeros
complexos. Note que o espago f~}(TM) esté contido em E como um subespaco real

e é chamado uma forma real de E. A métrica g pode ser estendida a [E como
(a) Uma forma bilinear complexa ( , ):EXxE — C;
(b) Uma meétrica hermitiana < , >:EXxE — C.

E estas extensoes se relacionam pela equacio < V, W >= (V,W).

Se (u,v) sao coordenadas locais em ¥, e z = u + v é um parametro complexo

(%H%) (2.3)

(local). Definimos, como usualmente, os operadores:

9 _1(9 .0 9 _1
0z 2\ ou Z(% ¢ z 2
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A conexio V em S YT M) estende-se a uma conexao complexa em E, hermitiana
com respeito a < , > . Além disso, sabe-se que, (ver |?]) E tem uma tnica estrutura

holomorfa na qual, uma secao W : ¥ — [E é holomorfa se, e somente se,
VoW =0, (2.4)

Seja ¢ : 3 — E a segao do fibrado E dada por: ¢(p) = g—ﬁ(p) =1 (%(p) —iZ(p))
onde, 3(0) = £., (%1,) © =1, (&l,)-

A secao ¢ tem as seguintes propriedades.
2.1.1. Proposigao Se f : ¥ — M ¢é uma imersao, entio < ¢, ¢ ># 0.

Demonstragao: Se f é uma imersao, entao }(J‘ + |gf‘ # 0. Além disso,

<g,0> = (6,0)
- (s (e-3)3G-3)
- (%) 2 ()
-3 |Gea) Gea) a2 o)
:i[g a_]%

O

2.1.2. Proposicao f : ¥ — M € uma aplicagio conforme se, e somente se,

(¢,¢) = 0.

Demonstracao: Note que

B of of\ 1/0f Of
0.0) = ( (G a) 2 (o a)
of of of of of of of of
[(%’%) (au 8@) ((% 8u> ((% 5’@)]
of 2_%(8]” 8f) of I?
ou’ Ov '

4
1
4
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Portanto (¢, 0) = 0 se, e somente se, }% — gi = 2 (%7%

f‘ = ‘ (%, %) =0, ou seja, (¢, ») = 0 se, e somente se, f é conforme. [

) . Segue-se que,
|5

Agora, seja f : ¥ — M uma imersao conforme e z = u + v um parametro

’ %, % = 0. Entao a métrica em 3, induzida
por f, é dada por:
ds’ % 2du2 + Z—f quﬂ
= |9 @ o)
= MN|dz?, com A= % = % :

O operador de Laplace-Beltrami em Y, com respeito & métrica induzida é dado

00 00 , 0 0
_\2 g 9 _
A=A <8u8u+8vav) we 0z 0z

De fato, note que as matrizes da primeira forma fundamental e sua inversa sao,

por:

respectivamente:

B A0 . N /X2 0
(%’)(0 /\2> (h)< 0 1 ,>
logo,

T (1Y D (). O (D) O [0
A= % [8u (A )\28u) Du (A Oav) Jo (A Oau> o <A 2 oo
100 00

Oudu Ovov|’

De outro lado, temos

09 _ 01 fo .90
0z0: 0z |2 \ou 'ou

1/0 .0 1 /0 .0
=5 (o) [ ()]
_1[oo 00 00 5,00
- z[%a—%% doou " a_a_]
_1[oa 029
—zla—ua—ﬂaa]
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2.1.3. Proposicao O campo tensao de f ¢ dado por:

i=1 k=1
0¢; 0
— 4n Z{ +Z MY, ka}
7,k=1
Demonstragao: Seja{z1,...,x,} um sistema de coordenadas locais numa vizinhan-

ca U de M tal que UN f(X) # 0. Denotemos por z = u+iv = (u1,ug) as coordenadas

em Y. Entao, num conjunto aberto, Q C 3, ¢ pode-se escrever na forma ¢ = gzﬁj%
- J
j

para algumas fun¢oes complexas ¢; definidas em 2. Com respeito a decomposicao de

¢ o campo tensao ¢ escrito utilizando as equacoes ( ?7) e (??), na forma

s [ Pl 00 01, 0
T(f) = Z { Z h {&usaut B ; 8ul +J§ T 8u] Ouy 8%

i=1 s,t=1

Como, h** = 4 "2 e ', = 0 em X, entdo
0 fz M afj 0 fr 0
ST el e
onde MT"%, sdo os simbolos de Christoeffel de M (veja [?]).
AR
ou ov ) 2\ Ou ov
(%% L L L ECT L %%)

ou Ou Zau ov ov Ou ov Ov

Of; 0fx  Of; Ofy of; 0fx  Of; 0f
<%%+%%)“ (%%—%%)' (2:6)

Por outro lado,

01, s
0z 0z

1
2
1
4
1
4

Observe que, na equacao anterior, a soma do termo imaginario é nulo. Assim,
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somando em (?7?), temos

BRI T SR e T

, 0z 0z _ ou Ou odv Ov
3,k=1 7,k=1
(L (000 04,08
4 ov Ou ou Ov
_N" up Of; 0fs 01 0fs
o M) (8u ou v oo
7,k=1
2 n
1 M Of; Of
B ZZ , F A )8u5 oug’
s=1 j,k=1
e dai:
- O Ofk - 0 0fk
M ~JI — M J
z_; , ij(p)@xs 0T, 4 , Un(P) 5 0z 0z
s=1 j k=1 7,k=1

Portanto, substituindo em (?7) resulta

D) e zMr;k<p>§§§§§§}}ai

= 4.k=1
3f Ofx

_ M i ZJJ

_ Z{Afﬂrll)\ Z I, az 82}8@
=1 J,k=1
" d 0f;

. 2 4 M

_ ;{4)\ i aZ+4A ]kzl I ka}

Logo,

=35 S g 27)

jk=1
2.1.4. Proposicao Uma aplicagao f : X — M ¢é harmonica se, e somente se,

o= % € uma secao holomorfa de E.

Demonstragao: De fato, utilizando (?7?7) temos que a segdo ¢ é holomorfa se, e
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o
E
@
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fD
<
o
N
NS
s
Flo
N———
I
o
=
©
wn

mudando ¢ por k£ no segundo termo do lado direito da equacao anterior, temos
~ - 0 0p; SN 0
Assim, ¢ é holomorfa se, e somente se,

0 O~
¢+§I%@m:0 1=1,....n. (2.8)
jk

0z
Agora, basta substituir a equagao anterior na equagao do campo tensao (77).
0
E conhecido que uma aplicacao conforme de uma superficie ¥ sobre uma variedade
Riemanniana M ¢é harmonica se, e somente se, ela ¢ uma imersao minima (ver [?]).
Portanto uma imersao conforme é minima se, e somente se, ¢ é uma se¢ao holomorfa
de E.

Agora vamos enunciar o teorema da representagao de Weierstrass numa variedade

Riemanniana.

2.1.5. Teorema [Representacao de Weierstrass numa variedade/. Sejam (M™, g)

uma variedade Riemanniana e {x1,...,x,} coordenadas locais em M. Sejam Q C C

33



um dominio aberto simplesmente conexo e ¢;, 7 =1,...,n fungoes de valor complexo
definidas em Q0 que sio solugdes de (?7). Entdo a aplicagio f : Q — M, dada, em
coordenadas, por f = (f1, f2, -, fn), onde

fij(u,v) = 2Re (/z qudz)

esta bem definida e define uma imersao minima conforme se, e somente se, as se-

guintes condicoes sao satisfeitas:

o igjk%‘ak # 0.
ik

i zr;jgjk%ﬁ_f’k = Z::%Qbkgjk =0.

Demonstracao: Temos que mostrar que a fungao f; é bem definida. Para isso
mostraremos que a 1-forma ¢;dz nao tem periodos reais, ou seja, que a integral de ¢,
sobre qualquer curva fechada é zero. Seja v uma curva fechada tal que v = 0D, onde
D C 2 é um aberto e consideremos ¢; = Re(¢;) + ilm(¢;). Entao, pelo teorema de

Green temos

Re ( A ¢jdz) — Re ( /7 [Re(aoj)+um(¢j)](du+z'dv))
= tte ([ et~ tm(o el
o / o) _omeio)))
~ _Re (D/D [aRgffbj )¢ M%@)D . (2.9)

Escrevendo ¢y = Re(¢y,) + ilm(¢y) e ¢; = Re(¢;) — ilm(¢;) temos

6,0k = [Re(¢)Re(r) + Im(¢;) Im(¢p)] + i[Im(¢r) Re(¢;) — Im(o;) Re(¢n)]-
Entao, a equagao (??) pode-se escrever na forma

5¢z

+22r wRe(d;01) +Zr l6P=0 1=1,....n,
Jj#k
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onde os I"s sao calculados em f;(u,v) = 2Re(f; ¢;dz).

O0¢i
) 0z

0 1(336(@) +i31m(¢i)> +% (8R€(¢i) +Z,81m(¢i)>

Logo € R. Agora, como

oz 2 ou ou Ov v
) ( ou v 3 v * ou (2.10)
concluimos que
ORe(0r) | OTm(on) _
v ou
Dai, Re (fv gbjdz) =0 e a 1-forma ¢;dz nao tem periodos reais.
O resto da demonstragao segue-se das Proposigoes (?7) e (?77).
OJ

Se M = R™ com a métrica flat, entao a equagao (??) é equivalente as equagoes de

Cauchy-Riemann. De fato, em R", os I’;k =0, logo % =0, i=1,...,n. Entao da

equacgao (??7) temos

1/0 0 i (0 0
3 (@Re(@) + %]m(@)) =-3 (%Re(@) - %Im(ﬁbi)) -
Portanto
{%meE%mwm
%Im(éf?i) = %Re(@)-

Mas, em geral é extremamente dificil encontrar solugoes explicitas da equagao (?77).
E possivel encontrar solucdes explicitas numa variedade onde (??) reduz-se a um
sistema de equagoes diferenciais parciais com coeficientes constantes, este é o caso
quando M é um grupo de Lie e sera tratado na segao seguinte.
Em qualquer caso a representacao de Weierstrass pode ser ttil para resultados
teoricos. Por exemplo, se a métrica ¢ analitica o problema de Cauchy para (?7) tem
uma solugao. Em particular para qualquer ponto p € M e qualquer 2-plano m C T,,M,

existe uma superficie minima que passa por p com plano tangente 7.
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2.2 Representacao de Weierstrass em um Grupo de
Lie

Nesta secgao discutiremos o caso de aplicagoes f : ¥ — G, onde G é um grupo

de Lie dotado com uma métrica invariante & esquerda g.

Seja {E;}, i = 1,...,n um referencial de campos vetoriais invariantes & es-
querda, e sejam %, 1 =1,...,n, os campos vetoriais coordenados numa carta U
1
de G.

Entao, em algum aberto 2 C ¥ a segdo ¢ = % € I'(f*(TG) ® C) pode-se ex-
pressar com respeito aos campos vetoriais coordenados ou com respeito aos campos

invariantes a esquerda,

o= gbzi = v F;,  para fungoes complexas ¢;,1); : @ — C
Ox

Além disso, existe uma matriz invertivel A = (A;;), cujas coordenadas sdo fungoes,
Ay f(QNU —=R, 4,j=1,...,n e verifica-se a igualdade
¢; = ZAij%'- (2.11)
J
Agora, sejam C’fj as constantes de estrutura da algebra de Lie G de G, ou seja,

[Ei, Ej) =Y CLE;. (2.12)
k

A féormula de Koszul para a conexao de Levi-Civita é

29(Vg,Ej, By) = Cy, — Clyp + Ch o= LY. (2.13)

De fato, lembre que

o(VyX.7) = L{Xg(Y.Z)+Yg(Z.X)~ Zg(X.Y)
~9(1X, 2],¥) ~ g([Y, 2], X) ~ 9(1X.¥]2)}
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e como os campos E; sdo invariantes & esquerda, g(E;, E;) é constante e logo,

g(inEjv Ek) = El? Ek] ) g ([Ejv Ek]? El) -9 ([Eﬂ Ej]? Ek>}

{—y
(G (5rm)
(e

= 3 {—ZkamEp,E» =Y Cho(E, E
P P
—Zcfjg(Ep,Ew}
p

= %K@— +ﬁ}——ﬁ (2.14)

N~ N~

Utilizando a expressao de ¢ com respeito a os campos vetoriais invariantes a

esquerda temos

Portanto

o E)f Lol

Isto significa que a sec¢ao ¢ é holomorfa se, e somente se,

%

+2Lk¢¢k_o i=1,...,n. (2.15)
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Portanto, do teorema (?7), temos

2.2.1. Teorema [Representacao de Weierstrass num grupo de Lie] Considere n fun-
coes ¥, g = 1,...,n de valor complexo definidas num aberto simplesmente conexo

Q € C, tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
b Zz w? =0,
e as fungoes ; sao solugoes de (77).

Entao, a aplicagao [ : Q) — G definida por

filu,v) = 2Re ( / Z imdz)

€ uma imersao minima conforme.

Se a dimensao de M ¢ 3, como no caso de superficies minimas em R?, podemos dar

3
uma descri¢ao geométrica simples de quase todas as solugoes da equagao » | wjz- = 0.
J
A idéia ¢ a seguinte: de 1? + 13 + 12 = 0 temos

(11 — ito) (1 + ihg) = —45.
Isto sugere a definicao de duas novas fungoes complexas,

G := U%(% —iy) e H:=4/ —%(@/}1 + i1)g). (2.16)

Para uma escolha conveniente das raizes quadradas as fungoes GG, H sao simples

e satisfazem as equagoes:

Yy = G* — H?
Py = i(G* + H?);
by = 2GH.

Agora, a métrica induzida é dada por ds® = 2X\*(du® + dv?), onde \* = >, ||
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Além disso,
W2 = G2G° — G2H — H2G" + HXH,  |]* =G*G — G*H + H*G + H*H

e |ysf* = 4|G]*|H*.

Assim, \? = 2(|G|* + |H|*)? e entdo, a métrica induzida é dada por:

ds® = 20*(du® + dv?) = 2(|G|? + |H[*)?(du? + dv?).

Determinemos agora a aplicacao de Gauss N := %
Temos
fu = —(Rewy, Res, Rebs) e f, = (Imaby, Imaby, Imabs),
logo,

fuNfo = (=Rewolmips + RepsImabe) Ey — (—Rewpy Imaps + RepsImaby) Ey
+(—Repy Imapy + RewpoImapy) Es
= Im(Ysihy) By 4 Im(¥si))) By + Im(2p11y) Es.
Além disso,
bathy = 2i(G* + H?)GH;
U, = 2GH(G" — H);
iy = —i(G? — H)(G + ).

Donde obtemos:

— (GH + HG) E, +i(HG — GH) B> + (|G]> — |H|?) B4

fu A fv = (|G(|2 + |H|2)

Assim, a aplicacao de Gauss é dada por
H H H|* — |G
2Re | — | By + 21 — | s+ ———F
(G) e () e Mg
Se 7 : S%(1)\ {(0,0,1)} — R? ¢ a projecdo estereografica, entao a composta de

m com N ¢é dada por: mo N = (Re(H/G),Im(H/G)).

I (€
|GP+[HP
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De fato, seja (z,y,2) € S*(1) \ {(0,0,1)}, como 7(z,y, z) = = (z,y) temos

1—2

1 lek H H
N = 2 — 21 —
e | — HEZIGE |G 1 |H]? ( RG<G>’ m(G))

|G>+[HI?

- (=(a) (@)

Se identificamos R? com o plano complexo C e estendemos 7 a uma aplicacao

7:5%(1) — C|J{oo} com 7(0,0,1) = oo entdao m o N = H/G, isto significa que a

aplicacdo g = H/G pode ser identificada com a aplicagdo de Gauss de f.

A equagao (77) tem a vantagem, com respeito a equagao (?77), de ser uma equagao
diferencial parcial com coeficientes constantes. No entanto isto somente translada
as dificuldades, porque depois de encontrar solugdes explicitas de (?7?), temos que
calcular os ¢;, e para isto temos que calcular A;; ao longe de f;.

Na seguinte se¢ao estudaremos dois casos onde é possivel superar estas dificultades.

2.3 Superficies Minimas no Grupo de Heisenberg

Consideremos o grupo de Heisenberg Hj representado, em G L3(R), por matrizes

da forma
Iz x3+ %$1I2

0 1 T , com z; €R, 1=1,23.
0 0 1

e dotado com a métrica invariante & esquerda definida por (?? ) com 7 = 3.

(Hs,g) tem uma estrutura geométrica rica. De fato, seu grupo de isometrias
tem dimensao 4 que é a maxima dimensao possivel no caso de uma 3-variedade com
métrica de curvatura ndo constante. Do ponto de vista algébrico, (Hs, g) é um grupo
de Lie nilpotente.

Uma base ortonormal de campos vetoriais invariantes a esquerda é dada, com
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respeito aos campos vetoriais coordenados, como em (?7) com 7 = %

El = axl - x2§w3;
By = 0,, + 0s. (2.17)

2
E3 - 8963.

Dado que [E}, Es] = Ej, e o resto é zero, usando a férmula de Koszul obtemos os

coeficientes Lf; nao nulos em (?7).

Seja f : ) C— H3 uma imersao diferencidvel e seja

_of _ 9 _
925—%—;@87—;%19@

i
Da expressao dos campos invariantes a esquerda (?7), temos
6= Ay,
J
onde A = (A;;) é a matriz
0 0
1 0
T2 % 1

Desenvolvendo a equagao (??7) vemos facilmente que a secdo ¢ dada por
¢ = 1B + Yo FEs + 1P3FE3 & holomorfa se, e somente se, as seguintes equagoes se

verificam:

% + Re(wz%) =0;

&2 — Re(ynihy) = 0; (2.18)
% — iIm(1ihy) = 0.

Portanto, neste contexto, o teorema (??) tem a seguinte forma:

2.3.1. Teorema [Representa¢io de Weierstrass no Grupo de Heisenberg] Sejam
v, j = 1,...,n funcoes complexas definidas num dominio aberto, simplesmente

conexo, 2 € C, tal que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
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hd Zz %% # 0;
hd Zz %2 = 0;
e as 1; sao solugoes de (77).

Entao, a aplicagao [ : Q — Hs, definida por

fi(u, ’U) = 2Re (/Z iAww]dZ) y

€ uma 1mersao minima conforme.

Para escrevermos as equagoes (?77) em termos das fungdes G e H definidas em
(??) observe que, por exemplo, a primeira equagao de (?77?), % + Re(va1py) = 0 &

equivalente a equacao (%(GQ — H?) = —1(g10s + ¢hy103). Além disso,

oG oH
Y -ny=2(c< g2
72\ ) (Gaz az) ¢

—%@wﬁ%wg) = —% (2i(G2+H2)6H—2¢(62+F2)GH)
= —i(|G|°’GH + |H’HG) +i (|G’"HG + |H|*GH)
= i ((HG - GH)(IGI” - |H]"))
= 2Im(GH) (|G —|H[) .

Donde obtemos:

oG _OH e
G2 — Hoo = Im(GH) (G — |HP).

Analogamente, podemos escrever:

GOS8 — HYL = Im(GT) (|G — |H]?):
P (G2 + H2E) = Re(GH) (IGP — [HP);
HYE + GYL = 5 (|Gt = |HY).
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Note que, a terceira equagao é uma combinacao das duas primeiras. De fato,

multiplicando por ¢ a primeira equagao e somando a segunda obtemos

0G —
QZE = (|G)* - |H]*) H, (2.19)

por outro lado, subtraindo i vezes a primeira da segunda temos

OH —
2i= = (IG)* - |H|?) G. (2.20)

Agora de um calculo direito segue-se que a terceira equagao é dada por (?7) vezes
H mais (77) vezes G.

Portanto o teorema (?7) pode ser escrito como segue-se:

2.3.2. Teorema Sejam G e H funcoes complexas definidas num dominio aberto,

simplesmente conexo, ) € C, tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:
e (G e H nao sao identicamente nulas,
o G e H sao solugoes de (17) e (77).
Entao, a aplicagao [ : Q — Hs, cujas coordenadas sao dadas por:

fi=2Re fzzo (G* — H?) dz) ;
fo = 2Re (i [Z (G2 + H?) dz) : (2.21)
fs=2Re ([2 2GH — & (G* = H) + i} (G* + H?)) dz),

€ uma 1mersao minima conforme.

Note que, neste caso, nao temos o problema antes mencionado sobre as solugoes
da equacao (?77?). Obtivemos as duas primeiras fungdes por integracao direita e subs-
tituindo na terceira equacao obtemos a terceira fung¢dao novamente por integracao
direita.

Agora discutiremos alguns exemplos.
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2.3.3. Exemplo (Planos Verticais) Sejam G e H duas soluciones holomorfas, nao

nulas, de (?7) e (?7), ou seja, 9¢ = %4 = 0.

Das equagoes (??) e (??), temos (|G]*> — |H>)H =0 e (|G]>—|H|*)G =
Como H e G sio ndo nulas, obtemos |G|? = |H|?, donde |G| = |H|.

Assim, por um argumento padrao de andlise complexo, G e H diferem por um
nidmero complexo unitdrio, ou seja, H = G, § € R.

Substituindo nas equagoes (?7) encontramos a correspondente imersdo minima
f : C — H3 dada por
f1=2Re ((1—¢%%) CNJ) ;
fo=2Re (i (1+ e*) é) ;
fo=2Re ([ [26°G2 = & (1= ) G2 4 i} (14 ) G dz)
onde G = f:) G?dz.
Nas condicoes anteriores, é facil ver que: f; cosf + fo senf = 0.
De fato,
ficosf + fo senf = 2Re <(1 — 621'9) é) cosf + 2Re <z (1 + ew) é) senf
= 2 (Re(é) — Re (gwé)) cosf + 2 <Re <zé) +
Re (z’emé>> sent
= 2Re(G)cosf — 2 [Re(em)Re(é) - ]m(em)lm(é’)} cos 6
+2 | —Im(G) — Im(e 22QG)} senf
— 2Re(G)cos — 2 [ e(G) cos 20 — Im(G) sen26] cos 6
—2Im(G) send — 2 [Re(em)]m(é) + Re(é)]m(em)] send
= 2Re(G)cos — 2Re(G) cos b cos 20 + 2Im(G) cos O sen26
—2Im(G) senf — 2Im(G) senf cos 20 — 2Re(G) send sen20

= Re(G)[2cos — 2cos 6 cos 26 — 2 send sen26)]
+Im(G) [2cos 0 sen20 — 2 senf — 2 senf cos 20)] .
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Agora utilizando as identidades trigonométricas' obtemos: f; cos@ + f, send = 0.

Esta identidade diz que a imagem da imersao estd num plano paralelo ao eixo x3
e forma um angulo # com o plano z; = 0.

Neste exemplo a aplicagao de Gauss g = g = ¢ tem posto zero. Pode-se provar
que estas sao as Unicas superficies minimas de Hjs com aplicagao de Gauss de posto
ZETo.

No exemplo seguinte discutimos o caso em que as fung¢oes G e H sao imaginarias

puras e dependem s6 de uma variavel.

2.3.4. Exemplo (Superficie tipo sela) Sejam G(u,v) = il(v) e H(u,v) = ih(v), onde
l e h sao duas funcgoes diferencidveis de valor real definidas num intervalo aberto de
R.

Podemos supor |H| # |G|, do contrario estariamos no exemplo anterior.
Multiplicando a equacao (??) por iG, a equacdo (??) por iHG e comparando os

resultados obtemos:

0G—~ OH—
=G =1L (2.22)
Substituindo G = il(v) e H = ih(v) na equagao anterior temos
. dil(v)  —— 0ih(v)
il(v) o ih(v) EE
L /ol(v) .0l(v)\ 1 (Oh(v) .0h(v)
4 )2( ou * ov B h(v)2 ou ! Ov
I)'() = Sh)H ()
d

= %)

Dai, (I* — h?)" = 0 e logo existe uma constante a € R tal que I* — h? = 2a. Agora
seja ¢ = q(v) a fungao dada por ¢ = I —a = h* + a.

Temos, ¢’ = 21I' e como as fung¢oes G e H satisfazem (?7) e (?77?), obtemos ' =
h(I> — h?) e dai,

q = 4ar/q? — a®. (2.23)

lcos20 = cos? 0 — sen26 e sen20 = 2 send cos 0
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Entao, as fungoes ¢ e ¢9 sao dadas por:
¢ =G* — H? = (il)*> — (ih)* = —I* + h* = —2q;
¢y = i(G* + H?) =i((il)? — (ih)?) = —il> + ih?® = —2iq,

integrando obtemos:

fi=2Re (/Z —2a(du + idv)) = —4dau;

20

fy = 2Re (/z —2iq(du + z’dv)) =4Q(v),

20

onde Q(v) é uma primitiva de ¢(v).

Para calcular f3, primeiro notemos que:

¢s = 2GH — %(GQ — H?) — z’%(GQ + H?)
— 2ilih — —4Q2(”> —dau

(=1 +h?) —i (1% — h?)
= —2v/¢*—a®—2Q(v)(—2a) — i2au(2q)

= —2v/¢% — a® + 4aQ(v) + 4iaug. (2.24)

Por outro lado, de (??) temos —L— = 4a, donde obtemos:

Var—a?
/ /
4aQ’ = daq = N <\/q2—a2> . logo 4aQ = +/¢? — a?.

q2_a2

Assim, substituindo em (?7), temos
¢35 = —4aQ(v) + diaqu.
Segue-se que:

£ = 2Re ( / (—4aQ(v) +4iaqu)(du+idv})

20

= 2Re (/ —4aQ(v)du + 4iaqudu — i4aQ(v)dv — 4aqudv)
20

= —8auQ(v) — 8auQ(v)
= —16auQ(v).
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Note que f3 = fif2, logo a imagem da imersao esté contida no grafico da fungao

T3 = x1T9, OU seja, € uma superficie regrada do tipo sela. Além disso, o posto da sua

aplicacao de Gauss é 1. De fato, g = g = ];((5)) depende somente de um parametro.

E interessante notar que as tnicas superficies com aplicacao de Gauss de posto 1
no grupo de Heisenberg sao as superficies minimas regradas e elas podem ser explici-
tamente descritas (veja [?]).

No exemplo que segue-se descrevemos uma superficie cuja aplicacao de Gauss tem
posto 2.

Como a aplicacao de Gauss é g = %, podemos escolher para G e H duas fungoes
que sejam produto de uma funcao que depende de uma variavel vezes uma funcgao

complexa unitaria que depende da outra variavel.

2.3.5. Exemplo (Helicdides) Considere as fungoes G e H definidas por
Glu,v) =Il(u)e ™ e H(u,v)=ih(u)e'2,

onde | e h sao funcoes diferencidveis, definidas num conjunto aberto de R.

Observe que:

v

0G — — Ole™ "2
a0 = e is
=0 T T
v ]_ v —1 .
= 16155 (l’e’2 + il (72(35))
1 1
= '+ 20
2 + 4
e
OH — — Oihe'2
T — ihets
0z T oz
— ihe 31 (ieis +i(ih) Leis
2 2
1
= —hh' — 1h2.
2 4
Assim, a equagao (?7?) se escreve na forma %ll’ + ilQ = %hh’ — %hQ, ou seja
temos:

P+ (1% = —h*+ (n? (2.25)
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V’);_p eh= —”’;“p, sao solugdes de (?77).

Entao existe uma fungao p(u) tal que | =

Usando (??) ou (??) obtemos que p é solugao da equagao

Com efeito, de (??) temos

oG —

2i— = (|G|*—-|H|*)H
1 ale_i% ,8[6_% _iv . L . ;0
o (2 DY s )

i (z’e—i”é + il <_7Ze_>) = (I = 1?) (—ihe'2)
(_y__%) — = m)h
(z’+%) = (W —=P)h=hp

analogamente ten-se para (??)) Da equacdo (??) temos que h? — [?
( g p quag q

= p, entao
derivando e usando (??), p' = (h?)’ — (I*)’ = h* + [%. Logo fazendo a diferenga entre
as duas equacoes anteriores temos p' — p = 2[.

Derivando a equagao anterior, substituindo em (??) e substituindo p obtemos
p/l _ pl — 4lll
pl— (R4 1) +20 = 4" + 27

"o 2 g2 _ / £
g (=) — MQ+@)

!
"N — 4l l/ _
gp = i)

Finalmente substituindo ' + £ = hp obtém se

o' —p = 4dplh

VI =PI
2 2

pl—p = dp
P =p = p\J(p) = p*
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A qual é equivalente a 1/ (p/)* — p? = :p? + ¢, ¢ € R, com efeito, derivando

()" = p* = QP T
obtemos
2p/p// ppl 1
— = 0
(p)" = p?

se p/ # o entdo (p" — p) = py/ (0)* = p?

A correspondente imersdo minima f : C\ {0} — Hj ¢é dada por

f1 (u,v) = p(u)cos (v),
fa (u,v) = p(u) sen (v). (2.26)
fs(u,v) =cv+v, beR

Com efeito, calculemos ¢, e f;.

¢1 — G2 _H2 — lQe—iv _'_h2€iv
o /
= 7 n p(cosv—isenv)+w(

cos v + isenv)

/ / /

= —COoSU — P COSV — ﬁz'sem) + /—)isemf + P COoS v
4 4 4 4 4
/
+§ Ccos v + %z’sem} + gisenv

/ /
= pZ cos v + gisenv + pZ cos v + gisem}

/

= % Ccosv + gisem}.
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Integrando sobre uma curva que ligue z5 a z resulta

/ /
/ (% cos v + gz’senv) (du +idv) = / (% cos vdu + gisenvdu

Y v

/
+% cos vidv + gz‘senm’dv)

= gcosv+%senv/pdu

v
/

—H’%senv + g COS v

/

1 Ny
= pcosv + §senv pdu + zgsenv.
g
Logo, tomando duas vezes a parte real da integral anterior segue-se que

f1 =2pcosw.
Agora, calculemos ¢y e fo,

¢ = i(G*+ H?) =i (™™ — h%")

o /
= i (p 1 i (cosv — isenv) — P Ip (cosv + isenv))

/ /

= z% COSV — zg Ccos v + %senv — gsenv
/ /
—i% COSV — zg cosv + %senv + Zsenv

/
= —ig cosv + %senv.

Integrando sobre uma curva que ligue zg a z resulta

/ /
/ (—zg cosv + %senv) (du+idv) = / (—zg cos vdu + %senvdu

Y Y

/
—i-g cosvdv + i%sem}dv)

—i p p /'
= — COS?v du —Senv —Senv — 11— COSsv
2 /p Tgsenv g 2

v
= psenv + > cos v / pdu — 25 COS V.

Y

20



Logo, tomando duas vezes a parte real da integral anterior obtemos

fa = 2psenv.
Finalmente, calculemos ¢3 e f3,
6 = 2GH 24,11,
;U ;U 2 /
= 2le '2ihe'z — pszem) <% cos v + gisenv)
+2p COS v P N 0
5 i5 CoSV + = seny

O =PI P

7 — —— Ccosvsenv
2 2 2

2 2 /

. P 2 p
—zgsen v — 25 cos” v + - cos vsenv

N

. (PI)2_P2 p?
I R
_ it 2

2 2

2
_ . c
= 24—1—22.

Integrando sobre uma curva que ligue zy a z segue-se

2 2 2
T a0) = [ —iPdutiCaus Lo
/( i —|—22) (du +idv) = / z4du—|—z2du+ 4dv 2dv

Y Y

_; 2
— IZ/deujLigu—i—va—gv
Y

Logo, tomando duas vezes a parte real da integral anterior obtemos
2 2
c
f3=2 (p_v - —v) = —cv+ 2w,

Se ¢ # 0, a equagao (??) da uma parametrizagdo minima de um Helicoide, além

disso, se ¢ =0, (??) da uma parametriza¢ao minima do plano horizontal x5 = b.
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2.3.6. Exemplo/Superficie tipo Catendide] Neste exemplo daremos as fungoes de

Weierstrass G e H para a superficie tipo catendide descrita em [ver [?]]. Seja

9> +4

B —
9> —4

g> >4,

onde g = g(u) € uma funcao de valor real a qual € uma solugdao da equagao diferencial

ordindria

S = g*(g* —16) — 4
g -4

Entao as fungoes

H =3 08) [y 400 (1+4), G=1e70%0), Jg—2g (1+2),

com | = l(u) uma funcao de valor real, sio solugoes das equagoes (77) e (77) se

l/ _ h
= 2

Assim os correspondentes ¢'s sao

. y [/
¢ = G® - H? = 1e_z(v—"%) g —2g 1+i
2 2
(L) g gag (140
(26 \/g ’ g( 3
— le*i(2v+l) (g’—?g (1+%l/)> +%lei(2v+l) (g/—l—Qg (1+%l')>

4
1
4

1
(cosa — isenar) (¢ — 29 — igl') + 1 (cos v + isenar) (¢' + 29 + igl’)

= —[¢ cosa —ig'sena — 2g cos a + 2igsena — igl' cos a — gl'sena

4
+¢' cos a + ig'sena + 2g cos a + 2igsena + igl' cos o — gl'senal

1

= 2¢' cos a + 4igsena — 2gl' senal]
1

= 5 (¢' cos a + 2igsena — gl'sena)

= %(gcos(2v+l)) onde 2v+1=q.
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Integrando sobre uma curva que ligue zy a z segue-se

[1 [0
/ 3 l¢’ cos a + 2igsena — gl'sena dz = / % (gcos(2v+1)) dz
z
20 z20
= gcos(2v +1)
Logo tomando duas vezes a parte real da integral anterior temos

f1 = 2gcos(2v +1).

Agora calculemos ¢, € fo,

2 2
T (%’ei<v+;>\/g, 2 (1 R é))

1 1.
(ZeZ(QUH) <g/ - 29 o z'gl’) _ Zel(ZUH) (g/ + 29 + igl'))

2

|
~.

S| .

= —[¢ cosa —ig sena — 2gcosa + 2ig sena — igl’ cos a — gl'sena

W

—¢' cosa — ig’ senav — 2g cos o — 2ig sena — igl’ cos a + gl' senal

[—2ig" senav — 4g cos o — 2igl’ cos

[¢" sena — 2ig cos a + gl cos a

Q)MIP—‘I\')IS

= a_(gsen(%—i-l)) onde 2v+1=a.
z

Integrando sobre uma curva que ligue zy a z resulta

z

1 z
/5 [(ig' cosv — 2g senv — igl’ senv)]dz = / aﬁ (g sen(2v +1))dz
2
20

20

= gsen(2v +1)

23

[(cosa — i sena) (¢' — 29 —igl’) — (cos a + isena) (¢' + 2g + igl')]



Logo tomando duas vezes a parte real da integral anterior temos
fa =2gsen(2v +1).

finalmente obtemos:

+
W

J2 Ji g
¢3=2GH—5¢1+5¢2:h: g2 —

S

e f3= 257 onde h é uma primitiva de h.
Assim temos,
f1(u,v) = 2gcos(l + 2v);
fa(u,v) = 2g sen(l + 2v);
fs(u,v) = 2h.
Modulo mudanca de coordenadas, isto parametriza um catenédide de revolugao

(veja [7]).
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Capitulo 3
Superficies Minimas em H? x R

Neste capitulo apresentaremos uma representacao de Weierstrass no espago pro-
duto H? x R, do plano Hiperbolico H? com a reta real R.

Consideramos o plano hiperbélico no modelo do semi-espago
H? := {(z1,22) € R* : 25 > 0}
dotado da métrica, de curvatura Gaussiana constante —1, dada por
gu2 = a:i% (dx% + d:vg) .

Um elemento (z1,75) € H? pode ser considerado como uma funcio afim propria,
h:R — R, dada por h (t) = xot + 1. O conjunto de tais fung¢des, com a composi¢ao
usual de funcoes, forma um grupo. Esta é a estrutura de grupo de H?. A variedade
diferenciavel H? ¢ simplesmente o semi-plano superior {(z, ) € R?: 29 > 0} com a
estrutura diferencial induzida de R?. Com esta estrutura H? torna-se um grupo de
Lie e a métrica gy2 , acima definida, é invariante a esquerda.

Consideramos agora H? x R como um grupo de Lie com a estrutura de grupo
produto e a métrica, invariante & esquerda,

1
9= (da:% + dm%) + dz3.
2

Escrevendo, © = (z1,%2,73), ¥ = (y1,%2,y3) € H? x R, a operagao do grupo ¢

dada por: z oy = (xay1 + X1, Taya, T3 + Y3).
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Seja L, : M2 x R — H? x R, y — L,(y) = z oy, a translacdo a esquerda,por

z, no grupo H? x R. Entao, a diferencial de L,, na identidade e = (0,1,0) € H? x R,

é dada por:
i) 0 0
de(e) = 0 zo O
0 0 1
Assim, os campos invariantes a esquerda gerados, respectivamente, pelos vetores
o 9 9 ox :
Far Ta; € Fop SA0 dados por:
0 0 )
B i=x9—, Ey = 19— e Ey = —
! 2(9[151 2 281‘2 5 3x3
Além disso, [E1, Es] = —E; e todos os outros colchetes sdo nulos, de modo que,

as constantes de estrutura da algebra de Lie, C¥, sdo dadas por:

50
C112 =—1, 0122 = Cf} =0, 052 = C:f:a =0,

0211 = 0221 = Cg’l =1, 0112 = 0122 = 0?2 =—L

obtemos L}, =2, L}, = —2 e os outros

Agora, da equagdo LE = CI, — Ci, + Ck,

ij sao todos nulos. Assim temos o seguinte.

3.0.7. Teorema Sejam 2 C C um dominio simplesmente conexo e ¢; : Q — C,

J=1,2,3, funcgoes que verificam as sequintes condigoes:

b ;w@% # 0;

o P =0;
=1
0L aby = 0:
o 5 € holomorfa e 1,19 sio solugoes do sistema { a?pz |1|€;7’T|22 ’
gz =0
0z 1 .

Entao a aplicacao f : Q — H2xR dada por
fi(u, U) = 2Re /Z Aijwjdz
o J

define uma imersao minima conforme.
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Demonstragao De acordo com (?7) a se¢ao ¢ = 1 Ey + 9 Ey + 13E3 é holomorfa

se, e somente se,

B — gy = 0;
% —[[ll® = 0; (3.1)
Bw —
)
Entao o resultado segue-se do teorema (?77). O

z
Fazendo fy := 2Re [ 1»dz, a imersdo minima pode-se escrever na forma:
20

z

flu,v) = 2Re/6f2¢1dz, eﬁ, 2Re/w3dz

20 z20
3.0.8. Exemplo Se 1y é uma fungao holomorfa, entao de (?7) temos que 1y € identi-
camente zero e a correspondente imersao € a parametrizagcao minima do plano vertical
{z1 = const.}
Se 1, e 1, ndo sao holomorfas, entdao de (??) temos que ¥? + 3 é holomorfa.

De fato,
0 0 0
0T = gt
= 2% ¢1 + 2% 1/12
- wmwg + 2 (— e )
= 2[[e[* ¢ = 25 [ ]®
= 0.
A ultima condigao ¢ certamente satisfeita se 12 + 13 = a para alguma constante
a € R.
Examinaremos os casos a =0 e a = 1.

Caso a = 0.

De 97 + 93 + 12 = 0, temos que 92 = 0 e a correspondente imersao

z

f(u,v) = 2Re/ef2w1dz, efQ, 0

20
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é a parametrizagdo minima do plano horizontal {x3 = const.}. De fato, uma superficie
totalmente geodésica.
caso a = 1.

Neste caso, decompondo
U1 (u,v) = ar(u,v) +iag(u,v) e Po(u,v) = as(u,v) + ias(u,v)

nas suas partes real e imaginaria, a condigao ¢? + 13 = —1 equivale a

2 2 . 2 2 .

ou seja, ao sistema:

{a%—a%—i—a%—ai:—l; (32)

aias + asay = 0.

Escolhendo a solucao

{ ai(u,v) = sen(2v)aq(u,v);

az(u,v) = —sen(2v)as(u,v),

da segunda equagao de (??), entao, usando (??), vemos que as fungdes a1 e ay sdo

aal _ 8@2 aal _ 8@2 .y
ou  Ov oo ou ) Th

De fato, da primeira equagao de (?77?) temos,

solucoes de

o —
0 = —— — i
. 1 /0ay Oay . (Oay Oasy . ‘
2 (ﬁ 0w Z(% “%)) = (a1 + i) (a3 + ia)
_ 1 aal aCL2 . (9a2 8CL1 ‘
2 (310 v Z<8u +%>) — (ara3 + asay + i (a1aq — agas)) .

{ Do _ 992 — 9 (g0 + azay) ; (3-3)
2

(a1a4 — CLQCLg) .
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Por outro lado, da segunda equagao de (?77?) temos,

_ Oy 2
0 = —— —lul

1 (0az  .Oay , .[(0Oaz .0Oay 2 9
N 2(8u+28u+2(8v +18v)>+(a1 a2)
{ (B 0oy (a2~ a). o

(2 4 222) — 0,

Agora, multiplicando as duas equagoes de (??7) e usando as equagdes (?7) temos a
8@1 8a2 8a2 8611
Th T2 (T2 T 4.
(8u 6’11) (8u * ov iz

Uma solucao da equagao acima é:

Ou seja,

equacao desejada:

2 (cos(2u) + sen(2v)) tan(2v) 2sen(2u)
a; = NS .
"2 sen(2(w—v)) +sen2(w+v)) 7 =24 sen(2 (u—v)) — sen(2 (u + v))
Finalmente, depois de integrar, a imersao f(u,v) = (fi(u,v), fa(u,v), f3(u,v)) é
dada por,
o 2sen(2u) tan(v) .
fl(u’ U) T 2sen2(2u) tan2(v)+(;?-c)os(2u) tanv))? ?
o 1+tan“ (v .
f2(u’ U) T 2sen?(2u) tan? (v)+(1+cos(2u) tan v))2 !
f3(u,v) = 2u.

Sejam D = {(z,y) € R* : 22 + y*> < 1} o disco hiperbdlico e & : D —H? a
isometria standard entre I e H2. Seja o : D x R — H? x R, a aplicacdo dada
por, a(x,y,z) = (&(x,y),z). Entdo a imersao f é a composta entre « e f, onde
f (u,v) = (tan(v) cos(2u), tan(v)sen(2u), 2u) é a imersio de um helicéide minimo
em D x R descrito em |?].

Finalmente, gostariamos de enfatizar que algumas das questoes basicas resolvi-
das para a representacao de Weierstrass de superficies minimas em R?, permanecem

ainda sem resposta para a representacao de Weierstrass em Hs e H?xR. Entre estas

questoes temos, por exemplo,
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Uma anélise no caso nao simplesmente conexo;

Uma aplicagao da féormula de representacao Weierstrass para o problema de

Berstein;
A construcao de novos exemplos;

Aplicagao destes métodos a outras variedades de dimensao trés.
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