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“A nossa vida € uma constante viagem, do
nascimento a morte. A paisagem muda, as
pessoas mudam, as necessidades se transfor-
mam, mas o trem seque adiante. A vida é o

trem, nao a estacao.” Paulo coelho
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Resumo

Este trabalho foi dedicado a determinagao global dos retratos de fase, no disco de Poin-
caré, dos campos vetoriais polinomiais quadraticos que possuem integral primeira racional
de grau trés. Para determinar o retrato de fase, utilizamos técnicas como blow-up, classi-
ficacao dos pontos singulares, curvas invariantes para um sistema de equagoes diferenciais

ordindrias e a inducao de campos vetoriais sobre a esfera.

Palavras-Chave:Campos Vetoriais Polinomiais, Integral Primeira Racional, Com-

pactificacao de Poincaré.



viii
Abstract

This work was dedicated to classify all the global phase portraits of the quadratic polyno-
mial vector fields having a rational first integral of degree three. For this, techniques were
used as blow-up, classification of singular points, invariant curves for a system of ordinary

differential equations and vector fields induced on the sphere.

Key-words: Polynomial Vector Fields, Rational First Integral, Poincaré Compactifi-

cation
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Introducao

O pioneiro, no estudo dos retratos de fase de um campo vetorial, foi Jules Henri

Poincaré!

, encontrando em problemas da mecanica celeste, a primeira motivagao, com
particular atencao para a estabilidade do sistema solar.

Mais de mil artigos foram publicados nos ultimos vinte e cinco anos, sobre os campos
vetoriais quadraticos e suas aplicacoes. Entretanto, a classificacao de todos os campos
vetoriais quadraticos integraveis e seus respectivos retratos de fase, ainda é um problema
em aberto. Os campos vetoriais quadraticos tendo a integral primeira polinomial foram
completamente estudados por [6] e [9]. Os campos quadréticos, que possuem integral
primeira racional de grau 2, também ji foram completamente estudados por [11]. Os
campos vetoriais quadraticos homogéneos ja foram completamente estudados em [15].

Neste trabalho buscamos determinar, completamente, as formas padrao para um
campo vetorial quadratico nao homogéneo que possui integral primeira racional de grau
3, além dos seus respectivos retratos de fase, buscando condigoes sobre os coeficientes de
H (integral primeira). Para isso, exploraremos a referéncia [10].

A dissertacao foi organizada com o objetivo de trazer suavidade a leitura, utilizando
conhecimentos essenciais da teoria qualitativa de equacoes diferenciais ordinarias. Em
muitos trechos foi extremamente essencial o uso de softwares matematicos tais como Ma-
ple, Mathematica e o P4, pois a quantidade de equagoes torna os calculos algébricos
extremamente extensos e humanamente quase insoliveis.

O software P4 foi desenvolvido por Jaume Llibre?, em parceria com outros pesqui-
sadores, e foi utilizado nesta dissertacao para auxiliar na determinacao dos retratos de
fase sobre o disco de Poincaré D?. Entretanto evidenciamos uma grande quantidade de
informacoes sobre os pontos singulares e as curvas invariantes, explicitando, dentro do
possivel, a construcao dos retratos de fase destes campos vetoriais em D?, sem abrir mao
da teoria que embasa a construcao. Para maiores detalhes sobre o processo de construcao,

foi construido um apéndice, com o passo a passo da compactificacao de Poincaré.

Imatemadtico, fisico e fildsofo Francés
2professor da Universitat Autonoma de Barcelona



Capitulo 1

Estrutura Local dos Pontos

Singulares

1.1 Campos vetoriais e Fluxos

Seja © um aberto em R™. Uma aplicacao X :  — R” de classe C* é dito campo
vetorial e a ele associamos uma equagao diferencial 2/ = X (z). As solugoes desta equagao
diferencial, isto é, as aplicagoes diferencidveis ¢ : I C R — ) (onde I é aberto no qual a
solucdo esta definida), tais que ¢'(t) = X (p(t)), para todo t € I, sao chamadas trajetdrias

ou curvas integrais de X.

Curva Integral

Definicao 1.1.1. Uma aplicacdo ¢ : R x Q — Q de classe C' € dito fluzo se

2
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e v(0,z)==x
g @(t + S,Z‘) = Qo(tv g0(87.17))

Definicao 1.1.2. Uma aplicagao ¢ : D — ) chama-se fluxo gerado por X, se ¢ é
solug¢do da equagao diferencial ¥’ = X(x) e D = {(t,z);x € Q,t € I,} é um conjunto

aberto com I, C R aberto tal que ¢(0) = z.

Exemplo 1.1.1. Dado o campo vetorial X = (Tx — 1,7y + 11) e Q = R2, teremos que o
fluxo € dado por

go(t,(p,q)):<(7p—17)€ +17(11+7q7)e —11>

onde (p,q) é a posi¢ao no instante t = 0.

Definicao 1.1.3. O congunto v, = {p(t,p),t € L,}, isto €, a imagem da curva integral
de X pelo ponto p, chama-se 6rbita de X pelo ponto p. O conjunto aberto €2, munido da

decomposicao em orbitas de X, chama-se retrato de fase de X

Definicao 1.1.4. Sejam X, e Xy dois campos vetoriais definidos em subconjuntos abertos
A1 e Ay de R?, respectivamente. Dizemos que X, € topologicamente equivalente (respec-
tivamente C"-equivalente) a Xy quando existe um homeomorfismo (respectivamente um
difeomorfismo de classe C") h : Ay — Ay que envia as orbitas de Xy em orbitas de Xo

preservando a orientacao.

Definicao 1.1.5. Seja ¢ : Q; — R2 e ¢y : Qy — R? o0s fluzos gerados pelos cam-
pos vetoriais X1 : A1 — R? e Xy 1 Ay — R?, respectivamente. Dizemos que X, ¢é
topologicamente conjugado (respectivamente C"-conjugado) a Xs quando existe um ho-
meomorfismo (respectivamente um difeomorfismo de classe C™ ) h 1 Ay — Ay tal que
h(p1(t,x)) = pa(t, h(z)) para todo (t,x) € .

Observacao 1.1.1. Observe que neste caso € necessdrio que o intervalo mazximal I, para

01 € Ip) para oo sejam iguais.

Exemplo 1.1.2. h : R? — R? definida por h(z,y) = (:v,y+ %) ¢ uma C"-conjugacao
entre X(I‘,y) = (iL‘, _y) € Y(l‘,y) = (iL‘, -y + ',L.S)‘
De fato, o fluzo de X ¢é dado por

ottt = (act (-4 )t )

ondet € R e (a,b) € R?, e o fluro de Y € dado por (¢, (c,d)) = (ce',de™").
Por uma substitui¢ao direta obtemos que h(y(t,p)) = ¢(t, h(p)).

Evidentemente toda conjugacao topoldgica é uma equivaléncia topoldgica, mas o

contrario nem sempre ocorre, como podemos ver no exemplo abaixo.
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0 1 0
Exemplo 1.1.3. Sejam A = e B= 0 matrizes dos sistemas x' =

Ax e x’ = Bz, com os respectivos fluzos p(t, (a,b)) = (bsen(t)+acos(t), bcos(t) —asen(t))
e (t, (a,b)) = (bsen(2t) + acos(2t), bcos(2t) — asen(2t). Afirmagao:Os campos vetoriais
correspondentes nao sao C"conjugados, mas sao C" equivalentes.

De fato, as orbitas de ambos os campos sao periodicas e de periodo 21 e m, respectiva-

mente. Dai, os intervalos mazrimais associados a solucao de cada sistema sdao distintos.

" h(e(t, x)) # o(t, h(z)) (1.1)

Por outro lado, os campos vetoriais sao C"-equivalentes, pois tomando a aplicacao h =

identidade, verificamos que possuem as mesmas orbitas.

Definicao 1.1.6. Sejam X : A — R"™ um campo de classe C", r > 1, A C R" aberto
e A C R um aberto. Uma aplicacio diferencidvel f : A — A de classe C" chama-se
secao transversal local de X quando para todo a € A, Df(a)(R"') e X(f(a)) geram
o espago R™. Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida. Se f : A — X for um

homeomorfismo, diz-se que ¥ € uma secao transversal de X.

Teorema 1.1.1. (Teorema do Fluzo tubular): Seja p um ponto nao singular de X : A —
R™ de classe C" e f : A — X uwma secao transversal local de X de classe C™ com f(0) = p.
Entao existe uma vizinhanca V' de p em A e um difeomorfismo h : V. — (—e€,€) x B de
classe C", onde ¢ > 0 e B ¢ uma bola aberta em R™™! de centro na origem 0 = f~'(p) tal

que
1. h(ENnV)={0} x B;

2. h é uma C"-conjugagio entre X| e o campo constante Y : (—e€,€) x B — R",
Y =(1,0,0,...,0) € R".

Figura 1.1: Tlustragao da agao do fluxo tubular (imagem retirada de [5],pag 9)
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Demonstragao. Ver [14], pag. 223.
]

Seja ¢ um ponto regular de um campo vetorial X ( isto é X(q) # 0) de classe C" com
1 < r < oo. Pelo teorema do fluxo tubular, sabemos que existe um difeomorfismo que
conjuga X em uma vizinhanga de ¢ com o fluxo constante Y = (1,0). Entao quaisquer
dois campos vetoriais X e Y sao localmente C" conjugados na vizinhanga de um ponto
regular ¢. Mas o mesmo nao ocorre na vizinhanga de um ponto singular.

Seja p um ponto singular de um campo vetorial X = (P, Q) em R?, (isto ¢, X (p) = 0)

onde P, @ € Rz, y] . Dizemos que a matriz jacobiana

5 (1) %—I;(p)] 12)

_ |
SAw) [%—f(p) %2(p)

¢ a parte linear do campo vetorial X no ponto singular p. Dependendo de como os

autovalores se apresentam, o ponto singular pode ser classificado em
e Nao-degenerado, se 0 nao é um autovalor;
e Hiperbdlico, se os dois autovalores de JX (p) tem parte real diferente de 0.

e Semi-hiperbdlico, se exatamente um autovalor de JX (p) é igual a zero.

Singularidades Hiperbdlicas e semi-hiperbdlicas sao conhecidas como pontos singu-

lares elementares.
e Nilpotente se ambos os autovalores de JX (p) sdo iguais a zero mas JX (p) Z 0
e Linearmente nulo, se JX(p) =0

e (entro, se existe uma vizinhanca aberta, constituido, além da singularidade, de
érbitas periddicas. A singularidade é dita centro linear se os autovalores de JX (p)

sao imaginarios puros.

Tendo esta classificagao em mente, podemos definir o determinante, o traco e o discrimi-

nante em p associados ao campo X como

| ZEw) ZEo)
"’X“’”“ 29 () g§<p>‘
P 90

tr(p) := %(p) + a—y(p)

A(p) = tr(p)* — 4|JX (p)],

respectivamente, e deles extrair as seguintes propriedades:
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e Se |[JX(p)| # 0, entdo o ponto singular é ndao-degenerado.

Se |JX(p)| =0, mas tr(p) # 0 entao o ponto singular é semi-hiperbdlico;

Se |JX(p)| < 0, o ponto é dito sela;

Se tr?(p) > 4|JX(p)] > 0, o ponto é dito né estdvel se tr(p) < 0 e instével se
tr(p) > 0;

Se 4|JX (p)| > tr*(p) > 0, o ponto ¢ dito foco estavel se tr(p) < 0 e instavel se
tr(p) > 0;

Se tr(p) =0 < |JX(p)|, p é um foco fraco ou um centro;

VA,

(c) (d)

Figura 1.2: Pontos ndo degenerados:(a)-sela,(b)né instavel (repulsor),(c)-foco,(d)-centro.
Fonte: Referéncia [5]

e Se|JX(p)| =0eotr(p) =0 entao o ponto singular é linearmente nulo ou nilpotente,

dependendo se J X (p) é identicamente nula ou nao.

Se p = (z9,yo) é¢ um ponto singular do sistema de equagoes diferenciais

=P
&= P(z,y (1.3)
= Q(z,y
onde P,Q € Rlz,y|, entdo (0,0) é um ponto singular do sistema
= — P — —
S (14)
y=Q(T,7)

onde x = T+, e y = Y+o. Desta forma temos que as fung¢oes P(Z,7) e Q(T,y) possuem
termos de grau maior ou igual a 1 em T e y. Logo 1.4 pode ser escrita da seguinte forma

(ao retirarmos a “barra”)

T =ax+by+ F(x,y)

15
y=cx+dy+ G(z,y) (15)
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Portanto,

JX(0,0) = [Z Z] (1.6)

Se a singularidade for hiperbdlica, sabemos que os autovalores tem parte real nao nula.
Disso segue que a forma canonica de Jordan desta matriz pode se apresentar de trés

maneiras distintas:

[)\1 0]0u [)\1 1]ou [a 6] (1.7)
0 A 0 A -6 «
com A, Ao #0,a#0e 3 > 0.

No casos em que o ponto singular é semi-hiperbdlico ou centro linear obtemos, respec-

tivamente,
[)\ O] ou [ 0 6] (1.8)
0 0 -8 0

Teorema 1.1.2. Seja (0,0) um ponto singular isolado do campo vetorial X, dado por

com A # 0,3 > 0.

= ax+by+ Alz,y)
y= cx+dy+ B(z,y)
(1.9)

onde A e B sao analiticos em uma vizinhanga da origem com A(0,0) = B(0,0) = 0
e DA(0,0) = DB(0,0) = 0. Sejam A\ e Ay os autovalores de DX(0,0) do sistema na
origem. FEntao temos

1. Se A\i e Ay sdo reais e Ay Ao < 0 entdo (0,0) € uma sela (ver 1.2 (a)). Se denotarmos
por By e Ey 0s autoespagos associados a A1 e \a, respectivamente, pode-se encontrar
2 curvas invariantes tangentes a Ey e a Ey em (0,0). Uma é atraida e a outra é
repelida,conforme a figura 1.2(a). FEziste uma uma mudanga de coordenadas C'™

que transforma 1.9 na sequinte forma normal
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T = )\11’
U= Xy
(1.10)
se i—; eER-Q, ¢
&= M+ f(z"y))
y= Xy +g(a*y))
(1.11)
se i—; = —%, comk,l €N e f,ge C®. O sistema do tipo 1.9 é C° — conjugado a
T= x
y= -y
(1.12)

2. Se Ay e \y sdo reais com |A1| > |Aa| € AMiAa > 0 entdo (0,0) é um no (1.2(b)). Se
A1 > 0 (respectivamente < 0) entdo (0,0) € um nd repulsor(respectivamente atrator).

Além disso existe uma mudanca de coordenadas C* que reescreve 1.9 como sendo
T = )\LI
y= Ay

(1.13)

Al
se st ¢ N, e

T = )\127
y = )\gy + ox™
(1.14)

para 6 =0 ou d =1 se Ay = mAy, comm € N em > 1. O sistema do tipo 1.9 é

T = o0x
y= 0y

C° — conjugate a

comd==x1 e N\d>0.
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3. Se M =a+if el =a—if com o, # 0 entao (0,0) é um foco forte (ver figura
1.2(c)). Se a > 0 (respectivamente < 0) teremos um foco repulsor(respectivamente

atrator). Existe uma mudanga de coordenadas C™ que reescreve 1.9 como sendo

T= ar+ Py
y= —Br+ay

O sistema 1.9 é C° — conjugado a

T = ox
y= 0y
(1.15)

comd==+1lead>0

4. Se My =if e Ag = —iff com 8 # 0 entao (0,0) € um centro linear, topologicamente,
um foco fraco ou um centro. Assim o retrato de fase na vizinhanga de (0,0) €

equivalente a figura 1.2(c) ou (d)

Demonstragao. Ver [5], pag 87. ]

Observagao 1.1.2.

A denominagdao “foco forte”é usada em (3) na descri¢ao da singularidade da parte linear
DX(0) que ja é um foco, enquanto a denominagdo “foco fraco”é usado quando a parte

linear DX (0) é um centro.

Ja no caso em que p é nilpotente ou linearmente nulo, teremos, respectivamente:

0 1 0 0
[0 0] ou [O 0] (1.16)

A técnica abaixo pode ser empregada para determinar o retrato de fase na vizinhanca de

um ponto linearmente nulo:

1.2 Blow Up Polar

O Blowing Up Polar é uma técnica que nos permite conhecer o comportamento da
trajetéria do campo vetorial na vizinhanca de um ponto singular, pois realiza uma mu-
danca no sistema de coordenadas, onde associamos o ponto singular a um circulo, e as

trajetorias permanecem inalteradas, conforme a figura exemplifica
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Blow up

Blow down

Figura 1.3: :Blowing up e Blowing down.
Fonte:Retirada e modificada da Referéncia [5]

Esta técnica é bastante 1til, pois nos permite perceber os diversos comportamentos do
campo vetorial na vizinhanga de um ponto nao-elementar e depois retornarmos ao sistema
original, com as trajetérias ja conhecidas': Blowing down.

Seja X = (P(z,y),Q(x,y)) um campo vetorial polinomial em R? e (0,0) uma singu-

laridade isolada. Considerando a aplicacao

6: S'xR —» R?
(0,1) — (rcos(0),rsen(0))
(1.17)

podemos definir um campo vetorial X sobre S! x R, tal que D¢,(X) = X(¢(v)) e assim
escrevemos o campo X em coordenadas polares.

Quando tomamos a restricao ¢ := ¢ obtemos uma mudanca de coordenadas
Stx(0,00)

para R2, pois teremos que 1 é um difeomorfismo. Ao considerarmos v = ¢ )
Stx[0,00)

teremos uma aplicagao que leva o circulo S' x {0} do cilindro S* x R no ponto (0,0).
Assim expandiremos a singularidade (0,0) em um circulo, por meio da aplicacdo ()™,
preservando todas as trajetérias do campo vetorial.

Determinemos agora a expressao para o campo vetorial X em uma vizinhanca V =
(4)"%(V), onde V é uma vizinhanca de (0,0) em R

Temos que z = rcos(f),y = rsen(f) e portanto

2% 4+ y? = r? N T+ Yy =17
0 = arctan(¥) 0= gty

(1.18)

Tmagens retiradas de [5] pag 94 e 95
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e como X = (#,9) = (P(,y), Q(x,y)), temos

P(rcosf,rsenf)r cos + rsenfQ(r cos 0, rsend) = rr
Q(r cos 0, rsend)r cos § — P(r cos B, rsend)rsind = r
(1.19)

logo

7= P(rcosf,rsenf) cos 0 + sendQ(r cos 0, rsent)
0 = 1[Q(r cos O, rsend) cos§ — P(r cos b, rsend)senb)]
(1.20)

Tomando X, = 7, Xy = 6 e escolhendo o maior inteiro positivo x tal que | P(r cos 6, rsenf)

e 7*|Q(r cos 6, rsend), teremos | X, e r*7!| Xy, Assim podemos tomar X = (raz, Tf—fg)

Observacgao 1.2.1.

a. Aqui houve a necessidade da divisao por ' para possibilitar o encontro de singu-
laridades especiais que possam, eventualmente, estar sendo omitidas ao simplesmente

resolvermos a equacao (7",9) = (0,0).

b. Para descobrir o comportamento do campo vetorial na vizinhanga de um ponto singular,
pode ser mecessario aplicar a técnica de blow up polar diversas vezes até que a trajetoria

naquela vizinhancga fique completamente determinada.

c. Além do Blowing Up Polar, existe o “Blowing Up direcional”, onde expandimos a
singularidade em uma reta. Nao a trataremos aqui, pois ambas as técnicas podem ser
aplicadas para determinar as trajetorias na vizinhanca da singularidade, sem grandes
prejuizos de uma em relagao a outra. Para mais detalhes sobre Blowing Up direcional
consultar [5] ou [13].

Exemplo 1.2.1. Dado o campo vetorial X = (z* — 2xy, y* — 2xy) temos que (0,0) é uma
singularidade isolada e JX(0,0) = 0. Logo (0,0) € linearmente nulo. Aplicando Blow Up

polar obteremos que

X = (r(cos® 0 + sen®0 — 2 cos® Osenf) + 2sen’d cos 0), 3 cos fsend(send — cosf)).

T 5t 37w
7Za§7ﬂ-7?77'

Calculando a matriz Jacobiana nestes pontos, obteremos que todos os pontos sao do tipo

Resolvendo a equagdo X (0,0) = 0, obteremos como solugées § = 0

sela. Fsquematicamente temos®

2Imagem retirada de [13]
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Figura 1.4: Blowing up e Blowinh down.
Fonte: Referéncia [13]

1.3 Setores

Seja A um subconjunto aberto de R? e seja X : A — R? um campo vetorial de classe
C", onde 1 < r < o0o. Seja p(t) = p(t,p) = p,(t) a curva integral de X passando pelo

ponto p, definida em um intervalo maximal [, = (w_(p),w4(p)). Se wy(p) = oo, definimos

o conjunto
w(p) ={q € A;3{t,} com t, — 00 e p(t,) — ¢ quando n — oo} (1.21)
Analogamente, se w_(p) = —oo definimos
a(p) ={q € A;3{t,} com t,, - —oc0 e ¢(t,) = g quando n — oo} (1.22)

Os conjuntos w(p) e a(p) sado chamados conjunto w—limite e conjunto a—limite de p,

respectivamente.

Exemplo 1.3.1. Seja X : R? — R? um campo vetorial dado por X(z,y) = (x,—y).
Entao

1. Sep= (0’0)7 Oé(p) = w(p) = {(070)}
2. Sepe{(z,0);z #0}a(p) ={(0,0)} ew(p) =0

Dizemos que 0 € U, U C R? aberto, é um ponto de rotacao do campo de vetores
X : U — R?, se qualquer vizinhanca dele contém uma curva integral simples fechada
cujo interior contenha o ponto O.

Uma solucdo ~(t) do campo X passando pelo ponto p a qual ndo é identicamente
nula e definida sobre [0, +00), (respec. (—o0,0])) é chamada solugao positivamente nula
(respec. negativamente nula) se o w(p) = {0} (respec. a(p) = {0})

Suponha que O nao seja um ponto de rotacao. Sejam D C U um aberto contendo

O e C' = 0D uma curva de Jordan positivamente orientada. Uma solucao ~(t) de X é
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chamada solu¢do base positiva para a curva C' (respec. solu¢ao base negativa para a
curva C') se t € [0,00) (respec. t € (—00,0]), 7(0) € C, v(t) € D parat # 0 e se y(t) é
uma solucao nula positivamente (respec. negativamente nula).

Sejam 7 (t), 2(t) uma solugao base para C. O subconjunto S do interior de C' com
fronteira contendo O, os arcos 71(t),72(t) e o subarco orientado fechado Ciy que vai de
~1(0) a 72(0), é chamado de setor.

Considere agora o caso em que existe uma solugao vo(t), —oo < t < oo, de X, que é
interior ou estd em C' para todo t e vo(t +t1) = 71(t) para t > 0, yo(t + t2) = 72(t) para
t <0, <ty OPonto O e o arcoqy(t), —oo < t < oo formam uma curva de Jordan com
interior I. Se S contém I, entdao é chamada setor eliptico(ver figuras abaixo®). Quando
t1 = ty teremos que Cjp se reduz ao ponto (), entdo S é eliptico e coincide com I.

Quando t; # tg, S pode conter pontos que nao estao em I v1(0) = ~,(0)

Figura 1.5: Setores Elipticos

Um setor S que nao é um setor eliptico e que S'UC}2 nao contém uma solugao base é

o

chamada setor hiperbdlico

Figura 1.6: Setor Hiperbdlico
Fonte: Referéncia [7]

Um setor S com fronteiras contendo os arcos solugao base positivos (negativos) 1 (t), v2(t)
e o fecho de S nao contém solugoes base negativas (positivas) é chamado setor parabélico

positivo (negativo).

3Imagens retiradas e modificadas de [7]
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oo

Figura 1.7: Setor parabdlico
Fonte: Referéncia [7]

Definicao 1.3.1. Uma solug¢ao base é chamada de separatriz do campo X se ela é uma

componente da fronteira de dois setores diferentes.

Resumimos abaixo algumas propriedades pertencentes aos pontos singulares que apre-

sentaremos sem demonstragao. Para maiores detalhes veja [1] teorema 65, 66 e 67.

Proposigao 1.3.1. Seja (0,0) um ponto isolado do campo vetorial (F(z,y),y+ G(x,y)),
onde F' e GG sao funcgoes analiticas em uma vizinhanca da origem, de modo que o menor
grau entre todos os termos, nas varidveis x ey, €, no mdrimo 2. Sejay = g(x) a solugdo
da equagao y + G(x,y) = 0 em uma vizinhanga de (0,0). Assuma que o desenvolvimento
da funcao f(x) = F(x,g9(x)) € da forma f(x) = pa™ + o(x) (o(x)=termos de ordem
superior), onde m = 2 e pu # 0. Quando m € impar, entdo (0,0) ou é um nd estdvel ou
uma sela, dependendo se > 0 ou p < 0, respectivamente. No caso da sela, a separatriz
estdvel € tangente ao eixo x. Se m € par, entio (0,0) é uma sela-nd, isto €, o ponto
singular p € formado pela uniao de dois setores hiperbolicos com um setor parabdélico.
A separatriz estdavel € tangente a parte positiva (respectivamente negativa) do eizo x em
(0,0) quando p < 0 (respectivamente p > 0). As duas separatrizes instdveis sao tangentes
ao eizo y em (0,0).

Proposicao 1.3.2. Seja (0,0) um ponto singular isolado de um campo vetorial (y +
F(z,y),G(z,y)) onde F e G sao funcgoes analiticas em uma vizinhanga da origem, de
modo que o menor grau entre todos os termos, nas varidveis x ey, €, no maximo 2. Seja
y = f(z) a solugdo da equagio y+ F(z,y) = 0 em uma vizinhanga de (0,0). Assuma que
o desenvolvimento da funcao G(x, f(x)) é da forma Kx* 4 o(x), (o(x)=termos de ordem
superior), e ®(x) = (%—i + %) (z, f(z)) = La* +o(x) com K #0, k >2 e A > 1. Entdo

as sequintes afirmagoes sao validas:

1. Se k € par e

(a) kK > 2\ + 1, entdo a origem uma sela-nd. Além disso, a sela-nd tem uma
separatriz tangente ao semi-eixo x < 0 e outras duas separatrizes tangentes ao

semi-etxo x > 0.
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(b) kK <2X+1 ou ® =0 entao a origem é uma cuspide, isto €, um ponto singular
formado pela uniao de dois setores hiperbdlicos. Além disso, a cuspide tem

duas separatrizes tangentes a parte positiva do eizo x

2. Se k € impar e K > 0, entao a origem € uma sela. Além disso a sela tem duas
separatrizes tangentes ao semi-eixo x < 0 e outras duas tangentes ao semi-eixo
x> 0;

3. Se k € impar, K <0 e

(a) X par, kK =2 +1 e L2 +4K(A+1) > 0 ou X par e k > 2\ +1 entdo a origem é
um nd estavel(instdvel) né se L < 0 (L > 0), tendo todas as drbitas tangentes
ao eizo x em (0,0).

(b) X éimpar, k =2\+1 e L> +4K(A+1) > 0 ou X\ é impar e k > 2\ + 1 entdo
a origem € uma sela eliptica, isto €, um ponto singular formado pela uniao de
um setor hiperbolico e um setor eliptico. Além disso, uma separatriz da sela

eliptica € tangente ao semi-eizo x < 0 e a outra ao semi-eixo x > 0;

(c) k=2 +1el*+4K(A+1) <0 ou k < 2X\+1, entao a origem é um foco ou

um centro, e se ®(x) =0 entdo a origem € um centro.

f’f'jjf/// \\ ?’f \% ,.«,// “‘\w----_,/ /
:g >/ = = =

(a) " (b) G (d

Figura 1.8: Retratos de Fase na Vizinhanga de Pontos nilpotentes:(a) Cuspide, (b) e (c)
sela-né;(d) Sela Eliptica;
Fonte: Referéncia [5]

Exemplo 1.3.2. Considere o campo vetorial X = (2+4x+y+2x*+2xy, 2y+ 2xy+22y?),
o qual possui 3 singularidades (—1,0), (—%\/5, —1+v2) e (%\/ﬁ, —1—1+/2). Temos que

444z + 2y 1+ 2z

JX(z,y) =
(@) 2y + 2% 2+ 2z + 4y

0 —1
Portanto, JX(—1,0) = [O 0 ] e portanto o ponto € nilpotente; |JX (—3v/2, —14v/2)| =

—12+8v2, |JX(%\/§, —1—/2)| = =12 — 82 e portanto ambos os pontos sio do tipo
sela.
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Como o ponto (—1,0) € nilpotente, podemos utilizar o Blow Up para determinar as tra-
jetorias na vizinhanga deste ponto ou utilizar a Proposicao 1.3.2, que nos dd informagoes
sobre as trajetorias no caso das singularidades nilpotentes.

Entao, fazendo uma translagao da singularidade para a origem por meio da mudanca

de coordenadas X =x+1 eY =y e tomando o campo vetorial reverso, obteremos

X = Y _-2X%2_92vX
Y = —2YX —2Y2X +2Y?

que estd no formato das hipdteses do teorema. Assim devemos encontrar Y — f(X) =0
de tal forma que f(X) seja solugio da equacio Y + F(X,Y) = 0 numa vizinhanca de
(0,0).

SeY = f(X)=a1 X +as X?+a3X3+... € a solugdo que desejamos, ao substituirmos
emY + F(X,Y) =0, onde F(X,Y) = —2X? — 2Y X, obteremos

X +asX? +asX? + ... =2X? +2(a1 X +axX? +asX®+.. )X
Comparando os coeficientes obteremos que a1 = 0, a; = 27!, para i = 2,3,... e
portanto Y =32, 2771 X"

Assim

G(X, f(X)) = i 20X 2(i 27X X + 2(i 21 X2 (1.23)

= —22X® 4 o(X?).

or 0G
(a_X + 8_Y> = —6X + O(X)
Disso seque que K = —4,k =3, L = —6, A\ = 1. Dessa formax =2 +1 e L2+4K()\—|—1) >
0 e portanto pela Proposicao 1.3.2 item 3 (b), (0,0) € uma sela eliptica.



Capitulo 2

A Compactificacao de Poincaré

De uma forma geral, a compactificacao de Poincaré de um campo X consiste em tracar
“copias”do fluxo de X sobre uma esfera!. Um caso particular dessa compactificacao ¢ feita
pelo centro da esfera, onde o fluxo é projetado sobre o hemisfério norte e sobre o hemisfério
sul. O objetivo é, possibilitar uma analise global do comportamento do campo X ao longo

de todo o espaco, em especial das singularidades.

2.1 Campos Vetoriais Polinomiais e a Campactificacao

de Poincaré

Seja X (x) = (Pi(x), Py(x), ..., Py(x)) um campo vetorial polinomial onde Py, P, ..., P,
sao polinomios reais, tais que P; : R — R. Identifiquemos R™ com o hiperplano
7 = {y € R"y,,1 = 1} tangente a esfera S™ no pdlo norte. Denotemos o hemisfério
norte por H™ = {y € S™|y,+1 > 0} e o hemisfério sul por H~ = {y € S"|y,+1 < 0}.
Tomemos entao a projecao central do hiperplano m sobre a esfera S™ tomando pontos

sobre o hemisfério norte e sobre o hemisfério sul?:

o<

/
o) > ";:

i<

Figura 2.1: Projecao Central em R?

1 Aqui olhada como uma variedade diferencigvel
2Imagem retirada de [13]
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Considere a aplicacao
¢t :R" — HT
z o 27(z) = (A(2), fo(), - fal@), fuia (@) = (2.1)
= ﬁ(wl,x% oo, Zp, 1), onde A(z) = (1+ >0, 22)2

Note que ®* é uma aplicacao C'*°, pois suas funcoes coordenadas o sao. Além disso,
verifica-se, sem muita dificuldade, que ®* é bijetiva e que sua inversa é dada por

w w Wy — w
+\—1 o 1 2 n—1 n
(q) ) (w17w27"'7wn7wn+1)_( ) PRI 9
Wn4+1 Wn+1 Wn4+1 Wn+1

Analogamente podemos definir a aplicacao
¢ :R" — H™

r — @‘(m)z—ﬁ(ml,x%...,xml) (2.2)

a qual possui inversa semelhante a acima exposta.

Determinemos entao o fluxo sobre S™ induzido pelo campo vetorial polinomial X, por
meio da projecao central. Seja X uma aplicacao tal que

X:H*"UH™ — T[H*"UH" (2.3)

s, ) DOfX(x) sey= o (x)
v — XU _{ DO; X(x) sey=&(z)’

onde ¥y = (Y1, -+, Yn, Ynt1) = ﬁ(%, ey Ty 1)

Entao, ao tomarmos ﬁ(ﬂh, o, ) = (fi(x), ..., fu(x), fari(x)) teremos
d d d
g—;(ﬂf) g—§;<x> - ﬁ(:p)
Dot — seo(z) ) ... 52(@) _
Ofn Ofn Ofn
e GO €O B e €
-yn+1 - yn+1y% “Yn+1¥Y1Y2 e “Yn+1Y1Yn |
—Yn+1Y2Y1 Ynt1 — yn+1y§ e “Yn+1Y2Yn
“Yn11Yn  —Ynt1¥2¥n oo Yntl — Yni1¥n
L _y721+1y1 —yi+1y2 e _y721+1yn
Observe que a expressao para D®~ é a mesma para D®*, uma vez que y = (Y1, .. ., Yn, Yni1) =
—ﬁ(xl, ..., Ty, 1). Logo, podemos obter uma tnica expressdo que caracterize X em

HTUH:
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[ 1—y}  —yiye . —Yin [ Pi(y)
-y 1—y3 .. —laun Py(y)
X(y) = Yo : 5 : N (2.4)
—YYn —YoUYn .- Lyl P1(y)
Y11 —Ynr1¥e oo —Yori¥e | L Paly)

D _ Yy _y2 y
onde Pi(yhyzv cee aynvyn-‘rl) - Pi(yn+1 P Ypy1? ynil)

Como o campo X estd definido em S™~.S ! nosso objetivo agora é obter uma expressao
para um campo X que esteja definida em toda a esfera S™.
Tomando m = maz{grau(Py), grau(P,), ..., grau(P,)} teremos que P;(y) := y,TH]Si(y) =

yna By (yi’il , yi’il e yfﬁl) serd um polinémio homogéneo de grau m. Desta forma,
(- —uye o v | [ P ]
—py 1=y . ey Py(y)
Xy) =y Xy) = | L o (2.5)
U Yo - L= R P 1(y)
L= Yn+1¥Y1  —Yn+1¥Y2 -+ —Yny1¥Yn | L ﬁn(y) i

Como X é um campo vetorial polinomial, e portanto diferencidvel em todos os pontos,
temos pela sua continuidade que X, P 0 uma vez que ﬁ — 0.

A expressao 2.5 para X é denominada Compactificagao de Poincaré para o campo X.

A projegao do hemisfério norte fechado de S™ em y,,.; = 0 pela aplicagao (y1, y2, y3) —

(y1,y2) é chamada disco de Poincaré e denotado por D?.

Observacao 2.1.1.

1 % m—1 ~ : m—1
Observe que ao multiplicarmos X por y,' . nao alteramos o fluro de X, pois y,' ou
¢ uma fungao estritamente positiva, para y = ®T(x) ou, € negativa ou positiva, para

y = (), dependendo se m € par ou impar.

2.1.1 A Compactificagcao de Poincaré em Coordenadas Locais

Sejam (Us, ;) e Vi, i), i =1,2,...,n,n+ 1 cartas locais para S" tais que

ui = {y = (y17y2a s >yn7yn+1) € Snlyz > 0}
Vi = {y = (y17y27 s 7yn7yn+l) S Sn'yl < 0}
(2.6)
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n oy Yiol Yir1 Ynt1

hol L B B 25 e possuem

definidas pela regra (yh Y2, Yn, yn—i-l) — (

Ccomo 1inversa

(x1,22,...,Tp) RN A%m) (1,2, .. w1, Lmgy oo xy)
-1
i
(xla Lo, ... rwn) _ﬁ(l‘hx% sy Ti1, 1a Liy oo al‘n)
onde A(z) = (14 3" a2)2 (2.7)
Tomemos entéo (21’ Z27 R ZTL) = So’i(ylv y27 e 7yn7 yn-i-l) = (5_17 %7 cety y;__'17 y;__"—lv ey %)
como coordenadas locais em U;, ¢ = 1,2,...,n,n+1
Proposicao 2.1.1. O campo X em Uy, nas coordenadas locais z = (z1,29,...,2p), €
definida por
)’Z(Z) = W(ﬁl — ZlﬁQ’ﬁg — Zgﬁl, e ,ﬁn — Zn—lﬁly —anﬁ), (28)

onde A(z) = (1+3 7 22)3

Demonstracao. De fato, se y € Uy N H' teremos que

A1)y (X (y) = dle)y(yni' X (y)) = (2.9)
= Yyt d(p1)y[(dOF), X (2)] =
=yl d(pr 0 @F), X (2)
Mas notemos que (¢ o ®1)(z) = 901(A%a;) (X1, ., Tp, 1)) = %(1’2, x3,...,%y, 1), de onde
obtemos
% 5 0 0] [ Pi) ]
_z_é 0 33_11 0 Py(x)
d(p10®1),(X(2)) = : (2.10)
—2—% % Pn,1($>
—# 0 L Pn(x) i
Isso ocorre se, e somente se
1
d(gpl o (I)+)x<X($)) = P(-.’ﬂgpl + .271P2, —.Clﬁgpl + leg, ey —.Z'npl + len, _Pl)
1

onde P; = Pi(z)
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Como haviamos tomado anteriormente (z1,...,2,) = (&, 2, .., %, %’ e y’;%),
temos que, para i = 1:
Y1 1
xl = = —
Yn+1 Zn
Y2 Y21 Y1 Z1
xQ — — = Zl_ = —
Yn+1 YNYn+1 Yn+1 Zn
Yn Zn—1
I?’L = =
Yn+1 n
Dai,
d(gpl o CD+)IX(J,‘) = Zn(—lel + PQ, —22P1 + Pg, ey _Zn—lpl + Pn, —anl), (211)
onde P; = Pi(i, 2.
Ora,
1 1 Zn Zn
Ynt1 = = = — = , (2.12)
A ir Lty VItEnd AG
Substituindo 2.11 e 2.12 em 2.9, obtemos
~ Zm
d(@l)y(X(y)) = W<_ZIPI + P?a _ZQPI + P37 ey _Z’n—IPl + PTL’ _ZnPI) (2]‘3)
onde P, = Pi(i, 2 Zz;—n‘l) Tomando f’i(l, ZlyennyZn) = zglPi(i, A RRRE Zz;l), tere-
mos que
~ 1 -~ ~ ~ o~ -~ o~ ~
d(p1)y(X(y)) = W(—lel + Py =2 P+ Py, =20 1 P+ Py =2, 1),
]
A expressao
Z(21,22,. -, 20) = A(z)m_l-d(@l)y(;((y)) = (—2’11514—152, —22ﬁ1+}~73, cees —Zn—1131+13m _Znﬁl)
¢ definida como sendo o campo X em U, nas coordenadas locais (21, 29, . . ., 2,)

Observacao 2.1.2.

1. Note que sey € Uy N H™ teremos a mesma descri¢ao para a expressao acima, pois

lzn| _

d(pro®7) = d(p10®T) € yni1 = — x5 = ~a) = Al WG vez que z, = Lt <0

2. Nos pontos do equador de S™, S™ !, teremos que a expressio serd a mesma, devido

a continuidade de X
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3. Para os demais abertos Uy, i = 2,...,n+ 1 os cdlculos sao bastante similares, nao

oferecendo, portanto, resisténcia. Suas erpressoes sao dadas por:

Uy - W(—Zlﬁz + P, —2Py+ Py, —20 1 Py + P, _2"132)
Us W(—Zlfﬁ +P,—%P+ B, —z B+ By, _Z"ﬁS)

(2.14)
u, - W(_zlﬁn + P, —2P,+ Py, ..., =2y 1Py + Py1, — 2,5

€ Un+13W(P1,P27--~7Pn)-

4. Em U, q, Z(21,...,2,) = (P1,...,P,), pois U1 = H" e 1 = (&)L, donde
obtemos d(p, 110 ®dT), = 1.

5. As expressoes em coordenadas locais para )Z(y), comy € V;, sao dadas de forma
bastante andloga as dadas paray € U;, comi =1,2,... ,n,n+1. De fato, a expressao
para p; € a mesma para v;, para cada i, € fazendo a mesma andlise presente em

|20 | Zn

2.12, teremos que Ypy1 = —F——— = —A() Wma vez que zp = Intl < 0. Daf,
‘/1+Zi=1 Zi Yi

ci-C) o)

Logo a expressao de X em V; é a mesma que em U;, multiplicada por (—1)™~1.

Definicao 2.1.1. Seja N uma variedade, S C N um subconjunto e X um campo de
vetores sobre N. Dizemos S € um subconjunto invariante por X, se dado x € S temos
que p(t,x) € S para todo t € R, onde ¢ denota o fluro de X.

Proposicao 2.1.2. Se X ¢é um campo de vetores sobre R e X sua compactificac¢ao,

entio St C S™ € invariante por X.

Demonstragio. Seja <(t) = (1,2, .. .,%) um fluxo de X dado em coordenadas locais
(Ui, 05 = (1,62, - -,0)),i = 1,2,...,n,n+ 1, tal que s(t5) € S"!. Se ¢ é um fluxo de X

teremos que ¢ satisfaz a equagao diferencial ' = X (x), ou seja,
(1) = X(<(1)).

Assim, em particular, devido a 2.9 teremos:

u(t) = =) Pi(sa(t), -, 61 (), L siga (), -, <n(t)) »n(to) =0

Mas observe que ¢,(t) = 0 é uma solugao para a equagao acima. Disso segue que ¢(t) €
S7=1 Wt e I, onde I é o dominio de .
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Para as vizinhancas coordenadas V;, os cdlculos sao similares, a menos da multiplicacao
por (—1)™! (ver 2.1.2 item 5). O

2.1.2 A Compactificacao de Poincaré para Campos Polinomiais

Hamiltonianos

Nosso objetivo nesta secao é caracterizar a compactificacao de Poincaré para sistemas
polinomiais Hamiltonianos. Para tanto, inicialmente descreveremos a compactificacao de
Poincaré para o campo polinomial Hamiltoniano em coordenadas cartesianas e, posteri-

ormente, a descreveremos em coordenadas locais.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Euler) Se f : R™ — R é um polinémio homogéneo de

grau v entao

Demonstracao. Como f é um polinomio homogéneo, temos que
f(kxy, Kxe, .o KTy) = KT f(T1, T2, .., Ty (2.15)

Dai, ao derivarmos 2.15 em relacao a x obteremos

d " Of ~
ﬁf(/ﬂhfﬂh, o KTy) = Z 895-(,{901’/{@’ e KTy = TR f (2, 20, ., ), VK ER,
i=1 !

assim, para k = 1 temos o resultado. O

Definicao 2.1.2. Uma funcdo polinomial H : R?** — R ¢é denominada polinomial Hamil-

OH OH _ 0H _0H
Byarr’ " Oyza’ Oyttt Oya

Hamaltoniano associado a H.

toniana, e Xy = ) é chamado campo vetorial polinomial

Como vimos na secao anterior, a compactificagao de Poincaré, X, para um campo
polinomial X = (P, P, ..., P,) é dado por

[ 1—yi  —pe .~ Py(y)
1 =93 . —yaum Py(y)
X(y) = 2 : : : : : (2.16)
~YiYn —YeYn .. L= Poa(y)
|~ Yos1¥1 Y1V - —Ynsi¥n | L Paly) |
onde Piy) =yt P (52 525, ).

Desta forma, para o campo Xy obteremos
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oH
] , i)
L=yi =2 o —WUn :
N —Yoln 1 - y% . —Y2Un ﬁ‘(y)
Xu(y) = : : : : _5‘@{;:;{( | (2.17)
“Y1Yn  —YoYn .. L1—2 ou ’
L= Yn+1¥Y1 —Yn+1¥Y2 -+ —Ynt1Yn | _
—5(y)
5}; _ . m OH n
com {9_%<y) - yn+1 Oy; (yfﬁrl7 yfﬁl PRI y3+1>'

Decorre de 2.17 que a primeira coordenada do campo X o é

oH  , 0H OH oH N OH o OH o
J— J— —_— e e e — —_— S .« -, n = .
T n i Y1Y2 E Y1Yd ENS Y1Yd+1 Em Y1Y2d Oy

Note que y; é um fator comum a todas as parcelas, dai podemos escrever

OYas1 . yj+dayj y]ayj+d '

Segue para a i-ésima coordenada que y; é o fator comum. Desta forma, podemos

escrever a i-ésima coordenada do campo Xy na forma

oH ' :
Buas + Ay, se 1 <1 <d

i

(Xm)i={ 2L +yised+1<i<2d,
AYnt1, se @ =2d + 1

d oOH oOH
onde A = Zj:l <yj+da_yj — v 8yj+d>‘
Note que o sinal negativo, presente na coordenada de (Xp);, para i > d + 1, provém
da negatividade das coordenadas (Xp);, para i > d + 1.

Proposigao 2.1.3. {H* = 0} ¢ invariante por Xy, onde

Y1 Yn
Yn+1 7 ’ Yn+1

H*(yla s 7yn+1) = yz’b—:_llH(

Demonstragao. Devemos provar que se ¢(tg) € {H* = 0} temos que ¢(t,x) € {H* =0}
vVt € I onde ¢ é o fluxo de Xy e I o dominio de ¢. De fato, dada a equacéo Jj(t) = H*(p(t))

teremos que,
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n+1 *
= 23 (G tna). 215)

Utilizando o Teorema 2.1.1 obtemos,

AEK%Z@@WﬁOZVWHMHWMDIW+DM®

Logo j'(t) = (m+1)Aj(t). Ora, exigir que p(tg) € {H* = 0} é equivalente a dizer que

j(to) = 0. Entao temos uma equagao diferencial ordindria onde

{ﬂﬂ=m+DM®
J(to) =0
(2.19)

que possui solucao j(t) = 0.
Desta forma, ¢(t) € {H* = 0},Vt € I. Logo {H* = 0} ¢ invariante sobre X

As Coordenadas Locais para o campo Xy

Sejam (U, ¢;), (Vi, i) cartas locais definidas como na se¢ao anterior e Xy um campo

vetorial polinomial hamiltoniano. Como vimos, a expressao para o campo X em U; é

dada por (—21]51 + ]52, — 2P + §3, - — 2y P+ ﬁn, —znﬁl). Entao, para o campo XH,
teremos?®
oH* oH* oH* oH* oH*
—z + sy —2d— + , —2% — 2.20
( 1ayd+1 0Yar2 a 18yd+1 0y2a dayd-H ( )

)
(1721 7777 Zn)

oOH* OH* OH* OH* )
— sy —R2q— -, =2
oy 2 laderl 0Yq Qdaderl

onde z; = 4L i =12 ... n.
Y1

Observe que esta expressao para as coordenadas locais ainda depende explicitamente

das coordenadas cartesianas. Portanto, nosso objetivo agora é escrever as coordenadas

3 OH* _ 0H
Note que u; By
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do campo Xy apenas nas coordenadas locais, em U
Pela definicao de H* nds temos que
m—+1
H* (1 ) .,—y”“):(_y"“) H< noo ) (2.21)
Y1’ Y1 Y1 Ynt1 Yn+1
1

= m—HH*(ylay% ce 7Z/n+1)
U
Dai, tomando

(21, yzm) = H (1,21, .., 2n)
teremos que H*(yh . 7yn+1) = yInJrlg(Zla ce 7Zn)-

Logo, ao derivarmos em relacao a y;, obteremos

OH*
P Wi Yngr) = (m A+ 1)y"E (21, 22,
Y1

m+l yl+1
RNy —a

.2 8zz ey Zn)-

O valor da primeira entrada dessa matriz é justamente a segunda parcela da derivada
de & em relacao a ¥
Derivando ¢ em relacao a y;, teremos que
OH*

m_0¢ :
ayz <y17"'7yn+1) :yl %(217""271)77/:27"'

N
Assim,
OH* " ag
Lz1,...,2,) =(m+1)&(21,20,...,2 zi==(21,. -, 2n
o (1,21 ) =( )€(21, 22 2 ", )
¢ OH* o¢
1,z1,...,2,) = 21y vy 2n
yi 12 ) 0z 1( ! )
Substituindo as expressoes obtidas para %I; , %I; , na expressao 2.20, teremos a repre-
sentacao, em coordenadas locais, para o campo Xpy é
23 23 23 23
—z + e, =2 + + zZ )
( 132d aZd+1 - 132d aszq 5 Z
i1=1,i7#d
23 23 23 9 23
) Zdil = — ., =21 — , —Zog—— 2.22
d+182d 021 2d 182d 024_1 Zdazd 0 : ( )
21 yeeesZn,
Analisemos agora as expressoes em coordenadas locais para as demais vizinhangas
U,1=2,....,.n+ 1:

Y2 Ynt1
yit

para verificar a segunda parcela da igualdade acima, basta calcular D[¢(¢1(y1, Y2,
e1(y1, 92, -+ Yny1) = (y2 T )

- ¥ns1))], onde
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e Em U temos que,

Y1 Y3 Yn+1 Yo\ v1 Y2 Y 1
H*(,L,...,H>:(”+> H< , L >: m+1H*(y1""’y"+1)'
Y2 Y2 Y2 Y2 Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yo

Para proporcionar uniformidade na notagao para a expressao em coordenadas locais
definamos &(z1, ..., 2,) = H*(z1,1,...,2,), apesar da diferenga na lei de formagao
de £ em U; e Uy. Desta forma

H*(y1s - Ynn) = 45 € (21 20)-

Ao derivarmos H* relacao a cada uma das coordenadas obteremos que

OH* 0 0
ayz (y17 s ;yn—l-l) = _i[y;n+1]’£(zla s 7Z'rL) + ygn—‘rl‘a_yi(zh R Zn)'
Mas a diferencial de £ é dada por
D[§(21, 20, ..., 20)] = DIE(wa(y1, Y2, Yns1))] (2.23)

= [D&(p2(Y1, Y2, Yn))-Dlpa(y1, Y2, - - - s Yni1)] =
= [DS](ZMZ%--'7zn))'[D302](y1>y27---;yn+1):

L% 0 0 0 0
Y2 Ys
0o - - 0 0 0
Ys Y2
_ e e ¢ o 0 O _
0z1 Oz =~ ° Ozn | 0 _ Y41 0 1 0 0
Y3 Y2
O O O O
0 —¥&2 0 0 L
L Y3 Y2 |
_ o8 1 oy n 08 Yj+1 o8 1 o8 1
Logo,
OH* o€
= == 2.24
3y1 Yo 821 ( )
OH* ¢ 1 | = 9 Yy
= (m4+ Dyl E(z, ..., 2) —yi™ | == 5 — 2
ayQ ( ) 2 ( 1 ) 2 821 y% = azj y%
OH* o0&
ayl Yo 821;1’2 ) 7n+
Como vimos anteriormente, as coordenadas para o campo X = (P, P, ..., P,)

em Uy é (—21]32 + ﬁl, —29Py + P3, ..., =2, 1Py + P,, —z,P). Segue entao que as
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coordenadas locais para o campo Xy sao

(85255 S S SN S
0zq Y02441" 0zato 23Zd+1 T g Ozaa1 1 0zam
o8 o€ o€ ¢
- a_ ]- 2 PRI — - y
9o (m+1)§+ Z: Zi— 4 224 Y Srars Bz 294 Doars 1
'L#d—l—l (Zly 7"')zn)
(2.25)

Entao, para U;,7 =3....,d — 1,d, teremos que
f(zlaz%"wzn) = H*(le"vzi—l)lazi—‘rlv'"7271)7

de onde se deduz que as expressoes em coordenadas locais sao analogas as obtidas

anteriormente. Em particular, para + = d, obtemos

-~ — 2 ’ — 22 yeeey TRd—1 + , —Rd -
0zq 0z4-1 O0zay 02241

(ag o ¢ O¢ 73 23 o¢
02241 aZ2d 2 02241

+
0z 7 02241 822 aZdel
2;&2d 1

(2.26)

Para os demais valores de i, temos uma mudanca na disposicao dos termos nas

coordenadas em virtude da prépria natureza do campo Xy. Para ¢ = d + 1,temos:

((m+1)¢ - iz@ wﬁafi{"’ dgf“L%jlzd“gi g_zi’
d+2§§1 88—53, e ;Z2d—1§_§1 - g)—fd, Z2d§_§1> . (227)
o Em Uy, o, ... ,Usq 1 as expressoes sao analogas.
e Em Usy temos,
(zlg—i+ o ,zzg—fd 8Zi2,...,zd_1§i + 8551,(m+ 1€ — gzigi,zdﬂgi -
iZd
- B - R ), (2.28)

Para Uy, 1, temos, pela observagao 2.1.2; que que as coordenadas locais coincidem com

o préprio campo Xp. Além disso H*(yy, ..., yn) = yoi'é(21, . . ., 2n) € portanto £ = H
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Segue da observacao 2.1.2, item 5, que as expressoes em coordenadas locais para o

campo Xy nas vizinhancas V; sao as mesmas obtidas acima, alteradas apenas pelo fator
~1
(="



Capitulo 3

Campos Vetoriais Quadraticos

Neste capitulo classificamos o retrato de fase global no disco de Poincaré dos campos
vetoriais polinomiais quadraticos que possuem integral primeira H, racional de grau 3, ou
seja,

Hy Z?—i—j:O ey’
Hy 370 g agaiyl
onde €3 + €3, + 3, + €35 + a3, + a3, + al, + ad; # 0, com Hy, Hy nao constantes. Nosso

objetivo consiste em provar que existem 31 possibilidades para o retrato de fase de um

H= (3.1)

campo vetorial quadratico nao homogéneo sobre o disco D?.

Fonte: Referéncia [10]

30
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Figura 3.1: Retratos de Fase
Fonte: Referéncia [10]

Teorema 3.0.2. O retrato de fase no disco de Poincaré de qualquer campo vetorial poli-
nomial quadrdtico nao homogéneo (P,Q), com uma integral primeira racional de grau 3 e
com P e Q) primos entre si, ou o retrato de fase com sentido reverso em todas as orbitas,

€ topolologicamente equivalente a um dos 31 retratos de fase descritos na figura acima.

Ou seja, qualquer campo vetorial quadratico nao homogéneo com integral primeira
racional de grau 3 serd topologicamente equivalente a um desses 31 retratos de fase, a
menos do sentido.

Consideremos o sistema polinomial de equagoes diferenciais

&= P(z,y)
{ J=Q(z,y) (3:2)

e m = max{grau(P), grau(Q)} o grau do sistema 3.2. Um campo vetorial polinomial

quadratico é um campo vetorial polinomial no qual m = 2.

Definigao 3.0.3. Seja U um aberto denso em R?. Dizemos que uma fungdo nao constante
H : U — R é uma integral primeira do sistema 3.2 em U se H(x(t),y(t)) € constante

para todos os valores de t nos quais (x(t),y(t)) é uma solug¢do do sistema acima.

Lema 3.0.1. Seja X = (P, Q) um campo vetorial polinomial e R = M DC(P,Q), onde
MDC ¢ o Méximo divisor Comum. Entdo H € integral primeira para X = (P,Q) se e

somente se H € integral primeira para o campo X = (%, %)

Demonstracao. Vimos anteriormente que H ¢é integral primeira para uma campo X =
(P, Q) se e somente se PaH QaH = 0. Entao %%—f + g%g = (PaH Q ) = 0.Logo

H também é integral primeira para X. A reciproca é imediata. O

Definigao 3.0.4. Seja f € Rlz,y|, f nao identicamente nula. A curva algébrica f(z,y) =
0 € uma curva algebricamente invariante do sistema polinomial 3.2 se para algum po-
linomio K € R|x,y] temos

of  of

X(h) =Py +Qp, = KF
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O polinomio K é chamado cofator da curva algébrica invariante f = 0.

Proposicao 3.0.4. Seja f,g € Rlz,y|. Suponhamos que f e g sejam relativamente
primos em Rz, y]. Entdo para um sistema polinomial 3.2, fg =0 € uma curva algébrica
invariante de cofator Ky, se e somente se f =0 e g =0 sao curvas algébricas invariantes

de cofatores Ky e K, respectivamente. Além disso Ky = Ky + K.

Demonstracao. Utilizando a defini¢ao de X (f), temos que que X (fg) = X(f)g+ X(g9)f.
Suponhamos que fg = 0 é uma curva algebricamente invariante do sistema 3.2 com
cofator K,. Entao temos que X (fg) = Ks,fg = (Xf)g+(Xg)f. Como f e g sao primos
relativos, temos que f divide X f e g divide Xg. Denotando por Ky o quoc1ente e por
K, o quociente 7. Entao f = 0 e g = 0 sdo curvas algebricamente invariantes do smtema
com cofatores Ky e K, respectivamente, onde Ky, = K¢ + K.

A reciproca é imediata. O

Proposigao 3.0.5. H € uma integral primeira para 3.2 se e somente se P(x, y) (x y)+
Q(%?J)a—y@,y) =0, V(z,y) € U C R? aberto.

Demonstragao. Seja (zo,yo) € U. Considere uma solugao (z(t),y(t)) de 3.2 passando por
(x0,%0), em t = 0. Utilizando a regra da cadeia, segue o resultado. A reciproca é imediata.
O]

Observacao 3.0.3.

Desta proposicao também podemos inferir que se H ¢ integral primeira para o sistema 3.2

entao Hk, H + k e % também o sao, com k constante real.

Proposicao 3.0.6. H ¢ integral primeira do sistema 3.2 se e somente se, existe R tal

Demonstragao. De fato, se H ¢é integral primeira de 3.2, pela Proposicao anterior, temos

que P(z,y) 22 (z,y)+Q(z,y) %2 (:I; y) = 0. Dai, para cada (xo, yo) pertencente ao dominio

<%H (2o, yo)a dy (1’0, yo))

Por outro lado, (—%(mo, %), %—f(mmyo)) também é ortogonal ao Vetor( 01 (20, 90), 2 o (:co,yo))

Portanto existe R tal que (P(z,y),Q(x,y)) = R(z,y). ( 8H(:zs y), % (x, y))

de H, teremos que o vetor (P(a:o, Y0), Q(x0, yo)) € ortogonal ao vetor

]

Vimos anteriormente que se |[DX(0,0)| > 0 e ¢tr(0,0) = 0, o ponto é um centro ou um

foco fraco. Provaremos entao que sob certas condigdes (0,0) ndo pode ser do tipo foco.

Proposicao 3.0.7. Seja X um campo vetorial polinomial planar com H = H sua integral
primeira, onde Hy, Hy € Rz, y]. Se (0,0) é uma singularidade finita tal que | DX (0,0)| >
0 e tr(0,0) =0, entao (0,0) € um centro.
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Demonstracao. Como as curvas de nivel H = k, com k € R, H; = 0 e Hy = 0 determinam
todas sao curvas invariantes de X, que sao solucoes, podemos tomar uma solugao do
sistema que passe pelo ponto (0,0). Se (0,0) fosse um foco, terfamos que as intercessoes
desta solugao com a reta y = 0 determinaria um polinémio na variavel x, que possui um
nimero finito de raizes, o que é uma contradicao, pois a espiral intercepta a reta y = 0
em infinitos pontos. Assim nao podemos ter uma espiral como trajetéria de um campo

vetorial que possui integral primeira na forma dada por H. O

3.1 Caracterizacao das Integrais Primeiras Racionais
de Grau 3

Seja X = (P, Q) um campo vetorial polinomial com integral primeira racional H de
grau 3, como em 3.1, onde P = (%—I;)Hg e Q= (—%)H3. Entao

P(z,y) a21b30 — azoba1)x® + (agsbiz — ar2bos)zy* (3.3)
a21b12 + 3ao3bso + a12bar — 3asobos)z’y® + (—2a1bos + 2a03ba1)z’y’

2a12b30 — 2a30b12)x"y + (—azebi1 — azoba1 + az1boo + ar1bse)a?
ao2bos + aosboz2)y* + (—2a11bos + 2a03br)zy’
2as0bo2 — 2a20b12 + 2a02b30 + 2a12b20) %y

3a20bo3 + 3a03b20 + a12b11 + agabar — az1bor — arbie)ry?

2a12b10 + 2a02b20 — 2a10b12 — 2a20bo2)x°y + (—2a01bos + 2a03bo1)y®
3aosbio — ao1bi2 + ag2bi1 + ai2bor — a11boz — 3aiobos)zy”
2a02b10 — 2a10bo2 + 2a12boo — 2a00b12)TY

a10b11 — agoba1 — azobor + as1boo + ai1bio + ag1bao)’

ao1boz + aoabo1r — 3agobos + 3aosboo)y* + (2a02b00 — 2a00bo2)y

+ + + + + + + + + + + +

(
(=
(
(-
(-
(=
(—asobi1 — asobor + a21b10 + a11b2o — a10ba1 + ao1bso)z®
(
(
(
(=
(-
(

ap1b1o — a10bo1 + a11boo — apobi1)x + (ap1boo — aoobor)

Q(z,y) —((a12bo3 — ag3b12)y® + (azobar — asibso )y (3.4)

a12b21 + 3asobos + azibiz — 3aosbso)y’a® + (—2a12b30 + 2a30b12)y 2’
2a21bo3 — 2a03b21)y* @ + (—agsbi1 — aozbi2 + aizboz + ai1bos)y

asobso + asobzo)x* + (—2a11b30 + 2azoby1)ya’

2a03b20 — 2a02b21 + 2a20bos + 2a21bo2)y’x

3a02b30 + 3azoboz + a21b11 + asobia — arzbeg — aribor )y e’

2a21bo1 + 2a20bo2 — 2a01b21 — 2a02b20)y°® + (—2a10b30 + 2as0b1o) 2
3asobor — a10b21 + asob11 + azibio — a11bao — 3ag1bso)ya’
2a20bo1 — 2a01b20 + 2a21bo0 — 2a00b21)TyY

ao1bi1 — agobi2 — ap2bio + ai2boo + a11bor + aiobo2)y?

a1ob2o + a20b10 — 3anobso + 3azoboo)” + (2a20b00 — 2a0ob20)

+ + + + + + + + + + + +

(=
(
(-
(-
(=
(—ao2b11 — agsbio + ai2bo1 + a11boz — ao1biz + aiobos)y’
(
(
(
(=
(-
(

a10bo1 — ao1b1o + a11boo — aoobi1)y + (a10boo — aoobio))-
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Com isso, observamos que nem todo o quociente de polinomios do terceiro grau tem
como campo vetorial associado um campo de grau 2. Logo, temos duas possibilidades
a considerar para caracterizar estes campos. Uma seria igualar a zero os coeficientes
dos termos de grau maior que 2 e obter quais tipos de integrais primeiras tem campos

associados com as caracteristicas requeridas; e a outra seria quando P e () possuem um

fator R em comum de grau 1,2 ou 3 e o grau maximo entre % e % é 2. A primeira

possibilidade é bastante intuitiva, mas verificaremos que ela nao é possivel. Portanto nos
restara apenas a segunda possibilidade, que nos fornece condicoes de classificar os campos
vetoriais quadraticos.

Seja H a integral primeira de grau 3 de um campo vetorial polinomial quadratico
X = (P,Q), onde P, sado dados por 3.3.

Proposicao 3.1.1. Todos os campos vetoriais X obtidos quando igualamos a zero os

coeficientes de grau 3, 4 e 5 de P e (Q nao tem integral primeira racional de grau 3.

Demonstracao. De fato, ao igualarmos a zero os coeficientes dos termos de grau 3, 4 e 5
obteremos 28 equagoes

a12b3 — azbi2 =0

—asbi1 + a12b2 — asbiz + a11b3 =0

—2aszba1 + 2a21b3 =0

—3azbzo + 3azobs — a12b21 + az1b12 =0

a10b3 + a12b1 — agbio + a11by — azbin — arbi2 =0
—2asbo1 + 2a90b3 + 2a21by — 2a3b29 = 0

az1b11 — a11bay + 3azobs — 3azbzg — a1abag + aspbi2 =0
2a91b1 — 2asbog — 2a1ba1 + 2a90bs =0

2a3pb12 — 2a12b30 = 0

—a19ba1 + azobi1 — 3a1bzg — ai1bag + 3azeby + az1big =0
—2a11b30 + 2a30b11 =0

—a21b30 + azoba1 =0

—ag0bso + aszpbao =0

2a3pb10 — 2a10b30 = 0

az1b3g — azobay =0

—a3pb11 — agoba1 + az1bag + ar1bzg = 0

—ag0b11 — azob1 + a21b10 + a11bag — arpba1 + arbzg =0
azbiz — a12b3 =0

—a2b3 + a3b2 =0

—2a91b3 + 2a3by; =0

—2a11b3 + 2a3b11 =0

—2a1b3 + 2a3b1 =0

2a12b30 — 2a30b12 = 0

—2a30ba — 2a20b12 + 2a2b30 + 2a12b20 = 0

2a12b10 + 2a2b29 — 2a10b12 — 2a20b2 = 0

—a21b12 + 3azbzp + a12b21 — 3azobs =0

—3a20bs + 3asbag + a12b11 + azbar — az1bs —ai1b12 =0
3azbig — a1bia + asbiy + areby — a11by — 3ai10bs = 0.
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Como devemos ter H; ou H, de grau 3, podemos adicionar ao sistema a condigao b3, +
b2 + 02, + b3, + a2y + a3y + a3, # 0 . Com isso, ao resolvermos o sistema, obteremos 6
solugoes:

1. Para b3y # 0, temos

__ asobi. _ asoba. __ asobs. _ asobio. _ asobii . _ asobiz. _ asobao. _ asoba
{&1— b3o ;a2 = bso ;a3 = 6307(110— bso ;a11 = bso ;@12 = bso ;G20 = bso ;421 = bso .

2. {bl :O;b2:O;bg:O;blo=O;b11:O,b12:0,b20:O,b21 :O,bg():O}.

3. Para b3 # 0, temos

__ asby. __ asbs. _ asbig. _ asbyy. _ asbis. _ asbag . __ asb _ _
{01— by 302 = TpFiaip = Ttian = Sphiaiy = FEEag = S a = 3b321,a30—b30—0}

4. Para by # 0, temos

_anby amby  ambig asmbin asibia azibo o
{a1 = jag = jaz = 0;a10 = jai; = ja1z = jag = ; azo = bz = bzp = 0}
ba1 ba1 ba1 ba1

b21 b21

_ biagg. _ azoba. —0- _ azobio. _ az0b11. _ az0bia. _ _ _ _
d. {a1 = 200 = a3 = 0jar0 = G20 a1 = Fiap = G2 ag0 = b3 = by = bz =0

aizbi . __aizba. ., . __ aizbig. __ aigbii. _ _ 0N _ _ _
6. {042%76@— 12203 = 0;a10 = Y220 a11 = B2 a0 = a1 = azo = by = 05 bao = ba1 = bzo = 0}

ebp #0

Ao substituirmos estas solucoes obteremos integrais primeiras racionais de grau 3.
Mas, para todas as solugoes, ao subtrairmos uma constante conveniente as integrais pri-
meiras, obtemos expressoes nao racionais de grau 3, que também sao integrais primeiras
para o sistema(ver observagao 3.0.3). Logo temos o resultado.

O

Observagao 3.1.1.

Os Campos vetoriais quadrdticos que possuem integral primeira polinomial foram comple-
tamente caracterizados por Chavarriga, Garcia e Llibre. Como os campos obtidos acima
também possuem integral primeira polinomial, estes ficam completamente determinados.
Assim, nosso objetivo aqui € classificar os campos vetoriais que possuem apenas integrais

primeiras racionais de grau 3.

Proposicao 3.1.2. Seja H a integral primeira de grau 3 de um campo vetorial quadratico
X. FEntao H pode ser escrito, apos uma mudanga de varidveis, em uma das sequintes
formas
(1)
(ax3 + xy? + ba® + cx + dy +e)
H, (1‘, y)

(I%)
(ax® + 9% + bx? + cx +d)
HQ(:U7y) ’

a#0
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(ax3 + xy + bx? + cx + d)

H2(‘T7y) 7a7éo

(ax3 4+ y + bz? + cx + d)
HZ(xvy)

,a#0

(2 +y* —1)(y—d)
H2(:E7y)

(@ +y*+1)(y—d)
H2(:E7y)

(z* —y)(az + by + ¢)
Hg(l',y)

(22 —y? — 1) (az + by + ¢)
HQ(Ivy)

(z* +y*)(y — d)
Hg(l'7y)

zy(azx + by + ¢)
H2(.’II, y)

(22 — 1)(ax + by + ¢)
H2(m7y)

(2* +1)(y —d)
H2($7y)

2%(ax + by +¢)
HZ(x7y) ,

onde Hs, descrito em 3.1, denota um polinémio arbitrdrio de grau 3.

Demonstracao.

ctbica.
a) 1° caso

Se

Sem perda de generalidade, suponhamos que H; em H = % seja uma

Hy = ax® + bx’y + coy® + dy® + ex® + fyr + gy* + hy +iz +j

é irredutivel e sua parte homogénea de maior grau H, (z,y) = ax®+bx?y+cxy? +dy?

for a terceira poténcia de uma forma linear, teremos que H; = (c;x + coy)3. Entao,

ao fazermos uma rotagao do plano zy por um angulo # = arctan i—f, teremos que
Hi(u,v) = au®, onde a # 0.
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Assim!
H(u,v) : au® + eu® + fuv + gv* + hv +iu + j = 0. (3.6)

Se g # 0, teremos
V2 + fuv + ho = au® + eu® + iu + j,

e completando o quadrado em v, temos

2
bt ot By (8 (B

Fazendo novamente uma rotacao por um angulo 8 = arctan(—g) e usando uma

substituicao adequada, encontra-se

v = au® + eu® +iu+j

Em 3.6, se g = f = 0, teremos
v=au®+ eu® +iu+ j
ese g =h=0,mas f # 0, teremos
w = au® + eu? + iu + j.

Com isso obtemos 3 formas padrao para uma cuibica cuja parte homogénea de grau
3 é redutivel. Obtemos assim os resultados I, 1% e I3.
b) 2° caso:

Se f[l(:v, y) nao for a terceira poténcia de uma forma linear entdo H;(x,y) pode ser
reescrita como sendo H 1(x,y) = zy*—ax® (para detalhes, ver método da investigagao
Newton das curvas algébricas ctibicas em [3] ). Desta forma Hy(z,y) := zy* —ax®+
ex’ + fyr + gy®> + hy + iz + j = 0. Fazendo uma translagao podemos eliminar, caso

aparecam, os termos com xy e y>. Daf esta curva pode ser reescrita como sendo

zy® + hy = ax® + ex® +ix + 7.

Se Hy(z,y) for redutivel, teremos que ela pode ser decomposta como o produto de

fatores primos. Assim temos que que H; pode ser:

e O produto de trés fatores de grau 1;

e O produto de um fator irredutivel de grau 2 e 1 de grau 1.

! Aqui, para mantermos a homogeneidade na escrita, conservamos a mesma notacio para os coeficientes
e varidveis, apesar de que, evidentemente, nao serem os mesmos apés a mudancga de coordenadas.
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Da classificacao das conicas podemos obter que os fatores do segundo grau sao

e Elipses reais:z? + 3% — 1 = 0;

Conjunto vazio(elipses complexas) z% + y* + 1 = 0;

Parébolas 22 —y = 0;

Hipérboles 22 — y? — 1 = 0;
Um ponto 22 + 3% = 0;

2 retas nao paralelas xy = 0;

Conjunto vazio(retas complexas) x? + 1 = 0;

e Reta dupla 2% = 0;

Portanto todas as possibilidades para H; ficam determinadas.

]

Para cada uma das 13 possibilidades para H, temos P = —22H2 e Q = 22 HZ. Além
y z
disso, pela Proposicao 3.0.6 temos que elas possuem um fator R em comum. Dai podemos

supor
(3.8)

Como o grau maximo entre P e ) é 5 e desejamos obter P, () de grau no maximo 2, temos

que R(z,y) deve ter grau no maximo 3. Assim podemos tomar

]_3(33, Y) = coo + c10% + cory + oo + crixy + coay?
Q(z,y) = doo + diox + dory + daor? + dizy + doay? (3.9)
R(z,y) = boo + b1ox + bory + baoz? + b1y + boay? + bzox® + by z®y + bizxy* + bozy?

Lema 3.1.1. Se H é (I%),(I*) ou (I*) entdo o campo vetorial quadrdtico que tem H =

g—; como uma integral primeira também tem uma integral primeira racional g—; com H,
redutivel.

Demonstragdo. Provaremos apenas o caso (I*), os demais cdlculos sdo totalmente simila-
res. Temos que

P 2a3y> + (3cas + au)xy2 + 3basz?y? + 3aasz>y? + 3dasy® + 2aa102ty + 2carax’y

2ba1223y + 2darsxy + aan z® + (bagy + aan)x4 + (cair + bay + da21)x2
(cagy + aay — azg + baiy)x® + (—aig + cay + dayy)x + da; — ap. (3.10)
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(—a12 + cag)y3 + 2baszy® + 3aasz?y® + 2aai223y? — (a11 + dalg)y2 — 2a91 21>

O
Il

baizy? + (—caz — 3agzp + 3aa; + ball)xzy + 2aan123y + (—day1 — ayp + car)y
3

- -

aag1xty + (2ba; — 2dasy )y — basor* + (3aag — 3dasg + baig)z? + (2aa10 — 2casy)x
— daig + cag + 2bagx.

Resolvendo este sistema 3.8, encontramos 5 solugoes:

1.
{ag = day, a3 =0,a3 = 0,a19 = cay,a11 = 0,a12 = 0,a90 = bay, az; = 0,a39 = aay,cy =0,
¢1=0,c2 =0,c10 =0,c11 =0,¢90 = 0,dp = 0,dy = 0,dy = 0,d1p = 0,d11 = 0,do = 0}.
Esta solugao nao serve, pois H é constante.
2.
{ag = day, a3 =0,a3 = 0,a19 = cay,a11 = 0,a12 = 0,a99 = bay, azs; = 0,a39 = aay, by =0,
by = 0,by = 0,b3 = 0,b10 = 0,b11 = 0,b12 = 0,bag = 0,ba; = 0, b3o = 0}.
Esta solucao nao serve, pois H é constante.
3.

{a() = 76060 -+ dal, g = 0, as = O, aijp = ca1,a11 = O,a12 = 0, asp — bal, ag1 = 0,
azp = aay,by = 0,b2 = 0,b3 = 0,b19 = 0,b11 = 0,b12 = 0,ba9 = 0,b21 = 0,b30 = 0,
c1 =0,c10=0,c11 =0,¢c20 = 0,dg = —cco,dy = 0,dz = 0,d19 = —2bco,d11 =0,

dg() = —3@60}.

Substituindo esta solucao obtemos

B axd +y+br?+cr+d
~ —boco + a1 (axd +y + ba? + cx + d)
boCO 1
= + —. 3.11
a1(=boco + a1(ax® +y+ba?+cx+d)) a ( )

H

Portanto H = ax®+y+bx?+cx+d também é uma integral primeira para o sistema.

Logo esta solugao também nao serve.
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3b(2)020(1 - Qbocgoblob + calablo

_ 2b3capa — b3ea0b + dajabi,
B ab?,

{ao

ya2 = 0,a3 = 0,a10 =

)

abio
b(aar — bipcao)
a

b3 = 0,b11 = 0,b12 = 0,b29 = 0,ba1 = 0,b30 = 0,cg =

,a21 = 0,a30 = aa; — bipcao, b1 = 0,02 =0,

_ boCQo (2b0a — blob)

a11 = 0,a12 = 0,az0 =

, C1 :0702:07

ab?,
10 = _Cgo(boa — blob) e =0 do _ 020(—3db0b10a + 2b%0db + 205(2)(1 - bocblob)
1 ab1o » C11 ) b%oa
o (3b0a — 2b10b) . €0 (4bb%a - 2b2b0b10 — 2bigchoa + Cb%ob + 3b%0da)
dl—_ 7d2_07d10_
ab10 blO
2¢90(3b3a — 2bbgbyg + cb?
di1 = 3c20,dao = 20(3% 12 0710 10)}
10
Ao substituirmos esta solucao obteremos
H (az3+y+bz?+cr+d)ab?,

= (7bbi’0020 +bb%0aa1 )x2 +aa1b%Oer(3b10b8020anb%Obgt:gober%Ocala)z+(a2 b%oal 7ab?0020)13+2b8020a7b(2)620 biob+day ab%o

e

P == (blol' + bo)g(awa + blob — 2boCL>

2
aby,

Q= %(blox + bo)[(6ab3 4 2achi, — 4abbobio)z? + 3abiyry
10
+(—2b10b0ac + 3bf0da + 4abbg + b?ocb — 2b2b0b10)l‘ + (2b10b — 3b10boa)y

—3bodabyo + 2cbaa — bocbiob + 203, db],

que possuem fator comum -2 (bioz + bp). Assim nosso campo vetorial pode ser
10

dado por

? = (blox + bo)(ablofﬂ + blob — 2b0a)
Q = (6ab3 + 2ach?, — 4abbobio)z? + 3abyry + (2b10b — 3b1oboa)y (3.12)
+(—=2b1gbgac + 3b3yda + 4abb? + biych — 2b%bobig)x — 3bodabig + 2cbia — bocbigh + 2b3,db.

Note que P e @ nao dependem de a; e cg, desta forma podemos tomar qualquer
valor para estas constantes que nao havera alteracao no campo vetorial, em particu-
lar a; = %, coo = 1. Além disso temos que se H é integral primeira para um campo
X = (P,Q), entao k:H,% e k+ H também sao integrais primeiras, k € R\ {0}. Dai

H sera
y+axd +bx? +cr+d

2ab3 — bb2big + b3gd + (3abZbio — 2bbob3, + bpc)x + b3y

Logo

— 1 (bo + blol’)z(—Qabo + bb1o + ablom)
H=H- 5 = 3 2 3 2 2 3 3
biy  2aby — bbgbio + bjd + 3abjbior — 2bbobiyx + biycx + b3y
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5.
1 —b3yc10 + 8darbl, 1 —3b2c10 + 4eaybag
=2 =0,a3 =0 = 3.13
{CLO ;) b%o , a2 , a3 , 410 4 b20 ) ( )
3 1 6%,
a11 = 0,a12 = 0,a20 = bay — ~bioci0,a21 = 0,a39 = aa; — bagcig, b =

1b
bl B O’bQ - 0’b3 - O’bll :O7b12 = 07b21 :O7b30 = O;CO = 5 15010701 20702 207
20
1 —6db b b1ob — 2cb
b= 5 o 100)’d1 = 3c10,d2 = 0,d10 = —M,du =0,
2 bao b
1 c193abio — 2by0b
‘11 = 07020 = 07d20 = —7w}
2 b2o

Ao substituirmos esta solugao obteremos

H— 8b3, (az3+y+bz?+cz+d)
- (Sb%Oaal78bgoc1o)x3+(f12b§0b10010+8bgoba1)x2+8a1b%oy+(76b20b%0010+8bgoca1)xfb?0010+8da1b§0’

_ 1eig(2b2o + bio)?

P
8 b%(] 7
Q = _861)%(21)20% + blo)g[(?)ablo — 2b20b)$2 — 6byoy + (2()10() - 46[)20)1‘ ~+ b1oc — 6db20].
20
Note que £ (20202 + b1g)* é um fator comum entre P e Q. Dai
20
ﬁ = (2()20[[} + blO) (314)
@ = *[(3(1[)10 — 2b20b)l’2 — Gbgoy + (2b10b — 461)20)1‘ + bloc — 6db20]

De forma analoga a solugao anterior, temos que o campo nao depende de ¢ € a;.
Entao, tomando a; = byy e ¢19 = a, obteremos

I7— d+cx +bx? +ax® +y
— —abl, + 8b3yd — 6ab?ybapx + 8b3gcx — 12abiob3yr2 + 8bb3w2 + 8b3y

e portanto

1 (bio + 2booz)?

H=H-— = :
8b3,  —ab3, + 8b3yd + (—6ab?ybag + 8b3yc)x + (8bb3, — 12abigb3,)x? + 8b3,y

Observacao 3.1.2.

Para os casos (I?), (I3) os cdlculos sio inteiramente andlogos ao caso (I*).

Proposicao 3.1.3. Seja X um campo vetorial polinomial quadrdtico com H = % como

uma integral primeira de grau 3 na qual Hy é uma cibica irredutivel do tipo (I'). Entdo

X pode ser escrito como

1 = 4(da — 2bx + cx?)

3.15
Y = cd + 4by + day? (3.15)
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onde a # 0 b, c e d sao parametros e

2db — cdx + 4d daxy?
- cax + 4day + 4axy (3.16)
4% — cda — 2cbx + 8bay — 4dcaxy + 4a’y?

Demonstragdo. Se H é da forma (I'), ao resolvermos o sistema

P—RP=0
Q—RQ=0"

onde P,Q,P,Q e R sdo como em 3.8 e 3.9. Assim tinica solucao compativel com H ser
racional de grau 3 é,

1Cgod 1db1 1
{a =0,b=0,c= —172,6 = ig,ao = _Tbg(db3620 — 4b%d2 — 2db1a12),a1 = 2b1dy + daqo,
1 2b1d d
az = badz, a3 = 0,a190 = e d22+ au)aan = —bacap, a20 = 0,a21 = 0,a30 =0,
1b d
by = 1 2220 b3 = 0,b10 = 0,b11 = 0,b12 = 0,b20 = 0,21 = 0,b30 = 0, co = dda,c; =0,
2

2b1d 1 bid

c2 =0,c10 = —%,611 =0,dg = deQO;dl = %,dlo =0,d11 = 0,d2 =0, azo = 0}.
2 2

Desta forma, ao substituirmos esta solugao, veremos que P, () nao dependem de a;s.
Dai, podemos tomé-lo como sendo 0. Renomeando dy = a, by = a,b; = b, cy9 = ¢, teremos

o resultado.

]

Proposicao 3.1.4. Seja X um campo vetorial polinomial quadrdtico com integral pri-
meira H = % de grau 3 como na Proposicio 3.1.2, com H # I’ para j = 1,2,3,4. Entao

X e H podem ser escritos como um dos sequintes sistemas:

(S1)
X = (axz+ bx? —2ay — bxy + cy?)
_ z?y
- 2a+2bx —cy
(52)
X = (abz + acx®, —2aby + bdy?)
H = Y
(2b%a + 4bcax + 2c?ax? — b2dy — 2bcdxy)
(53)
X = (ax+bx? — cxy, —2y(a+ cy))
z?y

(a+ bx + cy)?
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(54)
X = (2ax+ bx® — 2cxy, —4ay + bry — 2¢y?)
H = %y
(8a3 + 12a2bx + 6ab%x? + b3x3 + 12a2cy + 12abcxy + 6ac?y? + 3bexy? + 3y?)
(55)
X = (abx + acx®, cd + cex + 3bay + caxy)
23
"~ 2bed + 3c2dx + 3bcex + 6c2ex? 4 6b2ay + 12bcazy + 6c2axy
(56)
X = (2abx + 2acx?, 3bd + ebx + 2dcx + 3aby + 2acry)
H = 2%/(d*b+ 2dbx + d*cx + *ba? + 2deca® + 2daby + a*by* + 2aebay + 2dacxy
+  2aecx’®y + a’cxy?)
(57)
X = (abx —bx? 2ac+ a*d — 3cx — 3dx — 3dx* + 2aby — 3bxy)
B 2%(z —a)
 2c+ad+ 3dz + 2by
(58)
X = (—2adz + 2dz?, —2ab + 3bx + cx® — 2ady + 3dzy)
2?(x — a)
(b + cx + dy)?
(59)
X = (6acx — 6cx?, 2ab — 3bx — adx + 4acy — 6cxy)
H = 2%x—a)/(®+ 3b%dzx + 3bd*z* + ad®z? + 6bcy + 12cdry + 6ed® 2y
+  12bc*y? 4 12c2dxy® + 8c3y?)
(S10)
X = (2ex+ 2ax® + 2bxy, 2f + 2cx + 6ey + 2dx” + 4axy + 3by?)
H = -
~ (2f + +6ey + 3cx + 6dx? + 6axy + 3by?)
Demonstracao. De fato, na Proposicao 3.1.2, verificamos que se H = % com Hi re-

dutivel, teremos que H; pode se apresentar de 9 formas distintas. Resta-nos dizer sob
quais condigoes sobre os coeficientes de H as integrais primeiras tem um campo vetorial

hamiltoniano quadratico associado. Para obtermos as condi¢oes, como vimos anterior-
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mente, devemos resolver o sistema

{P_Rﬁzo (3.17)

Q-RQ=0"

onde P,Q,P,Q e R sdao como descritos acima. Ao resolvermos o sistema e tomarmos as
solugoes que tornam H racional de grau 3 com um campo quadratico associado, encon-
traremos que se H # I7 para j = 1,2,3,4, entdao H pode ser escrita da forma (DL),
semelhante ao que foi feito no lema 3.1.1. Logo é suficiente estudar os campos vetoriais

quadraticos que possuem integral primeira na forma (DL):

z*(ax + by + ¢)
H2(x7y>

H:

onde Hy(x,y) = Z?—i—j:(} ai;z'y’.

Fazendo a mudanga de variavel (z,y) — (x,ax+by+-c), b # 0, teremos que H (z,y) =
%. Como P = —%—ZHZQ e Q@ = 92 H2, encontramos

{ P = —2?(ag — arezy® + aror — 2a3y> + azor® + agr? — asy?)

Q = —zy(—2ap — anzy — arexy? — 2a1y — a1r — 2azy> + azer® — 2ay?)

Resolvendo o sistema 3.17 obteremos 25 solugoes, mas apenas 7 tornam H racional de
grau 3 com um campo vetorial quadrético X = (P, Q) associado. Utilizando novamente o
fato de que se H ¢ integral primeira entao Hk, % e H 4+ k também sao integrais primeiras

para os sistema, e renomeando os coeficientes, obteremos os sistemas (S1), (52), (S3) e

(S4):
1. Para a 1? solucao obtemos

$29d10

H=—— .
bio(d11y + dip + dooz)?

Se H ¢ integral primeira entao Hk também é, e podemos reescrever H como sendo

%y
(di1y + dip + daox)?

Renomeando os coeficientes, teremos

IEQy

H-—"Y
(cy + a + bx)?

X = (ax + bx* — cxy, —2y(a + cy)).

Que é o caso (S3)
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2. 2% solucao
8,y

H—=_
bio(d11y + 2dyp)3

Eliminando algumas constantes e renomeando os coeficientes teremos,

%y
(cy +2a)*

Portanto

X = (—cxy + ax, —cy* — 2ay).
Que é o caso S4, quando b = 0.
3. 3% solucao

B 222y
dio(—2b1o + 2y + 22c11)

H

Eliminando algumas constantes e renomeando os coeficientes teremos

H= Y
(2a — cy + 2bx)
e
X = (ax — bx*, —2ay — bxy + cy?),
que é S1.

4. Na 4? solucao se tomarmos dig = b, b9 = a, s = d, dog = ¢, temos
S 0 » V10 ) y W20 )

o 222yb
~(20%a — 2cdzyb — b2dy + dcaxb + 2c2ax?)’
Assim )
H = Ly
(2b%a — 2cdxyb — b2dy + 4caxb + 2c2ax?)
e
X = (ax(b+ cx),y(—2ba + bdy)),
que é S2.

5. Para a 5* solucao obtemos

. 4x2yd12d‘111
H o _b10(d?l+24d20d%2d§’1xy+24d?2d20d%1$y2+6d§1d12y+6d20d12d‘111.I+8d‘({’2d:;’ly3+8d£{’2d%0x3+12d%0d%2d%1x2+12d%2d%1y2) :
Multiplicando por — d?;(c)z‘l e renomeando os coeficientes obteremos
11
22y

(8a® + 12a2bx + 6ab?x? + b3x3 + 12a%cy + 12abexy + 6ac?y? + 3bcxy? + Ay?)
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X = (2ax + ba* — 2cwy, —4ay + bxy — 2cy?),
que é (S4).
6. Para a 6* solucao obteremos

8d}ya’y
bio(daox + 2d49)3

H =

Assim, renomeando os coeficientes e multiplicando por uma constante conveniente

X = (2ax +bx? —4day + bzy).

Ty
(bx + 2a)3’
que é o caso (S4), quando ¢ = 0.
7. Para a 7% solugao temos
H— 2d111’2y
(co(daoz + d11y)?)

Multiplicando por constantes convenientes e renomeando os coeficientes, obteremos

X = (ba? - cay, —2c1?)
z2y
(bz + cy)?’

que ¢é o caso (S3) quando a = 0.

Se b = 0 teremos que a # 0, pois na Proposicao 3.1.2 supomos que H; é uma ctibica e,

_ z?(az—c)
portanto, H = ary)

de (S5) a (S10).

. Procedendo de maneira analoga a anterior, obteremos os sistemas

Observacao 3.1.3.

Para as demais solucoes teremos que ou H serd constante, ou polinomial ou racional de

grau 2 ou ainda X nao serd quadrdtico.

]



Capitulo 4

Estudo dos Retratos de Fase

O objetivo deste capitulo é caracterizar os retratos de fase das 11 formas padrao dos
campos vetoriais que possuem integral primeira racional de grau 3.

Vimos anteriormente que se H é uma integral primeira para um campo vetorial, entao
H é constante em cada solucao (z(t),y(t)) do sistema de equagdes dado por (z,y) =
(P, Q). Assim, as curvas de nivel H(z,y) = k, k-constante, sao as solugoes deste sistema.
Além disso, se f.g = 0 é uma curva invariante do sistema, entao f = 0 e g = 0 também
o sao. Tendo isto em vista este fato e a classificacdo dos pontos singulares, podemos
determinar os retratos de fase para cada situacao. Para um maior detalhamento sobre o
“passo a passo”afim de tracar o retrato de fase no disco de Poincaré de um campo vetorial,

ver apéndice.

4.1 Integral Primeira Irredutivel

Na secao anterior, mostramos que se um campo vetorial quadratico X tem integral

primeira da forma (I'), entdo as formas padrao de X e H sdo dadas, respectivamente,

por
x: = 4(da — 2bx + ca?) (4.1)
Y = cd + 4by + day?
e
_ 2
- 2db — cdx + 4day + 4axy ‘ (4.2)
4b? — cda — 2cbx + 8bay — 4caxy + 4a’y?
Assim,

1. Se abed # 0 e b? — acd > 0 teremos como singularidades finitas

(bﬂ/btacd —b+\/b27acd) (bﬂ/btacd —bf\/br"—acd> <b—\/b2—acd 7b+\/b27acd> (bf\/b27acd —bf\/lﬂfacd)
c 9 2a b 9 9 bl b b .

c 2a c 2a c 2a

47
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Calculando o Jacobiano e o traco nestes pontos obteremos que (“ Vb2 —acd bt ‘/Q‘f*“d)

b—/b2—acd —b—1/b2—acd
b

€ c 2a

) sao do tipo né (um atrator e o outro repulsor, dependendo do
sinal de ¢) e os outros dois pontos sao do tipo sela, pois o Jacobiano nestes pontos

sempre € negativo.

Em U, a compactificacao para este campo tem como expressao

1
7 = (71, 7a) = ——(—4dczy +4az] +12bz1 20 + cdzs — 4daz 73, —42o(c — 2bzy + daz3))

A(z)

Logo as singularidades infinitas sao (0,0) e (£,0). Calculando o Jacobiano e o trago
nestes pontos, teremos: [JZ(0,0)| = 16¢?, tr(0,0) = —8c e |JZ(£,0)] = —16¢>.

Portanto (£,0) é um ponto do tipo sela e (0,0) ¢ um no.

Em U, temos que a compactificagao para este campo tem como expressao

1
Z = (Z1,79) = m(éldazg — 12bz1 29 + 4c2? — cdzy 22 — 4azy, —29(4a + 4bzg + cdz3)).

e as singularidades infinitas sdo (0,0) e (2,0).

Calculando a matriz Jacobiana nestes pontos obteremos |.JZ(0,0)| = 16a?, tr(0,0) =
—8a e [JZ(%,0)| = —16a°. Portanto (0,0) é né e (2,0) é sela.

Além das curvas de nivel de H, temos que a hipérbole 4b? —cda—2cbx+8bay—4caxy+

7 2 _ 7 /P2
4a2y2 — 0’ e as retas ¢ = b+\/bc aCd’{L‘ ) \/bc acd’ y = b—i—\/QI; acd’ y = b \/21; acd

sao curvas invariantes do sistema. Assim o retrato de fase do campo vetorial é

equivalente a figura 3.1 item P;.

da
2b°

é n6. Em U, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita. Como JZ(0,0) =0

o ponto é linearmente nulo. Como as retas y = 0, y = —g, r = ‘;—‘Z sao curvas

invariantes do sistema, segue que o retrato de fase do campo vetorial no disco de

da

2. Sec=0eab# 0, temos dois pontos singulares finitos (5;,0) que é sela, (57, —2) que

Poincaré equivalente a figura 3.1 item Ps.

3. Se b?> — acd < 0, nao teremos pontos singulares finitos. Aqui as singularidades
infinitas permanecem as mesmas do primeiro item.Tracando as curvas de nivel de
H, e sabendo que 4b*—cda—2cbx+8bay —4caxy+4a’y? = 0 é uma hipérbole,teremos

que o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a figura 3.1 item Ps.

4. Se b* —acd =0 ou c = b = 0 entao H tem grau 2.

Entao temos a seguinte Proposigao:

Proposicao 4.1.1. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial quadrdtico com
H

i
topologicamente equivalente a figura 3.1 item Py, P3 ou Ps.

uma integral primeira racional de grau 3 H = onde Hy é uma cubica irredutivel, é
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4.2 Integral Primeira Redutivel

Anteriormente analisamos os possiveis retratos de fase para um campo vetorial que pos-
sui integral primeira da forma racional, onde o numerador é uma ctibica irredutivel. Resta-
nos agora analisar o comportamento dos campos vetoriais quadraticos nao homogéneos
que possuem integral primeira racional com numerador redutivel.

Como vimos anteriormente, existem 10 possibilidades para a forma padrao de um
campo vetorial e sua integral primeira redutivel. Portanto é suficiente analisar o compor-

tamento de cada um desses 10 campos vetoriais, com suas respectivas integrais primeiras.

(S1) Sejam
X = (azx + bx?, —2ay — bry + cy?)
um campo vetorial, e
_ Y
© 2a+2bx — cy

sua integral primeira.

Se abc # 0 os pontos singulares finitos sao (0,0), (0,2%),(—4%,%),(—%,0). Entao

temos
e |JX(0,0)] = —2a? e portanto o ponto é do tipo sela;
o [JX(—%,0)| =a®etr(—%,0) = —2a e portanto ponto é um no ;
o |[JX(—%,2)| = —a® e portanto o ponto é sela;
o |JX(0,2%)| =2a* e tr(0,2%%) = 3a e portanto o ponto é um no.

Se b = 0, mas ac # 0, teremos que as singularidades finitas sao (0,0) e (0, 2?“) Dai

)| = —2a* e portanto o ponto é do tipo sela;

e |JX(0,0
0 2

|
o |JX(0,2%)] =2a* e tr(0,2%) = 3a ¢ portanto o ponto ¢ do tipo no.

[

Se ¢ = 0, mas ab # 0 teremos que as singularidades finitas sao (0,0) e (—%,0). Dai

e |JX(0,0)] = —2a? e portanto o ponto é do tipo sela;
o |[JX(—%,0)| =5a® e tr(—%,0) = —2a e portanto o ponto é do tipo né.

Nao podemos ter a = b =0 ou a = ¢ = 0, pois H teria grau 2.

Temos que sua compactificacdo em U é

Z = (%1,%) =

NS (z1(—3azy — 2b+ cz1), —29(aze + b)) .

Portanto os pontos singulares infinitos' sao (0,0), (2—(5’,0), se c £#0. Masse c =0

temos apenas uma singularidade infinita em U;: (0, 0).

122:0
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e Sec# 0eb=0 teremos que a matriz Jacobiana em (0, 0) sera nula e portanto

o ponto é linearmente nulo;
e Se ¢ =0b=0, X nao tem grau 2, logo nao cabe analise;
e Se be # 0, entdo (0,0) ¢ um né, e (2,0) é do tipo sela.
A compactificacao para este campo X em Us é

1
7 = (2}1, Zg) = m (Zl(?)CLZQ + 2b21 - C), 22(2CL22 + bZl - C))

e os pontos singulares infinitos sao (57,0) e (0,0).

e Se ¢ # 0 teremos (0,0) é um ng;
e Se ¢ = 0 o ponto é linearmente nulo;

e Se bc # 0 teremos |JZ(0,0)] = —% e portanto o ponto é do tipo sela.

Utilizando a classificagdo dos pontos singulares, as curvas de nivel de H e sabendo
que x = 0,y = 0,2a + 2bx — cy = 0 sao curvas invariantes do sistema, teremos que

os possiveis retratos de fase no disco de Poincaré para este campo vetorial sao:

e Se abc # 0, o retrato de fase do campo vetorial serd topologicamente equivalente

ao retrato da figura 3.1 item P;;

e Se a = 0 entao bc # 0 (caso contrario H teria grau 2) e portanto a unica
singularidade finita é (0,0), que é linearmente nulo. Assim o retrato de fase do

campo vetorial é equivalente a figura 3.1 item Po;

e Se bc = 0 mas b? + c? # 0 e a # 0 teremos apenas 2 pontos singulares finitos
dos quatro descritos acima, dependo se ¢ ou b é zero. Entao o retrato de fase

é topologicamente equivalente a figura 3.1 item Ps.

Isso demonstra a seguinte a proposicao:

Proposicao 4.2.1. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial com uma
integral primeira racional H = g—; de grau 3, onde H é da forma S1, € topologica-
mente equivalente ao retrato de fase da figura 3.1 item Py se abc # 0, a Py se a =0
ebc#0ePysebc=0masb?>+c2#0ea#0.

Seja
X = (abx + acx?, —2aby + bdy?)

um campo vetorial e

H= Y
 202a + 4dbcax + 2c2ax? — b2dy — 2cdxy

sua integral primeira.
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O campo vetorial X possui 4 singularidades finitas, se dc # 0,

o (29)(43)-62)

e O ponto (0,0) é um ponto do tipo sela, pois [JX(0,0)| = —2a?b>.

e O ponto (—2,0) é um nd, pois [JX (=2,0) | = 2a%? e tr (—2,0) = —3ab.
e O ponto (—2,22) é do tipo sela, pois [JX (-2, 2%)] = —2a%)?,

e O ponto (0,2*) é um né, pois [JX(0,2)| = 2a?V? e tr(0, 2%) = 3ab.

Se ¢ = 0 e d # 0 teremos como singularidades finitas (0,0) e (0, 27‘1), que sao uma

sela e um no, respectivamente.

Se d = 0, mas ¢ # 0, teremos (0,0) e (—g, 0) como singularidades finitas, que serao

sela e no, respectivamente.

A compactificacao em U, é

1
Z = (2:'1, 22) = m(-Zl (3@[)22 — ble + CLC), —ZQ(CLbZQ + CLC)).

Em U, temos como pontos singulares infinitos (0,0), (#5,0).

e O ponto (£,0) é um ponto do tipo sela, pois |JZ($,0)] = —a®c.

e O ponto (0,0) é um né, pois |JZ(0,0)| = a*c? e tr(0,0) = —2ac.

Ja em U, a compactificagao é

Z = (%1,%) = (21(3abzy + aczy — bd), z9(2abze — bd))

1
A(z)
e os pontos singulares infinitos sao (0, 0), (Z—i, 0).

e O ponto (0,0) é um nd, pois |JZ(0,0)| = b*d* e tr(0,0) = —2bd.
e O ponto (¥,0) ¢ do tipo sela, pois [JZ(0,0)| = —b*d?.
Observacgao 4.2.1.
Note que nao podemos ter c = d =0, pois H seria polinomial;

Também nao podemos ter b =0 ou a =0, pois H teria grau 2;

Se tivermos apenas d = 0, em Uy apenas (0,0) € singularidade infinita, que seria

linearmente nulo.

Utilizando as informagoes acima obtidas sobre os pontos singulares, utilizando as
curvas de nivel de H e sabendo que z = 0, y = 0 e a conica 2b%a + 4bcax + 2c?ax® —

b dy — 2cdzy = 0 sao curas invariantes do sistema, obtemos:
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e se abed # 0, o retrato de fase do campo vetorial no disco de Poincaré é equiva-
lente a figura 3.1 item P

e se cd =0, mas d?+c? # 0, o retrato de fase do campo vetorial serd equivalente
a figura 3.1 item Ps.

Isso resume a seguinte Proposicao:

Proposicao 4.2.2. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial quadrdtico
com uma integral primeira H = % de grau 3 onde H € como em S2, com ab # 0, é
topologicamente equivalente ao retrato de fase da figura 3.1 item Py se cd # 0 e P
secd=0ec?+d*#0.

Dado o sistema
X = (ax + bx* — cxy, —2y(a + cy)),
e sua integral primeira
_ Ty
(a+ bz + cy)?’

temos que as singularidades finitas sao (0,0), (—%,0), (0, —%), (—2%, —2), se abc # 0

e |JX(0,0)] = —2a® e portanto este ponto é do tipo sela;
o [JX(—%,0)| =24 e tr(—%,0) = —3a de onde obtemos que o ponto é um né;
o [JX(0,-9)| = 4a® e tr(0,—%) = 4a portanto (0, —%) um noé;

(

o |JX —%“, —2)| = —4a® daf este ponto é do tipo sela.

O campo X possui como compactificacao em U,
1
A(z)

Assim em U, temos como singularidades infinitas (0, 0), (—2,0), se bc # 0.

o)

Z = (2}1, Zg) = (Zl<—3(l22 — Cz21 — b), (—CLZQ —-b + 021)22).

e |JZ(0,0)] =* e tr(0,0) = —2b e portanto o ponto ¢ um né, se b # 0;

o |JZ(—§), 0| = —2b?, de onde concluimos que o ponto ¢ do tipo sela, se cb # 0.

A compactificacao do campo X em Us tem como expressao

o 1
Z = (%1,%)= m(21(3a22 + bz + ¢),229(az2 + )

e como pontos singulares infinitos (0,0), (—%,0), se bc # 0

e |JZ(0,0)] = 2¢ e tr(0,0) = 3c e portanto o ponto é do tipo né, se ¢ # 0.
o [JZ(—%£,0)| = —2¢* dai o ponto é do tipo sela, se ¢ # 0.
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Observacgao 4.2.2.

Se a = 0 teremos apenas (0,0) como singularidade finita, que é linearmente nulo.

As singularidade infinitas permanecem as mesmas acima descritas;

Se b = 0 teremos apenas 2 das quatro singularidade finitas acima. No infinito

teremos apenas (0,0) como singularidade infinita tanto em U; quanto em Uz

Se ¢ = 0 teremos apenas 2 singularidades das 4 acima descritas; No infinito teremos

apenas (0,0) como singularidade, tanto em Uy quanto em Us;

Aqui sempre devemos ter a®> + 0% # 0 ou a® + ¢ # 0 ou b* + ¢* # 0, caso contrdrio

H teria grau 2.

Entao, observando as curvas de nivel da integral primeira,e observando que x = 0,
y=0ea+br+ cy =0 também sao curvas invariantes do sistema, teremos que os

possiveis retratos de fase para este campo vetorial sao:

e se abc # 0 serd equivalente a P

e sea#0ebc=0mas b+ c? # 0 teremos que o retrato de fase é equivalente a

figura 3.1 item Ps,

e se a =0 e be # 0 temos que o retrato de fase sera equivalente a figura 3.1 item

P
Assim temos a seguinte Proposicao:

Proposicao 4.2.3. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial quadrdtico

Hy
Ho

retrato de fase da figura 3.1 item Py se abc # 0, Py se bc = 0 mas b* +c2 # 0 e
a#0ePysea=0ebc#0.

com integral primeira racional de grau 3 H = € topologicamente equivalente ao

Dado o campo vetorial X = (2azx + bx? — 2cxy, —4ay + bry — 2cy?) e sua integral
primeira
H= 'y
8a3 + 12a2bx + 6ab?z? + b3x® + 12a2cy + 12abcxy + 6acy? + 3bcry? + 3y’

temos que suas singularidades finitas sao (0, 0), (0, —2?“), (—%a, 0), be # 0.

Se abc # 0 temos que
e |JX(0,0)] = —8a*. Entao ponto é do tipo sela;
o |[JX(0,—2)| = 24a® e tr(0, —22) = 10a. Entao o ponto é do tipo noé;

o |JX(=2,0)| =12a* e tr(=,0) = —8a. Entao o ponto ¢ do tipo né.
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(S5) e (56)

Se be = 0, mas b? + ¢ # 0, temos apenas duas das trés singularidades finitas acima.

A compactificacao para este campo em U é

1
Z = (21, 22) = —(-6@2122, —ZQ(2CLZQ +b— 2021))

A(2)

e em Uy

Z = (%1,%) = (6az1 22, 22(4azy — bz + 2¢)).

1
A(z)
Portanto todo o equador é composto por singularidades.

Sabendo que z = 0,y = 0 e 8a® + 12a%bx + 6ab*x? + b2 + 12a’cy + 12abcxy +
6ac’y® + 3bcxy? + y® = 0 e as curvas de nivel de H sdo curvas invariantes do

sistema, temos que os possiveis retratos de fase do sistema sao:

e se abc # 0 o retrato de fase sera equivalente a figura 3.1 item Ps.
e se bc = 0, mas b + ¢ # 0 teremos que o retrato de fase serd equivalente a
figura 3.1 item Pg
Observacao 4.2.3.

Nao podemos ter b= c =0, caso contrdrio o campo vetorial nao seria quadrdtico.

Nao podemos ter a = 0, caso contrdario o campo se comportaria como um campo

linear, uma vez que bx — 2cy seria um fator comum as entradas.

Assim temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.4. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial quadrdtico
com integral primeira H = % de grau 8 onde H é como em S4 com a # 0, €
topologicamente equivalente ao retrato de fase Ps da figura 3.1 se bc # 0 e ao Py se
be = 0 mas b* + c* # 0.

Sejam os campo vetoriais

X = (abx + acz?, cd + cex + 3aby + caxy)

X = (2abx + 2aca?, 3bd + ebx + 2dcx + 3aby + 2acxy)

e suas respectivas integrais primeiras

3

H =
2bcd + 3c2dx + 3bcex + 6c2ex? + 6b2ay + 12bcaxy + 6c2ax?y

23

d2b + (2db + d2¢)x + (€2b + 2dec)x? + 2daby + a2by? + 2aebry + 2daczy + 2aecz?y + a?cry
Yy Y Y Yy Yy Yy

=
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: : = cd b be—cd
Para o campo X, temos que os pontos singulares finitas sao (0, —55), (—2, %5.:°).
Dai

e |JX(0,0)| = 3a%? e tr(0,0) = 4ab, portanto o ponto (0,0) é um né.

o |JX(—2% )| = —24%)? e portanto o ponto ¢ do tipo sela.

A compactificacao para o campo X em Uf; tem como expressao
. 1
Zx = (%1,%) = m(zg(cdzg + ce + 2abzy), —za(bze + ¢))

e em Us

1

A = (—z122(2ab+cdzy +cezy), —zo(cdzs +cez 29+ 3abzy +cazy))

Zx = (41,%) =

Note que em ambas compactificacoes 2o ¢ um fator comum as coordenadas dos
campos vetoriais. Com isso todo ponto sobre o equador da esfera de Poincaré é
um ponto singular. Ao dividirmos ambas coordenadas das compactificacoes pelo
fator zo, fazemos uma alteracao no campo vetorial mas nao alteramos as trajetorias.

Portanto nossa nova compactificacao tem como expressao:

e em U,

1
A (cdzy + ce + 2abzy, —a(bzg + ¢))
e em Us,

1
A(z)

—21(2ab + cdzy + cezy), —cdz? — cezyzo — 3abzy — cazy).
2

Neste novo campo, observe que nao ha singularidades infinitas ;. Por outro lado,
em Uy, temos que (0,0) é ponto singular infinito, o qual é um né atrator se ab > 0
ou repulsor se ab < 0.

Além das curvas de nivel de H, temos que as retas x = 0,z = —’E’ sao curvas

invariantes do sistema. Portanto o retrato o retrato de fase de X no disco de
Poincaré é equivalente a Pg

d

J4 para o sistema X temos que as singularidades finitas sdo (0, —4) e (b, bty

¢’ ac
onde o primeiro é um né e o segundo um ponto de sela.

As compactificagbes para este campo sao

22

A(z)

(21(3bdzy + abzy + eb + 2¢dzy), —2a(bze + ¢)),
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e U1,

e

- Az(g j(21(ab + 3bdzg + eban + 2dez), 3bd; + ebzrzy + 2dezsz, + Sabay + 2aca),
z

em Z/[g.

Analogamente ao campo anterior, temos que todo o equador da esfera é composto
por pontos singulares. Segue que o retrato de fase para este campo é topologicamente

equivalente ao anterior.
Observacao 4.2.4.

Note que nao podemos ter c =0 , b =0 oud = 0. Caso contrdrio o campo nao

seria de grau 2 ou a integral primeira nao teria grau 3.

Proposigao 4.2.5. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial planar quadrdtico
com integral primeira racional H = %, de grau 3, onde H é da forma S5 ou S6 é

topologicamente equivalente ao retrato de fase tipo Ps, na figura 3.1.
S7 e S8 Dado o campo vetorial
X = (abx — bx? 2ac + a*d — 3cx — 3dx — 3dz* + 2aby — 3bxy)
e sua integral primeira

B 2*(x — a)
~ 2c+ ad + 3dx + 2by’

—20—ad) e (CL, —c—2ad—3d)'

temos que suas singularidades finitas sao (0, =5 .

Calculando o Jacobiano e o traco em cada um desse pontos obtemos

e |JX(a, %‘d_?’dﬂ = a®b? e tr(a, %‘“{_3‘1) = —2ab, o que implica que o ponto
é um noé;

o |JX(0,225)| = 2a%b? e tr(0, =25%¢) = 3ab e portanto o ponto ¢ um no.

A compactificagao para este campo, em U, tem como expressao

Z(21,20) = ((2ac + a*d)z5 + abz1 23 + (=3¢ — 3d) 2y — 2bzy — 3d, —23b(aze — 1))

1
A(z)

3d

—24.0), o qual é do tipo sela, pois [JX (-3¢, 0)| =

que possui como ponto singular infinito ( 5
—202.

Por outro lado, a compactificacao em Us tem como expressao

1

Z(Zl,zg) = A(z)

(3d23 426224 (3¢+3d) 2222 —abzy 2o+ (—2ac—a?d) 23 21), 3dz22— 124+ (3¢+3d) 21 23+ 3b2z1 224+ (—2ac—a?d) 25 —2abz3),
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que possui como singularidades infinitas (0,0) e (—g—g, 0).

O ponto (—g—fl, 0) é do tipo sela. Ja o ponto (0, 0) é linearmente nulo, pois JX(0,0) =

0. Fazendo Blowing Up, obteremos

Figura 4.1: Blowing Up

e portanto na vizinhanga de (0,0) o retrato de fase é equivalente a

Figura 4.2: Blowing Down
Fonte:Extraida e modificada da Referéncia [10]

Observe que as retas ¢ = 0,x = a e 2¢ + ad + 3dx + 2by = 0 sao curvas invariantes
do sistema, além é claro das curvas de nivel de H. Entao o retrato de fase desse

campo no disco de Poincaré é topologicamente equivalente a figura 3.1 item P;.

Para o campo vetorial (S8), X = (—2adz + 2dx?, —2ab + 3bx + cx* — 2ady + 3dzry),
o retrato de fase é o mesmo do anterior, pois as expressoes sao praticamente as

mesmas.

Observacao 4.2.5.
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Nao podemos ter ab =10 em S7, pois o sistema teria fatores em comum.

Analogamente, nao podemos ter ad = 0 em S8, pois o sistema teria fatores em

comum.

Proposicao 4.2.6. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial quadratico
com integral primeira racional de grau 3 H = % com H da forma (S7) ou S8 e
ab# 0 em ST ead # 0 em S8 ¢é topologicamente equivalente ao retrato de fase Py,

na figura 3.1.

(S9) Para o sistema
X = (6acz — 6cx?, 2ab — 3bz — adx + dacy — 6czy)
e sua integral primeira

2%(x — a)
H = — - -
b3 + 3b2dx + 3bd2z2 + ad3x? + 6b2cy + 12bcdxy + 6cd?x2y + 12bc2y? + 12c2dry? + 8c3y3

b+ad
et

temos que ass singularidades finitas sao (0, —2%) e (a, que sao0 nos.

A compactificacao de Poincaré para este campo em U é

Z = (%, %) = &(2@1),22 —3b — ad — 2aczy, —6¢(azy — 1)).
eem Uy é
Z = (%,%) = A—(Zz) (21(—2ac+2abzo—3bz—adz, ), 2abzs—3bz, zo—adzy zp+-4aczy—6c¢z1).
2z

De onde obtemos que todo o equador de S? é constituido de pontos singulares, sendo
que (0,0) é um ponto do tipo sela em Uy, pois apds eliminarmos o fator comum 2o
obteremos que |JZ(0,0)| = —8a*c?.

Temos que as retas © = 0, x = a e a curva b® + 3b%dx + 3bd*z? + ad®z? + 6b%cy +
12bcdxy + 6cd?x?y + 12bc*y? + 12¢%day? + 8c®y® = 0 sdo invariantes do sistema,
além é claro das curvas de nivel de H. Segue dai que o retrato de fase no disco de

Poincaré para este campo vetorial é equivalente a Py, na figura 3.1.

Observagao 4.2.6. Note que devemos ter ac # 0, caso contrdrio X nao seria de

grau 2.

Com isso temos a Proposicao:

Proposicao 4.2.7. O retrato de fase de um campo vetorial polinomial quadratico
com integral primeira racional H = % de grau 8 onde H € da forma S9, com ac # 0

¢ topologicamente ao retrato de fase Pr, na figura 3.1.
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(S10.1) Se e = f = 0 em (S10), teremos como campo vetorial X = (2ax? + 2bxy, 2cx +
2dz?* + 4azy + 3by?) e sua integral primeira

1’3

cx + 2dx? + 2axy + by?

Os pontos singulares finitos sao (0, 0), (GQQdeb, —afj‘;db), se a® — 2db # 0, portanto,

e |JX(0,0)| =tr(0,0) =0 mas JX(0,0) # 0 se ¢ # 0. Entao o ponto ¢ do tipo
nilpotente?(ver Proposi¢ao 1.3.2). Se ¢ = 0 teremos uma tnica singularidade

finita (0,0) e o ponto serd linearmente nulo.

2cb __2ac _ _8b%c? 2¢cb __ 2ac _ 5 2 _
° |JX(a2_2db, a2—2db)| = oq © tr(aQ_zdb, a2_2db) = 0. Entao se a* —2db < 0

teremos que o ponto é do tipo sela. Se a® — 2db > 0 teremos que o ponto é do

tipo centro.

A compactificacao para este campo vetorial, em U;, tem como expressao

1
Z = (%1,%) = FZ)(2CZQ +2d + daz; + 3bz7 — 21(2a + 2bz1), —225(a + bzy)).

. . . . . ~ _ 2__ —a— 2_
Assim as singularidades infinitas, em U, sao (=402 () e (=2=2=2M (), se

a?—2bd > 0eb#0. Se a’? — 2bd = 0 temos apenas uma singularidade finita no

a

—%,0). Se a? — 2bd < 0, nao existem pontos singulares infinitos.

ponto (

e Se a®> — 2bd > 0 ambos os pontos singulares infinitos em U, sao do tipo sela,

pois | J Z (=akvar=2bd vl‘712_2l’d,())| = —4(a* — 20bd);
e Se a® — 2bd = 0 teremos (—%,0) é linearmente nulo.

A compactificagdo para o campo X em Us tem como expressao

Z = (%1,%) = (—2az} — bzy — 2c2 2y — 2dz}, —2p(2c2120 + 2d27 + daz; + 3b))

1
A(z)
Assim as singularidades infinitas, em Us, sdo (0, 0), (Fafve=2db Vz‘f_wb, 0):

e |JZ(0,0)] = 3b* e tr(0,0) = —4b. Portanto (0,0) é um nd.

Se a? — 2bd > 0 e ¢ # 0 temos que o retrato de fase é topologicamente equivalente

a Pi5, na figura 3.1.

Se a? — 2db < 0 e ¢ # 0, nao temos singularidades infinitas, em U;, mas temos uma
unica em Us. Portanto o retrato de fase do campo vetorial sera equivalente a Poy,

na figura 3.1.

2Devido a extensdo e repeticao dos calculos para a determinacio do retrato de fase na vizinhanca dos
pontos nilpotentes, os mesmos foram aqui omitidos neste item e nos demais



CAPITULO 4. ESTUDO DOS RETRATOS DE FASE 60

Se a? — 2bd = 0 e ¢ # 0 temos apenas uma singularidade finita e 4 singularidades

infinitas e portanto o retrato de fase sera equivalente a Pas5, na figura 3.1.

Se ¢ =0e a?— 2bd < 0 temos apenas uma singularidade finita e 2 singularidades

infinitas e portanto serd equivalente a Pas, na figura 3.1.

Se c =0 e a?—2bd > 0 temos apenas uma singularidade finita 6 singularidades

infinitas e portanto o retrato de fase sera equivalente a Pig, na figura 3.1.
Observacao 4.2.7.

Nao podemos ter ¢ = a®> — 2bd = 0, caso contrdrio o sistema seria linear.

510.2

Suponhamos ef # 0
1. 1° caso: abed # 0
3 b b

(a) Se 9¢* — 6bf > 0 os pontos (O Vi ”962_6bf> e (0,%_36_— V'%Q_be) sa0

singularidades finitas. Se também tivermos c2a?b? — 4cabe + e%a* + 6e2adb —
4db? fa® + 2ba* f > 0 e (—2db + a*) # 0 também teremos

s 2ea® — cab + \/a%(c2b% — 4cabe + e2a2 + 6e2db — 4db2 f + 2ba2f) —cab + ea® + 2deb
N (—2db+ a?)a " b(—2db + a?)

b

N \V/c2a2b? — dcadbe + e2at + 6e2a2db — 4db? fa? + 2ba’ f
b(—2db + a?)

B —2ea’ + cab + \/a2(c2b? — dcabe + e2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba%f)  cab — ea® — 2deb
B (—2db+ a?)a T b(—2db+ a?)

—/c2a2b? — 4cadbe + e2at + 6e2a2db — 4db? fa? + 2ba’ f
b(—2db + a?)

como singularidades finitas.

A matriz jacobiana associada a X é

2e 4+ 4ap + 2bq 2bp
JX(p,q) =
2¢ + 4dp + 4aq 6e + 4ap + 6bq
e portanto
X (0,%—3%— vbg—ﬁbf) 12080/, tr (Oé—w— V;—be) W ey
X (07 1 b0 x/bg—ﬁbf) 12080 f. 11 (07 1 b /9G] x/b9—6bf) 8 o7 —Gbf
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4
I 7 ey (—2ea2 + cab + /a2(c2b? — dcabe + €2a® + 6e2db — Adb2 f + 2ba? f))
/a2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6e2db — 4db2 f + 2ba2 f)
tr(A) =0
4
|JX(B)| = E(odb T a?) (2@a2 — cab 4 /a2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6e2db — 4db? f + 2ba2f))
A/ a2(c2b? — dcabe + e2a® + 6e2db — 4db2 f + 2ba? f)
tr(B) =0

Como sabemos, dependendo dos valores de |JX (p)| e de tr(p) podemos classi-

ficar a singularidade. Entao para os pontos A e B temos

e Se 9¢? — 6bf > 0 e a® — 2bd > 0 teremos a?(—3e* + 2bf)(—2db + a*) < 0
de onde obtemos y/a2(c2b® — 4cabe + €2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba2 f) < | —
2ea’ + cab|. Dali, se —2ea®+ cab < 0 obteremos que |JX (A)| < 0 e o ponto
serd de sela. Se —2ea? + cab > 0 termos que |JX(A)| > 0 e o ponto serd

centro.

e Se 9¢? — 6bf > 0 e a® — 2bd > 0 teremos a?(—3e? + 2bf)(—2db + a?) <
0 de onde obtemos y/a2(c2b? — 4cabe + €2a? + 6e2db — 4db> f + 2ba? f) <
12ea® — cab|. Dai se 2ea* — cab < 0 |JX(B)| < 0 e o ponto serd de sela.

Se 2ea® — cab > 0 termos que |JX(B)| > 0 e o ponto serd centro ou foco

fraco.

e Se 9¢? — 6bf > 0 e a® — 2bd < 0 teremos a?(—3e* + 2bf)(—2db + a*) > 0
de onde obtemos que /a2(c2b* — 4cabe + €2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba? f) >
| — 2ea® + cab|. Se —2ea® + cab > 0 ou —2ea® + cab < 0 teremos que
|JX(A)| <0 e o ponto serd de sela.

e Se 9¢? —6bf > 0 e a® — 2bd < 0 teremos a?(—3e* + 2bf)(—2db + a?) > 0
de onde obtemos que \/a?(c2b? — 4cabe + €2a? + 6e2db — 4db? f + 2ba>f) >
|2ea® — cab|. Se 2ea® — cab > 0 ou 2ea* — cab < 0 teremos que |JX (B)| < 0

e o ponto sera de sela.

— A/9Qe2 — —3e—x/9e2__
O ponto (0 1M) ¢ um no estavel e (0 1M) é um no

"3 b 3 b
instavel.
(b) Se 9¢2 — 6bf > 0, e 2a®b® — 4cabe + e*a* + 6e2adb — 4db® fa® + 2ba*f < 0
teremos apenas (O L Sety 900 V9626bf> e (O IM) como singularidades

3 b 3 b
finitas, que vimos acima que sao nos.

Afirmagao 1. Se 9¢? — 6bf < 0 e a®> — 2bd > 0 entdao c*b* — 4cabe + €*a® +
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6e2db — 4db? f + 2ba’f > 0

Demonstracao. De fato,

a?(c*b? — 4cbea + €*a”® + 2a* fb — 4b2df + 6bde?) — (2ea® — cab)? =
= —3a'e® + 2a" fb — 4a*V*df + 6a°bde*
= a?(—3e? + 2fb)(—2bd + a*) > 0.

Dai, a?(c*b* — 4cbea + €%a? + 2a® fb — 40%df + 6bde?) > (2ea® — cab)? >0 O

Da afirmacao anterior segue que sempre teremos exatamente 2 pontos singula-
res finitos se 9¢? — 6bf < 0 e a® — 2bd > 0.

(c) Se 9¢? — 6bf < 0 e (a? — 2db) > 0 teremos apenas A e B como singularidades

finitas. Vimos anteriormente que

X (A)| = m (—2ea2 + cab + \/a2(c2b? — dcabe + €22 + 6e2db — Adb2f + 2ba2f))
/a2(c2b? — 4cabe + e2a? + 6¢2db — 4db2 f + 2ba2 f)
tr(A)=0
4
|JX (B)| = Z(—2db+ a?) (2@a2 — cab + \/a2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6e2db — 4db2 f + 2ba2f))
A/ a2(c2b? — dcabe + e2a® + 6e2db — 4db2 f + 2ba? f)
tr(B) =0

e como /a2(c2h? — 4dcabe + e2a? + 6e2db — 4db2f + 2ba f) > | — 2ea’® + cabl,

teremos que A e B sao centros.

(d) Se 9¢* — 6bf < 0 e a®> — 2bd < 0 teremos A e B como singularidades se
c2a’b?® — 4ca’be + e*a* + 6e2a’db — 4db? fa® + 2ba* f > 0. Dai

e teremos que a*(—3e? + 2bf)(—2db + a*) < 0 e, portanto,

Va2(c2b? — 4cabe + e2a? + 6e2db — 4db? f + 2balf) < | — 2ea® + cab).

Logo, se —2ea? +cab > 0, |JX(A)| < 0 e o ponto serd de sela. Se —2ea” +

cab < 0 termos que |JX(A)| > 0 e o ponto serd centro ou foco fraco.

e teremos a*(—3e® + 2bf)(—2db + a*) < 0 de onde obteremos

Va2(c2b? — 4cabe + e2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba’f) < |2ea® — cab).
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Dali, se 2ea®*—cab > 0, |JX(B)| < 0 e o ponto serd de sela. Se 2ea®—cab < 0

termos que |JX(B)| > 0 e o ponto serd centro ou foco fraco.

A compactificacao para este campo vetorial em U; tem como expressao

1
Z = (%1,%) = m(sz% +2czy +4ezy 2y +2d+2az, + bz}, —220(e20 +a+bzy)).
z
Disso segue que as singularidades infinitas em U, sao (=2tya——=1 VZQ’%d, 0) e (=== Vl‘f’%d, 0),
se a®> — 2bd > 0. Se a® — 2bd < 0 ndo teremos singularidades infinitas em ;.

A matriz Jacobiana em um ponto (p, q) tem como expressao

deq + 2a +2bp 4fq+ 2c+ 4dep
—2bq —4deq — 2a — 2bp

Portanto

—a+ VaZ —2bd
‘JZ( ¢ Z ,0) = —4(a® —2db) < 0

de onde temos que ambos os pontos sao selas.

A compactificacao para o campo X em Uy é

7 = ﬁ(—zl(élezg +2az; + b+ 2f22 + 221c20 + 2d23), —22(2f 23 + 221020 +

ez + 2d2% + 4az; + 3b)).

Assim, as singularidades infinitas em Us sdo (0,0), (3 =at/=20ta ) ¢ (1 —a=v2dbia® )
se a®> — 2bd > 0. Se a® — 2bd < 0 teremos apenas (0,0) como singularidade

infinita em Us.

Calculando a matriz Jacobiana de Z no ponto (p, q),

[4eq —dap — b — 2fq% — 4pcqg — 6dp? —p(de +4fq + 2pc)

JZ(p,q) =
(P q) —q(2¢q + 4dp + 4a) —6fq% — dpcq — 12eq — 2dp? — 4ap — 3b

Dai

e |JZ(0,0)] = 3b* e tr(0,0) = —4b e portanto o ponto é um né estdvel se
b > 0 ou instavel se b < 0;

o [Jz(lze B2 )| o At D /E i) (Lm0t TIBEE ()
0.

° |Jz(%ﬂ—— \/;2db+a2’())| — _2(a2—2bd)(av§§—2bd+a2—bd) e tr(%+— \/:i2db+a270) —
0.

Note que se a?> — 2bd > 0 também teremos a?> — bd > 0. Disso segue que
ava? — 2bd < a® — bd e, portanto, |JZ(§=tv=2dbta V_deW, 0)| < 0. Dessa forma o
ponto é do tipo sela.

Verifica-se que se a® — 2bd > 0 entao av'a? — 2bd < |a|va? — 2bd < a®> — bd e

0 < ava? — 2bd + a* — bd. Portanto — 2 (a® — 2bd)(av/a? — 2bd + a* — bd) < 0.
Disso segue que o ponto ¢ sela.
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Entao temos que os possiveis retratos de fase para este campo vetorial podem

ser:

i. Se 9¢? — 6bf > 0, c*a®b? — 4ca®be + e2a* + 6e*a’db — 4db® fa® + 2ba’ f >
0 e a? — 2bd > 0 teremos um ponto de sela, um centro e 2 nés como
singularidades finitas . J4 no infinito teremos 2 pontos singulares de sela
em U;. Em U; temo 3 pontos singulares infinitos onde um é um né e os
outros dois sao pontos de sela. Assim o retrato de fase do campo vetorial

é equivalente ao P1; ou Pio.

ii. Se 9¢? —6bf > 0 e a® — 2bd < 0 teremos 2 pontos do tipo sela e 2 nos.
Aqui nao temos singularidades infinitas em U; e em Us teremos apenas
(0,0) que é um né. Portanto o retrato de fase para este campo vetorial é
equivalente o retrato P;r.

iii. Se 9¢? —6bf > 0, c?a?b? — deca’be + e*at + 6e*a’db — 4db? fa® + 2ba* f < 0
e a’> — 2bd > 0 teremos apenas 2 pontos singulares finitos que serao nés.
J& no infinito teremos 2 pontos singulares de sela em U;. Em Uy temo 3
pontos singulares infinitos onde um é um né e os outros dois sao pontos

de sela. Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente ao P1g.

iv. Se 9e2 —6bf > 0, e a®> —2bd < 0 teremos 4 pontos singulares finitos, onde 2
sao nds e 2 sao selas nés. Aqui nao temos singularidades infinitas em U; e
em U, teremos apenas (0,0) que é um né. Dai o retrato de fase do campo

vetorial no disco de Poincaré sera equivalente ao Pi7.

v. Se 9e?2 —6bf < 0 e a? —2bd < 0 teremos apenas duas singularidades finitas
que serao uma sela e um centro. Aqui nao teremos singularidades infinitas
em U;. Em U teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que sera

um no. Portanto o retrato de fase sera do tipo Pis.

vi. Se 9¢2 — 6bf < 0 e a® — 2bd = 0 teremos apenas uma tnica singularidade
finita que sera um centro. Em U; teremos uma tnica singularidade infinita
que serd nilpotente®(ver Proposicao 1.3.2). Em Uy temos duas singulari-
dades infinitas que serao um né e uma nilpotente. Dai o retrato de fase do
campo vetorial serd do tipo Pos.

vii. Se 9e?2 —6bf > 0 e a® —2bd = 0 teremos 3 singularidades finitas, onde uma
serd sela, os outros dois serao ndés. Em U; teremos apenas uma singula-
ridade finita que serd nilpotente. Ja em U, teremos duas singularidades
onde uma sera um no e a outra nilpotente. Dai o retrato de fase do campo
vetorial no disco de Poincaré sera do tipo Pay.

viii. Se 92 —6bf = 0 e a® — 2bd = 0 teremos apenas uma singularidade finita, a

qual serd nilpotente. Em U temos apenas um singularidade infinita, que

3Devido a extensdo e repeticao dos calculos para a determinacio do retrato de fase na vizinhanca dos
pontos nilpotentes, os mesmos foram aqui omitidos neste item e nos demais
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¢ um n6. Em U; temos uma unica singularidade infinita que é nilpotente.

Dai o retrato de fase é do tipo Pas.

ix. Se 9¢2 — 6bf < 0 e a® — 2bd > 0 teremos apenas dois pontos singulares
finitos que serao centros. Em U teremos 2 pontos singulares infinitos que
serao selas. Em Uy teremos 3 pontos singulares, onde 2 sao selas e o outro

ponto sera um nd. portanto o retrato de fase é do tipo Py.
2. 2° caso acdef #0eb=0.

f) e (;e —(fa?—cea+de?)

'3 , - ) sao as unicas singularidades finitas.
e a ea

(a) Temos que (0
o [JX(0,55)] = 12¢? e tr(0, 5L) = 8e. Se e > 0 0 ponto um né instével. Se
e < 0 o ponto é um no estavel.

o |[JX (== %)] = —4¢? e portanto o ponto é de sela.

A compactificacao para o campo X em U é
1 2
7 = M(Qf@ + 2cz9 + dezy 29 + 2d + 2azy, —225(e29 + a)),
de onde obtemos uma tnica singularidade infinita em ;: (—2,0).

Calculando o Jacobiano neste ponto obteremos |JZ(—4%,0)| = —4a? e portanto

o ponto é de sela.

A compactificagao em Uy é

1

AaNe)

(—221(2ezptazi+ f2i+czizptdzl), —22(f2a+czizp+3ezmnt+dzi+2az)),

onde as singularidades infinitas sao (0,0) e (=*,0).
Assim,
e |JZ(0,0)] = tr(0,0) = 0 e portanto o ponto é linearmente nulo*, uma vez
que JZ(0,0) = 0.
o |JZ2(=3,0)| =

d2 , de onde concluimos que o ponto é de sela.

Portanto o retrato de fase do campo vetorial é da forma Pz

3. 3° Caso: bedef #0e a=0.

(a) Se 9¢* — 6bf > 0 temos como pontos singulares finitos (0 1 ZSety/9e2—Gbf ) e

'3 b
3e+4/9e2—6b , . ,
( ,—%Tf). Se também tivermos c?b* — 4db*f + 6dbe* > 0 também
1 —cb+v/c?b2—4db? f+6dbe? e 1 cb++/ c2b%2—4db? f+6dbe? e .
teremos (3 = ,—7) e (=5 = ,—7) como sin-

gularidades finitas.

4Aqui e nos demais casos que seguem, os Blow ups e Blowing Downs foram omitidos, devido a extensdo
e repeticao dos calculos
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Calculando a matriz Jacobiana em cada um desses pontos obteremos

|JX(1 —cbt+/c2b2—4db2 f+6dbe? )| — 2(—cb++/b(c2b—Adbf+6de2))/b(c2b—4dbf+6de?)
2 T/ T

db ) db ’
JX(—1 cb+y/c2b2—4db2 f+6dbe® o\, 2(cb+/b(c2b—Adbf+6de?))y/b(c2b—4dbf+6de?)
| (_ 2 db y T Z) | - db )

|7X (0, 1 VIO 4962 _8hf 1r(0

b

X (0, — L3V 1962 ghf (0

3 b

L80T8 5e2 Gh
SR RVATR T W Ny v

1
» 3 b

i. Se \/c2b? — 4db? f + 6dbe® > |cb| teremos 2 pontos de sela e 2 nés, pois
teriamos bd > 0. Por outro lado nao temos singularidades infinitas em U,
e, em Uy, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que serd um

no. Dai, temos que o retrato de fase é do tipo Py7, na figura 3.1.

ii. Se \/c2b? — 4db? f + 6dbe? < |cb|, teremos um centro uma sela e dois nés,
pois bd < 0. Analogamente teremos 2 singularidades infinitas em U, onde
ambas serao selas. Ja em Us, teremos 3 singularidades infinitas, onde duas
sao selas e uma é um né. Dai segue que o retrato de fase do campo vetorial

¢ do tipo P11, como na figura 3.1.

(b) Se 9¢* — 6bf < 0 a andlise das singularidades pode ser feita com base nos

calculos anteriores.

i. Assim, temos dois pontos singulares finitos, que serao ambos centros se
bd < 0. No infinito teremos 2 singularidades infinitas em U, onde ambas
serao selas. Da mesma forma, em U, teremos 3 singularidades infinitas
onde 1 serd um né e os outros demais serao selas. Dai o retrato de fase do

campo vetorial serda do tipo Py, como na figura 3.1.

ii. Se bd > 0 teremos 2 singularidades finitas que serao um ponto de sela e
um centro. Aqui nao temos singularidades infinitas em U; e em U, teremos
apenas (0,0) como singularidade infinita e que é um né. Dai o retrato de

fase sera do tipo Pig, como na figura 3.1.

iii. Se tivermos c2b? — 4db*f + 6dbe? < 0 nao teremos singularidades finitas.
Entdao db > 0 e o campo vetorial tem apenas (0,0) como singularidade
infinita, que é um noé, em Us. Nao teremos singularidade infinita em U;.
Dai o retrato de fase deste campo vetorial é do tipo Pig, como na figura
3.1.

(c) Se9e?—6bf > 0 e c*b* —4db* f +6dbe? < 0 e apenas duas singularidades finitas
que serao nos. Aqui devemos ter necessariamente db < 0 e portanto temos
trés singularidades infinitas e Us, onde teremos que uma singularidade é um né
os outros dois sao selas. Em U, temos duas singularidades infinitas que sao
pontos de sela. Portanto, o retrato de fase do campo vetorial é equivalente ao

retrato Ppg, como na figura 3.1.

(d) se 9¢? — 6bf = 0 teremos apenas dois pontos singulares finitos onde um
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ponto serd uma singularidade semi-hiperbdlica e o outro sera uma sela se

db > 0.Portanto o retrato de fase é equivalente ao Py, como na figura 3.1.

Se db < 0 teremos um centro e uma singularidade semi-hiperbdlica e portanto

o retrato de fase serd equivalente ao retrato de fase P;5, como na figura 3.1.

4. 4° caso: abdef #0ec=0
b b

(a) Se 9¢* — 6bf > 0 os pontos (O,%_?’e+— VIS 0,%_36_— ”962_be) sao

singularidades finitas. Se também tivermos e?a*+6e2adb—4db® fa®+2ba*f > 0
e (—2db + a?®) # 0 também teremos

s B 2ea® + \/a%(e2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba>f)  ea® + 2deb
N (—2db + a?)a " b(—2db + a?)

)

N Ve2at + 6e2a2db — 4db? fa? + 2ba’ f
b(—2db + a?)

B —2ea? + /a2(e2a? + 6e2db — 4db? f + 2ba? f) ea?® — 2deb
B (—2db+ a?)a " b(—2db + a?)

—y/e2a’ + 6e2a2db — 4db? fa? + 2ba* f
b(—2db + a?)

como singularidades finitas.

A matriz jacobiana associada a X é

2e + 4ap + 2bq 2bp
JX(p,q) =
4dp + 4aq 6e + 4ap + 6bg
e portanto
X (07%—3%— M) 12080 f. tr <0,§—3e+— x/f-ﬁbf) _ s 07—,
JX (0, T ng“f) — 12e2—8bf, tr (0, 1 ey O Vfﬁ"f) — —8./9¢2 —Gbf

4
a?(—2db + a?)
Va2(e2a? + 6e2db — 4db2f + 2ba2 f).

ITX(A)] = (—26a2 + \/a2(e2a? + 6e2db — 4db2f + 2ba2f)) .

tr(A) = 0.
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— $ 2 2(p2,2 2 _ 2 2
IXB) = e (2ea + \/a2(e2a? + 6¢2db — 4db2f + 2ba f)).
Va2(e2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba2 f).
tr(B) = 0.

Como sabemos, dependendo dos valores de |JX (p)| e de tr(p) podemos classi-

ficar a singularidade. Entao para os pontos A e B temos

e Se 9¢? —6bf > 0 e a® — 2bd > 0 teremos a?(—3e* + 2bf)(—2db + a*) < 0

de onde obtemos y/a2(e2a? + 6e2db — 4db2 f + 2ba%f) < | — 2ea?|. Dai,
2

se —2ea® < 0 obteremos que |JX(A)] < 0 e o ponto serd de sela. Se

—2ea® > 0, teremos |JX(A)| > 0 e o ponto serd centro.

e Se 9¢? —6bf > 0 e a? —2bd > 0 teremos a?(—3e? +2bf)(—2db+a?) < 0 de
onde obtemos \/a?(e2a® 4 6e2db — 4db? f + 2ba% f) < |2ea?|. Daf se 2ea? <
0 |JX(B)| < 0 e o ponto serd de sela. Se 2ea® > 0, teremos |JX(B)| > 0

e o ponto sera centro ou foco fraco.

e Se 9¢? —6bf > 0 e a’?—2bd < 0 teremos a?(—3e*+ 2bf)(—2db+ a?) > 0 de
onde obtemos +/a2(e2a2 + 6e2db — 4db2 f + 2ba? f) > | —2ea?|. Se —2ea® >
0 ou —2ea® < 0 teremos que |JX(A)| < 0 e o ponto serd de sela.

e Se 9¢? —6bf > 0 e a’?—2bd < 0 teremos a?(—3e*+ 2bf)(—2db+ a?) > 0 de
onde obtemos \/a%(e2a2 + 6e2db — 4db? f + 2ba f) > |2ea®|. Se 2ea® > 0
ou 2ea? < 0, teremos |JX(B)| < 0 e o ponto serd de sela.

—3e++/9e2—6b , , , —3e—1/9e2—6b . .
O ponto (0, %—f) ¢ um no estavel e (0, %—f) ¢ um no

b b

instavel.

(b) Se 9¢* — 6bf > 0, e e*a’ + 6e*a’db — 4db? fa® + 2ba*f < 0, teremos apenas

—3e++/9e2—6b —3e—+/9e2—6) . . . .
(O, %+) e (0, %Tf) como singularidades finitas, que vi-
mos acima que sao nos.

Afirmacao 2. Se 9¢2 — 6bf < 0 e a®? — 2bd > 0 entdo e*a® + 6e2db — 4db* f +
2ba’f >0

Demonstracao. De fato,

a’(e*a® + 2a° fb — 4b*df + 6bde?) — (2ea®)? =
= —3a*e? + 2a* fb — 4a*b*df + 6a*bde?
= a*(—3e + 2fb)(—2bd + a*) > 0.

Dai, a?(e?a® + 2a%fb — 4b?df + 6bde?) > (2ea?)? > 0. O
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Da afirmacdo anterior segue-se que sempre teremos exatamente dois pontos
singulares finitos se 9¢? — 6bf < 0 e a® — 2bd > 0.

(c) Se 9¢* —6bf < 0 e (a*> — 2db) > 0, teremos apenas A e B como singularidades

finitas, que ja classificamos acima.

(d) Se 9¢? — 6bf < 0 e a? — 2bd < 0, teremos A e B como singularidades se
e2a* + 6e%a%db — 4db® fa® + 2ba*f > 0. Dai

e teremos que a*(—3e? + 2bf)(—2db + a*) < 0 e, portanto,

Va2(e2a? 4 6e2db — 4db2f + 2ba2f) < | — 2ed?|.

Logo, se —2ea® > 0, [JX(A)| < 0 e o ponto serd de sela. Se —2ea® < 0,

temos |[JX(A)| > 0 e o ponto serd centro ou foco fraco.

e teremos a?(—3e? + 20f)(—2db + a*) < 0 de onde obteremos

Va2(e2a? 4 6e2db — 4db2f + 2ba f) < |2ed?|.

Dai, se 2ea® > 0, |JX(B)| < 0 e o ponto sera de sela. Se 2ea® < 0, temos

|JX(B)| > 0 e o ponto serd centro ou foco fraco.

A compactificacao para este campo vetorial, em U, tem como expressao

1
7 = (%1,%) = ——(2f 25 + dez1z9 + 2d + 2a2; + bz}, —2z9(e2y + a + bzy)).

A(z)

. . . . . ~ — 2_ —— 2_
Disso, segue que as singularidades infinitas, em U, sao (—2Hvo——24 Vg%d, 0) e (Far== Vl‘)‘%d, 0),

se a®> — 2bd > 0. Se a® — 2bd < 0 nao teremos singularidades infinitas em ;.

A matriz Jacobiana em um ponto (p, q) tem como expressao

deq + 2a + 2bp Afq+ 4ep
—2bq —deq — 2a — 2bp|

Portanto,

= —4(a® — 2db) < 0,

_ 2 _
‘JZ( a:i:\/;b 2bd,0>‘

de onde temos que ambos os pontos sao selas.
A compactificacao para o campo X, em Us, é

Z = ﬁ(—21(46z2+2a21+b—|—2fz§+2dz%), —29(2f23+6ez9+2dz3+4az +3b)).

. . . . . ~ _ _ 2 —q—n/ — 2
Assim, as singularidades infinitas, em Uy, sao (0, 0), (%‘”TM’“, 0)e (%“— VdebJ”l, 0),

se a®> — 2bd > 0. Se a? — 2bd < 0 teremos apenas (0,0) como singularidade

infinita em Us.

Calculando a matriz Jacobiana de Z no ponto (p, q),
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_ |4eq —dap —b—2f¢* — 6dp? —p(de +4fq)
T2(p.a) = l —q(4dp + 4a) —6f¢2 — 12eq — 2dp® — dap — 3b|

|JZ(0,0)] = 3b% e tr(0,0) = —4b e portanto o ponto é um né estével se
b > 0 ou instavel se b < 0;

V a’— ava?— —a? —a4+v— a
JZ(%*CH» ;2db+a270) — 2( de)( = 2bd+bd ) e tr(% +W’O) _
0.

—a—/— a? 2(a?—2bd)(av/a®—2bd+a*—bd —a—/— 2
UZ(%%,O)! — X ) e + ) o tr(% \/d2db+ ,0) =
0.

Note que se a?> — 2bd > 0 também teremos a®> — bd > 0. Disso segue que
ava? — 2bd < a® — bd e, portanto, |JZ(5=ety=2dvtas V_d2db+“2,0) < 0. Dessa forma o

ponto ¢é do tipo sela.

Verifica-se que se a® — 2bd > 0 entdo av/a? — 2bd < |a|v/a? — 2bd < a* — bd e

0<

ava? — 2bd + a* — bd. Portanto — 2 (a? — 2bd)(av/a? — 2bd + a* — bd) < 0,

o que caracteriza ponto de sela.

Entao temos que os possiveis retratos de fase para este campo vetorial podem

Ser:

1.

11.

1il.

1v.

Se 9e2—6bf > 0, e?a*+6e2a?db—4db? fa®+2ba* f > 0 e a®?—2bd > 0 teremos
um ponto de sela, um centro e dois nés como singularidades finitas. Ja no
infinito teremos dois pontos singulares de sela em U;. Em U, temo trés
pontos singulares infinitos onde um é um né e os outros dois sao pontos
de sela. Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente ao P;; ou
Pia.

Se 9¢? — 6bf > 0 e a®? — 2bd < 0, teremos dois pontos do tipo sela e dois
nos. Aqui nao temos singularidades infinitas, em U;, e, em Us, teremos
apenas (0,0), que é um né. Portanto o retrato de fase para este campo
vetorial é equivalente o retrato P;7.

Se 9¢? — 6bf > 0, e*a* + 6e*a’db — 4db*fa® + 2baf < 0 e a®> — 2bd > 0
teremos apenas dois pontos singulares finitos, que serao nés. Ja no infinito
teremos dois pontos singulares de sela, em ;. Em Uy temos trés pontos
singulares infinitos, onde um é um noé e os outros dois sao pontos de sela.

Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente ao Piq.

Se 9¢2 — 6bf > 0, e a®> — 2bd < 0 teremos quatro pontos singulares finitos,
onde dois sao nods e dois sao selas-nés. Aqui nao temos singularidades
infinitas em U, e em Us, teremos apenas (0,0), que é um nd. Dai o retrato

de fase do campo vetorial no disco de Poincaré sera equivalente a P;7.

Se 92 —6bf < 0 e a®—2bd < 0, teremos apenas duas singularidades finitas
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que serao uma sela e um centro. Aqui nao teremos singularidades infinitas
em U;. Em Uy, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que serd

um no. Portanto o retrato de fase sera do tipo Pis.

vi. Se 9e? —6bf < 0 e a® — 2bd = 0, teremos apenas uma tnica singularidade
finita que serda um centro. Em U teremos uma tnica singularidade infinita
que sera nilpotente. Em Us temos duas singularidades infinitas, que serao
um no e um ponto nilpotente. Dai o retrato de fase do campo vetorial sera
do tipo Pos.

vii. Se 9¢? — 6bf > 0 e a? — 2bd = 0 teremos trés singularidades finitas, onde
uma serd sela, os outros dois serao nés. Em U, teremos apenas uma singu-
laridade finita que sera nilpotente. Ja em Us teremos duas singularidades
onde uma sera um no e a outra nilpotente. Dai o retrato de fase do campo

vetorial no disco de Poincaré sera do tipo Pay.

viii. Se 9¢2 —6bf = 0 e a® — 2bd = 0, teremos apenas uma singularidade finita,
a qual sera nilpotente. Em Uy temos apenas um singularidade infinita, que
¢ um n6. Em U; temos uma unica singularidade infinita que é nilpotente.

Dai o retrato de fase é do tipo Pas.

5. 5° Caso: abcfe #0e d = 0.

A andlise das singularidade pode ser feita utilizando os calculos feitos no primeiro

item

(a)

(b)

Se 9e2—6bf > 0 e c2b? —4cbea+e%a®+2ba® f > 0 teremos quatro singularidades
finitas. Uma singularidade sera uma sela, outra serd um centro e as outras duas

singularidades serao nds. Dai o retrato de fase sera do tipo Py; ou Pis.

Se 9¢2 —6bf < 0, teremos apenas duas singularidades finitas, que serao centros.
No infinito teremos duas singularidades infinitas, onde ambas serao selas. Em
U, teremos duas singularidades, onde uma serd um né e a outra uma sela. Dai

segue que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Py.

se 92 — 6bf = 0 teremos duas singularidades finitas. Onde uma é uma ponto
nilpotente e a outra é um centro. No infinito temos como singularidades em
U, duas selas. Em Us temos duas singularidades infinitas onde uma é um né e
a outra é uma sela. Segue dai e das curvas de nivel que o retrato de fase para

este campo vetorial é do tipo Pi5.

6. 6° Caso: cdfe #0ea=b=0.

(a)

Entao temos uma tunica singularidade finita, a qual é um né. No infinito nao
temos singularidades em U;. Em U, temos apenas (0,0) como singularidade
infinita, a qual é linearmente nula. Disso segue que o retrato de fase do campo

vetorial é do tipo Pag.
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7. 7° Caso: dbfe #0ea=c=0.

(a)

Se 9¢2 — 6bf > 0 e db > 0 teremos dois nds e 2 selas como singularidades
finitas. Nao temos singularidades infinitas em U;. Em U, temos uma tunica
singularidade que é um né. Portanto o retrato de fase do campo vetorial é do

tipO P17.

Se 9¢2 —6bf > 0 e db < 0 teremos apenas duas singularidades finitas que serao
nos. No infinito teremos trés singularidades infinitas, em Uy, onde uma sera
um no, e os outras duas sao selas. Em U; teremos duas singularidades que

serao ambas selas. Dai o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Pig.

Se 9¢2 — 6bf < 0 e db > 0 nao teremos singularidades finitas. Em I, nao
temos singularidades infinitas. Em U, teremos apenas (0, 0) como singularidade

infinita, o qual é um né. Portanto o retrato de fase é do tipo Prg.

Se 9¢ — 6bf < 0 e db < 0 teremos duas singularidades que serao centros.
Teremos duas singularidades infinitas, em U, que serao selas. Em U, teremos
trés singularidades infinitas, onde uma serd né e as outras duas serao selas.

Dai, o retrato de fase sera do tipo Py.

Se 9¢? — 6bf = 0 teremos apenas uma unica singularidade finita, a qual serd
linearmente nula. No infinito, em Uy, se df < 0, teremos trés singularidades
infinitas, onde (0,0) serd um né e as demais serao selas. Em U; teremos duas
singularidades que sao, ambas, selas. Dai o retrato de fase serd do tipo Pig.

2f
3e

serd linearmente nula. Se df > 0 nao temos singularidades infinitas em U;. Em

Se 9¢* — 6bf = 0, teremos apenas (0, —%) como singularidade finita, a qual

U, teremos apenas (0, 0) como singularidade infinita, que serd um né. Portanto

o retrato de fase serd do tipo Pas.

8. 8° Caso: agora bcef #0ea=d =0

(a)

Se 9¢? — 6bf > 0, teremos trés singularidades finitas, onde duas sdo nés e uma
¢ sela. No infinito temos (0,0) como singularidade infinita em U;, a qual é
nilpotente. Em Uy, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita que é um

no. Dai o retrato de fase sera do tipo Pay.

Se 9¢? — 6bf < 0, teremos uma tnica singularidade finita, que serd centro. No
infinito temos (0,0) como singularidade infinita em U, o qual é nilpotente.
Em Us,, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita que é um né. Dai o
retrato de fase sera do tipo Pos.

Se 9¢? — 6bf = 0, teremos apenas ( ’__3_?) como singularidade finita, que é

nilpotente. Em U, temos (0,0) como singularidade infinita nilpotente. Em
Us teremos apenas (0,0) como singularidade finita, que é um né. Portanto o

retrato de fase sera do tipo Pas.
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9. 9° Caso: efad #0eb=c=0.

(a) Aqui teremos duas singularidades finitas (0, —f) e (—¢, —f“;;zdg

). A primeira

a

—d
a
a

¢ um né e a segunda uma sela. Em Uy, teremos (=2,0) como singularidade
infinita que é uma sela. Em Us, temos (0,0) e (—$,0) como singularidades
infinitas onde a primeira ¢ linearmente nula e a segunda é uma sela. Portanto

o retrato de fase é da forma Ps.

10. 10° Caso: acef #0eb=d =0

(a) Aqui temos (0, —3%) e(—%, —%) como singularidades finitas, onde a primeira
singularidade é um né e a segunda uma sela. Em U, temos apenas (0,0)
como singularidade infinita, que é uma sela. Em Us, temos apenas (0,0) como
singularidade infinita, que é linearmente nula. Portanto o retrato de fase deste

campo vetorial é do tipo Psq.
11. 11° Caso: abfe #0ec=d = 0.

— 2_
(a) Se —3¢* < bf < 2e?, teremos quatro singularidades finitas: (0, i Vi V;Ze be) e

(O _38+\/982—6bf 28+\/€2+2bf 6+\/62+2bf) e(—26+\/e2+2bf _—€+\/62+2bf)
’ b a ) b

3b a ’
que sao centros, se e > —%\/62 — 2bf, ou selas, caso contrario. Em U, teremos

duas singularidades infinitas: (0,0) que é uma sela, e (_72“, 0) que é também é

) que sao nés, (—

uma sela. Em U, teremos (0,0) como singularidade infinita, que é um né, e

(25, 0) que é uma sela. Portanto o retrato de fase deste campo vetorial é Py;

ou Pis.

(b) Se bf < —%62 ou bf > %ez, teremos duas singularidades finitas, que serao

ambas nos ou ambas centros, respectivamente. Em U, teremos duas singula-
ridades infinitas: (0,0), que é uma sela, e (=2%,0) que ¢ também é uma sela.

Em U, teremos (0,0) como singularidade infinita, que é um né, e (;—5, 0) que

é uma sela. Portanto o retrato de fase para este campo vetorial é Py se as
singularidades finitas forem centros ou Py, se as singularidades finitas forem
nos.

(¢) Se bf = —ie?, teremos trés singularidades finitas (0, = (3 + 2v/3) ), (0, =(3—
2v/3) f) que sdo nés e (— 2 _ ?) que é nilpotente. Em Us, teremos (0,0) como

13 7’ 2 Id
singularidade infinita, que é um né, e (5, 0) que é uma sela. Em U, teremos

4daf?
duas singularidades infinitas: (0,0) que é uma sela e (%f,()) que também é

uma sela. Dai ,o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Pi4.

(d) Se bf = 3¢, teremos apenas duas singularidades finitas (0, ——) que € nilpo-

tente, e (—%e ﬁ) que é centro. Em U, teremos (0,0) e (—%,O) como sin-

gularidades infinitas onde ambos sdo selas. Em Uy, teremos (0,0) e (—%, 0)
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como singularidades infinitas onde a primeira é um né e a segunda uma sela.

Portanto o retrato de fase é do tipo P;s.
12. 12° caso: aef #0eb=c=d=0.

(a) Aqui teremos (0, —é), (-5, —é) como singularidades finitas, onde o primeiro é
um né e o segundo é sela. Em U; temos apenas (0, 0) como singularidade infinita
que é uma sela. Em U, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita que
é linearmente nulo. Portanto o retrato de fase deste campo vetorial é do tipo

13. 13° Caso: def #0ea=b=c=0.

(a) Aqui teremos apenas (0, —é) como singularidade finita que vem a ser um né.
Em U;, ndo teremos singularidades infinitas. Em Us, teremos apenas (0,0)
como singularidade infinita, que ¢ linearmente nula. Dai segue que o campo

vetorial é do tipo Pog.
14. 14° caso: bef #0ea=c=d=0.

(a) Se9e?—6bf > 0, teremos (0, 3z (—3e++/—6bf + 9e?)) e (0, —55(3e++/—6bf + 9¢?))
como singularidades finitas, que sdo ambos nés. Em U, teremos apenas (0, 0)
que é linearmente nula. Em Us, teremos apenas (0,0) como singularidade que

é um no. Assim teremos que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Par.

(b) Se 9¢* — 6bf < 0, nao teremos singularidades finitas. Em U, teremos apenas
(0,0) que é linearmente nulo. Em U,, teremos apenas (0, 0) como singularidade,

que é um no. Portanto o retrato de fase é do tipo Pog.
Observacgao 4.2.8.

o Se 9e? — 6bf = 0, a expressao do campo vetorial teria um fator em comum.
Portanto, o campo vetorial resultante apos a divisao por este fator, ndao seria

quadrdtico.

e Nao podemos ter a =b=d =0, pois o campo nao seria quadrdtico.

Suponhamos agora e =0 e f # 0.
1. 1° caso abedf # 0 e e = 0.

(a) Se bf < 0, teremos (0, 551/—6bf), (0, —551/—6bf) como singularidades finitas,
que sdo nés. Se além disso, tivermos (a* —2db) # 0 e b(c*b —4fdb+2fa*) > 0,
teremos também como singularidades finitas

o —cb+ /b(c2b — 4fdb + 2fa?) a(—cb+ /b(c2b — 4fdb + 2fa?))
L a2 — 2bd ’ b(a2 — 2bd)
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oo [+ Vb(e2b —4fdb+2fa%)  a(eb+ /b(c2b — 4fdb + 2fa?))
- a2 — 2bd T b(a2 — 2bd) '

Como |[JX(D)] = 2= (cb 4+ \/b(c?b — Afdb+ 2fa?))\/b(c?b — Afdb + 2 fa?),

tr(D) =0, |JX(O)] = 5 (—cb++/b(c?b — 4fdb + 2fa?))\/b(c?b — 4 fdb + 2fa?)
e tr(C) = 0 teremos,

i. se cb + \/b(c2b —4fdb+2fa%) < 0 e a®> —2bd > 0, o ponto D é sela
e C é centro. Teremos (—@,0) e (@,0) como singula-
ridades infinitas em U, que serao ambas selas. Em U,, teremos trés
singularidades infinitas, onde (0,0) é um n6 , (55(—a + Va2 —2db),0) e
(—55(a + va? — 2db),0) sdo selas. Portanto, o retrato de fase do campo
vetorial é do tipo P11 ou Pia.

ii. Se cb+ \/b(c2b—4fdb+2fa?) > 0 e a®> —2bd > 0, o ponto D serd cen-
tro e C' serd sela. Teremos (—‘”“T‘/TM’,O) e (@,O) como singu-
laridades infinitas em U, que serao ambas selas. Em Us, teremos treés
singularidades infinitas onde (0,0) é um né, (& (—a + Va® —2db),0) e
(—55(a + Va®> — 2db), 0) sdo selas. Portanto o retrato de fase do campo
vetorial é do tipo P11 ou Pis.

iii. Se cb+ 1/b(c2b—4fdb+2fa?) > 0e a®>—2bd <0, D e C sao selas. Aqui

nao temos singularidades infinitas em ;. Em U,, teremos apenas (0,0)

como singularidade infinita, que é um né. Segue que o retrato de fase deste
campo vetorial é da forma P;7.

(b) Se bf >0 e (a® —2db) < 0 mas b(c*b —4fdb+2fa*) > 0, teremos apenas C, D
como singularidades finitas. Se cb + /b(c2b — 4fdb+ 2fa?) < 0, teremos que
—cb+ /b(c2b — 4fdb+ 2fa?) > 0 e, portanto, D serd centro e C serd sela. Se
cb+ /b(c2b — 4fdb+2fa%) > 0 e —cb+ /b(c2b — 4fdb + 2fa®) < 0, teremos
que D é sela e C' é centro.

Aqui nao teremos singularidades infinitas em U;. Por outro lado, em Uy, tere-
mos apenas (0,0) como singularidade infinita, que é né. Segue que o retrato

de fase do campo vetorial é do tipo P;s.

(c) Se bf > 0 e a* —2bd > 0, teremos b(c*b — 4fdb + 2fa?) > 0. Portanto
cb + /b(c2b — Afdb+2fa®) > 0 e —cb+ /b(c?b—4fdb+ 2fa?) > 0, donde
concluimos que C' e D sao centros.Teremos (—%Ye—2d ”“;_de,O) e (motvo—2d Vl‘)‘Q_Zdb,O)

como singularidades infinitas em U, que serao ambas selas. Em U, teremos

trés singularidades infinitas: (0,0) que é um nd, (55(—a + va? —2db),0) e

(_21_51(“ + va? — 2db),0) que sao selas. Dai o retrato de fase é do tipo Py.
(d) Sebf >0, (a®>—2db) # 0 e b(c*b—4fdb+2fa*) < 0, ndo teremos singularidades

finitas. Aqui necessariamente devemos ter a? — 2bd < 0, caso contrario nao
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terfamos b(c?b — 4 fdb+2fa*) < 0. Portanto nao temos singularidades infinitas
em U;. Mas em U teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que serd

um no. Portanto o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Pig.
2 _ 5 _ a f :
Suponhamos que bf > 0 e a® —2bd = 0. Entao t b = 55 e 55 > 0, e existe

uma Unica singularidade finita (—%, %) que é centro. Em U, teremos apenas
2d

(—%%,0), que é nilpotente. Em Uy, teremos (0,0) como singularidade infinita,

que serd um no, e (—g5,0), que é nilpotente. Daf o retrato de fase é do tipo

Pas.

Suponhamos bf < 0 e a® —2bd = 0. Entao teremos que b = % e % < 0. Assim

teremos como singularidade finitas (0, 2+/=3fd),(0, —=+/=3 fd) que serao nds

e (=L, 24y que é sela. Em Uy, temos (—22,0) como singularidade infinita, que

é nilpotente. Em Us,, teremos (0,0) como singularidade infinita que serd um

a

—355,0) que é nilpotente. Assim o retrato de fase serd Pay.

no, e (

2. 2° caso: bedf #0ee=a=0.

(a)

(b)

()

Se bf >0ec®—4fd < 0 nao teremos singularidades finitas. Disso segue que
db > 0 e portanto nao teremos singularidades infinitas em U;. Em Uy, teremos

apenas (0,0) que é um né. Assim o retrato de fase do campo vetorial é do tipo

Pig.

Se bf > 0 e c®—4fd > 0, teremos (55(—c + /2 —4fd),0) e (—55(c +

V2 —4fd),0) como singularidades finitas:
i. Se |c] < /2 —4fd, entdo df < 0 e db < 0. Neste caso, ambos os pontos
sao centros. Em U, teremos duas singularidades infinitas, que serao selas.
Em U,, teremos trés singularidades infinitas, onde (0,0) é né e as duas

restantes sao selas. Dai segue que o retrato de fase é do tipo Py.
ii. se |c| > \/c? —4fd, entdo fd >0 e db> 0. Daif teremos um centro e uma

sela. Em U; ndo temos singularidades infinitas. Em U, temos apenas (0, 0)
como singularidade infinita, que é um né. Segue que o retrato de fase do

campo vetorial é do tipo Pis.

Se bf < 0ec®—4fd > 0 teremos quatro singularidades finitas: (5(—c +
V@ —4fd),0), (—55(c + /2 = 4fd),0), (0, v/=6]) e (0, —351/=6b])

i. Se|c| < /2 —4fdentdodf < 0ebd > 0. Portanto (95(—ct++/c2 —4fd),0)
e (—o5(c+ /2 —4fd),0) sdo selas, e (0, 3:/=6bf), (0, —3:v/—6bf) que
sao nos. Aqui nao teremos singularidades infinitas em U;. Em Uy, teremos
uma tunica singularidade finita, que é um né. Portanto o retrato de fase
do campo vetorial é do tipo Py7.

ii. Se |c| > /@ —4fd, entdao fd > 0 e bd < 0. Portanto teremos que
(0, %\/—6bf) e (0, —%\/—6bf) sao nos e (2—1d(—c—|- 2 —4fd),0)e (—%(ch
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(d)

M), 0) sdo uma sela e um centro, respectivamente. Em U, tere-
mos (@, 0)e (—@, 0) como singularidades infinitas, que sao, ambas,
selas. Em Uy, teremos (0,0), (55v/—2db,0), (—55v/—2db, 0) como singula-
ridades infinitas, onde o primeiro serd um né e os dois outros serao selas.

Dai o retrato de fase do campo vetorial é P11 ou Pro.

Sebf <0ec®—4fd <0, teremos (0, 551/—60f) e (0, —5-1/—6bf) como singu-
laridades finitas que sao nds. Aqui teremos bd < 0 e, portanto, em U; teremos
(@, 0)e (—@, 0) como singularidades infinitas que sao selas. Em Us, te-
remos (0,0), (55v/—2db, 0), (—5+v/—2db, 0) como singularidades infinitas, onde
o primeiro serd um no e os dois outros serao selas. Portanto o retrato de fase

do campo vetorial é do tipo Prg.

se bf < 0ec®—4fd = 0, entdo bd < 0 e teremos (0, ——=%=), (0, —%=)

/—6bd V/—6bd
e (—33,0) como singularidades finitas, onde (0, —\/ﬁ), (0, \/ﬁ) sao noés e

(—35,0) € nilpotente. Em U, teremos (V_bzbd’,O) e (——Vfbd,()) que sao ambos
selas. Em Uy, teremos (0,0), (%i\/—de, 0), (—i\/—2db, 0) como singularida-
des infinitas, onde o primeiro sera um no e os dois outros serao selas. Dai segue

que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Pi4.

Se bf >0ec®—4fd =0, entdao bd > 0 e teremos uma tnica singularidade
finita (—53,0), que é nilpotente. Nao teremos singularidades infinitas em /;.
Em U, teremos (0,0) como uma tnica singularidade infinita, que é um né. Dai

segue que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Poyy.

3. 3° Caso: acdf #0ee=b=0.

(a)

Aqui nao temos singularidades finitas. Em U, teremos (‘7‘1, 0) como singula-
ridade infinita, que é uma sela. Em Uy, teremos (0,0) e (*,0) como singula-
ridades finitas, onde (0,0) ¢ linearmente nula e (5*,0) ¢ sela. Dai segue que o

retrato de fase do campo vetorial é do tipo Ps;.

4. 4° caso: abdf #0ee=c=0

(a)

Se bf > 0 e a®> — 2bd > 0, teremos dois pontos singulares finitos:

\/2bf(—2db+a?) a\/bf(—2db+a?) \/2bf(—2db+a?)  ay/bf(—2db+a?) -
<_ aZ—2db  ° b(aZ—2db) € aZ—2db " blaZ_2db) que sao centros. Em

U, teremos (—&tv—2dbtas v_debJraz,()) e (— oty —2dbtas v_56”"*"12,0) que sdo selas. Em Us, teremos que (0, 0)
que é um né e (=etva-—2bd Vz‘j_%d, 0) e (—=atva—2bd V;j_%d, 0) que sdo selas. Dal, o retrato de fase do

campo vetorial é do tipo Pg.

Se bf < 0 e a? — 2bd > 0, teremos (0, 7@51”0) e (0, —7vggbf) como singularidades finitas,
—a++/ —b2db—0—a2 , 0) e (7 a++/ —gdb+a2 , 0)

que sdo nés. Em U;, teremos ( como singularidades

infinitas, que sdo ambas selas. Em Us, teremos trés singularidades infinitas: (0,0) que é um

. —atr/aT—2bd ataT—2bd ~ , - .
no, (%M,O) e (—%M,O) que sao selas. Dai os retratos de fase sao do tipo

7310.
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(c) Sebf <0ea?—2bd <0, teremos como singularidades finitas: (0, ¥ ggbf), (0, — Y=Ly que

3b
V/2bf(—2db+a?) ay/bf(—2db+a?) V/2bf(—2db+a?)  ay/bf(—2db+a?)
T a_2db 0 b(aZ_2db) € a2—2db " b(aZ_2db)

sao selas.

sao nos, <
Em U; néo temos singularidades infinitas. Em Us, teremos apenas (0, 0) como singularidade

infinita que é um noé. Portanto teremos que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo
Pl?.

(d) Se bf > 0 e a®? —2bd < 0, ndo teremos singularidades finitas. Nao temos singularidades
infinitas em U;. Em U, temos apenas (0,0) como singularidade infinita, que é um né. Daf o
retrato de fase é do tipo Pig.

(e) Se bf >0 e a?— 2bd = 0, teremos que fd > 0 e ndo teremos singularidades finitas . Em U
teremos (—2%, 0) como singularidade infinita, que é linearmente nula. Em Us teremos como
singulares infinitas (0,0), que é um né, e (—55,0) que é linearmente nulo. Assim o retrato
de fase é do tipo Pag.

(f) Se bf < 0 e a? —2bd = 0 entdo fd < 0 e portanto teremos duas singularidades finitas:
(0,—2+/=3fd) e (0, Z+/=3fd) que sdo ambas nés. Em U, teremos (—2%,0) como singula-
ridade infinita, que é linearmente nula. Em Uy teremos como singulares infinitos (0,0), que

é um no, e (—55,0) que é linearmente nula. Portanto o retrato de fase é do tipo Par.

5. 5° caso: abcf A0 ee=d=0.

(a) Sebf > 0, teremos como singularidades finitas (— (bt VPRabat]) Zebty e biiabay ),

<(Cb+ v c2(i722+2ba2f) ,— cot Czb2+2ba2f>. Aqui |eb| < /c?b? + 2ba? f e portanto ambos os pon-

ba
tos sao centros. Em U teremos que (—27“7 0) e (0,0) sdo singularidades infinitas, onde ambos
os pontos sdo selas. Em Us teremos (0, 0) e (— 5=, 0) como singularidades infinitas, onde (0, 0)

é um né e (—%, 0) é uma sela. Segue que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Py.

(b) Sebf < 0ec?b?+2ba®f > 0, entdo |cb| > \/c?b? + 2ba? f. Aqui teremos quatro pontos singu-
lares finitos: ( (—cbty/Ph2+2ba2f) —cbiy/c2b+2ba®f ) ((dMW) cb+/ PV 2ba?f )
T\ a? ’ ba ) a2 y e

que sao um centro e uma sela, respectivamente, e (0, ggbf) (0, —7vggl’f) que sao ambos nos.

Em U; teremos que (—%", 0) e (0,0) sdo singularidades infinitas, onde ambos os pontos sao
selas. Em Uy teremos (0,0) e (—%,0) como singularidades infinitas, onde (0,0) é um né e
(f%,()) é uma sela. Portanto o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a P11 ou

P12.
(c) Se bf < 0 e c?b? + 2ba®f < 0, teremos duas singularidades finitas (0, Egbf) (0, —~ ;’gbf)

que sdo ambos ndés. Em U teremos que (72{,0) e (0,0) sao singularidades infinitas, onde
b

— 50

0) é uma sela. Daf o retrato de fase do campo vetorial é do tipo

ambos os pontos sdo selas. Em Uy teremos (0,0) e ( 0) como singularidades infinitas,
onde (0,0) é um nd e (

P]_O.

_b
2a’

(d) Se ¢2b? + 2baf = 0, teremos como singularidades finitas (0, ‘g‘zc), (0, — \g’f), que s@o noés, e
( be c

22, —2) que ¢ nilpotente. Em U, teremos que (—27‘17 0) e (0,0) sdo singularidades infinitas,
onde ambos os pontos sdo selas. Em Us teremos (0,0) e (—,0) como singularidades infini-
tas, onde (0,0) é um né e (—=,0) é uma sela. Portanto o retrato de fase do campo vetorial

é do tipo P14.

6. 6° caso: cdf #0ea=c=e=0.
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(a)

Se bf < 0edf <0, entdao bd > 0. Segue que (0, %x/—6bf), (O,—%\/—be),
(—V;df, 0)e (——V;df, 0) sao singularidades finitas, onde os dois primeiros sao nés
e os dois ultimos sao selas. Além disso nao teremos singularidades infinitas
em Uy, pois teremos bd > 0. Em Us, temos apenas (0,0) como singularidade

infinita, que é um né. Dai o retrato de fase do campo vetorial é do tio Py7.

Sebf > 0 e df > 0 nao teremos singularidades finitas e teremos bd > 0. Assim
nao teremos singularidades infinitas em U;. Em U, teremos apenas (0,0) como
singularidade infinita, que é um né. Portanto o retrato de fase do campo

vetorial é do tipo Pig.

Se bf > 0 e df < 0, teremos db < 0 e apenas (—V;df,O) e (——V;df,O) como
singularidades finitas que sao centros. Portanto temos duas singularidades

infinitas em U;: (—V_bed,O) e (—¥=24 0) que sdo selas. Em Uy teremos trés

b
singularidades infinitas: (0,0), que é um né, (Y522) e (—¥322) que sdo selas.

Dai o retrato de fase do campo vetorial é Pj.

Se bf < 0edf >0, teremos apenas (0, %\/—6bf), (0, —%x/—be) como singu-
laridades finitas que sao nds. Além disso teremos db < 0 e portanto teremos

ﬁf_b% 0)e (—@, 0), que s@o selas. Em

U, teremos trés singularidades infinitas: (0,0) que é um né, (¥532) e (—¥522)

que sao selas. Dai o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Pyp.

duas singularidades infinitas em U : (

7. 7° Caso: bef #0a=d=e=0.

(a)

Se bf < 0, teremos trés singularidades finitas: (0, 3:4/=6bf), (0, —3;1/—6bf)
que sao nds, e (—%,O) que ¢é sela. Em U teremos (0,0) como singularidade
infinita, que é nilpotente. Em U, teremos (0,0) como singularidade infinita,
que é um no. Disso segue que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo
Poy.

Se bf > 0, teremos uma tunica singularidade finita: (0, —%\/—be), que é um
centro. Em U; teremos (0, 0) como singularidade infinita, que é nilpotente. Em
Us teremos (0,0) como singularidade infinita que é um né. Dai o retrato de

fase do campo vetorial é do tipo Pas.

8. 8 caso: adf #0eb=c=e=0.

(a)

Aqui nao teremos singularidades finitas. Em U; teremos uma unica singula-
ridade infinita, (—g, 0), que é uma sela. Em U, teremos duas singularidades
infinitas, (0,0), que ¢é linearmente nula, e (—%,0) que ¢ uma sela. Daf segue

que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Ps;

9. 9° caso: acf #0eb=d=e=0.
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(a) Aqui novamente nao teremos singularidades finitas. Em U teremos apenas
(0,0) como singularidade infinita que é uma sela. Em U, teremos apenas (0, 0)
como singularidade infinita, que é linearmente nula. Assim o retrato de fase

do campo vetorial é do tipo Ps;.
10. 10° caso: abf #0ed=c=e=0.

(a) Se bf < 0, teremos duas singularidades finitas: (0, —Vggbf) e (0, ——Vggbf), que
sao n6s. Em U; teremos duas singularidades infinitas: (0,0) e (—22,0) que sao
selas. Em Us teremos duas singularidades: (0,0) que é um né e (—32,0) que é

uma sela. Segue que o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Pip.

(b) Se bf > 0, teremos duas singularidades finitas (‘/ibif,—‘/%bif), (—*/ibif, ‘/ibif)

que sao ambos centros. Em U, teremos duas singularidades infinitas: (0,0) e

(—%‘1, 0), que sdo selas. Em U, teremos duas singularidades: (0,0) que é um

né e (—5—5, 0) que é uma sela. Portanto o retrato de fase do campo vetorial é

do tipo Py.
11. 11° caso: bf #0ea=c=d=e=0.

(a) Se bf < 0 teremos duas singularidades finitas: (0, —V;gbf) e (0, ——V_SZM), que
sao nés. Em U, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que é line-
armente nula. Em Uy, teremos apenas (0,0) como singularidade que é um né.

Dai o retrato de fase do campo vetorial é do tipo Poy.

(b) Se bf > 0, nao teremos singularidades finitas. Em U, teremos apenas (0,0)
como singularidade infinita, que é linearmente nula. Em s, teremos apenas
(0,0) como singularidade, que é um né. Dai o retrato de fase do campo vetorial
é equivalente a Pag.
12. 12° Caso: af #0eb=c=d=0

Nao teremos singularidades finitas. Em U, teremos apenas (0, 0) como singularidade
infinita, que é uma sela. Em Uy, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita,
que é linearmente nula. Disso segue que o retrato de fase do campo vetorial é do

JBlpO P31.

Observacgao 4.2.9.

Nao podemos ter a = b= e = 0, pois nesse caso P = 0;
Suponhamos agora f =0e e # 0

1. 1° caso: abede #0e f = 0.
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(a) Se a?(c*b* — dacbe + e*a* + 6e*db) > 0 e a* — 2bd # 0, teremos quatro pontos

singulares finitos:

A= (0,0),
_ 2e
B = (0,-%),
C=|- (260,27cab+\/a2(c2b274acbe+62a2+662db)) —cab+ea?+2deb+~/c2a?b? —4ca3betela®+6e2a2db
- (—2bd+a?)a ’ b(—2bd+a?) ’

_ 72ea2+cab+\/a2(c2b2 —4acbe+e?a?+6e2db) cab—ea®—2deb++/c2a?b? —4cadbetelai 1 6e2a2db
D = —
(—2bd+a?)a ’ b(—2bd+a?) :

Os pontos A e B sao noés.

4
|JX(C)| = E(odb T a?) (—26&2 + cab 4 \/a2(c2b? — 4dcabe + e2a? + 662db)> .
\a2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6e2db).
tr(C) =0.
|JX(D)| = m (Qea2 — cab + \/a2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6€2db)) .
Va2(c2b? — 4cabe + e2a? + 6e2db).
tr(D) = 0.

i. Se a? —2bd > 0, teremos a?(—3e?)(—2db + a*) < 0, de onde obtemos

Va2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6e2db) < | — 2ea® + cab).

Daf, se —2ea®+cab < 0, obteremos |J X (A)| < 0 e o ponto serd de sela. Se —2ea?+cab >

0, teremos |JX(A)| > 0 e o ponto serd centro.

ii. Se a? —2bd > 0, teremos a*(—3e?)(—2db + a?) < 0, de onde obtemos

Va2(c2b? — 4cabe + e2a? + 6e2db) < |2ea® — cab).

Daf se 2ea? — cab < 0, inferiremos que |JX(B)| < 0 e o ponto serd de sela. Se

2ea’® — cab > 0 teremos |JX (B)| > 0 e o ponto seré centro.

iii. Se a? — 2bd < 0, teremos a?(—3e?)(—2db + a?) > 0, de onde obtemos que

Va2(c2b? — 4cabe + €2a2 + 6e2db) > | — 2ea® + cab|.

Se —2ea? + cab > 0 ou —2ea? + cab < 0 teremos |JX (A)| < 0 e o ponto sera de sela.
iv. Se a? — 2bd < 0 teremos a?(—3e?)(—2db + a?) > 0 de onde obtemos que

V/a2(c2b? — 4cabe + e2a2 + 6¢2db) > |2ea® — cab).

Se 2ea? — cab > 0 ou 2ea? — cab < 0 teremos que |JX(B)| < 0 e o ponto serd de sela.
A compactificagdo para este campo vetorial, em Uy, tem como expressao

1
Z = (31, %) = ——(2c20 + dez1 20 + 2d 4 2az; + b2%, —2z5(ezy + a + bz1)).

A(z)
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. . . . . ~ — /a2 _— —a—+/a2—
Disso segue que as singularidades infinitas, em U, sdo (%%d, 0)e (%%d, 0),

se a® —2bd > 0. Se a® — 2bd < 0, ndo teremos singularidades infinitas em U/;. A matriz

Jacobiana em um ponto (p, q) tem como expressao

deq+2a+2bp 4fq+ 2c+ 4dep
—2bq —4deq — 2a — 2bp

Portanto

= —4(a* — 2db) < 0,

_ 2 _
JZ( a:i:\/Z 2bd)0>‘

de onde temos que ambos os pontos sao selas.

A compactificagdo para o campo X em Us é,

7 = ﬁ (—21(4ezg +2a21 + b+ 22129 + 2d2?), —22(221c29 + 6ezo + 2d23 + 4az + 3D)).
Assim, as singularidades infinitas, em Us, séo (0, 0), (%%7 ijdw, 0)e (%#7 V*dzdw, 0),

se a? —2bd > 0. Se a? — 2bd < 0, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, em

Us.
Calculando a matriz Jacobiana de Z no ponto (p, q), chega-se a
JZ(p.q) = 4eq — 4ap — b — 4pcq — 6dp? —p(4e + 2pc)
P a) = —q(2¢q + 4dp + 4a) —6fq% — 4pcq — 12eq — 2dp? — 4ap — 3b
Dai

e |JZ(0,0)| = 3b2 e tr(0,0) = —4b. Portanto o ponto (0,0) é um né estavel se b > 0
ou instavel se b < 0;
JZ(% ﬂHW»O)‘ 2(a272bd)(a\/g§72bd+bd7a2) e tr(l _a+\/—2db+7270) —0

= 2 d

o \JZ(%”_i \Wﬁ)‘ _ _2(a272bd)(a\/;z22472bd+a2fbd) e tr(% —a—\/—deb+a2,O) —0.

Note que se a® — 2bd > 0 também teremos a® — bd > 0. Disso segue que av/a? — 2bd <
a? — bd e, portanto, ‘JZ(%_‘Hi V_dZdW, 0)| < 0. Dessa forma o ponto é do tipo sela.
Verifica-se que se a? — 2bd > 0 entdo av/a? — 2bd < |a|va® —2bd < a® —bd e 0 <
av/a® — 2bd + a® — bd. Portanto — 2 (a? — 2bd)(av/a? — 2bd + a® — bd) < 0. Disso segue
que o ponto ¢ sela.

Entao os possiveis retratos de fase, para este campo vetorial, podem ser:

A. Se c?a?b? — 4ca’be + e?a* + 6e2a?db > 0 e a? — 2bd > 0, teremos um ponto de
sela, um centro e dois nés como singularidades finitas. J4 no infinito teremos dois
pontos singulares de sela, em U;. Em U, temos trés pontos singulares infinitos
onde um é né e os outros dois sao pontos de sela. Assim o retrato de fase do campo

vetorial é equivalente ao Py1 ou Pis.

B. Se a? — 2bd < 0, teremos dois pontos do tipo sela e dois nés. Aqui ndo temos sin-
gularidades infinitas em U, e em Us, teremos apenas (0,0) que é um né. Portanto

o retrato de fase para este campo vetorial é equivalente ao retrato Py7.

C. Se c?a®b? — 4ca’be + e?a* + 6e%a®db < 0 e a? — 2bd > 0 teremos apenas dois pontos
singulares finitos, que serao nds. Ja no infinito teremos dois pontos singulares de
sela em U;. Em Us, temos trés pontos singulares infinitos onde um é né e os outros
dois sdo pontos de sela. Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente ao
P1o-

D. Se a? — 2bd < 0 teremos quatro pontos singulares finitos, onde dois sdo nés e dois

sao selas-nés. Aqui nao temos singularidades infinitas em U;, e em Us, teremos



CAPITULO 4. ESTUDO DOS RETRATOS DE FASE 83

apenas (0,0) que é um nd. Daf o retrato de fase do campo vetorial no disco de
Poincaré serd equivalente a Py7.

E. Se a? — 2bd = 0, teremos trés singularidades finitas, onde uma serd sela. as ou-
tras duas serdo nés. Em U, teremos apenas uma singularidade finita que serd
nilpotente. J& em Us, teremos duas singularidades onde uma serd um né e a outra
nilpotente. Dai o retrato de fase do campo vetorial, no disco de Poincaré, serd do
tipO P24.

2. 2° caso: bede #0ea= f=0.

(a) Se ¢®b? + 6e2db > 0, teremos quatro pontos singulares finitos: (0,0), ( ,—2—;),

que $80 168, (55(—cb + V/c2b? + 6e2db), — <) e (—55(cb + Vc2b? + 6e2db), —£).

1. Se bd > 0 teremos

1 e
s 212 2 _ ¢
(de( cb + Vv c2b? + 6e2db), b)
e
(= (cb+ VT + 6c2db), — &)
2bd b
sdo selas.

Em U, néo teremos singularidades infinitas. Em Uy, teremos apenas (0, 0)
como singularidade infinita, que é um né. Segue que o retrato de fase do

campo vetorial é do tipo Pi7.
ii. Se bd < 0, teremos |cb| > v/¢2b? + 6e2db e portanto

1 e
(= 2},2 24p). — =
(2bd( cb + v c2b? + 6e2db), b)

1 e
o 2},2 24p). — =
( 2bd(cb—|— c2b? 4 6e2db), b)’

que serao uma sela e um centro, respectivamente. Em U; teremos duas
singularidades inﬁnitas:(@, 0), que serao selas. Em U, teremos trés
singularidades infinitas: (0,0) que é um no, (i@) que sao selas. Segue

que o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a P11 ou Pio.
(b) Se c*b? 4 6e*db < 0, teremos apenas (0,0) e (0,—2%) como singularidades
finitas, que sao nés. Em U; teremos duas singularidades inﬁnitas:(iT‘/de, 0),
que serao selas. Em Us, teremos trés singularidades infinitas: (0,0) que é um

no, (j:—vgfldb) que sao selas. Segue que o retrato de fase do campo vetorial é do

tipO 7)10.
(c) Se c®b? + 6e2db = 0, teremos trés singularidades finitas: (0,0), (0, —276) que sao
nos, e (%, —%) que é nilpotente. Em U, teremos (:I:\:,)/—Ec, 0) como singulari-

dades infinitas, que sdo ambas selas. Em U,, teremos (0,0) que é um no, e
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(:l:\/_ ¢,0) que sao selas. Disso segue que o retrato de fase do campo vetorial é

equivalente ao retrato Piy.

3. 3° Caso: acde #0e b= f =0.

Teremos (0,0) e (=<, ©5%) como singularidades finitas, onde a primeira é um né e a

a

segunda uma sela. Em U, (—g, 0) como singularidade finita, que é uma sela. Em Us

teremos (0,0) e (—5,0) como singularidades finitas, onde o primeira ¢ linearmente

nula e a segunda é uma sela. Segue que o retrato de fase do campo vetorial é do

tipO 7)30.

4. 4° caso: abde #0ec= f=0.

(a)

Se bd > 0 e a? — 2bd > 0 teremos quatro singularidades finitas:

B B 0 [ e(20+1/a?(@®+6bd))  e(a?-+2bd+/aTT6ba%d)
A= (0.0, B=(0,-%), € = (- LCEn) s
e<—2a2+ a2(a2+6bd)> 73(—a272bd+\/a4+6ba2d)
D= (—2bd+a?)a J b(—2bd+a?) :

Os pontos A e B s&o nds, C' é um centro e D é sela. Em U; teremos duas singularidades
infinitas (—2tv-2bdta” v_b%”“”ﬂ,()) e (—atv—2bdta” v_gb"l"'az,O), que sdo ambas selas. Em Uy, teremos (0,0)
que é um no, (—etve—2db W’,O) e (—atva —2db ngfzdb, 0) que sdo ambos selas. Entao o retrato de

fase do campo vetorial é equivalente a P11 ou Pys.

Se bd > 0 e a® — 2bd < 0, teremos que C e D sdo selas. Os pontos A e B sdo nés. Nio
teremos singularidades infinitas em U;. Em U, teremos apenas (0,0) como singularidade

infinita, que é um né. Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a Py7.

Se bd < 0, teremos a? — 2bd > 0. Se além disso tivermos a? + 6bd > 0, teremos A, B,C, D
como singularidades finitas, onde A e B sao nés, C' é centro e D é sela. Em U, teremos duas
singularidades infinitas (=atv=2bd+a” V*bzb‘”“z, 0) e (—‘”7”51””‘12, 0) que s@o ambos selas. Em Us,
teremos (0,0) que é um né, (—etve-——=2db W’,O) e (—”7%_2‘”’,0) que sao ambas selas. Entao

o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a P11 ou Pia.

Se a®—2bd = 0, teremos trés singularidades finitas: (0,0),(0, =%<) que sdo nés, e (— 3¢, —9¢)
que é sela. Em U, teremos apenas (—%,O) como singularidade infinita, que é nilpotente.
Em Uy, teremos duas singularidades infinitas: (0,0) que é um né e (—34,0) que é nilpotente.

Disso segue que o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a Poy.

5. 5° Caso: abce #0d = f =0.

(a)

Observe que (cb — 2ea)? > c*b? — 4bace + e*a? e se c*b* — 4bace + e*a* > 0,
teremos | — 2ea + cb| > v/c2b? — dbace + e2a®. Dai podemos afirmar que
(_ 2ea—cb+V/c2b2—4bacete?a?  —cbteat/c2b2—4bace+e2a? )

a? ’ ba

e
( —2ea+cb+vc2b2—4bacete?a?  cb—ea+/c2b2—4bace+te?a? )
a2 )

sao singularidades finitas um centro e uma sela, respectibamente. Também
temos como singularidades finitas (0, 0) e (0, —Qf), que sao nos. Em U, teremos

(0,0) e (’TQ“,O) como singularidades finitas, que sao selas. Em Us, teremos
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duas singularidades infinitas: (0,0) que é um né, e (—%, 0) que é sela. Assim

o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a P11 ou Pio
(b) Se ¢?b* — 4bace + €*a® < 0, temos como singularidades finitas (0,0) e (0, —2¢),
que sdo nés. Em U, teremos (0,0) e (_72“, 0) como singularidades finitas, que

sao selas. Em U, teremos duas singularidades infinitas: (0,0), que é um né, e

(—%, 0), que é sela. Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a

PIO'

(c) Se ¢®b? — dbace + €*a® = 0 teremos trés singularidades finitas: (0,0), (0, —2%)

b
e (62\/3(;,2“/5), 6(71:‘@)5 que é nilpotente. Em U; teremos duas
—2¢(24+/3)

singularidades infinitas: (0,0) e (———->,0) que sao selas. Em U, teremos

que sao nos

(0,0) que é um né, e (—5 (2 — V/3),0) que é uma sela. Segue que o retrato de
fase do campo vetorial no disco de Poincaré é equivalente a P14.
6. 6° caso:a=b= f=0e cde #0.

Teremos apenas (0,0) como singularidade finita, que é um né. Nao temos singula-
ridades infinitas em U;. Em Us, teremos apenas (0,0) como singularidade infinita,

que € linearmente nula. Assim o campo vetorial é do tipo Pas.

7. 7% caso: a=c= f=0ebde #0.

(a) Se bd > 0 teremos como singularidades finitas (0,0) , (0, —2¢) que sdo nés, e
(ib—‘/flee, —%) que sao selas. Em U}, nao temos singularidades infinitas. Em U,

teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que é um né. Segue que o

retrato de fase do campo vetorial no disco de Poincaré é equivalente ao Poy.

(b) Se bd < 0, teremos apenas (0,0) , (0, —2¢) como singularidades finitas, que sao

nés. Em U, teremos duas singularidades infinitas (i—vg%d, 0), que s@o selas.

Em U, teremos (0,0) que é um nd, (i—VQ’deb,O) que sao selas. Segue que o

retrato de fase do campo vetorial é equivalente a P;y.

8. 8 Caso: a=d=f =0e cbe #0.

Teremos (0,0) , ( ,—Zf) que sao nos, e (g—i;, —%), que é sela. Em U, temos apenas
(0,0) como singularidade infinita, que ¢é nilpotente. Em Us, teremos apenas (0,0)
como singularidade infinita, que é um né. Segue que o retrato de fase do capo

vetorial é equivalente a Poy.

9. 9° caso: b=c= f =0 e ade # 0.

Teremos duas singularidades finitas (0,0) que é um né, e (=%, —Z—S), que € sela. Em
d

Ui, teremos (—%,0) como singularidade infinita, que é uma sela. Em Uy, teremos
(0,0) que é linearmente nulo, e (—%,0) que ¢ uma sela, como singularidades infinitas.

Assim o retrato de fase no disco de Poincaré é equivalente a Psg.

e2v/3(24+V3 e(1+v3
5011( f(cb+f)7_(:f))
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10.

11.

12.

13.

14.

10° caso: b=d = f =0 e ace # 0.

Teremos como singularidades (0,0), que é um né, e (—<, ) que é uma sela. Em U,
a’ a

teremos apenas (0,0) como singularidade infinita, que é uma sela. Em Uy, teremos

apenas (0,0) como singularidade infinita, que é linearmente nula. Dai teremos que

o retrato de fase do campo vetorial é equivalente Ps.

11° caso: c=d = f =0 e abe # 0.

Teremos como singularidades (0,0) e (0, —2¢) que sdo nds, e (—<,0) que ¢ sela e

(=3¢, 2¢) que é centro. Em U, teremos duas singularidades infinitas: (0,0) e (—22)
que sdo ambas selas. Em Us, teremos (0,0) que é um né, e (—2,0) que é uma sela.
Aqui temos como curvas invariantes x = 0, y = 0, by 4+ 2ax + 2e = 0. Disso segue

que o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a P;s.

12° caso: a=b=c=f=0ede#0.

Teremos apenas (0, 0), como singularidade finita, que é um né. Como curvas invari-
antes, temos x = 0, ey +dx? = 0 que sdo uma reta e uma pardbola, respectivamente.
Nao temos singularidades infinitas em U;. Em Uy, teremos apenas (0,0) como sin-
gularidade finita, que é linearmente nulo. Assim obtemos que o retrato de fase do

campo vetorial é equivalente a Pog.

13° caso: a=c=d=f =0e be #0.

Teremos (0,0) e (0, _TQG) que sao nos, como singularidades finitas. Em U, teremos
(0,0) como singularidade infinita, que é linearmente nulo. Em Us, teremos (0,0)
como singularidade infinita, que é um né. Temos asretas z =0, y =0 e 2e+by =0

como curvas invariantes do sistema. Assim o retrato de fase é do tipo Poy.

14° caso: b=c=d=f =0e ae #0.

Teremos (0,0), que é um nd, e (—<,0), que é uma sela, como singularidades finitas.
Em Uy, teremos apenas (0,0) como singularidade infinitas, que é uma sela. Em Us,
teremos (0,0) como singularidade infinita, que é linearmente nulo. Como curvas
invariantes teremos x = 0, y = 0 e e + ax = 0 como curvas invariantes do sistema.

Assim o retrato de fase do campo vetorial é equivalente a Por.
Observacao 4.2.10.

Aqui nao podemos tera =b=d = f =0, pois o campo seria linear;



Conclusao

Com a classificacao dos campos vetoriais quadraticos nao homogéneos com integral
primeira racional de grau tres descritos acima, obtivemos o comportamento global
destes campos vetoriais, que podem se apresentar de trinta e uma maneiras distintas,

dependendo das singularidades.

Assim, sempre que houver a necessidade de estudar um campo vetorial quadratico
nao homogéneo com integral primeira de grau 3, basta observar a qual forma padrao
ele se corresponde e em seguida a qual retrato de fase no disco de Poincaré. Com isso
temos a possibilidade da fazer uma analise simplificada das suas trajetorias globais,
prevendo comportamentos em determinadas regioes do plano muito distantes da

origem.
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Apeéendice A

Revisao sobre a Classificacao das

Conicas

Aqui foi inserido um breve resumo sobre a classificagao das conicas com o intuito de
facilitar a determinacao de qual curva é invariante nos campos vetoriais e assim facilitar
a determinacao dos retratos de fase.

Considere a equacao ¢(z,y) = ax®+2bxy+cy*+2dz+2ey+f = 0, onde a, b, ¢, d, f € R.

Escrevendo ¢ sob a forma matricial, obteremos

a b d x
[x Y 1} b ¢ el.
d e f 1
a b d
Assim, da matriz simétrica M = |[b ¢ e| associada, definimos D = det(M), t =
d e f

a + c e os cofatores Dy = cf — €%, Dy = af — d? e D33 = ac — b?. Com isso temos a

seguinte classificacao para as conicas

Condigao 1 | Condigao 2 | Condicao 3 Conica
D33 >0 D #0 t.D >0 Conjunto vazio
D33 >0 D #0 t.D <0 Elipse
D33 <0 D #0 Hipérbole
D33 >0 D=0 Um ponto
D33 <0 D=0 2 retas concorrentes
D33 =0 D #0 Parabola
D33 =0 D=0 D11+ Dy =0 Uma reta
D33 =0 D=0 D1+ Doy >0 Conjunto vazio
D33 =0 D=0 D14+ Doy <0 2 retas paralelas

temos o resultado.
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Apeéendice B

Campos vetoriais no disco de

Poincaré: construcao

Nosso objetivo nesta secao é descrever sobre a esfera de Poincaré o comportamento
dos campos vetoriais Hamiltonianos no “infinito”, para o caso bidimensional, observando
onde as singularidades estao presentes.

Tendo em vista a construgao feita anteriormente, teremos que para um campo X =

(P, P,), as expressoes em coordenadas locais serao,

e Em U
2z 1 = 1 z I =
Pl —,— PBl— =), —2P | —, —
A(Z)ml( . 1(22’22>jL 2(22732)’ = 1(22 Z2>)
L] EmL{Q
zy" 21 1 z1 1 21 1
-2 P | =, — PBl—= —),—2P|—, —
A(z) 1( o 1(»’52"’52>+ 2(22’22)7 = 1(22 22))
[ EHIZ/{3
E(P(z1,2) P, 2)
A(Z)m_l 1 1,#22) 142 1, <2 .

Exemplo B.0.1. Considere a funcao polinomial racional

4y -1
H =
e suas derivadas parciais H, = 3?;2(3_’5521 ) ¢ H, = %Z;i“{?g Portanto o campo vetorial
Hamiltoniano correspondente é
i = 4y — 223y (B.1)
g =—32%(y* + 1) '
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Disso seque que a a compactificacao de Poincaré para o campo B.1 €

Figura B.2
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Dada a fungao racional H(z,y) = _aztbytc

= At Byt O temos que

H, = (aB — Ab)y + aC — Ac (BA)

H, = (bA — Ba)x 4+ bC — Be. '
Portanto o campo vetorial Hamiltoniano associado é

a:: = (Ab — Ba)x + bC' — Bc (B.5)

y = (Ab — Ba)y — aC + Ac.

Assim as 6rbitas deste campo que passam pelo ponto z(0) = d, y(0) = p sdo dados por

x(t) = (zdbAt+dBa—bC+Be) ,(Ab—Ba)t 4 bC—Bc
 AemaCapab) (b Zona (B.6)
— Ac—ab—pab+p —Ba)t aC—Ac .
y(t) = S gty P e A Bt e

as quais sao semirretas passando pelo ponto (d,p), d,p € R. Observe que as érbitas

“nascem”ou “morrem”’no ponto (%g:ij, ‘ﬁ_’fg) dependendo do sinal de Ab — Ba.

Determinando a expressao para este campo em coordenadas locais, obteremos que

o Em Uy = {(y1,v2,y3) € S?*|yn > 0}

% = z9|Ac — aC — z(bC — Bc)] (B.7)
2y = —(Ab — Ba)zy — (bC' — Bc)z3. .
o Em Uy = {(y1,92,y3) € S*|y2 > 0}
% = 29(bC — Be) + (aC' — Ac)z1 22 (B.8)
29 = —(Ab — Ba)zy + (aC — Ac)23. .
Dai segue que todos os pontos do equador sao pontos criticos.
Exemplo B.0.2. Tomando
a=1b=2,c=3 (B.9)
A=4,B=1,C=1, '

teremos que o campo Hamiltoniano correspondente tem coordenadas

t="Tr—1 (B.10)
=Ty + 11, '

cuja solugcao é

{ z(t) = (7d—1%e7t+1 (B.11)
_ (1147p)e™t—11 :
y(t) = —H—
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sendo (d,p) a posi¢do no instante t = 0. Logo seu retrato de fase fica completamente
determinado.

|
i
4
Iy
|
A
|
;13
3
b
A
\ |

Figura B.3

Determinemos agora seu retrato de fase na esfera de Poincaré

e Fm Lﬁ
21 = 1129 + 2129 (B.12)
Zy = —Tzy + 2. '
o I'm Z/{Q
21 = —Z29 — 112122 (B 13)
By = —Tzg — 1122 '

Com isso todo ponto sobre o equador da esfera € ponto critico. Logo sua compactifica¢ao
fica completamente determinada.

Figura B.4

Assim o retrato de fase para o campo representado pela equacao B.5 é andlogo ao da

figura B.4, variando apenas a localizagao do ponto onde “nascem”ou “morrem”as érbitas.
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