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Resumo

Neste trabalho estudamos Grupos Abelianos finitos, onde enunciamos e provamos o Teorema
fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados, bem como determinamos uma caracter-
izacao dos automorfismos de um p-grupo, além disso, exibimos um algoritmo que determina a
contagem do nimero de automorfismos desses p-grupos. Por fim, mostramos os automorfismos
do grupo nao-Abeliano Diedral .

Palavras chave- Grupos Abelianos finitos, Endomorfismos, Classificacao de Automorfis-

mos e Grupo Diedral.



Abstract

In this paper we study finite Abelian groups, where state and prove the fundamental theorem
of finitely generated abelian groups, as well as determine a characterization of automorphisms
of a p-group, moreover, we exhibit an algorithm that determines the count of the number of
automorphisms of p-groups. Finally, we show the automorphisms of the non-Abelian dihedral
group.

Key words- Finite Abelian groups, endomorphisms, automorphisms and classification of

dihedral group.
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Notacao

e [, - Corpo finito com p elementos onde p ¢ um nimero primo;
e GG - Grupo;

e 1, 15 - Elemento identidade do grupo G}

e End (G) - Conjunto dos endomorfismos do grupo G;

e Aut (G) - Conjunto dos automorfismos do grupo G;

e Inn (G) - Conjunto dos automorfismos internos do gupo G;
e Z, - Anél dos inteiros médulo n;

e [| - Indica referéncia;

e (S) - Subgrupo gerado por S;

e |G| - Ordem do grupo G;

e ~ - [somorfismo;

° #ZZ - Conjunto das classes de equivaléncia de Z médulo n;
e H x K - Produto direto de H por K;

e H x K - Produto semidireto de H por K;

e H < (G - H é Subgrupo de G

e H <G - H é Subgrupo Normal de G}

° % - Grupo quociente de G por um subgrupo normal H;

e det (A) - Determinante da matriz A;

e Gl; (A) - Grupo das matrizes invertiveis;

e D, - Grupo diedral de ordem 2n.
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Introducao

Historico

Em entrevista a Revista Matemdtica Universitdria [4], o matematico Walter Feit, afirma
que o inicio da Teoria dos Grupos se deu com a descoberta da irressolubilidade das equacoes
de quinto grau por radicais feita por Galois. Nessa teoria um dos problemas mais dificeis que
se apresenta ¢ sem divida o da classificagao dos grupos finitos. Apenas para dar uma ideia da
extrema dificuldade, podemos informar que existem 14 tipos distintos de grupos de ordem 16
sendo 5 abelianos (apenas 1 ciclico) e 9 ndo abelianos.

Um dos teoremas que levou a classificagao dos grupos simples finitos foi o teorema da ordem
fmpar que afirma “Qualquer grupo de ordem fmpar ¢é solivel,” trata-se de um enunciado breve
e simples cuja prova, obtida em 1962 por Walter Feit e John Thompson, ocupou 255 paginas
do Pacific Journal of Mathematic. As técnicas introduzidas ao longo da prova foram a base
de muitos dos desenvolvimentos posteriores na teoria dos grupos finitos. O teorema da ordem
fmpar é um elemento crucial em todas as demonstracoes dos teoremas da classificacao dos
grupos simples.

Em 1981, depois de muitos anos de trabalho, foi completada, pelo matemédtico Gorenstein,
a classificacao dos grupos simples que sao “as particulas elementares” da teoria dos grupos
finitos.

A primeira caracterizagdo dos automorfismos de um grupo G foi tratada no artigo “The
group of classes of congruent matrices with application to the group isomorphisms of any
abelian group” de Ranum em 1907. Além deste, hd poucas exposi¢oes. Nosso objetivo com
este trabalho é contribuir com um tratamento acessivel e moderno a essa caracterizacao no caso

de grupos finitos.
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Descricao do trabalho

Esta dissertacao é constituida de trés capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos bésicos relativos a Teoria dos Grupos, pois esses
conceitos permeiam a maioria dos resultudaos abordados bem como enunciamos e provamos o
teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados e exibimos um exemplo.

No Capitulo 2, fazemos uma caracterizagao dos endomorfismos do grupo H, mostrando
o isomorfismo entre End (H,) e o conjunto de matrizes R,, mostramos um algoritmo e uma
férmula explicita para a determinagao do nimero de automorfismos de H, e exibimos um
exemplo.

Finalmente, no Capitulo 3, fazemos a classificacao dos automorfismos do grupo nao abeliano

Diedral como forma de comparar com a classificagao dos automorfismos dos grupos abelianos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo o leitor encontrara alguns resultados basicos necessarios para a compreenssao
da abordagem que serd feita. Apresentaremos as definicoes de Grupos, Subgrupos, Homomor-
fismos, Endomorfismos e Automorfismos de grupos e algumas propriedades relevantes destes
e as conexoes existentes entre eles, bem como a definicao de produto direto e o Teorema fun-

damental para grupos abelianos finitos. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar

5].

1.1 Grupos

Um conjunto G munido de uma operagao bindria

x: GxG — G
(a,b) +— ax*b

é um grupo se os axiomas seguintes sao satisfeitos:

1. Associatividade,

ax(bxc)=(axb)xc, YV a,bceQ.

2. Existe 1 € GG tal que
axl=1%xa=a, Vaed.

3. Para cada a € G, existe b € GG tal que

axb=bxa=1,



em que b serd denotado por a~! ou —a, dependendo da operacao bindria * ser comutativa

ou nao.

Assim, um grupo é um par (G, *), onde G é um conjunto e * é uma operagao binéria sobre G.
Na maioria das vezes, diremos simplesmente “o grupo G,” sem mencionar qual é a operacao

bindria que estd sendo considerada.
4. Se em um grupo GG o axioma
axb=bxa, V¥V a,beqG,
é verificado, diremos que G é um grupo abeliano ou um grupo comutativo.

Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Diremos que H é um subgrupo

de GG, em sfmbolos H < (G, quando H munido com a operacao bindria induzida por G for um

grupo.

Sejam A e B subconjuntos de GG. Definimos
AB={ab:acAebeB} e At ={a"':ae A}
Entao é facil verificar que
A(BC)=(AB)C, ¥V A,B,C CG.

Proposigao 1.1 (Critério de Subgrupo) Sejam G um grupo e H um subconjunto ndao vazio

de G. Entao H é um subgrupo de G se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. 1¢ € H, com 1g o elemento identidade de G.
2. Sea,b € H, entio ab € H (isto é, HH C H). (fechamento)
3. Sea € H, entio a™' € H (isto ¢, H* C H). (ewisténcia de inverso)

Sejam G um grupo, S um subconjunto de G' e F a familia de todos os subgrupos de G
contendo S, isto é,

F={K<G:SCK}

Como G € F temos que F # (. Seja

H=)K.

KeF
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Entao H é um subgrupo de G ¢ S C H. Note que se L é qualquer subgrupo de G tal que
S CL,entao L € F e H C L. Portanto, H é o menor subgrupo de GG contendo S. O subgrupo

H é chamado o subgrupo de G gerado por S e seré denotado por
H={(S).

Proposicao 1.2 Sejam G um grupo e S um subconjunto nao vazio qualquer de G. Entdao o

subgrupo gerado por S é:
(S) ={ajas---a,:n €N, a; € SUS '}

Em particular, se S = {a}, entao (S) = (a) = {a" : n € Z}. De fato,

(a) = {ab*---a":neN, g, €{a} e t; € {-1,1}}
= {atlu-at":nENetie{—lal}}
_ {CLZ?:M' nmneNet € {_171}}

= {ad":meZ}.

Seja G um grupo. Diremos que G é grupo ciclico se existir a € G tal que G = (a)

1.2 Homomorfismos de Grupos
Sejam G e H grupos. Uma fungao o : G — H é um homomorfismo de grupos se
o(ab) = o(a)o(b), ¥V a,b e G.

Intuitivamente, um homomorfismo de grupos ¢ de G em H é uma funcdo que preserva as

operagoes dos grupos. O conjunto de todos os homomorfismos de G em H serd denotado por
Hom (G, H) = {0 : G — H : 0 ¢ um homomorfismo de grupos}.

Note que o conjunto Hom (G, H) é sempre nao vazio, pois ele contém o homomorfismo o :
G — H definido por o(a) = 1y, para todo a € G, chamado de homomorfismo trivial.
Seja 0 : G — H um homomorfismo de grupos. Diremos que ¢ é um monomorfismo (uma

imersao) se o € injetora e que o &€ um epimorfismo (uma submersdo) se o é sobrejetora. Diremos



que o é um isomorfismo se o é bijetora. Quando existir um isomorfismo entre GG e H, diremos
que G e H sao isomorfos e serd denotado por G ~ H. Intuitivamente, um isomorfismo o de G
sobre H é uma regra que consiste em renomear os elementos de G, isto é, o nome do elemento
sendo o(a) ao invés de a € G.

Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo de grupos o : G — G. O conjunto

de todos os endomorfismos de G serd denotado por
End (G) = {o : G — G : ¢ ¢ um homomorfismo de grupos}.

Note que o conjunto End (G) contém o homomorfismo [ : G — G definido por I(a) = a, para
todo a € G, chamado de endomorfismo identidade.
Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo o : G — G. O conjunto de todos os

automorfismo de G serd denotado por
Aut (G) = {0 : G — G : 0 & um isomorfismo de grupos}.
Proposigao 1.3 Sejam G e H grupos. Entao:

1. O congunto Aut (G) munido com a opera¢ao usual de composi¢ao de fungoes é um subgrupo

do grupo de permutacoes P (G). Em particular, Aut (G) = End (G) N P (G).
2. Se 0 € Hom (G, H), entdo o(1g) = 1g eo(a™') = o(a)™?, para todo a € G.
Observagao 1.4 Seja G = (S), com
S={a:a,€G eiel}.

Entao para cada o € End (G) o valor de o (a) para qualquer a € G é completamente determinado

por o(a;), para todo i € I. Em particular, G = (o(S)), para todo o € Aut (G).

Proposicao 1.5 Sejam G um grupo qualquer, a € G fixado e k, : G — G a funcao definida

como kq(z) = axa™, para todo v € G. Entdo:

1. ko € Aut (G) e chama-se automorfismo interno de G e os automorfismos o de Aut (G),

com o # kg, $Go chamados de automorfismos externos de G.

2. Se
Inn (G) = {k, € Aut (G) : a € G},

4



entdo Inn (G) é um subgrupo de Aut (G). Em particular,
cokgoo telnn(G), V o€ Aut(G).
Portanto, Inn (G) é um subgrupo normal de Aut (G).
Seja 0 : G — H um homomorfismo de grupos. A imagem de o é o conjunto

Imo = {he€e H:h=o0(a), para algum a € G}
= {o(a):a € G} =0(G).

O nicleo de o é o conjunto
kero ={a € G:0(a) =1y} =o' (1y).
Se L é um subconjunto de H, entdo a imagem inversa (ou pullback) de L é o conjunto
o (L)={a€G:0(a) € L}.
Proposicao 1.6 Sejam G, H grupos e o € Hom (G, H). Entao:
1. Imo é um subgrupo de H.

2. kero é um subgrupo de G. Além disso, aNa=! C N, para todo a € G, com N = kero.

Portanto ker o é um subgrupo normal de G.
3. Para quaisquer a,b € G, o(a) = o(b) se, e somente se, a™'b € kero.
4. o é um monomorfismo se, e somente se, kero = {1g}.

5. 0 é um epimorfismo se, e somente se, Imo = H. Neste caso, diremos que H é a imagem

homomorfica de G.

1

6. o é um isomorfismo se, e somente se, existir o~ € Hom (H,G) tal que c=to0o = Ig e

goo~t =1y se, e somente se, kero = {1g} e Imo = H.

Proposicao 1.7 Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n. Para um k € 7 fizado, conside-

remos o endomorfismo oy, : G — G definido por oy (a) = a*.

1. o = oy se, € somente se, m =k (modn).



2. Se 0 € End (G), entdo existe um tnico k € {0,1,...,n — 1} tal que o = o.
3. Se d = mdc(m,n), entdo ker o, = keroy e Imo,, = Imoy.
4. o € Aut (G) se, e somente se, mdc(n, k) = 1.
5. Seo € Aut(Q), entdo o = oy, para algum k € {0,1,...,n—1} tal que com mde(n, k) = 1.
6. A funcio ¢ : U(Z,) — Aut(G) definida como o(k) = o}, é um isomorfismo, em que
U(Zy) = {k € Z, : mdc(n, k) = 1}.
Neste caso, Aut(G) é um grupo ciclico de ordem ¢(n).
Prova. Vamos provar apenas o item (4). Suponhamos que o, € Aut (G). Entao
n=la| = |ox(a)| = |a*|.
Seja d = mdc(n, k). Entao
(ak)% = (a”)g = e = e = n divide g =d=1.

Logo, mdc(n, k) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que mdc(n, k) = 1, entao existem r, s € Z tais que
rn+ sk = 1.

Assim,

b=>b' =bmtk = (b)) ¥V beG.

Logo,

bekero, = opb)=e=b"=c=b= () =e' =e¢,

isto &, oy, é injetora. Dado b € G, existe ¢ = b* € G tal que ox(c) = b, isto &, oy € sobrejetora.

E claro que o5 ¢ um homomorfismo de grupos. [ |

Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Diremos que N é um subgrupo normal (ou

subgrupo invariante) em G, em simbolos N < G, se
aha™* €N, Ya€G e heN,

ou, equivalentemente,

Ko(N) C N, ¥V k4 € Inn(G).



Proposigao 1.8 Seja G um grupo. Entao:

1. N

Qo

um subgrupo normal em G se, e somente se aN = Na, para todo a € G.

2. N ¢é um subgrupo normal em G se, e somente se aNa~' = N, para todo a € G.

[N

3. Se N e K sao subgrupos normais em G, entao N N K é um subgrupo normal em G.

4. Se N é um subgrupo normal em G e K é um subgrupo de G, entao N N K é um subgrupo

normal em K.
5. Se N e K sao subgrupos normais em G, entao NK é um subgrupo normal em G.

6. Se N e K sao subgrupos normais em G, com N N K = {e}, entdo hk = kh, para todo
heNekeK.

munido com a operagao

zlQ

Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Entao
bindria
(aN) x (bN) = abN, V a,b € G,

é um grupo, chamado de grupo quociente ou grupo fator de G por N.
Observagao 1.9 Qualquer subgrupo normal é nicleo de um homomorfismo.

Teorema 1.10 (Primeiro Teorema de Isomorfismo) Seja ¢ : G — K um homomorfismo

de grupos. Entao

~ [m .
ker ¢ ny

Em particular, se G é grupo finito, entdo |G| = |ker ¢||Im ¢|. Neste caso, |ker | divide |G| e
IIm | divide |G]|.

Proposicao 1.11 Sejam G e H grupos isomorfos. Entao Aut (G) e Aut (H) sdo grupos iso-

morfos.

Prova. Seja 0 : G — H qualquer isomorfismo de grupos. Entao a fungao f : Aut (G) —

Aut (H) definida como f(o) =6 oo o6 é claramente um isomorfismo, confira diagrama:

o G
g,

01 16

H Qoogoh? H

Portanto, Aut (G) e Aut (H) sao grupos isomorfos. [ |
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1.3 Produto Direto

Sejam Gy, Ga,..., Gy grupos. O produto direto (externo) dos grupos Gy, Ga,..., G, é 0
conjunto
Gi X Ga X+ X G ={(91,92,- -, 9n) : gi € Gi}
munido da operacao bindria
(91,92, -+, gn) * (h1,hoy o he) = (g1 %1 By G2 %2 hay oy G 0 i)
com (1g,,...,1g,) o elemento identidade e (gl_l, ..., 9x") € o inverso do elemento (g1, ..., gn).
Proposicao 1.12 Sejam Gy, G, ..., G, grupos e
¢=1]¢:
i=1
1. A funcao \; : G; — G definida como
)‘Z(gl) = (1G17 s iy ey 1Gn)
¢ um homomorfismo de grupos injetor. Neste caso,
Gi ~ Gz = /\1<Gz) = {1@1} X+ X {]‘Gi—l} X Gz X {1Gi+1} X+ X {]‘Gn}
Em particular, se identificamos G; com @i, entao G; é um subgrupo normal em G e
G
E:Gl XX Gy X Gigg X oo X Gy
2. A funcao m; : G — G; definida como
T (gla"'vgn) = 3Gi
¢ um homomorfismo de grupos sobrejetor. Neste caso,
kerm; = 7, '(1g,) =G x - x Gy x {1g,} x Gig1 X -+ x G,
~ Gl XKoo XGi—l XG,‘_H X e XGn.
3. Sob a identificagao do item (1), ab = ba, para todo a € G; eb € G;, com i # j.
Sejam G um grupo e H; subgrupos de G, i = 1,...,n. Diremos que G é o produto direto

(interno) dos H; se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

8



1. hih; = h;h;, para todo h; € H; e hj € H; com i # j.
2. Qualquer a € G pode ser escrito de modo tinico sob a forma
a:hl---hn, h; GHZ', 1=1,...,n.
Observe que, ao contrdrio do produto direto externo, o produto direto interno nem sempre
existe, por exemplo, se G = S3, H = (o) e K = (1), com

1 2 3 1 2 3
2 31 1 3 2

entao H e K sao subgrupos de GG, mas o7 # 70. Portanto, G nao é um produto direto interno
de H e K. Note que o produto direto interno pode ser generalizado para uma familia qualquer

de grupos.

Proposicao 1.13 Sejam G um grupo e H; subgrupos de G, i =1,...,n. Entao G é um produto

direto interno dos H; se, e somente se,
1. G=H,---H,.
2. H; é um subgrupo normal em G, para cada i =1,...,n.
3. HiN(Hy---H; 1Hiyy -+ Hy) = {1}, para cadai=1,...,n.
4. HinN(Hy---Hiy) = {1}, para cada i =2,...,n.

Corolario 1.14 Sejam G um grupo e H; subgrupos de G, 1 = 1,...,n. Se G é um produto

direto interno dos H;, entao

G~H x---x H,.

Como um abuso de notag¢ao vamos escrever G = Hy x --- X H,, ou seja, qualquer elemento

g € Hy x -+ x H, pode ser escrito de modo unico sob a forma
g=hy---h,, hye H, i=1,...,n.

Prova. Como G = H;---H, temos que a funcao ¢ : G — H; x --- x H, definida por
o(a) = (hy,...,hy), com a = hy---h,, estd bem definida. Agora, é facil verificar que ¢ é um

isomorfismo. [ |



Lema 1.15 Sejam G um grupo e a € G, com ordem mn e mdc(m,n) = 1. Entdo existem
unicos b,c € G tais que

a=bc=cb, com |bl=m e |c|]=n.

Prova. (Existéncia) Como mdc(m,n) = 1 temos que existem 7, s € Z tais que rm + sn = 1.

Logo,

a = CLl — arm—l—sn — a’rmasn — asnarm'

Pondo b = a®" e ¢ = a™™, obtemos a = cb = bc. Sejam |b| =k e |¢| = 1. Entdo b* =ce d =e.

Como

B = (@) = (@) = ¢® = ¢ e ¢ = (¢ = (™) = ¢ = e
temos que existem u, v € Z tais que m = uk e n = vl. Assim, kl divide mmc(m,n) = mn, pois
mn = (uk)(vl) = (uv)kl.

Por outro lado,
a* = (be)F = (W) () = ele* = e = mn | K.

Logo,

mn =kl =ukn=~k =un=10=n|l.

Portanto, n = [. De modo inteiramente andlogo prova-se que m = k, ou seja, |b| = m e |¢| = n.

(Unicidade) Suponhamos que a = zy = yx, com |z| = m e |y| = n. Entéo

be=zy < o b =yc .

Logo,
ar = (zy)r = z(yx) = xza e ay = (yz)y = y(zy) = ya.

E facil verificar que

br = xb, by =yb, cx =xc e cy = yc.

Assim,

(7 )" =2 =e e (270)" = (yc )" =y"c " =e.
Portanto, z7'b = e, pois mdc(m,n) = 1. Donde concluimos que b=z e ¢ = y. |
Coroldrio 1.16 Sejam m,n € N, com mdc(m,n) = 1. Entao:
1. Ly X Loy =2 Lo,

10



2. Sen =pt.ps*.--- ppk, entdo Z, ~ Lijor X Loz X -+ X Zp;:k.
Prova. Como Z,,, = (a) temos, pelo Lema 1.15, que existem tinicos b, ¢ € Z,,, tais que
a=bc=cb, com |b|=m e |c|=n.

Logo, a fungao o : Z,, — Zy, X Zy, definida como o(a) = (b, ¢) é bijetora e ¢ um homomorfismo.

1.4 Grupos Abelianos Finitos

Nesta se¢ao apresentaremos um método sistematico de determinar todos os grupos abelianos

finitos de uma determinada ordem. Mas antes vamos apresentar alguns conceitos e resultados.

Lema 1.17 Sejam G um p-grupo abeliano finito e g°* # 1, para algum k € Z.. Se a ordem de

gpk é igual a p™, entdo a ordem de g é igual a p*T™.

Prova. Seja p™ a ordem de g. Entao n > k. Como

m

gpk+m _ (gpk>p _ 1

temos que p” divide p**™, isto ¢, n < m + k Por outro lado, como
n—k
<9pk)p =g =1
temos que p™ divide p"*, isto é, m < n — k Portanto, p” = p*+™. [ |

Lema 1.18 Sejam G um grupo abeliano e n € N, com n > 2. Entao a funcao ¢ : G — G

definida como ¢(x) = x™ é um homomorfismo de grupos. Além disso,

kergpznn% kerop={a€G:a"=1} e Imp={a":a € G}.

Proposigao 1.19 Sejam G um grupo abeliano de ordem n > 1 e
n=pi'py* et
a fatoracao de n em fatores primos distintos. Entao

G=H, xH, x---xH

Pr>
com Hy,, ={a € G: abi' = 1} de ordem pi para i € {1,...,k}. Além disso dita decomposi¢ao
é unica.
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Prova. Vamos usar inducao sobre [, com 1 <[ < k. Como
Hpi:{aeG:ap?i =1}

¢ um subgrupo normal em G temos que Hy, ---H, ¢é um subgrupo de G. Sejam H =

H, ---Hp, , e K= H,. Entao, pelo Corolario 1.14,

H:le X..'Xlefl € |H|:|Hp1|""Hp171"

Por outro lado, como o mdc(|H|, |K|) = 1 temos, pelo Teorema de Lagrange, que HNK = {1}.
Logo,
Hx K= (Hp, x---xHy )X Hy,~H, x---xH, xH

pr-

Em particular,

G=H, x Hy,, x---x Hp,

que é o resultado desejado. [ |

Sejam p um niimero primo e £/ um p-grupo. Diremos que F é um p-grupo abeliano elementar

se qualquer elemento de £ — {1} possui ordem p.

Lema 1.20 Seja E um p-grupo abeliano elementar. Entao para qualquer x € E existe um

subgrupo M de E tal que E = M X (z).

Prova. Se x = 1, entao £ = M. Se x # 1, entao existe um subgrupo M de E de ordem
maximal tal que z ¢ M. Se [E : M| # p, entdo o conjunto

— FE
E = —

=

¢ um p-grupo abeliano elementar e existe § € E — (T). Como 7” = 1 temos que T ¢ (7).

Assim, pelo Teorema da correspodéncia, (y) = (yM) ¢ da forma £, onde L ¢ um subgrupo de

E contendo M e x ¢ L, o que cotradiz a maximalidade M. Logo,
[E:M]=p, E=M(z) e MN{z)={1}.
Portanto, pelo Corolario 1.14, £ = M X (x). [ |
Teorema 1.21 Sejam G um grupo abeliano de ordemn > 1 e
n=prst e pt
a fatoracao de n em fatores primos distintos. Entao:
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1. G=H, x H,, x---x H, , com ’Hpi| = p.
2. Para cada H,, € {H,,,...,Hy }, com |H,| = p;", obtemos

H Z?XZP?X”'XZP?’

pi — “p
coml<e <e<---<eeet+e+--+e=a; (emquet eey,..., e dependem de
i). Neste caso, diremos que H,, é um grupo do tipo
Py 035 - ")
3. As decomposicoes em (1) e (2) sao unicas.

Prova. (Existéncia) Pelo Coroldrio 1.14, basta provar que H,, com p um nimero primo,
¢ um produto de grupos ciclicos. Vamos usar indugao sobre |H,|. Consideremos a fungao
¢ : H, — H, definida como ¢(z) = zP. Entao, pelo Lema 1.18, ¢ é um homomorfismo de

grupos. Sejam F = ker p e K = Im¢. Entao, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo,

H H
fp ~ K implica que F, ?p

sao p-grupos abelianos elementares e
|Hy| = |E[|K| e [H),: K] = |E],
ou seja, desde que |E| > 1, |K| < |H,|. Assim, pela hipétese de inducao,
K = (k1) X (ka) x + - X (kt) = Zper X Lo X - X Lo, €521, i=1,... 1
Como k; € K = Im ¢ temos que existe h; € H, tal que
ki=wp(h)=ht, i=1,... L.
Seja Hy = (h1, ha, ..., hy) o subgrupo finitamente gerado de H,. Entao:
(a) Hog= (h1) x (hg) X -+ X (hy).

(b) O grupo quociente

Hoy
i (h1K) x (ho K) x -+ x (hK)

é um p-grupo abeliano elementar de ordem p'.
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(¢) O subgrupo

ENK = <h11’:1_ > X <h§f2_ > X e X <hf"€t >

¢ um grupo abeliano elementar de ordem p'.

De fato, como

H() = <h1, hg, ey ht> = <h1> <h2> R <ht> , com <hz> N <h2> R <hi_1> = {1},

temos, pelo Corolario 1.14, que Hy = (hy) x (ha) X -+ x (hy). Os outros itens, provam-se de

modo andlogo. Agora, se E C K entao
[H,: K] =|E|=|ENK|=p'=[H: K]

Logo, H, = Hj e o teorema estd provado. Se E nao é subgrupo de K, entao existe x € E tal

que z ¢ K, de modo que
(@) = [(zK)| = [{z)| = p.

Assim, pelo Lema 1.20, existe um subgrupo M de

— Hp
P K
tal que
H,=M x (T).
Pelo Teorema da correspodéncia, M = yK é da forma %, onde M ¢é um subgrupo de H,

contendo K, ou seja, M N (x) = {1}, pois a ordem de = é igual a p e x ¢ M. Portanto,
H, =M x (x).

Pela hipétese de indugao, M é um produto de grupos ciclicos e, consequentemente, H, é um
produto de grupos ciclicos.
(Unicidade) Vamos usar indugao sobre |H,|. Suponhamos que H, tenha duas decomposigoes
do tipo
(P, P2, %) e (7 p", ),

coml<e <e < - <eel<f; < fo<- < f. J&dvimos que a funcao ¢ : H, — H,

definida como ¢(z) = 2P é um homomorfismo de grupos. Sejam E = ker ¢ e K = Im . Entao

H
E e 22
°K

14



sao p-grupos abelianos elementares e, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo,
|Hy| = |E[|K| e [Hy,: K] = |E],

ou seja, |K| < |H,| e K & do tipo

e1—1 _ea—1

2 pe ) e (01

(p pf2717"'7pft71)7

L ou pli!

Note que se e; —1 = 0 ou f; —1 = 0, entao o grupo fator de K correspondendo a p®~
¢ simplesmente o grupo {1}. Assim, pela hipétese de indugao, obtemos ¢; — 1 = f; — 1, para

todo 7, come; —1 > 0 ou f; — 1 > 0, ou seja, ¢; = f;. Portanto, as duas sequéncias

eo e

02, %) e (ph,

pf27"’7pft)7

podem diferir apenas nas primeira coordenadas, as quais sao iguais a p. Neste caso,

e; €2

(D, 0, P, p2, . p™) e (p,...,p, DN D2, p™),

Assim, a ordem de H, ¢ igual

e1tezxt-tey e1jtez+--+te
pﬁpl 2 u = prperte: u

Logo, # = ~ e unicidade estd provado. |

L . . o . ..
Os nimeros inteiros p;” descritos no Teorema chamam-se divisores elementares de G e
G=H, xH,, x-xHp

chama-se decomposi¢ao em divisores elementares de G. Os subgrupos H,, sao p;-subgrupos de
Sylow de G. Assim, eles sao tinicos.

Note que para um nimero primo p fixado, p¢ divide p/ se, e somente se, e < f. Além disso,

€1pme2 ...

pp

se, e somente se,

61+€2+"'+€t:&.

Portanto, a decomposicao em divisores elementares de G, com a condicao “divisibilidade”
dos inteiros p°® vista como a condicao “aditiva” de seus expoentes implica que os divisores
elementares de GG podem ser vistos como os fatores invariantes dos p-subgrupos de Sylow, para
qualquer nimero primo p dividindo a ordem de G. Observe que os divisores elementares de GG

nao sao fatores invariantes de GG, mas sao fatores invariantes do subgrupo H,,.
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Observagao 1.22 As condigdes (1), (2) e (3) para os fatores invariantes descritas no Teorema

podem ser escolhidas como:
1. e; > 1 para todo i =1,...,1.
2. e; < ey para todoi=1,...,t—1.
3. e1+e+---+e=a.

Portanto, cada lista de fatores invariantes é simplesmente uma particao de a. (ordenados
em ordem crescente). Em particular, o nimero de grupos abelianos nao isomorfos de ordem p®
(igual ao niimero de listas distintas) é igual ao nimero de partigoes de a. Note que ssse nimero
nao dependente de p. Por exemplo, o nimero de grupos abelianos de ordem p* é obtida a partir

da lista de particoes de 4:

Fatores Invariantes | Grupos abelianos
4 Lipa

1,3 Ly X s

2,2 Loz X Lipy2

1,1,2 Loy X Ly X L2
1,1,1,1 Ly X Layy X Ly X L,

Assim, existem exatamente 5 grupos de ordem p* nao isomorfos. Neste caso, se
— 1 02 Qf
n=p1 P Dy
e ¢; ¢ o mimero de particoes de «;, entao o nimero de grupos abelianos de ordem n é igual a

q192 * * * gk-

Finalizaremos esta secao classificando todos os grupos abelianos de ordem
n = 1800 = 2°3%5%,

listamos os grupos abelianos desta ordem como segue:

Ordem p® | Particoes de « | Grupos abelianos

23 3;1,2;1,1,1 Digs; Ly X Lig2; Ly X Yug X Lo
3? 2,1,1 Zz2; 13 X 13

52 2;1,1 Lis2; L X Lis,
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Portanto, existem 12 grupos abelianos distintos de ordem 1800:

Zig X Lig X Zios Ly X Zig X Lz X Lig X Lios

Zig X Ly X L5 X L5 Ly X Zig X g X Zig X L5 X i

Zg X Lz X iz X Lios Lig X Ly X Lig X Dig X Lios

Zig X Tig X Lz X Lis X Lis | Ly X Dig X Dug X Lig X Lis X L

Lig X Zig X Lig X Lios Lio X Dy X Lug X Lz X Lig X Ligs

Ty X g X Log X Lis X L | Loy X Ly X Lig X Lz X Lig X Lis X Zis
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Capitulo 2

Automorfismos de Grupos Abelianos

Finitos

Neste capitulo, descreveremos o endomorfismo de anéis H, como um quociente de um sub-
anel das matrizes de Z* e em seguida vamos classificar todos os automorfismos de um grupo

abeliano finito G' e enumeramo-los.

2.1 Endomorfismos de p-Grupos Abelianos

Nesta secao vamos determinar os endomorfismos de p-grupos abelianos finitos. Seja

Z

um grupo ciclico isomorfo ao grupo aditivo dos nimeros inteiros de médulo n. Entao ja vimos

que nZ é um subgrupo de mZ se, e somente se, existe unico k € Z tal que n = km. Com essa

condicao,
N mi
- nZ
¢ um subgrupo de GG. Assim, pelo Terceiro Teorema de Isomorfismo,
z
S A
H ZL—ZZ - mZ

Portanto, [G : H| = m e, pelo Teorema de Lagrange, |H| = k. Logo, concluimos que

7
H ~ w7 © H={1,a™ad*, . .. a* V" =GmaG.

Note que

H~{0,m,2m,...,(k—1)m}=mZ,.
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Por exemplo, podemos identificar Z4 com o subgrupo K = {0,3,6,9} de Z,.

Proposigao 2.1 Seja G um grupo abeliano finito. Entdo o conjunto End(G) munido com as

operagoes bindrias o + T e o o T definidas como
(0 +7)(@) =0(@)+7(x) e (coT)(x) =0(r(2)), V x€G,

é um anel com identidade. Em particular, End(Z,) é isomorfo a Z,, com Z, o anel dos

numeros inteiros de mddulo n.

Prova. Pelo item (2) da Proposigdo 1.7, qualquer o € End(Z,) ¢ da forma ¢ = oy, onde
ke{0,1,....n—1}e oy : Z, — Z, é a fungio definida como o (T) = k. Entdo é facil verificar

que a funcdo f : End(Z,) — Z, definida como f(o}) = k ¢ um isomorfismo de aneis. [ |

Lema 2.2 Sejam H, K grupos, my : H x K — H, my : H x K — K as projecoes candénicas e

M:H—HXK, \: K— HX K as imercoes canonicas. Entao:

1. Ai(h) - Xa(k) = Xa(k) - A (h), para todo h € H ek € K.

2. mmoA =1Ig emyoly = Ig.

3. Sei# j, entdo m; o \; é o homomorfismo trivial.

4- (Mom) - (Agoma) = Inxk.

5. mooo) € End(H) emyo00 0\ € End(K), para todo 0 € End(H x K).

Seja
Hp = Zpel X Zpez X oo X Zp5t7

coml<e <e<---<e,e+er+---+e =ae|Hy) =p* Note que
PP ] [
Seja g; o gerador de Zye;. Entao cada g € H,, pode ser escrito sob a forma
g=g" g,

com 0 < k; < (p® — 1). Assim, uma “base” de H, é o conjunto

{gla B 7gt}'
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E 1til, as vezes, considerar os k; como elementos do anel Z,e;, de modo que a exponenciacao
define um isomorfismo entre o grupo ciclico Z,e; e o grupo ciclico aditivo dos inteiros médulo

p%, a saber,
g 1={r€Z:x=1modp*)} e (Zyi,+) = <T> ={0,1,...,p% —1}.

Portanto, em tudo que segue, cada elemento de H), vai ser identificado com um vetor coluna

onde h; € Z,, e h; € Z é o representante de classe. Assim, vamos considerar o conjunto das

matrizes quadradas de ordem t:

R, = {(aij) € 2" p%~% divide a5, se 1 <j<i< t}.

Exemplo 2.3 Seja Hy, = Zy X Zyp, X Ly X Zys. Entdao

(T 7 )

ai a12 a13 Qa4

a2 22 Q23 Q24

R, = taij €4 .
2 2

b az1 p-azz a3z  a34

4 4 2
P a1 P Gg2 P A43 Q44 J

\
Observagao 2.4 Seja A = (a;;) € R, firzada. Entao a condi¢io que p®~% divide a;; é equiva-

lente a existéncia de uma decomposi¢ao

A=PBP™,

em que B € Z'*" e P = diag(p®,p®,...,p). De fato, como p~ divide a;; temos que existe
bij € Z tal que a;; = p*~“b;;. Assim,

@11 QA2 ... Q1

A — Q21 Q22 ... Qom

atg1 Am2 ... Qmm

pbup™ pTbiop? ... pTbyup @

P2boip™ pZbyp™? ... pZbyp ™™

phup™ pbp™? ... pTbup™® |

= PBP
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Lema 2.5 R, é um anel com unidade nao comutativo.
Prova. Dados A;, A; € R, obtemos
Ay + Ay = PByP ' + PBoP~' = P(B, + By)P™ ' € R,

pois By + By € Z'*'. Logo, Ay + Ay € R, isto é, a soma usual de matrizes ¢ uma operacao
bindria sobre R,. E claro que essa operacao é associativa, comutativa, a matriz nula O; é o

elemento identidade de R, e —A é o elemento inverso de A em R,,. Agora,
Ay - Ay = (PBiP™) - (PByP™') = P(B, - B)P™' € R,

pois By - By € Z*. Logo, A; - Ay € R, isto &, o produto usual de matrizes ¢ uma operagao
bindria sobre R,. E claro que essa operacao é associativa e a matriz identidade I; é o elemento
P

identidade de R,. Portanto, (R,, +,-) ¢ um anel com unidade ndo comutativo. [ |

Seja 7 : Z' — H, a fungao definida como

—\T

T (hiy o he)t = (11 () sy (he) = (s )

em que 7; : Z — Zye; 520 as projecoes candnicas. Entao 7 é claramente um homomorfismo de

grupos sobrejetor.

Teorema 2.6 Sejo £, = End(H,). Entdo a fungdo o : R, — E, definida como 0(A) =04 €

um homomorfismo de aneis sobrejetor, em que o4 : H, — H, é definida como
oalhy, ..., h)" =7(Alhy, ... h)T).
Prova. Seja A = (a;j) € R, fixada. A fungao o4 : H, — H, definida como
oalhy,....h)" =7(A(hy,... he)")
¢ um homomorfismo de grupos. Dados (g, ...,3,)", (h1,..., h)" € Zifil, se
(G1--,9)" = (hyy ... BT,

entao

gi = hi (modp™) = p“ | (gi —hi), Vi=1,... 1t
Assim, a k-ésima entrada do vetor coluna
W(A(glv s 7gt)T) - 7T<A(h’17 T ht)T)
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é igual a:
t t t t
T (Z aki!]z’) — g (Z akﬁh’) = T <Z akiG; — Z ak¢h¢>
=1 i=1 i=1 i=1
t
= T <Z ag; (9; — hz))

pois p divide p*~¢ (g; — h;), se k > i e p® divide (g; — h;), se k < i. Portanto, o4 estd bem
definida.
oa((Grs- -5 7)" + (e k)T = oal@ + oy T+ he)T)
= oal(gr + P,y g+ Ro)")
= m(A(gr+ hi,. oo g+ h)T)
= w(Alg1,...,9)" + Alhy,... ;)T
= 7(A(g1,--,90)") + (A, he)T)

= 0a(G1,--.5)" +oalhy,.. k)"

Assim, 04 ¢ um homomorfismo de grupos, ou seja, 04 € E,, para todo A € R,. Portanto,
a funcdo o : R, — E, definida como o(A) = o4 estd bem definida e ¢ um homomorfismo

de grupos. Mostraremos agora que (04 0 05)(Gy,---,9,)" = (048)(Gy,---,79,)", entao dados
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A = (a;j) , B = (b;;) € R,, obtemos

o~

k=1

- 7T<AB g1, - -- 7gt)T>

Logo,
0(AB) =c0ap=0a00p=0(A)oc(B)

Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo de aneis.

Agora, dados ¢ € E, e
wj = (07“'707gj707--.70)T S Hp.
Entao ¢ é completamente determinado por ¢(w;), pois se

QO(UIJ) = (Elja e ,Etj)T = 7T<h1j, PN htj)T,

entao

t t t T
= 7 ( (Z almbmkgk> ceey Z atmbmkgk)
m=1
t t t t
( ( a'lmbmk> 9ky- -+, Z (Z AtmOmik
m=1

Logo, p® divide p® h;;, para todos i e j. Neste caso, p“~% divide h;; se j < i. Consequente-

mente, dado ¢ € E,, existe H = (h;;) € R, tal que o(H) = ¢, ou seja, o é sobrejetor. [ |

23



Observe, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismos, que

Rp
kero

~

-
Vamos agora provar que o nticleo de o é o conjunto
Np = {(aij) S Rp Zpei divide Qjj, v Z,j S {1, e ,t}}

De fato, se A = (a;j) € N,, entao

— Z(m(alj),..-,ﬂtmw))T
= (0,...,0)7

Portanto, A € kero. Reciprocamente, se A = (a;;) € kero, entao, pelos célculos acima,
obtemos

O'(A):JA:(O,...,O):>7TZ‘(CLU):O.

Assim, p® divide a;j, para todo 7,5 € {1,...,t}. Assim, A € N,. Portanto, obtemos uma

caracterizacao do anel F, como o anel quociente das matrizes

Iy

kero’

Dado A = (¢;;) € Z'*, ¢ bem conhecida da Teoria das Matrizes, a expansao de Laplace do

determinante de A:

t
det(A) =Y (=1)"a;det(Ay), i=1,... 1.
j=1
com A;; a matriz obtida de A eliminando-se a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A. O

escalar ¢;; = (—1)""J det(A;;) é chamado o cofator do termo a;; no det A e a matriz C' = (¢;;) €

Z*t & chamada a matriz dos cofatores da matriz A.
Lema 2.7 Seja A € Z'*'. Entao
A-adj(A) = adj(A) - A = (det(A)) 1,

onde adj(A) € Z'™*" é a transposta da matriz dos cofatores de A, a qual é chamada de adjunta

classica de A.
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Prova. Seja B = adj(A) = (b;;), de modo que
bij = Cj; = (—1)i+j det(Aji), v Z,j S {1, N ,t}.
Entao

A-adj(A) = AB = (d;;), com d;; = Zalkbkj Za K(—1)7F det(Aj.).

Se i = j, entdo d;; = det(A). Agora, se i # j, digamos i < j, e seja A= (a;;) a matriz obtida
de A substituindo-se a j-ésima linha pela i-ésima linha, isto é, se L1, ..., L; sao as linhas de A,
entao

Ll,...Li,...,Ljfl,Li,Lj+1,...,Lt

s30 as linhas de A. Logo, @i, = i = Gji, € det(zzl\jk) = det(A;x), para todo k. Em particular,
det(/Al) = 0, pois A possui duas linhas iguais. Assim,

det(A) sei=j

Zajk 1)57 det(A;) = det(A) = . "
se 1 # 7,

isto é, A-adj A = (det(A))I;. Como (adj(A))" = adj(A") temos que

(det(A))], = (det(A))T, = A' - adj(A") = (adj(A) - A)".

Logo,
adj(A) - A = ((det(A))];)" = (det(A))1;.
Portanto,
A-adj(A) = adj(A) - A = (det(A)) I,
que ¢é o resultado desejado. |

Lema 2.8 Seja A € R, com det (A) # 0. Entdo existe uma unica matriz B € R, tal que
AB = BA=det(A)I.

Prova. Seja A € R, fixada, com det A # 0. Entao, pelo Lema 2.7, existe uma tinica matriz
B € 7' tal que

Afirmacao. B € R,,.
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De fato, j& vimos que existe C' € Z*! tal que A = PCP~!. Novamente, pelo Lema 2.7, existe

uma Unica matriz D € Z*! tal que
OD = DC = det (O) I..

Note que
det (A) = det (PCP~") = det (P)det (C) det (P~") = det (C).

Pondo M = PDP~!, obtemos

AM = (PCP™Y)(PDP™')=PCDP™ =det(A)I,
— PDCP™ = (PDP Y (PCP™)
= MA.

Portanto, pela unicidade de B, B = M = PDP~!, ou seja, B € R, |

Teorema 2.9 Seja A = (a;j) € R, fixada. A fun¢do 04 € E, = End(H,) é um automorfismo

se, e somente se, A = (@;;) é um elemento do grupo linear geral GL, (F,), com
A
F,=
um corpo finito.
Prova. Suponhamos que 04 € E, seja um automorfismo. Entao
040 0;11 =1.
Pondo o(B) = ¢;", obtemos
0(AB) =0(A)oa(B) =0400,' =1 =0(l;) = oc(AB - I,) = 0.
Logo, AB — I; € kero = N,,. Assim, A = (a;;) € GL, (F,), pois
det(AB) =1 (modp).
Reciprocamente, suponhamos que mdc(det(A), p) = 1. Entao existe s € Z tal que
det(A)-s=1 (modp%), i=1,...,t.
Pelo Lema 2.8, existe uma unica matriz B € R, tal que
AB = BA = det (A) L.

26



Assim, A ' =s-Be R, e
o(A)oo(A™) =0(AA™) =0(As- B) = o(sdet (A) I,) = o(I;) = I.
Portanto, 04 € E, ¢ um automorfismo, com inverso o 4-1. H

Exemplo 2.10 Seja H, um p-grupo abeliano elementar. Entao H, é isomorfo ao espago ve-
torial IF;), para algum t, pois pg = 0, para todo g € H, e a fungao - : ¥, x H, — H, definida
como -(T,g) = xg €é claramente uma agio de F, sobre H,, ou seja, H, com esta operagdo é
um espago vetorial sobre IF,, de dimensao t, para algum t > 1. Portanto, H, é isomorfo a IF;,.
Neste caso, E, = End(H,) é isomorfo ao conjunto das matrizes My(FF,). Assim, o Teorema

2.9, simplesmente afirma que Aut(H,) corresponde ao grupo das matrizes invertiveis GL;(F,).

2.2 Algoritmo

Nesta secao apresentaremos um algoritmo para determinar uma férmula explicita para de-
terminar o nimero de automorfismos de grupo abeliano finito qualquer.

1.° Passo. Determinar todas as matrizes M em GL;(FF,) que podem ser estendida para uma
matriz A em R,,.

2. Passo. Calcular o nimero de maneira distinta de estender M a um endomorfismo em
E,.
Para isso vamos definir os seguinte 2t ntimeros:

dp =max{l:e,=e,} €{l,...;t} e, =min{l: e, =ex} € {1,...,t}
Como e, = ¢, temos que di > k e ¢ < k. Além disso,
1<di <dy<---<dyel=c << <g.

Portanto, basta determinar os elementos M € GL, (F,) que sdo da forma:

mir Mg - My
Micy Micy -+ Mig - Mg
md11 md12 T mdlt
M 0 Mo, Mac, Mot
= 0 May2 *** Myt = .
0 0 C Mgy
O 0 tht TNt
0 0 mq,t
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Teorema 2.11 Seja
Hp :Zpel X Zpez X -+ X Zpet,
coml<e <e<---<e,e1+e+--+e=ael|H)|=p* Entio

t

t t
|Aut (H,)| = H (pd’“ —pk’_l) H (pe)= % H (pei—l)t*(cfl) .
k=1 j=1 i=1

Prova. Como as colunas da matriz M em GL;(F,) s@o linearmente independentes temos que

existem p™ — 1 possiveis escolhas para a primeira coluna de M, pois a coluna

nao é permitida. Assim, escolhida a primeira coluna, existem p?? — p possiveis escolhas para a

segunda coluna de M, pois precisamos substituir as colunas
Cg = ZCCl, Voe Fp,

ou seja,

Cy ¢ {zCy:x €F,} ~F,.

Logo, escolhidas a primeira e a segunda coluna, existem p% — p? possiveis escolhas para a

terceira coluna de M, pois precisamos substituir as colunas
Cg = ZL’Cl + yC'Q, A T,y € Fp,

ou seja,

Cs ¢ {2Cy+yCy v,y € Fp} ~ IFIQ).

Continuando com esse processo, obtemos

matrizes distintas M em GL(F,) que podem ser estendidas. Agora, vamos estender cada

elemento m;; para a;; € Z com

pei—ejZ
Pz

;€ = {G,I?Ei*@f’,?pefej, (o - I)Pe"*ej} =P L

tal que

a;; = my; (modp) .
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Se e; > e;, entdo existem p% maneiras de zerar cada um dos (¢t — d;) elementos m;; em cada
coluna C; da matriz M, pois qualquer elemento de

peifejZ
P

serd zerado. Por outro lado, se ¢; < e;, entdo existem p“ ! maneiras de cada um dos
(t — (c; — 1)) elementos m;; ser diferente de zero em cada linha C; da matriz M, pois podemos

adicionar elementos de

P
Portanto,
- t —d; : t—(c;i—1)
w8, = T % — ) [T 60 TT (7).
k=1 j=1 i=1
que ¢é o resultado desejado. -

Exemplo 2.12 Seja Hy = Z3 X Zs2, com ey = 1 e ea = 2. Entdo
dp =max{l: e, =er} €{1,2} e ¢ty =min{l: ¢ = ¢;} € {1,2}.

Logo
)
mi1 Mmig
M =
O Moo

onde M1, M2, Mo € F3, com Ty, - Moy # 0. Assim, existem
(3% —1)(32 -3)=2-6 =12

malrizes que podem ser estendidas. Agora, vamos estender cada elemento m;; dem;; € Fs para

3¢i~¢iy, —
Ez'j c ?)e—iZ — {07 3@1-—51-7 2 . ?’el-—ej7 e (Sej _ 1)361'—61'} — 361'*63'2,361-

tal que
a;; = m;; (mod 3) .
O elemento Ty = 0 € F3, (eg > e1), pode ser estendido de 3°* = 3 maneiras para

37
a9 € 9_Z = {0,3,6} —3Zg
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Finalmente, cada um dos elementos i1, M2, Moo € F3, (e; < e;), pode ser estendido de 3ei—t

maneiras para

an € 2—22{6}:323
G2 € 2—;:{6}:323
axp € ;—222{5,3,6}:329.
Portanto,
2 2 2
|Aut (H3)| = H 3dk gk-1 H(3@j)t_djH(peifl)t—(ci—l)

Sy )(3@_;;;1)2d1(3§T>12d2<3611)2(011)(3621)2(621)

= 2:6-3-3

= 108.
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Capitulo 3

Automorfismos dos Grupos Diedrais

Neste capitulo vamos classificar os automorfismos dos grupos diedrais com o objetivo de
comparar com a classificagao dos grupos abelianos, visto no capitulo anterior, e com isto mostrar

a extrema dificuldade na teoria dos grupos da classificacao dos grupos finitos.

3.1 Grupos Diedrais

Nesta secao apresentaremos as principais propriedades dos grupos diedrais. Mas antes vamos
apresentar os conceitos béasicos de acao de grupo e produto semidireto.

Sejam G um grupo qualquer e S um conjunto nao vazio qualquer. Uma a¢do (a esquerda)
de G sobre S é uma funcao * : G x S — S, com x(a,x) = a* x, tal que as seguintes condigoes

sao satisfeitas:
1. ax (bxx) = (ab) * z, para todos a,b € Gex € S.
2. 1g *xx = x, para todo x € S e 15 € o elemento identidade de G.

Neste caso, diremos que G age sobre S e que S é um G-conjunto. Se |S| = n, entdo n é chamado

o grau do G-conjunto S. Com o objetivo de simplificar a notacao usaremos ax ao invés de a*x.

Exemplo 3.1 Sejam H, G dois grupos, o : H — G um homomorfismo de grupos e S = G. A
fungao x : H x S — S definida por a x x = o(a)x, para todo a € H e x € S, é uma agdo de
H sobre S. Em particular, se H é um subgrupo de G, entao a acdo é chamada de translagao

a esquerda.
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Observagao 3.2 Seja S um G-conjunto nao vazio. Entao, para um a € G fizado, a funcao

0, S — S definida por p,(x) = ax é um elemento do grupo de permutagées de S, P(S), pois
(Va1 090) (@) = Pu1(p, (7)) = @g1(ax) = (aTla) z =lgz =2, ¥V z € S.

Logo, p,-1 0 ¢, =1g. De modo inteiramente andlogo, prova-se que ¢, 0 @,1 = lg.

Teorema 3.3 Sejam G um grupo e S um conjunto nao vazio.

1. Qualquer agdo de G sobre S induz um homomorfismo de grupos ¢ : G — P(S).

2. Qualquer homomorfismo de grupos ¢ : G — P(S) induz uma a¢do de G sobre S. Neste

caso, dizemos que ¢ é uma representacao por permutacao de G- em P(S).
Seja S um G-conjunto nao vazio. Dados z,y € S, definimos
x ~y<& existe a € G tal que y = ax.

Entao ~ é uma relacao de equivaléncia sobre S. De fato, z ~ z, para todo x € S, pois 1z = x.

Dados z,y € S, se x ~ y, entao existe a € G tal que y = ax. Logo,
r=1qgr = (a 'a)z = a Y ar) = a .

Assim, y ~ x, pois e~ € G. Finalmente, dados x,y,2 € S, se x ~ y e y ~ z, entdo existem

a,b € G tais que y = ax e z = by. Logo,
z =by = b(ax) = (ba)x.

Assim, x ~ z, pois ba € G.

A classe de equivaléncia
T={yeS:x~y}={ax:a € G}

chama-se de drbita (ou trajetdria) de x e serd denotada por O(z).
Sejam G um grupo qualquer e S = G. Entao a fungao x : G x S — § definida como
axx = ava~!, para todo a € G e x € S, é uma acao de G sobre S, chamada de acdo por

conjugacao. Dado x € S, a érbita de x:

Oz)={a*xx:a€G}={ara "' :a € G}
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é chamada a classe de conjugacao de x e serd denotada por C,. O estabilizador de x
Go={a€G:ava ' =1} ={a€G:ar=2a} =Cs(x).

Portanto,

IC.| =[G : Cq(x)], ¥V z €S

e GG nao age transitivamente sobre G.

Sejam G = S5 o grupo de permutagoes N = A3 = (o) e H = (1), com

1 2 3 1 2 3
2 31 1 3 2

E facil verificar que G possui as seguintes propriedades:
a. G=NH.
b. N é subgrupo normal em G.
c. NNH={lg}.

Neste caso, G' nao é um produto direto interno de N e H, pois H nao é subgrupo normal em
GG. Mas isto motiva a seguinte definicao.
Sejam G um grupo e H, N subgrupos de G. Diremos que G ¢é o produto semidireto (interno)

de N por H, em simbolos G = N x H, se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. G=NH.
2. N é subgrupo normal em G.
3. NnH ={lg}.
Observagao 3.4 Seja G = N x H o produto semidireto de N por H.

1. Pelo Segundo Teorema de Isomorfismo, temos que

H NH G

L e 7

e H chama-se um complementar de N. Consequentemente, se G é grupo finito, entao
|G| = IN|[G : N] = N[ |H].
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2. Como G = NH e NN H = {1} temos que cada x € G pode ser escrito de modo unico

sob a formax =nh,ne N eh € H.

3. Para um h € H fizado, a fungio ¢, : N — N definida como p, (n) = hnh™' é um
automorfismo de N, pois N é um subgrupo normal em G Além disso, ¢, = ¢}, © ¢,
para todos h,k € H. Portanto, a func¢io ¢ : H — Aut (N) definida por ¢ (h) = ¢, é
um homomorfismo de grupos. Neste caso, dizemos que H age sobre N como um grupo de

automorfismo e ¢ é chamado o homomorfismo por conjuga¢io de N. Como
(n1hy) (n2he) = [n1 (p(h1) (n2))]hihe, para alguns ny,ne € N e hy, hy € H,

temos que a operagao do grupo G pode ser expressa em termos das operagoes de N, H e

o homomorfismo .
4. Se p(h) = Iy, para todo h € H, entdo p,(n) = n, para todo n € N. Logo,
hnh™=n=n"'hn="he H,
isto é, H é um subgrupo normal em G. Portanto,
G =N xH.

Reciprocamente, se G = N x H, entdo os elementos de H comutam com os elementos de

N e, assim, o homomorfismo ¢ é trivial.
5. Se p(h) # In, para algum h € H, entdo ¢, (n) # n, para algum n € N. Logo,
hnh™t # n = hn # nh.
Portanto, G é um grupo nao abeliano.

Reciprocamente, sejam N, H grupos e ¢ um homomorfismo grupos de H em Aut (N).

Definimos uma operacao bindria sobre N x H do seguinte modo:

(1, h1) (ng, ha) = (nip(ha) (n2) , hihs) .

Entao é facil verificar que N x H com essa operacao é um grupo com elemento identidade
(1,1) e (e(h™1) (n71),h™1) o elemento inverso de (n,h). O grupo N x H é chamado o produto

semidireto (externo) de N por H via ¢ e serd denotado por
G=Nx,H.
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Note que

~

N={(n1):neN} e H={(1,h): he H}
sao subgrupos de G tais que N ~ NeH~H. A fungdo o : G — G definida por o(n, h) = (1, h)
é¢ um homomorfismo de grupos, onde Imo = H , kero = Neo?=o. Consequentemente, N ¢

um subgrupo normal em G e pelo Primeiro Teorema de isomorfismo

~H.

2 Q

Como
(n, 1) (1,h) = (np(1) (1), h) = (nly (1), h) = (n, h)
temos que G = NH. Além disso, N N H = {(1,1)}. Portanto, G ¢ o produto semidireto

(interno) de N por H. Finalmente,

(L,h) (n,1) (L, 1) " = (o(h) (n) , 1)

implica que a funcio 1 : H — Aut(]/\\f) definida por ¥ (1, h) = 9 ), com

b (1) = (p(h)(n), 1),

é o homomorfismo por conjugacao de N. Portanto, identificando N com N e H com H , temos
que ¢ € o homomorfismo por conjugagao de N e G é o produto semidireto (interno) de N por
H. Neste caso,

Nx,H={nh:neN, he H},
com
(mh) - (noha) = nip(ha) (n2) - hihe e p(ha)(na2) = ¢y, (n2) = hanahy .
Exemplo 3.5 Sejam N um grupo abeliano qualquer e H = (b) ~ Zy. Se definirmos ¢ : H —
Aut(N) como p(b) = ¢,, com @,(a) = a™ !, para todo a € N, entio G = N X, H é um grupo
nao abeliano, em que
op(a) =bab™' =a"', ¥V a€N,
isto é, b € Z(@). Em particular, se N = {(a) ~ 7Z,, é ciclico, entio G ~ D,,. Explicitamente,

Dn:<a,b:a":b2:1 eab:ba*1>,

em que a é identificado com (a, 1) e b é identificado com (1,b). Note que o grupo D,, é isomorfo

ao grupo L = (R, T), gerado pelas matrizes

cos(Z) —sen(ZE 01
o | eos®) e |
sen(2)  cos(%) 10



Sejam G grupo e H um subgrupo de G. Diremos que H é um subgrupo caracteristico em G

se

o(H)CH, VoeAut(G).

Note que qualquer subgrupo caracteristico em G é um subgrupo normal.
Proposigao 3.6 Seja

Dn:<a,b:a”262:1 e ab:ba_1>, comn > 2.
Entao as classes de conjugacao de D,, sao:

1. Se n é um nimero impar, entdo

= {11,C, = {b,ab,...,a" b} e Cp = {a',a"'}, ,i— 1,...,%(71—1).

2. Sen é um nimero par, entao

G = {1},
C, = {a*b:i€Z,}={ba’,...,a" b},

Cop = {a®™b:i€Z,}={ab,a’,... a" b}
1

Cy = {a?} e Cpi = {a',a™}, ,i=1,..., §(n —2).
Consequentemente,
1}, se n é um numero impar
20— W !

n 2 .
(az), se n éum niumero par.

Além disso, C,, = (a) é um subgrupo caracteristico de D,,.
Prova. Como D,, = (a,b) temos que cada elemento de D,, pode ser escrito sob a forma
ab2 . ..g-1b'm onde meN e t; € Z.
Assim, usando sucessivamente as relagoes
a"=b=1ebab ! =bab=at,
cada elemento de D,, pode ser escrito de maneira tnica sob a forma
a't’, onde i € Z, e J € Zs.
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Por exemplo,

a’t’ = a"b = a"F =9,
Como (a) N (b) = {1} temos que i —k =0 (modn) el —j =0 (mod?2). Portanto,
D, ={aV :i€Z, e j€ Ly}
A classe de conjugagao
Co = {za'z™':2x€D,}

= {(@*"V)a (a"V) ik € Zy e j € Ty}

= {Va'b7:j €L} ={da" a "}
Agora,

a(a'b)a™ = a’t'ba™ = a’Talb = ¥t V i € Z.

Logo, se n ¢ um nimero fmpar, entdo mdc(2,n) = 1, ou seja, 2 é um elemento invertivel em

Z,,. Pondo
1
j:§(l<:—i), V ke,

temos que cada a’b é conjugado a qualquer a*b. Portanto,
C,={a'b:i€Z,} ={b,ab,... a" b}

Observe que

(a?b)(a’b)(a’b) ™ = a’ba"? = a’a’"'b = a¥"'b, ¥V i€ Z.

Assim, se n ¢ um nimero par, entao existem duas classes de conjugacao, quando 7 é um nimero

par ou fmpar, a saber,

Cy={a*b: k€ Z,} = {b,a®,...,a" b}

e
Cop = {a®* b k € Z,} = {ab,a®, ..., a" " 'b}.
Note que
r e Z(D,) < C, ={z}.
Portanto,

1}, se n é um ndmero impar
Z(D,) = {1} p

n 2 2
(az), se n éum nimero par.
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Finalmente, como
(a'b)? = a'ba’b = a""V* =1, Vi € Z,
temos que a'b possui ordem 2. Logo, o unico subgrupo ciclico de D,, de ordem n, n > 2, é

Cy = {(a). Portanto, C,, é caracteristico. [

Exemplo 3.7 Sejam D,, = {(a,b) o grupo diedral e k um inteiro positivo dividindo n. Entdao

(a*) é um subgrupo normal em D,, e

D,
(a*)
é um grupo diedral.
Solugao. Sabemos que
ok
xakz ! = ou
a-F
logo (a*) < D,,. Além disso pode-se verificar que % ¢ um grupo diedral, Confira Proposicao

3.10 a seguir. |

Proposicao 3.8 Os subgrupos maximais de D,, sao diedrais ou ciclico. Em particular, C, =

{(a) é o unico subgrupo ciclico maximal e
o
D, = (a¥,a'b)
sao os subgrupos diedrais maximais, para algum nimero primo p dividindo n.

Prova. Seja M um subgrupo maximal de D,. Se M é um subgrupo ciclico de D, entao
M = C,. Se M nao ¢ um subgrupo ciclico de D,,, entao M = {(c,a'b), com ¢ € (a), pois
(a'b,a’b) = Dy, i # j;i,j =0,1,....n—1, e M # D,. Como M ¢ um subgrupo maximal
temos que ¢ é o tnico elemento de (a), com ordem p, para algum nimero primo p dividindo n,
a saber, ¢ = ar. Portanto,

D, = (av,a'b)

é um grupo diedral. [ ]

Corolario 3.9 Seja H um subgrupo proprio de D,,. Entao H é um subgrupo normal em D,
se, e somente se, H é um subgrupo de (a) oun é um nimero par. No dltimo caso, H é um dos

subgrupos mazximais de indice 2,
M, = {(a® b) ~ Lz XLy ou My = (a®, ab) ~ Lz X Ly.
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Além disso, os subgrupos caracteristicos proprios de D,, sao todos subgrupos de {(a).
Prova. Seja H um subgrupo normal em D,,. Se a’ € H, entao
Coi = {a',a™"} CH,
ou seja, H ¢ um subgrupo de {a). Se a'b € H, entao
z(a'b)z™t € H, V x € D,.

Assim, se n é um nimero impar, entao

Cy={a'b:icZ,} ={bab,...,a" b} C H.
Portanto, H = D,,, pois D,, = (b,a'b),i=1,...,n — 1. Se n ¢ um nimero par, entao

C,={a*b:i€Z,} =1{ba’,...,a" *} C H

ou

Cop = {a¥ b i€ Z,} = {ab,a®,...,a" 'b} C H.

Logo, se C, C H, entao a* = (ab)a € H, isto ¢, (a*) C H. Se Cy, C H, entao a®> = (ba)(ba®) € H,
isto é, (a*) C H. Portanto,

M, = (a®,b) ou My = (a?, ab).

Finalmente, se n ¢ um nimero par, entao é claro que a funcao ¢ : D,, — D,, definida como
¢(a) = at e p(b) = ab é um automorfismo externo de D, tal que ©(M;) = M. Portanto, os

subgrupos caracteristicos préprios de D,, sdo todos subgrupos de (a). |
Proposicao 3.10 Seja D,, = (a,b) um grupo diedral.

1. Qualquer grupo quociente de D,, por um subgrupo préprio é um grupo diedral.

2. Qualquer subgrupo de D,, é um grupo diedral ou um grupo ciclico.

Prova. (1) Basta provar que se ¢ : D,, — H é um homomorfismo de grupos sobrejetor, entao

H é um grupo diedral. Como D,, = (a, b) temos que

H = (p(a), (b)),

pois ¢ é sobrejetora e
p(a't) = p(a)'p(b).

39



Sendo
p(a)" = p(b)* =1 e p(b)p(a)p(d) ™ = p(a) ™,
temos que H é um grupo diedral.

(2) Vamos usar indugdo sobre n para provar que qualquer subgrupo de D, é um grupo
diedral ou um grupo ciclico. Se n = 1, nada ha para ser provado. Suponhamos que o resultado
seja valido para todo m, com 1 < m < n. Agora, se existisse um subgrupo préprio H de D,
que nao seja diedral e nem ciclico, entao H estd contido em um subgrupo maximal de D,,,
digamos M. Assim, pela Proposicao 3.8, M é um grupo diedral ou é um grupo ciclico. Logo,
pela hipétese de inducao aplicada a M, H é um grupo diedral ou um grupo ciclico, o que é uma

contradicao. Portanto, qualquer subgrupo de D,, ¢ um grupo diedral ou um grupo ciclico. M

Sejam G um grupo e H, K subconjuntos de G. O subgrupo comutador de H e K é definido

CcOomo

[H,K|=(hk]:he HekekK),

com [h, k] = hkh™'k~!. Em particular, o grupo derivado G’ = |G, G].
Lema 3.11 Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G.
1. K normaliza H (K C Ng(H)) se, e somente se, [H, K| é um subgrupo de H.

2. Se K é um subgrupo normal em G e K C H, entiao [H,G| é um subgrupo de K se, e

H G
< = .
7 <2(x)

3. Se p: G — L é um homomorfismo de grupos, entao

somente se,

o([H,K]) = [p(H),p(K)]
Em particular, ¢ (G') = ¢ ([G,G]) = [¢(G) ¢ (G)] = ¢(G) = (Img) C L.

Sejam G um grupo e G = G’ o subgrupo comutador de G. Para cada n € N definimos,

indutivamente, o n-ésimo subgrupo comutador de G como
G™ = (G" VY com GO =G.

E facil verificar, pelo item (3) do Lema 3.11, que cada G+ & um subgrupo caracteristico em

G, para todo n € N. Mais geralmente, p(G™) C G| para todo ¢ € End(G). Note que
...Sg(n) < ...SG(l) SG(O):G
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¢ uma cadeia de subgrupos de GG chamada de série derivada de G e serd denotada por

(@)

</

Seja G um grupo. Diremos que G é um grupo solivel se existir n € N tal que G™ = {1}.

O menor n € N tal que G™ = {1} é chamado o indice de solubilidade.
Teorema 3.12 O grupo diedral D,, é um grupo solivel, para todo n € N.
Prova. Pelo Exemplo 3.5,

D,={a'¥:i=0,....n—1¢e j=0,1},
a" =b*=1eab=>ba! = ba""!. Assim, indutivamente, obtemos

a"b=>0ba " =ba""", VY m e Z.

Logo,
(
1, se x=a" ey=a’
L a’*, sex=a" e y=a’h
[yl =ayay =
a® sex=abey=a’
\ a*, se x=a"b e y=a’h
Portanto,
Ly, se n éum nimero impar
Dgl) — {Dn;Dn] — <a2> _ n p
Zz, se n ¢um numero par.
Assim,
D = [D, D) = {1},
Portanto, D,, ¢ um grupo solivel de indice de solubilidade igual a 2. |

Seja G um grupo. Uma série subnormal em G é uma cadeia finita de subgrupos de G
{1} =G, <G < <G1 <Gy =G

tais que
Git1 <G, 0<i<n-—1,
e serd denotada por

S = (Gl
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Os grupos
G;
Gitr’

sao chamados de grupos fatores. O comprimento de uma série subnormal é o nimero de grupos

0<i<n-1,

fatores nao triviais.

Uma série normal em G é uma cadeia finita de subgrupos de G
{1}:Gn§Gn71§§G0:G

tais que
Gii1 <G, 0<i1<n-—1.

- -1 . o .
Uma série normal S = (G;);_, em G ¢ chamada de série central superior em G se

Gi §Z((;),1§i§n—L

Gi+l Gi+1

Seja G um grupo. Diremos que G é um grupo nilpotente se G possui uma série central. O

menor comprimento da série central é chamado o indice de nilpoténcia de G.
Proposicao 3.13 Qualquer p-grupo é um grupo nilpotente.

Prova. Seja G um p-grupo, com |G| = p" e n € Z,. Vamos usar indugao sobre n para provar
que G é um grupo nilpotente. Se n = 0 ou 1, entao G é um grupo abeliano e, portanto,
nilpotente. Suponhamos que o resultado seja védlido para todo m, com 1 < m < n. Pelo
Teorema de Burnside, Z(G) # {1}. Se G = Z(G), entdao G & um grupo abeliano e, portanto,
nilpotente. Se G # Z(G), entdao Z(G) é um p-grupo, com

G
—|=p° " =1G|.
2|~ <# =10
Pela hipétese de inducao,
G
Z(G)
¢ um grupo nilpotente. Logo, ele possui uma série central
(Z(G)} = <Tonr < <o = -0
— YUm > Um—-1 > >~ U0 — Z(G) .

Assim, pelo Teorema da Correspondéncia, existe um tinico subgrupo normal G; em G tal que

G, = 0<i<m-—1.
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Portanto,

{1} <Gy=Z2(G)<--- <G, =G

é uma série subnormal em G, com

G; G G G .
Gii1 <G e ~ — gZ(_())zZ( ),nggm—l,
Giy1 Gipa Gin Git1
isto é, G é um grupo nilpotente. |

Seja G' um grupo qualquer. A cadeia de subgrupos de GG

G=2%Q)>Z4G)>---> 2 (Q) > ---

é chamada de série central descendente de GG. Note que se G é grupo finito, entao existe n € N
tal que
ZMG) =Z""HG) = --- .

Proposicao 3.14 Seja G um grupo. Entio G é um grupo nilpotente de indice de nilpoténcia

n se, e somente se, Z"(G) = {1}, mas Z"1(G) # {1}.
Prova. Suponhamos que G seja nilpotente. Entao G tem uma série central

com G, # {1}.
Afirmagao. Z'(G) é um subgrupo de G;, para todo i € Z, .
De fato, se i = 0, nada h& para ser provado. Suponhamos que o resultado seja védlido para
i >0, isto é, Z'(G) é um subgrupo de G;. Como
G; G
Gijd =2 (GiJrl)

temos que [G;, G] é um subgrupo de G;,1. Logo, pela hipétese de indugao, obtemos

ZMG) = [2'(G),G] < (G, G] < Giga.

Assim, Z"(G) é um subgrupo de G;;;. Em particular, Z"(G) C G, = {1}. Portanto,
Z"(G) = {1}, mas 2"1(G) # {1}

A reciproca segue da definicao. |

Proposicao 3.15 O grupo diedral D,, é um grupo nilpotente se, e somente se, n = 2%, para

algum k € N.
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Prova. Pelo Teorema 3.12, obtemos
Ly, se m € um nimero fmpar

zZYD,) =[2°(D,),D,] = <a2> =
Z%, se n € um numero par.

De modo inteiramente andlogo, obtemos
22(Dy) = [2'(Da), D] = (a*) .
Assim, indutivamente, obtemos
Z™D,) =[Z2™NDy),Dy) = {(a®"), V meN.

Portanto, se D,, ¢ um grupo nilpotente, entdo existe um menor k € N tal que Z¥(D,,) = {1},

. , k
isto &, > =1en = 2% [ |

3.2 Automorfismo dos Grupos Diedrais

Nesta secao vamos classificar o grupo de automorfismo dos grupos diedrais D,,, com n > 2.
Ja vimos que
H=U(Z,) ={a € Z, : mdc(n,a) = 1}
¢ um grupo ciclico tal que H é isomorfo ao grupo de automorfismo Aut(Z,), por isto, vamos

identificar H com Aut(Z,,).

Teorema 3.16 Seja D,, = (a,b) um grupo diedral, comn > 2. Entao o grupo de automorfismo
Aut(D,,) é isomorfo ao grupo Z, x, H, com a a¢io ¢ : H — Aut(Z,) = H definida como
©(s) = s. Explicitamente,

Auwt(D,) ={o,s:17€Z, e s€ H},

em que

o.5(a’) = a” e o,4(a’b) = a"*""b.

Prova. Note que

ors(a'a?) = a0 =a¥a)* = g, (a')o,(a?)
ors(a'a’d) = aTDFY = ¢ (a?*1D) = 0,4(a')0,4(a'D)
o,s(a'ba’) = o,4(a"7b) = al=9)stry = @5t peds = o,s(a'b)o, .(a’)
ors(aibadh) = o4 (aid) = @IS = (@) (ba ")

= (a"T"b)(a’**"b) = 0,.(a'b)o,.s(a’D),
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isto ¢, 0, s € um homomorfismo de grupos. Por construgao o, é sobrejetor. Agora, se a’ €
ker o, , entdao a’* =1, com i € Z, e s € H. Assim, is = 0, pois 0 < ir < n. Se a'b € kero, g,

entao a**"b =1, com i,r € Z, ¢ s € H. Logo, a***" = b, de modo que

azs—l—r—l—l — azs—f—ra — ba = a—lb — a—lazs+r — azs+r—1 = CL2 — 17

o que é impossivel, pois n > 2. Portanto kero,, = {1} e 0, ¢ um homomorfismo de grupos
injetor. Consequentemente, o, s € Aut(D,,), para todor € Z, e s € H.

Reciprocamente, seja ¢ um elemento qualquer de Aut(D,,). Entdo o(a) = a®, para algum
s € Zy, pois C,, = (a) &€ um subgrupo caracteristico de D,,. Como o é bijetor temos que
mdc(n, s) = 1, de modo que s € H. Note que o(b) = a"b, pois b*> = 1.

Afirmacao. 0 = 0,;.
De fato, como

o(a') = a"” = o,4(a") e o(a'b) = a*"b = 0, ,(a'b)

temos que 0 = 0, .

Finalmente, dados o, ;, 01, € Aut(D,,), obtemos

<0r,s o O_t’u)(aib) — am(ai“Hb) — a(iu+t)s+rb — aisu+st+rb — Jst+r,su(aib)

iSU

(Ur,s o Ut,u)(ai) - O-T,s(aw) =a - O-st+r,su<ai)7

OU S€ja, Ty s 0 Opy = Osiyrsy- Entdo a funcdo f : Aut(D,) — Z, X, H definida como f(o,) =

r.s) ¢ um isomorfismo de grupos, pois
(r, ) grupos, p
(ry8) - (t,u) = (1 +9(s)(t), su) = (r + st, su)
e f7Hr s) =0 _pg1 1. ]

Observagao 3.17 |Aut(D,,)| = no(n), com ¢ a fungao de Euler.
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