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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a existéncia de uma solucao simétrica positiva, como

também uma solugao nao-simétrica que muda de sinal, para o problema eliptico semilinear
~Au+V(2)u= f(z,u), ue H(RY),

onde N >4, V : RY — R é um potencial nao-negativo e f : RY x R — R ¢ uma funcao
continua. Para obtermos os resultados, usamos o Teorema do Passo da Montanha, o

Principio de Criticalidade e resultados de compacidade.

Palavras-Chave: Solugoes simétricas e nao-simétricas; Principio de Criticalidade

Simétrica; Teorema do Passo da Montanha.



Abstract

In this work, we establish the existence of a positive symmetric solution and a

nonsymmetric solution which changes sing, for the semilinear elliptic problem
~Au+V(2)u= f(z,u), ue H(RY),

where N > 4, V : RY — R is a non-negative potential and f : R¥ xR — R is a continuous
function. To achieve these results, we use the Mountain Pass Theorem, the Principle of

Symmetric Criticality and compactness results.

Keywords: Symmetric and nonsymmetric solutions; Principle of Symmetric Criticality;

Mountain Pass Theorem.

vi



Sumario

Notacoes
Introducao

1 Resultados Preliminares

1.1 Fungoes Radiais . . . . . . . . . . .
1.2 O Espago H! ,(RN) . . . ..
1.3 LemadeLions. . . . . . . . . . ..
1.4 Compacidade nos Espagos de Lebesgue . . . . . . ... ... .. ... ...

1.5 Principio de Criticalidade Simétrica . . . . . . . . . . .. ... ... ....

2 Potencial Constante e Nao Linearidade do Tipo Poténcia Subcritica
2.1 Solugao Radial Positiva . . . . . . . .. .. ...
2.2 Solugao Nao Radial que Muda de Sinal . . . . . . .. ... ... ... ...

3 Potencial e Nao Linearidade Parcialmente Peridédicos e Radiais
3.1 Resultados Preliminares . . . . . . . . . . . . ...

3.2 Resultado Principal . . . . . . .. ..o
A Alguns Resultados Utilizados
B Regularidade de Funcionais
C Agoes de Subgrupos de O(N) sobre H(RY)

Referéncias Bibliograficas

25
26
29

40

43

46

50



Notacoes

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

B(y,r) denota a bola aberta de centro y e raio r;
e — convergéncia fraca;

e — indica imersao;

f' denota a derivada de Gateaux e derivada de Fréchet da funcao f;

| - | denota a norma euclidiana;

Hl

rad

(RY) & o subespago das fungoes radiais de H'(RY);

e (-,-) denota o produto interno;

¢, C, Cy, C1,Cq, Cs, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

|©2| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto € em R¥;

supp f denota o suporte da fungao f;
e O(N) é o grupo das transformagcoes lineares ortogonais de RY em RY;

Q é um dominio de R¥;

/

e o' =p/(p—1) denota o expoente conjugado de p ;

m final da demonstracao;

e ¢.t.p. quase todo ponto;



Notacoes 3

e vt =max{u,0} e v~ = max{—wu,0};

e [P() é o espago das fungbes mensuraveis u sobre ) tais que / lulPdz < oo,
Q

1 <p < o0;

o WHP(Q) & o espago das fungoes u € LP()) tais que existem gy, gs, ..., gy € LP(Q)

satisfazendo uﬁgpda; = — / gipdr, Yo € C(N),Vi=1,...,ncom 1 < p < o0;
Q O Q

o |ul, = ([, |u|p)% denota a norma do espago de Lebesgue LP((2);
o |Vul, = ([, |Vu|p)% norma do gradiente em W, ?(Q) ;

o [lu]l = (|Vul2 + |u|2)"* norma usual do espaco H'(RY);

e ('(Q) denota o espago das fungoes continuas em 2;

o ()(2) sao as fungdes continuas de suporte compacto em €2;

e C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das fungdes k vezes continuamente

diferenciaveis sobre €;
o C™(Q) = nk21 C*(Q);
o 0%(Q) = {ue C(Q); sup M < 400} com 0 < a0 < 1;
sye | =yl
o C1(Q) ={u € CY(Q); D'u e CO(Q) Vi,|i| <1}

Np
N—p

se 1<p<N,

e p* é 0 expoente critico de Sobolev definido por p* =

00 se p>N.



Introducao

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de uma solucao simétrica positiva, como
também de uma solucao nao-simétrica que muda de sinal, para o problema eliptico

semilinear

—Au+V(2)u= f(z,u), ue H(RY), (P)

onde N >4,V : RY — R é um potencial continuo nao-negativo e f : R¥ x R — R ¢ uma
fungao continua. Teremos, ainda, algumas hipoteses adicionais sobre as funcoes V e f ao
longo deste trabalho.
Ao abordar a Equagcao (P), utilizamos métodos variacionais, ou seja, associamos a (P)
o funcional energia ¢ : F — R definido por
1

olu) = 3 /RN(|W|2 +V(2)ud)dz — /RN F(z,u)dz, (1)

e almejamos encontrar pontos criticos para ¢, os quais serdo as solugoes fracas de (P).
Equagoes do tipo (P) estdo relacionadas a muitos problemas da fisica-matematica.
Por exemplo, as solugoes de (P) estao associadas a existéncia de solugdes do tipo onda

estacionaria para equagoes de Schrédinger nao-lineares da forma

.0
ior = —Ap+ W) —gllply, = €RY,

onde W : RY — R ¢ um potencial dado e g ¢ uma funcao real conveniente. Entendemos

por uma solucao do tipo onda estacionaria, uma funcio ¢ : R x RY — C do tipo
p(t,z) = ePlu(z)

onde F € R, u:RY - R et € R (para mais detalhes, confira, por exemplo, Berestycki-
Lions [4], Liu-Wang [11], Rabinowitz [15] e Strauss [19]).

Se considerarmos o potencial V(z) =1 e f(z,u) = [u[P"u, 2 < p < 2*, um resultado
de existéncia para equacao (P) foi obtido por Strauss [19] (para N > 2) e Bartsch-Willem
[3] (para N =4 ou N > 6).



Introducao

Nosso trabalho é constituido de trés capitulos e trés apéndices.

No Capitulo 1, apresentamos o conceito de fung¢ao radial sob um enfoque algébrico;

introduzimos o espago H! ,(RY) das funcoes radiais de H'(R"); apresentamos algumas

rad
definicoes importantes e estabelecemos alguns resultados de compacidade que foram
utilizados no Capitulo 2. Por fim, apresentamos e demonstramos o Principio da
Criticalidade Simétrica de Palais.

No Capitulo 2, apresentamos os resultados de existéncia para o problema (P), segundo
Bartsch-Willem [3], quando V(z) = 1 e f(z,u) = |ulf"%u, 2 < p < 2* ou seja,

consideramos o problema:
—Au+u = |ulf?u, ue HY(RY). (P)

No Capitulo 3, estabelecemos os resultados de existéncia para a equagao (P) obtidos
por Lorca-Ubilla [12]. Mais precisamente, estudamos (P) com as seguintes hipdteses na
nao-linearidade f e no potencial V:

(Vo) inf V(z) :=bg > 0;

z€RN

(f1) tim £2:2)

s—0 S

= 0 uniformemente para z € RV,
(f2) |f(z, )| < a1+ as|s|? para todo z € RV e s € R, onde ar,a, > 0 e p € (1, 122).

(f3) Existe uma constante p > 2 tal que 0 < pF(z,s) < sf(z,s) para todo z € RV e
s #0, onde F(z,s) = [} f(z,t)dt.

(fs) f(z,—8) = —f(z,5) paratodo s € Re z € RV,

(fs) Seja RY = R™M x R*M onde N; > 0 e M > 2. Existe T = (Ty,...,Ty,) € RM
onde T; > 0 para i = 1,..., N, tal que para z = (z,y) € RM x R*™ ¢ para todo
g € O(2M), temos

f('rla cey Ly + 7—‘1" ...7I’N1,y,U,) = f(l’,g(y),U),

Viwy, i+ Ty ony,y) = Vi, g(y),

com,i=1,...Ny, = (x1,...,25,) e O(2M) é um grupo ortogonal em R?*M.

Com base nas notagoes da hipotese (f5), o principal resultado deste capitulo é o

seguinte:



Introducao

Teorema 0.1 Suponha que as hipdteses (Vo) — (f5) sejam satisfeitas e considere que
N > 4. Entao, o problema (P) tem duas solugdes nao-triviais em H'(RY). Uma solugio
¢ positiva em RY e radial na varidvel y. A outra solucido muda de sinal e € nao radial na

varidvel y.

Para provarmos o Teorema 0.1, associamos & equagao (P) o funcional energia ¢ dado
em (1) que estd bem definido em E e, mais ainda, é de classe C'! (veja Apéndice B). Na
prova da existéncia de uma solugao nao radial que muda de sinal, primeiro consideramos
a involucao 7 definida em RY = RM x RM x RM com N; > 0, M > 2, dada por

T(.ﬁL’, Y1, y2) = ('Ia Y2, yl)
Em seguida, definimos a ac¢ao do grupo Gy = {id, 7} sobre E por

w(z,y1,y2), se g=id
—u(t7(z,y1,2)), se g=T.

gu(xuybyQ) = {

Observamos que u = 0 ¢ a tnica fungao em Foou) N Eg,, onde Epoay e Eg, representam
os espagos dos pontos fixos das agoes de O(2M) e Gy sobre E respectivamente. Entao,
consideramos a a¢ao do subgrupo G = O(M) x O(M) sobre E e ¥ a restrigao do funcional
¢ ao espaco de Hilbert W = Eg, N Eg com a norma de E. A idéia é obter, via Teorema
do Passo da Montanha, um ponto critico nao trivial uy do funcional ¥. Em seguida,
usando o Principio de Criticalidade Simétrica de Palais, que por (f;) o funcional energia
¢ invariante, concluimos que uy é um ponto critico nao-trivial de ¢.

A fim de obtermos uma solugao radial em y e positiva, consideramos f(z,s) = 0
para s < 0 e o funcional ¢ restrito ao espago Eg@an(RY). Procedendo analogamente ao
caso anterior, estabelecemos a existéncia de um ponto critico nao-trivial v de ¢ restrito a
Eoenn (RY). Pelo Principio de Criticalidade Simétrica, v ¢ um ponto critico de ¢, o qual

¢ radial na variavel y. Assim, para todo v € HY(RY),

VwVudz + V(z)wvdz — f(z,w)vdz = 0.

RN RN RN
Tomando v = —w™, segue que w = wt > 0. Aplicando o Principio do Maximo Forte,
concluimos que w > 0 em R¥Y.
No Apéndice A, temos alguns resultados utilizados ao longo dos Capitulos 1, 2 e 3. Nos
Apéndices B e C, apresentamos alguns detalhes técnicos de fatos utilizados nos Capitulos

2 e 3, que estao divididos, respectivamente, por : Regularidade de Funcionais e A¢oes de
Subgrupos de O(N) sobre o H'(RY).



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos alguns resultados que sao usados nesta dissertacao. Mais
precisamente, na Sec¢ao 1.1, definimos fungao radial sob um enfoque algébrico, com o
(RY) < LP(RY) para 2 < p < 2*.
Usaremos este fato no Lema 2.5 para provarmos a condi¢ao de Palais-Smale para o
(RY) das

fungoes radiais de H'(R”). A seguir, nas Segoes 1.3 e 1.4, enunciamos e demonstramos um

objetivo de obtermos compacidade das imersoes H} ,

funcional associado ao problema. Na Segdao 1.2, introduzimos o espago H! ,
lema devido a Lions (Lema 1.5) e o Corolério de Strauss (Corolario 1.11), respectivamente.
Finalmente, na Secao 1.5 apresentamos e demonstramos o Principio da Criticalidade

Simétrica.

1.1 Funcoes Radiais

Antes de definirmos fungao radial, precisamos saber o conceito de conjunto radialmente
simétrico. Um subconjunto 2 C RY é dito radialmente simétrico se ¢ mensuravel e satisfaz
a propriedade:

se xg € Q) e |z| =]z entdo z € .

Uma bola, uma regiao anular e o R sdo exemplos de conjuntos radialmente simétricos.

Relembremos que uma transformacao linear S : RN — RY chama-se ortogonal quando
sua representacao matricial A com relacdo a base candnica de RY ¢ uma matriz ortogonal,
isto 6, AA" = A'A = I, em que A! denota a matriz transposta de A e I é a matriz
identidade de ordem N (veja [5]).

Visto isto, definimos func¢ao radial sob um enfoque algébrico da seguinte maneira:
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rad

(RY)

Definigao 1.1 (Forma Algébrica) Sejam Q C RY um conjunto radialmente simétrico
e u € L (Q). Dizemos que u é uma funcio radialmente simétrica se, para cada

transformacao linear ortogonal S : RN — RY | a igualdade u(Sxz) = u(z) vale para quase

todo x € ).

A forma algébrica pode ser naturalmente generalizada ao conceito de fungoes
invariantes pela acao de um dado subgrupo do grupo O(N) (com operagao de composigao)

de todas as transformacoes lineares ortogonais de RY (veja a Secdo 1.4).

1.2 O Espago H' (RY)

rad

Ao utilizarmos métodos variacionais no estudo de equacOes diferenciais parciais,
geralmente é necessério algum resultado de compacidade. Porém, nos problemas em R,
h& uma perda de compacidade nas imersoes de Sobolev e nao conseguimos as limitacoes
das sequéncias de Palais-Smale. A fim de contornarmos esse problema, vamos estudar o

(RY) de H*(RY). Definimos o espago H' ,(R™) por:

rad

subespaco H!

rad

H! (RY) = {uec H'(RY) : u(Sx) = u(x), para todo S € O(N)}.

rad

Mais adiante, trabalharemos com alguns subespagos convenientes de H! ,(RY) e

precisaremos de algumas propriedades que as fungoes destes subespagos herdam das
(RY).

Sabemos que H'(R"), munido do produto interno

= 1
funcoes H,,,

(u,v) = / (VuVv + uwv)dz, u,v € H'(RY),
RN

¢ um espaco de Hilbert, cuja norma correspondente ¢é

full = | [ 9P e we i)
RN

Teorema 1.2 H!

rad

(RY) € um espago de Hilbert.

Prova. Como H'(RY) é Hilbert, basta mostrarmos que H} ,(RY) ¢ um subespago

rad
vetorial fechado de H!'(RY). Pela Definicio 1.1, temos que 0 € H! (RY). Sejam

rad
up,ug € H J(RY), 0 € Re S € O(N). Temos que

(u1 + auy)(S7) = w1 (Sz) + auy(Sr) = ui () + aug(z) = (ug + auy)(r) qt.p. em RY,

(RY). Entao, H}

1 (RY) com a norma induzida por

0 que mostra que u; + auy € H},

H*(RY) ¢ um espago vetorial normado.
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Agora, nos resta mostar que H' ,(RY) é fechado. De fato, seja (u,) uma sequéncia em

rad

Hl

1 J(RY) tal que u,, — u em H'(RY). Basta mostrar que u é radial. Como H'(RY) esta

imerso continuamente em L*(RY), temos que (u,) também converge para v em L?(RY).
Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que u, () — u(z) para quase
todo € RY. Portanto,

uw(Sz) = lim u,(Sz) = lim u,(x) = u(x)

n—oo n—o0

para quase todo z € RY. Logo, u € H! ,(RY), o que mostra que H}! ,(RY) ¢ fechado e

rad

isto finaliza a prova. [

1.3 Lema de Lions

Nesta segao, apresentamos a prova de um resultado, devido a P. L. Lions [4], que
serd essencial para estabelecermos a compacidade de algumas imersoes de subespagos de
H'(RY) nos espagos de Lebesgue. Primeiramente, comegamos com um resultado técnico
(veja também [13]).

Lema 1.3 Dado r > 0, existe uma cobertura enumerdvel de RN por bolas abertas de raio

r tal que cada ponto de RN estd, no mdzimo, em 4" bolas da cobertura.

Prova. Escrevamos d = 5 e ponhamos
Q ={(kid,....,knd) : k1, ....kn € Z}.
Consideremos a cobertura enumerével de RY constituida das bolas abertas B(q,r) com
¢ € Q. Dado y = (y1,...yy) € RV, sejam ky, ..., ky € Z tais que
y € [krd, (k1 + 1)d] x ... x [knd, (ky + 1)d].
Dado q = (kid, ..., knd) € Q, se k; < k; — 2 para algum j € {1,..., N}, entdo
ly — gl > |y; — kjd| > y; — kjd > kyd = kyd = (k; — k;)d > 2d =,
de modo que, y & B(q, ).
De maneira analoga, se k; > k; + 3, entdo y € B(g,r). Portanto, se y € B(q,r), entio

k_j —1<k; < k_j + 2 para cada j € {1,.., N}, de modo que existem, no méaximo, 4" bolas

nas quais y possa estar. [ ]

Na verdade, existe uma cobertura enumeravel de RY por bolas abertas de raio r tal
que cada ponto de RY esta, no méaximo, em N + 1 bolas da cobertura. Mas, o Lema
acima é suficiente para nossos propoésitos aqui. Uma cobertura como a do Lema 1.3 induz

uma particao de RV. Vejamos o seguinte lema:
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Lema 1.4 Seja (B(z,7))zex uma cobertura de RN por bolas de mesmo raio v > 0 tal
que cada ponto de RN esteja, no mdximo, em K bolas da cobertura. Entdo, exviste uma

particao enumerdvel (P,).cz de RN, com Z enumerdvel, tal que
(i) P,N B(z,r) = P, ou P,N B(x,r) =0 para cada x € X e cada z € Z.
(i1) Para cada z € Z, P, estd contido, no mdzimo, em K bolas da cobertura.

Prova. Para cada z € X, seja
X, ={2"€ X : B, N By # 0}\{z},

onde denotamos B(x,r) = B, para simplificarmos a notagdao. Para cada z € RY, sejam

C, C X o subconjunto dos centros das bolas da cobertura as quais z pertence,

7, = U X, —C,

CCECZ

e definamos P, por

P, = ﬂBx— UBx.

zeC, TEZ,
Agora, dados 21, 22 € RY | mostremos que P,, = P., ou P,, N P,, = . De fato, se existe
20 € P, NP, # (), entao
w€eP, C ) B.

xECzl
Logo C, C C,,. Suponhamos, ao contrario, que C,, Z C,, e seja x € C,,\C,,. Temos que
20 € B, N By # () para 2’ € C,,, logo x € Z,,. Entao,

20 & Py = ﬂ By — U By,
2'€Cs, @' €7z
o que é uma contradicao. Logo, C,, = C,,. Consequentemente, Z,, = Z,,, donde segue
que P,, = P,,.
Analogamente, P,, = P, . Portanto, P,, = P,,. Em virtude disso, a relacao R definida
por:

21 Rz, se, e somente se P, NP, #(

¢ uma relacdo de equivaléncia em RY. Seja Z C RY um conjunto formado por
representantes distintos dois a dois das classes de equivaléncia determinadas pela relacao.
Entao (P,).cz ¢ uma partigao de RV,

Note que, pelo Teorema de Lindelof segue que podemos considerar Z enumeravel.

Observe também que para cada z € Z, o conjunto P, é unicamente determinado por

10
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C., o conjunto dos centros das bolas da cobertura que contém z, isto é, se 21,29 € Z
sao distintos, entdo C,, # C,,. Como C, C X e p(C,) < K (p(C.) é a quantidade de
subconjuntos dos centros das bolas as quais z pertence) para cada z € Z, concluimos que
Z tem uma quantidade enumeravel de elementos.

Agora, sejam z € Z e x € X quaisquer. Como no comec¢o da nossa demonstragao, se
x € C, entao P, C B,; em particular, P, N B, = P,. Se x € C, entao P, N B, = . De
fato, se existisse zp € P, N B, # 0, entao terfamos P, = P,, ¢ C, = C,,, pois 2y € P,, e
também teriamos x € C,, = C,, pois zg € B,, 0 que é uma contradi¢ao. Isto prova (7).
Pelo argumento acima, P, estd contido em exatamente o < K bolas da cobertura, o que

nos da (i7) e finaliza a prova. n

Agora apresentamos e demonstramos um Lema de Lions:

Lema 1.5 (P. L. Lions, 1984.) Sejam r > 0,2 < ¢ <2* ¢ N > 2. Se (u,) € limitada
em H*(RY) e se

sup / |unl?dz — 0 quando n — oo,
yeRN JB(y,r)

entio u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.

Prova. Sejam ¢ < s < 2*e N > 3 (o caso N = 2 é tratado de forma analoga). Pela
desigualdade de Holder,

1—
[ n| L*(B(y,r) < ||un||Lq?B(y,r))Hunsz*(B(y’r))a

onde 0 < v < 1 satisfaz

1=y 2_1
q 2* s
Pela imersao continua de H'(B(y,r)) em L? (B(y,)), obtemos
. ) , v/2
[wnll sy < O||un||Lq?B(y,r)) {/ ([un]” + [Vu,|7)dz
B(y,r)
Tomando
2, .
s=52" —a)+ae(e.2)
temos que, v = % e dai
[un*dz < Callun o, (Il + [V} (L1)
tnl @2 = Tl La(syr) Un Unl")@%. :
B(y,r) B(y,r)

Pelo Lema 1.3, existe uma cobertura enumeravel (B(ym,7))men de RY tal que cada
ponto de RY esté, no méximo, em 4" bolas da cobertura. Usando o Lema 1.4, existe uma

particdo (Py)reny de RY tal que

11



Capitulo 1 1.4 Compacidade nos Espagos de Lebesque

(1) Py N B(Ym, ) = Py ou P, N B(ym,r) = 0 para todos m, k € N;
(i1) Para cada k € N, Py esta contido, no maximo, em 4" das bolas da cobertura.

Logo, por (1.1) segue que

lup?dz < / |un|*dz
/RN Z (ym,r

< sup [ yr) Z/ (IVun|® + |un|*)dz
yeR m=1 Bym,

= Co | swp JluallCoite ) ZZ (| Vit |? + |un)?)dz
yeRN m—1 k:l B(ym,r)N Py

< G (Sup el oy ) 24 IVun!2 + Jun|*)dz
yeRN k=1

1—v)s
— 4Ncl(sup ||u||2q<;><y,))) / (IVtn? + [t |?)d2
yGRN ]RN

< (s sup HunHLq yr))"
yeRN

Assim, u, — 0 em L*(RY). Agora, vamos considerar os valores de p em (2,s) e em
(s,2*). Suponhamos que 2 < p < s. O caso (s,2%) é tratado de modo analogo. Pela
desigualdade de Holder e Sobolev, temos que

1
P
1—
([ fuabas) " <l

< (CQHUn“Hl(]RN))l_71 HunHZl
< Cllual3"
onde
p—2s
M= . 21—9-
Logo, u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < s, o que finaliza a prova do lema. [ ]

1.4 Compacidade nos Espacos de Lebesgue

Nesta segao, nosso objetivo é demonstrar um resultado de compacidade (Teorema
1.9), que garante que a imersao de certos subespagos de H 1(RN ) € compacta nos espagos
de Lebesgue. Como consequéncia, obtemos um lema devido a Strauss [19] (Lema 1.11).

Antes disso, precisamos de algumas defini¢oes.

12



Capitulo 1 1.4 Compacidade nos Espagos de Lebesque

Definigao 1.6 (i) Sejam G um subgrupo de O(N), y € RY e r > 0. Definimos

m(y,r,G) :=sup{n € N:3gy,...,9, € G : j #k implica B(gjy,r)NB(gxy,r) = 0}

(i) Um subconjunto Q de RN é G-invariante se g2 = Q para todo g € G.

(ii1) Um subconjunto G-invariante 2 de RN é compativel com G se, para algum r > 0,

dist(y,Q)<r

Note que, que se 2 = RY entao a condigio dist(y,Q) < r é dispensavel. Por exemplo,
G = O(2) é compativel com o R? pois a medida que o raio desta rotagao cresce, o niimero

de bolas disjuntas, como em (i), também cresce.

Definigao 1.7 (i) Uma agio de um grupo topoldgico' G sobre um espago vetorial
normado H é uma aplica¢iao continua G x H — H, (g,u) = gu satisfazendo

as sequintes condigoes:
(a) g: H— H € linear

(b) (gh)(u) = g(hu)
(c) lu = u.

Se

(d) |lgull = ||u|| para todo w € H, a a¢do € dita isométrica.

Defini¢ao 1.8 (i) Sejam G um subgrupo de O(N ) e Q um conjunto aberto G-invariante
de RN. A agio de G sobre H}(Q) € definida por

gu(z) == u(g ). (1.2)

Note que a definicdo acima faz sentido, pois se v € §) entdao g~'x € Q. No Apéndice

C, mostramos que, de fato, (1.2) € uma a¢io conforme a defini¢ao anterior.
(it) O subespago das fungoes invariantes de H}(Q) € definido por
Hy 6(Q) = {u € Hy(Q) : gu =u,Yg € G}

Facilmente, temos que Hy () € um subespago fechado de Hy(Q)(demonstragao

andloga ao Teorema 1.2). Logo, também é um espago de Hilbert.

m grupo topolégico é um grupo munido de uma topologia de modo que a multiplicacdo e a inversao
Umg topolégico é g ido d topologia d d ltiplicac

sejam ambas continuas.

13



Capitulo 1 1.4 Compacidade nos Espagos de Lebesque

Agora, vamos apresentar e demonstrar alguns resultados de compacidade que serao

utilizados no Capitulo 2.

Teorema 1.9 Se Q) é compativel com G, entao as sequintes imersoes sao compactas
Hyo(Q) — LP(Q), 2<p<2.

Prova. Seja (u,) em H&G(Q) uma sequéncia limitada qualquer. Passando a uma
subsequéncia, se necessario, podemos supor que u, — u € Hj,(Q). Note que, v, =
u, —u — 0, logo basta mostrarmos que v, — 0 em LP({2). Para cada n € N, temos,

usando o Teorema de Mudanca de Variavel,

: 1 m(zy”“” R o (O
B(y,r) m(y7 T, ) j=1 B(g,y,r) m(y; r, )

Como G é compativel com €, temos que m(y,r, G) — oo, quando |y| — oo. Logo, pela

desigualdade (1.3) segue que, para cada € > 0, existe um R = R(e) > 0 tal que

sup/ |vn|?dz < e, para todo n € N. (1.4)
ly|>R J B(y,r)

Pelo Teorema de Imersao de Rellich-Kondrachov (veja Teorema A.7 no apéndice A), temos

/ v, |2dz — 0.
B(0,R+)

Em particular, existe ng = ng(¢) € N tal que

também que

/ v, |2dz < / lv,?dz <e, se |yl <R e n>ny. (1.5)
B(y,r) B(0,R+r)

Combinando (1.4) e (1.5), obtemos

sup / |v,|*dz — 0, quando n — oo
yeRN J B(y,r)

e o resultado segue pelo Lema 1.5 (Lema de Lions). u

k
Corolério 1.10 Sejam N; €N, N; 22, j =1, k, Y N, =N e
j=1

G = O(Nl) X O(NQ) X ... X O(Nk)
Entao, as sequintes imersoes sao compactas
HL(RY) — LP(RY), 2 <p< 2~
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Capitulo 1 1.5 Principio de Criticalidade Simétrica

Prova. Primeiramente, vamos mostrar que G' = O(2) é compativel com o R2. De fato,

dados n € N er > 0, sejam

2 2
;=R (cos (%) ,sen (‘%)) , R >0

eg;: R? — R? uma transformacao linear ortogonal, mais precisamente, uma rotacao que

leva (R,0) a x;, para j =0, 1, ...,n. Logo,

2 2 2 2
|z —zj° = 2R? [1 — (cos(j + 1)—7T) Ccos (‘7—7T) + (sen(j + 1)_7r) sen (‘7—7T>}
n n n n

2
= 2R? (1 — cos (%)) — 00, quando R — oo.

Assim, para R > 0 suficientemente grande, temos que se |y| > R, j1,72 € {1,....,n} e
J1 # jo, entao |xj, — xj,| > 2r, de modo que B(g;,y,7) N B(g;,y,r) = 0. Logo,
mly,r,0(2) > n sempre que |y| > R

De maneira andloga, mostraremos que G' = O(M) é compativel com RM. Dado y € RM
com |y| > R, consideremos uma circunferéncia de centro em 0 e passando por y. O grupo
O(M) contém todas as rotagoes dessa circunferéncia. Logo, se R é suficientemente grande,
entdo podemos obter gy, ...,g, € O(M) tais que B(g;,y,7) N B(g;,y,7) = 0 sempre que
J1,72 € {1, ...,n} e j1 # jo. Portanto, se |y| > R entao

m(y,r, O(M)) = n.
No caso geral, dado y = (y1,..., ) € R x ... x R¥ com |y| > RVEk > 0, existe

j€{1,...,k} tal que
|yj|]RNj > R.

Pelo paragrafo anterior, temos que
m(y;, r, O(N;)) = n.
Portanto, se |y| > RvVk entio
m(y,r, O(N)) = m(y;,r, O(N;)) = n,

o que completa a demonstracao. [

Corolario 1.11 (Strauss, 1977) Seja N > 2. Entdo, as seguintes imersoes s@o
compactas

H! (RYY — LP(RY) 2 <p< 2.

rad

Prova. Basta observarmos que, pela definigao de funcao radial, H! ,

(RY) = Hp ) (RY)

e dai aplicamos o Corolario 1.10 com N; = N. [
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Capitulo 1 1.5 Principio de Criticalidade Simétrica

1.5 Principio de Criticalidade Simétrica

Antes de introduzirmos o Principio da Criticalidade Simétrica, algumas defini¢bes sao

necessarias.

Definicao 1.12 Considere a agao de um grupo topologico G sobre um espago vetorial

normado H.

(i) O espago de pontos invariantes desta agdo € o subespaco fechado de H definido por

Fiz(G) ={u € H : gu=u,Vg € G}

(i) Um conjunto A C H é G-invariante se g(A) = A, Vg € G.
(13i) Um funcional J : H — R € G-invariante se J o g = J,Yg € G.
(iv) Uma aplicagao f: H — H é G-invariante se fog=go f,Vg € G.

Teorema 1.13 (Principio de Criticalidade Simétrica) Assuma que a agio de um
grupo topoldgico G sobre um espago de Hilbert (H,{(,)) seja isométrica. Se I € C'(H,R)
¢ invariante e u € ponto critico de I restrito a Fiz(G), entao u é um ponto critico de I
em H.

Prova. Note que, para cada g € Geu € H,

(gu) o) = tim TOEH ) = Igw) ) Tg(ut+tg™'v) — Tgw)

0 ¢ 50 t ’

e desde que [ ¢é invariante temos que

(I'(gqu),v) = lg% I{u+ tg_iv) — I (u)

= (I'(u), g ). (1.6)

Pelo Teorema da Representagao de Riesz, podemos definir VI : H — H por
(I'(w),v) = (VI(u),v) e [[I'(w)]=[VIW)] para todo veV.
Portanto,
(I'(gu),v) = (VI(gu),v) e (I'(u),(¢"v)) = (VI(u),g 'v) para todo v € V.
Logo, por (1.6), segue que
(VI(gu),v) = (VI(u),g~"0). (1.7)
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Capitulo 1 1.5 Principio de Criticalidade Simétrica

Note que VI é invariante com relagao a agao de grupo, isto é,
goVI=VIog,VgeQdG.
De fato, temos que
IVI(w) + g7 ol = VI +2(VI(u), g~ v) + [lg~ vl
e como a agao € isométrica
IVI(w) + g~ l)* = IVIW)* + 2(VI(u), g~ v) + |[v]*. (1.8)

Além disso, também temos

lgVI(u) +ol* = [gVI(W)|* +2(gVI(u),v) + [lgv]?,
= [VI@W)|? +2{gVI(u),v) + |Jv]* (1.9)
Observando que
lgVI(u) +ol* = [gVI(u)+g(g~ " v)|

= g(VI(u)) + g~ 0
= |VI(u)+ g7 ()|
de (1.8) e (1.9) segue que
(VI(u), g~ ") = (gVI(u),v).

Por (1.7)
(VI(gu),v) = (¢gVI(u),v) para todo v €V,

donde segue que,
Vi(gu) = gVI(u). (1.10)

Agora, vamos provar que u é um ponto critico de I restrito a Fiz(G) em H. Como

u € Fiz(G), g(u) = u,Vg € G. Assim, por (1.10), temos que
VI(u) € Fiz(G).
Como u é ponto critico de I restrito a Fiz(G), temos
(VI(u),v) = (I'(u),v) =0, para todo v € Fiz(Q),

o que implica
VI(u) € Fiz(G)*.
Portanto,

VI(u) € Fiz(G) N Fiz(G)*,

mostrando que VI(u) = 0 em H, donde segue que u é ponto critico de I em H. [ ]
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Capitulo 2

Potencial Constante e Nao Linearidade

do Tipo Poténcia Subcritica

Neste capitulo, nosso objetivo é estabelecer a existéncia de uma solucao radial positiva,
bem como uma solugdo nao radial que muda de sinal, para o problema eliptico (P)
apresentado na Introducao, quando V(z) = 1 e f(z,u) = |[ulP72u, 2 < p < 2*. Mais

precisamente, consideramos o problema
—Au+u=|ulf*u, ue H'(RY). (Py)

Entendemos por uma solugao radial ou (radialmente simétrica), uma solugao que esteja

em H!

1 J(RM). Inicialmente, para a obtencdo de uma solucdo radial positiva, podemos

considerar N > 2. Dizemos que u € H'(RY) é uma solugao fraca de (P;) se ela satisfaz
a igualdade
/ (VuVv +uv)dz = / |u[P~?uvdz para todo v € H'(RY).
RN RN
Em um primeiro momento, como estamos interessados em solugoes positivas, o

funcional energia associado a (P;) pode ser dado por

olw) = 3lul = [ (@ 2.1)

D JrN

o qual estd bem definido e ¢ de classe C' em H*(RY) (veja |21, pag. 9]). Além disso, sua

derivada é dada por

(o' (u),v) = /RN(VUVU + uv)dz —/ (ut)Plvdz para w,v € HY(RY). (2.2)

RN

Observagao 2.1 Notemos que se u € um ponto critico do funcional ¢, entao u é uma

solugio fraca nao negativa de (P). De fato, tomando v = —u~ € HYRY) em (2.2),
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Capitulo 2 2.1 Solugao Radial Positiva

temos que
J R e O e L I L S T

de onde obtemos que
P = [ (VP )z =0,
RN

ou seja, u~ = 0. Logo, u=u" >0 e de (2.2) seque que u € uma solugao fraca de (Py).

2.1 Solucao Radial Positiva

Um dos principais resultados deste capitulo é o seguinte:

Teorema 2.2 (Strauss [19]) Se N > 2 e 2 < p < 2*, entio o problema (Py) possui

uma solucao cldssica radialmente simétrica e positiva.

Para demonstrarmos este teorema, vamos estabelecer alguns lemas.

Lema 2.3 Se u € solugao fraca de (Py), entao u € Clzof(RN), ou seja, toda solucao fraca

€ uma solucao cldssica.
Prova. Suponha que u € H'(R") satisfaga
—Au = [uP?u —u em R (no sentido fraco).
Logo, se escrevermos ¥(z, s) := |s[P~%s — s segue que
[v(z,5)| < a(x)(1+|s|) paratodo z € RY e s€R,
onde a(r) := ||u(z)|P~2 — 1]. Agora, se K C RY é um compacto, temos que

/ [u(z)|P~2 = 1)1V?dx < C|K| +/ Ju(z)| P~V 20y < oo,
K K

pois (p—2)N/2 < 2*. Portanto, a(z) estd em LN/Q(]RN) e aplicando o Teorema de Brézis-

loc

Kato (veja Teorema A.7 do Apéndice A), podemos concluir que u € LI (RY) para todo

loc

p > 1. Usando o resultado de regularidade de Agmon, Douglas e Nirenberg (veja Teorema

A.8 do Apéndice A), u € W2P (RM) para todo p > 1. Assim, para p suficientemente

loc

grande segue, das imersoes de Sobolev, que u € Cfo’ca(]RN ), 0 que implica que |u[P~%u — 1

também esta em Cp%(RY). Finalmente, pela teoria de regularidade de Schauder (veja

Teorema A.9 do Apéndice A), u € C2%(RN) e a prova esté finalizada. |

loc
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Capitulo 2 2.1 Solug¢ao Radial Positiva

Definigao 2.4 Sejam X um espaco de Banach e J : X — R um funcional de classe C*
em X. Uma sequéncia (u,) em X € dita de Palais-Smale no nivel ¢ € R para J (sequéncia
(PS). para resumir), se

J(u,) = ¢ e J'(u,) — 0.

Dizemos que o funcional verifica a condigio de Palais-Smale no nivel ¢ € R (condigao
(PS). para resumir) se toda sequéncia (PS). para J possui uma subsequéncia convergente
em X. O funcional J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (condigao (PS)) se satisfaz a

condi¢ao (PS). para todo ¢ € R.

Neste ponto, vamos considerar a ac¢ao definida em (1.2) do grupo G = O(N) sobre
H'(RY) e trabalhar com o funcional ¢, definido em (2.1), restrito a H! ,(RY). Vamos

denotar U = | J(RN)-
Lema 2.5 O funcional V satisfaz a condigao (PS).

Prova. Sejam ¢ € R e (u,,) uma sequéncia (PS). para W. Para n suficientemente grande,
temos
1
W (u,) — ]—)<\Ill(un),un> <c+ 1+ [lugll.
Por outro lado,

1 1 1 1 1
U(u,) — = (U (uy), u,) = —un2——/ u;pdz——unQ—l——/ w)Pdz
(un) p< (un), tn) 5 llunl 5 RN( ) pH | " RN( )

1 1
= (5-3) lal?,
p

1 1 )
ct 14 fJunll = 55 [ |

de onde segue que

Logo, (u,) deve ser limitada em H!(RY). De fato, suponha que nao seja. Entdo, a menos

de subsequéncia, ||u,|| — +oc. Dividindo a desigualdade anterior por ||u,||*, obtemos

e fazendo n — oo tem-se que 1/2—1/p < 0, isto é, p < 2, 0 que é uma contradi¢ao. Desde

que H!

1 J(RY) ¢ um espago de Hilbert, a menos de subsequéncia, u,, — u em H}! ,(RY).

rad

Pelo Corolario 1.11, u,, — u em LP(RY) para 2 < p < 2*. Logo, a menos de subsequéncia,

U, — u q.t.p. em RY e existe h € LP(RY) tal que |u,| < h q.t.p. em RY. Dai, temos que

uf Pt < Ju, [Pt < WP e LYRY),
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Capitulo 2 2.1 Solug¢ao Radial Positiva

onde ¢ = 2. Em seguida, notemos que

e = ull® = Jlunl* - 2/RN(VUNU +unu)dz + fJul®
= (W (un), = u) = (V' (w), un — u) + /RN[(UI)”1 = (u")" ] (un — w)dz.

Pela desigualdade de Holder e usando o fato que (u™)P~! € LI(RY), temos

< ’(u:)p_l - (u+)p_1’q‘un - u|p

[ = Y, — s

< (17 Hg + 1@ ") o) [n — ulp — 0
Agora, desde que ¥'(u,) — 0 e (u,) é limitada
(W' (), i — )| < W () [ [, — wl] = 0,

(RY). Portanto,

||un, — u|| = 0 e a prova esta concluida. u

Ademais, (¥'(u),u, —u) — 0 pela convergéncia fraca u, — u em H}! ,

Prova do Teorema 2.2. Para obtermos um ponto critico para ¥, nosso intuito é
aplicar o Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema A.3 do Apéndice A). Para isto,
falta apenas verificarmos que VU satisfaz a geometria do passo da montanha (condigoes (i)
e (ii) do Teorema A.3).

Como (u™)P < |uf?, segue que
1 1
W) = gl [ (s

D JrN
I, 1

> 5”““ - ];Wﬁ

Pela desigualdade de Sobolev, existe uma constante Cy > 0 tal que
|ulp < Collul.

Assim, de (2.3), obtemos

1 ch
V(u) > §HUHQ—?°Hqu

1 C
= u2(——— up_2>.
lul®{ 5 pH |

Se ||lu|]| = r entao



Capitulo 2 2.2 Solug¢ao Nao Radial que Muda de Sinal

Logo, se r é suficientemente pequeno, temos que

1 C
pi=r’ (5 — —rp2) > 0.
p

Portanto, inf W(u) > p > 0. Agora, se u € H ,(RY), u™ #0 et > 0 entao

rad
llull=r

1 1
V() — —||tu||2——/ (tu*)Pdz
2 P JrN
t? t
= L - L,

o que implica que ¥(tu) < 0 para t suficientemente grande. Tomando e = tu, concluimos
a prova da geometria do passo da montanha. Assim, pelo Teorema do Passo da Montanha,
obtemos um ponto critico nao trivial u de ¥. Como a a¢ao de G = O(N) sobre H*(RY)
é isométrica (caso analogo ao Exemplo 1 no Apéndice C), pelo Principio de Criticalidade
Simétrica, temos que u é um ponto critico nao trivial de . Pelo Lema 2.3 e pela
Observagao 2.1, u é uma solugao classica radial ndo-trivial e ndo-negativa de (P;).

Agora, mostremos que u(x) > 0 para todo z € RY. Suponha, por contradi¢io, que
exista rg € RY tal que u(xy) = 0. Considere B(x,r) uma bola aberta arbitraria centrada
em xy. Desde que

—Au+u>0 em B(xzg,7),

devemos ter, pelo Principio do Méaximo Forte (veja Teorema A.5 do Apéndice A), u =0
em B(zg, 7). Como a bola é arbitraria, entdo u = 0, o que é um absurdo. Portanto, temos

a positividade de u e a prova do teorema esta completa. [

2.2 Solucao Nao Radial que Muda de Sinal

Nesta se¢ao, vamos demonstrar um resultado (veja Bartsch-Willem [3]) que afirma que
o problema (P;) também tem solugao nao radial para N =4 ou N > 6. Note que, o caso
N = 5 nao é considerado, pois ha uma limitacao dos metédos utilizados por estes autores.

Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.6 (Bartsch-Willem, 1993) Se N =4 ou N > 6 e 2 < p < 2*, entao o

problema (Py) tem uma solu¢ao nao radial cldssica que muda de sinal.

Prova. Aqui, vamos considerar o funcional ¢ dado por

| R 1/ »
u) = —||ul|* — — ulPdz, 2.4
plu) = 5 ul pRN\I (2.4)
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Capitulo 2 2.2 Solug¢ao Nao Radial que Muda de Sinal

o qual estd bem definido, é de classe C' em H'(RY) e tem derivada dada por
(P (u),v) = / (VuVv 4+ uv)dz —/ lu[P"2uvdz  para u,v € H'(RY). (2.5)
RN RN
Observemos que um ponto critico de ¢ corresponde a uma solugéo fraca de (P;). Se N =4
ou N > 6, entao é possivel encontrarmos m > 2 tal que N —2m = 0 ou N — 2m > 2.

Neste caso, vamos considerar a agdo do subgrupo G = O(m) x O(m) x O(N — 2m) sobre

H(RY) definida, como antes, por

(gu)(z) = u(g~"z).

Se olharmos para R™ como sendo o espaco R™ @ R™ @ RY~?" podemos ver G como
a classe das transformacoes ortogonais pelas quais cada uma das trés parcelas é um
subespaco invariante. As matrizes representando elementos de G sao matrizes em que
a diagonal principal contém trés blocos de tamanho m,m e N — 2m, respectivamente,

e o restante das entradas é 0. Pelo Corolario 1.10, a imersao
HL(RY) — LP(RY), 2 <p< 2

¢ compacta. Relembremos que, HA(RY) é o subespago de H'(RY) constituido pelas
funcoes invariantes pela agao descrita acima. Agora, consideremos a transformacao

7 € O(N), definida sobre RY = R™ @ R™ @ RV 2™ por

(71, 29, T3) = (To, 71, T3)
e a acdo do subgrupo H = (id, ) sobre H5(RY) definida por

_ u(x), se h=1id
(hu)(x) = { —u(h ), se h=r (2.6)

Note que esta acao estd bem definida e é isométrica (veja o Exemplo 1 no Apéndice C).

Observemos que
W = Fizgy gy (H) = {u € HLRY) - 7u=u} # {0}

Por exemplo, tomando 1,1y € CC(RY72™) e radiais, e ¢3 € C;°(R™), niao-negativa e
radial, temos que 1 : R™ x R™ x RN=2™ — R definida por

1+ g(@q) e (z3)
1+ 4ps(zo)tha(z3)

(xq, 29, 23) = log (1,22, 23) € R™ x R™ X RN—2m
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Capitulo 2 2.2 Solug¢ao Nao Radial que Muda de Sinal

estd em W. De fato,

(w1, 09, 03) = —p(7 (21, 29, 23))
= —¢(T<x1,1’2,$3))

= —¢($2,I17$3)

— —log 1 + 3 (xa) 2 ()
1+ (@)1 (w3)
L+ aps(1)r (z3)
1+ ap3(w2)iba(w3)

= @ZJ(ZEl, T, l’g).

= log

Além disso, a tunica fung¢ao radial em W é a funcao identicamente nula. Com efeito,

se ug € W é radial, entao
uo(z) = —up(771w) = —up(x)

para quase todo ponto x € R¥, o que mostra que uy = 0. Como W é um subespaco

fechado de H}(RY), as imersoes
W — LP(R), 2<p<2°

sao também compactas. Como na prova do Teorema 2.2, o funcional ¥ satifaz a condicao
(PS) e possui a geometria do passo da montanha. Logo, pelo Teorema do Passo da
Montanha, ¥ tem um ponto critico nao-trivial u € W. Usando o Principio de Criticalidade
Simétrica, u € um ponto critico de ¢ e, portanto, uma solugao fraca nao-trivial de (Py).
Do Lema 2.3, segue u é uma solugao classica nao nula de (P;) pertencente a W. Assim,
u ¢ nao radial e, desde que u(x) = —u(7'z) temos que u muda de sinal, o que completa

a demonstracao. m
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Capitulo 3

Potencial e Nao Linearidade

Parcialmente Peri6dicos e Radiais

Neste capitulo, baseados no trabalho de (Lorca-Ubilla [12]), vamos estabelecer a
existéncia de uma solugao simétrica positiva, bem como uma solucao nao simétrica, que

muda de sinal, para o problema eliptico semilinear
—Au+V(2)u= f(z,u), uve H(RY), (P)

onde N >4,V : RY — R é um potencial continuo nao-negativo e f : R¥ x R — R ¢ uma

fungao continua. Mais precisamente, as fungoes V' e f satisfazem as seguintes hipoteses:

(Vo) inf V(z) :=0by > 0;

z€RN

(f1) tim £Z:2)

= (0 uniformemente para z € RV,
s—0 S

(f2) Existem constantes aj,as > 0 tais que
|f(z,8)] <ap+ag|sfP com 1<p<2®—1,
para todo z € RY e s € R;

(f3) Existe uma constante p > 2 tal que 0 < uF(z,s) < sf(z,s) para todo z € RV e
s #0,onde F(z,s) = [ f(z,t)dt.

(f1) f(z,—s) = —f(z,5) paratodo s € Re z € RV,

(fs) Seja RN = RM x R?* onde N; > 0 e M > 2. Existe T = (Ty,...,Ty,) € RM
onde T; > 0 para i = 1,..., Ny, tal que para z = (z,y) € R™M x R?M ¢ para todo
g € O(2M), temos

f(xla ey T + T'ia ---737N17?Jau) = f(xag(y)au)7
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Capitulo 3 3.1 Resultados Preliminares

Ve, o zi+ Ty ong,y) = Vi, g(y)),

comi=1,...N;, = (x1,..,7n,) ¢ O(2M) o grupo ortogonal em R?M,

Com base na notagao da condicdo (f5), o principal resultado deste capitulo é enunciado

Ccomo segue:

Teorema 3.1 Suponha que as hipdteses (Vy), (f1) — (fs) sejam satisfeitas e considere que
N > 4. Entdo, o problema (P) tem duas solugdes nao-triviais em H'(RN). Uma solugdo
¢ positiva em RN e radial na varidvel y. A outra solu¢ido muda de sinal e € nao-radial na

varidvel y.

No Capitulo 2, nao pudemos considerar o caso em que a dimensao era N = 5, quando
estavamos buscando a existéncia de solucao nao radiais. Neste capitulo, mostraremos que
é possivel encontrarmos solugbes nao-simétricas para o problema (P) para todo N > 4.
O argumento aqui nos permite considerar o caso N = 5, pois buscamos solugoes que sao

nao-simétricas na variavel y € R?M

3.1 Resultados Preliminares

O funcional de Euler-Lagrange ¢ : E — R associado a (P) pode ser definido por

o(u) = 1/RN(|Vu|2 + V(2)u*)dz —/ F(z,u)dz,

2 RN

onde
E = {u c H'(R") : / V(2)uldz < oo}.
RN

O espago E acima, munido com o produto interno e a correspondente norma dados,

respectivamente, por
(u,v)p = / (VuVo +V(2)uv)dz e |ul|3 = / (|Vul* + V(2)u?)dz
RN RN

¢ um espago de Hilbert (veja teorema abaixo). Note que quando o potencial V(z) é

limitado, temos que E coincide com o H(RY).
Teorema 3.2 O espaco (E,| - ||g) € de Banach.

Prova. E imediato concluir que F é um espago vetorial normado com a norma || - || g.

Vamos verificar que E é completo. Seja (u,) C E uma sequéncia de Cauchy. Portanto,
= wllfy = [Vt = Va3 + [(V(2) ) = (V(2) )5 = 0, m,n = oo.
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Capitulo 3 3.1 Resultados Preliminares

Assim, (u,,) é de Cauchy em H'(RY) e {V(2)2u,} ¢ de Cauchy em L2(RY). Logo, existem
uwe HY(RY) e v € L2(RY) verificando u, — u em HY(RY) e V(2)2u, — v em L2(RN).
Como H*(RY) — L* (RY) continuamente, temos que u,, — v em L? (RY) e dai, a menos
de subsequéncia,

U, = u q.t.p. em RY.

Por outro lado,

VI

V(2)2u, = v q.t.p. em RY,

e com isso, v = V(z)%u, mostrando que [or V(2)u*dz < 00, ou seja, u € E. Assim, segue
que (u,) converge para u em E, verificando que E é um espaco de Banach. [

Observemos que pela hipotese (V4),

1
[ull* = [Vulz + Jul; < [Vul; + —[V(2)Vul;
bo
< min{1,1/bo}|ull%,

o que implica que E esta imerso continuamente em H'(RY) e portanto em LP(RY) para
2 < p < 2% Além disso, o funcional ¢ esta bem definido em F e, mais ainda, é de classe
C' em E (veja o Apéndice B).

Para obtermos uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional ¢, vamos usar a
seguinte versao do Teorema do Passo da Montanha (veja [21]), que ndo requer a condigao
de Palais-Smale. Apesar desta versao nao garantir ponto critico, ela garante uma

sequéncia (PS) no nivel do passo da montanha.
Teorema 3.3 Sejam H um espaco de Hilbert, v € C'(H,R), e € H e r > 0 tais que
Jell > 7 e it 6() > p(0) 2 p(e)
Entao, existe uma sequéncia (uy,) tal que
P(uy) = c e Y(u,) =0
onde

c=1inf max U(y(t)) >0 e I'={v:[0,1] = H : v(0) = 0,7(1) = e}.
Y€l t€[0,1]

Os lemas a seguir sao essenciais para obtermos um resultado de compacidade

relacionado ao problema (P).
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Lema 3.4 Seja {A;}jen uma sequéncia de conjuntos abertos de RN tais que
(a) RNl = UjENAj € Az ﬂAJ = @ se1 7éj,
(b) Existe uma constante Cy > 0 tal que, para todo j € N,

[ullg2r 4,y < Collullmra,), para todo u € H'(A;).
Seja (uy,) uma sequéncia limitada de H'(RY). Se
Sup/ lup|?dz — 0, q€[2,2") fizo,
jeN AJ-XRQM
entio u, — 0 em LP(RY) para todo 2 < p < 2*.

Prova. Sejam u € H'(RY) e ¢ < s < 2*, onde s = (1 — \)g + A\2* com 0 < A < 1. Pela
desigualdade de Holder

2%\
2" (Aj XRQA{) :

1-X\
[t 150 ;e < o o It

Agora, usando a desigualdade de Sobolev, obtemos

*A
22

et 12, xoney < €5

1-X
[T [rppreses [ / (W2 + |Vun|2)dz]
AJ‘ XRQJM

Escolhendo \ = 2%, temos

2¢q
/ lup, |*dz < C§||un||ﬁ1(ijR2M)/ (UZ + |Vun|2)dz.
Aj XRQA/I Aj XRM\{

Desde que UjeNA_j = R, tomando o supremo, usando o fato que (u,) é limitada, segue

que

2
N

/ lu,|*dz < C3 sup/ lup|?dz|
RN1 xR2M ]EN A] xR2M

o que mostra que u, — 0 em L*(RM x R?M). Argumentando como na parte final da

prova do Lema 1.5, usando a desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev, u,, — 0
em LP(RY) para todo p € (2,2%). n

Agora, vamos fazer algumas defini¢oes semelhantes as da Secao 1.4.

Definigao 3.5 (i) Seja G um subgrupo de O(2M). Dizemos que R*™ ¢é compativel com

G se, para algum r > 0, limy| . m(y,r, G) = +o0, onde

m(y,r,G) =sup{n € N:3gy,...9, € G:j#k entao B(g;(y),7) N B(gr(y),r) =0}

neN
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e B(gr(y),r) C R*™ ¢ uma bola de raio r e centro gi(y).

(ii) Se R*M ¢ compativel com G, consideramos a agdo isométrica de G sobre E dada

por
(gu)(z,y) = u(z,g7'y), V(z,y) eRM xR*M ¢ ge@.

(iii) Denotamos por Eg o subespago das fungoes invariantes pela a¢ao definida sobre E,
1sto €,
Ec={ue€ FE:gu=uVge G}.

Temos o seguinte resultado de compacidade, que sera essencial em nossos propoésitos:

Lema 3.6 Se R*M ¢ compativel com G, a imersio Eq — LP(Q x R*M) ¢ compacta para

todo dominio limitado Q do RN e todo p € (2,2).

Prova. Suponha que u,, — 0 em Eg e seja r um nimero dado pela Definicao 3.5. Para

todo n € N,

m(y,r,G

)
m(y,r, G) / uldz = Z / uldz
QxB(y,r) i1 QxB(g:(y))

/ uldz
QxR2M

< sup\un\g.
n

IA

Por esta desigualdade e desde que R*M & compativel com G, dado € > 0 existe R > 0 tal

que

sup / uldz < e
ly|>R JQxB(y,r)

Pela imersao compacta de E em L*(Q2 x B(0,r + R)),

sup / uldz — 0.
ly| <R JQxB(y,r)

Assim, obtemos

sup / uldz — 0.
yeR2M JQx B(y,r)

Pelo Lema 3.4, concluimos que u,, — 0 em LP(Q x R?M) para 2 < p < 2*. |

3.2 Resultado Principal

Antes de proceder com na demonstragao do Teorema 3.1, precisamos do seguinte lema

que é uma consequéncia da condi¢ao (f3).
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Lema 3.7 Seja f : RY xR — R uma funcdo continua. Suponha que
0 < puF(z,t) <tf(x,t), (3.1)

para todo v € RN et #0, onde F(x,t) fo r,8)ds. Se K C RN ¢ um compacto, entao

existe constante C > 0 tal que
|F(x,t)] = CJt]" —

para todot € R e x € K. A condigao (3.1) € conhecida como a condi¢io cldssica de

Ambrosetti- Rabinowitz.

Prova. Por (3.1), parat > 1 ez € K temos que

f(z,t)

<

e integrando obtemos

/ltgdzg /j ]{:((ii))dz

plnt <lIn F(z,t) —In F(z,1).

Logo,

Assim, obtemos Int* < In[F(x,t)/F(z,1)] e dai

F(z,t) > F(x,1)t* > Cit" parat>1 e z €K, (3.2)
onde C = m1}r{1 F(z,1) > 0. Usando novamente (3.1), para t < —1 ¢ z € K, temos
zEe
f(x7 t) < /“_’L7
F(z,t) = t

o que implica

1 —1
/ f<x’z)dz§/ Hdz, t< -1, ze K.
t t <

Portanto, como anteriormente, segue que
F(z,t) > F(x,—-1)|t|" > Cslt|* parat<—1 e z€ K. (3.3)

onde Cy = mi}r(lF(x, —1) > 0. Agora, para t € [—1,1] segue que C|t|* < C. Portanto,
re
parat € [—1,1] z € K,
F(z,t) > 0> CJt|" —
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Combinando (3.2), (3.3) e a desigualdade anterior, concluimos que
|F(x,t)] > C|t|* — C,
paratodot € Re x € K. [

Prova do Teorema 3.1. Primeiro, vamos provar a existéncia de uma solucao nao radial
que muda de sinal. Seja 7 a involucao definida em RY = RM x RM x RM com N; > 0,
M > 2, dada por

(@, Y1, 52) = (@, 92, 1)-

Definimos a agao do grupo G; = {id, 7} sobre E por

U(l’, 91792)7 s€ g = id
gu('xayl?yQ) = 1
_U(T ('TvylayQ))v s€ g=T.

Note que, u = 0 ¢ a tnica funcao em Ep@an N Eg,. Com efeito, se u € Eopm) N Eg,,

temos que

u(x7ylay2) = _U(T_l(xaylayQ)) = _u(x’ylayQ)v

isto é, u = 0. Entao, consideremos a a¢ao do subgrupo G = O(M) x O(M) sobre E e ¥ a
restricao do funcional ¢, definido na segao anterior, ao espago de Hilbert W = Eg, N Eg
com a norma de E (note que a acdo de GGy sobre W esta bem definida e é isométrica,
conforme o Apéndice C). A idéia é obter, via Teorema do Passo da Montanha, um ponto
critico nao trivial ug do funcional ¥. Em seguida, usando o Principio de Criticalidade
Simétrica de Palais, poderemos concluir que uy € um ponto critico nao-trivial de ¢.
Pelas condicoes sobre f, vamos verificar que WU verifica as hipoteses do Teorema 3.3. Ja
temos que ¥ & de classe C'! e mostremos que ¥ possui a geometria do passo da montanha.

Primeiramente, por (fi) e (f2) temos que dado € > 0 existe C, > 0 tal que
£ (2, 8)| < els| + Ccls]” (3.4)
para todo z € RY e s € R. Consequentemente,

C
|F(z,8)] < E|S|2 + —|s|P*! paratodo zeRY, seR.

p+1
Logo, usando a imersao continua de £ em L2(RY) e em LPTH(RY), temos
1
U(u) = —/ (|Vul> + V(2)u*)dz — / F(z,u)dz
2 RN RN
1 € Ce +1
> St - i - S

1 €
= (335 Il - Calz”
= Nl (G~ i),
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onde escolhemos € > 0 de modo que C3 :=1/2 —¢/2 > 0. Se ||u||g = p entdo
W) > PA(Cs— )
e se p é suficientemente pequeno, temos que
= (G —p") >0
Portanto,

inf W(u) > a>0.

l[ull=p

Agora, consideremos ¢ € C§°(RV)\{0} satisfazendo supp(v)) = B(1,0) =: K e 0 <
¢(z) < 1 para todo z € Bj. Pelo Lema 3.7, existem C' > 0 tal que, para todo s € R e
z € K, tem-se

IF(2,8)] = Cls] -
Logo, para t > 0, obtemos
Vew) = slwlh— [ PG
- i - | Pt
< Dol —co [ wpaz v [ a

2
- t—uwu%—cw / wldz +CIK]

com 1) # 0. Portanto, tlg?o U(t) = —oo. Para t suficientemente grande, e := ti satisfaz
U(e) <0 e lellz=tlulle > p.
Assim, usando o Teorema 3.3, existe uma sequéncia (u,) em W tal que
U(u,) —c e ¥(u,) —0,
onde
c= igfé}?’ﬁq’(w» >0 e I'={y:[0,1] = E:74(0) =0,7(1) = e}.

Agora, fazemos a seguinte afirmagao:

Afirmagao 1: A sequéncia (u,,) é limitada em W.
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De fato, por (f3) e para n suficientemente grande, temos

1
1+l 2 ) = (V). )
1
= gl [ PGt = iy [ G
RN

= (53 )tz [ UG- n )l ds

1 1
> (55 ) Il
,u

Se (u,) nao fosse limitada, a menos de subsequéncia, terfamos ||u,|z — oo. Dividindo a

desigualdade anterior por ||u,||%, obterfamos

c+1 1 1 1
lunlll  Nunlle = 2 4
donde fazendo n — oo chegariamos a % — 1 <0, ouseja, 1 < 2, 0 que é uma contradicio.
m

Note que, toda sequéncia (PS) para ¥ ¢ limitada.
Nosso objetivo agora ¢ mostrarmos que (u,) nao converge para zero em LPTH(RY).

Para isto, pelo fato de (u,) ser limitada e da igualdade

(U (up), up) = /RN(|Vun|2 + V(2)u?)dz — [z un)updz, (3.5)

RN

temos a seguinte estimativa:
< [ | £Cruaunds + ¥ (u)|
Usando (3.4), dado € > 0 obtemos
wlly < e[ w+C [ Julds+Clvw)|
RN RN
< iy +C [ s+ O ()|
RN
Dai,
(1= cCollulp < C. [ uaP*dz + W),
RN

o que implica que
Junlle < € [ ualP ¥z 4 ol ¥ )|
R

Agora, se (u,) convergisse para zero LPTH(RY) terfamos ||u,|% — 0 pois ||¥'(u,)]] — 0
e por (3.5) concluirfamos que [uv f(2,un)undz — 0 e, consequentemente, por (fs)
fRN z,u,)dz — 0. Portanto, terfamos que ¥(u,) — 0, o que é um absurdo, pois
U(uy,) — ¢ > 0.
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Agora, seja {A;} czv uma sequéncia de conjuntos abertos de R dada por

AJ - (leh (]1 + 1)T1) X ... X (jN17 (le + 1)TN1)7

onde J = (j1,...,jn,) € T = (11, ..., T, ) como dado em (f5). Desde que (u,,) ndo converge
para zero em LPTH(RY) e p+ 1 € (2,2%), segue, do Lema 3.4, que dado ¢ € [2,2*) existe
uma subsequéncia de (u,), que denotaremos da mesma maneira, e um nimero positivo o
tais que

sup / lun(x,y)|%dz > o.
JEZN1L J Ay xR2M

Para cada n € N, sejam A; um retangulo tal que

/ () dz > 2,
Ay, xR2M 2

e dp = (J1nT1s -, jny n Ty ) 0 vértice principal de A, . Realizando a mudanga de variavel
x =2’ +d,, obtemos
o

/A . lun (2 + dp,y)|9d2" > 5 2= (2,y),
oX

onde A é o retangulo dado por (0,77) x ... x (0,7, ). Agora, consideremos a sequéncia

definida por wy,(2',y) = u, (2’ + d,, y). Logo, obtemos

/ a1 > & (3.6)
ApxR2M 2

Observando que os vértices principais d,, sao multiplos do periodo 7', usando a mudanca
de variavel 2/ 4 d,, e a hipotese de peridiocidade (f5) sobre V e f, segue que w,, é também
uma sequéncia do Passo da Montanha para ¥ e, portanto, também é limitada. Logo,
desde que W é um espaco de Hilbert w,, — w em W e pelo Lema 3.6, w, — w em

LAy x R*M). Consequentemente, passando o limite em (3.6) obtemos

(6]
Ly)|idZ > =
[ >

o que mostra que w # 0. Por (3.4) e usando a desigualdade de Hoélder, o fato que w,, — w
em LI(K) para K dominio limitado de RY e o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, segue que
f(z,w,)pdz — f(z,w)odz,
RN RN

para todo ¢ € C°(RY) NW. Portanto,

(W(wn), @) — (¥ (w), ¢) = 0
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de onde obtemos (¥'(w),¢) = 0 para todo ¢ € C(RY) N W. Neste ponto, vamos

considerar o seguinte fato:
Afirmagao 2: C(RY)NW & denso em W.

Admitindo, por enquanto, este resultado, segue que w € W é um ponto critico de
P, isto é, w é um ponto critico de ¢ restrito a W. Como as condigoes do Principio de
Criticalidade Simétrica sao satisfeitas, temos que w é um ponto critico nao trivial de ¢.

Pela definicao de W, a fun¢ao w muda de sinal e nao é radial na variavel y.

A fim de obtermos uma soluc¢do radial em y e positiva, consideramos f(z,s) = 0
para s < 0 e o funcional ¢ restrito ao espaco Eoan) (RY). Procedendo analogamente ao
caso anterior, estabelecemos a existéncia de um ponto critico nao-trivial v de ¢ restrito a
Eo@m)(RY). Pelo Principio de Criticalidade Simétrica, v é um ponto critico de ¢, o qual

¢ radial na variavel y. Assim, para todo v € HY(RY).
/ VwVudz + / V(z)wvdz — f(z,w)vdz = 0.
RN RN RN

Como no Capitulo 2, tomando v = —w~, segue que ||lw™||g = 0 e, portanto, w~ = 0.

Logo, w = w™ > 0. Considerando
‘IJ(Z’U) = f(Z,U) - V(Z)ua
por (3.4) segue que

W(z,u)] < ful+ Cilul’ + V(2)]ul
= (1+Culfft +V(2)|u
< a(2)(1+ |ul),

onde a(z) := 1+ Cyju(z)|P~! + V(z). Como no Capitulo 2 (Lema 2.3), a(z) estd em
N
L?

2.(RYN) e, procedendo, analogamente como na prova do Lema 2.3, teremos que w é uma

solugao cléssica de (P). Aqui, precisa-se que a funcao f seja localmente Holder continua.
Agora, desde que f(z,u) > 0 entdo, argumentando como na prova do Teorema 2.2, segue
pelo Principio do Maximo Forte, que w > 0 em RY e a prova esta completa.

Para finalizarmos este capitulo, vamos demonstrar a Afirmacao 2:

Prova da Afirmagao 2. Primeiro, seja u € W com suporte K = supp(u) compacto.

Consideremos p, uma sequéncia regularizante radial em RY. Agora, definamos v,, = p,, *u.
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Como u € W e p, é radial tem-se que 1, € C5°(RY) N W (veja Observagao 3.8 no final).

Além disso, como u € L*(RY) temos que

Up —u em L*RY)

oYy, ou ou

= pp k — —

Notemos que existe algum compacto K tal que K U supp(¢,) C K; para todo n € N.

em L*(RM).

Portanto,
Vi — ultdz = | V()| — ulfds < maXV(z)/ 1 — uftdz,
RN K z€Ky K
de modo que
/ V(=) — uldz — 0.
]RN

Além disso,

2

— 0,
2

N
oY ou
— 2 — n —
/RN [Vion = Vul“dz ZZI ‘ Ox;  Ox;
donde

[4n = ullz = 0.

Agora, dada u € W, definamos u,(z) = M,(z)u(z) com M,(z) = M (£) e M ¢ uma

fungao de truncamento radial em C5°(RY) definida por

M) — 1, z € B(1,0)
] 0, 2€B(20)r

Novamente, temos que u, € C5°(RY) N W (veja Observagio 3.8). E claro que |u,| < |ul

e u, — u q.t.p. em RY. Logo,

V(2)|un — u* <2V (2)u* € LYRY)

V(2)|up —u* -0 qt.p. em RN
Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ V(2)|ty — u?dz — 0.
RN

36



Capitulo 3

3.2 Resultado Principal

Por outro lado,

ou, 10M
e com isso
2
/ 8un_8u e <2 / l@M
RN 8% 8ZEZ RN 1T 6%
Desde que
ou  Ou|?
M, — — 4.p.
e
ou  Ou |2 ou
M, — — <2
‘ "Ox;  Ox;l — (8%’

obtemos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

ou ou

M, —

Resta mostrarmos que

em L*(RM).

/RN n ze

2 / 10M
dz = —
Bon\By |0 6’@

Observemos que

10M

/RN_

n 0x;

u

ou

Oz,

2
of o [ |
RN

em RY

)2 e L'(RY),

‘dz—>0

clz<g

ou
al’z‘

2
) dz.

lul|*dz — 0,

onde By, = B(0,2n) e B, = B(0,n). Usando a desigualdade de Holder com expoentes

N

N
~5 € 5, obtemos

/ udz < m(Bgn\Bn)% (/ lu
an\Bn B2n\Bn

< (wn(2m)")> </an\B" .

o que implica que

1 M o\ 2
/ 0 ) dz < 4C’wN (/ |u)? )
RN n xl BQTL\BTL

pois u € L¥ (RY). Portanto, para i =1,..., N, temos
ou, Ou |2 S0
(9xi a&:z 2 ’
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mostrando que

un,
e =l = Z\ai 83:1

/ V(2)|un — ul?dz — 0,
RN

ou seja,

U, > u em W.

Observacao 3.8 I) Se uw € W entao 1, := p, xu € W. De fato, usando o Teorema de
Mudanga de Varidveis e o fato que p, ¢ radial em RY, temos, denotando t = (,t,t5),

que

(o *w) (2, Y2, 1) = /N w(t)pnl(x, Y2, 1) — (£, 61, 12)]dt
R
= / u(t, tr, t2)pn(x — t,ya — t1, 41 — to)d(t, t1,t2)
RN
= _/ u(t, ta, t1)pn(z — t,y1 — to, yo — t1)d(t, 1, ta)
RN

= [ttt ) — ottt )
R

= (pn * U)($, y1>y2)7
para todo (z,1y1,y2) € RY. Logo, 11, = ¥n. Se g = (g1,92) € O(M) x O(M) entao

(pn * W) (@, 97 Y1, 95 Y2) = /N w(t)pul(, 97 w1, 95 'ye) — (L, b1, to)]dt
R

w(t)pn(x — €, 97 Y1 — t1, g5 2y — to)dt

N

w(t)pu(z — L, g7 (Y1 — git1), g3 (Y2 — gota))dt

Z

u(t, ty, t2)pn(x — 41 — gits, Yo — gata)d(t, t1, to)

u(t, git1, gota) pu((z, Y1, y2) — (£, git1, gata))d(E, gity, gata)

Il
—

N

—~

Pn * u)($7y17y2)7

de onde concluimos que (gn)(x,y1,y2) = Un(z, Y1, y2) para todo (x,yy,y2) € RY. Assim,
g, = uy, para todo g € O(M) x O(M). Resumindo, 1, € W.

II) Se u € W entao u,(z) := M,(z)u(z) também esta em W. Com efeito, desde que M,
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¢ radial em RY, temos

Un(T,y1,y2) = Mol y1,y2)u(z, Y1, y2)
= —M,(z,y1,y2)u(x, y2, Y1)
= —Mu(x,y2, y1)u(z, Yo, Y1)
= —Un(T, Y2, 91) = (TUn) (7, Y1, Y2),

para todo (z,y1,y2) € RN, Assim, Tu, = u,. Agora, se g = (g1,92) € O(M) x O(M)

(gun) (2, y1,92) = un(, g Y1, 95 'y2) = Mz, gy 'y1, g5 y2)ule, gy, 92 ' ya)
= Mn($7y1;y2)u($vylvy2>
= Un(-T,yl,yQ)

para todo (z,y1,vy2) € RY, donde gu, = wu, para todo g € O(M) x O(M). Portanto,
u, € W.
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Apéndice A
Alguns Resultados Utilizados

Neste apéndice, enunciaremos os principais lemas e teoremas (alguns ja adaptados ao

nosso contexto) que foram utilizados em nosso trabalho.

Teorema A.1 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Suponha 1 < p < N. Eziste uma

constante C', que depende apenas de p e N, tal que
[l o+ @y < ClIVull Loy
para todo u € WP (RN).

(Ver [9], pag. 73)

Teorema A.2 (Desigualdade de Holder) Sejam Q um dominio em RN, 1 < p < 400
el <qg<+4o0 com%—i—%:l. Se f € LP(Q) ege LIN), entao

foeLNQ) e / F-gldz < |11l me 9]l oy
Q

(Ver [6], pag. 56)

Teorema A.3 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espago de Banach real
eI € CY(E,R) um funcional satisfazendo a condi¢io Palais-Smale . Suponha que I(0) = 0

e que as sequintes condigoes sejam sastisfeitas:

() Existem constantes o, p > 0 tais que I|op, > o
(i4) Emiste e € E\B, tal que I(e) < 0. Entdo, I possui um valor critico ¢ > «, em que

c=inf max I(u)
g€l ueg(]0,1])

['={g€C([0,1],E) : g(0) =0 e g(1) =e}.
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(Ver [9], pag. 51)

Teorema A.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma sequéncia de

fungoes de L'(Q). Suponhamos que

(1) fu(x) = f(x) q.t.p. em Q,

(ii) Eziste g € L' (Q) tal que, para cada n, |f,(x)] < g(x) q.t.p. em ;
Entao, f € L'(Q) e ||fn — fllr@) — 0.

(Ver [6], pag. 54)

Teorema A.5 (Principio do Maximo Forte) Suponhamos que €2 seja um aberto
conexo e limitado de RY. Se v € C*Q) N C(Q) satisfaz Lv > 0 em 2, onde
Lv = —=Av + c(x)v, ¢ € C(Q) € limitada e ¢ > 0 em Q, entao v nao pode atingir

wm minimo nao-positivo no interior de €1, a menos que v seja constante.

(Ver [8], pag. 35)

Teorema A.6 (Rellich-Kondrachov) Sejam N > 2 e Q C RN um dominio limitado.
Entio H'(Q) estd imerso compactamente em LP(Q) para todo p € [1,2%).

(Ver [13], pag. 83)

Teorema A.7 (Brézis-Kato) Sejam Q um dominio em RY e g : Q@ x R — R uma

fungao Carathéodory tal que, para quase todo ponto x,
|9z, u)| < az)(1 + |ul),

para alguma fungdo a € L%C(Q). Também seja u € HY2(Q) uma solugio fraca de
—Au=g(x,u), em Q.

Entao, uw € L} () para todo ¢ < co. Sew € HY(Q) ea € L= (), entio u € L) para

loc

todo q < oo.

(Ver [20], pag. 218)
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Teorema A.8 (Agmon-Douglas-Nirenberg) Suponhamos que Q € um aberto de
classe C? com T' = 99 limitada. Seja 1 < p < oo. Entdo, para toda f € LP(Q) existe uma
unica solugio w € WP(Q) N Wy P(Q) da equagio

—Aut+u=f em .
Também, se ) € de classe C™ 2 e se f € W™P(Q) (m inteiro > 1), entdo
ue Wm2(Q) e [lullwmizs < C[|f[lwms.

(Ver [6], pag. 197)

Teorema A.9 (Teorema de Regularidade de Schauder) Seja Q C RY um dominio
limitado com fronteira suave e f € C%%(Q). Entdao, existe u € C*%(Q) solug¢io do

problema

—Au = f(z), Q
u = 0, 0.

Além disso, existe C' > 0 (independente de u) tal que

[ullez.a@) < Cllfllcoe@)-

(Ver [20], pag 216)
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Apéndice B
Regularidade de Funcionais

Neste apéndice, iremos provar a regularidade C! do funcional ¢ = J — J, onde

Jo, J : HY(RY) — R sao definidos, respectivamente, por

Jo(u):/RN(|Vu|2+\/(z)yu|2)dz e J(u):/ F(z,u)dz,

RN
com F(z,z2) fo x,t)dt e a funcao f: RY x R — R satisfaz algumas propriedades que
serdao introduzidas a seguir. Além disso, veremos que J tem derivada dada por
(J'(u),v) = f(z,u)vdz, para todo v € H'(RY).
RN
Em se tratando de norma proveniente de um produto interno, é facil ver que, na verdade,

Jo € C*(E,R). Entao, com respeito a regularidade de ¢, iremos apenas nos atentar ao

operador J definido acima. Temos, nesta dire¢ao, o seguinte resultado:

Teorema B.1 Suponha que f : RY xR — R seja continua, 1 < g < 2*—1 e que existam

constantes a,b > 0 tais que
|f(z,8)] < als| +b|s|? para todo (z,s) € RY x R.
Entao, o funcional J : H*(RY) — R, definido acima, estd em C*'(H*(RY),R) e

(J'(u),v) = f(z,u)vdz, para u,v € HY(RY).

]RN
Prova.

Existéncia da derivada de Gateaux. Sejam u,v € H'(RY). Entdo, para |t| < 1,

t # 0, temos
Ju+tv)—J(u) 1

- = /RN[F(z,u +tv) — F(z,u)]dz.
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Pelo Teorema do Valor Médio,
F(z,u+tv) — F(z,u) = f(z,u+ 0v)tv
para algum 6 = 6(z) entre 0 e t. Logo,

J(u+ tvt) — J(u) _ N f(z,u+ 0v)vdz.

Quando t — 0 temos que f(z,u + 6v)v — f(z,u)v q.t.p. em RY. Por outro lado,

|f(z,u+0v)v] < alu+ 6v||lv|+ blu+ 0v|?|v|
< alullv| + a|v]* + Cy|u)|v| + Cy]v]*

< alu* 4 2a|v]* + Colu|T™ + Calv|t™t € LYRY),

pois u,v € L*(RY)NLITH(RY). Logo, | f(z,u+0v)v| é limitada por uma fungao integravel.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

f(z,u+ Ov)vdz — f(z,u)vdz quando t — 0.
RN RN

Portanto,
(J'(u),v) = [ f(z u)vdz.

RN
Claramente, J'(u) é um funcional linear sobre H'(RY) e, além disso, para v € H'(R")

tem-se

@l < [ 1wl

< a/ |u||v|dz—1—b/ ul7o]dz.
RN RN

g+l

Usando a Desigualdade de Holder com os expoentes ¢ + 1 e 4 temos

/ |ul[vldz < Julafvly < Clulaflv]]
RN

/RN |ul*|oldz < ulgy|vlgrr < Clulg[loll,

onde usamos a imersdo continua de H*(RY) em L?(RY) e em L1 (RY). Assim,
(S (), v)] < Cloll,

mostrando que J'(u) : HY(RY) — R é linear e continuo para cada u € H'(RY).
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Continuidade da derivada de Gateaux: Sejam u, — u em H'(R") e v € H'(R")

nao nula. Temos que
(S (n) = J'(u), v)| < /N [f(z,un) = [z, u)||v]dz (B.1)
R
Consideremos ¢ € C§°(R) definida por: ¢(s) = 1 para s € [—1,1] e ¢(s) = 0 para |s| > 2.
A partir dai, definamos para € u € H'(RY)

g(Z,U) :@b(U)f(Z,U) € h(zau) = (1—¢(u))f(z,u)
Assim, usando a hipotese de crescimento de f(z,s) e a defini¢ao de 1), obtemos
|g(27u)| < Cl|u| € |h(z,u)| < C12|u|q‘

Agora, afirmamos que g(z,u,) — g(z,u) em L2(RY) e h(z,u,) — h(z,u) em L@FV/4(RN),
Vamos mostrar a segunda convergéncia, pois a primeira é analoga e mais simples. Como
u, — u em H'(RY) entao u, — u em LI (RY). Dai, a menos de subsequéncia, u, — u

q.t.p. em RY e existe w € LIT(RY) tal que |u,| < w q.t.p. em RY. Assim,

[Pz, u) = h(z,u)| D < Cylh(z,u,) T 4 Cylh(z, u)| @/
< Cylug |7 + Cyfult

< Cylw|™™ + Cylu|?*t € LYRY)

e, além disso, |h(z,u,) — h(z,u)|@T/4 — 0 q.t.p. em RY. Logo, usando novamente o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, a nossa afirmagao esté provada. Desta
forma, por (B.1) e observando que f(z,u) = g(z,u) + h(z,u), temos, pela Desigualdade
de Holder e pelas imersoes de Sobolev, que

Mfwm—Jmvas/

RN

|m4m»—m4mmwz+/ Az, ) — h(z,w)||o]dz
RN

S |g<zaun) - g(z,u)\2|v\2 + ’h(zaun) - h(zau)|(q+1)/Q|U‘q+l
< Cllg(z,un) — g(z,u)|2 + [z, un) — Mz, w)|(g+1)/4) V]

de onde concluimos

| () — J/(U)HH*(RN) = Sl;élg

< C(lg(z,un) = g(z,u)|2 + [h(2, un) = h(z,1)|(g11)/)

— 0,

o que mostra a continuidade da derivada de Gateaux de J e finaliza a prova do teorema.
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Apéndice C

Agoes de Subgrupos de O(N) sobre
HYRN)

Neste apéndice, vamos mostrar que a aplicagao
G x HY Q) — HYQ)
(g,u) — gu,  gu(x) =u(g~'z), re€,
onde G é um subgrupo de O(N) e Q é um aberto de RY G-invariante, ¢ uma acao de
grupo topolégico sobre um espaco vetorial normado, conforme a definigao 1.7. Nao ¢é
dificil verificar que se g € O(N) e u € H} () entao gu € H} (). Aqui, vamos considerar
G com a topologia induzida de RY”,

Primeiramente, mostremos que a aplicacdo acima é continua. Sejam (g,,u,) em
G x H}(Q) tal que
(gn1n) = (g,u) € G x Hy(Q).

Logo, g, — g em G e u, — u em H}(Q). Vamos verificar que
|gnun — gullgg — 0 (C.1)

Afirmacao 1: (gu,gv}Hé = <U7U>H3 para g € G e u,v € Hy(f).
De fato,

{gu, gv) s = /QV(9U>V(9U)+/QQUQU

= / VuVu + / uv
g2 g2

= /VUVU+/UU:<U7'U>H&,
Q Q

onde usamos o Teorema da Mudanca de Variaveis, o fato que {2 é G-invariante e que

g é uma transformacdo ortogonal em RY. A Afirmacdo 1 implica em particular, que
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lgullmz = l[ully. Agora, observemos que se g € G' e u,v € Hy(Q) entdo

glu+v)(z) = (u+0v)(g'z) = ulg'z)+v(g ')
= gu(z) + gv(x) (C.2)
= (gu+gv)(z) VoeRY,

donde g(u +v) = gu + gv.
Afirmagao 2: Para cada ¢ € C5°(Q), gnp — gp em Hj(Q).

Com efeito, temos que

lgap — 992l = {90 — 9%, gnp = 9)
= {90, gn0) = 2(gnip, 9) + (90, 9)
= 2llellz — 2(gne. 9)-

Portanto, basta mostrarmos que
(gnp, 990) = llgelin = llellzn- (C.3)
Desde que g, — g em G, p € C§°(R2), segue que
V(gap)V(g9) = [Vgel* e gup — (99)° a.t.p em €.
Além disso,
IV(9.0)V(99)| < Cr e |gap| < C2 q.t.p. sobre K = suppyp.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

| @V = [ VaoViae) > [ 1Vael = [ (907

/Q(gnso)2 = /K(gnso)2 — /K(gso)2 = /Q(gsa)z,

o que mostra (C.3) e conclui a prova da Afirmagao 2.
A fim de mostrarmos a convergéncia (C.3), dado € > 0 considere ¢ € C3°(Q2) tal que

lu—¢llm <e. Dai,

1gnttn — gullgs = [|gntn — Gatt + gntt = g + gntp — g + g — gu|

IN

1gntn — gntll g + lgnt — gupll g + lgne — 9@l mz + lg — gull g
= |lup —ullgy + [lu—@llg + lgne — gl + [lu — @l

IN

[tn — ullgz + I gnp — gollmz + 2e,
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o que implica que

lim ||gnu, — gul|g < 2e.
n—00 0
Como ¢ > 0 é arbitrario, a convergéncia (C.1) vale e a continuidade esté provada.
Por (C.2), temos que fixado g € G, a aplicagao de G x Hy(2) em Hj () é aditiva e,

se a € R,
glau)(z) = (au)(g™'z) = au(g™'z) = a(gu)(z) Ve e RY,

donde g(au) = a(gu). Logo, para g € G fixado, temos que a aplicacao é linear. Além
disso, se g,h € G e u € H}(Q),

g(hu)(@) = (hu)(g~'z) = u(h™'(g™'@))
= u((gh)"2)
= (gh)u(z) Vo € RY,

o que mostra que g(hu) = (gh)u. E se Iy é a identidade em G, segue que
(Inu)(z) = u(Iy'2) = u(Iyz) = u(z) Vo € RY,

donde Iyu = u Yu € H}(Q). Portanto, a aplicagao definida acima é uma ac¢ao como

queriamos mostrar. Ademais, a afirmacao 1 mostra que esta acao é isométrica.

Vejamos no Exemplo 1 abaixo, que a agao (C.4) definida no Teorema 2.6 esta bem

definida e é isométrica:

Exemplo 1: Na demonstracao do Teorema 2.6, consideramos a agao do subgrupo
G = O(m) x O(m) x O(N — 2m) sobre H*(R") dada por

gu(x) = u(g™'x)
e a acdo do subgrupo H = (id, ) sobre H5(RY) definida por

B u(x), se h=1id
(hu)(z) = { —u(hz), se h=r, (C.4)

onde 7 € O(N), definida sobre RY = R™ @ R™ @ RY~2™ tem a expressio

7—(1’17 X2, .Tg) = (x% Z, .Tg).

Primeiro, vamos mostrar que esta acao esta bem definida. Para justificarmos este fato,

primeiramente, observemos que se g = (g1, g2, g3) € G e (21,72, 73) € Rm HR™ o RN 2™
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entao

7'(9(951,%2@3)) = T((91792793>($17$2,x3)) = 7(91$1,92962793I3)
= (92$2,91331,93953)
(92,91,93)($2,$1,$3)

= g(7(x1, 72, 73)),

onde denotamos § = (g2, g1,93) € G. Logo, Tg = gr. Portanto, se u € Hy(RY) e g € G,

temos

glru)(z) = Tulg™'z) = —u(r" (g '2)
= —ul((rg™)(@) = ~ul((g~'7)())
= —u((g 7)) = —u(@ (rz)) = —u(rz) = —u(r"'z) = (ru)(2).
Assim, g(tu)(z) = (tu)(z) para todo z € RY o que mostra que g(tu) = Tu, isto &,
Tu € HL(RN).
Agora, vamos mostrar que a agdo definida por (C.4) é isométrica. Com efeito, como

na demonstracao do Teorema 2.6 consideramos
W = Fizgy gy (H) = {u € HLRY) - 7u=u} # {0}

Note que ¥ = ¢y : W — R é invariante pela agao de H. De fato, como f(u) = |u[P~2u
p
¢ impar com respeito a u, temos que sua primitiva F(u) = u é par com respeito a u.

Assim, usando o Teorema de Mudanca de Variaveis, temos
2U(Tu) = / (|V(Tu)(2)]? + ((tu)(2))? — 2F (tu(z))dz
RN

= [ (VTR + (a2 = 2P (a2
= 2u(w)

donde ¥(7u) = ¥(u) para todo u € W. Analogamente, tem-se ||7u| = ||u|| para todo

u € W, mostrando que a agao, definida em (C.4), é isométrica.
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