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Resumo

O Teorema de Bohnenblust—Hille, demonstrado em 1931 no prestigioso jornal Annals of
Mathematics, garante que para toda forma n-linear U : I x --- x I — K e para qualquer inteiro
positivo N, tem-se
N s

2n_
Yo Ui, e )| <CalUI

T1yeyin=1

onde C), = nEe 2" Apés um longo tempo esquecido, esse resultado tem sido bastante explorado

nos ultimos anos. Neste trabalho fazemos, com detalhes, uma bela demonstracdo do Teorema de
Bohnenblust—Hille, devida a A. Defant, U. Schwarting e D. Popa. Também destacamos o calculo de
estimativas das constantes envolvidas e algumas informacoes assintéticas, de acordo com um recente
trabalho de D. Pellegrino e J. Seoane-Sepulveda.

Palavras-Chave:
Operadores miltiplo somantes, Teorema de Bohnenblust—Hille.
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Abstract

The Bohnenblust—Hille Theorem, proved in 1931 in the prestigious journal Annals of Mathematics,

asserts that if U : Il x -+ x ¥ — K is an n-linear form and N is a positive integer N, then
nt1
N 2n
_2n_
Z |U(€i1,...,€in)|"+1 < CTLHUH’

i1 yenyin=1

with C,, = ns 2", After a long time overlooked, this result has been explored in the recent
years. In this work we detail a beautiful proof of the Bohnenblust-Hille Theorem, due to A. Defant,
U. Schwarting and D. Popa. We also investigate the estimates of the constants involved and some
asymptotic information, following a recent work of D. Pellegrino and J. Seoane-Sepulveda.

Key-Words:
Multiple summing operators, Bohnenblust—Hille Theorem.
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Introducao

Uma das generalizagbes mais recentes da teoria de operadores absolutamente somantes é a teoria dos
operadores multilineares multiplo somantes, introduzida no ano 2003. E nesta teoria que o presente
trabalho encontra-se imerso.

Para toda forma bilinear U : I{ x I} — K e para qualquer inteiro positivo N, tem-se

N

N
Yo Ueiep)l® | <v2|Ul.

ij=1

Esta afirmagéo é conhecida como a Desigualdade 4/3 de Littlewood , provada por J. E. Littlewood em
1930. No ano seguinte, esta afirmagao foi estendida para formas m-lineares por H.F. Bohnenblust e
E. Hille; eles provaram que para toda forma n-linear U : I x - - x [¥ — K e para qualquer inteiro
positivo N, tem-se

N

S Ui )T | < CallUl,

015enyin =1

onde C,, = n'zw 2" . Este resultado é atualmente conhecido como o Teorema de Bohnenblust-Hille

e a constante C,, tem sido aos poucos melhorada.

O Teorema de Bohnenblust—Hille pode ser enunciado no contexto da teoria de operadores multiplo
somantes e recentemente, exatamente nesse novo ambiente, A. Defant, D. Popa e U. Schwarting, em
2010, exibiram uma nova demonstracao para o Teorema de Bohnenblust—Hille que, além de generaliza-
lo, parece ser a demonstracdo mais clara e moderna desse resultado. Curiosamente, além de todas
essas vantagens, a demonstracdo de Defant—Popa—Schwarting, se explorada na maneira certa, gera
constantes C,, muito boas. Esse fato nao foi comentado no artigo original de Defant—Popa—Schwarting,
talvez porque o trabalho nao tinha como objetivo calcular constantes e também pelo fato de que as
constantes que aparecem na demonstragao eram aparentemente complicadas e de trabalhoso manuseio,
sem fazer transparecer que seriam potencialmente boas constantes.

Logo em seguida, ainda em 2010, D. Pellegrino e J. Seoane-Septlveda usaram a demonstracao
de Defant—Popa—Schwarting e alguns outros ingredientes para estimar os melhores valores (menores
valores) das constantes C,, que podem ser extraidas do teorema.

Nesse trabalho apresentaremos detalhadamente a demonstracao de Defant et al. e o calculo das
constantes envolvidas.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1 faremos um breve histérico dos operadores multilineares multiplo somantes e do
Teorema de Bohnenblust—Hille, assim como destacaremos as definigoes e propriedades que consideramos
necessarias para entender como o teorema de Bohnenblust—Hille pode ser interpretado no contexto dos
operadores miltiplo somantes.

No Capitulo 2 enunciamos e demonstramos algumas desigualdades que serdo utilizadas na
demonstracao do Teorema de Bohnenblust—Hille.
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No Capitulo 3 faremos a demonstracdo do Teorema de Bohnenblust-Hille (devida a Defant et al.) e
em seguida faremos uma variacao dessa primeira demonstragao, seguindo um preprint de D. Pellegrino
e J. Seoane-Septilveda, para que sejam obtidas melhores constantes (tanto para K = R, como para
K = C). Forneceremos também uma tabela numérica comparativa do desenvolvimento histérico das
constantes C,,. Finalmente apresentaremos uma espécie de versao vetorial do teorema, que chamaremos
de Teorema de Defant—Popa—Schwarting.

Notacgao e Terminologia

e Em todo este texto, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os espagos
vetoriais sempre serao considerados sobre K.

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “fungao”.

e Na maior parte deste texto, X, Y, F, F,G, H, X;,Y;, ... denotarao espacos de Banach. A norma de

um espago de Banach X serd usualmente denotada por ||-|| ; quando maior precisao for necessdria,
usaremos ||-||y . O simbolo Bx denotara a bola unitdria fechada {z € X;|jz|| < 1} de um espaco
de Banach X.

e O dual (topoldgico) de um espago de Banach X serd denotado por X'.

e Denotaremos por L (X1,...,X;;Y) o espago de Banach de todas as aplicagdes m-lineares de
X1 X ...x X, em Y, com a norma usual do sup.

e Denotaremos por ¢’ o conjugado de que g, isto é, ¢ = —Z-.

qg—1

0
n=1

e Chamaremos X := {(,)°" | € ls, com x,, = 0, Vn > k}.

O intervalo fechado [0,1] C R na maior parte deste texto serd denotado por I.



Capitulo 1

O Teorema de Bohnenblust—Hille e
operadores multilineares multiplo
somantes

No ano de 1930 o célebre matematico britanico John Edensor Littlewood, num artigo intitulado
“On bounded bilinear forms in an infinite number of variables” [17], demonstrou a agora famosa
desigualdade 4/3 de Littlewood, que afirma que

4

N
S Ui ey)? | < V2IU (1.1)

4,j=1

para toda forma bilinear U : [ x I} — C e para qualquer inteiro positivo N.
E natural que indaguemos sobre a existéncia de uma desigualdade analoga que generalize o resultado
para toda forma n-linear
U x - x1 —K
—_——

n—vezes
e para qualquer inteiro positivo N.
A existéncia de uma tal desigualdade foi provada um ano depois em [3], por H.F. Bohnennbluste e
E. Hille. Eles provaram que

n+1

N 2n
2n_
Do Uleis e < G Ul (1.2)
i1yeeeyin=1
para toda forma n-linear U : Y x ... x I¥ — C e para qualquer inteiro positivo N, onde

ntl _n—1
C, = ’]’L”Zn 2n2 .

Nos anos seguintes esta desigualdade foi esquecida, embora outros autores (como Davie [6] e Kaijser
[15]) tenham trabalhado em problemas similares, mas aparentemente sem conhecer o resultado de
Bohnenblust e Hille.

Nas préximas secoes desenvolveremos conceitos essenciais para que possamos enunciar e demonstrar
o Teorema de Bohnenblust—Hille, usando como ambiente a teoria de operadores miiltiplo somantes.

1.1 Cotipo de um espaco de Banach

Nesta se¢ao vamos introduzir as func¢oes de Rademacher e o conceito de cotipo de um espago de Banach;
estas nogoes serao usadas em varias partes deste trabalho.



As fungoes de Rademacher sdo definidas por
rn:[0,1] — R, neN
Ty (1) := sign (sin 2"7t)

e tém a seguinte propriedade de ortogonalidade:
Se0<ny <ng <---<ngepi,...,pr > 0 sdo inteiros, entao

1 .
1, se cada p; é par
P1 . . Pk = ’ J
/0 L t)-... Ty, (t) dt { 0, caso contrario.

Para detalhes sobre as fungoes de Rademacher sugerimos [28, Cap 1]. Uma consequéncia imediata é
que as r, formam sequéncia ortonormal em Lo [0, 1]. Além disso,

1| o0 2 [e%e)
/ > anrn ()] dt =" lan|® (1.3)
0 n=1 n=1

para todo a = (an)zoz1 € ly. De fato, considere a sequéncia .S,, = Zzzl axTk €, para n > m, temos

2 2
n 1 n
150 = Sullon = | 3 @k :/ S (1) dt
k=m+1 LQ[O,].] 0 k=m+1
1 n n
:/ Z a;Tr; (t) Z ajrj (t) dt
0 \i=m+1 j=m+1
1 n n
= / > ari(b) > ary ()] dt
0 \i=m+1 j=m+1
n 1
= Z (11@/ T (t) rj (t) dt
i,j=m+1 0
n 9 1 n 1
= Z |ak| / T]%(t)dt-i- Z az@/ Tir; (t)dt
k=m+1 0 i,j=m+1 0
i#]
n
= 2 lul’.
k=m+1

Como a = (an).—, € ls, segue que (S,) —, é uma sequéncia de Cauchy em Lo [0, 1], e portanto (S,,),—,
é convergente. O argumento usado acima e o fato de (S,,),., ser convergente garantem que

_/01

L»[0,1]

2 2 2

dt,

oo
E AnTn

n=1

o0 n
2 . 2 .
lak]” = lim lak|” = lim =
n— oo n— o0
k=1 k=1
como queriamos.

A seguir definimos cotipo, assim como algumas propriedades. Para mais detalhes recomendamos
[9, Cap 11].

n o0
Z apTh Z anry (t)
k=1 n=1

L»[0,1]

Definigao 1.1.1 Dizemos que um espag¢o de Banach X tem cotipo q se existir uma constante C > 0
tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, ..., x, € X, tivermos

n 1 n
Slal) <c| [ e
j=1 j=1

0

1
2 2



onde para cada j natural, rj : [0,1] = R denota a fun¢do Rademacher.
n a
Quando q = oo substituimos (Z fkq> por max llz;]|. O infimo das constantes C, é denotado
<jsn
k=1
por Cy (X) e serd chamado de constante de cotipo.

Proposicao 1.1.2 [11, pdg 37]

a) Se X é um espago de Banach com cotipo q, entdo q > 2.

b) Se X é um espago de Banach com cotipo q, entao X tem cotipo ¢’ para todo ¢’ > q.
c) Se X € um espago de Hilbert, entdo X tem cotipo 2.

d) Sel < p <2 entdo l, tem cotipo 2, e se p > 2 entdo I, tem cotipo p.

1.2 Operadores absolutamente somantes

No ano de 1935, no Problema 122 do famoso ”Scotish Book” (veja [19]), foi proposta a seguinte questao
na Teoria dos Espagos de Banach:

Existe, em qualquer espaco de Banach de dimensao infinita, uma série incondicionalmente
convergente que nao é absolutamente convergente?

Cerca de 15 anos depois, A. Dvoretzky e C. A. Rogers em [10] deram resposta & questao. O resultado
apresentado por A. Dvoretzky e C. A. Rogers atraiu o interesse de Alexander Grothendieck; este tltimo
apresentou, em 1955, em [13], uma demonstragio diferente do Teorema de Dvoretzky—Rogers e, em
[12], deu inicio ao que hoje se conhece como a base da teoria dos operadores absolutamente somantes.

Porém, nao foi Grothendieck quem introduziu o conceito de operador linear absolutamente somante,
pelo menos com a formalizagao que conhecemos hoje; além disso, a notagao utilizada por Grothendieck
era muito complicada e as suas ideias ficaram algum tempo inexploradas. Apenas em 1966-1967
que B. Mitiagin e A. Pelczynski [20] e A. Pietsch [25] introduziram o conceito de operador linear
absolutamente (g, p)-somante. Finalmente, no ano de 1968, J. Lindenstrauss e A. Pelczyriski em [16]
conseguiram apresentar a teoria de uma forma mais acessivel, simplificando a apresentagao original
de Grothendieck. Desde entao, a teoria dos operadores lineares absolutamente somantes tem sido
estudada, ganhando uma posi¢ao de destaque na Andlise Funcional.

A seguir vamos apresentar as defini¢oes bésicas da teoria, assim como alguns dos resultados
principais. Na maioria dos casos nao apresentaremos as provas dos resultados. Porém, o leitor pode
encontrar as provas detalhadas e muito mais ao respeito desta teoria em [9] e [28].

Definicao 1.2.1 Uma sequéncia (;zcn)zoz1 em X ¢é dita absolutamente somdvel, se a sequéncia de
escalares correspondente (||z,),—, pertencer aly.
~ . o ;7. . .. . oo
Uma sequéncia (z,,), ., em X € dita incondicionalmente somdvel, se )., Ty(n) converge (para
o mesmo limite), sempre que o : N — N for uma bijecdo.

Teorema 1.2.2 (Dvoretzky—Rogers) Seja X um espago de Banach de dimensdo infinita. Entdo,
para qualquer escolha de (A\,)5%, em la, existe uma sequéncia incondicionalmente somdvel (z,,), ., em
X com ||zn|| = |An] para todo n € N. Em particular, ao escolher (\,)22, € ly — Iy, obtemos uma
sequéncia incondicionalmente somavel que nao € absolutamente somduvel.

Definigao 1.2.3 Sejam 1 < p < o0 e X um espaco de Banach. Uma sequéncia (J:n)ff:l em X €
fortemente p-somdvel se a sequéncia de escalares correspondente (||z,,]|)r—, estiver em l,.



O espago vetorial de todas as sequéncias fortemente p-somdveis em X, com as operagoes usuais, é
representado por [, (X). A seguinte norma

1@n)nzall, : <Z IIwnllp>

transforma [, (X) em um espaco de Banach. Se p = oo definimos

oo (X) = {(xn>i?_1 € XM sup 2| < oo}

e, com a norma,
(@) neill o = sup [z
n

0 espago lo (X) também é espago de Banach.

Definicao 1.2.4 Uma sequéncia (z,,),._, em X € fracamente p-somdvel se a sequéncia de escalares
(o (xn))o2, € 1, para todo ¢ € X'.

Denotamos por [} (X) o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-soméveis e, com a norma,

)2, = sup (Zw ) ) , (14)

PE€Bxs \ =1
o espaco [}’ (X) é completo.

Ainda para 1 < p < 00, 0 espago

1500 = @y ey (03 Jim o),

n— oo

w,p

¢ um subespaco fechado de [} (X), que também é importante na teoria.

Definigao 1.2.5 Se 1 < ¢ < p < oo um operador linear continuo u : X — Y ¢ absolutamente
(p; q)-somante (ou (p; q)-somante) se (u(z,)),—, € L, (Y) sempre que (z,),—; € I (X).

Teorema 1.2.6 [28, Teorema 2.2.6] [Grothendieck]
Todo operador linear continuo de ly em la € absolutamente (1,1)-somante.

O proximo resultado caracteriza os operadores absolutamente somantes através de desigualdades:

Proposicao 1.2.7 [28, Prop 2.3.10]
Sejau € L(X;Y). Sao equivalentes:
(1) u € (p; q)-somante;
(#i) Existe K > 0 tal que

<ZIIU(~%)IIP> <K sup <Z|<ﬂ(mk)lq> : (1.5)
k=1

ve€Bx \ 1

=
Q=

Para qUaisquer Ti,...,Tn em X e n natural;
(7i1) Fxziste K > 0 tal que

(Znum)np) <K sup (Zw ) ) ,

@pEB 1

=
Q=



sempre que (Tx),—; € 12 (X).
(iv) Eziste K > 0 tal que

<Z||U($k)||p> < K sup <Z|<P k) )q,
k=1

pEB 1

sempre que (zx)p_q € 14 (X).
(v) (u(zk))pzy € 1p (V) sempre que (zy);Zy € Iy (X).

Denotamos por w4 (u) o infimo dos K tais que a desigualdade (1.5) continua vdlida. Denotamos
ainda por ]_[p ‘ (X;Y) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-somantes de X emY . Quando
p = q, escrevemos [[,(X;Y) ao invés de [, , (X;Y).

Célculos usuais mostram que (Hpﬂ - ﬁpg) ¢ um espaco de Banach.

Definigao 1.2.8 Um ideal de operadores I ¢ uma subclasse da classe L, formada por todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach, tal que, para quaisquer espacos de Banach E
e F, as componentes T (E; F) = L(E; F)NT satisfazem:

(1) Z(E;F) € um subespago vetorial de L (E; F) que contém os operadores de posto finito.

(#9) A propriedade de ideal: se u € L(E;F), ve I(F,G) ete L(G,H), entdo a composi¢cio tvu
estdi em T (E;H).

Definicao 1.2.9 Um ideal normado de operadores (Z,|-||;) € um ideal de operadores T munido
da fungdo ||-||; : T — [0, 00) tal que:

(@) |||l restrita a T (E; F) € uma norma para quaisquer espagos de Banach E e F';

(i) || Ix|lz = 1, com Ix : K — K dada por Ik () = x;

(i13) Seue L(E;F),vel(F;G), ete L(G;H), entdo |[toull; < |It]]|v] £ |lu] -

Um ideal normado é um ideal de Banach (ou ideal completo) se, para quaisquer espagos de
Banach E e F, as componentes (L (E; F),|.||;) forem completas.

Teorema 1.2.10 /28, Prop 2.3.22]
Sel<qg<p<oo, entdo (Hp’q,ﬂ'p,q) é um tideal de Banach.

Teorema 1.2.11 (Pietsch) [32, Teorema 1.2.9]

Sejam 1 < p < oo eu: X — Y um operador linear continuo entre espagos de Banach. Entdo u
€ absolutamente (p,p) somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida de
probabilidade v de Borel de Bx/, com a topologia fraca estrela, tais que

(@) < € (/B o @) du <«»)> p

X/
para todo x € X, e p € Bxr.

Os resultados abaixo mostram como o cotipo dos espagos de Banach tem efeito na teoria linear.
Como veremos nas préximas segoes e nos préoximos capitulos, o conceito de cotipo também tem um
papel importante na teoria multilinear. O primeiro resultado que destacamos é essencialmente uma
observacao relativamente simples:

< oo entao I{Y(X) C 14(X). Em outras palavras, Ix é

Proposigao 1.2.12 Se X tem cotipo 2 < g
) < Cq (X).

(g, 1)-somante e a sua norma m(q,1)(Ix

~



O proéximo resultado é uma espécie de reciproca do resultado anterior. Sua demonstragdo, ao
contrario do resultado anterior, é extremamente técnica:

Teorema 1.2.13 (Talagrand) Seja X um espaco de Banach. Se ¢ > 2 e Ix € (g,1)-somante entdo
X tem cotipo q.

Dados espacgos de Banach X e Y, uma pergunta natural é se todo operador linear continuo de X
em Y é absolutamente (p; ¢)-somante. Quando isso ocorre, chamamos de resultado de coincidéncia.

A seguir ilustramos como o cotipo dos espagos envolvidos propicia resultados de coincidéncia para
a teoria:

Teorema 1.2.14 (Dubinsky - Pelczynski - Rosenthal - Maurey) Seja Y um espaco de Banach
com cotipo q, onde 2 < q < oo, e K um espago de Hausdorff compacto.

(a) Se ¢ =2, entao

L(C(K)7Y)2H2(C(K)7Y)'

(b) Se 2 < g < o0, entio

para todo p < q e g < 1 < 00.

Teorema 1.2.15 (Maurey) Sejam X eY espacos de Banach.
(a) Se X tem cotipo 2, entdo
HQ (X7Y) = Hl (X7Y) .

(b) Se X tem cotipo 2 < q < oo, entdo
HT (va) = Hl (Xa Y)

para todo 1 <r < (.
(c) Se X e Y tém cotipo 2, entdo

I, (X,Y) = I (X, Y)

para todo 1 < r < 0.

1.3 Operadores multilineares miltiplo somantes

O sucesso da teoria de operadores absolutamente somantes é uma das razoes para um estudo sistemaético
de ideais de operadores entre espagos de Banach, que teve seu inicio na década de 80. A partir
desta década, com o trabalho [24] de Pietsch comegaram a ser investigadas generalizagoes do conceito
“absolutamente somante” para ambientes mais gerais.

Nesta segio apresentaremos uma das generalizagdes mais naturais (para o contexto multilinear) do
conceito de operador linear absolutamente somante, a saber a nogao de operador multiplo somante.
Como na secao anterior, nao apresentaremos as provas dos resultados; o leitor interessado pode
encontrar os detalhes em [23, 30, 31].



Definicao 1.3.1 Se 1 < p1,...,pn < ¢ < 00, um operador T € L(X1,...,X,;Y) € dito mailtiplo
(g;p1, ..., Pn)-SOMmante se existe uma constante C > 0 tal que

1/q
(€5) 2
HT< J1 0y Jn )

coin= =1 Dk

(1.6)

(),

pamtodOmENea:()eXk,j—l smyk=1...,n

Neste caso escrevemos T € H (@ipr. ,pn)(Xl’ vy X3 Y) e o infimo dos C que satisfaz (1.6) define
uma norma em H(q;pl,...,pn)(X17 oy Xn3 YY), representada por mgp, ... p.) ()
O conceito de operadores miltiplo (¢;p1, ..., pn)-somantes foi introduzido no ano 2003 por David
Pérez-Garcia em [23] e independentemente por Mdrio C. Matos em [18].
Observagoes:
Quando um determinado operador for multiplo (g; p, ..., p)-somante, serd chamado de multiplo
(¢; p)-somante e escreveremos 7(q.)(-) para denotar a norma associada e H?q;p) para representar a
classe. Além disso, se for multiplo (p; p)-somante, serd chamado de miltiplo p-somante e escreveremos
mp(+) como sendo a norma associada, e HZ como sendo a classe.
Se n =1, temos a definigdo de operadores lineares absolutamente (g, p)-somantes.
Se p; > ¢ para algum 1 < j < n, o tGnico operador multilinear que verifica (1.6) é o operador
identicamente nulo. Isto fica provado na seguinte proposigao:

Proposigao 1.3.2 Seja ¢ < p; para algum 1 < j <n. SeT €117 (X1,...,Xp;Y) entao T € o
operador nulo.

Demonstragao. Se ¢ < p; para algum 1 < j < n, entdo [,, D [, e assim encontramos (ozij)(.)o em

’Ljil
lp; —lg. Tomando z; € X;, com x; # 0, temos (al]xj)k L € l“; (X;)-
Vamos supor por contradicao, que exista T' # 0 tal que T' € II7
quaisquer %k € X, temos

o (X150, X003 Y). Logo, para

4q;P15--

o0

ST <an i

i1, yin=1

Tomando (xk (2x,0,...,0,...), para cada 1 < k < n, k # j, temos

ik);::l =

q

Q=

oo

DO (A CERRRTETA ) (Z IT (1, - az—j%a---wn)llq>

i1,eensin=1 =1
o )2
Z ¥ s .
Pk i i =1 w,Pj

(k;ﬁj H ”“ '

1T (21, ey ooy (f \aij|q> gc<n”(xk)f: ) >|¢(xj) S| <

ij=1

Logo

e portanto

Entao, (a,»]. ) ;)0
J

_, € lg, 0 que seria uma contradi¢ao. m



Proposigao 1.3.3 Se T € 11" (X1,....,Xn;Y), entao

q;P1s--+sPn
17 < T(q;p1,---,Pn) (7).

. oo
Demonstragao. Sejam (IZJ> S (X;) para todo j = 1,..,n. Como T €
ij=1
Iy, o, (X1, X3 YY), entdo

Q=

<, Z HT (lel""’x?n)nq) < Tgprypn) (1) 1;[1

115-05tn

. oo
Vamos tomar (acfj) = (z;,0,...,0,...), para cada 1 < j < n; assim
ij=1

Q=
—
—
~
N

o 3
(l ) ||T<x;,...,xz;>||Q) (T sz
B1yeenrin

< Tgiprnpn) (1) 1:[1

Como

w fo%e) .
- (5 1o60)
llell<1

Pj ;=1

. oo
(1)
i/ i5=1

entao, pela escolha feita, temos

. oo
(1)
i/ i5=1

= sup o (z,)] < llzll-
w,p; ”‘PHSl

Logo, em (1.7), temos
”T (-731, axn)” < T(g;p1se--yPn) (T) Hl ”xJ”
=

e assim,
[T = sup [T (21,...;xn)||
llz;l1<1
n

< sup Tigpy,pa) (T) T1 N5l
llz; <1 j=1

= T(gipr,pn) (1) -

[

A seguir destacamos resultados importantes da teoria dos operadores multiplo somantes. Talvez
o resultado mais marcante da teoria de operadores multilineares multiplo somantes seja a versao
multilinear do Teorema 1.2.6:

Teorema 1.3.4 (Pérez-Garcia, 2003) (/23, Corolario 5.24]) Se 1 < p < 2, entao
Hz’(ll; 12) = E(nll; lg)
O cotipo dos espacos envolvidos também desempenha papel central:

Teorema 1.3.5 (D. Pérez-Garcia e M.L.V. Souza, 2003) (/25, 31]) Sen > 2 e Y tem cotipo
finito q, entao
020y (X1, oo, X3 ¥) = L(X0, ooy X3 Y)

para todos espacos de Banach X1, ..., X,.



Teorema 1.3.6 (Pérez-Garcia, 2003) (/23, 22]) Sen>2e¢1<p<q<2, entdo
5 (X1, X0 V) C I (X, ey X3 V).
Quando o contradominio tem cotipo 2, vale um resultado mais abrangente:
Teorema 1.3.7 (Pérez-Garcia, 2003) (/23, 22]) Sen>2e¢1<p<q<2, entdo
(X1, ooy X3 Y) C (X, o, X3 Y)
para todo espago de Banach'Y de cotipo 2 e quaisquer espagos de Banach X1, ..., X,.

Mais recentemente, em 2008 e 2009, em trabalhos independentes, G. Botelho e D. Pellegrino [5]
e D. Popa [26] mostraram que quando os espagos do dominio tém cotipo 2 as inclusdes anteriores se
transformam em igualdades (veja também [4]):

Teorema 1.3.8 (Botelho—Pellegrino, 2008 e Popa, 2009) (/5, 26]) Sen > 2 e 1 < p,q < 2,
entao

) (X1, s Xy V) = 11 (X, oo, X3 YY)
para quaisquer espacos de Banach X1, ..., X, com cotipo 2 e todo espaco de Banach'Y .

No trabalho [4] os autores mostram que uma versdo mais geral do Teorema 1.3.7 é vélida para o
caso em que os espagos do dominio sao espagos Loo:

Teorema 1.3.9 (Botelho—Michels—Pellegrino, 2010) Seja n > 2 e sejam 1 < p < g < o ¢
X1,...,X,, espagos L. Entao

(X1, ..., Xn3 V) CIR (X, ..., X3 Y)
para todo espaco de Banach'Y.

1.4 O Teorema de Bohnenblust—Hille no contexto dos
operadores multiplo somantes

Para demonstrar a desigualdade de Bohnenblust—Hille no contexto dos operadores miltiplo somantes

(Teorema 1.4.4), precisamos de alguns resultados auxiliares:

Lema 1.4.1 Se X ¢é um espaco de Banach, (xy,),-, € I{' (X) € (a,),—, € co, entdo S, = > | a;x;
converge.

Demonstragao. Para todo € > 0, existe N € N tal que, se j > N, entao
\aj\ < €.

Assim, se n > m > N, temos

n n
IS0 = Sull = || > aswil| = sup so( > )‘
i=m+1 peBxs i=m+1
n
< sup Z laip ()]
p€Bx/ i=m+1
n
< sup |a;| sup Z o (z4)]
izmtl @€Bxr 0y
o0
< sup ai| sup Y oo ()]
i>m+1  pEeBxs =}
<e ||(33n)20:1 ||11U

e portanto (S,),~; é uma sequéncia de Cauchy em X. Logo (S,),., converge. m



Lema 1.4.2 Seja X um espaco de Banach. A correspondéncia u —s (uey,), ., produz um isomorfismo
isométrico entre L (co; X) e I} (X).

Demonstracgao. Seja
T:L(cop; X) — 1P (X)

dado por
Tu = (uen),—; -

Note que (e,),, € ¥ (co) e
I(en)nzally = 1.

Segue facilmente que T' estd bem definido. De fato, se ¢ € X’ temos

Dl (wen) =Y lpoulen)| < oo,
n=1 n=1

pois pou € ¢ e (en)prq €11 (co).
E claro que T é linear. Vejamos que T é isometria sobre a imagem. De fato, temos, por um lado,

1 TullY

II(uen)Zo Y

= sup Z|cp (uen)| = sup Z|cpou (en)]

LPEBX/ By n—1

[[ull - sup Z

petne 2| Tl T

< IIU\\wsup Z ¢ (en)]

€ ¢y n=1

= [Jull LS ZI%I—HUII

B p—1

10



Por outro lado, temos

I Tully II(uen)ff 1k

= sup Z|<,0 uenp)| = sup H‘P(“en)?:ﬂh

WEBX/ pEB 1
E Ynp uen

n=1

Hahn—Banach
= sup sup

PEBx/ (yn)oL 1 €Bi

> sup sup E Yntp (uen)
PEBx/ (Yn)n1€Beg |n=1
oo
Lema 1.4.1 3
= sup sSup ' E YnU (en)
PEBx/ (yn)oL1€Be, el

= sup sup
(yn)oL,€Bcy pEBx/

Y (Z Yn'h (en)> |

= sup Ynt (€n)
(yn) 1EB Z

)
e 13
(yn)iozleBco n=1

= [l

Logo T é isometria sobre a imagem.
Por ultimo, T é sobrejetiva. De fato, se ()., € I (X), tome u € L (co; X) tal que

u((an)pzy) = Z OnTn-

Logo para cada n € N,
u(en) = zp.

Veja que u € estd bem definido pelo Lema 1.4.1. Além disso u é continuo, pois

o0 oo
e (an) 0l = |3 ann| = sup ¢<Zanxn>
_ QOGBX/ n—1
< sup Zlanw )|
PE€Bxr \ 21
<

ol sup (Zw - )
= ||(a7l)n:1||co ||(1'")n:1||1 .

Assim, T é sobrejetora e temos o resultado desejado. =
Lema 1.4.3 Os espagos [V e (lévo)/ sa@o isomorfos isometricamente.

Demonstragao. Defina

71N = (1Y), dada por : T (b) =T ((bj)le) — o,

11



onde

N
N N
©b ((aj)jzl) = E a;b;, para toda (a;);_, € 1.
i=1

E claro que est4 bem definida, pois se (bj);\r:1 = (cj)j,v:l, temos

N N
N N
$b ((%‘)jzl) = Zajbj = Zajcj = Pe ((aj)jzl) ;
j=1 j=1
para toda (aj);.vzl € 1N, Além disso, ¢y € (lé\'o)/7 pois
N ~ \IN
#b (O‘ (aj)j:1 + (aj)j:1>
N
= Z aajbj + &jbj
j=1
N N
= aZajbj + Z djbj
j=1 j=1
N ~ \N
= ayyp ((aj)jzl) + ¢p ((aj)jzl) ;

Tt (00

(@)l

oo ((a)y)| = sup

PEBes

o ()}, )] = el sup

YPYEBes

N
<lleul, sup |2 ((a)Ly)] = ool

(&)

Logo ¢y € (1), estd bem definida.
Note ainda que T' ¢ linear, pois

T (o)) + @)) ((@))) = wanra ((@)),)

= oy ((a‘j);v:1> + ¢a ((a‘j);'vzl)
=aT ((bj>;'\[:1) ((aj)j‘v:1> +T ((dj)j'v:1> ((aj);v:1> .

12



Vejamos agora que H(b]);\;lH > |lesll- De fato,

N
leol = sw o (@)
(aj);‘vzl GBI&

N
= sup Z a;b;

(a) EBlN Jj=1

< sup Z |a;bj]

(a]) 1€BIN] 1

< sup Z |a;| |b;]

(aj)j-v:1€Bl10vo j=1
N
N
<> bl = H(bj)j:1H~
j=1

Resta provar que H(bj)jvle < |losll-

Para fazer isto, tomemos ¢ € (ZN)/ Consideremos a sequéncia b = (¢ (ej))Nzl onde (en)fy:l sao
os vetores unitarios canonicos. Vamos provar que b € IV, o = ¢ e ||b]| < [|ps]-
Definamos para cada n € N a sequéncia (aj)év:l onde

(e s
= ,se p(e;) #0 e a; =0 caso contrario.
l (e5)l ! !

Assim, |a;| <1 para todo 1 < j < N. Note que se ¢ (e;) # 0, entao

a;p(ej) = = lp(e5)l,
e se  (e;) = 0 entdo

Logo

para todo 1 < j < N. Portanto

H( H Z“P €;) |—ZO‘J<P €j) Zajej
N
<ol D _aje;
j=1

= [l max {[ea ], .., Jan[} <[]

Logobe I e
1ol < llll -

13



N
Seja (aj);.vzl € IX; sabemos que (aj);v 1= Zajej, e portanto

N
2 ((ag)j—1> = ZaJeJ
j=1
N
= Z%“P (e5)

Assim, ¢ = @y e fica provado que H(b]);vle < sl =

Teorema 1.4.4 As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(i) Para todo inteiro positivo m, existe uma constante Cy, > 0, tal que

m+1
N 2m

2m_
Z |T(ei17 ) eim,) et < Cm HTH s

i1, yim=1

para toda forma m-linear T : lévo X+ X lévo — K e para qualquer inteiro positivo N.

m-vezes
(i) Para todo inteiro positivo m e espagos de Banach X1, ...X,

11" (X1, 00, X3 K) = L( X1, ..., X, K), € (21 ()< Cun |l -

(3%31)

Note que (i) é o Teorema de Bohnenblust—Hille.
N
Demonstragao. (i)=-(ii). Para cada N € N, consideramos para 1 < j < m, sequéncias (zf) em
) i;=1

AN . A
J _ (. J
X, (%) = (xl,...,xN,O,O,...>, com

1=
NN
()
i) ij=1

Pelo Lema 1.4.2 o operador u; : ¢cg — X; dado por u; (eij) = ;vf] satisfaz

N
2,)
( Vi) =1

J

w

<1

1

w

s = ]
1

Usando (i) com o operador multilinear

S =T o0 (U, eeyUpm) i Co X -+ X Co = K|

obtemos
m+1 m+1
N 2m N . 2m
1 m o\ 20 _ 1 m \ | m+1
> [Tl )R = X sl em)|” <Cu S|
i15eeim=1 i1yeemsim=1
Como

ISIF = 1T 0 (uy ooy wmn) ) [| < WTI[ s oo ) [|F < AT lwa ] ]

14



entao

2
N m m w

< Co |ITI| H («). o

Logo T : X1 x - -+ x X,, = K é multiplo (%’ 1) somante. Além disso,

i1yeeim=1 1

T 2m .y (T) < Cp 1T

M1

(ii)=(i). Para todo m € N, tem-se

Hzn%,l)(loj\é7 7Z<J>VO’K> :‘C(lévo . alivovK)a

e
mam () < Cnll.
Logose T € L(IY,....,IY;K), usando o Lema 1.4.3, temos
mt1
N . 2m m N w
> [t e <c (1),
it yeeyim =1 =1l
m
=Cu ITI ] sup Z‘tp
ji= 1€ (lN ij=1
= mHTIIH sup Z‘@
j= 1¢ V=1
= mHT”H SUP Z|‘Pz7
j=1%€B Nij=1
AN
= Cu ITIT] sup |()
’ ije By IV =1l
=Cn [ T1-
Logo
m+41
N 2m
2m
3 ‘T(e%l,...,emb)m < O |IT] -

15



Capitulo 2

Desigualdades auxiliares

Neste capitulo apresentaremos algumas desigualdades na forma de lemas, que serao fundamentais na
demonstracao do Teorema de Bohnenblust—Hille.
2.1 A Desigualdade de Minkowski para integrais

A Desigualdade de Minkowski é um resultado classico devido ao matemdtico alemao Hermann
Minkowski, que é muito usada na teoria da medida. Nao daremos a demonstragao, pois necessita de
alguns resultados da teoria da medida, que estao longe de ser o objeto de estudo deste trabalho. Embora
nao facamos a demonstracao, enunciaremos explicitamente pois vérias desigualdades semelhantes sao
associadas a Minkowski. O leitor interessado pode encontrar uma prova desta em [29].

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam (X, A, p) e (Y, B, v) espagos
de medida sigma-finitos. Seu: X xY — R é A x B-mensurdvel, entao

(L '“(””’y)'”dy))pﬂdx));s [ (e rnn) v,

para todo p € [1,00), com a igualdade para p = 1.

2.2 A Desigualdade de Khinchin

A Desigualdade de Khinchin é um resultado surpreendente que mostra, como caso particular da
Desigualdade de Kahane (ver [9, pag 211]), que para 0 < p, ¢ < oo, existem constantes K, , e K, tais

que
1 p 1 q
( / dt) <K, ( / dt)
0 0

=
Q=

00 00
Z AnTn (t) Z AnTn (t)
n=1 n=1

Q=
=

</o ga”r”(”th> = </o ,iawfdt) ,

o0
para cualquer (ay,), ; em lp.

O enunciado a seguir e a demonstracao foram extraidos de [9, pag 10] e [28, Teorema 1.3.1].

16



Lema 2.2.1 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < 0o, existem constantes A, e B, tais

que, para toda sequéncia (ay),., em la, temos
AN o0 3
dt) < B, <Z |an|2> . (2.1)

o5l

n=1

Z anry (t)
n=1

Demonstracao. Faremos a demonstracao em trés etapas. Primeiro vamos demonstrar para o caso
K = R, em seguida para o caso K = C com 2 < p < 00, e finalmente para o caso K =C com 0 < p < 2.

Etapa 1: K = R. Tomemos uma sequéncia finita de escalares reais (ai,...,a,,). Se p € N,
vejamos que

P
ly|” < p! (1 + ﬂ) < plelv!, (2.2)

A primeira desigualdade é imediata; para verificar a segunda, basta usar a representagao da fungao
exponencial em série de Taylor:

oo n

. T

e :E — para todo x € R.
— n! P

Agora, se considerarmos

ft)= Z anry (),

n<m

onde as 1, (t) sdo as fungdes Rademacher, vamos ter por (2.2),

1 1 1
/|f(t)\p dt < p!/e‘f@)'dt < p!/ (ef(t) + e_f(t)) dt.
0 0 0
Consideremos ainda £
g(t)= = Z bty (t) 5
7~ 2
com b, = H(}le Notemos que [|g|l, =1 e

1 1 1
/ I gt — / S bnralt) gy / I] e ©at.
0 0 0 nsm

Como as fungoes de Rademacher sdo varidveis aleatdrias independentes, usando [1, Theorem 5.2.3 e
Theorem 5.3.1], podemos transformar a integral em produto de integrais. Sejam, para cada inteiro
positivo n,

B, ={te[0,1];r, (t) =1}.

Logo

! 1

eI dt = / ebnrn gt = ( / el + / e_b"> dt
Jeron=11 UL o,
b o—bn
= H<2 +— >— Hcosh(bn).
n<m n<m

Como



e como (2n)! > nl2"™, temos

Analogamente,

e 9t < \Je.

o—__

Logo
1 1

1
/\g ()P dt < p!/e‘g(t)ldt < p!/ (eg(t) + e_g(t)> dt < 2pl\/e
0

0 0
e, para 2 < p < oo e K =R, segue, da monotonicidade das normas do Ly, [0, 1] que

1
2

1= Z |bn|2 = Z bnrn < Z bn{rn

n<m n<m n<m
2 p
e

1
k

< (2k!\/é)% :

1
D baral| <D bara|| = /|g<t>|kdt
P k 0

n<m n<m

onde k é o menor inteiro maior ou igual a p. Assim, temos

D=

2 1
DR ECANGL
mzm I1F112

e entao .
2
1
D laal” | < @KVET I,
n<m
Logo, por (1.3) e pela monotonicidade das normas em L, [0, 1], temos

1
2

2
Z lan? | < Z anrn|| < (21{:!\/5)% Z lan? ] .

n<m n<m

n<m
p

o0
n
Agora, considere a sequéncia (Sn = E a,k.rk> e, para n > m , temos
k=1 n=1

1

150 — Sm”L,,[o,u = /

0

n

Z arTk (t)

k=m-+1

p

1
D
(2.3

dt g)(gk!\/é)i< i |an|2>2. (2.4)

k=m+1
Como a = (an ), € la, segue que (S,),~; ¢ uma sequencia de Cauchy em L, [0, 1] e portanto (S,) -,
é convergente. Logo, fazendo m — oo, obtemos

(glanF)Q < 0/1

1
P

S anra ()| dt | < (2k1Ve)* <Z|an|2> . (2.5)

n=1

18



Etapa 2.  Para (a,),; = (bn),—, +i(cn),—; em o, escrevemos

@)= Z anry (1) = Z by () +1 Z enn (t) .

Entao
Re(f (1) = 3 bura (1
I (f (1) = Y earn (t).

e como 2 < p < 0o, usando (2.5) e (1.3), temos

Nl

IRe (N, < Cp | D 1al* | =CplRe(f)ll, e

n<m

SIS

T (A, < Cp | D Ial® | = CplTm (£l -

n<m

Portanto
Z anTn|| < Z anTn
n<m 9 n<m »
=11, < Re (N, + [Mm ()],
< Gy [Re ()l + Cp [m (£l
<2G, I £ll-
Usando os mesmos argumentos de (2.4) garantimos que S, = >_}'_; ayry converge. Logo, fazendo

m — 0o, usando a monotonicidade das normas em L, [0, 1] e (1.3), obtemos

<Zl|an|2> g(/o Zlanrn(t) dt) < B, (Zl|an|2> .

Etapa 3: Na Etapa 2 o resultado foi demonstrado para o caso K =R e 2 < p < oo; porém faremos
os calculos para o caso particular em que p = 4, a fim de estimar as constantes By e A4, as quais serao
usadas para a demonstracao da Etapa 3. Como nos casos anteriores tomamos uma sequéncia finita
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(a1, as,...,a,,) de escalares. Entao

A - -
1
/ Z anry (t)| dt = / Z a;r; (t) Z a;r; (t) Z agry (t) Z apry () | dt (2.6)
n<m i<m i<m k<m I<m
1
= Z alaakaﬁ ri (t)ry (&) (6) m (8) dt
i,7,k,I1<m
(1.3)
Zalajalak + Zalajalak + Zalajalak -2 Z |az\
i<m
] k:
*QZMZ‘ ‘aJ‘ +Zaa] *22|a1|
i,j<m ,j<m i<m
<2 Dl { Dl )+ | 2at | | Do
i<m j<m i<m j<m
2 2
=2 X lanl” ) +{Dah
n<m n<m
2 2
(Sl ) [T
n<m n<m
2
=3 2 lanl’
n<m
Assim, da monotonicidade das normas de L, [0, 1] e de (2.6), temos
2 2 2 2
S jan? | = / S anra ()] dt / S v ()] dt <3 (Y Janf?
n<m n<m n<m n<m

e consequentemente

I
\

i 4

> an?] < / > anrn (1) > anl?] (2.7)

n<m n<m n<m

)

IN
w
Sl

Agora, usando (2.4) para a sequéncia S, = Y ,_, axr, segue que esta é convergente. Logo, fazendo

m — 00, obtemos
s 3 1] o0 N s 3
1
<§ :|an|2> < Y anrn (b)) dt | <33 <§ :|an|2>
n=1 n=1 n=1

Com isso, By < 37 e Ay > 1. Mas, considerando

a1 = 1, a9 :O,Clg :07

Ay (i |an|2> 2 <
n=1

em
1
4 4

1 o0
Z an Ty (t)
n=1

20



constatamos que Ay = 1.
Seja 0 < # < 1 dado por

9:(275)_1.

PO+4(1—0) =2

Assim,

e pela Desigualdade de Holder,

1 1
/ |f (1)) dt :/ If ()F° \f(t)|4(1‘9) dt
0 0

= (/ If <t>|”9}é)9- ( / 1 {|f<t>|4“-9)}“9)
- (/ If(t)l”)e- (/ |f(t)|4>1_9

1-6

1 % po 1 % 4(1-0)
- [(/ ror)| [(/ ror) ]
0 0
Como para p = 4, sabemos que
1f1l4 < Ballflly-
Logo
A5 < 1B - (Ba L fllp)*
e
4(951)
By ™ Al S I, -
Note que
4(60-1) 4
Sl LAY R
pt p
Com efeito,
4 /601 4 1 4 D 4 /p 4
- —)==(1-=)=-|1-(2-= - ==-1)=2— -
D ( 0 ) P < 9) D [ ( 2)} D (2 ) P
Assim,

4
By "Ml < A, -

Por outro lado, da motonocidade das normas do Ly [0, 1], temos que || f[[, < [[f[|,. Logo

94
By " - flla < 1FH, < £l

isto é,

Biiﬁ . Z anry (H)|| < Z apry (0] < Z anmy (t)

n<m n<m n<m
2 P

2

e, mais um vez, com os argumentos usados em (2.4), fazendo m — oo, obtemos

5 4 0 3 1 p % 00 3
B, " (Z ai) < (/O dt> < (Z ai) .
n=1 n=1

Z anry (1)
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Observagao 2.2.2 E claro que By = 1. De fato, como

o0 o0 [o ]
D anrn ()] <D lanrn ()] < lan],
n=1 n=1 n=1

¢ 1 1 1
1| o0 2 2 1 o) 2 [e%s} 2
/ Zanrn @) dt] < / (Z |an|2> dt = (Z |an2> ’
0 n=1 0 n=1 n=1
temos
By =1 (2.8)
Por outro lado, de (2.1), temos
oo 3 1] oo r %
A, (Z anQ) < (/ Zanrn (t) dt>
n=1 0 |n=1
e portanto
1
o 2 1] oo T
B, <Z an2> < BI,A;1 (/ Zanrn (t) dt) .
n=1 0 n=1

e, como em (2.1), temos

1] oo p P 0o 3
</ > anr (t) dt> <B, (Zan2> , (2.9)
0 |n=1 n=1
logo concluimos que
1
1| oo p P 1| o0 r
/ anrn (t)| dt | < BpAT! / > anra (t)| dt ). (2.10)
0 |n=1 0 |n=1

2.3 Um caso particular de uma desigualdade envolvendo
cotipo

A seguinte desigualdade é um caso particular de uma desigualdade conhecida na literatura para espagos
com cotipo finito (veja [26, Lema 3] ¢ [21, Teorema 1.3]):

Teorema 2.3.1 Seja 1 < r < 2 e seja (y“zm)f\lf =1 uma matriz em K. FEntdo existe uma
constante Ay, tal que
N 3 N " r
Z |(y711m)|2 < (A2,1*)7n / Z Tiy (tl) T, (tm) Yiv.iim, dtlv ceey dtm
UL yenns =1 m |1y im=1
onde
(Agr) < A (2.11)
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Demonstragao. A demonstracao sera feita por inducao. Vejamos o caso m = 1. Pelo Lema 2.2.1

N 3 1| N r %
(Z |yi|2> <A (/ Z?Jm’ (t) dt)
i=1 0 Ji=1

sabemos que

Vamos supor o resultado valido para m — 1. Como
1 1\ 27] 2
N 2 N N 2
2 2
Yo Awaa)l?] =0 > i)l ;
i1eesim =1 i1=1 i2erim =1
e, pela hipétese de indugao,
N z N " r
Z ‘(yh...im)IQ S (AQ,T)m_l / Z Tig (t2) -~-Tim (tnb) yil...im dt27 eeey dtm
i9,eyim=1 m—1 [t2,--tm=1
entao
1
N 2
2
> W)l (2.12)
U1y nyim =1
, 2\ 3
N N "
< (A)" DD / Do i () iy (bm) Yir.i | 2, eyt
i1=1 \;,0 1 |izsemim=1
Como % > 1, usando o Lema 2.1.1, temos
1
r 2
N N ’
(2.13)

Z / Z T’i2 (tg) ...Tim (tm) yil»--im dtz, ceey dtm

=1 \pm_1 |i2;im=1

1
r.2 3 "
N N r
s Z Z iy (t2) T, (tm) Yir i dty...dt,
g \i1=1 |iz,im=1
De (2.12) e (2.13), obtemos
1
N 2
2
Yo W)l
i1semrim=1
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Agora, como K tem cotipo 2, temos

1
2\ 2
N N
Z Z Tiy (t2) T (tm) Yii.iim
iv=1 |ig,..im=1
1 N N 2 3
< Gy (K) /Zml (t1) D 7y (t2) iy, (bm) Uiy | A1
0 |nh=1 i2yeeeyim=1
1
2 3

1

N N
= /Zril (t1) Z Tiy (t2) iy, (bm) Yy, | Al
in=1 ;

12,00y =1

0
Logo
1
N 2
2
S Wil (2.14)
i1yeeerim =1
- . 1
Ll ~ N 2 2
< (Ag)" ! / riy (t1) Z Tiy (t2) ri,, (Bm) Yiy iy | dt1 | dla...dty,
[m—1 0 |11=1 12,0 yim =1
_ 1

1
= (Agvr)mil / / Z Ty (tl) T (tm) Yiv.iim dtl dthtm
5 s

E, por (2.10),

1 N
/ | S (t) iy, (Em) Uiy | (2.15)
2 i

r

24



Logo, de (2.14) e (2.15), temos

3=

I N
S (Ag,r)m_l / A;l / Z 7‘1'1 (tl) ...T’im (tm) yil-nim dtl dtgdtm
) .

S

N
< (A;l)m_l / A;l / Z Ti (tl) . (tm) Yiv.oiim dtq dts...dt,,

Jm—1 0 U1, tm =1

E, pelo Teorema de Fubini, obtemos

1

N 2 N " v
Yo )] < (A" / D v (B () oriy, () iy i | dbrdi,
i1 yenyim=1 Lin e im=1

2.4 Uma variacao de uma desigualdade devida a R. Blei

Outra das desigualdades a serem utilizadas é uma variante de uma desigualdade devida a Ron Blei [2,
Theorem 5 and 36.]. Esta variacdo foi concebida por A. Defant et al. [7, Lemma 3.1.].
Teorema 2.4.1 (Blei, Defant et al.) Sejam A, B dois conjuntos finitos ndio vazios, e (ai;), jeAxB
uma matriz escalar com entradas positivas, e denotemos suas colunas e linhas por o = (aij)ica €
Bi = (aij)jep respetivamente. Entao, para q,r1,m2 > 1, com q¢ > max(r1,r2), tem-se
Fra,ry)
G Lrpra) 5
> ey < (Z ||ﬁi|gl> > Ml :
(i,j)EAXB iCA JEB

com

¢ (z +y) — 2quy
@ —zy

o Pz —quy

w: [l,q)2 —10,00), w(x,y) :=

?

Demonstragao. Definamos os parametros «, 8, p, s por

a_qu(q—ﬁ) :qr2(q—r1) _q2—r1r2 _92—7“17"2

b ) 78 -
q? — 112 q* —r1r2 r1(q —12) q(q —r2)
Observemos que a + 8 = w(ry,r2), pois

qri(q —ra2) +qralq — 1)
112*7"17‘2

a+ 8=

_ Pri—qrire + P2 — qriry
q? —7r1r2
¢*(r1 +712) — 2qryro
q* —rir2

= w(ry,r2).
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Por outro lado, p > 1. Com efeito, como ¢ > 71, temos ¢> > gry e, subtraindo r;7, em ambos os

lados, obtemos
@ —riry > r1(q —12),

e portanto
¢ —riry _
r1(q —r2)

Assim, pela Desigualdade de Holder, para cada i € A, temos

1<

1
P
a ,3 ap Bp*
> ajal < | D af | | 2 ad

JjEB JjEB JjEB

: — ap . BP™ . oagi
Sejam X; = E a;; eY; = E a;; ; assim

JEB jEB

L
ZaOH'ﬁ = Za%afj < X”Y"
jEeEB jEB

Note que s > 1, pois
qra > r112,

e dai temos
q° —rirs > qlqg —r2),

o que implica em
¢ —rirg _
q(qg —r2)

Entao, de (2.16), e pela Desigualdade de Holder, obtemos

1<

> =3 | Sagaly | <X < (zx;f(znzi)“.

(i,j)EAXB i€A \jEB €A €A i€A
Assim
El % s¥\ s
P ) p*
PO DI DI > e
g > g @ij
(i,j)EAXB i€A \jEB i€A \jEB

e como q > r; > 0, temos % < %,edal’s<p. Logo
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Note que

p
> | el

i€EA

De (2.18) e (2.17), temos

>

(1,j)€eAXB

€ Como

temos

>

(i,j)€EAXB

aq,—"_ﬁ <

a5 < I3 e ) (Za%

i€A \jEB jEB

s* s¥
E3

=2 | e

icA \jeB

= Zasz)*

jEB

=12 ().

jEB

Des. Triang

€Al L

'c*‘__‘

m"d

i€EA

s 1
2\ ¢
ap Bs*
> | > (Z%
i€A \jEB jeEB
ap =g,
S T1
-=—,
p q
*
Bs" =q,
p* 72
P,
1
B ey
q

Lembrando que a+ 8 = w (r1,r2), obtemos

E a‘}{("“l iT2)
)

(i,j)€EAXB

1
w(ry,m2)
- (

1
Solrir)
s
5 n&n;)

i€A

27

i€A

Q‘N

)

]

p*

s

S oy 2

JEB

g1

1
3

P

k-]
W=

1
prw(ry,re)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



Como )
q T1—qrira

f (Tlv TQ)  q?(ritr2)—2qrira q—7T2
- - 9
71 r1 q(r1+ry) —2rr
1 1
sw(ry,re)  @2=rira @2(ritra)—2qrirs
q(g—r2) " q2—r172

(q(q—r12)) (QQ - 7"17“2)

(g% —rir2) (¢* (r1 +72) — 2qr172)
q—rT2

q(r1+r2) —2rry’

¢ 2
_ q= —Trir
ri(g—r2)’
temos ) )
1y mnlg—r) _¢-mro—ngtnre _ ¢ g
p* q? —rirg g% —rire g% —rire
e portanto
* q2 —Trire
b =—
q= —qr
e
1 B 1 _ qg—"n
p*w (7’177‘2) B q2—riro qz(Tl+T2)_2q7'1T2 - q (/)"1 -+ 7"2) — 2T17"2 .
q?—qr1 ° q?—r172
Como
1127“2*117“27’1
f(?"z,Tl) _ q%(ro+r1)—2qrary _ q—mn
> T2 q(ra +7r1) — 2rary
obtemos
f(ri,m) 1
T sw (r1,72)
e
1 _ f(ra,r1)
prw(ri,re) T2

Pelos resultados acima, e de (2.20), obtemos

Flry.ro) f(T%7T1>

EGEey 2 "2
S s S(ZII@-HT;) gl

(i,j)EAXB i€A JjEB
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Capitulo 3

O Teorema de Bohnenblust—Hille e
o Teorema de
Defant—Popa—Schwarting

3.1 Demonstragao do Teorema de Bohnenblust—Hille

De acordo com o Teorema 1.4.4, o Teorema de Bohnenblust—Hille é equivalente ao seguinte teorema,
para o qual daremos uma demonstragao detalhada a partir da demonstracao de Defant, Popa e
Scwarting. O resultado abaixo, a rigor, é uma versao particular do resultado demonstrado por Defant,
Popa e Schwarting:

Teorema 3.1.1 (Defant et al. (estimativas das constantes por Pellegrino e Seoane-Sepiilveda))
Para todo inteiro positivo m e espacos de Banach X1,... X,

HZ”M (X5 ey X K) = L(X15 o, X K) e

m+1 >

onde

m—1

m — Cm7 "
C = 25w < ! ) para todo m > 2,

com Az2m—2 como no Lema 2.2.1. Em particular, para m € {2,...,13}

m

c,, = gmitm=2
Demonstragao. Para o caso m = 1, é claro que H%M)(Xl;]K) = L(X1;K) e, além disso,

() = [I-A
Vamos usar inducao. Para provar o caso m, vamos supor o resultado valido para m — 1.
Seja U € L(X1,...,Xm;K) e N um inteiro positivo qualquer. Para cada 1 < k < m considere

mgk), ...,xg\],c) € X tais que

parak=1,....m.
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Consideremos na notacao do Teorema 2.4.1,

Tl_(m—l)—kl_ m
T2 17
2m
w(ﬁﬂb)—ma
f(rra) =
r1,T = )
1,72 m
m—1
f(/r27/rl):T7
q=2

Note que se

A= {(it, yim1) € {1, N} 71,
B={in €{1,...,N}},

temos, do Teorema 2.4.1,

m41 .
ol o PIGEEY
2m_ )
Z |U (xll1’ 71;::7;1) ml = Z a;}j("lyTQ)
Tl geney Tm=1 (i7j)eA><B
< (Z ll@ll?) > o7
€A jeB
Logo
m—+1

N 2m
> U () (3.1)
f(ri,ra)

N Eme2 =2 N N 1
] (S oty )

2
im=1

flra,r1)

IA
] =
=
=

U1 yeenyim—1=1

Precisamos calcular os dois fatores acima. Para o primeiro fator em (3.1) escrevemos dt := dt,,, e para
cada i1, ...,4,,_1 fixo, temos do Teorema 2.3.1,

N 2m—2
1 m m
| @l ena))
2m—2
2m—2 N m
1 m E 1 m
S (A272m—2) / T (tm) U (l’il, ceey SCZM) dt
0,1] "*m=t
2m—2
2m=—2 N m
_ m 1 m—1 m
= (A272m7,n—2) / Ul iz, E Tin (tm) 23" dt.
im=1

[0,1]
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Somando em i1, ...,%y,_1 = 1, ..., N, obtemos

N N 2m—2
1 m m
> Wk L
T1yeeytm—1=1
2m—2
2m—2 N N m
m 1 m—1 m
< (A272m1,n—2) E / Ulzinzi E iy (tm) 27"
i1yeyim—1=1 [0 1] im=1
2m—2
2m—2 N N m
_ m 1 m—1 . m
= (AZ’ZTZL';Z) / E Ulxi,-zi g i (tm) xi"
[0 1] i1eeym—1=1 im=1
e, usando a hipétese de indugao no integrando, segue que
2m—2
N e

>

i1yeeytm—1=1

N
m N w
< (a0 (o 32 e ) ) e
2

N
1 m—1 m
Ulag,mz ), E Tip (tm) 27"

im=1

N
(+:2)
" o1 =1

1

im=1

2m—

< <0m1 U ( f: Tin, (tm)x?fn> D m
im=1
N e
< <Cm—1 U2 v () 2 )
e 2m—2
< (Coma Il |2 )
< (Cn—t [lU])
Assim, de (3.3) e (3.2) obtemos
N 3m—2
DR AR i I

U1y yim—1=1

2m—2
S <A2727n—2) " / (Cm_l ||UH) 77;” dt

0,1
2m—2
- () corat)
Logo
N 2m_2 T2
> ezl " < (Ay20-2) Coua |UI1-
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Para o segundo fator em (3.1), fixamos i, e escrevemos dt = dty, ..., dt,,—1. Pelo Teorema 2.3.1,
N 1
| @l
1
) N
< (A3 S i () erin s, (o), U (2, 2fh) | dt
17”71 Ul yenny ’im_lzl
N
(A7) / U Zril (t) = Z Tiney (tm—1) 22 || dt
Im71 i1:1 ’L,n 1= =1
Somando sob todos os %, = 1,..., N obtemos
N 1
Z H ol et )i zm,1=1Hz (3.5)
im=1
N N N
S ol I A0 SENTERE Sy |
im=1 \ jm—1 =1 im—1=1
N N N
= (Ap7Y) > S o () Y iy (o) 22T dt.
pin—1 \im=1 =1 I 1=1
Usando o caso m = 1 no integrando, temos
N N
Z Zril (tl)x Z Ty (Em— 1 lm 17 (36)
im=1 i1=1 im—1=1
N
S (ﬂ—(lvl)) U Zril (tl)x Z TZ"” 1 m 1 lm 17 H 74m 7m—1H
i1=1 im—1=1
N N
<1)U ZT“ (t1) = Z Pipey (bme1) &V,
i1=1 i —1=1
N N
<O 7, (1) ] > iy (o) 2]
i1=1 im—1=1
w N w
< Wl @h)r ]| ()
7,111 7f1n12m111
<|[lu]-
Assim, de (3.5) e (3.6) temos

> [

N
117"' 1m)>i1 ,,,,, im-1=1]|5

im=1

<@g [ e

Jm—1

= (477 U]l
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e portanto
1

N 1
(Z H(U (x,117,len))f\jll_1H2) < (ApTH U]l (3.7)
im=1

Logo, de (3.1), (3.4) e (3.7) temos

2m (r1,m2) ro,r1
S (U )P ) < (A ) G ) (g

i1yenin=1

m—1

= ((AQ,"’";%?> Cr-1 ||U||) " ((Ag,lfl) HUH)%

m

m

= (Ct) (A2ﬁ%> 3 Ul

(2.11) ot m=1

m—1 (A;}LT,z) " U]

2 2m (Cm7 1 ) m
mor [ Croy |7
=2%1<A;;> 1l

m—1

<2

De acordo com [14], sabemos que A, = 22 %, sempre que p < 1,487. Logo, como

2m — 2

< 1,487

para todo m € {2,...,13}, temos que . Assim, para m € {2,...,13}, temos

m—1

m—1
m—1 Cmfl m—1 Cmfl m
2 2m = 272m —_
Azm-—2 227 2m—-2
m

m—1

1 C _ m
= 2% (2ol
2 2m—2

m—1

— 93 (Crq) ™

Logo Cy = 23, O3 =28, Cy =276 e, em geral,

m24m—2

C,, =2 m

param € {2,...,13}. =
Observemos que para o caso m = 2, obtemos uma prova da Desigualdade 4/3 de Littlewwod.

3.2 Melhorando as constantes para o caso real

m41 _m—1

Como consequéncia de [15], pode-se ver que as constantes C,,, = m2m 2"z

podem ser substituidas
por C,,, = 2%7 o que significa uma notével melhora das constantes. Vamos denotar as constantes de
Bohnenblust—Hille para o caso real por Cg ., € para o caso complexo Cg,,,. A demonstracao original
do Teorema de Bohnenblust—Hille devida a Defant, Popa e Schwarting [7] permite melhorar ainda mais
tais constantes. A rigor, o método da demonstracdo dd margem a uma familia de possiveis constantes.
A constante obtida da forma mais direta é a mesma que foi apresentada na demonstracao anterior:

m=1
me1 [ Crom—1\
CR,m = 9272m M ,
Azm—2
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e, para 2 <m < 13,
Com = 275,

Pellegrino e Seoane-Sepilveda [21, Theorem 2.2] exploraram o resultado de Defant, Popa e Schwarting,
mostrando que na demonstracao por inducao, fazendo uma conveniente combinagao dos casos 2 e
m—2, ao invés dos casos 1 e m — 1, consegue-se melhorar ainda mais as constantes. Faremos a seguir a
demonstracao do Teorema de Bohnenblust—Hille com a mencionada combinacao a fim de proporcionar
a féormula para as novas constantes e, posteriormente faremos uma tabela comparativa das constantes,
destacando o desenvolvimento histérico das constantes, assim como quao significativas tém sido as
melhoras. O leitor perceberd que a demonstracao do Teorema 3.2.1 é essencialmente a mesma do
Teorema 3.1.1. Entretanto, preferimos fazer ambas detalhadamente para que suas pequenas diferencgas
sejam realgadas com mais facilidade.

Deve-se enfatizar que a demonstragao de Defant-Popa-Schwarting, por sua extrema generalidade,
contém implicitamente quaisquer escolhas possiveis de combinagoes para o processo de indugao. Mas,
nenhum estudo qualitativo e nem tampouco quantitativo das possiveis constantes é feito.

Teorema 3.2.1 (Defant et al. (estimativas por Pellegrino e Seoane-Sepilveda)) Para todo
inteiro positivo m e espacos de Banach X1, ...X,,,

m
(m.l)(Xl""’Xm;R) =L(X1,.... Xm;R) e,
m—+17
mam () < O |1
com .
C]R’Q =22
m—2
o /
Cr.m = 23 % para m > 3 (3.8)
A2’77L74
m—1
Em particular, se 2 < m < 14,
Crm =2 T sem 6 par, (3.9)
e
m246m—17
Crm =2 % sem é impar. (3.10)

Demonstragao. Sabemos que
1
[Tl (X1 K) = £(X15K),

em particular para K =R Além disso, foi encontrado que para o caso m = 2 é precisamente a
Desigualdade de Littlewood.

Para o caso m vamos trabalhar por indugao, como foi dito, combinando os casos 2 e m — 2, isto €,
vamos supor certo para 2 e m — 2 e provar para m.

Seja U € L(Xy,...,Xm;R) e N um inteiro positivo qualquer. Para cada 1 < k < m considere

2, 2D
N w

‘ (mik)> <1
j=1

— b

LTy € Xy tais que
1

para k=1,...,m.
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Consideremos, na notagao do Teorema 2.4.1,

2(m—-2)  2m—4

T o)+l m—1
, 4 (r ) 2m

= 5w y2) = ———,
2 3 1,72 m+1

Note que se

A={(i1, o im—2) € {1,..., N} 72}
B = {(im—lyim) € {1’ ""N}2}7

temos, do Teorema 2.4.1,

ool 1
N ) 2m S
ST U (k) = T g
“yeensim =1 (i,J)€EAXB
< (Z ||&-||§1> 3 fayllr?
€

m—+1
2m

N
U @h ) (3.11)

m—2 2
m m
N N - 1 N 4\ ™
N 3
< > Loal ) Ll
- (U (Izl, ,I’zm))iwnflyinzzl 2 (U (Izl, 7':I"Zm))7;1,.“7i7n72:1 2
01yeensim_n=1 Im—1,tm=1

Precisamos calcular os dois fatores acima. Para o primeiro fator em (3.11) escrevemos dt :=
dty,...,dt,,—o. Para cada t,,_1, %, fixos, temos, do Teorema 2.3.1,

2m—4
1 m N m—1
(AR R
2m—4
2m—4 N m-1
2 m—1 § 1 m
< (A2’2m:14) / L — (tmfl) Tim (tm) U (xiﬁ ceey (Eim) dt
T2 |tm—15tm=1
2m—4
2m—4 N N m—1
_ 2 m—1 1 m—2 m—1 m
= (A2,2an%f) / Ul i,z s, g Pi_y (tm—1) ], E T (tm) T dt
12 tm—1=1 im=1
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Somando em i1, ...,%,_2 = 1, ..., N obtemos

N N -
1 m
NN [N CERMESES R
11,0yim—2=1
N
2 T1 1
< (A2,r1) E Ulxg,
i17-~'y7;7n72:1 12
N
2 71 1 m—2
(A2T1) / E: U Tipr oL oo
72\l im—2=1

Usando a hipétese de indugao no integrando concluimos que

Zm 27 z : T17n 1 m

1;17...,’I:m_2:1 7m 1= =1

N m—2 ‘
S ’/T(2721:471) U 5 Z T (tm 1 lm 17 Z Tlm m im (xz])
im—1=1 im=1 j=1
2m—4
N N e
< C]R,m—2 U PEEES] Z Tim—1 (tm—l)xzzzlﬂ Z Vi (tm) Jf?:n
im—1=1 im=1
2m—4
m—1
S C’R,m*QHU” Z rlm 1 m 1 Z ’rzm m an
im—1=1 tm=1
N w w %
< (IR W [Coh
—< :Elm—l i 1=1 1 (:L'Zm)z,,,,:1 1
2m—4
< (Crm—2[[U])) ™7
Assim, de (3.13) e (3.12) obtemos
N N m—4
1 m—1
)N (A CREZ A
U150y bm—2=1
2771—14 2 4
m— 2m—4
< (o) [ (Coma VDT @t
72
2m—4
m—1
(4 ) o2 100)
e portanto
2m—4 2m—4

5 .

i1y —2=1

| (@l

Para o segundo fator em (3.11) escrevemos dt := dt,,—1,dt,,. Para cada iy,...

N S
xim»im_l,im:l H2 1

N
Z T‘im71 (t

im—1=1

N

im—1=1

N

m—1

1)1‘-

Tm—1"
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Z Tim,l (tm—l) x

< (42 20 ) (o2 IUI) ™

N
m—1 m
m—1) T § Tipy (Um) L,
Gm =1
N
m—1 § : m
Tm—1" Tim, (tm) zim
im=1
2m—4
m—1

Z T (tm) T3

im=1

—1

T1

(3.12)

dt

dt.

(3.13)

2m—4
m—1

(3.14)

, im—o fixos, temos, do



Teorema 2.3.1,

3

1 N
| (@)
5
<()| [
3
[m—2
4
_ A'm—2)3
(455
Jm—2

4
3
...,Zm_g—l 2
4
N 3
Z Tiy (tl) T o (tm,Q) N U (513111, ceey 337"”) dt

i15eeybm—2=1

N N
U Z Til (tl) x;:ll L Z TiWL—Q (tm—2) thL_—QZ 5 X

i1=1

Somando em 4,,_1, %, = 1,..., N obtemos

Im—1,bm=1

< (477%)

- (4377)

ol

Jm—2

m

ey g

Im—1,m=1

4
N 3

i1yeeimon=1

)

2

N
U Z Tiy (tl) ZE}N

i1=1

N
U Z Ty (tl) 33111,

i1=1

e, usando o caso m = 2 no integrando, temos

N

>

Im—1,im=1 11=1

N N
U Zril (tl)x}l,..., Z Tio o (tm*2)$;7nj’xim_1v

im—2=1

tm

m—1
tm—1"

_o=1

m

ol

dt

tm

N
m—2 m—1 m
) E Vi 2 (tm*Q) Loy L 19 T4,

im—2=1

N
m—2
ey g Tip_n (tm—2) T] 5, T

im—2=1

b

m—1 m

im

N N m
S (ﬂ-(%)l)> U Z T.il (tl) 'CL"}17“'7 Z rim’_2 (tm—Q) 1’::’;1_,22’ o H
i1=1 im_a=1 k=m—1
4
N N 3
1 _
< |22||U Zh‘l (t) zj,, ..., Z 7‘im,2(tm—2)$?;722,','
=1 im—2=1
4
N N 3
1 —
< | 22NON| DS iy GOl || || D2 i (bm2) 2
i1=1 im—2=1
1 [ N wy 3
1 1 m—2
< (ronfeiL - e )
1 3
< (2¥u)”
Assim, de (3.15) e (3.16) temos
N N % % 1
> @ k)Y sl < (a35)" [ (@)
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Jm—2

m—1
tm—1"

olus

m

Tm

dt

ol

(3.15)

dt

dt

(3.16)

ol



e consequentemente

N 4 4
1 m N 3 m—2 i 3
> @@ )y L] = ((agg?) 2t i) (3.17)
Im—1,im=1
Assim, de (3.11), (3.14) e (3.17), temos
m—+41
N o 2m
Yo U () [
i1,eeyin =1
f(ri,rs) f(ra,r1)
< (A2 e ) Coma ) ((A3752) 22 100)
m—2 . 2
() Coneat) ™ ()2 10
m—2 m—2 . %
< (A2 ams) Comma 1) ™ ((424)" 21001
m—2
(2.11) . 2 m A2 1 =
() o) ((a)" ) o)
m—1
2m—4
m m—2
= 2 (A;m.Agl) (Crm—2) ™ U]
m—1 <
2m—4 2m=—4
1 1 m 1 m m—2
=25 (21) 7 (a3 ) T (Cona) U
m—1
m—2
1 [ Crm—2
= 22 3 U .
== ol
m—1
Em particular, como para m € {2, ...,14} a desigualdade abaixo é vélida
2m — 4
el Wi
m—1
novamente usando as estimativas de [14], sabemos que A, = 2%7%, para p = 2;::14. Logo, para
m € {3, ..., 14}, temos
m—2
m m—2
23 CRg’m_Q =27 2275:47%> h (CRm—Q)m_2
A2m74 ’

=245 (Crmoa) ™
m 2
=250 (Cpmz) ™

Assim Cgr 3 = 2%, Crq = 2%, Crs = 2%, Cre = 2% e, indutivamente, para m € {2, ..., 14}:

m246m—8 ,
Crm =2 sm  sem é par,

m2tem—7 L,
Crm =2 sm sem é impar.

]
Abaixo exibimos uma tabela comparativa das constantes:
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m | Cr., Usando (3.8), (3.9) e (3.10) | Constantes de [7] Constantes de [15]
3 | 2% ~1.782 26 ~ 1.782 2% =2
4 |23 =2 216 ~ 2.181 2% ~ 2.828
5 | 2% ~2.298 2% ~ 2.639 22 =4
6 | 2% ~2.520 228 ~ 3.175 2% ~ 5.657
7 | 2% ~ 2828 2% ~ 3.807 23 =8
8 | 2% ~3.084 252 ~ 4.555 2% ~ 11.314
9 | 2% ~3.429 256 ~ 5.443 27 =16
10 | 250 ~ 3.732 250 ~ 6.498 27 ~ 22.627
11 | 2% ~4.128 2% ~ 7.752 27 = 32
12 | 2% ~ 4.490 2% ~ 9.243 22 = 45.255
13 | 2707 &~ 4.9509 2% ~ 11.016 2% = 64
180 1714
14 | 278 ~ 5.334 23 (i ) ~13126 | 2% ~90.510
14
1 (o351 i u (o i 14
15 23 21 ~ 5.9253 25 ( C1 ) ~ 15638 |27 =128
26 28
14 o 5 Tx
1 2% 16 15 c 1 15
16 23 ( 25 ~ 6.4439 255 (O ) ~ 18627 | 2% ~181.02
% %
17 23 (i) ~ 7.0827 231 <§ > ~22.185 | 2% =256
30 32
16 16 ! 17
1 18 1 18 1
18 23 (i%lﬁ) ~ 7.7035 25 (fﬂ ) ~ 26419 | 2% ~362.04
19 23 (i@?) ~ 8.4585 25 (g?s ) ~ 31458 | 2% =512
u 1
20 23 (?4%18) ~9.201 21 <§19 > ~ 37454 | 2% ~724.08
3¢ b
21 23 (i“gw) ~ 10.095 2% <§2°> ~ 44589 | 2% =1024
38 st
2 , =
22 23 (iﬂgﬂ“) ~ 10.982 2% (521 > ~53.079 | 2% A 1448.2
X #
23 23 (i) ~ 12.0411 2% <AC ) ~63.182 | 2% = 2048
2 % 373
24 23 (i) ~ 13.101 2% <§ > ~ 75203 | 2% ~2896.3

Os valores a partir de m = 15, sdo calculados mediante o valor exato de Azm_14, que pode ser

encontrado em [14]. Este valor

exato é:

m—1

3 (
A2'm.74 - 2 e
meg = V2 N ’

m—1

2m—4 2m—4
e +1)

2

onde I' denota a famosa Funcao Gama, que é definida para valores reais positivos por

F(x):/ t*te~tat.
0
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Observagao 3.2.2 Ressaltamos que embora o trabalho de Defant, Popa e Schwarting ndo calcule
constantes, todas as constantes calculadas por Pellegrino e Seoane-Sepilveda usam a demonstracdo de
Defant, Popa e Schwarting como ferramenta central. Os outros ingredientes adicionados pelo trabalho
de Pellegrino e Seoane-Sepulveda foram uma escolha adequada do procedimento de indugao e uma busca
na literatura por valores otimos das constantes da Desigualdade de Khinchin.

3.3 Melhorando as constantes para o caso complexo

3 m—1
Para o caso das constantes Bohnenblust—Hille no caso complexo, as constantes C,, = 272z foram
m—1

melhoradas por Queffélec e Defant e Sevilla-Peris (veja [8] e [27]). Eles observaram que Cp, =272

m—
podia ser substituida por C,, = (%) . Observemos que na prova do Teorema 3.2.1, nao foi

utilizado a hipétese de K = R, logo a mesma prova pode ser feita supondo K = C, obtendo a seguinte
expressao para as constantes:

m—2

1 [ Deym—
D =22 72’7” 2 para m > 3.
A2m—4

m—1

Em particular, se 2 < m < 14
m246m—8 ,
Dcyp =2 8m se m é par,

m246m—7 L.
D¢y, =2 8m  sem é impar.
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N O

10
11
12
13
14

15

16

17

18

19

20

21

22

Porém, podemos observar nesta tabela que a partir de m = 18, as constantes Dc y,, comecam a ser
melhores. Observemos ainda que, na prova do Teorema 3.2.1, as D¢ ,, sao definidas de forma recorrente.
Isto nos leva a pensar que se muddssemos D¢ > ~ 1.4142 pela constante de Grothendieck Kg < 1.4049
(que sabemos ser vélida para o caso complexo com m = 2), obterfamos melhores constantes, quicd
para algum m < 18. Melhor ainda, como Cy = 1.1284 =~ % < K¢, mudemos as ”primeiras” D¢ p,
pelas C),, a procura de obter melhores constantes a partir de algum m < 18. Este foi o procedimento
usado em [21, Theorem 3.2.] para obter melhores constantes no caso complexo.

Usaremos o seguinte lema simples:

(&) =1.2m32
(l)g —1.4367
" 4
(&) =re
(%)5 —1.8293
(%)6 =2.0641
(%)7 =2.3291
(%)8 —2.6281
(%)9 —2.9655
(%r)w — 3.3462
(i)u —3.7758
\/2E 12
<f)15 = 4.2605
(&) =4s075
(%)14 — 5.4246
(%)15 —6.121
(%)16 — 6.9069
(%)17 — 7.7936
9 18
(&) =smo11
(%r)lg —9.9231
(%)20 = 11.197
(%)m = 12.634
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Lema 3.3.1 Sejam € {3,4,5,...}. Se a € RT satisfaz

()

entao

Demonstragao. Como m > 3, entao

4—-2m _ 16 —Tm
>

m 2m
€
16—Tm 4—2m
2 2m <7r m
Assim
24 im+6:37n < ﬂl:ﬂm+3:nm
Logo
2(3—m)
4—3m m 1—m
27m T T,
mT m
€

s 9 (m—3) (W) m
2t ( (2 <t (3.18)

Aplicando a hipétese em (3.18) chegamos ao resultado. m

Teorema 3.3.2 (Defant et al. (estimativas de Pellegrino e Seoane-Sepiilveda)) Para todo
inteiro positivo m e espagos de Banach complexos X1, ... X,

Hm

(72731

(X1, Xn;€©) = L( X1, ..., X C) e W(%;l)(') < Cem |||l

com

9 m—1
Cem = (ﬁ) , para m = 2,3,4,5,6,7.

m—2

QWQL;Z 1 " m—2

Ceom = —1 Ve (Ceym—2) ™ param > 1. (3.19)

mTm 2m—4

m—1

Em particular, se 8 <m < 14,
1 m+4 m=2

C(C,m = + 2m (CC,m—Q) mo (320)

Tm

Demonstragao. Sabemos que para o caso m = 1,
I, 1y(X15C) = £(X1;C)

e, para o caso bilinear,

H?%’l)(Xl, X5;C) = L(X1, X5;C)

e 7T(1;1)(~) S C(C71 ||||7 onde C(C,l = 1, e C(C,Q = %
Para o caso m, vamos supor o resultado vélido para m — 2, e provar que se U € L(Xq, ..., X;n; C),
entdo U € 112 ,,, . (X1, ..., X;m; C).

m+1 ’1)
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Seja N um inteiro positivo qualquer. Para cada 1 < k < m considere acgk), . (k) € X}, tais que

@)N b
("TJ j=1

1

<1,

parak=1,...m
Novamente na notagao do Teorema 2.4.1, escolha

2(m—2)  2m—4

T2 +1 m—1
4
r2 = 3
2
w(ry,r2) = miill’
-2
f (T17T2) - La
2
fra,m) = —
q=2.
Obtemos
_—
N oo 2m
Yo U () (3.21)
i1yeyin=1
m—2 2
al 1 N n) al 1 N 3 "
< T oy O [CAC R o3 M
1 yim=1

Ty esim—2=1
Para o primeiro fator em (3.21) escrevemos dt := dtq, ..., dt,,—o. Para cada i,,—1, %, fixos temos, do

Teorema 2.3.1,

N
T1
1 m N
3 H(U R DA (3.22)
Tl geney im_gzl
N N 1
2 1 § E M 1 § m
S (AQ,’I‘l) / U ( 11"" zm 27 Tim—1 m 1 7.m_1’ Tis, (t’m) wim> dt
i1y —2=1 12 im=1 im=1
N N m
_ 2 1 -1 m
= (A2 ) / E U( Ty Ty 27 E Ty (bm—1) T, E i, (tm)xim> dt.
72 \f1ssim—2=1 im=1 im=1
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Usando o caso m — 2 no integrando obtemos

N N
Z U (x}lw.. z 2, Z Ty (Bm—1 x:’fnill, Z Ty (tm)xffn>
U1sestm—2=1 I =1 =1
<t (V5o S e ez 3 e
i —1=1 im=1
N N
< Coma |U s D0 miy G 22> 7, () 2,
im—1=1 im=1
m—4
N N m—1
< Com2 U] D rins ) @2 D ri, (En) 2,
im,1:1 i'rn:l
N w w 2m—14
N "o
= ( ’m l)zm 1=1|; H(xgz’)im—lu1)
< (Com—z [U])*=
Assim, de (3.22) e (3.23), temos
N N 2m—4
1 m—1
S @@ et
i1yeesim =1
2m—4
m—1
< (L) [(ComalUD ¥ ar

e portanto

>

D10y bm—2=1

Para o segundo fator em (3.21) escrevemos dt := dt,,_1,dt

Teorema 2.3.1,

| (@

12

((A§%> (Ccm—2

2m—4

m m—1

N
xi7yl>>im_laim:1u2

i1=1

44

2m—4

o) "

< (A2 20m) (ComalU)) ™

’Lm21

N

Tm—2=1

m. Para cada i1, ...

-2

m
U g Tiy tl 117--- E Tip_s (Em— Q)ximfyx

(tl)wzllv"'v Z Tim_2 (tm—Q)xZ;_fzz’x

2m—4

m—1
tm—1"

m—1
7;m,fl )

m
Tm

m

im

(AN

(3.23)

2m—4
m—1

(3.24)

,im—o fixos temos, do

(3.25)

dt

dt.



Usando o caso m = 2 no integrando, e procedendo como antes obtemos

ol

N

N N
Z U Zril (t1) @f s ey Z Tip_s (tm—2) &2 a7 L 2 (3.26)

Im—1,im=1 i1=1 im—2=1

< (CealUl)? = (2 U||)§.

Assim, de (3.25) e (3.26), temos

,,,,,

Gm—1,Im=1

<(up)’ [ @)t

Jm—2

o\t (2
ag) ()

ol N 2 s
> @k, = ((a7) Zen) (3.27)

T —1,tm=1

Assim, de (3.21), (3.24) e (3.27), temos

Wl

/N

Logo

ol

o r2,T
ENI_l U e ) () Comol) ™ (ay) Zen)
= (A2 ) Comalon) ™ ((a357) 2 001)
.
< (42 2s ) Coma IU1)

sf
TN o/~ o/~
—
-~ S

}Q -
ol v
SN—

3

b
3[\3
S
N

s
27n+2 1 m"_Lz R
2m m—
=—x |3z (Cem—2) ™ U]l
T m A2m74
m—1

SIS

Como nos teoremas anteriores, usando [14], sabemos que A4, = 2 _%, sempre que p < 1,487. Logo,
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para m € {3,...,14}, temos

™ mi2 m—2
22m 1 m—2 272m m—1 _1\2\ ™ m=2
CC,m — — A2 ) (C(c’m72) m = T ((22m4 2) ) (C(C,m72) m
2

mTm m—4 mTm
m—1
m+2 m—2
2 2m 1 ™ m—2
=22 (mez) (Cem—2)
m
m+42
22m + m—2
= T (CC,m—2) "
Tm
m+4
2 2m m—2
= 1 (C(C,m—2) m
mTm

Porém, para m = 3 obtemos

7

2% 1 2 1
Ces=—1 (Cca)® = < (1)° =

1
T3 T3 T3

e, por outro lado, sabemos que

9\ 2
Cs = (ﬁ) ~ 1.2732.

2
Certamente para o caso m = 3, convém adotar a constante (%) , pois esta é menor. Fazemos

can ()"

Se continuamos calculando e comparando, obteremos a seguinte tabela:

m Cems =29 (Cn-2)™ Coma=2F (Com2)™ Cn=(F) . [Blelr.
2 1.4367 1.4367 1.4367
z 1

3 2L(Cy) = 15328 20 (Cea)¥ = 15328 (&) =rome

4 23 (o)t = 15958 28 (Cea)t = 15058 %) = Lasor
3 2) = 3 ( C,Z) = =) —

5 20 (C)f = 17157 285 (Cr)t = 19177 (i)4—16211
o (G =1 o (Cea)” =1 T
10 10 5

6 L (Ca)® = 1.8746 22 (Cea)? = 2.0106 (&) = 18208

7 28 ()t = 20671 21l (Ces)? = 23307 2)" Z 20641
T 5)7 = 2. T (Ccps)™ = VT ) T

8 2 (0g)f = 22027 2 ()t = 24611 (i)7:23291
ﬂ’1%3 . Trl% ’ . v 8 -

13 7 2 7

9 2% (C7)? = 2.5525 2% (Ccr)® = 2.8054 (%) = 2.6281

T ™9

Entéao, com o objetivo de melhorar as nossas constantes (as da coluna no meio), escolhemos Cg,,, =

m—1
(%) , param = 2,3,4,5,6,7 e para todo m > 8,

m+4
2 2m m—2

CC,m = T (C(C,m72) m

T m

Para concluir a demonstracao, afirmamos que

m-+4

22m m—2 2 m—1
Cem = — (Cem—2) ™ < ()

mTm
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para todo m > 8.

A prova da afirmacao é por indugao. Para m = 8,9, temos da tabela

o
Y

3
s ool

()
&l

3
©l=

-
o

6 216
(C(C,G)S = 71
T8

13

i 218
(CC,7)9 = 1
T9

(Co)* = 2.2927 < 2.3291 = (

(C7) = 2.5525 < 2.6281 = (

Para o caso m, suponhamos certo para m — 2 e verifiquemos que

m+

4

22m

1

mTm

m—2

(C(C,HL—Q) o<

(

2

Nz

>m_1.

Isso é facilmente verificado por indugao, usando o Lema 3.3.1. =

A seguir exibimos uma tabela comparativa para observar as constantes para o caso complexo:

m—2

2% (Cc 2) " 2 m—1 m—1
m | Com =200 | G Cn=(Z)" Blel2 | Cn=2"715]
] ~ 2.2927 ~ 2.3290 ~ 11.3137
9 ~ 2.5525 ~ 2.6280 =16
10 | ~ 2.8137 ~ 2.9654 ~ 22.6274
11 | ~3.1119 ~ 3.3461 =32
12 | ~3.4171 ~ 3.7757 ~ 45.2548
13 | ~ 3.7650 ~ 4.2605 =64
14 | ~4.1251 ~ 4.8074 ~ 90.5096
15 | ~ 4.5350 ~ 5.4246 =128
16 | ~4.9625 ~ 6.1210 ~ 181.0193
17 | ~ 5.4474 ~ 6.9068 = 256
18 | ~5.9559 ~ 7.7935 ~ 362, 03836
19 | ~6.5307 ~ 8.7940 =512
20 | ~7.1361 ~ 9.9230 ~ 724.0773
21 | ~ 7.8184 ~ 11.196 =1,024
22 | ~8.5395 ~ 12.634 ~ 1,448.154
23 | ~9.3501 ~ 14.256 = 2,048
24 | ~ 10.209 ~ 16.086 ~ 2,896.309
25 | ~11.173 ~ 18.151 = 4,096
26 | ~ 12.196 ~ 20.482 ~5,792.618
27 | ~13.342 ~ 23.111 = 8,192
28 | ~ 14.561 ~ 26.078 ~ 11,585.23
29 | ~ 15.924 ~ 29.426 = 16, 384
30 | ~ 17.376 ~ 33.204 ~ 23,170.47
31 | ~ 18.997 ~ 37.467 = 32,768
32 | ~20.727 ~ 42.277 ~ 46,340.95
33 | ~22.655 ~ 47.704 = 65,536
34 | ~24.716 ~ 53.829 ~ 92,681.90
50 | ~ 100 ~ 371.9 ~ 23,726, 566
100 | ~ 7,761 ~ 155,973.5 ~ 7.96131459 x 104

Tanto na tultima linha, como na coluna da direita, usamos a virgula como separador de mil.
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3.4 Comportamento assintético das constantes

O conteido da presente segao é baseado em resultados ainda nao publicados de D. Pellegrino e J.
Seoane-Sepulveda. As estimativas obtidas por computador foram gentilmente fornecidas pelo Prof. J.
Seoane-Sepilveda.

Nesta secao pretendemos observar o comportamento assintotico das constantes de Bohnenblust—

. . - . . . C
Hille obtidas nas secOes anteriores para o caso real e complexo. Para isso fazemos os quocientes %

e % Assim, para m = 17,18, ..., 24 obtemos:
CRr,m Cc,m

m CRer;z—2 CC,CT:’L72

17 1.195327748 1.202966617
18  1.195470889 1.200187343
19  1.194247955 1.200269151
20 1.194394172 1.198162452
21 1.193438608 1.198307271
22 1.193580366 1.196660521
23 1.192814857 1.196833271
24 1.192949227 1.195514114

Como podemos observar, os quocientes comportam-se de forma alternada, isto é, crescem e decrescem
alternadamente. Isto nos leva a separar os casos m é par e m impar, para poder apreciar melhor o
comportamento dos quocientes. Obtemos a seguinte tabela:
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m

C]R.7n+1
Crom—1

CRr,2m+2

CC,2771+1

Cr.2m

Ceam—1

Cc,2m+2
Cc.am

11

1.192814857

1.192949227

1.196833271

1.195514114

12

1.19232356

1.192449333

1.19569673

1.194618355

13

1.191929066

1.192045934

1.194800955

1.193904224

14

1.191607218

1.191715363

1.194081904

1.193325268

15

1.191340898

1.191441067

1.1934955

1.192849291

16

1.191117894

1.191210636

1.19301077

1.192452859

17

1.190929099

1.191015079

1.192605229

1.192119033

18

1.190767853

1.190847758

1.192262463

1.191835319

19

1.190628855

1.19070307

1.191969929

1.19159173

20

1.190508318

1.190577325

1.191718366

1.191381238

21

1.190402767

1.190467259

1.191500104

1.191197998

22

1.190309983

1.190370317

1.19130966

1.191037442

23

1.190227937

1.190284418

1.191142439

1.19089589

24

1.190155008

1.190207962

1.190994779

1.19077047

25

1.190089898

1.190139635

1.190863741

1.190658832

26

1.190031323

1.190078264

1.19074671

1.19055897

27

1.189978608

1.19002289

1.190641923

1.190469233

28

1.189931052

1.189972736

1.190547781

1.190388275

29

1.189887782

1.189927374

1.190462669

1.19031519

30

1.189848398

1.189885813

1.190385561

1.190248592

31

1.189812536

1.189848027

1.190315571

1.190188118

32

1.189779531

1.189813242

1.19025159

1.19013271

33

1.189749383

1.189781465

1.190193243

1.19008213

34

1.189721508

1.189751993

1.190139623

1.190035468

35

1.189695844

1.189724993

1.190090391

1.189992712

36

1.189672158

1.18969984

1.190045075

1.18995308

37

1.189650082

1.189676596

1.190003101

1.189916502

38

1.189629707

1.189655128

1.189964379

1.189882725

39

1.189610701

1.189634902

1.18992842

1.189851116

Podemos ver que em todas as colunas os valores decrescem. Podemos ainda observar que a rapidez
com que decrescem é cada vez menor, o que nos leva a pensar que vao convergir para algum valor.

Suspeitamos que o valor para o qual convergem é: v/2 ~ 1.18920711500272106.
Sabemos, do Teorema 3.3.2, que para as constantes no caso complexo,

Como

temos
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CC,m 2(m+2)/(2m) . 1
(C'q;’m,_g)m;f:2 7‘-1/777, A227n:14

1/p

T 1)/2
1, va (e D/2)
T
Ceim A (M=3)/(2m)  53/(2m
P (z) L 93/(2m) .

-

m—2

1
3m—5)(m—1)/m*
r(35=3)




Usando a continuidade da fungdo Gama, e sabendo que I'(3/2) = @, obtemos
o\ (m—=3)/(2m) m o\1/2
limM ~ m (5) . 93/(2m) _ (5) .90 5
m mth m _ (mfl)/m T 3 2 ’
Cefums r(g) G72)

Com a ajuda do computador, o quociente Cg,m,/Cc m—2 foi estimado para valores de m ainda maiores.

Quociente para valores pares de m :

m C(C,m/C(C,m—Q

90 1.189740377355245
100  1.1896441400362776
150 1.1894103048624871
200 1.1893250962444895
250 1.189284484445071
300 1.1892619113916707
400 1.1892388951399333
450 1.1892325371219878
500 1.1892279336837004

1
oo 214~ 1.189207115 ?

Quociente para valores impares de m :
m C(C,m/C(C7m—2
81 1.189839918
91 1.189715208

101 1.18962454

151  1.189402677
201 1.189321124
251  1.189282069
301 1.189260294
401  1.189238029
451  1.189231865
501 1.189227397

i
oo 214~ 1.189207115 ?

3.5 O Teorema de Defant—Popa—Schwarting

O resultado que d4 nome & presente secao se assemelha a uma versao vetorial do Teorema de
Bohnenblust—Hille. A demonstragao é bastante parecida aquela do Teorema de Bohnenblust—Hille.
Entretanto, preferimos chamar o resultado de Teorema de Defant—Popa—Schwarting, em homenagem
aos seus autores.

Precisaremos de alguns resultados conhecidos da teoria dos operadores multiplo somantes, a saber
a Desigualdade de Kahane e uma versao general da Desigualdade 2.3.1:

Lema 3.5.1 (Desigualdade de Kahane) Se X ¢ um espa¢o de Banach ¢ 0 < p,q < 00, entao
existe uma constante K, 4 > 0 para a qual

1| n 4 q 1| n P 5
</ Z T () g dt) < Kpq (/ Z T () g dt) ,
0 llk=1 0 {lk=1

quaisquer que sejam as escolhas do numero finito de vetores x1,...,x, € X.
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Uma demonstracao detalhada desta desigualdade pode ser encontrada em [9].
Apresentamos agora uma versao geral da Desigualdade 2.3.1, que é essencialmente conhecida no
folclore da teoria:

Teorema 3.5.2 (Desigualdade de cotipo) Seja Y wum espago de Banach com cotipo q, com 1 <
. Ni,....;No
r<qeseja (Yiy i)y

U1y tm

uma matriz em Y . Entdo

Ni,...;Nm a

> M) | < A7 ) pp (@it N )

colm

1
r 1

1 1
Ni,....Nom
Pr ((yil...z'm)ilf_..,im ) = // Z iy (t1) iy, () Yiy i || dlredty,
o 0 |

Demonstragao. A demonstragao serd feita por indugao em m. Comecemos com o caso m = 1. Como
Y tem cotipo ¢, temos

<i |yiq> q < Cq(Y)p2 ((yi)fil)

=1

e
1 1
N g Ly w 2 2
(Znyz-nq) <) | [ r @] a
i=1 o Ili=1
E, pela Desigualdade de Kahane,
1
1 2 z L N r v
[ @u) @) <wa{ [|Sr@u) a) .
o =1 5 Ili=1
e portanto temos
1
N g Ly~ r v
(Dyiw) <Cy ) Koa | [ | Srm] ar
i=1 o =1
Vamos supor o resultado valido para m — 1. Note que
1 1\ 4773
N1,y N 4 N1 Na,.o.;Nom E
Yo l@aa)lT] = > > )l
i1 yeeyim =1 i1=1 i2eeyim =1

Usando a hipétese de inducao, temos

Noy...,Np, a
_ Noy...,Npm
S w1 < AT O b (i) RN

o, im=1

1
r 1

=Cr N (YV)KS / Z Tin (t2) i (tm) Yiy. i || dta...dtp,

12, tm =1

5

z

S
.
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e portanto

Ni,...,Npm, ‘17
> lwi i)l (3.28)
i1y =1
1
r 1\ ¢
N1 N27~~;Nm
< C;n_l (Y) K:Eﬁl Z / Z Tig (tg) i (tm> Yiy i || dta...dtm,
i1=1 \;,7 1 |[iz,erim=1
Como 4 > 1, usamos o Lema 2.1.1 para obter
g 1
I q
Ny Na,...,Nm, "
Z / Z 7‘2‘2 (tg) ...’I“im (tm) yi1...im dtz...dtm (329)
i1=1 \,7 1 |[iz,mrim=1
. 1
Ny || Nayoo N, AN
S Z Z Tio (tQ) T, (tm) Yii..im dtg...dtm
p1 \i1=1 iz, im=1
De (3.28) e (3.29) segue que
1
Ni,....,Nm a
> i)l
D1y esim =1
oo 1
Ny || N2yootu N, a\ | "
<CrTN(Y) KT / > Tiy (t2) iy, (tm) Yiy.iv
7ot \i1=1||iz,eim=1
e, como Y tem cotipo g,
Ni || N2y N N @
DUl DY ra ()i (tn) Yirin
i1=1 ||i2,...,im=1
1 2 3
N27~~-7N7n
/ Zrn t) Y T (t2) i, () Uiy | dia
0 i1=1 12,0yt =1
Logo
1
va'--ann a
> i)l (3.30)
i1yeeesim=1
1
2 3|
Na2,...;Nm
<Crl(Y) Kyt /c;;( Zr,l t) Y riy ()i, (tm) Vi i || dby
[m—1 i1=1 12, tm =1
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e, pela Desigualdade de Kahane,

Nl=

2
1 va“-me

/ > ()i, (t2) ri, (bn) iy ||t (3.31)

o i im=1

1
1 r ™
Ni,...;Nm

S KT,Q / Z Til (tl) ’I"iQ (tz) -~-Tim (tm) yi1~~~im dt

° U1 yeenytm=1

Logo, de (3.30) e (3.31) temos

Ni,...,Nmp, a

S M)l

i1,eeeybm =1

3=

T

<O (Y) K ( / Kfz/ iy (t1) Tiy (t2) o7, (tm) Yiy iy || dE

ctm=1

e, pelo Teorema de Fubini, obtemos

. 1
Niyooi,No, @ Niyeoi,Nom, T
Z [(yir.a) I ] < C(Y) KT / Z iy (t1) Tiy (t2) o7, (Bm) Yiy iy || dE
i1yenyim=1 o li1,ensim=1
| |

Agora segue o resultado principal desta secao:

Teorema 3.5.3 (Teorema de Defant—Popa—Schwarting) Considere w,f como no Teorema
2.4.1. SejaU € L(X1,....Xm;Y), com o cotipo de'Y igual a q, e C1,Co subconjuntos nao vazios de
{1,....,m}, com C1NCo=2 eC1UCy ={1,....m}. Sel<ry,re <gq, eU émiltiplo (r1;1)-somante
nas Cy coordenadas e miltiplo (r;1)-somante nas Cy coordenadas, entdo U € maltiplo (w(ry,72);1)-
somante, e

ﬂ-(w(rl,rg);l) (U)

< (01 HUC1 - xC il

f(ri,re)
o o)) (o x i

f(ra,r1)
oy (X )H)

onde
o1 = A (V) 02 = A (V)

q,m1 q,72

com (Aqr, (Y)) e Agry (Y) como no Teorema 3.5.2.
Para dar uma prova deste teorema, precisamos do seguinte lema:

Lema 3.5.4 Nas hipdteses do teorema anterior, o operador

UC ; xte: = I (XY, dado por
D L A G B = Y
st = Ul(x1,..yTm), com 2%% | fizo,

é limitado na norma ||-|| para i = {1,2}.

co, 171Gl .
L(X Cl,n(riﬁm(xcm,y))
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Demonstragao. Claramente o operador estd bem definido. Vejamos que é |CC’¢ ‘—linear parai = {1,2}.
Sem perda da generalidade, vamos provar que U é |C5]-linear. Suponhamos ainda que C; sdo as
primeiras coordenadas. Seja j € (5, vejamos que para qualquer escalar a e z;, £; € X, temos

U (x\ClHlv T+ T, ,xm) (a:cl)

C A~
=U (x L TOy 41y e O+ Ty ...,xm)

U é m-linear C C ~
= aU (:E l,x‘cl‘H,...,xj,...,mm) +U (x 1,x‘cl|+1,...,xj,...,xm)

= U (x\Cl\Jrl’ ...,xj7...,xm) (xcl) + U (ac|cl|+1,...,ij, ...,xm) (a:cl)
para todo €1 € X©1: logo

c . c
U+ (1’\01\+17 ey + I, ,xm) =aU™? (z|Cl|+1, s T, ...,xm) +

c .
U+t ($|C1|+1>---a+xja---»$m) .

Assim U é |Cy|-linear. Em geral, U é |CC;|-linear para i = {1,2}.
Finalmente, U é continuo pois, se

ey ,
xELC,, X xUCz

)

Cy.
U (@8 TS v e (X9 Y),

como sabemos que

< T(r;,1) ([JC7 (xgza ))7

lve@tn], oy <
(X“i5Y)

temos que se U%" (xELC) converge em 7., 1)(-), entao Uci (xELC) converge em H'||£(Xci;y).

Como:
UG (i) (@) = U(a%,2f%)
\l, \l, U continuo
v(@) U(a®, 2,
temos que

Uc (xcc") = .

Pelo Teorema do Gréfico Fechado U é continuo.

[

Agora, voltamos a demonstracao do Teorema 3.5.3.
Demonstragao. Seja N um inteiro positivo qualquer. Para cada 1 < k < m considere xgk), - xg\lf) €
X}, tais que

<1

N w
(,k))
("TJ j=1 ’

1

para k = 1,...,m. Sem perda da generalidade, vamos supor que U é miiltiplo (r;1)-somante nas
primeiras |C;| coordenadas e multiplo (r3;1)-somante nas ultimas |Cs| coordenadas.
Na notacao do Teorema 2.4.1, temos

q? (r1+12) — 2qrire
q? —riry

w(ry,re) =

2
q r1 —grirs
r1,T2) =
A ) g% (r1 +rg) — 2¢qriry
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2
q T2 —grirs
To,T1) = .
f(ra,m) g% (r1 +ro) — 2qriry

Note que se
A=A, ijoy) € {1, s NPT}

B = {(ijcy |41, im) € {1,..., N}C2I}
temos, do Teorema 2.4.1,

QQ*T1T2

i tro)—2ar e
- q<(r1+rg)—2qryrg
a®(r1+r9)—2qr17o

S| e

1
w(ry,r2)
— Z a‘{}(rlwz)
(1,j)EAXB
< (Z |I6i||§1> > eyl
1€Cq jECQ
Logo
1
N ( ) w(ry,r2)
w(ry,r
Yo U () [T (3.32)
i1,eeeybm =1
f(ryre)
N . L
1 N
< Z H(U (l'ilv~..7xﬁ))ilel,_.’im:l ‘
ety =1
flra,r1)
N N . 2
1
Z H(U (aji17~.-7x§:’;1,))i1,..‘,i‘cl|:1 q

Loy [+15tm=1

Para o primeiro fator em (3.32) escrevemos dt := dt|c, |41, ..., dt,,. Para cada iy, ..., ic,| fixos, temos,
do Teorema 3.5.2,

N m
H(U (mzlp“"x%))qclul im=1

.....

r1

= (Alf%‘ (Y)) 1 / Z Tijoy )41 (t|C1|+1) i, (tm) U (xlll’ ...,a?;?”) d

Jalest 7/|C‘1\+17--<717n:1

T1

N N
T1
— (AlCal 1 |C1] , |C1[+1 , m
= (Aq;l (Y) U\ i) Tiioy o (teal+1) T yr Tip (tm) )" dt.

rienl Yoy [+1=1 im=1
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Somando em 41, ...,%¢,| = 1,..., N obtemos

N
3 H(U (@, am DY o (3.33)
i tm /4 cy 41y stm =1 q
Tl yenny ’L\Cl\—l
N N "
r C |C1]+1 m
<oy vl=", Z Tijey 41 (ticaj+1) RIENTRERS Z iy, (tm) 27, dt
ﬂlcﬂ—l 1\01\ toq|+1=1 tm=1
N N | N "
_ T C ‘Cl —+1
= 0'11 / Z U x 17 Z Ti\clH'l (t'clH_l) xi|01\+1"”’ Z Tim (tm)x?zl dt
rierl \isesijey =1 iy +1=1 im=1
Como U é multiplo (ry;1)-somante nas primeiras |C| coordenadas,
N N "
1 [C1l (IC1]+1)
Z Ui, Z Tiioy i (fonj41) @ e Z ri, (tm) 2" (3.34)
11508 0q | =1 iy |+1=1 im=1 q
1
al (IC11+1) AU T
Sy (U e Z Tijcy 41 (t|01|+1) Tioy 41 27 Z Tipy (tm) i, ’(xw)ulel
iy 1+1=1 im=1 k=1
N "
(IC1]+1)
Sﬂ(rl,l) Ul .., Z Tiicy 1 (t|Cl|+1)xi|clx+1 s e me m lm
doy141=1 im=1
ry
c c |Ca c m - m ||w
<o xConll (x| I e
1 ) m 1
c c 1] o vy ||
< oo xS nll) (xy)
Assim, de (3.34) e (3.33), temos
N
1 m N m
Z H(U (xil’""mim’))i\cl\+17---;i7n:1 p
i15ebiog =1
< (Al )" [ oo x5l (xCv) |7 a
— q,r1 . (r1,1) )
Jical
c c c c c. n
= (Al ) [loer - xe sl (xesv)|)
Logo
1
XN: U (2, )Y an <Aoo x@ S m L (x9y)
Liyseenr Xy, ijcy 41 im=1]| q,m1 (r1,1) ) :
i1yemsijoy =1
(3.35)

Para o segundo fator em (3.32) fixe UGy 415 s Im € dt = di1, ..., dt|c,| e procedemos analogamente para
obter

T2

" (A\CH )) HU02 . xCr H|C2\ (XCQ;Y)H'

q,72 (r2,1)

N
N
Z H(U (xq%la""x;:;))il Z-|C‘1\:1

.....

U Cq |41 tm=1

(3.36)
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Logo, de (3.32), (3.35) e (3.36) temos

N
N w(r1,72)

Z U (i, ™) Hw(7-1,7.2)

f(ri,r2)
(71,1) )

< ((agt ) Joer w0 ot (x|

: ((AICM (y)) HUC2 . Oy 1l (XC2;Y)H)f(T2’”).

ore (r2,1)
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