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iv



Agradecimentos.

Agradeço a Deus, meu senhor, por me mostrar que sempre estou nas Suas mãos e por me
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meu estado de ânimo com sua constante motivação.

Aos colegas do mestrado e ao povo brasileiro em geral por me brindarem a fantástica
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Resumo

No presente trabalho, estudamos algumas propriedades dos operadores multilineares
múltiplo somantes. Fazemos um resumo da teoria com o objetivo de apresentar com detalhes
resultados recentes de coincidência, inclusão e resultados envolvendo cotipo.

Palavras-Chave:
Operadores absolutamente somantes, operadores multilineares múltiplo somantes,

resultados de coincidência, cotipo, resultados de inclusão.
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Abstract

In this work, we present some properties of the class of multiple summing multilinear
operators. We summarize the theory with the aim of showing in details recent results such as
coincidence results, inclusion results and results involving cotype.

Key-Words:
Absolutely summing operators, multiple summing operators, coincidence results, cotype,

inclusion results.
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Introdução

Existe em qualquer espaço de Banach de dimensão infinita uma série incondicionalmente
convergente que não é absolutamente convergente? Podemos dizer que esta pergunta,
apresentada em 1935 no ”Scotish Book”, deu inicio à teoria dos operadores absolutamente
somantes, pois foi sua demonstração (dada por A. Dvoretzky e C. A. Rogers em [18]) que
chamou a atenção de Alexander Grothendieck, dando ińıcio aos primórdios da teoria dos
operadores absolutamente somantes. Grothendieck, mediante dois trabalhos importantes,
[20] onde apresenta uma demonstração diferente à que foi dada por Dvoretzky e Rogers, e
[21], publicado em 1956, começou o que hoje é visto como a base da teoria dos operadores
absolutamente somantes. No entanto foi, apenas nos anos 60 que esta classe foi devidamente
introduzida e divulgada, mediante o trabalho de diferentes matemáticos como Pietsch [35],
Pe lczyński [24, 32] e Lindenstrauss em [24].

Já nos anos 80, Pietsch [33] esboça a teoria multilinear dos operadores absolutamente
somantes. Em 1989, Alencar e Matos [1] introduzem um novo conceito, que chamou a atenção
de vários autores, procurando outras noções que também estendessem a teoria linear para o
contexto não-linear. Em 2003, D. Pérez-Garćıa [30] e M.C. Matos [25], independentemente,
definem os operadores múltiplo somantes, que constituem uma classe que mantém, sob certo
sentido, a essência da teoria linear. Desde então, os operadores múltiplo somantes tem sido
estudados por diversos autores.

É no contexto dos operadores múltiplo somantes que baseamos este trabalho, onde
estudamos propriedades importantes e diferentes resultados de coincidência desta teoria, isto é,
quando a classe dos operadores multilineares cont́ınuos em certos espaços de Banach coincidem
com a classe dos operadores múltiplo somantes. Estudamos também resultados de inclusão e
conexões com o conceito de cotipo.

Estrutura dos Tópicos Apresentados

No primeiro caṕıtulo, resumiremos a teoria dos operadores absolutamente somantes e sua
relação com o cotipo dos espaços de Banach. Neste caṕıtulo, faremos também um resumo das
diferentes generalizações dos operadores absolutamente somantes, apresentadas por diferentes
autores.

No Caṕıtulo 2, introduzimos a definição dos operadores múltiplo somantes e provamos
algumas propriedades desta teoria. Em seguida começamos a estudar os resultados de
coincidência apresentados por D. Pellegrino e G. Botelho em [8] e algumas situações envolvendo
o conceito de cotipo.
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No Caṕıtulo 3, focamos nosso estudo nos operadores múltiplo somantes em espaços l1.
Começaremos fazendo um breve resumo da teoria do produto tensorial com o objetivo de
estudar os resultados de coincidência existentes nos espaços l1. Terminaremos o caṕıtulo
mostrando alguns resultados de inclusão, onde o conceito de cotipo é de fundamental
importância.

Notação e Terminologia

• Em todo este texto, K denotará o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espaços vetoriais sempre serão considerados sobre K = R ou C, a menos que se mencione
algo em contrário.

• Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “função”.

• Na maior parte deste texto, Ei, Fi, Xi, Yi, ... denotarão espaços de Banach. A norma de
um espaço de Banach (ou normado) X será denotada por ‖·‖ ou ‖·‖X . O śımbolo BX
denotará a bola unitária fechada {x ∈ X; ‖x‖ ≤ 1} de um espaço de Banach X.

• O dual (topológico) de um espaço de Banach X será denotado por X ′.

• Denotamos por q′ o conjugado de que q, isto é, q′ = q
q−1 .
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Caṕıtulo 1

Operadores absolutamente
somantes

Johan Dirichet (1805-1859), matemático alemão, demonstrou que uma sequência de
escalares é absolutamente somante precisamente quando é incondicionalmente somante, e
mediante ajustes feitos nesta demonstração, estendeu-se este resultado para qualquer espaço
normado de dimensão finita. Anos depois, com o nascimento do matemático polonês Stefan
Banach (1892-1945), surge a seguinte propriedade: um espaço normado é Banach se, e somente
se, toda sequência absolutamente somável é incondicionalmente somável.

Nesta direção, a seguinte questão foi apresentada em 1932 por Banach, em seu livro
”Théorie des opérations linéaires”, assim: ”Existe em qualquer espaço de Banach de dimensão
infinita uma série incondicionalmente convergente que não é absolutamente convergente?”

Esta pergunta foi respondida vários anos depois por A. Dvoretzky e C. A. Rogers.
Mais precisamente, Dvoretzky e Rogers mostraram em [18] que ”Séries incondicionalmente
convergentes coincidem com séries absolutamente convergentes se, e somente se, o espaço
de Banach tem dimensão finita”. Este resultado chamou então a atenção de Alexander
Grothendieck (1928-), que começou a trabalhar em problemas relacionados, exibindo,
inclusive, outra demonstração para esse resultado. Assim, mediante diferentes trabalhos
apresentados, Grothendieck, em certo sentido, pode ser considerado como o criador da teoria
dos operadores absolutamente somantes. Entretanto, a noção de operadores absolutamente
somantes, em sua formulação moderna, é devida a A. Pietsch em [35] e a B. Mitiagin e A.
Pe lczyński em [26]. Em 1968, um trabalho célebre de A. Pe lczyński e Lindestrauss em [24]
tornou a teoria de operadores absolutamente somantes mais popular e mostrou aplicações à
teoria dos espaços de Banach.

1.1 Operadores absolutamente somantes

Nesta seção, vamos exibir um breve panorama da teoria dos operadores absolutamente
somantes. Esta é a base da teoria de operadores multilineares múltiplo somantes, que será
estudada nos próximos caṕıtulos.

Definição 1.1.1 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e X um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1 em
X é fortemente p-somável se (‖xn‖)∞n=1 ∈ lp.

1



Denotamos por lp (X) o espaço vetorial de todas as sequências fortemente p-somáveis em
X. Em lp (X) definimos

‖(xn)∞n=1‖p :=

( ∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

.

Se p =∞ definimos

l∞ (X) :=

{
(xn)∞n=1 ∈ X

N; sup
n
‖xn‖ <∞

}
‖(xn)∞n=1‖∞ := sup

n
‖xn‖ .

Proposição 1.1.2 Se 1 ≤ p ≤ ∞ e X é um espaço de Banach,
(
lp (X) , ‖·‖p

)
é um espaço

de Banach.

Demonstração. Faremos o caso p <∞.
Seja

(
xk
)∞
k=1

uma sequência de Cauchy em lp (X) ; isto é, xk =
(
xk1, x

k
2, x

k
3, . . .

)
∈ lp (X) .

Com isso, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

k, k′ ≥ N ⇒

( ∞∑
n=1

∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥p
) 1

p

=
∥∥∥xk − xk′∥∥∥

p
< ε.

Logo, para cada n ∈ N, temos

k, k′ ≥ N ⇒
∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥ < ε

e, portanto,
(
xkn
)∞
k=1

são todas sequências de Cauchy emX, o que implica que são convergentes,

pois X é completo). Digamos que
(
xkn
)∞
k=1

convirja para xn, e seja x = (xn)∞n=1 . Vamos
mostrar que x ∈ lp (X) . Para cada m natural, temos

k, k′ ≥ N ⇒

(
m∑
n=1

∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥p
) 1

p

< ε.

Fazendo k′ →∞, obtemos

k ≥ N ⇒

(
m∑
n=1

∥∥∥xkn − xn∥∥∥p
) 1

p

≤ ε.

Fazendo agora m→∞, temos ∥∥∥xk − x∥∥∥
p
< ε (1.1)

para todo k ≥ N. Logo,

x(N) − x =
(
x(N)
n − xn

)∞
n=1
∈ lp (X) .
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Como x(N) ∈ lp (X), obtemos

x = x(N) −
(
x(N) − x

)
=
(
x(N)
n

)∞
n=1
−
(
x(N)
n − xn

)∞
n=1
∈ lp (X) ,

e, de (1.1), temos limk→∞ x
k = x.

Em lp (X), as sequências (x1, x2, , . . . , xn, 0, 0, . . .) serão identificadas com as sequências
finitas (x1, x2, , . . . , xn). O conjunto formado por essas sequências forma um subespaço denso
em lp (X). De fato, dados ε > 0 e x = (xn)∞n=1 ∈ lp (X), existe N ∈ N tal que( ∞∑

n=N+1

‖xn‖p
) 1

p

< ε.

Agora, é só escolher a sequência finita x′ = (x1, x2, , . . . , xN ) , e dáı

∥∥x− x′∥∥
p

=

( ∞∑
n=N+1

‖xn‖p
) 1

p

< ε.

Definição 1.1.3 Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e X um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1 em
X é fracamente p-somável se (ϕ (xn))∞n=1 ∈ lp para todo ϕ ∈ X ′.

Denotamos por lwp (X) o conjunto de todas as sequências fracamente p-somáveis. Veremos,
a seguir, que uma norma natural em lwp (X) é dada por

‖(xn)∞n=1‖
w
p := sup

ϕ∈BX′

( ∞∑
n=1

|ϕ (xn)|p
) 1

p

. (1.2)

Onde BX′ denota a bola fechada unitária em X ′

Se p =∞, definimos

‖(xn)∞n=1‖∞,w = sup
ϕ∈BX′

‖(ϕ (xn))∞n=1‖∞ .

Proposição 1.1.4
(
lwp (X) , ‖·‖wp

)
é um espaço de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞ e X um espaço

de Banach.

Demonstração. Antes de mais nada, mostremos que essa norma está bem definida. Para
isso, usaremos o Teorema do Gráfico Fechado (TGF). Seja x = (xn)∞n=1 ∈ lwp (X) ; considere a
função

u : X ′ −→ lp

u (ϕ) = (ϕ (xn))∞n=1 .
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É claro que u está bem definida e é linear. Suponha que{
ϕk → ϕ ∈ X ′
u(ϕk)→ z0 ∈ lp

Vamos mostrar que z0 = u(ϕ). Como u(ϕk)→ z0, temos

lim
k→∞

(ϕk (xn))∞n=1 = z0 = (zj)
∞
j=1,

e portanto
lim
k→∞

ϕk (xn) = zn

para todo n natural. Como ϕk → ϕ, temos

lim
k→∞

ϕk (xn) = ϕ(xn)

e, consequentemente,
zn = ϕ(xn)

para todo n. Logo z0 = u(ϕ) e o TGF garante que u é limitado. A limitação de u garante que

sup
ϕ∈BX′

( ∞∑
n=1

|ϕ (xn)|p
) 1

p

<∞.

As propriedades de norma são verificadas sem dificuldades. Agora, só nos resta provar a
completude. Seja

(
xk
)∞
k=1

uma sequência de Cauchy em lwp (X) . Note que, para cada k, temos

xk =
(
xk1, x

k
2, x

k
3, . . .

)
∈ lwp (X) . Como

(
xk
)∞
k=1

é uma sequência de Cauchy, dado ε > 0, existe
N ∈ N tal que

k, k′ ≥ N ⇒
∥∥∥xk − xk′∥∥∥w

p
< ε.

Com isso, dado ϕ ∈ BX′ , temos

k, k′ ≥ N ⇒
∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(xkn − xk′n )∣∣∣p < εp (1.3)

e, como cada termo dessa série é dominado por εp, segue que (para todo n),

k, k′ ≥ N ⇒
∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥ = sup

ϕ∈BX′

∣∣∣ϕ(xkn − xk′n )∣∣∣ ≤ ε.
Portanto, para cada n,

(
xkn
)∞
k=1

é uma sequência de Cauchy em X e, consequentemente,

convergente. Denotaremos por xn o limite de
(
xkn
)∞
k=1

e seja x = (xn)∞n=1 . Vamos mostrar que
x ∈ lwp (X) . De fato, usando o mesmo artif́ıcio usado na demonstração da Proposição 1.1.2,
fazendo k′ →∞ em (1.3), obtemos

k ≥ N ⇒
∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(xkn − xn)∣∣∣p ≤ εp, para todo ϕ ∈ BX′ .
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Isso nos permite concluir que x− x(N) ∈ lwp (X). Logo,

x =
(
x− x(N)

)
+ x(N) ∈ lwp (X) .

Além disso,

k ≥ N ⇒
∥∥∥xk − x∥∥∥w

p
≤ ε,

ou seja, limk→∞ x
k = x. Portanto, lwp (X) é espaço de Banach.

Note que lp (X) ⊂ lwp (X) . De fato, se (xn)∞n=1 ∈ lp (X) , então

‖(xn)∞n=1‖
w
p = sup

ϕ∈BX′

 ∞∑
j=1

|ϕ (xj)|p
 1

p

≤ sup
ϕ∈BX′

 ∞∑
j=1

‖ϕ‖p ‖xj‖p
 1

p

=

 ∞∑
j=1

‖xj‖p
 1

p

= ‖(xn)∞n=1‖p .

Veja tambem que se X = K temos facilmente o seguinte resultado:

Proposição 1.1.5 lwp (K) = lp (K) e as normas coincidem.

Demonstração. Basta lembrar que o dual K é o próprio K. Nesse caso tomando (xj)
∞
j=1 ∈ K,

temos

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥w
p

= sup
ϕ∈BK,

 ∞∑
j=1

|ϕ (xj)|p
 1

p

(1.4)

= sup
|ϕ|=1

 ∞∑
j=1

|ϕ.xj |p
 1

p

=

 ∞∑
j=1

|xj |p
 1

p

=
∥∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥∥
p
.

É fácil ver que, quando temos um operador u linear cont́ınuo entre espaços de Banach X
e Y, este leva sequências (xn)∞n=1 ∈ lp (X) em sequências (uxn)∞n=1 ∈ lp (Y ) e, analogamente,
se (xn)∞n=1 ∈ lwp (X) então (uxn)∞n=1 ∈ lwp (Y ). Em melhores termos, se u : X → Y é um
operador linear limitado entre espaços de Banach, a correspondência

(xn)∞n=1 → (uxn)∞n=1

sempre induz um operador linear limitado ûs : lp (X) → lp (Y ), como também um operador
linear limitado ûw : lwp (X)→ lwp (Y ) . Em ambos os casos, temos

‖ûs‖ = ‖ûw‖ = ‖u‖ .
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De fato, se ûs : lp (X)→ lp (Y ) , então

‖ûs‖ = sup
‖(xn)∞n=1‖p≤1

( ∞∑
n=1

‖uxn‖p
) 1

p

= sup
‖(xn)∞n=1‖p≤1

‖u‖

( ∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

≤ ‖u‖

e
‖u‖ = sup

‖x‖≤1
‖ux‖ = sup

‖(yn)∞n=1=(x,0,0,...)‖
p
≤1

‖ûs ((yn)∞n=1)‖p ≤ ‖û
s‖ .

Logo, ‖ûs‖ = ‖u‖ . Com um racioćınio similar, é fácil mostrar que ‖ûw‖ = ‖u‖ . Assim
podemos falar normalmente que u, um operador linear cont́ınuo, leva ”forte em forte” e ”fraco
em fraco”. Como lp (X) ⊂ lwp (X), então temos tambem que u, um operador linear cont́ınuo,
leva ”forte em fraco”. E ”fraco em forte”? Esta questão nos leva então ao nascimento da
teoria dos operadores absolutamente somantes:

Definição 1.1.6 (Operador absolutamente somante) Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e u : X −→
Y um operador linear cont́ınuo entre espaços de Banach. Dizemos que u é absolutamente
(p; q)-somante (ou simplesmente (p; q)-somante) se existe um operador induzido

û : lwq (X) → lp (Y )

(xn)∞n=1 → (uxn)∞n=1

Denotamos por
∏
p,q (X;Y ) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-somantes

de X em Y . Quando p = q, escrevemos
∏
p (X;Y ) no lugar de

∏
p,q (X;Y ) . Quando p = 1,

dizemos simplesmente que o operador é absolutamente somante. O espaço vetorial de todos
os operadores lineares cont́ınuos de X em Y será denotado por L(X;Y ).

É importante perceber que se p < q então somente o operador nulo pode ser (p; q)-somante.
De fato, é claro que podemos supor X 6= {0}. Como p < q, sempre podemos encontrar
(λk)

∞
k=1 em lq − lp. Então, para 0 6= x ∈ X, (λkx)∞k=1 ∈ lwq (X) . Suponhamos que exista u 6= 0

absolutamente (p; q)-somante. Logo, vendo o resultado a seguir, temos que existe K > 0 tal
que (

n∑
k=1

‖u (λkx)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

|ϕ (λkx)|q
) 1

q

para todo n natural. Assim,

‖u (x)‖

(
k∑
k=1

|λk|p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BX′

|ϕ (x)|

(
n∑
k=1

|λk|q
) 1

q

,

isto é,

‖u (x)‖

(
k∑
k=1

|λk|p
) 1

p

≤ K ‖x‖

(
n∑
k=1

|λk|q
) 1

q

.

Tomando sup‖x‖≤1, obtemos

‖u‖

(
k∑
k=1

|λk|p
) 1

p

≤ K

(
n∑
k=1

|λk|q
) 1

q

,
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e conclúımos que (λk)
∞
k=1 ∈ lp (absurdo).

Portanto, para evitar o caso trivial, neste caṕıtulo vamos sempre supor que p ≥ q.
O próximo resultado caracteriza os operadores absolutamente (p; q)-somantes através de
desigualdades:

Proposição 1.1.7 Seja u ∈ L (X;Y ) . São equivalentes:
(i) u é (p; q)-somante;
(ii) Existe K > 0 tal que(

n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

, (1.5)

para quaisquer x1, ..., xn em X e n natural;
(iii) Existe K > 0 tal que( ∞∑

k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BX′

( ∞∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

,

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ lwq (X) .

Denotamos por πp,q (u) o ı́nfimo dos K tais que a desigualdade (1.5) continua válida. Além
disso, temos πp,q (u) = ‖û‖ .

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Suponha que u seja (p; q)-somante. Vamos mostrar que û tem
gráfico fechado. De fato, suponha que

(
xk
)∞
k=1

convirja para x = (xn)∞n=1 em lwq (X) e que

û
(
xk
)

convirja para y = (yn)∞n=1 em lp (Y ) . Como
(
xk
)∞
k=1

converge para (xn)∞n=1 , dado
ε > 0, existe N natural tal que

k ≥ N ⇒ sup
ϕ∈BX′

( ∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(xkn − xn)∣∣∣q
) 1

q

=
∥∥∥xk − x∥∥∥w

q
< ε.

Assim, obtemos
∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(xkn − xn)∣∣∣q < εq para todo ϕ ∈ BX′ . (1.6)

Como cada termo da série (1.6) é dominado por εq, segue que

k ≥ N ⇒
∥∥∥xkn − xn∥∥∥ = sup

ϕ∈BX′

∣∣∣ϕ(xkn − xn)∣∣∣ < ε

para todo n. Logo, para todo n ∈ N, temos que
(
xkn
)∞
k=1

converge para xn em X. Como u é
cont́ınuo, segue que

lim
k→∞

uxkn = uxn (1.7)

para todo n ∈ N. Por outro lado, como
(
û
(
xk
))∞
k=1

converge para y = (yn)∞n=1 em lp (Y ),
existe N ′ tal que

k ≥ N ′ ⇒
∥∥∥ûxk − y∥∥∥

p
< ε,
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e portanto

k ≥ N ′ ⇒
∥∥∥(uxkn)∞

n=1
− (yn)∞n=1

∥∥∥
p
< ε,

ou ainda,

k ≥ N ′ ⇒

( ∞∑
n=1

∥∥∥uxkn − yn∥∥∥p
) 1

p

< ε.

Consequentemente,

k ≥ N ′ ⇒
∥∥∥uxkn − yn∥∥∥ < ε, para todo n ∈ N.

Logo,
lim
k→∞

uxkn = yn (1.8)

para todo n ∈ N e, de (1.7) e (1.8), temos

uxn = yn

para todo n ∈ N. Dáı,
ûx = (uxn)∞n=1 = (yn)∞n=1 = y.

Como û é linear, pelo Teorema do Gráfico Fechado segue que û é cont́ınuo. Logo, para
qualquer sequência finita (xj)

n
j=1 em X, temos(

n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

= ‖(u (xk))
n
k=1‖p = ‖û ((xk)

n
k=1)‖p (1.9)

≤ ‖û‖ ‖(xk)nk=1‖
w
q = ‖û‖ sup

ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

.

Note que de (1.9) temos
πp,q(u) ≤ ‖û‖ .

(ii)⇒ (iii) Suponha que para quaisquer x1, ..., xn em X e n ∈ N tenhamos(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

.

Seja (xn)∞n=1 ∈ lwq (X) . Então,

‖(u (xk))
∞
k=1‖p =

( ∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

= sup
n

(
n∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

(1.10)

≤ sup
n

K sup
ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

 = K sup
ϕ∈BX′

sup
n

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

= K sup
ϕ∈BX′

( ∞∑
k=1

|ϕ (xk)|p
) 1

q

= K ‖(xn)∞n=1‖
w
q .
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(iii)⇒ (i). Segue claramente de (iii) que (u (xn))∞n=1 ∈ lp (Y ) sempre que (xn)∞n=1 ∈ lwq (X).
Note que

‖û‖ = sup
‖(xn)∞n=1‖

w

q
≤1

‖û ((xn)∞n=1)‖p = sup
‖(xn)∞n=1‖

w

q
≤1

( ∞∑
n=1

‖u (xn)‖p
) 1

p

(1.11)

≤ sup
‖(xn)∞n=1‖

w

q
≤1

K ‖(xn)∞n=1‖
w
q = K.

Logo,
‖û‖ ≤ πp,q (u) . (1.12)

De (1.9) e (1.12) segue que πp,q (u) = ‖û‖ .

A seguir, veremos que πp,q(·) é uma norma.

Proposição 1.1.8
(∏

p,q (X,Y ) , πp,q (·)
)

é um espaço vetorial normado.

Demonstração. Sejam u, v ∈
∏
p,q (X,Y ) e λ ∈ K. Vamos mostrar que u+λv satisfaz (1.5).

Pela Proposição 1.1.7, temos(
m∑
i=1

‖u (xi)‖p
) 1

p

≤ πp,q (u) sup
ϕ∈BX′

(
m∑
i=1

|ϕ (xi)|q
) 1

q

,

(
m∑
i=1

‖v (xi)‖p
) 1

p

≤ πp,q (v) sup
ϕ∈BX′

(
m∑
i=1

|ϕ (xi)|q
) 1

q

,

para qualquer escolha de x1, ..., xm em X. A Desigualdade de Minkowski nos dá(
m∑
i=1

‖(u+ λv) (xi)‖p
) 1

p

≤

(
m∑
i=1

‖u (xi)‖p
) 1

p

+ |λ|

(
m∑
i=1

‖v (xi)‖p
) 1

p

(1.13)

≤ (πp,q (u) + |λ|πp,q (v)) sup
ϕ∈BX′

(
m∑
i=1

|ϕ (xi)|q
) 1

q

.

Logo u+ λv ∈
∏
p,q (X,Y ) .

Sejam u, v ∈
∏
p,q (X,Y ) e λ ∈ K. Então

πp,q (u) ≥ 0

e
πp,q (u) = 0⇔ ‖û‖ = 0⇔ û = 0⇔ u = 0.

Além disso,
πp,q (λu) = ‖λû‖ = |λ| ‖û‖ = |λ|πp,q (u)

De (1.13), podemos perceber que vale a desigualdade triangular, e dáı segue que πp,q é
uma norma.
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Note que, como πp,q (u) = ‖û‖ e

‖û ((xk)
∞
k=1)‖p ≤ ‖û‖ ‖(xk)

∞
k=1‖

w
q ,

temos ( ∞∑
k=1

‖u (xk)‖p
) 1

p

≤ πp,q (u) sup
ϕ∈BX′

( ∞∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q

e, portanto, o ı́nfimo πp,q (u) é assumido.

Observação 1.1.9 Note que se u ∈
∏
p,q (X,Y ), temos

‖u‖ ≤ πp,q (u) .

De fato, tomando n = 1 em (1.5), temos

‖u‖ = sup
‖x‖≤1

‖u (x)‖ ≤ sup
‖x‖≤1

πp,q (u) sup
ϕ∈BX′

|ϕ (x)| ≤ πp,q (u) sup
‖x‖≤1

‖x‖ = πp,q (u) .

A seguir enunciamos alguns resultados clássicos da teoria de operadores absolutamente
somantes. Para mais detalhes, sugerimos [16, Cap 1 e 2].

Teorema 1.1.10 (Grothendieck) Todo operador linear cont́ınuo de l1 em l2 é
absolutamente somante e π1,1 (T ) ≤ KG ‖T‖ para cada T ∈ L (l1, l2).

O Teorema de Grothendieck é fortemente baseado em uma desigualdade, conhecida como
Desigualdade de Grothendieck, onde aparece a constante KG (hoje conhecida como constante
de Grothendieck). O valor exato de KG não é conhecido, nem no caso real e nem tampouco
no caso complexo. O próximo resultado é essencialmente uma rećıproca do Teorema de
Grothendieck:

Teorema 1.1.11 (Lindenstrauss-Pelczynski) Se E e F são espaços de Banach de
dimensão infinita, E tem base de Schauder incondicional e

∏
1 (E;F ) = L (E;F ) então E = l1

e F é um espaço de Hilbert.

Teorema 1.1.12 (Teorema da Dominação de Pietsch) Sejam 1 ≤ p < ∞ e u : E → F
um operador linear cont́ınuo entre espaços de Banach. Então u é absolutamente p-somante
se, e somente se, existirem uma constante C e uma medida de probabilidade de Borel µ de
BE∗ , com a topologia fraca estrela, tais que

‖u(x)‖ ≤ C
(∫

BE∗
|ϕ (x)|p dµ (ϕ)

) 1
p

para todo x ∈ E.

Como consequência imediata do Teorema da Dominação de Pietsch temos o seguinte
resultado:

Teorema 1.1.13 (Teorema de Inclusão) Se 1 ≤ p ≤ q <∞ então∏
p ⊂

∏
q
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Entretanto um resultado mais geral é válido. Faremos sua demonstração, pois, embora
seja trabalhosa, é apenas uma aplicação da Desigualdade de Hölder.

Teorema 1.1.14 (Teorema de Inclusão generalizado) Sejam X e Y espaços de
Banach. Suponha que 1 ≤ qj ≤ pj <∞ (j = 1, 2) satisfazem

q1 ≤ q2

p1 ≤ p2
1
q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2
.

(1.14)

Então, ∏
p1,q1

(X;Y ) ⊂
∏

p2,q2
(X;Y )

e, para cada u ∈
∏
p1,q1

(X;Y ) , temos πp2,q2 (u) ≤ πp1,q1 (u) .

Demonstração. Se q1 = q2 = q, então
∏
p1,q

(X;Y ) ⊂
∏
p2,q

(X;Y ) . Isso é claro, pois nesse
caso lp1(Y ) ⊂ lp2(Y ).

Se q1 < q2 então p1 < p2. De fato, quando q1 < q2, temos

1

p1
− 1

p2
≥ 1

q1
− 1

q2
> 0.

Sejam 1 < q, p <∞ dados por

1

q
=

1

q1
− 1

q2
e

1

p
=

1

p1
− 1

p2
. (1.15)

Sejam u ∈
∏
p1,q1

(X;Y ) e x1, ..., xn em X, com n ∈ N. Então, para

λk = ‖uxk‖p2/p (1 ≤ k ≤ n) ,

temos

‖u (λkxk)‖p1 =
∥∥∥u(‖uxk‖p2/p xk)∥∥∥p1

=
(
‖uxk‖ ‖uxk‖p2/p

)p1
= ‖uxk‖(p2p1/p)+p1 = ‖uxk‖p2 .

Como u é (p1; q1)-somante, então(
n∑
k=1

‖uxk‖p2
) 1

p1

=

(
n∑
k=1

‖u (λkxk)‖p1
) 1

p1

≤ πp1,q1 (u) sup
ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

λq1k |ϕ (xk)|q1
) 1

q1

e, como
1
q
q1

+
1
q2
q1

= 1,
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pela Desigualdade de Hölder para os conjugados q
q1

e q2
q1

, segue que

(
n∑
k=1

‖uxk‖p2
) 1

p1

≤ πp1,q1 (u)

(
n∑
k=1

λqk

) 1
q

sup
ϕ∈BX′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q2
) 1

q2

= πp1,q1 (u) ‖(λk)nk=1‖q ‖(xk)
n
k=1‖

w
q2
.

Como p ≤ q, segue que(
n∑
k=1

‖uxk‖p2
) 1

p1

≤ πp1,q1 (u)

(
n∑
k=1

λpk

) 1
p

‖(xk)nk=1‖
w
q2

= πp1,q1 (u)

(
n∑
k=1

‖uxk‖p2
) 1

p

‖(xk)nk=1‖
w
q2
.

Como 1
p2

= 1
p1
− 1

p , obtemos

(
n∑
k=1

‖uxk‖p2
) 1

p2

≤ πp1,q1 (u) ‖(xk)nk=1‖
w
q2
.

Logo, u ∈
∏
p2,q2

(X;Y ) e πp2,q2 (u) ≤ πp1,q1 (u) .

Teorema 1.1.15 (Teorema da Composição de Pietsch) Se p, q ∈ (1,∞) e r ∈ [1,∞)
são tais que 1

r = 1
p + 1

q , então ∏
q ◦
∏
p ⊂

∏
r.

1.2 O cotipo e os operadores absolutamente somantes

O cotipo de um espaço de Banach tem um papel central na teoria de operadores lineares
absolutamente somantes. A seguir, definimos cotipo e mostramos algumas de suas principais
propriedades elementares.

As funções de Rademacher são dadas por

rn : [0, 1] −→ R, n ∈ N
rn (t) := sign (sin 2nπt) .

Se 0 < n1 < n2 < · · · < nk e p1, ..., pk ≥ 0 são inteiros, então∫ 1

0
rp1n1

(t) · . . . · rpknk (t) dt =

{
1, se cada pj é par
0, caso contrário.

A propriedade acima garante, em particular, que as funções de Rademacher são ortogonais.
Para mais detalhes veja [16]

Para entender um pouco o comportamento das funções Rademacher, apresentamos o
seguinte gráfico
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Figura 1.1: Funções Rademacher

Definição 1.2.1 (Cotipo) Seja 2 ≤ q ≤ ∞. Um espaço de Banach X tem cotipo q se existir
uma constante C > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, ..., xn ∈ X,

(
n∑
k=1

‖xk‖q
) 1

q

≤ C

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt


1
2

.

Quando q =∞ substitúımos

(
n∑
k=1

‖xk‖q
) 1

q

por max
1≤j≤n

‖xj‖. O ı́nfimo das constantes C, é

denotado por Cq (X).

Os seguintes resultados estabelecem algumas propriedades básicas do conceito de cotipo,
assim como o (menor) cotipo de alguns espaços de sequências clássicos e dos espaços de Hilbert.

Proposição 1.2.2 Seja X um espaço de Banach.
(a) Se X tem cotipo q, então X tem cotipo q′ para todo q′ ≥ q.
(b) Se X é um espaço de Hilbert, então X tem cotipo 2.

Demonstração. (a) Seja q′ ≥ q e x1, ..., xn ∈ X. Pela monotonicidade das normas em lk
temos que (

n∑
k=1

‖xk‖q
′
) 1
q′

≤
(

n∑
k=1

‖xk‖q
) 1
q

Como X tem cotipo q, temos que

(
n∑
k=1

‖xk‖q
′
) 1
q′

≤
(

n∑
k=1

‖xk‖q
) 1
q

≤ C

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt


1
2

para algum C ≥ 0. Logo, X tem cotipo q′.
(b) Como X é um espaço de Hilbert e x1, ..., xn ∈ X, então sabemos que∥∥∥∥∥∥

n∑
j=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑
k=1

rk (t)xk,
n∑
k=1

rk (t)xk

〉
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Então

1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt =

1∫
0

(〈
n∑
k=1

rk (t)xk,
n∑
k=1

rk (t)xk

〉)
dt

=

1∫
0

(
n∑

k1=1

n∑
k2=1

rk1 (t) rk2 (t) 〈xk1 , xk2〉

)
dt

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

〈xk1 , xk2〉
1∫

0

rk1 (t) rk2 (t) dt

=
n∑
k=1

〈xk, xk〉 =
n∑
k=1

‖xk‖2

Assim, sabemos que existe C ≥ 0, tal que

(
n∑
k=1

‖xk‖2
) 1

2

≤ C

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt


1
2

.

Então X tem cotipo 2.

O cotipo dos espaços lp é precisamente max {p, 2}, isto é,

min {r; lp tem cotipo r} = max {p, 2} .

A seguir, mostramos este resultado para o caso 1 ≤ p ≤ 2, mas primeiro enunciamos uma
desigualdade usada na demonstração a seguir.

Lema 1.2.3 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < ∞, existem constantes Ap
e Bp tais que, para toda sequência (an)∞n=1 em l2, temos

Ap

( ∞∑
n=1

|an|2
) 1

2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anrn (t)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤ Bp

( ∞∑
n=1

|an|2
) 1

2

.

Proposição 1.2.4 Se 1 ≤ p ≤ 2, então lp tem cotipo 2.

Demonstração. Para cada k = 1, ..., n vamos denotar xk = (ξk,i)
∞
i=1 ∈ lp. Então,(

1∫
0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥p
lp

dt

) 1
p

=

(
1∫
0

( ∞∑
i=1

∣∣∣∣ n∑
k=1

rk (t) ξk,i

∣∣∣∣p) dt)
1
p

=

( ∞∑
i=1

1∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

rk (t) ξk,i

∣∣∣∣p dt)
1
p

.

(1.16)
Como (ξk,i)

∞
i=1 ∈ lp, com 1 ≤ p ≤ 2, então (ξk,i)

∞
i=1 ∈ l2, assim podemos usar a Desigualdade

de Kinchin. Logo, existe δ > 0 que satisfaz

δp
(

n∑
k=1

|ξk,i|2
) p

2

≤
1∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

rk (t) ξk,i

∣∣∣∣p dt.
14



Logo (
∞∑
i=1
δp
(

n∑
k=1

|ξk,i|2
) p

2

) 1
p

≤
( ∞∑
i=1

1∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=1

rk (t) ξk,i

∣∣∣∣p dt)
1
p

(1.17)

1.16
=

(
1∫
0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥p
lp

dt

) 1
p

≤

(
1∫
0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥2

lp

dt

) 1
2

.

Por outro lado(
∞∑
i=1

(
n∑
k=1

|ξk,i|2
) p

2

) 1
p

=

(
∞∑
i=1

(
n∑
k=1

|ξk,i|2.
p
p

) p
2

) 1
p

=

( ∞∑
i=1

∥∥(|ξk,i|p)nk=1

∥∥
l 2
p

) 1
p

(1.18)

≥

∥∥∥∥ ∞∑
i=1

(|ξk,i|p)nk=1

∥∥∥∥
l 2
p

 1
p

=

( n∑
k=1

( ∞∑
i=1
|ξk,i|p

) 2
p

) p
2


1
p

=

(
n∑
k=1

( ∞∑
i=1
|ξk,i|p

) 2
p

) 1
2

=

(
n∑
k=1

‖xk‖2lp

) 1
2

.

Logo, de (1.17) e (1.18) temos(
n∑
k=1

‖xk‖2lp

) 1
2

≤ 1

δ

(
1∫
0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥2

lp

dt

) 1
2

.

Logo lp tem cotipo 2.

O próximo teorema será muito útil nas demonstrações dos resultados principais deste
trabalho. Mas, antes de apresentá-lo, precisaremos das seguintes desigualdades. A
Desigualdade de Minkowski e a Desigualdade de Kahane, o leitor interessado pode encontrar
sua demonstração em [38] e [16] respectivamente.

Lema 1.2.5 (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam (X, A, µ) e (Y, B, ν)
espaços de medida sigma-finitos. Se u : X × Y → R é A× B-mensurável então(∫

X

(∫
Y
|u (x, y)| ν (dy)

)p
µ (dx)

) 1
p

≤
∫
Y

(∫
X
|u (x, y)|p µ (dx)

) 1
p

ν (dy) ,

para todo p ∈ [1,∞), com a igualdade válida para p = 1.

Lema 1.2.6 (Desigualdade de Kahane) Se X é um espaço de Banach e 0 < p, q < ∞,
então existe uma constante Kp,q > 0 para a qual(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
q

dt

) 1
q

≤ Kp,q

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
p

dt

) 1
p

,

quaisquer que sejam as escolhas do número finito de vetores x1, ..., xn ∈ X.
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Teorema 1.2.7 Sejam 2 ≤ q < ∞ e 1 ≤ r ≤ q. Se X tem cotipo q então, Lr (µ,X) tem
cotipo q.

Demonstração. Sejam f1, ..., fn ∈ Lr (µ,X). Usando a Desigualdade de Kahane, temos 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk

∥∥∥∥∥
r

Lr(µ,X)

dt


1
r

≤ K2,r

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk

∥∥∥∥∥
2

Lr(µ,X)

dt


1
2

,

donde  1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk

∥∥∥∥∥
r

Lr(µ,X)

dt


1
r

=

 1∫
0

∫
Ω

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk (ω)

∥∥∥∥∥
r

X

dµ (w)

 dt


1
r

=

∫
Ω

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk (ω)

∥∥∥∥∥
r

X

dt

 dµ (w)


1
r

.

Usando novamente a Desigualdade de Kahane,∫
Ω

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk (ω)

∥∥∥∥∥
2

X

dt


r
2

dµ (w)


1
r

≤ Kr,2

∫
Ω

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk (ω)

∥∥∥∥∥
r

X

dt

 dµ (w)


1
r

o que mostra que 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk

∥∥∥∥∥
2

Lr(µ,X)

dt


1
2

(1.19)

≥ 1

K2,rKr,2

∫
Ω

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk (ω)

∥∥∥∥∥
2

X

dt


r
2

dµ (w)


1
r

.

Como X tem cotipo q, temos(
n∑
k=1

‖fk (ω)‖qX

) r
q

≤ Crq (X)

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk (ω)

∥∥∥∥∥
2

dt


r
2

.

Substituindo em (1.19), segue que 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk

∥∥∥∥∥
2

Lr(µ,X)

dt


1
2

≥ 1

K2,rKr,2Crq (X)

∫
Ω

(
n∑
k=1

‖fk (ω)‖qX

) r
q

dµ (w)

 1
r
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e, usando a Desigualdade de Minkowski, o Lema 1.2.5, e considerando que r
q ≤ 1, temos

∫
Ω

(
n∑
k=1

‖fk (ω)‖qX

) r
q

dµ (w)

 1
r

≥


 n∑
k=1

∫
Ω

‖fk (ω)‖rX dµ (w)


q
r


r
q


1
r

=

(
n∑
k=1

‖fk‖qLr(µ,X)

) 1
q

.

Logo

K2,rKr,2C
r
q (X)

 1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t) fk

∥∥∥∥∥
2

Lr(µ,X)

dt


1
2

≥

(
n∑
k=1

‖fk‖qLr(µ,X)

) 1
q

.

Então, Lr (µ,X) tem cotipo q.

No seguinte lema queremos resaltar os items ii) e iv) os quais serão usados nos caṕıtulos
2 e 3.

Lema 1.2.8 Sejam X e Y espaços de Banach.
(i) Para qualquer n natural e qualquer escolha finita de vetores x1, ..., xn ∈ X a seguinte

desigualdade é válida.

sup
0≤t≤1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥ ≤ sup
ϕ∈X,

n∑
j=1

|ϕ (xj)| =
∥∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥∥w
1

(ii) Se X tem cotipo 2 ≤ q <∞ então toda sequência lw1 (X) ⊂ lq(X). Mais precisamente,
a função identidade I : X → X é (q; 1)-somante e

πq;1 (I) ≤ Cq (X) .

(iii) Se o operador identidade de X é (q; 1)-somante então

Π(q;1) (X,Y ) = L (X,Y ) .

(iv) Se Y tem cotipo 2 ≤ q <∞ então

Π(q;1) (X,Y ) = L (X,Y ) .

e
πq;1 (u) ≤ Cq (Y ) ‖u‖ ,

para todo u ∈ L (X,Y ).
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Demonstração. (i) Sejam n ∈ N e x1, ..., xn ∈ X. Pelo Teorema de Hahn-Banach, temos∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥ = sup
ϕ∈BX,

∣∣∣∣∣∣ϕ
n∑
j=1

(rj (t)xj)

∣∣∣∣∣∣
= sup

ϕ∈BX,

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

rj (t)ϕ (xj)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

ϕ∈BX,

n∑
j=1

|rj (t)| |ϕ (xj)|

≤ sup
ϕ∈BX,

n∑
j=1

|ϕ (xj)|

e, consequentemente,

sup
0≤t≤1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥ ≤ sup
ϕ∈BX,

n∑
j=1

|ϕ (xj)| .

(ii) Sabemos, por hipótese, que para qualquer escolha finita de vetores x1, ..., xn ∈ X existe
C ≥ 0 tal que  n∑

j=1

‖xk‖q
 1

q

≤ C

 1∫
0

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥
2

dt


1
2

(1.20)

≤ C

 1∫
0

sup
0≤t≤1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥
2

dt


1
2

= C

 sup
0≤t≤1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥
2

1
2

= C sup
0≤t≤1

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

rj (t)xj

∥∥∥∥∥∥
(i)

≤ C
∥∥∥(xj)

n
j=1

∥∥∥w
1

e portanto o operador identidade é (q; 1)-somante.
Sabemos que Cq (X) = inf{C;C satisfaz (1.20)}; então n∑

j=1

‖I (xj)‖q
 1

q

=

 n∑
j=1

‖xj‖q
 1

q

≤ Cq (X)
∥∥∥(xj)

n
j=1

∥∥∥w
1
.

Como o operador I é (q; 1)-somante, segue então que

πq;1 (I) ≤ Cq (X) .
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(iii) Como o operador identidade é (q; 1)-somante temos, pela Proposição 1.1.7, n∑
j=1

‖xj‖q
 1

q

≤ πq;1 (I) sup
ϕ∈BX,

n∑
j=1

|ϕ (xj)|

para quaisquer x1, ..., xn ∈ X e n ∈ N. Assim, para u ∈ L (X,Y ) , temos n∑
j=1

‖u (xj)‖q
 1

q

≤

 n∑
j=1

‖u‖q ‖xj‖q
 1

q

= ‖u‖

 n∑
j=1

‖xj‖q
 1

q

≤ ‖u‖πq;1 (I) sup
ϕ∈BX,

n∑
j=1

|ϕ (xj)| .

Logo, u ∈ Π(q;1) (X,Y ) e, portanto,

Π(q;1) (X,Y ) = L (X,Y ) .

Além disso,

πq;1 (u) ≤ ‖u‖πq;1 (I)

≤ ‖u‖Cq (X) .

(iv) Se Y tem cotipo 2 ≤ q <∞, por (ii) temos que a I : Y → Y é (q; 1)-somante; logo se
u ∈ L (X,Y ) , temos n∑

j=1

‖u (xj)‖q
 1

q

=

 n∑
j=1

‖I (u (xj))‖q
 1

q

(ii)

≤ Cq (Y )
∥∥∥(uxj)

n
j=1

∥∥∥w
1

= Cq (Y ) sup
‖ϕ‖≤1

n∑
j=1

|ϕ (uxj)|

= ‖u‖Cq (Y ) sup
‖ϕ‖≤1

n∑
j=1

∣∣∣∣(ϕ ◦ u

‖u‖

)
(xj)

∣∣∣∣
≤ ‖u‖Cq (Y ) sup

‖ψ‖≤1

n∑
j=1

|ψ (xj)|

= ‖u‖Cq (Y )
∥∥∥(xj)

n
j=1

∥∥∥w
1
.

Logo u ∈ Π(q;1) (X,Y ), isto é,

Π(q;1) (X,Y ) ⊃ L (X,Y ) ,
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e portanto
Π(q;1) (X,Y ) = L (X,Y ) .

Além disso, é claro que
πq;1 (u) ≤ ‖u‖Cq (Y ) .

Observação 1.2.9 Da definição de cotipo, segue que se Y é subespaço de X e X tem cotipo
q, então Y tem cotipo q e Cq (Y ) ≤ Cq (X) . Em particular, se X tem cotipo q, então
Cq (X) ≤ Cq (lr (X)), sempre que r ≤ q. De fato, como r ≤ q, sabemos pelo Teorema
1.2.7 que lr (X) tem cotipo q. Além disso, sabemos que X é isometricamente isomorfo a um
subespaço de lr (X) . Portanto,

Cq (X) ≤ Cq (lr (X)) .

Os próximos dois resultados ilustram resultados de coincidência envolvendo cotipo:

Teorema 1.2.10 (Dubinsky, Pelczynski, Rosenthal, Maurey) ([16, pag. 223])Sejam
Y um espaço de Banach com cotipo q e K um espaço de Hausdorff compacto.

(a) Se q = 2 então
Π2 (C(K);Y ) = L (C(K);Y ) .

(b) Se 2 < q <∞ então

Π(q,p) (C(K);Y ) = Πr (C(K);Y ) = L (C(K);Y )

para todo p < q < r <∞.

Teorema 1.2.11 ([16, Corolário 11.16])Sejam X e Y espaços de Banach.

(a) Se X tem cotipo 2 então Π2 (X;Y ) = Π1 (X;Y ) .
(b) Se X tem cotipo 2 < q <∞, então Πr (X;Y ) = Π1 (X;Y ) para todo 1 < r < q′.
(c) Se X e Y têm cotipo 2 então Πr (X;Y ) = Π1 (X;Y ) para todo 1 < r <∞.

1.3 Aplicações multilineares entre espaços de Banach

Antes de começarmos a trabalhar com os operadores multilineares múltiplo somantes,
vamos fazer um pequeno resumo que envolve algumas propriedades sobre linearidade e
continuidade em aplicações multilineares.

Definição 1.3.1 Sejam n ∈ N, E1, ..., En , F espaços vetoriais sobre K. Dizemos que uma
aplicação A : E1 × · · · × En → F é n−linear (multilinear) se é linear em cada variável. Isto
é, A : E1 × · · · × En → F é n-linear se para todos x1 ∈ E1, ..., xn ∈ En e i = 1, ..., n, os
operadores

A(x1,...,xi−1,xi+1,....,xn) : Ei → F

y 7→ A (x1, ..., xi−1, y, xi+1, ...., xn)

são lineares.
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Se E1, ..., En são espaços normados sobre K, então E1 × · · · × En é tambem um espaço
normado considerando qualquer uma das normas naturais

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

‖xi‖Ei ,

‖x‖p =
(
‖x1‖pEi + ... ‖xn‖pEn

) 1
p
, (1 ≤ p <∞)

com x = (x1, ..., xn) ∈ E1 × · · · × En.

O seguinte teorema mostra várias equivalências sobre a continuidade de uma aplicação
multilinear.

Teorema 1.3.2 Seja n ∈ N. Se E1, ..., En , F são espaços normados sobre K e A :
E1 × · · · × En → F é uma aplicação multilinear, então são equivalentes

(a) A é cont́ınua;
(b) A é cont́ınua na origem;
(c) Existe uma constante M > 0 tal que

‖A(x1, ..., xn)‖ ≤M ‖x1‖ ... ‖xn‖

para qualquer (x1, ..., xn) ∈ E1 × · · · × En;
(d) A é uniformemente cont́ınua sobre subconjuntos limitados;
(e) A é limitada em toda bola de raio finito;
(f) A é limitada em alguma bola.

Para cada n ∈ N, denotamos o conjunto de todas as aplicações multilineares cont́ınuas de
E1 × · · · × En em F por L(E1, ..., En;F ) e a aplicação

‖·‖ : L(E1, ..., En;F ) → R
A 7→ sup{‖Ax‖ ;x ∈ E1 × · · · × En, ‖x‖∞ ≤ 1}

é uma norma em L(E1, ..., En;F ).O espaço vetorial formado por todas as aplicações
multilineares (não necessariamente cont́ınuas) de E1 × · · · × En em F é denotado por
L(E1, ..., En;F ).

Observação 1.3.3 Geralmente, quando E1, ..., En , F são espaços normados sobre K não
podemos afirmar que uma aplicação A : E1 × · · · × En → F é cont́ınua porque é cont́ınua em
cada variável, ao contrário da linearidade. Para afirmar isto, é preciso que E1, ..., En sejam
espaços de Banach e F um espaço vetorial normado, neste caso temos então que A :
E1 × · · · × En → F é cont́ınua se e somente se é cont́ınua em cada variável .

Os seguintes teoremas serão úteis no presente trabalho:
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Teorema 1.3.4 (Teorema do Gráfico Fechado para Aplicações Multilineares)
Sejam E1, ..., En , F espaços de Banach e A : E1 × · · · × En → F uma aplicação multilinear
de gráfico fechado, isto é, se xjk → xj para j = 1, ..., n e A

(
x1
k, ..., x

n
k

)
→ y implica que

y = A
(
x1, ..., xn

)
. Então A é cont́ınua.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Banach-Steinhaus para Aplicações Multilineares)
Sejam E1, ..., En espaços de Banach, F um espaço vetorial normado e (Am)∞m=1 ⊂
L(E1, ..., En;F ) tal que para cada xj ∈ Ej a sequência (An (x1, ..., xn))∞m=1 é convergente.
Se

A (x1, ..., xn) = lim
m→∞

Am (x1, ..., xn)

então A ∈ L(E1, ..., En;F ).

Corolário 1.3.6 Se n ∈ N e F é um espaço de Banach, então L(E1, ..., En;F ) é um espaço
de Banach para quaisquer espaços normados E1, ..., En.

Para mais referências, sugerimos [4, 5, 19, 27].

1.4 Generalizações multilineares dos operadores
absolutamente somantes

A classe dos operadores absolutamente somantes admite várias generalizações para o contexto
multilinear. A seguir, listamos algumas dessas generalizações.

Definição 1.4.1 (Operadores multilineares dominados) Se p ≥ 1, um operador
multilinear T ∈ L (E1, ..., En;F ) é dito p-dominado (T ∈ Ld,p (E1, ..., En;F )) se(
T
(
x1
j , ..., x

n
j

))∞
j=1
∈ l p

n
(F ) quando

(
xkj

)∞
j=1
∈ lwp (Ek) .

Os operadores multilineares dominados tem sua origem com A. Pietsch, na década de
80, e o termo “dominados” (aparentemente cunhado por M.C. Matos, alguns anos depois) é
motivado pelo seguinte teorema de dominação:

Teorema 1.4.2 (Teorema de Dominação de Pietsch) Um operador multilinear T ∈
L (E1, ..., En;F ) é p-dominado se, e somente se, existem uma constante C ≥ 0 e medidas
de probabilidade µj nas σ-álgebras de Borel de BE,j , j = 1, ..., n, munidas com as topologia
fracas estrela, tais que

‖T (x1, ..., xn)‖ ≤ C
n∏
j=1

∫
BE,

j

|ϕ (xj)|p dµ (ϕ)

 1
p

para todo xj ∈ Ej e j = 1, ..., n.

O seguinte resultado mostra que a classe dos operadores multilineares dominados, sob
certo sentido, é muito restritiva:
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Teorema 1.4.3 (Jarchow, Palazuelos, Pérez-Garćıa, Villanueva, 2007) ([23]) Para
todo n ≥ 3, p ≥ 1 e qualquer espaço de Banach de dimensão infinita E, existe T ∈ L (nE;K)
que não é p-dominado.

Um conceito parecido é a noção de operadores multilineares semi-integrais, introduzidos
por R. Alencar e M.C. Matos em 1989 (veja também [11]):

Definição 1.4.4 (Operadores multilineares semi-integrais) Se p ≥ 1, um operador
multilinear T ∈ L (E1, ..., En;F ) é p-semi-integral (T ∈ Lsi,p (E1, ..., En;F )) se existe C ≥ 0
tal que(

m∑
j=1

∥∥T (x1
j , ..., x

n
j

)∥∥p) 1
p

≤ C

(
sup

(ϕ1,...,ϕn)∈BE,1×···×BE
,
n

m∑
j=1

∣∣ϕ1

(
x1
j

)
...ϕn

(
xnj
)∣∣p) 1

p

para todo m ∈ N, xlj ∈ El com l = 1, ..., n, e j = 1, ...,m.

Não é dif́ıcil mostrar que Lsi,p (E1, ..., En;F ) ⊂ Ld,np (E1, ..., En;F ). De fato, se T ∈
Lsi,p (E1, ..., En;F ) então(

∞∑
j=1

∥∥T (x1
j , ..., x

n
j

)∥∥p) 1
p

≤ C

(
sup

ϕl∈BE,
l
,l=1,...,n

∞∑
j=1

∣∣ϕ1

(
x1
j

)
...ϕn

(
xnj
)∣∣p) 1

p

≤ C sup
ϕl∈BE,

l
,l=1,...,n

(
∞∑
j=1

∣∣ϕ1

(
x1
j

)∣∣np) 1
np

...

(
∞∑
j=1

∣∣ϕn (xnj )∣∣np
) 1

np

= C
∥∥∥(x1

j

)∞
j=1

∥∥∥w
np
...
∥∥∥(xnj )∞j=1

∥∥∥w
np
.

Como a classe dos operadores p-dominados é um tanto restritiva, a inclusão acima nos faz
crer que a classe dos operadores semi-integrais também compartilha a mesma caracteŕıstica.

Assim como os operadores multilineares dominados, os operadores semi-integrais também
têm um teorema de dominação (veja [1, 11]):

Teorema 1.4.5 T ∈ L (E1, ..., En;F ) é p-semi-integral se, e somente se, existem C > 0 e
uma medida de probabilidade µ na σ-álgebra de Borel B

(
BE,

1
× · · · ×BE,

n

)
de BE,

1
×· · ·×BE,

n ,
munida com o produto das topologias fracas estrela σ

(
E,
l , El

)
, l = 1, ..., n, tais que

‖T (x1, ..., xn)‖ ≤ C

(∫
BE,

1
×···×BE,

n

|ϕ1 (x1) ...ϕn (xn)|p dµ (ϕ1, ..., ϕn)

) 1
p

.

No mesmo artigo em que é introduzido o conceito de operadores semi-integrais, Alencar e
Matos tambem introduzem o conceito de operadores multilineares absolutamente somantes,
embora este conceito tenha sido esboçado por Pietsch anos antes.
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Definição 1.4.6 (Operadores multilineares absolutamente somantes) Um operador
multilinear T : E1 × · · · × En → F é absolutamente p-somante (T ∈ Las,p (E1, ..., En;F ))
se existir uma constante C ≥ 0 tal que(

m∑
j=1

∥∥T (x1
j , ..., x

n
j

)∥∥p) 1
p

≤ C
n∏
i=1

∥∥∥(xij)mj=1

∥∥∥w
p

para todo m ∈ N, e xi1, ..., x
i
m ∈ Ei.

Esta classe foi explorada por diversos autores (veja, por exemplo, [1, 7, 29, 37]), mas,
em certo sentido, se afasta bastante da essência do conceito linear. Por exemplo, esta classe
é muito ampla no sentido em que admite resultados de coincidência sem o análogo linear;
tem-se, por exemplo, que

Las,1 (nl1, F ) = L (nl1, F )

para todo n ≥ 2 e para todo F. Mas isto não é verdade para o caso n = 1.
Em 2003, V. Dimant [17] introduz mais uma generalização multilinear do conceito de

operador absolutamente somante:

Definição 1.4.7 (Operadores multilineares fortemente somantes) Se p ≥ 1, T ∈
L (E1, ..., En;F ) é fortemente p-somante (T ∈ Lss,p (E1, ..., En;F )) se existe uma constante
C ≥ 0 tal que(

m∑
j=1

∥∥T (x1
j , ..., x

n
j

)∥∥p) 1
p

≤ C

(
sup

ϕ∈BL(E1,...,En;K)

m∑
j=1

∣∣ϕ (x1
j , ..., x

n
j

)∣∣p) 1
p

para todo m ∈ N, xlj ∈ El com l = 1, ..., n, e j = 1, ...,m.

A classe dos operadores fortemente somantes apresenta várias caracteŕısticas similares ao
ideal de operadores absolutamente somantes, tais como um teorema do tipo Grothendieck,
um teorema de dominação e um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers. Para mais detalhes,
sugerimos que o leitor veja [17]

Ainda em 2003, foram introduzidos os operadores múltiplo somantes, que serão discutidos
e investigados nos próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 2

Operadores multilineares múltiplo
somantes

Em 2003 Pérez-Garćıa [30] e M.C. Matos [25], de forma independente, apresentaram uma nova
abordagem multilinear para os operadores absolutamente somantes, (os operadores múltiplo
somantes). Esta nova classe de operadores passou a ser intensamente explorada e, desde então,
é considerada como uma das extensões mais fiéis ao esṕırito linear.

2.1 Definições e propriedades básicas

Definição 2.1.1 (Operador múltiplo somante) Sejam 1 ≤ pj ≤ q < ∞, 1 ≤ j ≤ n.
Uma aplicação multilinear T ∈ L(E1, ..., En;F ) é múltiplo (q; p1, ..., pn)-somante se existe
uma constante C ≥ 0 tal que m1,...mn∑

j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

≤ C
n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

(2.1)

para cada escolha de sequências
(
xjij

)mj
ij=1

em Ej .

Se T ∈ L(E1, ..., En;F ) é múltiplo (q; p1, ..., pn)-somante, escrevemos T ∈
Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), onde Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ) denota a classe de tais operadores. O
ı́nfimo dos C que satisfazem (2.1) é representado por πq;p1,...,pn(T ).

Se p1 = ... = pn = p dizemos que T é múltiplo (q; p)-somante, e escrevemos T ∈
Πn
q;p(E1, ..., En;F ); se E1 = ...En = E, escrevemos simplesmente Πn

q;p1,...,pn(nE;F ), e se F = K
escrevemos Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En). Assim, as seguintes notações ficam óbvias:

Πn
q;p(

nE;F ); Πn
q;p(E1, ..., En); Πn

q;p(
nE); Πn

q;p1,...,pn(nE); Πn
p (E1, ..., En).
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É fácil ver que o conjunto Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ) é um subespaço de L(E1, ..., En;F ).

Com efeito, se T1, T2 ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ) e α ∈ K, temos

m1,...,mn∑
j1,...,jn

∥∥T1 + αT2

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

=

m1,...,mn∑
j1,...,jn

∥∥T1

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)
+ αT2

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

≤

m1,...,mn∑
j1,...,jn

∥∥T1

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

+

m1,...,mn∑
j1,...,jn

∥∥αT2

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

(2.1)

≤ C1

n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

+ |α|C2

n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

≤ C
n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

Logo, T1 + αT2 ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ).

Proposição 2.1.2 πq;p1,...,pn é uma norma em Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ).

Demonstração. Sejam
(
xjij

)mj
ij=1

⊂ Ej , com 1 ≤ j ≤ n e T ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ). Se

πq;p1,...,pn(T ) = 0, então  m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

≤ 0,

para quaisquer m1, ...mn e dáı segue facilmente que T = 0. Por outro lado, se T é o operador
nulo, é claro que πq;p1,...,pn(T ) = 0 .

Vejamos agora que πq;p1,...,pn(αT ) = |α|πq;p1,...,pn(T ) para todo α ∈ K. De fato, m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥αT (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

=

 m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥∥T (x1
j1 , ..., x

k
jk
, ..., αxnjn

)∥∥∥q
1/q

≤ πq;p1,...,pn(T )

(
n−1∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

)∥∥∥(αxnj )mnj=1

∥∥∥w
pn

≤ |α|πq;p1,...,pn(T )

n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

.

Logo,
πq;p1,...,pn(αT ) ≤ |α|πq;p1,...,pn(T ). (2.2)
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Por outro lado, m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥αT (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

= |α|

 m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

e  m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥αT (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

≤ πq;p1,...,pn(αT )
n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

.

Logo,  m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

≤ 1

|α|
πq;p1,...,pn(αT )

n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

Então,

πq;p1,...,pn(T ) ≤ 1

|α|
πq;p1,...,pn(αT ) (2.3)

e, portanto, de (2.2) e (2.3), obtemos

πq;p1,...,pn(αT ) = |α|πq;p1,...,pn(T ).

Resta-nos provar a desigualdade triangular. Note que se T1, T2 ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ),

então  m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥(T1 + T2)
(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

=

 m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T1

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)
+ T2

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

≤

 m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T1

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

+

 m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T2

(
x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

≤ (πq;p1,...,pn(T1) + πq;p1,...,pn(T2))
n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
pk

.

e, finalmente, temos

πq;p1,...,pn(T1 + T2) ≤ πq;p1,...,pn(T1) + πq;p1,...,pn(T2).

É importante mencionar que em algumas demonstrações deste trabalho consideramos m∑
j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q
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em vez de  m1,...mn∑
j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

.

Neste caso, estamos tomando m como sendo o máximo dos m1, ...,mn. Veja que esta mudança
não afeta em sentido algum a condição de um operador ser múltiplo somante. Desde que, m1,...mn∑

j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

=

 m1∑
j1=1

m2∑
j2=1

...

mn∑
jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

(2.4)

E se tomarmos m = mk = max (m1, ...,mn), para algum k ∈ {1, ..., n}, temos mk∑
ji=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

=

 mi∑
ji=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

+

 mk∑
ji=mi+1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

,

para qualquer i 6= k. Como  mk∑
ji=mi+1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

= 0,

então  mk∑
ji=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

=

 mi∑
ji=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q 1
q

.

Logo, em (2.4), obtemos m1∑
j1=1

...

mn∑
jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

=

 mk∑
j1=1

...

mk∑
jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

=

 m∑
j1,...,jn=1

∥∥T (x1
j1 , ..., x

n
jn

)∥∥q1/q

.

Em termos mais precisos, a Definição 2.1.1 pode ser reescrita com um único m ao invés de
m1, ...,mk.

Como vimos nos operadores absolutamente somantes, podemos trabalhar com sequências
tanto finitas como infinitas. A seguinte propriedade nos mostra que acontece o mesmo com
os operadores múltiplo somantes:

Proposição 2.1.3 Sejam 1 ≤ p1, ..., pn ≤ q < ∞ e T ∈ L(E1, ..., En;F ). As seguintes
afirmações são equivalentes:

(i) T é múltiplo (q; p1, ..., pn)-somante.
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(ii) Para cada escolha de sequências
(
xjij

)∞
ij=1

∈ lwpj (Ej) , temos

(
T
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in

∈ lq (Nn;F ) .

Nesse caso, o operador multilinear associado

∧
T : lwp1 (E1)× · · · × lwpn (En)→ lq (Nn;F )

dado por
∧
T
((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
=
(
T
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

é cont́ınuo e ∥∥∥∥∧T∥∥∥∥ = π(q;p1,...,pn) (T ) .

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Se
(
xjij

)∞
ij=1
∈ lwpj (Ej), temos

 ∞∑
i1,...,in

∥∥T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∥∥q 1
q

= sup
m

 m∑
i1,...,in

∥∥T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∥∥q 1
q

≤ π(q;p1,...,pn) (T ) sup
m

 n∏
j=1

∥∥∥∥(xjij)mij=1

∥∥∥∥w
pj


= π(q;p1,...,pn) (T )

 n∏
j=1

∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥w
pj

 <∞.

Para provarmos que (ii) =⇒ (i) é preciso notar que o operador
∧
T , como foi definido, é

cont́ınuo. Seja (xm)m∈N⊂lwp1 (E1)× · · · × lwpn (En), com

(xm) =
((
x1
m,i1

)∞
i1=1

,
(
x2
m,i2

)∞
i2=1

, ...,
(
xnm,in

)∞
in=1

)
,

e
xm

m→∞→ x ∈ lwp1 (E1)× · · · × lwpn (En) ,

onde
x =

((
x1
i1

)∞
i1=1

,
(
x2
i2

)∞
i2=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
.

Suponhamos ainda que
T̂ (xm)

m→∞→ z ∈ lq (Nn;Y ) ,

com z = (zi1 , ..., zin)∞i1,...,in=1.Verifiquemos que

T̂ (x) = z,

isto é, que o operador T̂ tem gráfico fechado e, portanto, é cont́ınuo. (Veja o Teorema 1.3.4)
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Como xm
m→∞→ x, temos a convergência coordenada a coordenada, isto é,(

xjm,ij

)∞
ij=1

m→∞→
(
xjij

)∞
ij=1
∈ lwpj (Ej) ,

para cada j ∈ {1, ..., n}. Assim, para cada j temos que, como
(
xjm,ij

)∞
ij=1

converge para(
xjij

)∞
ij=1

, dado ε > 0, existe N natural tal que

k ≥ N ⇒ sup
ϕ∈BE′

j

 ∞∑
ij=1

∣∣∣ϕ(xjk,ij − xjij)∣∣∣pj
 1

pj

=
∥∥xjm − xj∥∥wpj < ε.

Com isso, obtemos

∞∑
ij=1

∣∣∣ϕ(xjk,ij − xjij)∣∣∣pj < εpj para todo ϕ ∈ BE′j . (2.5)

Como cada termo da série (2.5) é dominado por εpj , segue que

k ≥ N ⇒
∥∥∥xjk,ij − xjij∥∥∥Ej = sup

ϕ∈BE′
j

∣∣∣ϕ(xjk,ij − xjij)∣∣∣ < ε

para todo ij . Logo,

xjm,ij
m→∞→ xjij ∈ Ej ,

para cada j ∈ {1, ..., n}, para todo ij ∈ N e assim(
x1
m,i1 , x

2
m,i2 , ..., x

n
m,in

)m→∞→ (
x1
i1 , x

2
i2 , ..., x

n
in

)
∈ E1 × · · · × En (2.6)

para todo i1, ..., in ∈ Nn. Pela continuidade de T temos

T
(
x1
m,i1 , x

2
m,i2 , ..., x

n
m,in

)m→∞→ T
(
x1
i1 , x

2
i2 , ..., x

n
in

)
∈ F

para todo i1, ..., in ∈ Nn. Como((
x1
m,i1

)∞
m=1

, ...,
(
xnm,in

)∞
m=1

)
∈ lwp1 (E1)× · · · × lwpn (En) ,

temos, para cada i1, ..., in,

T̂
((
x1
m,i1

)∞
m=1

, ...,
(
xnm,in

)∞
m=1

)
= (T

(
x1
m,i1 , x

2
m,i2 , ..., x

n
m,in

)
)∞m=1.

Logo,

lim
m→∞

T̂
((
x1
m,i1

)
, ...,

(
xnm,in

))
= lim

m→∞
T
(
x1
m,i1 , x

2
m,i2 , ..., x

n
m,in

)
= T

(
x1
i1 , x

2
i2 , ..., x

n
in

)
,

para todo i1, ..., in ∈ Nn. Mas, por hipótese, temos

T̂ (xm)
m→∞→ (zi1 , ..., zin)∞i1,...,in=1 .
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Logo, para todo ε > 0, existe N ∈ N, tal que se m ≥ N , tem-se∥∥∥T̂ ((x1
m,i1

)∞
i1=1

,
(
x2
m,i2

)∞
i2=1

, ...,
(
xnm,in

)∞
in=1

)
− (zi1 , ..., zin)∞i1,...,in=1

∥∥∥
q
< ε

e assim, se m ≥ N , temos∥∥∥(T (x1
m,i1 , ..., x

n
m,in

))
i1,...,in=1

− (zi1 , ..., zin)∞i1,...,in=1

∥∥∥
q
< ε,

ou ainda  ∞∑
i1,...,in=1

∥∥T (x1
m,i1 , ..., x

n
m,in

)
− (zi1 , ..., zin)

∥∥q < εq.

Logo, para cada i1, ..., in ∈ Nn, obtemos∥∥T (x1
m,i1 , ..., x

n
m,in

)
− (zi1 , ..., zin)

∥∥ < ε, sempre que m ≥ N,

e finalmente
lim
m→∞

T
(
x1
m,i1 , ..., x

n
m,in

)
= (zi1 , ..., zin) ,

para cada i1, ..., in ∈ Nn. Assim, pela unicidade do limite, temos

(zi1 , ..., zin) = T
(
x1
i1 , x

2
i2 , ..., x

n
in

)
, para todo i1, ..., in ∈ Nn.

Logo,
T̂ (xm)

m→∞→
(
T
(
x1
i1 , x

2
i2 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

= T̂ (x)

e
T̂ (x) = z.

Portanto, T̂ é cont́ınuo e ∞∑
i1,...,in

∥∥T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∥∥q 1
q

=
∥∥∥T (x1

i1 , ..., x
n
in

)∞
i1,...,in=1

∥∥∥
q

=
∥∥∥T̂ ((x1

i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)∥∥∥
≤
∥∥∥T̂∥∥∥ n∏

j=1

∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥w
pj

<∞.

Logo,
(
T
(
x1
i1
, ..., xnin

))∞
i1,...,in

∈ lq (Nn;F ), isto é, T é múltiplo (q; p1, ..., pn)−somante e, além

disso,

π(q;p1,...,pn) (T ) ≤
∥∥∥T̂∥∥∥ . (2.7)
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Desde que ∥∥∥T̂∥∥∥ = sup∥∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥∥
w

pj

≤1

∥∥∥T̂ ((x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)∥∥∥
q

= sup∥∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥∥
w

pj

≤1

(
∞∑

i1,...,in

∣∣∣T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∞
i1,...,in=1

∣∣∣q) 1
q

≤ sup∥∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥∥
w

pj

≤1

π(q;p1,...,pn) (T )
n∏
j=1

∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥w
pj

= π(q;p1,...,pn) (T )

temos ∥∥∥T̂∥∥∥ ≤ π(q;p1,...,pn) (T )

e, por (2.7), conclúımos que

π(q;p1,...,pn) (T ) =
∥∥∥T̂∥∥∥ .

É importante mencionar que como no caso dos operadores absolutamente somantes, a
teoria dos operadores múltiplo somantes só faz sentido quando q ≥ pj , para todo 1 ≤ j ≤ n :

Proposição 2.1.4 Seja q < pj para algum 1 ≤ j ≤ n. Se T ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), então,

T é o operador nulo.

Demonstração. De fato, se q < pj para algum 1 ≤ j ≤ n, então podemos encontrar(
αij
)∞
ij=1

em lpj − lq. Assim, tomando xj ∈ Ej , com xj 6= 0, temos
(
αijxj

)∞
ij=1
∈ lwpj (Ej) pois,

para todo ϕ ∈ E,j ,

∞∑
ij=1

∣∣ϕ (αijxj)∣∣pj ≤ ∞∑
ij=1

(
‖ϕ‖

∣∣αijxj∣∣)pj = ‖ϕ‖pj ‖xj‖pj
∞∑
ij=1

∣∣αij ∣∣pj <∞.
Logo, segue que (

αijxj
)∞
ij=1
∈ lwpj (Ej) .

Vamos supor que existe T 6= 0 tal que T ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ). Neste caso,

 ∞∑
i1,...,in=1

∥∥T (x1
i1 , ..., αijxj , ..., x

n
in

)∥∥q 1
q

≤ C

 n∏
l=1
l 6=j

∥∥∥∥(xlil)∞il=1

∥∥∥∥w
pl

 · ∥∥∥(αijxj)∞ij=1

∥∥∥w
pj
.
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Tomando
(
xlil
)∞
il=1

= (xl, 0, ..., 0, ...), para cada 1 ≤ l ≤ n, l 6= j, temos

 ∞∑
i1,...,in=1

∥∥T (x1
i1 , ..., αijxj , ..., x

n
in

)∥∥q 1
q

=

(
∞∑
ij=1

∥∥T (x1, ..., αijxj , ..., xn
)∥∥q) 1

q

≤ C

 n∏
l=1
l 6=j

∥∥∥∥(xlil)∞il=1

∥∥∥∥w
pl

 · ∥∥∥(αijxj)∞ij=1

∥∥∥w
pj
.

Logo

‖T (x1, ..., xj , ..., xn)‖

(
∞∑
ij=1

∣∣αij ∣∣q
) 1

q

≤ C

 n∏
l=1
l 6=j

∥∥∥∥(xlil)∞il=1

∥∥∥∥w
pl

 |ϕ (xj)|

 ∞∑
ij=1

∣∣αij ∣∣pj
 1

pj

<∞.

Portanto, (
∞∑
ij=1

∣∣αij ∣∣q
) 1

q

<∞,

o que nos leva a uma contradição.

Veja que, para cada T ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), quando consideramos o operador

multilinear cont́ınuo associado

∧
T : lwp1 (E1)× · · · × lwpn (En)→ lq (Nn;F )

dado por
∧
T
((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
=
(
T
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

,

estamos induzindo uma aplicação

∧
θ : Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ) → Ln
(
lwp1 (E1) , ..., lwpn (En) ; lq (Nn;F )

)
T →

∧
T
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É claro que o operador
∧
θ definido acima é linear e isométrico, pois já sabemos que

π(q;p1,...,pn) (T ) =
∥∥∥T̂∥∥∥ e, além disso,

∧
θ (T + αT2) = (T + αT2)∧

((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
=
(
(T + αT2)

(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
T1

(
x1
i1 , ..., x

n
in

)
+ αT2

(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
T1

(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

+
(
αT2

(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
∧
T1

((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
+ α

∧
T2

((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
=
∧
T1 + α

∧
T2.

O próximo lema é importante para a demonstração da próxima proposição.

Lema 2.1.5 Se T ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), então

‖T‖ ≤ π(q;p1,...,pn) (T ) .

Demonstração. Sejam
(
xjij

)∞
ij=1
∈ lwpj (Ej) . Como T ∈ Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), então

(
∞∑

i1,...,in

∥∥T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∥∥q) 1
q

≤ π(q;p1,...,pn) (T )
n∏
j=1

∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥w
pj

Vamos tomar
(
xjij

)∞
ij=1

= (xj , 0, ..., 0, ...), para cada 1 ≤ j ≤ n. Assim

(
∞∑

i1,...,in

∥∥T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∥∥q) 1
q

= (‖T (x1, ..., xn)‖q)
1
q ≤ π(q;p1,...,pn) (T )

n∏
j=1

∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥w
pj

(2.8)

Pela escolha feita, temos ∥∥∥∥(xjij)∞ij=1

∥∥∥∥w
pj

= sup
‖ϕ‖≤1

∣∣ϕ (xj)∣∣ = ‖xj‖

Logo, em (2.8) temos, precisamente,

‖T (x1, ..., xn)‖ ≤ π(q;p1,...,pn) (T )
n∏
j=1
‖xj‖

Assim, usando a definição de ‖T‖, obtemos

‖T‖ ≤ π(q;p1,...,pn) (T ) .

Vejamos agora que o espaço Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ) com a norma associada π(q;p1,...,pn) (T )

é Banach.
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Proposição 2.1.6
(
Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), π(q;p1,...,pn) (.)

)
é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (Tk)
∞
k=1 uma sequência de Cauchy em Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ). Pelo
Lema 2.1.5 (Tk)

∞
k=1, tambem será de Cauchy em L(E1, ..., En;F ). Portanto, (Tk)

∞
k=1 converge

para T ∈ L(E1, ..., En;F ). Vamos considerar agora o operador definido acima,

∧
θ : Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ) → L
(
nlwp1 (E1) , ..., lwpn (En) ; lq (N× · · · × N;F )

)
T → T̂

Como
∧
θ é uma isometria

(
T̂k

)∞
k=1

é de Cauchy em L
(
nlwp1 (E1) , ..., lwpn (En) ; lq (Nn;F )

)
. Sendo

L
(
nlwp1 (E1) , ..., lwpn (En) ; lq (Nn;F )

)
completo, pois lq (Nn;F ) é Banach, (veja o Corolário

1.3.6) temos que
(
T̂k

)∞
k=1

converge para S ∈ L
(
nlwp1 (E1) , ..., lwpn (En) ; lq (Nn;F )

)
.

Vamos tomar agora a projeção

Pk1,...,kn : lq (Nn;F ) → F(
zi1,...,ij

)∞
i1,...,in=1

→ zk1,...,kn .

Então,

lim
k→∞

Pk1,...,kn

(
T̂k

((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

))
(2.9)

= Pk1,...,kn

(
S
((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

))
.

E, por outro lado, temos Tk
k→∞−→ T , e portanto

lim
k→∞

(
Tk
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
T
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

. (2.10)

Então,

Pk1,...,kn

(
T̂k

((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

))
= Pk1,...,kn

(
Tk
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

(2.11)

= Tk
(
x1
k1 , ..., x

n
kn

)
.

Portanto, de (2.9), (2.10) e (2.11), temos

lim
k→∞

Pk1,...,kn

(
T̂k

((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

))
−→ Pk1,...,kn

(
S
((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

))
q

lim
k→∞

Pk1,...,kn
(
Tk
(
x1
i1
, ..., xnin

))∞
i1,...,in=1

↓
Pk1,...,kn

(
T
(
x1
i1
, ..., xnin

))∞
i1,...,in=1

= T
(
x1
k1
, ..., xnkn

)
,

isto é,

Pk1,...,kn

(
S
((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

))
= T

(
x1
k1 , ..., x

n
kn

)
.

Então, temos a igualdade para todo (k1, ..., kn) ∈ Nn. Logo,

S
((
x1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
xnin
)∞
in=1

)
=
(
T
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

.
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Dáı T ∈ Ln
(
lwp1 (E1) , ..., lwpn (En) ; lq (Nn;F )

)
e, portanto, T ∈ Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ).
Assim, temos que

Tk
k→∞−→ T ∈ Πn

q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ),

ou seja,
(
Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ), π(q;p1,...,pn) (·)

)
é um espaço de Banach.

2.2 Resultados de coincidência para operadores múltiplo
somantes

Nesta seção, demonstramos alguns resultados de coincidência recentes envolvendo a classe
dos operadores multilineares múltiplo somantes. Estes ilustram como muitos resultados da
teoria linear têm análogos na teoria dos operadores multilineares múltiplo somantes. A
principal fonte de referência da presente seção foi o artigo [8].

Um primeiro resultado que faz parte do folclore da teoria ilustra como resultados de
coincidência para operadores múltiplo somantes “descem” para o caso linear:

Proposição 2.2.1 Se

L(E1, ..., En;F ) = Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ),

então
L(Ej ;F ) = Πq;pj (Ej ;F ), j = 1, ..., n.

Demonstração. Sabemos já que Πq;pj (Ej ;F ) ⊂ L(Ej ;F ); vejamos que L(Ej ;F ) ⊂
Πq;pj (Ej ;F ). Sem perda de generalidade, tomemos j = 1.

Sejam T1 ∈ L(E1;F ), T1 : E1 → F , linear e cont́ınua, e as sequências(
x2
i2

)m2

i2=1
, ...,

(
xnin
)mn
in=1

tal que
(
xkik
)mk
ik=1

= (ak, 0, 0, ...), k ∈ {2, ..., n} . Vamos tomar para

cada i ∈ {2, ..., n} o operador ϕi ∈ E,i, ϕi : Ei → K linear e cont́ınuo, tal que ϕi 6= 0 e
ϕi (ai) = 1. Seja então

T : E1 × · · · × En → F , com T (x1, ..., xn) = T1 (x1)ϕ2 (x2) ...ϕn (xn) .

É claro que T ∈ L(E1, ..., En;F ) e, pela hipótese, T ∈ Πn
q;p1,...,pn(E1, ..., En;F ). Então,(

m1,...,mn∑
i1,...,in=1

∥∥T1

(
x1
i1

)
ϕ2

(
x2
i2

)
...ϕn

(
xnin
)∥∥q) 1

q

=

(
m1,...,mn∑
i1,...,in=1

∥∥T (x1
i1 , ..., x

n
in

)∥∥q) 1
q

≤ K
n∏
k=1

∥∥∥∥(xkik)mkik=1

∥∥∥∥w
pk

= K
∥∥∥(x1

i1

)m1

i1=1

∥∥∥w
p1
‖a2‖ ... ‖an‖ .

Logo, (
m1∑
i1=1

∥∥T1

(
x1
i1

)∥∥q) 1
q

≤ K
∥∥∥(x1

i1

)m1

i1=1

∥∥∥w
p1

e, pela Proposição 1.1.7, segue que T1 ∈ Πq;p1(E1;F ).
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Teorema 2.2.2 (Botelho–Pellegrino) Seja p, r ∈ [1, q] e F um espaço de Banach. Seja
B (p, q, r, F ) a coleção de todos os espaços de Banach E tais que

L (E;F ) = Πq;p (E;F )

e
L (E; lq (F )) = Πq;r (E; lq (F )) .

Então, para todo n ≥ 2,

L (E1, ..., En;F ) = Πn
q;r,...r,p(E1, ..., En;F )

sempre que E1, ..., En ∈ B (p, q, r, F ) .

Demonstração. Vamos trabalhar por indução sobre n. Primeiro provaremos o caso n = 2.
Sejam E1, E2 ∈ B (p, q, r, F ) . Considere as funções identidade

I1 : L (E2;F )→ Πq,p (E2;F ) ,

I2 : L (E1, lq (F ))→ Πq,r (E1; lq (F )) .

Como I1, I2 são funções lineares, cont́ınuas, bijetoras entre espaços de Banach, o Teorema da
Aplicação Aberta garante que I1 e I2 são isomorfismos. Dáı, para quaisquer T1 ∈ L (E2;F ) e
T2 ∈ L (E1, lq (F )), existem constantes C1,C2 > 0 tais que

πq;p (T1) ≤ C1 ‖T1‖ ,

πq;r (T2) ≤ C2 ‖T2‖ . (2.12)

Por outro lado, seja A ∈ L (E1, E2;F ). Dadas duas sequências
(
x1
j

)∞
j=1

∈ lwr (E1) e(
x2
j

)∞
j=1
∈ lwp (E2) , fixemos m ∈ N e consideremos o operador linear cont́ınuo

A
(m)
1 : E1 → lq (F ) : A

(m)
1 (x) =

(
A
(
x, x

(2)
1

)
, ..., A

(
x, x(2)

m

)
, 0, ...0, ...

)
.

Então, por hipótese, A
(m)
1 é (q; r)-somante e

πq;r

(
A

(m)
1

) (2.12)

≤ C2

∥∥∥A(m)
1

∥∥∥ .
Agora, para cada x ∈ BE1 , consideremos o operador linear cont́ınuo

Ax : E2 → F : Ax (y) = A (x, y) .

Novamente, usando a hipótese, Ax é (q; p)-somante e

πq;p (Ax)
(2.12)

≤ C1 ‖Ax‖ ≤ C1 ‖A‖ ‖x‖ ≤ C1 ‖A‖ . (2.13)
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Logo, (
m∑
j=1

m∑
k=1

∥∥∥A(x(1)
j , x

(2)
k

)∥∥∥q) 1
q

=

(
m∑
j=1

∥∥∥A(m)
1

(
x

(1)
j

)∥∥∥q) 1
q

(2.1)

≤ πq;r

(
A

(m)
1

)∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

≤ C2

∥∥∥A(m)
1

∥∥∥∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

= C2 sup
x∈BE1

∥∥∥A(m)
1 (x)

∥∥∥∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

= C2 sup
x∈BE1

(
m∑
k=1

∥∥∥A(x, x(2)
k

)∥∥∥q) 1
q
∥∥∥∥(x(1)

j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

(2.1)

≤ C2 sup
x∈BE1

πq;p (Ax)
∥∥∥(x(2)

k

)m
k=1

∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

(2.13)

≤ C1C2 ‖A‖
∥∥∥∥(x(1)

j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

∥∥∥(x(2)
k

)m
k=1

∥∥∥w
p
.

Portanto A é múltiplo (q; r, p)-somante e

πq;r,p (A) ≤ C1C2 ‖A‖ .

Suponhamos, agora, o resultado certo para n, isto é,

L (E1, ..., En;F ) = Πn
q;r,...r,p(E1, ..., En;F ),

para quaisquer E1, ..., En ∈ B (p, q, r;F ) e vamos provar para o caso n+ 1.
Sejam E1, ..., En+1 ∈ B (p, q, r;F ). Como E2, ..., En+1 são espaços de Banach em

B (p, q, r;F ), temos

L (E2, ..., En+1;F ) = Πn
q;r,...r,p(E2, ..., En+1;F )

e, analogamente temos que, existe uma constante C1 tal que

πq;r,...,r,p (T ) ≤ C1 ‖T‖ , para todo T ∈ L (E2, ..., En+1;F ) .

Como E1 ∈ B (p, q, r;F ), existe uma constante C2 tal que

πq;r (T ) ≤ C2 ‖T‖ , para todo T ∈ L (E1, lq (F )) .

Seja A ∈ L (E1, ..., En+1;F ) . Como trabalhamos anteriormente, vamos tomar as sequências(
x

(1)
j

)∞
j=1
∈ lwr (E1) , ...,

(
x

(n)
j

)∞
j=1
∈ lwr (En) ,

(
x

(n+1)
j

)∞
j=1
∈ lwp (En+1). Fixemos m ∈ N e

consideremos o operador linear cont́ınuo

A
(m)
1 : E1 → lq (F ) : A

(m)
1 (x) =

(
A
(
x, x

(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

)m
j2,...,jn+1

, 0, 0, ...

)
.
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Então, A
(m)
1 é (q; r)-somante e

πq;r

(
A

(m)
1

)
≤ C2

∥∥∥A(m)
1

∥∥∥ .
Agora, para cada x ∈ BE1 , consideremos a aplicação n-linear

Anx : E2 × · · · × En+1 → F : Anx (x2, ..., xn+1) = A (x, x2, ..., xn+1)

e, portanto,

πq;r,...,r,p

(
A(n)
x

)
≤ C1

∥∥∥A(n)
x

∥∥∥ ≤ C1 ‖A‖ .

Dáı, (
m∑
j1=1

...
m∑

jn+1=1

∥∥∥A(x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

∥∥∥q) 1
q

=

(
m∑
j=1

∥∥∥A(m)
1

(
x

(1)
j

)∥∥∥q) 1
q

≤ πq;r
(
A

(m)
1

)∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

≤ C2

∥∥∥A(m)
1

∥∥∥∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

= C2 sup
x∈BE1

(
m∑
j2=1

...
m∑

jn+1=1

∥∥∥Anx (x(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

)∥∥∥q) 1
q
∥∥∥∥(x(1)

j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

≤ C2 sup
x∈BE1

πq;r,...,r,p (Anx)

(
n∏
k=2

∥∥∥∥(xkj)mj=1

∥∥∥∥w
r

)∥∥∥∥(x(n+1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

≤ C1C2 ‖A‖
(

n∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mj=1

∥∥∥∥w
r

)∥∥∥∥(x(n+1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
p

e o resultado segue.

O próximo resultado é uma versão mais precisa do teorema anterior (agora com estimativa
para as normas) para o caso em que os espaços do domı́nio são iguais.

Teorema 2.2.3 Sejam p, r ∈ [1, q] e E,F espaços de Banach tais que

L (E;F ) = Πq;p (E;F )

e
L (E; lq (F )) = Πq;r (E; lq (F )) ,

com

πq;p (T ) ≤ C1 ‖T‖ , para todo T ∈ L (E;F ) ,

πq;r (T ) ≤ C2 ‖T‖ , para todo T ∈ L (E; lq (F )) .
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Então, para todo n ≥ 2

L (nE;F ) = Πn
q;r,...,r,p (nE;F ) e

πq;r,...,r,p (A) ≤ C1C
n−1
2 ‖A‖ ,

para todo A ∈ L (nE;F ) .

Demonstração. A primeira parte é resultado do teorema anterior, considerando E1 = · · · =
En = E. Para demonstrar a relação entre as normas, vamos argumentar por indução. Vamos
supor o resultado válido para n− 1 e demonstrar para n.

Sejam A ∈ L (nE;F ) e
(
x

(1)
j

)∞
j=1
∈ lwr (E1) , ...,

(
x

(n)
j

)∞
j=1
∈ lwr (En) . Fixemos m ∈ N e

consideremos o operador

A
(m)
1 : E1 → lq (F ) : A

(m)
1 (x) =

(
A
(
x, x

(2)
j2
, ..., x

(n)
jn

)m
j2,...,jn=1

, 0, ...

)
.

Como A
(m)
1 é linear e cont́ınuo, então

A
(m)
1 ∈ L

(
E1; lq (F )

)
.

Como E1 ∈ B (p, q, r, F ) , usando a hipótese de indução, temos

πq;r

(
A

(m)
1

)
≤ C2

∥∥∥A(m)
1

∥∥∥ . (2.14)

Para cada x ∈ BE1 , consideremos a aplicação (n− 1)-linear cont́ınua

An−1
x : E2 × · · · × En → F : An−1

x (x2, ..., xn) = A (x, x2, ..., xn) .

Pela hipótese de indução,

πq;r,...r,p
(
An−1
x

)
≤ C1C

n−2
2

∥∥An−1
x

∥∥ (2.15)

≤ C1C
n−2
2 ‖A‖ ‖x‖ ‖x2‖ ... ‖xn‖

≤ C1C
n−2
2 ‖A‖ .
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Dáı, (
m∑
j1=1

...
m∑

jn=1

∥∥∥A(x(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥q) 1
q

=

(
m∑
j=1

∥∥∥A(m)
1

(
x

(1)
j

)∥∥∥q) 1
q

(2.1)

≤ πq;r

(
A

(m)
1

)∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

(2.14)

≤ C2

∥∥∥A(m)
1

∥∥∥∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

= C2 sup
x∈BE1

(
m∑
j2=1

...
m∑

jn=1

∥∥∥A(x, x(2)
j2
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥q) 1
q
∥∥∥∥(x(1)

j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

≤ C2 sup
x∈BE1

πq;r,...,r,p
(
An−1
x

) n−1∏
k=2

∥∥∥∥(xkj)mj=1

∥∥∥∥w
r

∥∥∥∥(x(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

(2.15)

≤ C1C2C
n−2
2 ‖A‖

n−1∏
k=1

∥∥∥∥(xkj)mj=1

∥∥∥∥w
r

∥∥∥∥(x(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
p

≤ C1C
n−1
2 ‖A‖

n−1∏
k=1

∥∥∥∥(x(k)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
r

∥∥∥∥(x(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥w
p

≤ C1C
n−1
2 ‖A‖ .

Corolário 2.2.4 Para 1 ≤ r ≤ q, seja B (r, q) a coleção de todos os espaços de Banach E
tais que

L (E; lq) = Πq;r (E; lq) .

Então, para todo n ≥ 2,

L (E1, ..., En) = Πn
q;r,...,r,q (E1, ..., En)

quando E1, ..., En ∈ B (r, q)

Demonstração. Pela Proposição 1.1.5, temos L (E;K) = Πq;q (E;K) isometricamente e,
assim, podemos usar o Teorema 2.2.2

Corolário 2.2.5 Seja 1 ≤ r ≤ q e seja E um espaço de Banach tal que L (E; lq) = Πq;r (E; lq)
com

πq;r (T ) ≤ C ‖T‖

para todo T ∈ L (E; lq). Então, para todo n ≥ 2,

L (nE) = Πn
q;r,...,r,q (nE) , e

πq;r,...,r,q (A) ≤ Cn−1 ‖A‖ , para todo A ∈ L (nE)
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Demonstração. Sabemos pela Proposição 1.1.5 que L (E;K) = Πq;q (E;K) isometricamente.
Assim, tomando T : E → K é um operador linear cont́ınuo, temos T ∈ Πq;q (E;K) e

πq;q (T ) = ‖T‖ . (2.16)

Agora, pelo corolário, anterior temos

L (nE) = Πn
q;r,...,r,q (nE) .

Usando o Teorema 2.2.3 na hipótese πq;r (.) ≤ C ‖.‖ e (2.16) conclúımos que

πq;r,...,r,q (A) ≤ Cn−1 ‖A‖ , para todo A ∈ L (nE) .

2.3 Algumas aplicações envolvendo cotipo

Nesta seção, destacamos alguns resultados recentes que mostram que, assim como na
teoria linear, a teoria de operadores múltiplo somantes é bastante influenciada pelo conceito
de cotipo.

O próximo resultado foi originalmente demonstrado independentemente por D. Pérez-
Garćıa e M.L.V. Souza em suas teses de doutorado, [30, 42]. A próxima demonstração é
devida a G. Botelho e D. Pellegrino, mas as constantes que encontramos são ligeiramente
diferentes.

Teorema 2.3.1 [10, Teorema 3.2] Se F tem cotipo q e E1, ..., En são espaços de Banach
arbitrários, então

L (E1, ..., En;F ) = Πn
q;1 (E1, ..., En;F ) , e

πq;1 (A) ≤ Cq (lq (F ))n ‖A‖ ,

opara todo A ∈ L (E1, ..., En;F ) .

Demonstração. Como F tem cotipo q, sabemos, pelo Teorema 1.2.7, que lq (F ) tambem
tem cotipo q. Assim, usando o Lema 1.2.8 obtemos

L (Ej ;F ) = Πq;1 (Ej ;F )

e
L (Ej ; lq (F )) = Πq;1 (Ej ; lq (F )) , para j ∈ {1, ..., n}.

Logo, pelo Teorema 2.2.2 , conclúımos que

L (E1, ..., En;F ) = Πn
q;1 (E1, ..., En;F ) .

Agora, usando novamente o Lema 1.2.8 sabemos que

πq;1 (U) ≤ Cq (F ) ‖U‖ , para todo U ∈ L (E;F ) ,

πq;1 (V ) ≤ Cq (lq (F )) ‖V ‖ , para todo V ∈ L (E; lq (F ))
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e, pela Observação 1.2.9, conclúımos que

πq;1 (U) ≤ Cq (lq (F )) ‖U‖ , para todo U ∈ L (E;F ) .

Segue então do Teorema 2.2.3 a desigualdade desejada. Como consequência dos resultados

anteriores, temos uma demonstração simples de [10, Teorema 3.1]:

Teorema 2.3.2 ([10, Teorema 3.1]) Se F tem cotipo 2 e K é um espaço de Hausdorff
compacto, então

L (nC(K);F ) = Πn
2;2 (nC(K);F )

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.7, sabemos que F e l2 (F ) têm cotipo 2. Usando o item
(a) do Teorema 1.2.10 temos

L (C(K);F ) = Π2;2 (C(K);F ) , e

L (C(K); l2 (F )) = Π2;2 (C(K); l2 (F )) .

Logo, usando o Teorema 2.2.2 temos

L (nC(K);F ) = Πn
2;2 (C(K);F ) .

Mediante uma pequena modificação na demonstração anterior, obtemos o seguinte
teorema:

Teorema 2.3.3 ([8])Se F tem cotipo q > 2 e r < q, então

L (nC(K);F ) = Πn
q;r (C(K);F ) .

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.7, sabemos que F e lq (F ) têm cotipo q. Usando o item
(b) do Teorema 1.2.10 temos

L (C(K);F ) = Πq;r (C(K);F ) , e

L (C(K); lq (F )) = Πq;r (C(K); lq (F )) .

Logo, usando o Teorema 2.2.2 , obtemos

L (nC(K);F ) = Πn
q;r (C(K);F ) .

O próximo resultado é uma reformulação (para o contexto de operadores múltiplo
somantes), devida a Pérez-Garćıa [30, Teorema 5.5], de um resultado clássico de H.F.
Bohnenblust e E. Hille [6]:

Teorema 2.3.4 (Teorema de Bohnenblust–Hille) Sejam E1, ..., En espaços de Banach.

Cada operador multilinear T : E1 × · · · × En → K é múltiplo
(

2n
n+1 , 1

)
-somante e satisfaz

π( 2n
n+1

,1) (T ) ≤ 2
n−1
2 ‖T‖ .
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Para mais detalhes sobre este teorema veja [13, 14, 15] e, no idioma português, veja [28].

Como 2n
n+1 < 2 para todo n, o próximo resultado complementa, em certo sentido, o teorema

anterior:

Teorema 2.3.5 (Botelho–Pellegrino) Sejam E1, ..., En espaços de Banach arbitrários e
q ≥ 2. Então,

L (E1, ..., En) = Πn
q;1,...,1,q (E1, ..., En) , e

πq;1,...,1,q (T ) ≤ Cq (lq)
n−1 ‖T‖

para todo T ∈ L (E1, ..., En) .

Demonstração. Sabemos que lq tem cotipo q. Assim, usando o item (iv) do Lema 1.2.8
temos

Π(q;1) (Ei, lq) = L (Ei, lq) e (2.17)

πq;1 (V ) ≤ Cq (lq) ‖V ‖

para todo V ∈ L (Ei; lq) . Logo, por meio do Corolário 2.2.4, temos

L (E1, ..., En) = Πn
q;1,...,1,q (E1, ..., En) .

Usando (2.16) temos
πq;q (u) ≤ ‖u‖

para todo u ∈ L (E;K) e, usando essencialmente o Teorema 2.2.3 e (2.17) obtemos

πq;1,...,1,q (T ) ≤ Cq (lq)
n−1 ‖T‖ ,

para todo T ∈ L (E1, ..., En).
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Caṕıtulo 3

Operadores múltiplo somantes em l1
e resultados de inclusão

Os resultados do presente caṕıtulo necessitam de algumas propriedades da teoria de
produtos tensoriais entre espaços de Banach. A próxima seção faz um breve resumo da teoria
de produtos tensoriais, com especial ênfase ao produto tensorial de espaços l1.

3.1 Produtos tensoriais em espaços l1

Dados um número n ∈ N e os espaços vetoriais X1, ..., Xn, seja L (X1, ..., Xn,K)′, o dual
topológico do espaço L (X1, ..., Xn,K), isto é,

L (X1, ..., Xn,K)′ = {ϕ : L (X1, ..., Xn,K)→ K ; ϕ é linear e cont́ınuo}.

O produto tensorial de X1, ..., Xn será definido a partir de elementos espećıficos de
L (X1, ..., Xn,K)′. Dados x1 ∈ X1, ..., xn ∈ Xn, considere

x1 ⊗ · · · ⊗ xn : L (X1, ..., Xn,K)→ K
A 7→ (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) (A) = A (x1, ..., xn) .

O operador x1 ⊗ · · · ⊗ xn é linear. De fato, vamos tomar A,B ∈ L (X1, ..., Xn,K) e α ∈ K.

(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) (A+ αB) = (A+ αB) (x1, ..., xn) = A (x1, ..., xn) + (αB) (x1, ..., xn)

= A (x1, ..., xn) + αB (x1, ..., xn)

= (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) (A) + α (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) (B)

para todo escalar α ∈ K e todas as aplicações n-lineares A,B ∈ L (X1, ..., Xn,K).

Definição 3.1.1 (Produto tensorial) O subespaço vetorial de L (X1, ..., Xn,K)′ gerado por

D := {x1 ⊗ · · · ⊗ xn : x1 ∈ X1, ..., xn ∈ Xn}

será chamado de produto tensorial de X1, ..., Xn e será denotado por X1 ⊗ · · · ⊗Xn. Mais
precisamente

X1 ⊗ · · · ⊗Xn =

{
k∑
j=1

αj

(
xj1 ⊗ · · · ⊗ x

j
n

)
: k ∈ N, αj ∈ K, xji ∈ Xi, i = 1, ..., n e j = 1, ..., k

}
.
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O produto tensorial permite que aplicações multilineares sejam “linearizadas”; o próximo
teorema torna preciso o que queremos dizer por “linearizadas”. Para tanto, necessitamos
definir a aplicação

σn : X1×...×Xn →X1 ⊗ · · · ⊗Xn

(x1, ..., xn) 7→ σn (x1, ..., xn) = x1 ⊗ · · · ⊗ xn.

É fácil ver que a aplicação σn é linear e cont́ınua, isto é, σn ∈ L (X1, ..., Xn;X1 ⊗ · · · ⊗Xn) .

Teorema 3.1.2 Sejam X1, ..., Xn espaços vetoriais sobre o corpo K. Para cada aplicação
n−linear A : X1×...×Xn → Y, existe um único operador linear AL : X1⊗· · ·⊗Xn → Y , dado
por

AL

(
k∑
j=1

xj1 ⊗ · · · ⊗ x
j
n

)
=

k∑
j=1

A
(
xj1, ..., x

j
n

)
tal que A = AL ◦ σn. Mas ainda, a correspondência A↔AL é um isomorfismo entre os
espaços vetoriais L (X1, ..., Xn;Y ) e L (X1 ⊗ · · · ⊗Xn;Y ). O operador linear AL e chamado
de linearização da aplicação n-linear A.

Por meio do teorema anterior, vemos como podemos associar um operador linear a uma
aplicação multilinear. Assim, aproveitamos todas as propriedades da Álgebra Linear em
aplicações multilineares. Embora, esta ferramenta seja muito importante, também é válido
observar que, ao mesmo tempo que simplificamos a aplicação (de multilinear para linear),
passamos de um espaço vetorial simples no domı́nio (o produto cartesiano) para um espaço
vetorial mais complicado (o produto tensorial).

A menos do isomorfismo descrito no teorema podemos escrever

L (X1, ..., Xn;Y ) = L (X1 ⊗ · · · ⊗Xn;Y ) .

Quando Y = K, obtemos algebricamente (não topologicamente) que

(X1 ⊗ · · · ⊗Xn)′ = L (X1, ..., Xn;K) .

A propriedade do produto tensorial descrita no teorema se chama propriedade universal dos
produtos tensoriais. Além disto, o produto tensorial é o único espaço vetorial com essa
propriedade.

Tomando agora E1, ..., En espaços vetoriais normados, a norma que definiremos a seguir
em E1 ⊗ · · · ⊗ En realiza a linearização das aplicações multilineares cont́ınuas definidas em
E1×· · ·×En, ou seja, esta norma em E1⊗· · ·⊗En é tal que para todo espaço normado F , uma
aplicação n-linear A : E1× · · ·×En → F é cont́ınua se, e somente se, AL : E1⊗ · · ·⊗En → F
é um operador linear cont́ınuo com respeito a essa norma.

Definição 3.1.3 Sejam E1, ..., En espaços vetoriais normados sobre o corpo K. Para cada
tensor x ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ En, define-se

π (x) = inf

{
k∑
j=1

∥∥∥xj1∥∥∥ ...∥∥xjn∥∥ : x =
k∑
j=1

xj1 ⊗ · · · ⊗ x
j
n

}
.
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Proposição 3.1.4 Sejam E1, ..., En espaços vetoriais normados. Então, π como foi definida
é uma norma em E1 ⊗ · · · ⊗ En. Esta norma é conhecida como a norma projetiva. Além
disso,

π (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = ‖x1‖ ... ‖xn‖

para todos x1 ∈ E1, ..., xn ∈ En.

O produto tensorial de E1, ..., En dotado com a norma π será denotado por E1⊗π · · ·⊗πEn
.

Definição 3.1.5 O completamento do espaço E1 ⊗π ... ⊗π En será denotado por
E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn. O espaço de Banach E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn será chamado de produto tensorial
projetivo dos espaços vetoriais normados E1, ..., En.

Um resultado bastante útil para a próxima seção afirma que o produto tensorial de espaços
l1 com a norma projetiva, é isometricamente isomorfo ao l1 (veja [39, Cap 2]).

Teorema 3.1.6 l1⊗̂π · · · ⊗̂πl1 é isometricamente isomorfo a l1.

Para mais detalhes, em idioma português, sobre a teoria de produtos tensoriais no contexto
da Análise Funcional, sugerimos [41].

3.2 Operadores múltiplo somantes em l1

Assim como na teoria linear, o espaço l1 tem um papel de destaque na teoria de operadores
múltiplo somantes. Na presente seção, apresentamos alguns resultados de coincidência para
operadores múltiplo somantes com o domı́nio sendo um produto cartesiano de espaços l1.

O seguinte teorema, devido a Bennett [3], é um resultado da teoria linear que será
importante no decorrer da seção.

Teorema 3.2.1 (Bennet) Seja 1 ≤ q, s ≤ ∞. Então todo operador linear cont́ınuo de l1 em
lq é absolutamente (r, s)-somante se

(i) r−1 ≤ s−1 −
∣∣2−1 − q−1

∣∣, quando s ≤ 2;

(ii) r ≥ q∗s
2 , quando q ≤ 2 ≤ s;

(iii) r = s, quando 2 ≤ q < s;
(iv) r ≥ q, quando 2 ≤ s < q;
(v) r > s, quando 2 < q = s <∞;
(vi) r =∞ , quando q = s =∞.

O próximo resultado será demonstrado usando a teoria do Caṕıtulo 2 e o teorema anterior.

Teorema 3.2.2 (Botelho–Pellegrino) Seja n ≥ 2. Então,
(a) L (nl1; l2) = Πn

q;1,...,1,q (nl1; l2) para qualquer q ≥ 2.
(b) L (nl1; lq) = Πn

q;1,...,1,r (nl1; lq) para qualquer 2 ≤ r ≤ q.
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Demonstração. (a) Pelo Teorema de Grothendieck, sabemos que

L (l1; l2) = Π1 (l1; l2)

e, pelo Teorema de Inclusão, temos Π1 (l1; l2) ⊂ Πq (l1; l2) . Logo,

L (l1; l2) = Πq (l1; l2) .

Como lq (l2) tem cotipo 2 (veja o Teorema 1.2.7), então lq (l2) tem cotipo q ≥ 2 e, pelo Teorema
2.3.1, obtemos

L (l1; lq (l2)) = Πq;1 (l1; lq (l2)) .

Assim, usando o Teorema 2.2.2 obtemos o resultado.

(b) Pelo Teorema 3.2.1 temos

L (l1; lq) = Πq;r (l1; lq) .

Como lq tem cotipo q, usando o Lema 1.2.8 temos

L (l1; lq (lq)) = Πq;1 (l1; lq (lq)) .

Logo, por meio do Teorema 2.2.2 conclúımos que

L (nl1; lq) = Πn
q;1,...,1,r (nl1; lq) .

O teorema abaixo é devido a D. Pérez-Garćıa, em [10] :

Teorema 3.2.3 (Pérez-Garćıa) Se 1 ≤ p ≤ 2, toda aplicação multilinear T : l1×· · ·× l1 →
K é múltiplo p-somante e πp (T ) ≤ K2n−2

G ‖T‖ , onde KG é a constante de Grothendieck.

Usando o resultado anterior, podemos provar o seguinte lema técnico, que nos será útil
para demonstrar o Teorema 3.2.5.

Lema 3.2.4 Se
(
x

(1)
j

)m1

j=1
, ...,

(
x

(n)
j

)mn
j=1

são sequências finitas em l1 e 1 ≤ p ≤ 2, então∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ x(n)

jn

)m1,...,mn

j1,...,jn=1

∥∥∥∥w
p

≤ K2n−2
G

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

...

∥∥∥∥(x(n)
j

)mn
j=1

∥∥∥∥w
p

.

Demonstração. Vamos proceder por indução sobre n. Demonstramos primeiro o caso n = 2.
Denotando por σ a aplicação bilinear canônica de l1× l1 em l1⊗̂πl1 dada por σ (x, y) = x⊗ y,
e tomando o supremo sobre todos ϕ ∈ Bl1⊗̂πl1 , temos

∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ x(2)

j2

)m1,m2

j1,j2=1

∥∥∥∥w
p

= sup
ϕ

(
m1,m2∑
j1,j2=1

∣∣∣ϕ(x(1)
j1
⊗ x(2)

j2

)∣∣∣p) 1
p

(3.1)

= sup
ϕ

(
m1,m2∑
j1,j2=1

∣∣∣ϕ ◦ σ (x(1)
j , x

(2)
j

)∣∣∣p) 1
p

.
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Como ϕ ◦ σ ∈ L
(

2l1
)

temos pelo Teorema 3.2.3, que ϕ ◦ σ é múltiplo p-somante. Assim,

sup
ϕ

(
m1,m2∑
j1,j2=1

∣∣∣ϕ ◦ σ (x(1)
j , x

(2)
j

)∣∣∣p) 1
p

(3.2)

≤ sup
ϕ
πp;p (ϕ ◦ σ)

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(2)
j

)m2

j=1

∥∥∥∥w
p

Teorema 3.2.3
≤ K2

G sup
ϕ
‖ϕ ◦ σ‖

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(2)
j

)m2

j=1

∥∥∥∥w
p

≤ K2
G

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(2)
j

)m2

j=1

∥∥∥∥w
p

.

Vamos agora supor o resultado válido para um certo k e demonstrá-lo para k+1. Suponhamos
então que ∥∥∥∥(x(1)

j1
⊗ · · · ⊗ xkjk

)m1,...,mk

j1,...,jk=1

∥∥∥∥w
p

≤ K2k−2
G

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

...

∥∥∥∥(xkj)mkj=1

∥∥∥∥w
p

.

Como ⊗̂kπl1 é isometricamente isomorfo a l1, temos

∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ xkjk ⊗ x

(k+1)
jk+1

)m1,...,mk+1

j1,...,jk+1=1

∥∥∥∥w
p

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


∈l1︷ ︸︸ ︷(
x

(1)
j1
⊗ · · · ⊗ xkjk

)
⊗ x(k+1)

jk+1


m1,...,mk+1

j1,...,jk+1=1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
w

p

.

De (3.1), (3.2) e da hipótese de indução, temos∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ xkjk ⊗ x

(k+1)
jk+1

)m1,...,mk+1

j1,...,jk+1=1

∥∥∥∥w
p

(3.2)

≤ K2
G

∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ xkjk

)m1,...,mk

j1,...,jk=1

∥∥∥∥w
p

∥∥∥∥(x(k+1)
j

)mk+1

j=1

∥∥∥∥w
p

(3.3)

≤ K2
GK

2k−2
G

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

...

∥∥∥∥(x(k+1)
j

)mk+1

j=1

∥∥∥∥w
p

= K
2(k+1)−2
G

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

...

∥∥∥∥(x(k+1)
j

)mk+1

j=1

∥∥∥∥w
p

.

Teorema 3.2.5 (Botelho–Pellegrino) Sejam r ≥ s ≥ 1 e p = min{s, 2}. Se

L (l1;F ) = Πr;s (l1;F ) ,

então
L (nl1;F ) = Πn

r;p,...,p (nl1;F )

para todo n ∈ N.
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Demonstração. Sejam A ∈ L (nl1;F ) e AL a linearização de A, isto é,

AL ∈ L
(
⊗̂nπl1;F

)
e AL (x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = A (x1, ..., xn) .

Como ⊗̂nπl1 é isometricamente isomorfo a l1 e desde que, por hipótese, L (l1;F ) = Πr;s (l1;F ) ,
então AL é (r; s)-somante e

πr;s (AL) ≤M ‖AL‖ = M ‖A‖ .
Logo,(

m1,...,mn∑
j1,...,jn=1

∥∥∥A(x(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥r) 1
r

=

(
m1,...,mn∑
j1,...,jn=1

∥∥∥AL (x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ x(n)

jn

)∥∥∥r) 1
r

≤ πr,s (AL)

∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ x(n)

jn

)m1,...,mn

j1,...,jn=1

∥∥∥∥w
s

p≤s
≤ πr,s (AL)

∥∥∥∥(x(1)
j1
⊗ · · · ⊗ x(n)

jn

)m1,...,mn

j1,...,jn=1

∥∥∥∥w
p

≤M ‖A‖K2n−2
G

∥∥∥∥(x(1)
j

)m1

j=1

∥∥∥∥w
p

...

∥∥∥∥(x(n)
j

)mn
j=1

∥∥∥∥w
p

,

onde na última desigualdade usamos o Lema 3.2.4.

Corolário 3.2.6 Sejam 1 ≤ p ≤ 2, F um espaço de Banach e r ≥ p. As seguintes afirmações
são equivalentes:

(a) L (l1;F ) = Πr;p (l1;F ) ;
(b) L (nl1;F ) = Πn

r;p (nl1;F ) para todo n ∈ N;
(c) L (nl1;F ) = Πn

r;p (nl1;F ), para algum n ∈ N.

Demonstração. (a)=⇒(b). Nas condições do Teorema 3.2.5, perceba que 1 ≤ p ≤ 2 e r ≥ p.
Por (a) e pelo Teorema 3.2.5, segue que

L (nl1;F ) = Πn
r;p (nl1;F ) , para todo n ∈ N.

(b)=⇒(c) é trivial.
(c)=⇒a) Pela Proposição 2.2.1 é claro que se a igualdade é válida para algum n ∈ N

então é válida para n = 1.

Corolário 3.2.7 Seja 1 ≤ q <∞. Então,

L (nl1; lq) = Πn
r;s (nl1; lq) , se

(a) q < 2, r ≥ q∗ e s = 2, quando 1
q + 1

q∗ = 1, ou
(b) q > 2, r ≥ q e s = 2, ou
(c) q = 2 e 1 ≤ s ≤ r ≤ 2.

Demonstração. Sob as condições do item (a), é fácil ver que r ≥ q∗s
2 com q < 2 = s, isto é,

a condição (ii) do Teorema 3.2.1. Assim, temos L (l1, lq) = Πr;s (l1, lq) e pelo Teorema 3.2.5

L (nl1; lq) = Πn
r;s (nl1; lq) .

Rescrevendo as condições do item (b), temos s < q, r ≥ q, isto é, a condição (iv) do Teorema
3.2.1. Dáı o resultado segue.

Agora, sob c), tomando 1 ≤ s ≤ r ≤ 2, obtemos que r ≥ 2s
2 , então novamente estamos na

condição (ii) do Teorema 3.2.1, e analogamente obtemos o resultado desejado.
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3.3 Resultados de inclusão

Embora a teoria dos operadores múltiplo somantes seja uma importante generalização
dos operadores absolutamente somantes, é interessante lembrar que não existe um teorema
de inclusão geral para esta classe, isto é, se p ≤ q então não podemos afirmar que Πn

p;p ⊂ Πn
q;q,

ao contrário do que ocorre no caso linear.
Pérez-Garćıa [30, pag 98] mostrou que se 2 < q < ∞, existe uma forma bilinear

T : l1× l1 → K que não é múltiplo q-somante (este resultado naturalmente se generaliza para
formas n-lineares com n ≥ 2). Este resultado permite mostrar que não existe um teorema de
inclusão geral nos operadores múltiplo somantes, pois como consequência do Teorema 3.2.3,
temos

L
(

2l1
)

= Π2;2

(
2l1
)

e, se houvesse um teorema de inclusão, tomando 2 < q, obteŕıamos

L
(

2l1
)

= Π2
2;2

(
2l1
)
⊂ Π2

q;q

(
2l1
)
,

chegando a uma contradição.

A seguinte proposição é uma consequência simples dos resultados da seção anterior:

Proposição 3.3.1 Se 2 ≤ r < q. Então,

L (nl1) = Πn
q;r,...,r,q (nl1) .

Demonstração. Como 2 ≤ r < q, o Teorema 3.2.1 garante que

L (l1; lq) = Πq;r (l1; lq)

e, pelo Corolário 2.2.4, temos
L (nl1) = Πn

q;r,...,r,q (nl1) .

Pela proposição anterior e pelos resultados de Pérez-Garćıa mencionados no começo da
seção, temos

L (l1, l1) = Πn
2;2 (nl1)

L (nl1) = Πn
q;q (nl1) , para todo 1 ≤ q ≤ 2

L (nl1) = Πn
q;r,q (nl1) , para todo 2 ≤ r < q

L (nl1, l1) 6= Πn
q;q (nl1) , para todo 2 < q,

o que mostra que a proposição acima é ótima no sentido que se r for substitúıdo por q, a
igualdade não é mais verdadeira.

Antes de apresentar alguns resultados de inclusão para os operadores múltiplo somantes,
destacamos dois lemas que serão úteis nas demonstrações.

51



Lema 3.3.2 Seja
(
a1
i1

)∞
i1=1

, ...,
(
akik
)∞
ik=1
∈ lp, 1 ≤ p <∞, então(

a1
i1 · · · a

k
ik

)∞
i1,...,ik=1

∈ lp.

Demonstração. Vamos considerar o caso k = 2. É claro que

n∑
i1,i2=1

∣∣a1
i1a

2
i2

∣∣p =

(
n∑

i1=1

∣∣a1
i1

∣∣p)( n∑
i2=1

∣∣a2
i2

∣∣p)

e, fazendo n→∞, temos

∞∑
i1,i2=1

∣∣a1
i1a

2
i2

∣∣p =

( ∞∑
i1=1

∣∣a1
i1

∣∣p)( ∞∑
i2=1

∣∣a2
i2

∣∣p) <∞.

O caso n > 2 é similar.

O próximo resultado é de fundamental importância para a demonstração dos resultados
principais desta seção:

Lema 3.3.3 (Arregui–Blasco) [2, Prop. 6] Seja X um espaço de Banach.
(a) Se X tem cotipo 2, então lw1 (X) = l2l

w
2 (X) .

(b) Se X tem cotipo q > 2, então lw1 (X) = lrl
w
r′ (X) para todo r > q.

O seguinte resultado está intimamente relacionado com o Teorema 1.2.11:

Teorema 3.3.4 Se E1, ..., En tem cotipo 2, então

Πn
2 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F ) .

Demonstração. Sejam A ∈ Πn
2 (E1, ..., En;F ) e

(
xjij

)∞
ij=1
∈ lw1 (Ej), j = 1, ..., n. Como Ej

tem cotipo 2 então, pelo Lema 3.3.3, temos

lw1 (Ej) = l2l
w
2 (Ej)

para cada j = 1, ..., n. Logo, tomando
(
ajij

)∞
ij=1
∈ l2 e

(
yjij

)∞
ij=1
∈ lw2 (Ej), temos

(
xjij

)∞
ij=1

=
(
ajijy

j
ij

)∞
ij=1
∈ l2lw2 (Ej)

e (
A
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
A
(
a1
i1y

1
i1 , ..., a

n
iny

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

))∞
i1,...,in=1

.
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Usando a Desigualdade de Hölder obtemos

∞∑
i1,...,in=1

∥∥a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

)∥∥
≤

 ∞∑
i1,...,in=1

∣∣a1
i1 · · · a

n
in

∣∣2 1
2
 ∞∑
i1,...,in=1

∥∥A (y1
i1 , ..., y

n
in

)∥∥2

 1
2

e usando o Lema 3.3.2 segue que (
a1
i1 · · · a

n
in

)∞
i1,...,in=1

∈ l2.

Como A ∈ Πn
2 (E1, ..., En;F ), conclúımos que

∞∑
i1,...,in=1

∥∥a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

)∥∥ <∞.
Logo, (

A
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

∈ l1 (F )

e assim segue que A ∈ Πn
1 (E1, ..., En;F ) .

• Uma consequência do Teorema 1.2.11 é que se X tem cotipo 2, então Πp (E;F ) =
Πr (E;F ) para todo 1 ≤ p ≤ r ≤ 2, pois basta observar a seguinte cadeia de inclusões:

Π1 (E;F ) ⊂ Πp (E;F ) ⊂ Πr (E;F ) ⊂ Π2 (E;F )
(1.2.11)
⊂ Π1 (E;F ) ⊂ Πp (E;F ) ⊂ Πr (E;F ) .

Para operadores múltiplo somantes, temos um resultado similar, exceto, talvez, para o
caso r = 2, como veremos no Teorema 3.3.6.

Antes de fazer a demonstração, vamos enunciar um teorema apresentado por Pérez-Garćıa
em [30, pag 59], o que garante parte deste resultado, cuja demonstração vai além dos objetivos
desse texto.

Teorema 3.3.5 (Pérez-Garćıa) Sejam 1 ≤ p ≤ q < 2 e E1, ..., En, F espaços de Banach.
Se A ∈ Πn

p (E1, ..., En;F ) então A ∈ Πn
q (E1, ..., En;F ) .

O próximo resultado, provado independentemente em [9, 7, 36], complementa o resultado
de Pérez-Garćıa.

Teorema 3.3.6 (Pérez-Garćıa, Botelho–Pellegrino, Popa) Se E1, ..., En têm cotipo 2
então

Πn
p (E1, ..., En;F ) = Πn

r (E1, ..., En;F )

para todo 1 ≤ p ≤ r < 2.
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Demonstração. Vejamos que

Πn
p (E1, ..., En;F ) ⊃ Πn

r (E1, ..., En;F ) .

A outra inclusão já é conhecida. É suficiente provar o resultado para p = 1.

Sejam A ∈ Πn
r (E1, ..., En;F ) e

(
xjij

)∞
ij=1

∈ lw1 (Ej), j = 1, ..., n. Como Ej tem cotipo 2,

Ej tambem tem cotipo q com r′ > q > 2, (pois, como r < 2 então r′ > 2). Logo, usando o
Lema 3.3.3, temos

lw1 (Ej) = lr′ l
w
r (Ej) , j = 1, ..., n,

donde (
xjij

)∞
ij=1

=
(
ajijy

j
ij

)
∈ lr′ lwr (Ej) .

Assim, trabalhando como no teorema anterior, temos(
A
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

∈ l1 (F )

e
A ∈ Πn

1 (E1, ..., En;F ) .

Logo, Πn
r (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F ) .

Corolário 3.3.7 Se E1, ..., En têm cotipo 2 então

Πn
2 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

p (E1, ..., En;F )

para todo 1 ≤ p < 2.

Demonstração. Pelo Teorema 3.3.4 , temos

Πn
2 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F )

e pelo Teorema 3.3.6 sabemos que, para 1 ≤ p < 2, vale

Πn
1 (E1, ..., En;F ) = Πn

p (E1, ..., En;F ) .

Logo,
Πn

2 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn
p (E1, ..., En;F ) ,

para todo 1 ≤ p ≤ 2.

Até agora, estivemos trabalhando com espaços de Banach no domı́nio cujo cotipo é 2. O
seguinte teorema mostra um resultado de coincidência quando é o contradomı́nio que tem
cotipo 2. Para apresentá-lo, precisaremos do seguinte teorema:

Teorema 3.3.8 (Pérez-Garćıa) ([30, Theorem 4.18]) Se 1 ≤ p ≤ q ≤ 2, F tem cotipo 2 e
A ∈ Πn

p (E1, ..., En;F ), então A ∈ Πn
q (E1, ..., En;F ) .

Teorema 3.3.9 Se E1, ..., En e F têm cotipo 2 então

Πn
p (E1, ..., En;F ) = Πn

r (E1, ..., En;F ) ,

para todo 1 ≤ p ≤ r ≤ 2.
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Demonstração. Se r = 2, como E1, ..., En têm cotipo 2, sabemos, pelo corolário anterior,
que

Πn
2 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

p (E1, ..., En;F )

quando 1 ≤ p ≤ 2. Como F tem cotipo 2 o resultado anterior garante que

Πn
p (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

2 (E1, ..., En;F ) .

Logo,
Πn
p (E1, ..., En;F ) = Πn

2 (E1, ..., En;F ) .

Se r < 2, temos o teorema 3.3.6

Sabemos que qualquer espaço de Banach tem cotipo q ≥ 2; nos resultados anteriores temos
trabalhado só com espaços de Banach cujo cotipo é exatamente 2. Nos seguintes resultados
vamos mostrar o que acontece quando o cotipo nos espaços de Banach envolvidos finito e
maior que 2.

Reescrevendo o item (b) do Teorema 1.2.11, temos

• Se X tem cotipo 2 < q <∞, então Πr (X;Y ) = Π1 (X;Y ) para todo 1 < r < q
q−1 .

Assim, podemos deduzir que se X tem cotipo 2 < q <∞, tem-se que

Πr (X;Y ) = Πs (X;Y )

para todo 1 ≤ s ≤ r < q
q−1 , pois Πs (X;Y ) = Π1 (X;Y ). Vejamos que este resultado se pode

generalizar para o caso multilinear:

Teorema 3.3.10 (Botelho–Pellegrino, Popa) Se E1, .., En têm cotipo q > 2 então

Πn
s (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F )

para todo 1 ≤ s < q
q−1 = q′.

Demonstração. Sejam A ∈ Πs (E1, ..., En;F ) e
(
xjij

)∞
ij=1
∈ lw1 (Ej), j = 1, ..., n. Como Ej

tem cotipo q > 2, pelo Lema 3.3.3,

lw1 (Ej) = ls′ l
w
s (Ej) ,

pois s′ > q. Então, (
xjij

)∞
ij=1

=
(
ajijy

j
ij

)∞
ij=1

,

para algum
(
ajij

)∞
ij=1
∈ ls′ e

(
yjij

)∞
ij=1
∈ lws (Ej). Logo,

(
A
(
x1
i1 , ..., x

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
A
(
a1
i1y

1
i1 , ..., a

n
iny

n
in

))∞
i1,...,in=1

=
(
a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

))∞
i1,...,in=1

.
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Usando a Desigualdade de Hölder, obtemos

∞∑
i1,...,in=1

∥∥a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

)∥∥
≤

 ∞∑
i1,...,in=1

∣∣a1
i1 · · · a

n
in

∣∣s′ 1
s′
 ∞∑
i1,...,in=1

∥∥A (y1
i1 , ..., y

n
in

)∥∥s 1
s

e usando o Lema 3.3.2, temos (
a1
i1 · · · a

n
in

)∞
i1,....,in=1

∈ ls′ .

Pela hipótese conclúımos que

∞∑
i1,...,in=1

∥∥a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

)∥∥ <∞.
Logo, (

a1
i1 · · · a

n
inA

(
y1
i1 , ..., y

n
in

))∞
i1,...,in=1

∈ l1 (F ) .

Assim, temos A ∈ Πn
1 (E1, ..., En;F ) e, portanto,

Πn
s (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F ) .

Agora segue a generalização do Teorema 1.2.11:

Corolário 3.3.11 Se E1, ..., En têm cotipo q > 2 então

Πn
s (E1, ..., En;F ) = Πn

p (E1, ..., En;F )

para todo 1 ≤ s ≤ p < q
q−1 .

Demonstração. Como q
q−1 < 2, pelo Teorema 3.3.5, temos

Πn
s (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

p (E1, ..., En;F ) e

Πn
1 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

s (E1, ..., En;F )

Usando o teorema anterior, obtemos

Πn
p (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F ) .

Logo, temos a seguinte cadeia de inclusões:

Πn
p (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

1 (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn
s (E1, ..., En;F ) ⊂ Πn

p (E1, ..., En;F ) .

Dáı, conclúımos que
Πn
p (E1, ..., En;F ) = Πn

s (E1, ..., En;F ) .
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