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Resumo

No presente trabalho, estudamos algumas propriedades dos operadores multilineares
multiplo somantes. Fazemos um resumo da teoria com o objetivo de apresentar com detalhes
resultados recentes de coincidéncia, inclusao e resultados envolvendo cotipo.

Palavras-Chave:
Operadores absolutamente somantes, operadores multilineares multiplo somantes,
resultados de coincidéncia, cotipo, resultados de inclusao.
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Abstract

In this work, we present some properties of the class of multiple summing multilinear
operators. We summarize the theory with the aim of showing in details recent results such as
coincidence results, inclusion results and results involving cotype.

Key-Words:
Absolutely summing operators, multiple summing operators, coincidence results, cotype,
inclusion results.
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Introducao

Existe em qualquer espaco de Banach de dimensao infinita uma série incondicionalmente
convergente que mao € absolutamente convergente? Podemos dizer que esta pergunta,
apresentada em 1935 no ”Scotish Book”, deu inicio a teoria dos operadores absolutamente
somantes, pois foi sua demonstracao (dada por A. Dvoretzky e C. A. Rogers em [18]) que
chamou a atencao de Alexander Grothendieck, dando inicio aos primérdios da teoria dos
operadores absolutamente somantes. Grothendieck, mediante dois trabalhos importantes,
[20] onde apresenta uma demonstracao diferente a que foi dada por Dvoretzky e Rogers, e
[21], publicado em 1956, comegou o que hoje é visto como a base da teoria dos operadores
absolutamente somantes. No entanto foi, apenas nos anos 60 que esta classe foi devidamente
introduzida e divulgada, mediante o trabalho de diferentes mateméaticos como Pietsch [35],
Pelczyniski [24, 32] e Lindenstrauss em [24].

J& nos anos 80, Pietsch [33] esboga a teoria multilinear dos operadores absolutamente
somantes. Em 1989, Alencar e Matos [1] introduzem um novo conceito, que chamou a atengao
de vérios autores, procurando outras nogoes que também estendessem a teoria linear para o
contexto nao-linear. Em 2003, D. Pérez-Garcia [30] e M.C. Matos [25], independentemente,
definem os operadores multiplo somantes, que constituem uma classe que mantém, sob certo
sentido, a esséncia da teoria linear. Desde entao, os operadores multiplo somantes tem sido
estudados por diversos autores.

E no contexto dos operadores multiplo somantes que baseamos este trabalho, onde
estudamos propriedades importantes e diferentes resultados de coincidéncia desta teoria, isto é,
quando a classe dos operadores multilineares continuos em certos espagos de Banach coincidem
com a classe dos operadores miltiplo somantes. Estudamos também resultados de inclusao e
conexodes com o conceito de cotipo.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No primeiro capitulo, resumiremos a teoria dos operadores absolutamente somantes e sua
relagdo com o cotipo dos espagos de Banach. Neste capitulo, faremos também um resumo das
diferentes generalizagoes dos operadores absolutamente somantes, apresentadas por diferentes
autores.

No Capitulo 2, introduzimos a definicao dos operadores multiplo somantes e provamos
algumas propriedades desta teoria. Em seguida comecamos a estudar os resultados de
coincidéncia apresentados por D. Pellegrino e G. Botelho em [8] e algumas situagoes envolvendo
o conceito de cotipo.
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No Capitulo 3, focamos nosso estudo nos operadores miiltiplo somantes em espagos (1.
Comegaremos fazendo um breve resumo da teoria do produto tensorial com o objetivo de
estudar os resultados de coincidéncia existentes nos espacos l;. Terminaremos o capitulo
mostrando alguns resultados de inclusao, onde o conceito de cotipo é de fundamental
importancia.

Notagao e Terminologia

e Em todo este texto, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C. Os
espagos vetoriais sempre serao considerados sobre K = R ou C, a menos que se mencione
algo em contrario.

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “fungao”.

e Na maior parte deste texto, F;, F;, X;, Y, ... denotardo espacos de Banach. A norma de
um espaco de Banach (ou normado) X serd denotada por ||-|| ou ||-||y . O simbolo Bx
denotard a bola unitéria fechada {x € X;||z| < 1} de um espaco de Banach X.

e O dual (topoldgico) de um espago de Banach X serd denotado por X'.

e Denotamos por ¢’ o conjugado de que g, isto é, ¢’ = q%.



Capitulo 1

Operadores absolutamente
somantes

Johan Dirichet (1805-1859), matemético alemao, demonstrou que uma sequéncia de
escalares é absolutamente somante precisamente quando é incondicionalmente somante, e
mediante ajustes feitos nesta demonstracao, estendeu-se este resultado para qualquer espago
normado de dimensdo finita. Anos depois, com o nascimento do matemaético polonés Stefan
Banach (1892-1945), surge a seguinte propriedade: um espaco normado é Banach se, e somente
se, toda sequéncia absolutamente soméavel é incondicionalmente somavel.

Nesta direcao, a seguinte questao foi apresentada em 1932 por Banach, em seu livro
” Théorie des opérations linéaires”, assim: ”FExiste em qualquer espaco de Banach de dimensao
infinita uma série incondicionalmente convergente que ndo € absolutamente convergente?”

Esta pergunta foi respondida véarios anos depois por A. Dvoretzky e C. A. Rogers.
Mais precisamente, Dvoretzky e Rogers mostraram em [18] que ”"Séries incondicionalmente
convergentes coincidem com séries absolutamente convergentes se, e somente se, 0 espago
de Banach tem dimensdo finita”. Este resultado chamou entao a atengdo de Alexander
Grothendieck (1928-), que comegou a trabalhar em problemas relacionados, exibindo,
inclusive, outra demonstracao para esse resultado. Assim, mediante diferentes trabalhos
apresentados, Grothendieck, em certo sentido, pode ser considerado como o criador da teoria
dos operadores absolutamente somantes. Entretanto, a nocao de operadores absolutamente
somantes, em sua formulagdo moderna, é devida a A. Pietsch em [35] e a B. Mitiagin e A.
Pelczynski em [26]. Em 1968, um trabalho célebre de A. Pelczynski e Lindestrauss em [24]
tornou a teoria de operadores absolutamente somantes mais popular e mostrou aplicacoes a
teoria dos espacos de Banach.

1.1 Operadores absolutamente somantes

Nesta secao, vamos exibir um breve panorama da teoria dos operadores absolutamente
somantes. Esta é a base da teoria de operadores multilineares multiplo somantes, que sera
estudada nos proximos capitulos.

Definigao 1.1.1 Sejam 1 < p < co e X um espago de Banach. Uma sequéncia (xy),-, em

X ¢ fortemente p-somdvel se (||z,||)rrq € lp.



Denotamos por [, (X) o espago vetorial de todas as sequéncias fortemente p-soméveis em
X. Em [, (X) definimos

(@) nzall, : (Z van\p>

Se p = oo definimos

loo (X) := {(xn)flozl e XNisup ||z, < oo}
n
1(zn)pzillo = sup [lza] -
n
Proposicao 1.1.2 Se 1 < p < oo e X € um espaco de Banach, ( (X)), -]l ) € um espago
de Banach.
Demonstracao. Faremos o caso p < oo.

Seja (xk)zozl uma sequéncia de Cauchy em [, (X); isto é, z
Com isso, dado € > 0, existe N € N tal que

P
1||P ’
—xfb > = ka—xk

k/
n

k— (a;’f,x’g,x’g,) €lp(X).

=

< e.

kK >N = Hﬁ

Logo, para cada n € N, temos

kK > <e

e, portanto, (z ( k ) sao todas sequéncias de Cauchy em X, o que implica que sao convergentes,

k=1
pois X é completo). Digamos que ( Z)k::l convirja para T, e seja = (zp),—;. Vamos
mostrar que z € [, (X). Para cada m natural, temos

1
AN
— ¥ > <e.

k k' >N = <i Hl‘fl
n=1

Fazendo k' — 0o, obtemos

H:Uk—:cH <e (1.1)



Como zN) € 1, (X), obtemos

o0 o0
x:x(N)—(x(N)—x):(xslN)) —<.CL‘£LN)—£L‘¢L> €ly(X),
n=1 n=1
e, de (1.1), temos limy_,oo 2" = 2. m
Em [, (X), as sequéncias (x1,22,,...,2p,0,0,...) serdo identificadas com as sequéncias
finitas (z1,z2,,...,2y). O conjunto formado por essas sequéncias forma um subespago denso
em [, (X). De fato, dados € > 0 e . = (), € I, (X), existe N € N tal que
1
0 P
(3 tar) <e
n=N-+1
Agora, é s6 escolher a sequéncia finita 2’ = (x1,z9,,...,2y), e dai

1
o0 »
o=l 3 o) <

n=N-+1

Definicao 1.1.3 Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach. Uma sequéncia (xn),., em
X € fracamente p-somdvel se (¢ (z,))pq € lp para todo ¢ € X'.

Denotamos por [} (X)) o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-somdveis. Veremos,
a seguir, que uma norma natural em [} (X) é dada por

=

()22 12 = sup (Z |so<xn>|f’> y (1.2)

L,DEBX/ n—=1

Onde Bx denota a bola fechada unitdria em X’

Se p = o0, definimos

@) nzillsow = sup (e (n))nZs o -
pEBy/

Proposicao 1.1.4 (l;" (X), ||||;’) € um espago de Banach para 1 < p < oo e X um espaco
de Banach.

Demonstracao. Antes de mais nada, mostremos que essa norma estd bem definida. Para
isso, usaremos o Teorema do Gréfico Fechado (TGF). Seja x = (x,),~; € I (X); considere a
funcao
w: X' — Ly
u(p) = (¢ (zn))pey -



E claro que u estd bem definida e ¢é linear. Suponha que

{ ng—>(p€X/
u(pr) = 20 € 1y

Vamos mostrar que zg = u(p). Como u(px) — 2o, temos

Jim (o ()2, = 20 = (7)1,

e portanto

lim ¢ (x,) = 2,
k—o0
para todo n natural. Como ¢ — ¢, temos

lim @y, (zn) = p(zn)

k—o0

e, consequentemente,
Zn = ¢(Tn)

para todo n. Logo zp = u(p) e o TGF garante que u é limitado. A limitacao de u garante que

sup (Zuo(:cn)\p)p <.

L/JEBX/ n=1

As propriedades de norma sdo verificadas sem dificuldades. Agora, sé nos resta provar a
completude. Seja (xk)zozl uma sequéncia de Cauchy em /) (X) . Note que, para cada k, temos
zk = (xlf, m’g, xlg, .. ) €ly (X). Como (mk)iozl é uma sequéncia de Cauchy, dado ¢ > 0, existe
N € N tal que

w
kK >N = Hx’tx’fH <e.
p

Com isso, dado ¢ € By, temos

k,k’zNéi)cp (mﬁ—xﬁl>‘p<€p (1.3)

n=1

e, como cada termo dessa série é dominado por P, segue que (para todo n),

/ !
k,k' > N = ‘xﬁ—xﬁ = sup gp(azi—xi)‘ <e.
pEBy/
Portanto, para cada n, (xfl);il é uma sequéncia de Cauchy em X e, consequentemente,

convergente. Denotaremos por z,, o limite de (mfl) pey € Sejax = (), . Vamos mostrar que

T €l (X). De fato, usando o mesmo artificio usado na demonstracao da Proposicao 1.1.2,
fazendo k' — oo em (1.3), obtemos

o
P
/@2N=>Z‘gp(xﬁ—wn)‘ < &P, para todo ¢ € Bxr.
n=1



Isso nos permite concluir que z — zV) € Iy (X). Logo,

xr = (:c—a:(N)> + W) €ly(X).

Além disso,
w
k>N = Hiﬂkfl‘H <&,
P

ou seja, limy_,oo ¥ = . Portanto, Iy (X) é espago de Banach. m

Note que I, (X) C I}/ (X) . De fato, se (xn),—; € I, (X), entdo

[o@)
(@n)oy |l = sup Dl ()
(pEBX/ j=1
1 1
o0 o0 p
< sup [ el P ) = D lalP ] = @)y, -
PEBxr \ j=1 j=1

Veja tambem que se X = K temos facilmente o seguinte resultado:
Proposicao 1.1.5 ) (K) =1, (K) e as normas coincidem.

Demonstragao. Basta lembrar que o dual K é o préprio K. Nesse caso tomando (mj);il e K,
temos

3=

] = swp {Slotr (1.4)
1

p @€ By, j=
o o

=sup [ > lpal"| =D |l | = H(HJJ‘)ELH :

lpl=1\ =1 p

E f4cil ver que, quando temos um operador u linear continuo entre espagos de Banach X
e Y, este leva sequéncias (xy,),- | € I, (X) em sequéncias (uzy,),—; € I, (Y) e, analogamente,
se (zn)pey € I (X) entdo (uxn),—; € I (Y). Em melhores termos, se v : X — Y é um
operador linear limitado entre espagos de Banach, a correspondéncia

(wn)fzozl - (umn);ozl

sempre induz um operador linear limitado @° : I, (X) — [, (Y'), como também um operador
linear limitado 4% : [}/ (X) — [;) (Y) . Em ambos os casos, temos

[a*]l = [l = {lul-



De fato, se 4° : [, (X) = 1, (Y), entao

1
P
@] =~ sup (leuznﬂp) = sup IIUII (ZII%HP) < lull

[ (@n)nzy || <1 (@n)ns ], <
e
lull = sup [luz]l = sup 12° ((wn)nzo)ll, < Nl@°]-
llzll<1 [ (yn)oZy=(,0,0,..)| <1
Logo, ||@°]] = |lu||. Com um raciocinio similar, é ficil mostrar que [|a"] = |ul/. Assim

podemos falar normalmente que u, um operador linear continuo, leva ”forte em forte” e ”fraco
em fraco”. Como [, (X) C Ly (X), entao temos tambem que u, um operador linear continuo,
leva ”forte em fraco”. E "fraco em forte”? Esta questao nos leva entao ao nascimento da
teoria dos operadores absolutamente somantes:

Definigao 1.1.6 (Operador absolutamente somante) Sejam 1 < p,g < o0 eu: X —
Y um operador linear continuo entre espacos de Banach. Dizemos que u € absolutamente
(p; q)-somante (ou simplesmente (p; q)-somante) se existe um operador induzido
i 17 (X) =1 (Y)
(Tn)pey = (uan)

n=1 n=1

Denotamos por Hp,q (X;Y) o conjunto formado por todos os operadores (p; q)-somantes
de X em Y. Quando p = ¢, escrevemos Hp (X;Y) no lugar de Hp’q (X;Y). Quando p = 1,
dizemos simplesmente que o operador é absolutamente somante. O espaco vetorial de todos
os operadores lineares continuos de X em Y serd denotado por £L(X;Y).

E importante perceber que se p < ¢ entao somente o operador nulo pode ser (p; ¢)-somante.
De fato, é claro que podemos supor X # {0}. Como p < ¢, sempre podemos encontrar
(Ak)pey em Iy — . Entdo, para 0 # = € X, (\pz)pZ; € I (X) . Suponhamos que exista u # 0
absolutamente (p; ¢)-somante. Logo, vendo o resultado a seguir, temos que existe K > 0 tal
que

<ZIIU(AM)H”> <K sup (ZI@ ()| )
k=1

pEB

para todo n natural. Assim,

L 1
Ju ) (Zw) <K swp lo(z (Zw) ,
k=1

isto é,
1

lu ()] (Z\Aklp> 1 < K |[|z| <Z!%qu>

Tomando sup, <1, obtemos

1 1
k P n q

Jul (Zw) sx(Zw) ,
k=1 k=1

6



e concluimos que (A;)p; € I, (absurdo).

Portanto, para evitar o caso trivial, neste capitulo vamos sempre supor que p > q.
O préximo resultado caracteriza os operadores absolutamente (p;g)-somantes através de
desigualdades:

Proposicao 1.1.7 Seja u € L(X;Y). Sdo equivalentes:
(1) u € (p; q)-somante;
(17) Eziste K > 0 tal que

(Zuum)up) <K sup
k=1

@pEB ./

(1.5)

3|
7
i M:
S
N
=
=
N——
Q=

pare QUaisSquer ri,...,r, em X en natural;
(131) Existe K > 0 tal que

(EE:HU(l%)Hp)Z)EElf sup ( Iw(xkﬂq> ,
k=1 k=1

pEBy/

Q=

sempre que (xy)p—; € If (X).
Denotamos por mmp 4 (u) o infimo dos K tais que a desigualdade (1.5) continua vdlida. Além
disso, temos mp 4 (u) = ||| .

Demonstragao. (i) = (ii). Suponha que u seja (p;g)-somante. Vamos mostrar que 4 tem
grafico fechado. De fato, suponha que (ajk)iozl convirja para x = (xp),o, em Iy (X) e que
@ (z%) convirja para y = (y,)ro; em I, (Y). Como (z*)
€ > 0, existe N natural tal que

S 00
4y converge para (zn),~, dado

1
o q
q w
k>N = sup Z‘gp(mﬁ—xﬁ :ka—wH <e.
@pEBx/ n=1 q
Assim, obtemos
(o)
k g q
Z‘gp(mn—xn)‘ < ¢ para todo ¢ € Bxr. (1.6)
n=1

Como cada termo da série (1.6) é dominado por €9, segue que

k
Ty — Tp

kzN:‘

= Sup cp(mﬁ—xn>’<€
pEB X/

k

o) /
n)k:l converge para rp €m X. Como u é

para todo n. Logo, para todo n € N, temos que (ac
continuo, segue que
lim uzk = ux, (1.7)
k—o0
para todo n € N. Por outro lado, como (4 (xk));ozl converge para y = (yn)ro, em [, (Y),

existe N’ tal que
k>N = Hﬂxk —yH <e,
P

7



e portanto

! £\ 00
k> N'=|(ux, — (Yn)peq|] <,
n=1 P
ou ainda,
1
[oe) P P
k>N = ZHufo—yn <e.
n=1
Consequentemente,
k>N = Humﬁ —ynl|| < e, para todon € N.
Logo,
lim uzk =y, (1.8)
k—o0

para todo n € N e, de (1.7) e (1.8), temos
UTn = Yn
para todo n € N. Dai,
ur = (uzn)pzy = (Yn)pey = Y-

Como 4 ¢ linear, pelo Teorema do Gréafico Fechado segue que 4 é continuo. Logo, para
. . \n
qualquer sequéncia finita (z;) 7y em X, temos

(Z lu (wk)!p> e @k )r=all, = lla (@r)e=0ll, (1.9)
k=1

1
n 2
< llall [[(zr)pzll; = 12l sup (Z Iw(xk)\q> :

@pEBx/ k—1
Note que de (1.9) temos
Tpq(u) < [|4] -

(74) = (7i7) Suponha que para quaisquer x1,...,x, em X e n € N tenhamos

(Zuumwp)p <K sup (ngo(xk)\q)q.
k=1 k=1

@pEBx/

Seja (wn),—; € Iy (X) . Entao,
1w (2x))izall, = (ZHU Tk Hp> = sup (ZHU(%)!!”)ZD (1.10)
k=1

1
1 . !
<sup |K sup (Z\@ ) ) =K sup sup (Z\w(l‘k)lq>
n

pEBx/ pEBx1 n =1

1
sup (Z\w 1) ) = K (@), )1

(pEBX/



(49i) = (). Segue claramente de (iii) que (u (x,)),2; € I, (Y) sempre que (z,),—, € I (X).
Note que

lalf = sup  fla((zn)p)ll, = sup (Z lu (2n) Hp> (1.11)

)z || <1 H(In el <1

< s Kl =
el

Logo,
o]l < mpq (u). (1.12)

De (1.9) e (1.12) segue que mpq (u) = ||af|. =

A seguir, veremos que 7p 4(-) ¢ uma norma.
Proposigao 1.1.8 (Hpq (X,Y),mpq ()) ¢ um espago vetorial normado.

Demonstragao. Sejam u,v € [[, (X,Y) e A € K. Vamos mostrar que u+ Av satisfaz (1.5).
Pela Proposicao 1.1.7, temos

(Znu(xi)np)p < Tpg (u) sup (Zwi)w)q,
=1 3

(Z\U(xi)|’p>p§7qu Sup (ZW (@3)] > 7
X’ \i=1

i=1

para qualquer escolha de x1, ..., x,,, em X. A Desigualdade de Minkowski nos da

(Zuuw (@ up> (Zuu (@ up> + 1A (erm)np)p (113)

1

< (pg (u) + [A[mpq (v) sup <Z|<P ;) )

906 X’ \i=1
Logou+Av e ], (X,Y).
Sejam u,v € [[, , (X,Y) e A € K. Entao

Tpq (u) >0

Tpe(u) =0 |ju| =0 u=0<u=0.

Além disso,
Tpg (M) = [[Aul] = A [|a] = [A[ mpq (u)

De (1.13), podemos perceber que vale a desigualdade triangular, e dai segue que mp,, é
uma norma. u



Note que, como ), 4 (u) = ||u]| e

I ()il < Nl (w2l

temos

(Z ||U(l’k)||p> "< Tpq (W) Sup <Z !(P(wk)\q) q
k=1 k=1

pEBx/

e, portanto, o infimo 7, 4 (u) é assumido.

Observacao 1.1.9 Note que se u € [, . (X,Y), temos
[ull < mpq (u).

De fato, tomando n =1 em (1.5), temos

[ull = sup [lu(z)[ < sup mpq(u) sup |p(z)] <mpg(u) sup [zl =mpq (u) .
]| <1 =<1 pEBx/ [lzl|<1

A seguir enunciamos alguns resultados classicos da teoria de operadores absolutamente
somantes. Para mais detalhes, sugerimos [16, Cap 1 e 2].

Teorema 1.1.10 (Grothendieck) Todo operador linear continuo de 1y em Iy é
absolutamente somante e m1 1 (T) < Kq ||T|| para cada T € L (11,12).

O Teorema de Grothendieck é fortemente baseado em uma desigualdade, conhecida como
Desigualdade de Grothendieck, onde aparece a constante K¢ (hoje conhecida como constante
de Grothendieck). O valor exato de K nao é conhecido, nem no caso real e nem tampouco
no caso complexo. O proximo resultado é essencialmente uma reciproca do Teorema de
Grothendieck:

Teorema 1.1.11 (Lindenstrauss-Pelczynski) Se E e F sao espagos de Banach de
dimensao infinita, E tem base de Schauder incondicional e [[, (E; F) = L(E; F') entio E =13
e F ¢ um espaco de Hilbert.

Teorema 1.1.12 (Teorema da Dominacao de Pietsch) Sejam 1 <p< o eu: E — F
um operador linear continuo entre espacos de Banach. Entdo u € absolutamente p-somante
se, e somente se, existirem uma constante C e uma medida de probabilidade de Borel p de
Bpgx+, com a topologia fraca estrela, tais que

i< ([ P @)’

para todo x € E.

Como consequéncia imediata do Teorema da Dominacao de Pietsch temos o seguinte
resultado:

Teorema 1.1.13 (Teorema de Inclusao) Se 1l <p < g < o entdo

I, <1,

10



Entretanto um resultado mais geral é valido. Faremos sua demonstracao, pois, embora
seja trabalhosa, é apenas uma aplicagdo da Desigualdade de Holder.

Teorema 1.1.14 (Teorema de Inclusao generalizado) Sejam X e Y espacos de
Banach. Suponha que 1 < q; < pj < oo (j =1,2) satisfazem

a1 < q2

p<pr (1.14)
1 <1 _

a pL— a2 P2’

Entao,
X;Y) C XY
L., v ell,, (6n)

e, para cada u € [] X;Y), temos mp, g, (1) < g0 (0) .

P1,q1 (

Demonstragao. Se g1 = ¢2 = ¢, entao [[, ,(X;Y) C[[,, ,(X;Y). Isso é claro, pois nesse
caso Iy, (Y) C lp,(Y).

Se g1 < g2 entdao p1 < po. De fato, quando ¢ < ¢o, temos

111 1
———>———>0

b1 D2 q1 q2

Sejam 1 < ¢,p < oo dados por

1 1 1 1 1 1
q q1 92 P P11 P2
Sejam u € Hm,cn (X;Y) e x1,...,z, em X, com n € N. Entao, para
Ae = |luzg|[P2P (1 < k <n),
temos

p1
o Qo7 = [|u (7277 )

p1
= (Mgl [72/7) ™ = ffuagl| P22 P = sy |2

Como u ¢é (p1; q1)-somante, entao

1 1 1
p1

(ZNWMW) =(2]WMWHW> SﬂmmW)wp<X)fW@wW>
k=1 k=1 k=1

pEBx/

e, como
L1,
T Te b
q1 q1

11



pela Desigualdade de Holder para os conjugados L e 2, segue que

q1 q’
1 1 1
(zuuxkum) o () (ZA2> sup< wm?)
k=1 k=1 peBxr \—1

= mprar () [(Ak)i g 1(@r)i= Il -

Como p < ¢, segue que

n oy
Z [uzy|[” < Tprqr (w)
k=1

= Tp1,q1 (u) (

Ak

%
w
)iy

ST

- I

Huwk|m> 1) k= llg, -

k=1
1 _ 1 _ 1
Como 2 = obtemos
1
n P2
w
(Z Huwka) < T (W) (@)= g, -
k=1
Logo, u € sz,qQ (X5Y) € Tpy g (u) < T gy (u). ™

Teorema 1.1.15 (Teorema da Composic¢ao de Pietsch) Se p,q € (1,00) e r € [1,00)

~ . 1 _1 1 ~
sao tais que = » + 7 entao

Hq © Hp C H'r"
1.2 O cotipo e os operadores absolutamente somantes

O cotipo de um espago de Banach tem um papel central na teoria de operadores lineares
absolutamente somantes. A seguir, definimos cotipo e mostramos algumas de suas principais
propriedades elementares.

As fungdes de Rademacher sdo dadas por

mn: [0,1] — R, neN
Ty, (t) == sign (sin2"7t) .

Se0<ng <ng<---<ngepi,..pr > 0 sdo inteiros, entao

1 .
1, se cada p; é par
PU(E) - oorBE () dt =3 o
/0 i (£) i () { 0, caso contrario.

A propriedade acima garante, em particular, que as fungoes de Rademacher sdo ortogonais.
Para mais detalhes veja [16]

Para entender um pouco o comportamento das fungdes Rademacher, apresentamos o
seguinte grafico

12



Figura 1.1: Fungoes Rademacher

Definicao 1.2.1 (Cotipo) Seja 2 < q < co. Um espago de Banach X tem cotipo q se existir
uma constante C' > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1,...,xn, € X,

n q L
(Dmnq) <c(f
1

n q

Quando ¢ = oo substituimos < E kaHq> por max ||zj]|. O infimo das constantes C, é

<js<n
k=1

1
2 2
dt

> () my

k=1

denotado por Cj (X).

Os seguintes resultados estabelecem algumas propriedades béasicas do conceito de cotipo,
assim como o (menor) cotipo de alguns espagos de sequéncias cldssicos e dos espagos de Hilbert.

Proposicao 1.2.2 Seja X um espaco de Banach.
(a) Se X tem cotipo q, entao X tem cotipo q¢' para todo ¢’ > q.
(b) Se X é um espago de Hilbert, entao X tem cotipo 2.
Demonstragao. (a) Seja ¢ > q e x1,...,x, € X. Pela monotonicidade das normas em I,

temos que
1
al

n 7\ a n %
(£ heut)" = (£ 1)

k=1 k=1
Como X tem cotipo q, temos que

1 1 1

n N\ n q
(£ 1) < (£ 1) < |
k=1 k=1 ,

para algum C > 0. Logo, X tem cotipo ¢ .
(b) Como X € um espaco de Hilbert e x1,...,x, € X, entdo sabemos que

N

n

Tk (t) T,
k=1

dt

2
ZTk (t) Tk = <Z7“k (t) T, Zrk (t) $k>
j=1 k=1

k=1

13



Entao

k=1

I
M=
i M=

n 3 1
Assim, sabemos que existe C > 0, tal que (ZH&%\F) < /
k=1 0

Entao X tem cotipo 2. m

O cotipo dos espagos [, é precisamente max {p, 2}, isto é,
min {r; I, tem cotipo r} = max {p, 2} .

A seguir, mostramos este resultado para o caso 1 < p < 2, mas primeiro enunciamos uma
desigualdade usada na demonstracao a seguir.

Lema 1.2.3 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < oo, existem constantes Ay
e B, tais que, para toda sequéncia (ay),., em la, temos

1 1 1

oo 3 1] o0 p ? 00 3

A, (Zmﬁ) g(o > anra (t) dt) < B, <Zyan|2> .
n=1 n=1 n=1

Proposicao 1.2.4 Se 1 < p <2, entao [, tem cotipo 2.

ﬁi gkz

k=1

(t)

Demonstracao. Para cada k =1,...,n vamos denotar xj = (&H)fil € lp. Entao,
1
P >p

f L) = ([ (E]Eroal)w) = (£
(1.16)

Z Tk (t) fk,i
Como (&) € lp, com 1 < p <2, entdo (§ki);oq € l2, assim podemos usar a Desigualdade
de Kinchin. Logo, existe § > 0 que satisfaz

6P ( Zn: \5k,i|2)
=1

2

n P

E:rk €k1

k=1

</

14



Logo

[un

p

(5 <,é|&w"2)2)” (24

n

Yok (t) &y

k=1

' )i i

Por outro lado

(zzl(zm) >=(§( ) - (Zh0smil,)” s

1
£ p

. ([ (S1ar) )
(£ (B - (B ),

Logo, de (1.17) e (1.18) temos
2 2
dt> |
b

(1) = (bf

O préximo teorema serd muito 1til nas demonstracoes dos resultados principais deste
trabalho. Mas, antes de apresentd-lo, precisaremos das seguintes desigualdades. A
Desigualdade de Minkowski e a Desigualdade de Kahane, o leitor interessado pode encontrar
sua demonstracao em [38] e [16] respectivamente.

=

Y

o0
\z (e,
=1

h

=

n

Zrk L

k=1

Logo 1, tem cotipo 2. m

Lema 1.2.5 (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam (X, A, u)e (Y, B, v)
espacos de medida sigma-finitos. Seu: X XY — R é A x B-mensurdvel entdao

(f (Lru<x,y>|u<dy>>pu<dz) <[ ([ wewpe dx)> ).

para todo p € [1,00), com a igualdade vdlida para p = 1.

Lema 1.2.6 (Desigualdade de Kahane) Se X ¢é um espag¢o de Banach e 0 < p,q < oo,
entdo existe uma constante Ky, > 0 para a qual
P\
dt> ,

1] ¢ N\ 1|
Z’I"k (t) Tk dt S Kp’q / Zrk (t) T
0 k=1 0 k=1

quaisquer que sejam as escolhas do numero finito de vetores x1, ..., xn, € X.

15



Teorema 1.2.7 Sejam 2 < g < o el <r <q.

cotipo q.

Demonstracao. Sejam f, ...

[/

7fn GLT(/J/vX

r T
dt) < KZ,T
LT(AU'aX)

> k() f

k=1

donde

Usando novamente a Desigualdade de Kahane,

[\

n

DTk

k=1

(t) fr (w)
X

2
: dt)
Ly (11,X)

1

< Ko (Q/ (0/ S e (8) fi (w

0 que mostra que

N

Como X tem cotipo ¢, temos

<Z\|fk HX>2

Substituindo em (1.19), segue que

corx (/

2
1

Se X tem cotipo q entdo, Ly (1, X) tem

). Usando a Desigualdade de Kahane, temos

1
2 2

dt) |
Ly (p1,X)

> ok (t) fr (W)

(1.19)

[l
S e

dp (w)

2
X

2 2
dt> |

(w)

1
T

2
dt >
) o K2r TQCT
Ly (p1,X)

16
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e, usando a Desigualdade de Minkowski, o Lema 1.2.5, e considerando que g <1, temos

1
1 T

r £
- T

/ (Z e ||X> " dye(w)

3
Q3

v

/ 1 i () dpe (a0)
Q

Q=

(; ||fk‘|qr(u,x)>

Logo

Q=

Zﬁc (t) fi

k=1

2 P
dt > (Z ‘fk”%r(u,x)>

L”'(/'sz) k=1

1
K2T 7’20 /
0

Entao, L, (u, X) tem cotipo q. ®

No seguinte lema queremos resaltar os items ii) e iv) os quais serdao usados nos capitulos
2e 3.

Lema 1.2.8 Sejam X e Y espacos de Banach.
(i) Para qualquer n natural e qualquer escolha finita de vetores x1,...,x, € X a sequinte
desigualdade é vdlida.

sup Zr] z;|| < sup Z]gp xj)|

y
o<t<1 |12 peX: H =l

g

(1t) Se X tem cotipo 2 < g < oo entao toda sequéncia I (X) C lq(X). Mais precisamente,
a fungao identidade I : X — X € (q;1)-somante e

mg1 (1) < Cg (X))
(iii) Se o operador identidade de X € (q;1)-somante entao
M) (X,Y) = £ (X,Y).
(iv) Se 'Y tem cotipo 2 < q < oo entdo

i) (X,Y) = L(X,Y).

g1 (w) < Cq (YV) [Jufl
para todo uw € L(X,Y).

17



Demonstragao. (i) Sejam n € N e z1,...,z, € X. Pelo Teorema de Hahn-Banach, temos

2or 0| = sw o> (r; (1))
i=1 =

pEeBx,

-z n et

p€eBx,

< sup D[ ()]l (x))]
%BXZJ )

< sup ) o (;
2 Z )

e, consequentemente,

n

sup er (t) z;|| < sup Z]gp zj)|

0<t<1 j=1 QOEBX
(ii) Sabemos, por hip6tese, que para qualquer escolha finita de vetores x1, ...
C > 0 tal que
n . L n 2\
Slal | <o []Xn @) d
j=1 0 j=1
1 n 2 3
<C / sup er (t) x| dt
0<t<1 ||
7=1
2\ 2

e portanto o operador identidade é (¢; 1)-somante.
Sabemos que Cy (X) = inf{C; C satisfaz (1.20)}; entao

n ‘ n ‘ .
ST = (D lel?) <)@
j=1 j=1
Como o operador I é (g;1)-somante, segue entao que

g1 (1) < Cg (X).

18
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(#ii) Como o operador identidade é (g; 1)-somante temos, pela Proposigao 1.1.7,

n n
Dol <m (D) sup Yo ()]
j=1 veBx: =1

para quaisquer z1,...,x, € X en € N. Assim, para u € £ (X,Y), temos

q

n q

>l

j=1

IN

n
> lull ;)
j=1

n
lall { D M5
j=1
n
< ull g (1) sup > [ ()]
QOGB)(, i=1

Logo, u € 41y (X,Y) e, portanto,
gy (X,Y) = L(X,Y).
Além disso,

g1 (u) < lull mg (1)
< lull Cq (X) .

(iv) Se Y tem cotipo 2 < ¢ < oo, por (i7) temos que a I : Y — Y é (¢; 1)-somante; logo se
ue L(X,Y), temos

Q=
Q

>l )l ZHI Dl
j=1

(47) w
< Gy () ey
= sup lo (ux;
qu 2
) sup S ( i) @)
e 13 lul

< ull Cg (Y Sup ZIU) )|

= Jlull €4 (¥) H(acnj:lHl .
Logo u € Il(g) (X,Y), isto é,
H(q;l) (X7Y) oL (Xa Y) )
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e portanto
H(q;l) (X, Y)=L(X,)Y).

Além disso, é claro que
1 (u) < [Jul| Cq (V) .

Observagao 1.2.9 Da definicdo de cotipo, seque que se 'Y € subespaco de X e X tem cotipo
q, entao Y tem cotipo q e Cy(Y) < Cy(X). Em particular, se X tem cotipo q, entdo
Cy(X) < Cyq(lr (X)), sempre que r < q. De fato, como r < q, sabemos pelo Teorema
1.2.7 que I, (X) tem cotipo q. Além disso, sabemos que X € isometricamente isomorfo a um
subespaco de I, (X) . Portanto,

Cy (X) < Cq (Ir (X)) -

Os préximos dois resultados ilustram resultados de coincidéncia envolvendo cotipo:

Teorema 1.2.10 (Dubinsky, Pelczynski, Rosenthal, Maurey) (/16, pag. 223])Sejam
Y um espaco de Banach com cotipo q e K um espaco de Hausdorff compacto.
(a) Se ¢ =2 entao

(b) Se 2 < q < oo entdo
M, (C(K);Y) =1L (C(K);Y) = L (C(K); Y)
para todo p < g < 1 < 00.

Teorema 1.2.11 (/16, Coroldrio 11.16])Sejam X eY espagos de Banach.

(a) Se X tem cotipo 2 entdo Ily (X;Y) =11 (X;Y).
(b) Se X tem cotipo 2 < q < oo, entdo II, (X;Y) =111 (X;Y) para todo 1 <r < ¢.
(c) Se X eY tém cotipo 2 entio 11, (X;Y) =111 (X;Y) para todo 1 < r < oc.

1.3 Aplicacoes multilineares entre espagos de Banach

Antes de comecarmos a trabalhar com os operadores multilineares multiplo somantes,
vamos fazer um pequeno resumo que envolve algumas propriedades sobre linearidade e
continuidade em aplicagoes multilineares.

Definicao 1.3.1 Sejam n € N, F4,...,E,, I espacos vetoriais sobre K. Dizemos que uma
aplicagao A : E1 X +-+ X By, — Fé n—linear (multilinear) se é linear em cada varidvel. Isto
6, A: By x---x E, > F ¢én-linear se para todos x1 € E1,....,x, € E, ei =1,...,n, 08
operadores

Yy }_>A(x17“'7xi717y7$i+1’“"71"71)

A

L1y i 15T 1oy Tp)

sao lineares.
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Se FEi,..., E, sao espagos normados sobre K, entao F; X --- X E, é tambem um espaco
normado considerando qualquer uma das normas naturais

ol = ma il s,

1
loll, = (a1l + -zl )" (1< p < 00)

com x = (T1,...,2p) € B1 X -+ X Ep.

O seguinte teorema mostra varias equivaléncias sobre a continuidade de uma aplicacao
multilinear.

Teorema 1.3.2 Seja n € N. Se FEi,...,E,,F sao espacos normados sobre K e A
Ei x -+ x E, = F € uma aplicagcdo multilinear, entdo sao equivalentes

(a) A € continua;

(b) A é continua na origem;

(c) Existe uma constante M > 0 tal que

[A@@ 1, s )| < M|z ] [l

para qualquer (1, ...,x,) € B X -+ X Ey;
(d) A é uniformemente continua sobre subconjuntos limitados;
(e) A ¢é limitada em toda bola de raio finito;

(f) A € limitada em alguma bola.

Para cada n € N, denotamos o conjunto de todas as aplicagoes multilineares continuas de
Ey X -+ x E, em F por L(E1,..., E,; F) e a aplicagao

Il : L(E1,....,EBq; F) — R
A sup{||Az|[;z € By X --- X Ep, ||z, <1}

¢ uma norma em L(Ej,...,E,; F).O espaco vetorial formado por todas as aplicagoes
multilineares (ndo necessariamente continuas) de E; X --- x E, em F ¢é denotado por
L(Ey,....,En; F).

Observacao 1.3.3 Geralmente, quando Ey,...,E, , F sao espagcos normados sobre K ndo
podemos afirmar que uma aplicagao A : 1 X --- X By, — F € continua porque € continua em
cada varidvel, ao contrdario da linearidade. Para afirmar isto, € preciso que E1,..., E, sejam
espacos de Banach e F um espaco vetorial normado, meste caso temos entdo que A
Fi1 x---x E, - F € continua se e somente se € continua em cada varidvel .

Os seguintes teoremas serao uteis no presente trabalho:
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Teorema 1.3.4 (Teorema do Grafico Fechado para Aplicagoes Multilineares)
Sejam Ex, ..., By, F' espagos de Banach e A : Ey X -+ X E, — F uma aplicagao multilinear
de grdfico fechado, isto €, se xi =) paraj =1,...n e A (a:,lc,,ﬂ;) — y implica que

y=A4 (:Bl, ,:c”) Entdo A € continua.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Banach-Steinhaus para Aplicagoes Multilineares)
Sejam Ej,...,E, espagcos de Banach, F um espaco wvetorial normado e (Ap)._; C
L(En,...,E,; F) tal que para cada z; € E; a sequéncia (Ap (21,...,2y)) e € convergente.
Se

A(xy,.yxp) = W}gnoo A (21, .0y )

entao A € L(E1,...,En; F).

Corolério 1.3.6 Sen € N e F € um espaco de Banach, entio L(E1, ..., En; F) € um espago
de Banach para quaisquer espac¢os normados F1, ..., E,.

Para mais referéncias, sugerimos [4, 5, 19, 27].

1.4 Generalizagoes multilineares dos operadores
absolutamente somantes

A classe dos operadores absolutamente somantes admite varias generalizacoes para o contexto
multilinear. A seguir, listamos algumas dessas generalizagoes.

Definicao 1.4.1 (Operadores multilineares dominados) Se p > 1, wum operador
multilinear T € L(Ei,..,Ey; F) € dito p-dominado (T € Lg,(E1,...,En; F)) se

(T (ac;, ,x?))j; €le (F) quando (xé“)j; €ly ().

Os operadores multilineares dominados tem sua origem com A. Pietsch, na década de
80, e o termo “dominados” (aparentemente cunhado por M.C. Matos, alguns anos depois) é
motivado pelo seguinte teorema de dominacao:

Teorema 1.4.2 (Teorema de Dominacao de Pietsch) Um operador multilinear T €
L(Ey,...,En; F) € p-dominado se, e somente se, existem uma constante C > 0 e medidas
de probabilidade pj nas o-dlgebras de Borel de BEJ’., 7 =1,...,n, munidas com as topologia
fracas estrela, tais que

n v
7 @1l <CTT | [ ol dute)
j=1 \’ Be;
para todo v; € Ej e j=1,...,n.

O seguinte resultado mostra que a classe dos operadores multilineares dominados, sob
certo sentido, é muito restritiva:
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Teorema 1.4.3 (Jarchow, Palazuelos, Pérez-Garcia, Villanueva, 2007) (/23/) Para
todon >3, p > 1 e qualquer espago de Banach de dimensao infinita E, existe T € L ("E;K)
que ndao € p-dominado.

Um conceito parecido é a nocao de operadores multilineares semi-integrais, introduzidos
por R. Alencar e M.C. Matos em 1989 (veja também [11]):

Definigao 1.4.4 (Operadores multilineares semi-integrais) Se p > 1, um operador
multilinear T € L (En, ..., Ep; F) € p-semi-integral (T' € Lg;p (E1, ..., En; F)) se existe C > 0
tal que

(Sraear) <o e Elalee )

(@1,--,pn)EBR; XX Bp; j=1
para todo m € N, xé ceF coml=1,...n,ej=1,....m.
Nao é dificil mostrar que Lg;p (E1, ..., En; F) C Lapp (E1, ..., Ep; F). De fato, se T €
Lsip (En, ..., Ey; F) entao

- 1 P z O 1 p z
> HT (xj, ,x’;)H <C sup ‘(pl (ac]) e (:n?)‘
j=1 wi1€Bp;,l=1,...,nj=1

1
n

(i’f o <x§>!"p)
7j=1

o0
<C  sup (Z |1 (z})\m’>
SDZEBElHl:l»---yn 7j=1

w
@D, - @,

Como a classe dos operadores p-dominados é um tanto restritiva, a inclusao acima nos faz
crer que a classe dos operadores semi-integrais também compartilha a mesma caracteristica.

:o‘

w
np

Assim como os operadores multilineares dominados, os operadores semi-integrais também
tém um teorema de dominacao (veja [1, 11]):

Teorema 1.4.5 T € L(Ey,...,E,; F) é p-semi-integral se, e somente se, existem C > 0 e
uma medida de probabilidade v na o-dlgebra de Borel B (BE’1 X oo X BE;l) de BEi X---xBg,
munida com o produto das topologias fracas estrela o (El’, El), l=1,...,n, tais que

D

1T (21, oy ) || < © (/ o1 (1) - on () P dps (901,---,s0n))
BE’1><"'><BE,’”

No mesmo artigo em que é introduzido o conceito de operadores semi-integrais, Alencar e
Matos tambem introduzem o conceito de operadores multilineares absolutamente somantes,
embora este conceito tenha sido esbocado por Pietsch anos antes.
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Definigao 1.4.6 (Operadores multilineares absolutamente somantes) Um operador
multilinear T : By x --- X E, — F € absolutamente p-somante (T € Lqsp (En, ..., En; F))
se existir uma constante C' > 0 tal que

w
p

(S el ) < |

para todo m € N, e xil, ezl € E;.

Esta classe foi explorada por diversos autores (veja, por exemplo, [1, 7, 29, 37]), mas,
em certo sentido, se afasta bastante da esséncia do conceito linear. Por exemplo, esta classe
é muito ampla no sentido em que admite resultados de coincidéncia sem o andlogo linear;

tem-se, por exemplo, que
£as,l (nlh F) =L (nllv F)

para todo n > 2 e para todo F. Mas isto nao é verdade para o caso n = 1.
Em 2003, V. Dimant [17] introduz mais uma generalizacdo multilinear do conceito de
operador absolutamente somante:

Definigao 1.4.7 (Operadores multilineares fortemente somantes) Se p > 1, T €
L(E1,....,En; F) € fortemente p-somante (T € Lgs)p (E1, ..., En; F)) se existe uma constante
C >0 tal que

(Erresmr) <o(,m  Elewmr)

$E€BL(E,,....EnK)J=1
para todo m € N, xé ceF coml=1,...n,ej=1,..,m.

A classe dos operadores fortemente somantes apresenta vérias caracteristicas similares ao
ideal de operadores absolutamente somantes, tais como um teorema do tipo Grothendieck,
um teorema de dominacao e um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers. Para mais detalhes,
sugerimos que o leitor veja [17]

Ainda em 2003, foram introduzidos os operadores multiplo somantes, que serao discutidos
e investigados nos préximos capitulos.
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Capitulo 2

Operadores multilineares multiplo
somantes

Em 2003 Pérez-Garcia [30] e M.C. Matos [25], de forma independente, apresentaram uma nova
abordagem multilinear para os operadores absolutamente somantes, (os operadores multiplo
somantes). Esta nova classe de operadores passou a ser intensamente explorada e, desde entao,
¢é considerada como uma das extensoes mais fiéis ao espirito linear.

2.1 Definicoes e propriedades basicas

Defini¢ao 2.1.1 (Operador multiplo somante) Sejam 1 < p; < g < o0, 1 < j < n.
Uma aplicagao multilinear T € L(Ex, ..., En; F) é maltiplo (q;p1, ..., pn)-somante se existe
uma constante C > 0 tal que

1

mi,...Mnp, /a n - w

1 n q k ’
> T (a3l <c[] (xj)j:1 (2.1)
j1,---,jn:1 k=1 Pk
A . 5\
para cada escolha de sequéncias (:L@) em Ej.
i;=1

Se T € L(Fy,..,E,;F) é multiplo (¢;p1,..., pn)-somante, escrevemos T €

g pn (B, Eny F), onde Ty, (B4, ..., Ep; F) denota a classe de tais operadores. O
infimo dos C' que satisfazem (2.1) é representado por mg.p, .. p, (T').

Se p1 = ... = p, = p dizemos que T é multiplo (g;p)-somante, e escrevemos T €
5., (Ex, ..., En; F); se By = ...E, = E, escrevemos simplesmente Iy, ("E; F),ese FF =K
escrevemos IIg., . (E1,..., Ey). Assim, as seguintes notagoes ficam 6bvias:

g, ("E; F); 15 (B, e By T ("E); 11, ("E); T (B, .., En).
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E f4cil ver que o conjunto Uy, pn (B1, ooy En; F') é um subespago de L(Ef1, ..., En; F).
Com efeito, se 71,15 € g, ., (E1, vy En; F) e a € K, temos
1
M, M q
Z HTl—‘rCMTQ (x}l,... Hq
jlw--»jn
1
mi,...,Mn q
= 22 I (ynmg,) +0Ta (25,025, ) ||
jlv”’»jn
1 1
mi,...,Mn q M1,y.neyMp q
1 q 1 q
< > ImGg e )) +{ D lleTe (2, a3,)|
j17...7j7l j17"'7jn
(2.1) n mg w n mg w
k k
2 a1 et @
k=1 Pk k=1 Pk
n w
mg
-T2
k=1 Pk
Logo, Ty + aTy € 11y, (E1, ..., Ep; F).
Proposicao 2.1.2 myy, . p, € uma norma em I, (E1, ..., Ep; F).
. m.
Demonstragao. Sejam <a:gj)ij; CEj,com1<j<neTell, . (E,.. E;F). Se
Tgpr,...on(I') = 0, entao
mi,...Mn l/q
> TG <0,
Jiseenjn=1

para quaisquer myq, ...m, ¢ dai segue facilmente que T' = 0. Por outro lado, se T é o operador
nulo, é claro que gy, , . p,(T) =0.
Vejamos agora que mg.p, .. p, (1) = |a| Tgp, ... p. (T') para todo a € K. De fato,

mM1,...Mp 1/q mM1,... My, 1/q
1 q _ 1 k a
Z HaT (:Ujl,...,:r?n)H = Z HT (a:jl,...,xjk,...,am?n)H
j17"’7jn:1 jlv"'?jn:
n—1 w
m w
< T n(T) (H (), ) [
P j=1 i=lp,
k=1 Dk
n w
AN
< 1ol Typrveean O] || (5)
k=1 I= pk
Logo,
Tgipr,epn (@) <[t Tgpy,. o (T) (2.2)
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Por outro lado,

m 1/q 1/q
1y---Mn mi,...Mn
( )3 >aT<x;la.--,x;a>uq) ( > T(w;ﬂ-..,wmq)
Jlseesjn=1 J1yeesn=1
e
mi,...Mn, 1/(1 n mi w
S o ()] < DT ()™
J1yeensin=1 k=1 J= Iy,
Logo,
mi,..Mp 1/a 1 n my ||¥
ST @) e @D ()
G1yjn=1 @ k=1 = lpy,
Entao, .
Tgsp1yenes pn(T)gmﬂq;pl ..... pa (1) (2.3)
e, portanto, de (2.2) e (2.3), obtemos
Tgip1seepn (1) = [0 Tgipy ... p,, (T).
Resta-nos provar a desigualdade triangular. Note que se 11,72 € I, (Eyy..., Eny F),
entao
mi Mn l/q
> ®+T) (a3,
Il Jn=1
T 1/q
= Z HTI (m.%l’ ’x.?n) + T2 (x;-l7 ’x?n)Hq
J1seeyJn=1
mi,...Mp /g M1,... My, 1/q
<( > |T1(;c;1,...,x;?n)|’1) +< 2. T2(x}p---vw§2)}q)
J1seejn=1 J1seesJn=1
n L\ w
< e (1) + T @D T || ()
k=1 I= lpy,

e, finalmente, temos

Tg;p1,....pn (Th +T3) < Tg;p1,...,pn (Th) + Tg;p1,...,pn (T3).
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em vez de

1
mi,...Mp, /a
1 n q
> T (e )l
j17"'7j7L:1
Neste caso, estamos tomando m como sendo o maximo dos my, ..., m,. Veja que esta mudanca

nao afeta em sentido algum a condicdo de um operador ser multiplo somante. Desde que,

mi,...Mnp l/q mi mo M 1/f1
RN EACTRS] L) I 9 DI S CAE SR 2.4
J1yeejn=1 J1=1j2=1 jp=1
E se tomarmos m = my = max (m1, ..., my), para algum k € {1,...,n}, temos
2T g ) = 2T (g af )T ) D T (2B )|
Jji=1 7i=1 Ji=m;+1
para qualquer i # k. Como
1
mi q
S el )] =0
Ji=m;+1
entao
1 1
m q m; q
DT (i )] = | D27 g2l )
Logo, em (2.4), obtemos
my o, 1/q e my, 1/q
ZZ HT(m}l,...,a:?n)Hq = ZZ HT(Q;}I,...,x?n)Hq
Ji=1 jn=1 Jji1=1 jn=1
m 1/q
= 2 TGl
F1yeenin=1

Em termos mais precisos, a Defini¢ao 2.1.1 pode ser reescrita com um unico m ao invés de

mi,...,MMg.

Como vimos nos operadores absolutamente somantes, podemos trabalhar com sequéncias
tanto finitas como infinitas. A seguinte propriedade nos mostra que acontece 0 mesmo com

os operadores multiplo somantes:

Proposigao 2.1.3 Sejam 1 < p1,....pn < ¢ < 00 e T € L(E,..

afirmacdes sdo equivalentes:
(i) T é maltiplo (q;p1, ..., Pn)-somante.

wEn F).  As seguintes
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- o0
(it) Para cada escolha de sequéncias (xgj)i'_l €ly (Ej), temos

(T (2}, 2)); . €lg(N;F).

117 i) )i ,ein

Nesse caso, o operador multilinear associado

N
Ty (Er) x - x 1y (En) — 1g (N F)

dado por
A
T (@) ()L,) = (T (h a0

€ continuo e

. o0
Demonstragao. (i) = (ii) Se (:vj- ) L€ I (Ej), temos
ij=

o 7 m 7
Z HT (:Uill,...,x?n)Hq = sup Z HT (x%l,...,x?n)Hq
i1yensin ™ \1,in
n ) m w
< T(gipr,pn) (T') SUD H <$g].>i__1
Mmoo\ j=1 77" p;
n . 00 w
= T(gsp1ipn) (1) H (xgj)ijzl | =oe
j=1 pj

A
Para provarmos que (ii1) = (i) é preciso notar que o operador T, como foi definido, é
continuo. Seja (Tm),,ey Clp, (E1) X -+ x 1) (Ep), com

1 o0 2 S
() = (@) iy (@) oy oo (@i )i, )
e
T =2 € 1Y (By) % - x 1Y (By),
onde

= (o) @)y ()5, )

Suponhamos ainda que
2. m—r0o0

T (zm) — z€lg(NY),

com 2 = (Ziyy ey Ziy, )i

itorin=1 .Verifiquemos que

~

T (x) = z,

isto 6, que o operador T’ tem grafico fechado e, portanto, ¢ continuo. (Veja o Teorema 1.3.4)
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m—0o0 N . . ,
Como x,, — x, temos a convergéncia coordenada a coordenada, isto é,
N o0 . o0
J ) m—r0o0 < J ) w
T . — |z el (E;
( m,t; ij=1 2 ij=1 Dj ( J)a
. . . ] o
para cada j € {1,...,n}. Assim, para cada j temos que, como (QSJ 5) converge para
=1

. (o]
(:c?) L dado € > 0, existe N natural tal que
1=

).
J

(e}
. S\ |Pj . w
> Jo gl ) — g — g ,
k=N = (p:lgp/ Z ’4,0 (xk,lj xlj me X Hpj <€
E]. i;=1
Com isso, obtemos
oo
Z ‘90 (ﬁj . — ] )‘pj < €Pi para todo ¢ € Bpr. (2.5)
kyij 15 b
ij=1

Como cada termo da série (2.5) é dominado por €Pi, segue que

Jj o .J _ J o _ T
k>N = Hx,“ﬂ Tisl|y = SUP |® (xmj a:zjﬂ <e
J QDEBE/_
J
para todo 7. Logo,
i m—0o0 g )
T, — T € Ej,

para cada j € {1,...,n}, para todo i; € N e assim

(Tpaiys Ty g wees Tt )mj>oo (i, 22, al) € By x -+ x B, (2.6)

m,i19 *m,i) m,in 319 Vig? in
para todo i1, ...,7, € N". Pela continuidade de T' temos
1 2 n m—00 1,2 n
T (a:mm,xm’iz, ,xmln) — T (mil,xiz, ,mln) eF

para todo i1, ..., 7, € N®. Como

(i) ooy oo (@)oo ) € 0 (Ba) - X 0 (B),

temos, para cada i1, ..., iy,

Logo,
n}gnoof’ ((miml) o (Ti)) = ﬂ}iinooT (w}n’il,x%my e T )
=T (SB%I,QT?Q, ,m?n) ,

para todo i1, ...,%, € N?. Mas, por hipdtese, temos

T m—0o0

T (xm) = (Zigy e Ziy)

o0
014 esin=1"
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Logo, para todo € > 0, existe N € N, tal que se m > N, tem-se

T ((x%n,i1)::1 , (x?n’h)iojzl ey (x%,in)zzl) — (Ziy s oees Zin)iof,...,inZIHQ <€

e assim, se m > N, temos

[N IR RS i IR

ou ainda
oo

Z HT ($71n7i1’ "'7x?n,in) - <2i17 7Z1n)‘}q <€l

i1yeyin=1
Logo, para cada i1, ..., %, € N, obtemos
1 n
|T (Topsiys s Tomin) — (Zins <o Ziy)|| < €, sempre que m > N,
e finalmente

: 1
W}gnooT Ty s T ) = (Zigs oos i) 5

para cada i1, ..., 1, € N™. Assim, pela unicidade do limite, temos

(Ziys oo 2iy) =T (:cl x? ,xfn) , para todo i1, ...,1, € N".

i17 i27
Logo,
. m—o0 o Ll
T (xm) — (T (acill,mi, ,xf‘n))“znzl =T (z)
e
T(x)==z2
Portanto, T é continuo e
1
o0 q
1 q 1 o)
ST )| | = )T
i1 ,eesin

= |7 (@), ) |

i "
7/ i=1

n

[1

=1

T

IN

< 0.
bj

Logo, (T (z},...,a1)) " . €1y (N F), isto é, T é miltiplo (¢;p1, ..., pn) —somante e, além

T) < ||T

IN

T(qipropn)
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Desde que

S 1 )00 oo
Tl = sup » HT (( il)i1:17 7( Zn”)inzl)Hq
(1) || <1
J 'Lj:l »j
1
_ § T( 1 n )00 AN
L T:p w i1 in T i )it
xl <1
( ])ijzl -
< s T I ()
NS (e j=1 1=1lp,
(«1) <1
J ij:l p;
= T(gp1,pn) (1)
temos
T\ < 7 (gipy,pn) (T)
e, por (2.7), concluimos que
T(gsprrepn) (1) = | T

.

E importante mencionar que como no caso dos operadores absolutamente somantes, a
teoria dos operadores multiplo somantes sé faz sentido quando ¢ > p;, para todo 1 < j < n:

Proposicao 2.1.4 Seja q < p; para algum 1 < j <n. SeT €Il . (F1,..., Ep; F), entao,
T € o operador nulo.

Demonstragao. De fato, se ¢ < p;para algum 1 < j < n, entdao podemos encontrar
(041-7.);.>_CL1 em [, —lq. Assim, tomando z; € Ej, com x; # 0, temos (ai].acj)z.o_oi1 € lg; (E;) pois,
p j= p 71—

para todo ¢ € E,

oo pj S pj ) X oo D
> Je (as,2) [ < 3 (el o as)™ = ol eI 3 o[ < oo.

1= i;=1 1=

Logo, segue que
(o)
(aijmj)ijzl € l;;; (E])

n Ep,...,E,; F). Neste caso,

Vamos supor que existe 7' # 0 tal que T' € TIg. ,  (

o 1 q TL ! o] w o w

g HT(a:il,...,aijxj,...,x?n)H <C|]1I (x”) . H(aijxj)._le .
. - =1 =1 K Dj
11 4eeeyin=1 J DI
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Tomando ($l~ )jo = (21,0,...,0,...), para cada 1 <1 <mn, [ # j, temos

/=1

. _—
Z HT(:1:111,...,aijxj,...,:z?n)Hq = <Z HT(xl,...,aij:z:j,...,a:n)Hq)

i yenyin=1 i=1

n o w
<o T @) | e
=1 u=l|lp, bs
I#j
Logo
1
0o q a
|T (21, ..y Ty oy ) | (Z ‘O‘ij} )
1=
a1
n o0 w > pj
<C|TI (%) o (z5)] Z‘aiﬂ‘pj < o0
=1 a=Lllp, ij=1
I#j !
Portanto,

[e's) %
(S o) <o
i;=1

0 que nos leva a uma contradicao. m

Veja que, para cada T € II7 Ey,....,E,; F), quando consideramos o operador

p1,-s pn(
multilinear continuo associado
A
T : l;’l (Ep) x -+ % l;f’n (En) = 1g (N F)

dado por
AN
T () (B2)7) = (T (s al)) Ly

estamos induzindo uma aplicacao

A
. n
0: HQ;plv'”vpn(

Ei,...,E;F) — L" (z;;1 (B1) .., 1% (En)slg (N"; F))
N
T —=T
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, A
E claro que o operador 6 definido acima ¢é linear e isométrico, pois ja sabemos que

T(giprrpn) (L) = HTH e, além disso,
A
0 (T +aTy) = (T + aTy)" ((xz‘ll)le e (w?n)szl)
= (T + oTy) xlll""’x?n))ioi...,in=1
- (Tl (x;,lla ) l’?n) + aT2 (1.2117 ""x?n))?i...,inzl
A GRS ) PN (2 C R ) P
A A
= T3 () s (), ) + 0T (@)oo ()5, )
A A
=T+ aTs

O proximo lema é importante para a demonstracao da proxima proposicao.

Lema 2.1.5 Se T e II" (E1, ..., En; F), entao

@iP1yePn
17N < T(gpr,mopm) (T) -
. o
Demonstragao. Sejam <ng)@‘7:1 €ly (Ej). Como T € 1Ig, . (E1, ..., En; F), entao
1
o 1 SNTAE a i "
> HT (i, 75’%)“ < Tgipy,pn) (1) 11 (%) _
i1 in j=1 G=Llp;
. o0
Vamos tomar (l‘g]) = (24,0,...,0,...), para cada 1 < j < n. Assim
ij=
1
= 1 n q ! q 1 " J o b
2T @ at)7) = U7 @129 < o VT ()™ 29
i1 yenmsin j=1 G=1lp;
Pela escolha feita, temos
. oo w
@) = v lo @)=l
5=tlp; el
Logo, em (2.8) temos, precisamente,
n
HT (331; 7xn)H < T(q;p1,.ee,Pn) (T) Hl ||:L‘]||
J:
Assim, usando a defini¢ao de ||T'||, obtemos
171 < 7 (gipa i) (T) -
[ |
Vejamos agora que o espaco 11y, (E1, ..., Ey; F') com a norma associada m(g.p, . p.) (1)
¢é Banach.
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Proposicao 2.1.6 (117, (E1, ..., Epi F), T(gpy. . pn) (-)) € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (T}),-; uma sequéncia de Cauchy em L (E1,..., En; F). Pelo

Lema 2.1.5 (Tj)4—,, tambem serda de Cauchy em L(E\, ..., E,; F). Portanto, (Ty);—, converge
para T € L(FE1, ..., En; F'). Vamos considerar agora o operador definido acima,

A
0: g, (BB F) = L (" (B, 12 (Bn)3lg (N X -+ X N} F))
T =T
N ~ \ 00
Como 6 é uma isometria (Tk>k . é de Cauchy em L ("1¥ (E1),...,1% (Ey) ;1 (N"; F)) . Sendo
LMY (Br) ...l (Ep);ly (N F)) completo, pois I, (N"; F) ¢ Banach, (veja o Corolario
~ o0
1.3.6) temos que (Tk>k¢: converge para S € L ("l;fl (B1) sy by (En) 5 lg (N7 F)).
Vamos tomar agora a projecao
Pk1 77777 ky - lq (Nn; F) — F
(Zuzj)zolzl 7 2k, k-
Entao,
dim P, (T (20 o (@2)77,)) (2.9)
1\ 00 [e's)
= Py (S (@1)5 o (@) ))) -
E, por outro lado, temos T} oo T, e portanto
. 1 o] 1 ©
klg{)lo (T (2,5 s m?n))h’_._’in:l = (T (z;,, ..., x?n))h,_n’in:l . (2.10)
Entao,
Perstn (T ()50 (@2)501)) = Prvsos (T (s al))2 L (200)

Portanto, de (2.9), (2.10) e (2.11), temos

tim P, (T (@) (@2)7)) = Prava (S (@) 02D )
I

k]‘i_{‘[(;lopkl,n-,kn (Tk (1'111, ...,CIJn ))oo

/741, ,in=1
!
Py (T (5 s ?n));i_,_,in,1 - T (xllsl’ )

Paryooo (S (@)oo (@2)7))) = T (ko2

Entao, temos a igualdade para todo (ki, ..., k,) € N". Logo,
S ()i @L)e) = (T @ho e )T s
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Dai T € L"(I% (E1),....l1% (En);lqg(N*; F)) e, portanto, T € II?
Assim, temos que

;P15 7pn(Elv ceey En; F)

k—oo

T, =¥ Tell, .

(E17 ceey En, F)7

ou seja, (H" By s s F), Tgipr.pn) ()) ¢ um espaco de Banach. m

(I§p1,---7pn(

2.2 Resultados de coincidéncia para operadores miultiplo
somantes

Nesta secao, demonstramos alguns resultados de coincidéncia recentes envolvendo a classe
dos operadores multilineares multiplo somantes. Estes ilustram como muitos resultados da
teoria linear tém andlogos na teoria dos operadores multilineares miltiplo somantes. A
principal fonte de referéncia da presente segao foi o artigo [8].

Um primeiro resultado que faz parte do folclore da teoria ilustra como resultados de
coincidéncia para operadores multiplo somantes “descem” para o caso linear:

Proposicao 2.2.1 Se
L(Ey,...E,; F)=1I (E1,.... By F),

q;P15---Pn
entao
‘C(Eij) = quj(Ej;F)v .] = 17 w1
Demonstragao. Sabemos ja que I, (Ej; F) C L(Ej; F); vejamos que L(Ej;F) C
Hg.p; (Ej; F). Sem perda de generalidade, tomemos j = 1.

Sejam 17 € E(El, F), ' : Ey — F, linear e continua, e as sequéncias
m m
($Z22)1'22=1""’ (x?n) , tal que ( fk)sz = (ax,0,0,...), k € {2,...,n} . Vamos tomar para

cada i € {2,..,n} o Operador v; € E!, ¢; : E; — K linear e continuo, tal que ¢; # 0 e
¢ (a;) = 1. Seja entao

T:Ey X xE,—=F, comT(x1,..,z,) =T (1) p2 (22) ...on (4) .
E claro que T € L(En, ..., En; F) e, pela hipétese, T € Iy, (Fx, ..., En; F'). Entao,

(e ) - (5 7;\}T(11,...,m?n)|’q>é

114yt =1 $1yenesln
( )Tnk w
Liy. ).
k Zkzl

Ha2|| Nlan]l-

<KH

111

-l

Logo,

w

(&) < by

e, pela Proposicao 1.1.7, segue que 11 € gy, (E1; F). m
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Teorema 2.2.2 (Botelho—Pellegrino) Seja p,r € [1,q] e F um espago de Banach. Seja
B (p,q,r, F) a colegao de todos os espagos de Banach E tais que

L(E;F)=1g4y,(E;F)

L(E;lg (F)) =gy (B 1y (F)).
FEntao, para todo n > 2,
L(Bt,. By F) =112, (B4, ..., Bn; F)
sempre que Ey,....,E, € B(p,q,r, F).

Demonstracao. Vamos trabalhar por inducao sobre n. Primeiro provaremos o caso n = 2.
Sejam FE1, Es € B(p,q,r, F). Considere as funcoes identidade

I : L(Ey; F) — My, (Ex F),

IQ : ﬁ(El,lq (F)) — Hqﬂ» (El;lq (F)) .

Como I, I» sao fungoes lineares, continuas, bijetoras entre espacos de Banach, o Teorema da
Aplicagdo Aberta garante que I; e Is sao isomorfismos. Dai, para quaisquer T} € L (Ey; F) e
Ty € L(Ey,l, (F)), existem constantes C1,Cy > 0 tais que

Tgp (T1) < C1||Th]]
T (T2) < Co || T2 - (2.12)

(e o]

Por outro lado, seja A € L(Fj,Eq; F). Dadas duas sequéncias (asjl) € Y (E) e
j=1

o0
(37?) € ly (E2), fixemos m € N e consideremos o operador linear continuo
J=1

Agm) By =1 (F): Agm) (z) = (A (9;:1:9) e A (m,xﬁ?) ,0,...0, ) .

Entao, por hipétese, Agm) é (q;r)-somante e

) (212) .
o (47) 2 ]
Agora, para cada z € Bp,, consideremos o operador linear continuo
Ay i By - F: Ay (y) = A(z,y).

Novamente, usando a hipétese, A, é (g; p)-somante e

(2.12)
Tgp (Az) < Crl|Aoll < Co{[A[|[z]] < Cy[[A]- (2.13)
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Logo,

(EEI ) = (£ er)

<] |6,

r

=(Cy sup ‘Agm) (:E)H ’

z€Bg, <$§1)>;n=1 r

1 w

=z s (E[la (e?)[') "] ()7
[CONS (CH )

COM N CONN e

m
J

2.1
< Cy sup gy (Ay)
:EGBEI

(2.13)
2 e 14 \

Portanto A é multiplo (g¢;r, p)-somante e
Tgrp (A) < C102 || Al
Suponhamos, agora, o resultado certo para n, isto é,
L(Ey, ... By, F) =115, . (E1, ..., Ep; F),

para quaisquer Ei, ..., E, € B (p,q,r; F) e vamos provar para o caso n + 1.
Sejam Ei,....E,+1 € B(p,q,m;F). Como Es,...,E,;1 sao espagos de Banach em
B (p,q,r; F), temos

L (EQ, ...,En+1; F) =1I"

g (B2 oy Bny1; F)
e, analogamente temos que, existe uma constante Cy tal que
Tgr,..mp (L) < C1||T||, para todo T' € L (Es, ..., Eypy1; F) .
Como F; € B (p,q,r; F), existe uma constante Co tal que
g (T) < Co||T||, para todo T € L (E1,1, (F)).

Seja A € L(E1,...,E,y1; F). Como trabalhamos anteriormente, vamos tomar as sequéncias
(o] o0 (o)

(x§1)> e Y (Er), ..., (acgn)) €Y (E,), (xg-nﬂ)) € 1y (Ent1). Fixemos m € N e
j=1 j=1 j=1

consideremos o operador linear continuo

Agm) By = 1 (F) : Agm) (z) = <A (ZL’ 2 ac(.n+1)>m ,0,0, ) .

) JERES) . .
2 Jn+1 J27"'7]n+1
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Entao, Agm) é (q;r)-somante e
o (7)<
Agora, para cada z € Bp,, consideremos a aplicagao n-linear
AY i Ey X - X Epy1 = F 1 AV (29, .., pt1) = A(x, 22, o0, Tpt1)

e, portanto,
L (Ag")) <0 H A

)

[ <cual.

Dai,

Q=

J1=1 Jn+1=1

1
_ (g | (wﬁ-”)Hq)q
< g (Agm)> <x§'l));n=1
=

T

1
=(Cy sup (i f: HAZ’ (xg-i),...,xg-:Ill))“q)q‘

wGBEl J2=1 jJpnp1=1

SRS (1) D)
<z... D VICTSANE o

w

<.

m ||Y
(),

T

< Gy xz%zlwq;r,_.,r,p (A7) (kﬁz (xf);nzl j) H(xgnﬂ)):; : <x§1)>;":1 :U
<cicaan (fi ()7, ) e

e o resultado segue. =

O préximo resultado é uma versao mais precisa do teorema anterior (agora com estimativa
para as normas) para o caso em que os espacos do dominio sao iguais.

Teorema 2.2.3 Sejam p,r € [1,q] e E, F espa¢os de Banach tais que

L(E;F)=14,(E;F)

L(E;lg (F)) = gy (B g (F))

com

mgp (T) < C1||T||, para todo T € L(E; F),
g (T) < Co||T||, para todo T € L(E;l, (F)).
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Entao, para todo n > 2

LOEF) =g, ., ("EF) e

Tgiryrp (A) < CLOF A,
para todo A € L("E; F).

Demonstragao. A primeira parte é resultado do teorema anterior, considerando £ = --- =
FE, = E. Para demonstrar a relacao entre as normas, vamos argumentar por indugao. Vamos
supor o resultado valido para n — 1 e demonstrar para n.

Sejam A € L("E;F) e (ac;-l))?ol el (EL),..., (acgn)fol € Y (E,). Fixemos m € N e
Jj= Jj=
consideremos o operador

Agm) CE' = 1, (F): Agm) (x) = <A (a: 2\ ...,z(n))m 0, > .

Como Agm) é linear e continuo, entao
A e £ (EY1,(F)).
Como E; € B(p,q,r, F), usando a hipétese de indugao, temos
mor (A7) < Co HAWH . (2.14)
Para cada z € Bg,, consideremos a aplica¢ao (n — 1)-linear continua
AT By x o X By = F AV (29, ., 1,) = A2, 29, .00 20) -

Pela hipotese de inducao,

T (AL 1) < C1CY 2 ||AZTY| (2.15)
< CLC3 2 A || (2| .. ||z
<103 |Al.
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Dai,

<) Tgr (A(m)) ‘ (;cgl));”:l j)
ol |E) )

1
= Co sup <j2§:1"'él 4 (2,22, al) Hq) q H <x§1>>; T
L ET

p
()

p
G

w

< (s sup ”q;r,u-mp( z

CBEBEl r

(2.15)
< 010202 N

w w

SCI 2_

G

p
yeXe g V1)

Corolério 2.2.4 Para 1 < r < q, seja B(r,q) a cole¢ao de todos os espagos de Banach E
tais que

L(E;ly) =g, (E;lg) .
FEntao, para todo n > 2,

L(E,...Ey) =11, ..(E1, .. Ep)

quando Ej, ..., E, € B(r,q)

Demonstracao. Pela Proposi¢ao 1.1.5, temos L (E;K) = II,, (E;K) isometricamente e,
assim, podemos usar o Teorema 2.2.2 m

Corolario 2.2.5 Seja 1 <1 < q e seja E um espago de Banach tal que L (E;l,) = g (E;ly)

com
Ty (T) < C|T|

para todo T € L (E;1,). Entao, para todo n > 2,

LOE)=1"__ ("E),e

QTsesTyq

Tg; g (A) < C" 1A, para todo A € L ("E)

HETERY )
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Demonstracao. Sabemos pela Proposigao 1.1.5 que £ (E;K) = Il (£;K) isometricamente.
Assim, tomando T : E — K ¢é um operador linear continuo, temos 7' € I, (E;K) e

Tgq (T) = [IT1 - (2.16)
Agora, pelo corolério, anterior temos

LOE)=11, ,.("E).

Qi3T5

Usando o Teorema 2.2.3 na hipétese 7y (1) < C'||.|| e (2.16) concluimos que

Tgr...mq (A) < C" 1| A|l, para todo A € L ("E).

2.3 Algumas aplicagoes envolvendo cotipo

Nesta segao, destacamos alguns resultados recentes que mostram que, assim como na
teoria linear, a teoria de operadores miltiplo somantes é bastante influenciada pelo conceito
de cotipo.

O proximo resultado foi originalmente demonstrado independentemente por D. Pérez-
Garcia e M.L.V. Souza em suas teses de doutorado, [30, 42]. A préxima demonstragao é
devida a G. Botelho e D. Pellegrino, mas as constantes que encontramos sao ligeiramente
diferentes.

Teorema 2.3.1 [10, Teorema 3.2] Se F tem cotipo q e En,..., B, sdo espagos de Banach
arbitrdarios, entao

L(Ey,....Epy F) =1, (B, ... B F), e
ma1 (A) < Cq (g (F)" 1A,
opara todo A € L (E1,...,En; F) .

Demonstracao. Como F tem cotipo ¢, sabemos, pelo Teorema 1.2.7, que [, (F') tambem
tem cotipo q. Assim, usando o Lema 1.2.8 obtemos

L(Ej F) =14 (B F)

L(Ej;1q(F)) =g (Ej;lq (F)), para j € {1,...,n}.
Logo, pelo Teorema 2.2.2 , concluimos que
L(Ey, ... Ep; F) =115, (B1, .y Ens F)
Agora, usando novamente o Lema 1.2.8 sabemos que

g1 (U)

1 () ||1U||, para todo U € L(E; F),
g1 (V)

< Gy
< Cy iy (F)) |V, para todo V € £ (B3l (F))
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e, pela Observacao 1.2.9, concluimos que
71 (U) < Cy (g (F)) U], para todo U € £ (E; F).
Segue entao do Teorema 2.2.3 a desigualdade desejada. m Como consequéncia dos resultados

anteriores, temos uma demonstracao simples de [10, Teorema 3.1]:

Teorema 2.3.2 ([10, Teorema 3.1]) Se F tem cotipo 2 e K é um espaco de Hausdorff
compacto, entao

L("C(K); F) =135 ("C(K); F)

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.7, sabemos que F' e Iy (F') tém cotipo 2. Usando o item
(a) do Teorema 1.2.10 temos

L(C(K);F) =1l (C(K);F),e
L(C(K);lz (F)) = a2 (C(K); 12 (F)) .
Logo, usando o Teorema 2.2.2 temos

LOC(K); F) =T, (C(K); F).

)

Mediante uma pequena modificagao na demonstragao anterior, obtemos o seguinte
teorema:

Teorema 2.3.3 ([8/)Se F' tem cotipo ¢ >2 er < q, entdo
L("C(K); F) =g, (C(K); F).

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2.7, sabemos que F' e [, (F') tém cotipo ¢. Usando o item
(b) do Teorema 1.2.10 temos

L(C(K); F) =gy (C(K); F), e
L(C(K);ly (F)) = g (C(K); g (F)) -

)

Logo, usando o Teorema 2.2.2 , obtemos

L("C(K); F) =g, (C(K); F) .

g

O préximo resultado é uma reformulagdo (para o contexto de operadores multiplo
somantes), devida a Pérez-Garcia [30, Teorema 5.5, de um resultado classico de H.F.
Bohnenblust e E. Hille [6]:

Teorema 2.3.4 (Teorema de Bohnenblust—Hille) Sejam Ej, ..., E, espac¢os de Banach.

2n

Cada operador multilinear T : E1 X -+ X E, — K ¢ maultiplo (TH’

1) -somante e satisfaz

T2 1) (T) €277 ||T).

n+1’
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Para mais detalhes sobre este teorema veja [13, 14, 15] e, no idioma portugueés, veja [28].

Como 7 < 2 para todo n, o préximo resultado complementa, em certo sentido, o teorema
anterior:

Teorema 2.3.5 (Botelho—Pellegrino) Sejam Ei, ..., E, espacos de Banach arbitrdrios e

q > 2. Entao,

E(El, . ,En) Hg’ 1,14 (El, ,En) , €
1

Ta1,.1q (T) < Cq (1) | T

para todo T € L (E1,...,Ey).

Demonstracao. Sabemos que [, tem cotipo g. Assim, usando o item (iv) do Lema 1.2.8
temos

gy (Bislg) = L(E;, 1) e (2.17)
g1 (V) < Cq (Ig) [[V]]
para todo V' € L (E;;1,) . Logo, por meio do Coroldrio 2.2.4, temos

LBy, By) =10 (Er ey Bn).

Usando (2.16) temos
Tazq (u) < [Jul]

para todo u € L (E;K) e, usando essencialmente o Teorema 2.2.3 e (2.17) obtemos
1
gi1,1q (T) < Cq (1)" 1T

para todo T' € L (Fy,....,E,). =
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Capitulo 3

Operadores multiplo somantes em [
e resultados de inclusao

Os resultados do presente capitulo necessitam de algumas propriedades da teoria de
produtos tensoriais entre espacos de Banach. A préxima secao faz um breve resumo da teoria
de produtos tensoriais, com especial énfase ao produto tensorial de espacos ;.

3.1 Produtos tensoriais em espacos [;

Dados um ntmero n € N e os espacos vetoriais X1, ..., X, seja £ (X1,..., X,,,K), o dual
topoldgico do espaco L (X1, ..., Xp, K), isto é,

L(X1,., X, K) ={¢: L(X1,..., X,,,K) = K ; ¢ é linear e continuo}.

O produto tensorial de Xi,..., X, serd definido a partir de elementos especificos de
L(X1,...,X,,K). Dados 1 € X1, ...,z € X,,, considere

L1 Q- Qxy : ﬁ(Xl,...,Xn,K)—) K

O operador 21 ® - -+ ® x, é linear. De fato, vamos tomar A, B € L (X1,..., X,;,,K) e a € K.

(1@ - @xy) (A+aB) = (A+ aB) (x1,....,xn) = A(z1, ..., xn) + (aB) (T1, ..., Tp)
= A(x1,...,xn) + aB (21, ..., Tp)
= (@1 @ @an) (A) +a(z @ @) (B)

para todo escalar o € K e todas as aplicagoes n-lineares A, B € L (X1, ..., Xp, K).
Definigao 3.1.1 (Produto tensorial) O subespaco vetorial de L (X1, ..., Xn,K)' gerado por
D={r1® - Quy:x1 € X1,..,2 € X}

serd chamado de produto tensorial de X1, ..., X, e serd denotado por X1 ® ---® X,,. Mais
precisamente

X1®...®X :{
J

a; (x{@@x%) ckeNojekK, o] € X;i=1,..,n ejzl,...,k}.
=1
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O produto tensorial permite que aplicacoes multilineares sejam “linearizadas”; o proximo
teorema torna preciso o que queremos dizer por “linearizadas”. Para tanto, necessitamos
definir a aplicacao

on: Xix..xX, —=X19---0X,
(T1, ey ) O (X1, ey Tp) =21 @+ @ Ty

E f4cil ver que a aplicagao o, é linear e continua, isto é, o, € L (X1, ... X;p; X1 ® - @ X,,) .

Teorema 3.1.2 Sejam X1, ..., X, espacos vetoriais sobre o corpo K. Para cada aplica¢do
n—Ulinear A : X1x...xX,, =Y, existe um unico operador linear Ay, : X1®---®X,, =Y, dado
por

A Yde--@a) :ZA<SCi,...,CC7Jl)
j=1 j=1

tal que A = Ap o 0. Mas ainda, a correspondéncia A<Ap € um isomorfismo entre os
espagos vetoriais L (X1, ..., Xn;Y) e L(X1®---® X,;Y). O operador linear Ar, e chamado
de linearizacao da aplicacdo n-linear A.

Por meio do teorema anterior, vemos como podemos associar um operador linear a uma
aplicacao multilinear. Assim, aproveitamos todas as propriedades da Algebra Linear em
aplicagoes multilineares. Embora, esta ferramenta seja muito importante, também é valido
observar que, ao mesmo tempo que simplificamos a aplicagdo (de multilinear para linear),
passamos de um espago vetorial simples no dominio (o produto cartesiano) para um espago
vetorial mais complicado (o produto tensorial).

A menos do isomorfismo descrito no teorema podemos escrever
L(X1, ' XpY)=L(X1®® Xy Y).
Quando Y = K, obtemos algebricamente (nao topologicamente) que
(X1® - ®X,) =L(X1,... X K).

A propriedade do produto tensorial descrita no teorema se chama propriedade universal dos
produtos tensoriais. Além disto, o produto tensorial é o unico espaco vetorial com essa
propriedade.

Tomando agora E1, ..., E, espacos vetoriais normados, a norma que definiremos a seguir
em F1 ® -+ ® F, realiza a linearizacao das aplicacboes multilineares continuas definidas em
FEq1 x---x E,, ou seja, esta norma em F ®---® E, é tal que para todo espago normado F', uma
aplicacao n-linear A : Fy x --- x B, — F é continua se, e somente se, Ay, : 1 ®---Q E, - F
é um operador linear continuo com respeito a essa norma.

Definigao 3.1.3 Sejam FE1, ..., E, espacos vetoriais normados sobre o corpo K. Para cada
tensorr € B1 ® --- ® E,, define-se

7 (z) = inf {]; Hx{” @] e = J;le ®--- ®${L} .
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Proposicao 3.1.4 Sejam FEn, ..., E, espacos vetoriais normados. Entdao, m como foi definida
€ uma norma em F1 ® --- ® E,. Esta norma € conhecida como a norma projetiva. Além
disso,

T(21® - ®@xn) = [[21]] ... |2l

para todos x1 € E1,...,xy, € E,.

O produto tensorial de E1, ..., E,, dotado com a norma 7 serd denotado por F1 Q- QR Ey,

Definigao 3.1.5 O completamento do espaco Ei Q@ .. @ B, serd denotado por
Ei\®r - ®:E,. O espaco de Banach E1Qy---®,E, serd chamado de produto tensorial
projetivo dos espagos vetoriais normados E1, ..., Ey,.

Um resultado bastante 1til para a préxima secao afirma que o produto tensorial de espacos
[1 com a norma projetiva, é isometricamente isomorfo ao {1 (veja [39, Cap 2]).

Teorema 3.1.6 [1Q, - -- Rl € isometricamente isomorfo a ly.

Para mais detalhes, em idioma portugués, sobre a teoria de produtos tensoriais no contexto
da Anélise Funcional, sugerimos [41].

3.2 Operadores multiplo somantes em [,

Assim como na teoria linear, o espaco [; tem um papel de destaque na teoria de operadores
multiplo somantes. Na presente secao, apresentamos alguns resultados de coincidéncia para
operadores multiplo somantes com o dominio sendo um produto cartesiano de espacos [;.

O seguinte teorema, devido a Bennett [3], é um resultado da teoria linear que serd
importante no decorrer da segao.

Teorema 3.2.1 (Bennet) Seja 1l < q,s < oco. Entao todo operador linear continuo de l; em
ly € absolutamente (1, s)-somante se

(i) r7t <s7t— |27l = q_l}, quando s < 2;

(ii) r > %, quando g < 2 < s;

(iii) r = s, quando 2 < q < s;

(iv) r > q, quando 2 < s < q;

(v) r>s, quando 2 < q = s < o0

(vi) r = 00, quando ¢ = s = 0.

O préximo resultado serd demonstrado usando a teoria do Capitulo 2 e o teorema anterior.
Teorema 3.2.2 (Botelho—Pellegrino) Seja n > 2. Entdo,

(a) L(M;le) =y, 4, ("l;l2) para qualquer ¢ > 2.
(b) L("h;l,) = Uiy 1 ("11;1q) para qualquer 2 < r < q.
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Demonstragao. (a) Pelo Teorema de Grothendieck, sabemos que
L(l;la) =1L (s l2)

e, pelo Teorema de Inclusao, temos 11 ({1;12) C II, (11;12) . Logo,
L(l1;l) =11, (I1;12) .

Como 4 (I2) tem cotipo 2 (veja o Teorema 1.2.7), entao [, (I2) tem cotipo ¢ > 2 e, pelo Teorema
2.3.1, obtemos

L(l;1q (l2)) = g (3 1q (I2)) -
Assim, usando o Teorema 2.2.2 obtemos o resultado.

(b) Pelo Teorema 3.2.1 temos
L(l;lg) =gy (I151) -
Como [, tem cotipo ¢, usando o Lema 1.2.8 temos
L (1151 (Ig)) = Mg (i3l (Ig)) -

Logo, por meio do Teorema 2.2.2 concluimos que

L("ilg) =g 1, ("lslg) .-

O teorema abaixo é devido a D. Pérez-Garcia, em [10] :

Teorema 3.2.3 (Pérez-Garcia) Se 1 < p <2, toda aplica¢ao multilinear T : 1y X -+ - X 11 —
K ¢ maltiplo p-somante e m, (T) < K&' |T||, onde K¢ € a constante de Grothendieck.

Usando o resultado anterior, podemos provar o seguinte lema técnico, que nos serd tutil
para demonstrar o Teorema 3.2.5.

m Mn
Lema 3.2.4 Se <x§1)> 4 11 e <$§n)) - sao sequéncias finitas em 11 e 1 < p < 2, entdo
j= j=
M1y, Mp w m w mn w
(@)™ ™ | " <z (o) | )
n ]17_.,7‘771:1 P j:1 P ]:1 p

Demonstracao. Vamos proceder por indugao sobre n. Demonstramos primeiro o caso n = 2.
Denotando por ¢ a aplicacio bilinear canonica de I; x I em l;®,l; dada por o (z,y) =z ®y,
e tomando o supremo sobre todos ¢ € B g ; , temos

1
(1) (2))’”1"”2 v e ( (1) <2>>‘P '
T QX = su T QT 3.1
’ ( 7 72 ) i) a1 ) (pp (jl%_l P\Ty J2 (3.1)
1
mi,m P
= sup 12 ’ poo <x§»1), $§2)) ‘p .
® J1,J2=1
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Como oo € L (2l1) temos pelo Teorema 3.2.3, que ¢ o o é multiplo p-somante

my,ma
sup | >
¥ \J1,Jje=1

ool )

m m
< supmp, (po o) <$§1)> 1 (.%‘5-2)) 2
® J=1ll, J=1ll,
Teorema 3.2.3 my ||* my ||*
€0 e<a K% sup H(p o UH (xgl)) 1 ‘ (x§2)) 2
© J=1lp J=1lp
m w m w
< K¢ <$§~1)> A 1 ‘ <x§2)> A )
=1, J=1l,

. Assim,

(3.2)

Vamos agora supor o resultado valido para um certo k e demonstra-lo para k+1. Suponhamos

entao que
mi,...,M w my || my w
x(,l) R ® :U’?k < [(2]“72 gj(.l) . .rl? .
Jt ) =1 ¢ 7= =1
P P p
Como ®frl1 ¢ isometricamente isomorfo a [;, temos
€l
w
D ... 0k (k+1)\ Mo D e... k (k+1)
(le B O T O T )j17~--,jk+1=1 p - R R
jla"'»j
De (3.1), (3.2) e da hipdtese de indugao, temos
(1) k (/~ﬂ+1))”“""’m’“'1
T, R RT RT,
‘ < a ik Tl ) gy gngr =1 »
(3.2) M., M mpgr ||V
2 (1) k e (k1)) 7FF
< KG (m,]l R ® x]k)jl o=l (.fj )j:l
» »
my ||¥ mpt1 ||
< Kéng_2 2 D)
¢ 7 /=1 J j=1
P P
stz || oy |” (1)) ™ ||
=K, z;) e 4
=1, =1l

Teorema 3.2.5 (Botelho—Pellegrino) Sejam r > s> 1 e p = min{s,2}. Se

entao

para todo n € N.

E(llaF) :Hr;s (ll;F)a

LM F) = Hﬁ;p,...p (nll; F)
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Demonstragao. Sejam A € L ("l;; F) e Ap, a linearizacao de A, isto é,
AL € L(®p1;F) e AL (11 @+ @) = A(21, .00, Tn) -

Como ®.1; é isometricamente isomorfo a [; e desde que, por hipétese, £ (I1; F) = 1, (I1; F) ,
entdo Ay, é (r; s)-somante e

s (AL) < M |[ALll = M || A}

Logo,
mi,...,Mn (1) (TL) T % mi,...,Mn (1) (TL) T %
> A(%’"-v%’n) = X AL(""”J'I@"'@“‘J'”)
J1se-sJn=1 J1seeeyJn=1
mi,..,mn ||¥
< Tr,s (AL) (:Cﬁ) Q- ‘T(:)) . .
J15--5n=1 s
p<s m,..,mp ||¥
< ms(AL) (xﬁ) Q- ® x;:)) o
J1yedn=1[,
w w
<M Al g | ()7 &)
=1, =1y

onde na tdltima desigualdade usamos o Lema 3.2.4. =

Corolario 3.2.6 Sejam 1 < p <2, F um espaco de Banach e r > p. As sequintes afirmacdes
sao equivalentes:

(a) L(Iy; F) =Ty (I3 F) 5

(b) L("; F) =107, ("l1; F') para todo n € N;

(c) LM F) =117, ("11; F), para algum n € N.
Demonstragao. (a)=-(b). Nas condigoes do Teorema 3.2.5, perceba que 1 <p <2er > p.
Por (a) e pelo Teorema 3.2.5, segue que

L (" F) =117, ("l1; F), para todo n € N.
(b)=(c) € trivial.
(¢)J=>a) Pela Proposicao 2.2.1 € claro que se a igualdade é vélida para algum n € N
entao é valida paran=1. =
Corolario 3.2.7 Seja 1 < g < 0o. Entdo,
L (nll; lq) = H?;S (nll; lq) , S€
(a) g<2,7>q" es=2, quando%—i—q%:l, ou

(b)g>2,r>qes=2, ou
(c)g=2el1<s<r<2

Demonstragao. Sob as condigoes do item (a), é facil ver que r > % com q < 2 =s, isto é,
a condigao (ii) do Teorema 3.2.1. Assim, temos L (I1,1;) = I, (I1,(,) e pelo Teorema 3.2.5
L (nll; lq) = H;};s (nh; lq) :

Rescrevendo as condigoes do item (b), temos s < ¢, r > ¢, isto é, a condigao (iv) do Teorema

3.2.1. Dai o resultado segue.

Agora, sob c), tomando 1 < s < r < 2, obtemos que r > 22—5, entao novamente estamos na
condicao (ii) do Teorema 3.2.1, e analogamente obtemos o resultado desejado. m
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3.3 Resultados de inclusao

Embora a teoria dos operadores miultiplo somantes seja uma importante generalizagao
dos operadores absolutamente somantes, é interessante lembrar que nao existe um teorema
de inclusao geral para esta classe, isto €, se p < ¢ entao nao podemos afirmar que II7. , C II7.
ao contrario do que ocorre no caso linear.

Pérez-Garcia [30, pag 98] mostrou que se 2 < g < oo, existe uma forma bilinear
T :1; x 13 — K que nao é multiplo g-somante (este resultado naturalmente se generaliza para
formas n-lineares com n > 2). Este resultado permite mostrar que nao existe um teorema de
inclusao geral nos operadores multiplo somantes, pois como consequéncia do Teorema 3.2.3,
temos

L (*h) =122 (*h)

e, se houvesse um teorema de inclusao, tomando 2 < ¢, obteriamos
£(0) = 1, (%) € 1, (1)

chegando a uma contradicgao.

A seguinte proposi¢ao é uma consequéncia simples dos resultados da se¢do anterior:
Proposicao 3.3.1 Se 2 <r < q. Entao,

L (nll) = H;L;r,...,r,q (nll) .

Demonstragao. Como 2 < r < ¢, o Teorema 3.2.1 garante que
L(l;lg) = g (3 1g)

e, pelo Coroléario 2.2.4, temos

L") =1

;T Tq (nll) .

Pela proposicao anterior e pelos resultados de Pérez-Garcia mencionados no comego da
secao, temos

L(l, L) =135 (")

L (") =11, ("), para todo 1 < g < 2

L") =17, ("), para todo 2 < r < g
) #

Ugirg
L (", 1) # g, ("), para todo 2 < g,

0 que mostra que a proposi¢do acima é Otima no sentido que se r for substituido por ¢, a
igualdade nao é mais verdadeira.

Antes de apresentar alguns resultados de inclusdo para os operadores miltiplo somantes,
destacamos dois lemas que serao tteis nas demonstracoes.
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Lema 3.3.2 Seja (%’11);)10:1 ) s (afk):;l €lp, 1 <p < oo, entao

1 k>
(ail R aik) E lp.

i1 yesip=1
Demonstracao. Vamos considerar o caso k = 2. E claro que
n n n
1 2P _ 1P 2 |P
Z ’ailai2’ - Z }ah‘ Z |ai2‘
i1,i2=1 i1=1 i2=1
e, fazendo n — oo, temos
oo [e.e] o0
1 2P _ 1P 2 |P
Z |ai1ai2{ - Z ‘ah’ Z ‘a%é’ < 00.
i1,i0=1 i1=1 in=1
O caso n > 2 é similar. =

O proximo resultado é de fundamental importancia para a demonstragao dos resultados
principais desta secao:

Lema 3.3.3 (Arregui—Blasco) /2, Prop. 6] Seja X um espago de Banach.
(a) Se X tem cotipo 2, entao I} (X) = I2ly (X).
(b) Se X tem cotipo q > 2, entao 1Y’ (X) = 1,17 (X) para todo r > q.

O seguinte resultado esta intimamente relacionado com o Teorema 1.2.11:

Teorema 3.3.4 Se E1,..., E, tem cotipo 2, entdo

5 By, oo B F) C 11 By, o By F)

. [o¢]
Demonstragao. Sejam A € 11§ (B4, ..., E; F) e (l']- )iv—l el (Ej), j=1,...,n. Como Ej
-

)

tem cotipo 2 entao, pelo Lema &5.5.3, temos
1Y (Ej) = lLaly (Ej)

. (o) . oo
para cada j = 1,...,n. Logo, tomando (afj)_ ! €lge (yfj) € 1y (Ej), temos
1=

J =1

(xj )Oo = (afyi)o: € lly (Ej)

i) ;.= J )
1;=1 1=

(A @i )5, e = (A @Y @ 00)) 5 i
o0

(ad, -+ b, A (Wi ¥5)) i it
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Usando a Desigualdade de Hélder obtemos

Z Ha}l a?nA (yzll”yznn)H
i1yenyin=1
1 1
0o ) 2 0o ) 2
< Z ‘all1 a”?n Z HA (ylll”yZz)H
i1eyin=1 i1 eyin=1
e usando o Lema 3.3.2 segue que
(alll T a?n)ioi...,inzl € lo.
Como A € 113 (B4, ..., Ey; F'), concluimos que
(o]
Z Ha}l eap A (yill, ,y{;) H < 0.
T1yeeyin=1
Logo,
oo
(A @hf))T o €1 (F)

e assim segue que A € II7 (B, ..., Ep; F). m

e Uma consequéncia do Teorema 1.2.11 é que se X tem cotipo 2, entdo II, (E; F) =
II, (E; F) para todo 1 < p <r < 2, pois basta observar a seguinte cadeia de inclusoes:

(1.2.11)
C

1, (E; F) C I, (E; F) C 11, (E; F) C I (E; F) I, (E; F) CII, (E; F) C I, (E; F).

Para operadores multiplo somantes, temos um resultado similar, exceto, talvez, para o
caso r = 2, como veremos no Teorema 3.3.6.

Antes de fazer a demonstracgao, vamos enunciar um teorema apresentado por Pérez-Garcia
em [30, pag 59], o que garante parte deste resultado, cuja demonstragao vai além dos objetivos
desse texto.

Teorema 3.3.5 (Pérez-Garcia) Sejam 1 < p < g <2 e Fy,...,E,, F espa¢os de Banach.
Se A € I (Ex, ..., En; F) entdo A € Iy (Ex, ..., En; F).

O préximo resultado, provado independentemente em [9, 7, 36], complementa o resultado
de Pérez-Garcia.

Teorema 3.3.6 (Pérez-Garcia, Botelho—Pellegrino, Popa) Se Ei,..., E, tém cotipo 2
entao

7 (Ey, ..., By; F) = 117 (B4, ..., En; F)

para todo 1 < p <r < 2.
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Demonstracao. Vejamos que
I (Ex, ..oy En; F) DI (EY, o, By F)

A outra inclusdo ja é conhecida. E suficiente provar o resultado para p = 1.

. (o)
Sejam A € II" (Eq, ..., En; F) e (xfj) , €l (Ej), j=1,..,n. Como Ej tem cotipo 2,
ij=
E; tambem tem cotipo ¢ com 7’ > ¢ > 2, (pois, como r < 2 entao 7’ > 2). Logo, usando o
Lema 3.3.3, temos

lqiv (EJ) = lr/l;“f) (Ej), j = 1, ey N,
donde o o
J (. w (.
(miJ)ij:l - (aijyij) € bl (Ey).

Assim, trabalhando como no teorema anterior, temos

(A(z}, ..., x;?n))jf’“_,in:l el (F)

Aell! (Ey,...Ey F).

Logo, I (Ex, ..., By F) CHY (E1, .., En; F) . m
Corolario 3.3.7 Se E4,..., E, tém cotipo 2 entao

I} (B, . Bs F) C T (B, .., By F)
para todo 1 < p < 2.
Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.4 , temos

HS (Elv cey E’na F) - H’:rll (Eh 7En7 F)
e pelo Teorema 3.5.6 sabemos que, para 1 < p < 2, vale

Iy (B, e En; F) = 1 (B4, . Ens F).

Logo,
115 (Er, ..., En; F) C H;} (Er,y..., By F),

paratodo 1 <p<2. m

Até agora, estivemos trabalhando com espagos de Banach no dominio cujo cotipo é 2. O
seguinte teorema mostra um resultado de coincidéncia quando é o contradominio que tem
cotipo 2. Para apresenta-lo, precisaremos do seguinte teoremas:

Teorema 3.3.8 (Pérez-Garcia) (/30, Theorem 4.18]) Se 1 <p < q <2, F tem cotipo 2 e
Ac HZ (E1, ... By F), entdo A € HZ} (E1, ..., Eq; F).

Teorema 3.3.9 Se E1,...,E, e F' tém cotipo 2 entdo
10 (Er,y ..., By F) =110 (B4, ..., En; F),

para todo 1 <p <r < 2.
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Demonstragao. Se r = 2, como FE1,..., E, tém cotipo 2, sabemos, pelo corolario anterior,
que
113 (E1, oy By F) C T2 (B, .oy By F)

quando 1 < p < 2. Como F' tem cotipo 2 o resultado anterior garante que
I (Ex, .., En; F) CHy (B4, .., Bns F).

Logo,
I (B ey Bp; F) =115 (B4, . By F)

Se r < 2, temos o teorema 3.3.6 W

Sabemos que qualquer espaco de Banach tem cotipo ¢ > 2; nos resultados anteriores temos
trabalhado s6 com espacos de Banach cujo cotipo é exatamente 2. Nos seguintes resultados
vamos mostrar o que acontece quando o cotipo nos espacos de Banach envolvidos finito e
maior que 2.

Reescrevendo o item (b) do Teorema 1.2.11, temos

e Se X tem cotipo 2 < ¢ < oo, entdo I, (X;Y) =1II; (X;Y) para todo 1 < r < qfql.

Assim, podemos deduzir que se X tem cotipo 2 < ¢ < oo, tem-se que

IL (X5Y) = 1L (X;Y)
paratodo 1 < s<r < q_il, pois Il (X;Y) =II; (X;Y). Vejamos que este resultado se pode
generalizar para o caso multilinear:
Teorema 3.3.10 (Botelho—Pellegrino, Popa) Se E, .., E, tém cotipo ¢ > 2 entao
117 (Er, ..., Bn; F) C I} (B4, ..., By F)

para t0d01§s<q%:q’.

. o0
Demonstragao. Sejam A € Ilg (Ey, ..., En; F) e (:cij) ) €Y (E;),j=1,..,n. Como E;
ij=

tem cotipo ¢ > 2, pelo Lema 3.3.3,

I (Ej) = Lol (Ej)

( j o] i (o)
x ) = (a. Y )

15 /. 1595 ) . ’
1/ i=1 7o d=1
o]

pois s’ > ¢q. Entao,

(A @i )5, e = (A0 Yis s @) i
[ee]

= (al-ll ceap A (yi117 g yznn))zlzn:l )
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Usando a Desigualdade de Hélder, obtemos

o0
> llad e ap Ayl i) ||
i1,erin=1
1 1
oo s’ [e’e) s
/
<{ > lah--abf > NAG eI
i1,0rin=1 i1,yensin=1

e usando o Lema 3.3.2, temos

(azl1 T a?n)ji....,inzl € ly.
Pela hipotese concluimos que
oo
> ek ah Al i) || < oo
i1 yeeyin=1

Logo,
1 1 00
(a’il o0 a'?nA (yil’ 7y:1;1))11772n:1 E ll (F) .
Assim, temos A € II} (E1, ..., En; F) e, portanto,

" (Ey,...,En F) CII} (B4, ..., Ep; F).

Agora segue a generalizacao do Teorema 1.2.11:

Corolario 3.3.11 Se Eq, ..., E, tém cotipo q > 2 entdo

g (B, ..., Bn; F) = 15 (Ex, ..., Bns F)
paratod01§5§p<qiil.
Demonstragao. Como q% < 2, pelo Teorema 3.3.5, temos

g (B, ..., Bn; F) C I (B4, . Ens F) e

H? (E17 R D% F) - Hg (Elv R % F)
Usando o teorema anterior, obtemos

I (Er, ., En; F) CHY (B4, ., Ens F).
Logo, temos a seguinte cadeia de inclusoes:

I (B ey Eny F) CIY (B, o By F) C UG (B ey Eny F) C I (B - B F)

Dai, concluimos que
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