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Resumo
Neste trabalho estudamos a equação elíptica semilinear �u + jujp + f (x) = 0 em

Rn, onde n � 3, p > n� (n� 2) e f uma função Hölder contínua. Assumindo alguma
condição de crescimento em f no in�nito, discutiremos a existência de solução clássica.
Além disso, mostraremos um princípio de comparação e como consequência obtemos
resultados de não existência e de unicidade de solução clássica em uma certa classe de
funções. Para obtermos o resultado de existência, usaremos o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder. A não existência e unicidade de solução é obtida usando o método de sub
e supersolução juntamente com estimativas integrais a priori.
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Abstract
In this work we study the semilinear elliptic equation �u + jujp + f (x) = 0 in Rn,

where n � 3, p > n� (n� 2) and f is a Hölder continuous function. Assuming a growth
condition on f at in�nity we discuss the existence of classical solution. Furthermore, we
prove a comparison principle and as a consequence we obtain results of non-existence
and uniqueness of classical solution in a certain class of functions. To get the result of
existence, we use the Schauder Fixed Point Theorem. The non-existence and uniqueness
of solution is obtained by using the method of sub and supersolution with a priori
integral estimates.
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Introdução

O nosso objetivo neste trabalho é obter resultados de existência, não existência e
unicidade de solução clássica para a seguinte equação elíptica semilinear não homogênea:

�u+ jujp + f (x) = 0 em Rn, (1)

onde n � 3, p > n� (n� 2) e f é uma função Hölder contínua não identicamente nula.
Este tipo de equação aparece naturalmente na teoria da probabilidade no estudo de

processos estocásticos. Em particular, a equação (1) surge como teoremas limites no
estudo de movimentos super-Browniano, veja por exemplo Tzong-Yow Lee [12], Guy
Bernard [2] e suas referências.
O problema (1) com f � 0, que é o caso homogêneo, tem sido estudado

extensivamente nos últimos anos, veja por exemplo [9], [10], [11], [12] e [13].
Uma das principais di�culdades no estudo de equações diferencias de�nidas em todo

o Rn é a falta de compacidade.
Baseado no artigo de Guy Bernard [1], estabelecemos existência de solução

assumindo alguma condição de crescimento em f e no potencial Newtoniano wf , ou
seja assumindo que f satisfaz as hipóteses:

1.
R
Rn

jf(y)j
jyjn�2 dy <1;

2. wf (x) � �

(1+jxj)
(2+�)
(p�1)

, 8 x 2 Rn,

onde wf : Rn �! R, é o potencial Newtoniano da função f , � é um parâmetro
pequeno e p; � pertence a algum intervalo. Neste caso, o nosso principal resultado
concernente a existência de solução para (1) é:

Teorema 1 Sejam p > n� (n� 2), com n � 3 e � > 0 satisfazendo (n� 2) � n
p
<

� � (n� 2) p� n. Suponha as seguintes condições no termo não homogêneo f :

1. f 2 C� (Rn) com 0 < � � 1;

2.
R
Rn

jf(y)j
jyjn�2 dy <1;

3. jwf (x)j � �

2(1+jxj)
(2+�)
(p�1)

, 8 x 2 Rn.
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Então, existe �0 > 0 e u 2 C2(Rn) solução de (1) tal que

wf (x) � u (x) � �

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

; 8x 2 Rn

e 0 < � � �0.

A prova deste resultado será obtida usando método de ponto �xo, ou seja, a solução
é obtida aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para a aplicação � : V� �! V�
de�nida por

�u (x) =
1

(n� 2)!n

Z
Rn

ju (y)jp + f (y)

jx� yjn�2
dy,

onde

V� =

8<:u 2 CB (Rn) ; ju (x)j � ��
1 + jxj2

� (2+�)
(p�1)

9=; .
Na segunda parte do nosso trabalho, estabelecemos condições necessárias e su�cientes
para que as soluções de (1) estejam ordenadas em uma certa classe de funções. Mais
precisamente, considerando a classe de funções

S =

8<:u 2 C2 (Rn) ; ju (x)j � �2�
1 + jxj2

� (1+�)
(p�1)

9=; ,
temos o seguinte resultado de comparação:

Teorema 2 Seja p > n� (n� 2), com n � 3. Se u1; u2 2 S são respectivamente
soluções de

�u1 + ju1jp + f1(x) = 0 em Rn

e
�u2 + ju2jp + f2(x) = 0 em Rn,

com f1; f2 2 C(Rn) e f1 � f2 em Rnentão u1 � u2 em Rn.

A principal ferramenta que usaremos na prova do Teorema 2 será o método de sub
e supersolução combinado com estimativas integrais a priori.
Como consequência deste Teorema de Comparação temos o seguinte resultado de

não existência.

Corolário 3 Suponha que p > n� (n� 2), com n � 3. Se f 2 C(Rn) e f < 0, então
a equação (1) não possui solução em S.

Ainda como consequência do Teorema 2, temos o seguinte resultado de unicidade.
Corolário 4 Se p > n� (n� 2), com n � 3 e f 2 C (Rn), então a equação (1)

possui no máximo uma solução em S.
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Este trabalho está dividido em três capítulos como segue: No Capítulo 1,
estabelecemos alguns resultados preliminares referentes a: regularidade do potencial
Newtoniano, grau topológico de Brouwer e o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Estes
resultados serão utilizados nos capítulos subsequentes. No Capítulo 2, apresentamos a
prova do Teorema 1 usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Finalmente, no
Capítulo 3, será apresentada a prova do Teorema 2.
Com o objetivo de tornar os capítulos independentes da introdução, enunciaremos

novamente os resultados principais em cada capítulo.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Neste capítulo iremos abordar de forma sucinta os temas necessários para o
desenvolvimento desta dissertação.

1.1 Potencial Newtoniano

Inicialmente, vamos de�nir a solução fundamental para a equação de Laplace:

�u = 0 em Rn. (1.1)

Vamos encontrar uma solução para a equação (1.1) da forma u(x) = v(r), com
r = jxj = (x21 + :::+ x2n)

1
2 . Para i = 1; :::; n, temos

@r

@xi
=
xi
r
,

uxi = v0(r)
xi
r

e

uxixi = v00(r)
x2i
r2
+ v0(r)

�
1

r
� x2i
r3

�
.

Logo,

�u = v00(r)
nX
i=1

x2i
r2
+ v0(r)

nX
i=1

�
1

r
� x2i
r3

�
= v00(r) + v0(r)

�
n

r
� 1
r

�
.

Consequentemente
�u = 0 em Rn� f0g

se, e somente se,

v00(r) + (n� 1)v
0(r)

r
= 0; r > 0.

1



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Equivalentemente �
v0rn�1

�0
= 0.

Assim,
v0 =

c1
rn�1

e portanto

v (r) =

�
c1 ln r + c2 se n = 2
c1
rn�2 + c2 se n � 3,

onde c1 e c2 são constantes. Escolhendo c1 e c2 constantes adequadas, temos a seguinte
de�nição:

De�nição 1.1.1 A função

�(x� y) = �(jx� yj) =
� 1

2�
ln jx� yj se n = 2
1

n(n�2)!n jx� yj2�n se n � 3

onde !n é a área da esfera unitária em Rn, de�nida para x; y 2 Rn com x 6= y, é a
solução fundamental da equação de Laplace.

De�nição 1.1.2 Dizemos que uma função f : Rn ! R é Hölder contínua se existe
0 < � � 1 tal que

sup
x;y2Rn
x 6=y

jf(x)� f(y)j
jx� yj� <1.

Neste caso, denotaremos o espaço das funções Hölder contínuas por C�(Rn), se
� < 1 e C0;1(Rn) se � = 1. Além disso, denotaremos também

[f ]C�(Rn) = sup
x;y2Rn
x 6=y

jf(x)� f(y)j
jx� yj� .

Em particular

jf(x)� f(y)j � [f ]C�(Rn) jx� yj� , 8 x; y 2 Rn.

De�nição 1.1.3 Dizemos que f é localmente Hölder contínua com expoente �, se f
for uma função Hölder contínua com expoente � em subconjuntos compactos de Rn.

Teorema 1.1.4 Seja 
 � Rn aberto. Então, para todo inteiro k � 0 e para todos
0 < � < � < 1 valem as seguintes imersões:

Ck+1
�


�
,! Ck

�


�

Ck;�
�


�
,! Ck

�


�

Ck;�
�


�
,! Ck;�

�


�
.
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1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Além disso, se 
 é limitado então as duas últimas imersões são compactas.
Demonstração: Ver Teorema 1.31 em [14], pg. 11. �

De�nição 1.1.5 Sejam f : Rn ! R uma função Hölder contínua e n � 3. De�nimos
o potencial Newtoniano de f por:

wf (x) =

Z
Rn
�(x� y)f(y)dy,

ou seja,

wf (x) =
1

n(n� 2)!n

Z
Rn

f(y)

jx� yjn�2
dy. (1.2)

A partir de agora, iremos considerar Cn = 1
n(n�2)!n , com n � 3. Observe que a

partir da De�nição 1.1.1, para x 6= y, temos que

Dxi�(x� y) =
�1
n!n

(xi � yi) jx� yj�n

e

Dxixj�(x� y) =
1

n!n

�
jx� yj2 �ij � n(xi � yj)(xj � yj)

	
jx� yj�n�2 .

Dessa forma, obtemos as seguintes estimativas

jDxi�(x� y)j � 1

n!n
jx� yj1�n; x 6= y (1.3)

e
jDxixj�(x� y)j � 1

!n
jx� yj�n ; x 6= y. (1.4)

O resultado que apresentaremos a seguir é uma versão do Lema 4.1 de [4].

Lema 1.1.6 Sejam f uma função Hölder contínua e
R
Rn

jf(y)j
jyjn�2dy < 1. Então wf 2

C1(Rn) e para cada i = 1; :::; n temos

Dxiwf (x) =

Z
Rn
Dxi�(x� y)f(y)dy, 8 x 2 Rn.

Demonstração: Considere a função

v(x) =

Z
Rn
Dxi�(x� y)f(y)dy.

3



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

A�rmamos que v está bem de�nida. De fato, temos

jv(x)j �
Z
Rn
jDxi�(x� y)j jf(y)j dy.

Por (1.3), obtemos

jv(x)j �
Z
Rn

jf(y)j
n!njx� yjn�1dy.

Logo, usando que f é contínua, temos

jv(x)j � 1

n!n

�Z
jyj�2jxj

jf (x+ y)j
jyjn�1 dy +

Z
jyj>2jxj

jf(x+ y)j
jyjn�1 dy

�
� 1

n!n

�
C1 (x) +

Z
jyj>2jxj

jf(x+ y)j
jyjn�2 jyj dy

�
� 1

n!n

�
C1 (x) + C2 (x)

Z
jyj>2jxj

jf(x+ y)j
jyjn�2 dy

�
. (1.5)

A�rmamos que se jyj � 2 jxj, então 2n�2

jyjn�2 �
3n�2

jx+yjn�2 . De fato,

jyj = jx+ y � xj � jx+ yj � jyj
2
.

Logo,
2n�2

jyjn�2
� 3n�2

jx+ yjn�2
. (1.6)

Assim, de (1.6) e (1.5) temos

jv(x)j � 1

n!n

�
C1 (x) + C2 (x)

Z
jyj>2jxj

jf(x+ y)j
jx+ yjn�2dy

�
� C (x)

Z
Rn

jf(z)j
jzjn�2dz <1,

o que prova a a�rmação. Mostraremos agora que v = Dxiwf . Para isso, �xe � 2 C1(R),
onde 0 � � � 1, 0 � �0 � 2 e

�(t) =

�
0, se t � 1
1, se t � 2.

Seja

w�(x) =

Z
Rn
�(x� y)�(y)f(y)dy,

onde �� = �
�
jx�yj
�

�
. Pelo Teorema 6, pág. 630 de [3], temos que w� 2 C1(Rn). Note

que

v(x)�Dxiw�(x) =

Z
Rn
Dxi�(x� y)f(y)dy �

Z
Rn
Dxi (�(x� y)�) f(y)dy

=

Z
��jx�yj�2�

Dxi f(1� �) �(x� y)g f(y)dy.

4



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Assim,

jv(x)�Dxiw�(x)j �
Z
��jx�yj�2�

jDxi f(1� �) �(x� y)gj jf(y)j dy

�
Z
��jx�yj�2�

jDxi (1� �) �(x� y)j jf(y)j dy

+

Z
��jx�yj�2�

j(1� �)Dxi�(x� y)j jf(y)j dy.

Observe que

�

�
jx� yj
�

�
=

�
0, se jx� yj � �
1, se jx� yj � 2�

e

Dxi�

�
jx� yj
�

�
= �0

�
jx� yj
�

�
(xi � yi)

� jx� yj �
2

�
. (1.7)

Logo,

jv(x)�Dxiw�(x)j � sup
��jx�yj�2�

jf(y)j
Z
��jx�yj�2�

�
jDxi�(x� y)j+ 2

�
j�(x� y)j

�
dy.

Agora, a estimativa (1.3) juntamente com a De�nição 1.1.1, implica

jv(x)�Dxiw�(x)j

� sup
��jx�yj�2�

jf(y)j
Z
��jx�yj�2�

�
1

n!n jx� yjn�1
+

2

�(n� 2)!nn jx� yjn�2
�
dy.

Usando coordenadas polares, temos

jv(x)�Dxiw�(x)j = sup
��jx�yj�2�

jf(y)j
Z 2�

�

�
rn�1

nrn�1
+

2rn�1

�(n� 2)nrn�2

�
dr

= sup
��jx�yj�2�

jf(y)j
Z 2�

�

�
1

n
+

2r

�n(n� 2)

�
dr.

Assim

jv(x)�Dxiw�(x)j � sup
��jx�yj�2�

jf(y)j
�
�

n
+

3�

n (n� 2)

�
.

Logo, w� e Dxiw� convergem uniformemente para wf e v em subconjuntos compactos,
respectivamente quando �! 0. Portanto wf 2 C1(Rn) e v = Dxiwf . �

Lema 1.1.7 Se f é uma função Hölder contínua e
R
Rn

jf(y)j
jyjn�2dy <1. Então o potencial

Newtoniano wf 2 C2(Rn) e
��wf = f em Rn.

5



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Demonstração: Ver Lema 4.2, pg. 55 de [4]. �

Os resultados que apresentaremos a seguir podem ser encontrados em Li-Ni [5].

Lema 1.1.8 Seja f : Rn ! R uma função localmente Hölder contínua com o seguinte
decaimento no in�nito

jf(y)j � C jyjl , (1.8)

onde C > 0, l < �2 são constantes. Se n � 3 e wf é o potencial Newtoniano de f , isto
é,

wf (x) = Cn

Z
Rn

f(y)

jx� yjn�2
dy, (1.9)

então wf está bem de�nido e

jwf (x)j �

8<:
C jxj2�n se l < �n
C jxj2�n ln jxj se l = �n
C jxj2+l se � n < l < �2.

Demonstração: Primeiro, vamos mostrar que wf está bem de�nido. De fato, por
(1.8) existe R > 0 tal que

jf(y)j � C1 jyjl , para jyj > R. (1.10)

Além disso, desde que f é localmente Hölder contínua existe uma constante C1 > 0 tal
que

jf(y)j � C2, para jyj � R. (1.11)

Considere K = maxfC1; C2g. Logo por (1.10) e (1.11), temos que

jf(y)j �
�
K jyjl se jyj > R
K se jyj � R.

Assim, se jyj > R temos

(1 + jyj�l) jf(y)j = jf(y)j+ jf(y)j jyj�l � K jyjl +K � C3, pois l < �2.

Para jyj � R, temos
(1 + jyj�l) jf(y)j � K +R�lK � C4.

Considerando K1 = maxfC3; C4g, obtemos

(1 + jyj�l) jf(y)j � K1, 8 y 2 Rn. (1.12)

Logo

jwf (x)j � Cn

Z
Rn

K1

jx� yjn�2 (1 + jyj�l)
dy.

6



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Note que

jwf (x)j � Cn

Z
jx�yj� jxj

2

Ady + Cn

Z
jxj
2
�jx�yj�2jxj

Ady + Cn

Z
jx�yj�2jxj

Ady (1.13)

= Cn [I1 + I2 + I3] ,

onde A = K1

jx�yjn�2(1+jyj�l) . Agora, vamos estimar I1, I2 e I3:

Estimativa para I1: Seja 
1 =
n
y 2 Rn; jx� yj � jxj

2

o
. Se y 2 
1, temos

jyj � jxj � jy � xj � jxj
2
.

Assim

I1 �
Z

1

K1

jx� yjn�2
�
1 +

�
jxj
2

��l�dy
� C1

jxj�l
Z

1

K1

jx� yjn�2
dy.

Usando coordenadas polares, obtemos

I1 �
C2

jxj�l
Z jxj

2

0

rn�1

rn�2
dr = C3 jxj2+l . (1.14)

Estimativa para I2: Seja 
2 =
n
y 2 Rn; jxj

2
� jy � xj � 2 jxj

o
. Assim,

I2 =

Z

2

K1

jx� yjn�2 (1 + jyj�l)
dy

� 2n�2K1

jxjn�2
Z

2

1

(1 + jyj�l)
dy.

Desde que y 2 
2, temos

jyj � jy � xj+ jxj � 2 jxj+ jxj = 3 jxj .

Logo,

I2 �
C4

jxjn�2
Z
jyj�3jxj

1

(1 + jyj�l)
dy

� C4 jxj2�n
 Z

jyj�1

1

(1 + jyj�l)
dy +

Z
1�jyj�3jxj

1

jyj�l
dy

!
:

7



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Usando coordenadas polares, temos

I2 � K jxj2�n
 
K +K

Z 3jxj

1

rlrn�1dr

!
. (1.15)

Primeiro, suponhamos que n� 1 + l < �1 (n+ l < 0). Neste caso, temosZ 3jxj

1

rlrn�1dr =

 
rl+n

l + n

����3jxj
1

!

= � 1

l + n

 
1� 1

(3 jxj)�(n+l)

!
� � 1

n+ l
= K. (1.16)

Se n� 1 + l = �1, temosZ 3jxj

1

rlrn�1dr =

Z 3jxj

1

1

r
dr = ln (3 jxj) . (1.17)

Finalmente, suponhamos que n� 1 + l > �1 (n+ l > 0). Neste caso, temosZ 3jxj

1

rlrn�1dr =

 
rl+n

l + n

����3jxj
1

!
=
(3 jxj)n+l

n+ l
� 1

n+ l
� K jxjn+l . (1.18)

Assim, por (1.15), (1.16), (1.17) e (1.18), concluímos que

I2 �

8><>:
K jxj2�n , se n� 1 + l < �1
K jxj2�n (K + ln jxj) , se n� 1 + l = �1
K jxj2�n

�
K +K jxjn+l

�
, se n� 1 + l > �1.

(1.19)

Estimativa para I3: Seja 
3 = fy 2 Rn; 2 jxj � jy � xjg. Assim, para y 2 
3,

jy � xj � jyj+ jxj � jyj+ jy � xj
2

,

ou seja,
jy � xj
2

� jyj .

Dessa forma,

I3 �
Z

3

K

jx� yjn�2
�
1 +

�
jx�yj
2

��l�dy
�
Z

3

2�lK

jx� yjn�2 jx� yj�l
dy.
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1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Usando coordenadas polares, obtemos

I3 � C5

Z 1

2jxj

rn�1

rn�2�l
dr = C5

r2+l

2 + l

����1
2jxj
.

Desde que l < �2, encontramos

I3 � C5 jxj2+l . (1.20)

Assim, para jxj su�cientemente grande, o resultado segue das estimativas (1.14), (1.19)
e (1.20). �

Quando f é uma função não negativa, temos a seguinte estimativa:

Lema 1.1.9 Seja f localmente Hölder contínua. Se f � 0 em Rn e f(y) � C jyjl no
in�nito, onde l < �2, C > 0, então wf tem a seguinte limitação no in�nito:

wf (x) �

8<:
C jxj2�n se l < �n
C jxj2�n ln jxj se l = �n
C jxj2+l se � n < l < �2.

Demonstração: Desde que f � 0 temos

wf (x) � Cn

Z

2

f(y)

jx� yjn�2
dy,

onde 
2 =
n
y 2 Rn; jxj

2
� jy � xj � 2 jxj

o
. Escolhamos R su�cientemente grande, tal

que f 6= 0 em BR(0) e f(y) � C jyjl se jyj � R. Assim, para jxj su�cientemente grande,
temos

wf (x) � Cn

�Z

2

f(y)

jx� yjn�2
dy +

Z

2�BR(0)

f(y)

jx� yjn�2
dy

�
.

Desde que
jy � xj � 2 jxj ,

então

wf (x) � Cn
jxj2�n

2n�2

�Z

2

f (y) dy +

Z

2�BR(0)

f(y)dy

�
.

Além dissso, por hipótese, temos que f(y) � C jyjl, para jyj > R e f 6= 0 em BR(0).
Logo usando que f é localmente Hölder contínua obtemos

wf (x) � Cn
jxj2�n

2n�2

�
C (R) +

Z

2�BR(0)

jyjl dy
�
. (1.21)

Agora, observe que

F =

�
y 2 Rn;R � jyj � jxj

2

�
� 
2�BR(0), (1.22)

9



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

De fato, se y 2 F , temos

jy � xj � jxj+ jyj � jxj+ jxj
2
=
3 jxj
2

� 2 jxj .

e

jx� yj � jxj � jyj = jxj
2
.

Logo, y 2 
2�BR(0). Por (1.21) e (1.22), obtemos

wf (x) � Cn jxj2�n
�
C (R) +

Z
F

jyjl dy
�
. (1.23)

Suponhamos que n� 1 + l < �1. Neste caso temos:

wf (x) � C (R) jxj2�n . (1.24)

Usando coordenadas polares, temos

wf (x) � Cn jxj2�n
 
C (R) + C (R)

Z jxj
2

R

rn�1+ldr

!
. (1.25)

Suponhamos agora que n� 1 + l = �1. Tomemos R > 1 e jxj > (2R)2. Logo,Z jxj
2

R

rn�1+ldr =

Z jxj
2

R

1

r
dr

= ln (jxj)� ln (2R) . (1.26)

Como jxj
1
2 > 2R, temos

1

2
ln (jxj) > ln (2R) .

Somando (� ln jxj) a ambos os lados da inequação acima, obtemos

1

2
ln (jxj) < ln (jxj)� ln (2R) . (1.27)

Assim, por (1.26) e (1.27) temosZ jxj
2

R

1

r
dr >

1

2
ln (jxj) . (1.28)

Por (1.25) e (1.28), temos

wf (x) � C (R) jxj2�n ln (jxj) . (1.29)

10



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Suponhamos �nalmente que n� 1 + l > �1. Neste casoZ jxj
2

R

rn+l�1dr =
1

n+ l

"�
jxj
2

�n+l
�Rn+l

#
.

Como jxj > (2R)2e R > 1, temos jxj
4
> R. Assim,

Z jxj
2

R

rn+l�1dr � 1

n+ l

264
�
jxj
2

�n+l
n+ l

�

�
jxj
4

�n+l
n+ l

375
= jxjn+l

�
1

n+ l

�
1

22(n+l)

��
= C (R) jxjn+l . (1.30)

Por (1.25) e (1.30), obtemos

wf (x) � C (R) jxj2�n jxjn+l = C (R) jxj2+l . (1.31)

Por (1.24), (1.29) e (1.31), concluímos que

wf (x) �

8<:
C (R) jxj2�n se n� 1 + l < �1
C (R) jxj2�n ln jxj se n� 1 + l = �1
C (R) jxj2+l se n� 1 + l > �1,

o que prova o lema. �

1.2 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

O objetivo desta seção é demonstrarmos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder.
Para isso, vamos relembrar a de�nição e algumas propriedades do grau topológico de
Brouwer.

Considere 
 � Rn um conjunto aberto e limitado e Ck
�

;Rn

�
o espaço das funções

k-vezes continuamente diferenciáveis em 
 que possuem todas as derivadas até a ordem
k, sendo restrições de funções contínuas de�nidas em 
. Para o espaço Ck

�

;Rn

�
vamos considerar a seguinte norma

k'kk = max
0�j�k

sup
x2




D(j)' (x)


 .

Sejam ' 2 C1
�

;Rn

�
e S' = fx 2 
; J'(x) = 0g, onde J' representa o determinante

da matriz jacobiana de '. Seja b 2 Rn com b =2 ' (@
) [ ' (S). Se x 2 '�1 (b) temos
que J' (x) 6= 0, assim pelo Teorema da Aplicação Inversa ' é um difeomor�smo de uma

11



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

vizinhança Ux de x sobre uma vizinhança V de b, isto é, ' jU : U ! ' (U) = V é um
difeomor�smo.
Observe que o conjunto '�1 (b) é �nito. De fato, se '�1 (b) é um fechado em 
,

consequentemente é um fechado e limitado em Rn, pois '�1 (b) � 
. Dessa forma,
'�1 (b) é um compacto. Para cada x 2 '�1 (b), considere BRx (x) � Ux. Assim

'�1 (b) �
[

x2'�1(b)

BR (x) .

Desde que fBR (x)g é uma cobertura de abertos para o compacto '�1 (b), temos pelo
Teorema de Borel Lebesgue que podemos extrair uma subcobertura �nita de maneira
que

'�1 (b) �
k[
j=1

BRj (xj) ,

mostrando que '�1 (b) é �nito, pois sendo ' injetiva em cada BRj (xj) e xj 2 '�1 (b),
então o único ponto de BRj (xj) tal que ' (x) = b é x = xj, ou seja '�1 (b) =
fx1; x2; :::; xkg, com J'(xi) 6= 0, para todo i = f1; 2; 3; :::; kg.

Inicialmente, vamos de�nir o grau para valores regulares de ' 2 C1(
;Rn) e depois
estenderemos a de�nição para aplicações ' 2 C(
;Rn).

De�nição 1.2.1 (Caso Regular) Sejam ' 2 C1(
;Rn) e b =2 '(@
) [ '(S').
De�nimos o grau topológico de ' em relação a 
 no ponto b, como sendo o número
inteiro

d(';
; b) =
X

�i2'�1(b)

sgn (J'(�i)) .

Lema 1.2.2 (Invariância por Homotopia de Classe C2) Seja H (x; t) 2 (C2
 �
[0; 1] ;Rn), com b =2 H (@
� [0; 1]). Então,

d(H (�; t) ;
; b) � constante, 8t 2 [0; 1] .

Sejam ' 2 C
�

;Rn

�
, b =2 '(@
) e r = dist (b; '(@
)) > 0. Sendo C2

�

;Rn

�
denso em C

�

;Rn

�
, devido ao Teorema de Aproximação de Weierstrass, existe  2

C2
�

;Rn

�
com k'�  k1 < r

2
. Fixando

U =
n
 2 C2(
;Rn); k'�  k1 <

r

2

o
,

tem-se
d( 1;
; b) = d( 2;
; b), 8 1 e  2 2 U .

De fato, de�na a aplicação

H : 
� [0; 1] �! Rn
(x; t) 7�! H (x; t) = t 1 (x) + (1� t) 2 (x)

12



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Observe que, H 2 C2
�

� [0; 1] ;Rn

�
e b =2 H (@
� [0; 1]). Vamos justi�car que

b =2 H (@
� [0; 1]) .
Para x 2 
, e para cada t 2 [0; 1] temos

jH (x; t)� ' (x)j = jt 1 + (1� t) 2 (x)� t' (x)� (1� t)' (x)j ,
que implica

jH (x; t)� ' (x)j = jt ( 1 (x)� ' (x)) + (1� t) ( 2 (x)� ' (x))j .
Portanto,

jH (x; t)� ' (x)j � t j( 1 (x)� ' (x))j+ (1� t) j 2 (x)� ' (x)j , 8x 2 
.
Desde que

j 1 (x)� ' (x)j � k 1 � 'k1 e j 2 (x)� ' (x)j � k 2 � 'k1 , 8x 2 

segue-se que

jH (x; t)� ' (x)j � t k 1 � 'k1 + (1� t) k 2 � 'k1 , 8x 2 
.
Logo

jH (x; t)� ' (x)j � t
r

2
+ (1� t)

r

2
,

implicando
jH (x; t)� ' (x)j < r

2
e consequentemente

b =2 H (@
� [0; 1]) ,
pois caso contrário, existiria x0 2 @
 e t0 2 [0; 1] tais que H (x0; t0) = b, e com isso

jH (x0; t0)� ' (x0)j <
r

2
,

o que implicaria
jb� ' (x0)j <

r

2
o que é um absurdo, pois sendo r = dist (b; '(@
)), tem-se

jb� ' (x)j � r.

Portanto,
b =2 H (@
� [0; 1]) .

Pelo Lema (1:2:2) temos

d(H (�; t) ;
; b) � constante, 8t 2 [0; 1] ,
o que implica

d(H (�; 0) ;
; b) = d(H (�; 1) ;
; b),
isto é,

d( 2;
; b) = d( 1;
; b).

13



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

De�nição 1.2.3 De�nimos o grau topológico de Brouwer para ' 2 C(
;Rn) com
b =2 '(@
), como sendoo

d(';
; b) = d( ;
; b), 8 	 2 U ,

onde U =
�
 2 C2(
;Rn); k'�  k1 < r

2

	
com r = dist (b; '(@
)) > 0.

Observação 1.2.4 Assim, para todo  2 C(
;Rn) com b =2 '(@
), temos que
d( ;
; b) está bem de�nido e não depende da escolha de  .

Propriedades do grau de Brouwer

P1) Invariância do grau por Homotopia. Sejam H 2 C
�

� [0; 1] ;Rn

�
e

b =2 H (@
� [0; 1]). Então d(H (�; t) ;
; b) é constante para t 2 [0; 1].

P2) Existência de solução. Se d(';
; b) 6= 0 então, existe x0 2 
 tal que ' (x0) = b.

P3) Normalização. Seja I a identidade de 
 em Rn, isto é, I (x) = x, então

d(I;
; b) =

�
1, se b 2 

0, se b =2 
.

Para a prova do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, iremos usar um resultado que
é muito útil em Análise.

Proposição 1.2.5 Sejam K � Rn compacto e f : K ! Rn uma aplicação contínua.
Então, existe uma aplicação contínua ef : Rn ! Rn tal que ef (x) = f (x), para x 2 K
dada por:

ef (x) =
8<:

f (x) se x 2 K�P
i�1
2�i'i (x)

��1P
i�1
2�i'i (x) f (a

i) se x =2 K (1.32)

em que fa1; a2; :::g é um subconjunto enumerável denso em K e

'i (x) = max

�
2� kx� aik

dist (x;K)
; 0

�
,

para x =2 K, onde dist (x;K) = inf fkx� ak ; a 2 Kg.

De�nição 1.2.6 Um conjunto K � Rn é dito convexo se para cada x; y 2 K

(1� t)x+ ty 2 K

para todo t 2 [0; 1].

14



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Note que se x1; x2; : : : ; xm 2 K e ti 2 [0; 1] tal que
P
ti = 1 então

mP
i=1

tixi 2 K.

De�nição 1.2.7 O fecho convexo de K é a interseção de todos os conjuntos convexos
que contém K. Denotaremos o fecho convexo de K por conv (K).

Lema 1.2.8 Sejam K � Rn um conjunto qualquer e B o conjunto de todas as
combinações convexas de elementos de K, isto é,

B =

(
kX
i=1

�ix
i; �i 2 [0; 1] , xi 2 K, e

kX
i=1

�i = 1; k 2 N
)
.

Então, B = conv (K).

Demonstração: Claramente temos que K � B. Sejam

x =

jX
i=1

�ix
i e y =

kX
i=1

�ix
i

elementos de B. Para todo t 2 [0; 1], sabemos que (1� t)x + ty é uma combinação
linear de elementos de K. Assim, a soma dos coe�cientes desta combinação é:

(1� t)

jX
i=1

�i + t
kX
i=1

�i = (1� t) + t = 1.

Logo, o segmento que une x a y está totalmente contido em B, isto é, B é convexo.
Como K � B, segue que convK � B. Para mostrarmos que B � convK, considere um

convexo A que contém K. Vamos mostrar que B � A. Seja x =
nP
i=1

�ix
i 2 B. Como

xi 2 K e K � A, então xi 2 A. Logo, temos

x = �1x1 + :::+ �mx
m = �

�
�1
�
x1 + :::+

�m�1
�

xm�1
�
+ �mx

m

em que � = �1+ :::+�m�1. Denote por x� o termo entre parênteses na expressão acima,
então x� é uma combinação convexa de m� 1 elementos de A. Assim, x� 2 A, pois A
é convexo. Logo,

x = �x� + �mx
m 2

�
x�; xm

�
,

onde
�
x�; xm

�
é o segmento que une os vetores x� e xm. Daí,

�
x�; xm

�
� A. Dessa

forma, B � A, donde B � conv (K), pela de�nição de fecho convexo de um conjunto.
Portanto B = conv (K). �

Relembremos o que é um ponto �xo de uma aplicação contínua.
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1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

De�nição 1.2.9 Dada uma função contínua f : K ! K, um ponto �xo para f é um
ponto x 2 K tal que f (x) = x.

Teorema 1.2.10 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja K � Rn convexo e
compacto. Se f : K ! K é uma aplicação contínua, então f tem um ponto �xo.

Demonstração: Suponha inicialmente que K = BR(0) e que f não possua pontos
�xos na fronteira de K. De�na h : [0; 1]�K ! Rn, por

h (t; x) = x� tf (x) .

A�rmamos que 0 =2 h ([0; 1]� @K). De fato, se tivéssemos x0 2 @K e t0 2 [0; 1] tais
que h(t0; x0) = 0, obteríamos

R = jx0j = t0 jf(x0)j � t0R) R � t0R) t0 = 1.

Daí, h(1; x0) = x0 � f(x0) = 0, o que acarreta , f(x0) = x0, o que é um absurdo visto
que estamos supondo que f não tem ponto �xo na fronteira de K. Assim, por P1), P2)
e P3) temos que

d(I � f; intK; 0) = d(I; Br(0); 0) = 1 6= 0.
Logo, a equação x�f(x) = 0 possui pelo menos uma solução em K e esta é exatamente
o ponto �xo que procurávamos. Para o caso de um domínio K mais geral, considere a
função ef : Rn ! R dada em (1.32) e denote por X = convf(K). Mostraremos queef(Rn) � X.

Se x 2 K, então ef(x) = f(x) e, portanto ef(x) 2 X, pois f(x) 2 f(K) � X � X, já
que K é convexo. Agora, se x =2 K, note queef(x) = limSm,
onde

Sm =

"X
i�1
2�i'i(x)

#�1X
i�1
2�i'i(x)f(a

i).

Observe que Sm é uma combinação convexa de f(a1); f(a2); :::; f(am), que são elementos
de f(K). Assim, Sm 2 X, e portanto ef(x) é o limite de uma sequência de elementos
de X. Podemos concluir, então queef(Rn) � X = convf(K).

Como f(K) � K e K é convexo e compacto, �ca provado que ef(Rn) � K. Tome agora
R su�cientemente grande de forma que K � BR(0). Pela primeira parte, sabemos que
existe x 2 BR(0) tal que ef(x) = x. Mas ef(x) 2 K, daí x 2 K. Assim,ef(x) = f(x) = x,

isto é, f tem um ponto �xo. �
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1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Lema 1.2.11 Seja K um compacto de E, onde E é um espaço vetorial normado.
Para todo � > 0, existe um subespaço de dimensão �nita F� � E e uma aplicação
g� 2 C(K;F�) tal que

kx� g� (x)k < �, 8 x 2 K.

Demonstração: Sendo K compacto, dado � > 0, existem pontos y1;:::; yp 2 E tais
que

K �
p[
i=1

B�(yi).

Seja F� o subespaço gerado por fy1; y2; :::; ypg e de�namos a função

bi : K ! R,

por

bi(x) =

�
�� kx� yik , se x 2 B�(yi)
0, se x =2 B�(yi).

Observe que
bi(x) � 0, 8 x 2 E

e
pX
i=1

bi(x) > 0, 8 x 2 K.

Agora, considere a função
g� : K ! F�,

de�nida por

g�(x) =

pP
i=1

bi(x)yi

pP
i=1

bi(x)

2 conv fy1; y2; : : : ; ypg .

Note que g� está bem de�nida, isto é, 8 x 2 K, temos que g�(x) 2 F�, pois g�(x) é
uma combinação dos y0is. A aplicação g� 2 C(K;F�), pois g� é um quociente de funções
contínuas, onde

pP
i=1

bi(x) > 0, para todo x 2 K. Além disso, temos

kx� g� (x)k =










pP
i=1

bi(x)x

pP
i=1

bi(x)

�

pP
i=1

bi(x)yi

pP
i=1

bi(x)










� 1

pP
i=1

bi(x)

pX
i=1

bi(x) kx� yik .
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Note que se kx� yik � � então bi (x) = 0, portanto,

kx� g� (x)k < �, 8 x 2 K,

o que completa a prova do lema. �

Temos a seguinte versão do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimensão in�nita.

Teorema 1.2.12 (Ponto Fixo de Schauder) Seja K um convexo compacto de E,
onde E é um espaço vetorial normado. Se T : K ! K é uma aplicação contínua, então
T admite um ponto �xo.

Demonstração: Seja � um número positivo. Como K é compacto, entaão existem
y1;y2; : : : ; yp tal que K � B (yi; �), com i = 1; : : : ; p. Considere E� = convfy1; :::; ypg.
A�rmamos que E� é convexo e compacto. De fato, sabemos que

convA =

(
nX
i=1

tiai; ti 2 [0; 1] , ai 2 A, e
nX
i�1

ti = 1; n 2 N
)
.

Agora, sejam x e z 2 E�, daí x = lim xk e z = lim zk, onde xk e zk 2 convfy1; : : : ; ypg,
8 k 2 N, então

lim
k!1

(1� �)xk + �zk = (1� �)x+ �z 2 convfy1; : : : ; ypg = E�

isto é,
(1� �)x+ �z 2 conv fy1; : : : ; ypg .

Veja que E� é compacto, pois E� � K, onde E� é fechado e K é compacto. Além disso,
temos que E� está contido no subespaço F� de dimensão �nita gerado por fy1; : : : ; ypg.
Considere a aplicação g� � T jE� : E� ! E�, onde g� : K ! F� é a função dada no Lema
1.2.11. Note que essa aplicação é contínua, pois é uma composição de funções contínuas.
Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer g� � T admite um ponto �xo em E�, ou
seja,

9 y� 2 E� � K tal que g� � T (y�) = y�.

Sendo K compacto, existe uma subsequência (y�n) que converge para um ponto de K,
ou seja, y�n ! y 2 K. Assim,

ky � T (y)k = ky � y�n + y�n � T (y�n) + T (y�n)� T (y)k
� ky � y�nk+ kg�nT (y�n)� T (y�n)k+ kT (y�n)� T (y)k ! 0,

quando n!1. Logo
Ty = y,

o que completa a prova do teorema. �
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1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Corolário 1.2.13 Seja Q um convexo fechado limitado de E, onde E é um espaço
vetorial normado e S : Q ! Q um operador compacto, então S admite um ponto �xo
em Q.

Demonstração: Como S : Q! Q é um operador compacto, então S (Q) é compacto.
Assim, K = conv [S(Q)] é convexo compacto e além disso K � Q, pois Q é convexo e
fechado. Logo, S (K) � K, pois S (K) � S (Q) � K. Agora, considerando a aplicação
contínua, temos pelo Teorema 1.2.12 que S tem um ponto �xo em K � Q. �
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Capítulo 2

Existência de solução

2.1 Resultados principais

Neste capítulo iremos usar métodos de ponto �xo para obter existência de solução
clássica para a equação

�u+ jujp + f (x) = 0 em Rn, (2.1)

onde p > n� (n� 2) e f é uma função Hölder contínua.
Lembremos que uma solução clássica de (2.1) é uma função u 2 C2(Rn) que satisfaz

a mesma no sentido usual.
O resultado de existência de solução pode ser encontrado em Guy Bernard [1], onde

iremos abordar o caso p > n� (n� 2). Mais precisamente, temos:

Teorema 2.1.1 Sejam p > n� (n� 2), com n � 3 e � > 0 satisfazendo (n� 2)� n
p
<

� � (n� 2) p� n. Suponha as seguintes condições no termo não-homogêneo f :

1. f 2 C� (Rn) com 0 < � � 1;

2.
R
Rn

jf(y)j
jyjn�2 dy <1;

3. jwf (x)j � �

2(1+jxj)
(2+�)
(p�1)

, 8 x 2 Rn.

Então, existe �0 > 0 e u 2 C2(Rn) solução de (2:1) tal que

wf (x) � u (x) � �

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

, (2.2)

para todo 0 < � � �0.

Observe que o problema (2.1) não tem estrutura variacional, pois f =2 H�1 (Rn).
Além disso, se f � 0 é uma função não identicamente nula, segue de (2:2) e do Princípio
do Máximo que a solução então a solução de (2:1) obtida é positiva.
estritamente positiva.
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2.2. RESULTADOS AUXILIARES

2.2 Resultados auxiliares

Para a prova do Teorema 2.1.1, iremos considerar a aplicação � : V� �! V� de�nida
por:

�u(x) = Cn

Z
Rn

ju (y)jp + f(y)

jx� yjn�2
dy, (2.3)

onde

V� =

(
u 2 CB(Rn); ju(x)j �

�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

)
,

para (n� 2)� n
p
< � � (n� 2) p� n.

No que segue, considere CB(Rn) o conjunto das funções contínuas limitadas em Rn
munido da norma do supremo, isto é,

kvk = sup
x2Rn

jv(x)j .

Lema 2.2.1 Fixado � > 0, o conjunto

V� =

(
u 2 CB(Rn); ju(x)j �

�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

)

é convexo e fechado em CB (Rn).

Demonstração: Inicialmente, mostraremos que V� é convexo. Com efeito, sejam
u; v 2 V�; então (1� t)u+ tv 2 CB(Rn), pois u; v 2 CB(Rn) e

j(1� t)u+ tvj � j(1� t)uj+ jtvj
= (1� t) juj+ t jvj

� (1� t)
�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+ t
�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

=
�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

, 8 t 2 [0; 1] .

Além disso, V� é fechado. Com efeito, seja u 2 CB (Rn) e (uk) � V� tal que

kuk � uk ! 0.

Dessa forma, uk ! u uniformemente
Desde que, uk 2 V�, temos

juk(x)j �
�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.4)

21



2.2. RESULTADOS AUXILIARES

Logo, tomando o limite em (2.4), obtemos

ju(x)j � �

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

,

o que prova o lema. �

Lema 2.2.2 Se f 2 C� (Rn) e

wf (x) �
�

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

, 8 x 2 Rn

então wf 2 C (Rn).

Demonstração: Seja (xk) � Rn tal que xk ! x em Rn. Logo, existe R > 1 tal que
jxkj � R, 8 k 2 N. Mostraremos que wf (xk)! wf (x). Observemos queZ

Rn

f (y)

jxk � yjn�2
dy =

Z
jyj�2R

f (y)

jxk � yjn�2
dy +

Z
jyj�2R

f (y)

jxk � yjn�2
dy

= Ik1 + Ik2 .

Primeiro mostraremos que

Ik1 !
Z
jyj�2R

f (y)

jx� yjn�2
dy. (2.5)

De fato, fazendo a mudança de variável z = xk � y temosZ
jyj<2R

f (y)

jxk � yjn�2
=

Z
B(xk;2R)

f (xk � z)

jzjn�2

=

Z
B(0;3R)

f (xk � z)

jzjn�2
{B(xK ;2R)dz.

Como z 2 B (xk; R), então jzj � jxkj+ jyj < R + 2R. Assim z 2 B (0; R).
Logo

jgk (z)j =
����f (xk � z)

jzjn�2
{B(xK ;R)

����
� CR

jzjn�2
2 L1 (B3R (0)) , para z 6= 0.

Vejamos agora que
{B(xK ;R) ! {B(x;R).
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2.2. RESULTADOS AUXILIARES

De fato, se z 2 B (x;R), então {B(x;R) (z) = 1. Como xk ! x, temos que existe k0 2 N
tal que

kxk � xk < d (z; @B (x;R)) = R 8k � k0.

Logo, z 2 B (xk; R) para todo k � k0. O que mostra que

{B(xk;R) (z)! 1 = {B(x;R) (z) ,

para todo k � k0.
No caso em que z =2 B (x;R), então {B(x;R) (z) = 0. Como jz � xj > R e xk ! x,

temos que existe k1 2 N tal que

jxk � xj < (jz � xj �R) 8k � k1.

Então

jxk � zj � jx� zj � jx� xkj
> jx� zj � (jz � xj �R) = R 8k � k1.

Logo, z 2 B (xk; R) e {B(xk;R) (z) = 0. Portanto, quando k converge para zero, temos
que

{B(xk;R) (z)! 0 = {B(x;R) (z) ,

para todo k � k1. Claramente, temos que

f (y)

jxk � yjn�2
! f (y)

jx� yjn�2
q.t.p em BR (0) .

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos (2:5).
Agora, mostraremos que

Ik2 !
Z
jyj�2R

f (y)

jx� yjn�2
dy. (2.6)

Considere a sequência de funções

Fk (y) =

�
f (y)

jxk � yjn�2
� f (y)

jx� yjn�2
�
, jyj � 2R.

A�rmamos que existe g 2 L1 (Bc
2R (0)) tal que jFk (y)j � g (y) em Bc

2R (0). De fato,

Fk (y) =
f (y)

�
jx� yjn�2 � jxk � yjn�2

�
jxk � yjn�2 jx� yjn�2

e �����
�
jx� yjn�2 � jxk � yjn�2

�
jxk � yjn�2

����� � 1 +
�
jx� yj
jxk � yj

�n�2
. (2.7)
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Notemos que

jx� yj
jxk � yj =

jx� xk + xk � yj
jxk � yj � jx� xkj+ jxk � yj

jxk � yj =
jx� xkj
jxk � yj + 1.

Como jxk � yj � jyj � jxkj � 2R�R = R, temos que 1
jxk�yj �

1
R
. Assim,

jx� yj
jxk � yj �

jx� xkj
R

+ 1 � jxj+R

R
+ 1 = R�1 jxj+ 2. (2.8)

Por (2.7) e (2.8) temos que�����
�
jx� yjn�2 � jxk � yjn�2

�
jxk � yjn�2

����� < C,

onde C independe de k. Logo,

jFk (y)j � C
f (y)

jx� yjn�2
= g (y) , para jyj � 2R,

onde C é uma constante que depende de x e n. Logo, por hipótese, temos que
g 2 L1 (Bc

2R (0)). Desta forma, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
concluímos que Z

jyj�2R
Fk (y)! 0.

Portanto, Z
jyj�2R

f (y)

jxk � yjn�2
dy !

Z
jyj�2R

f (y)

jx� yjn�2
dy,

ou seja, temos (2:6). Logo, por (2:5) e (2:6) temos que

wf (xk)! wf (x) ,

o que conclui a prova do lema. �

Lema 2.2.3 Seja g 2 C (Rn) tal que

0 � g (y) � C

jyj
(2+�)
(p�1)p

com p > n� (n� 2) e n � 3. Então wg 2 C (Rn).

Demonstração: Seja (xk) � Rn tal que xk ! x em Rn. Logo, existe R > 1 tal que
jxkj < R. Mostraremos que wg (xk)! wg (x). Observemos queZ

Rn

g (y)

jxk � yjn�2
dy =

Z
jyj�2R

g (y)

jxk � yjn�2
dy +

Z
jyj�2R

g (y)

jxk � yjn�2
dy

= Jk1 + Jk2 .
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Como no lema anterior, temos

Jk1 !
Z
jyj�2R

g (y)

jx� yjn�2
dy. (2.9)

Agora, mostraremos que

Jk2 !
Z
jyj�2R

g (y)

jx� yjn�2
dy. (2.10)

Temos que

Jk2 =

Z
jyj�2R

g (y)

jxk � yjn�2
dy.

Como g (y) � C

jyj
(2+�)
(p�1) p

e jxk � yj � jyj � jxkj � 2R�R, temos que

g (y)

jxk � yjn�2
� C1

jxk � yjn�2 jyj
(2+�)
(p�1) p

� C2

jyj
(2+�)
(p�1) p

, 8 y 2 Bc (0; 2R) .

A�rmamos que n � (2+�)
(p�1)p < 0 e n � (2+�)

(p�1)p 6= �1. De fato, inicialmente mostraremos
que n� (2+�)

(p�1)p < 0. Como n� 2�
n
p
< �, então

np� n� (2 + �) p < 0.

Logo
n (p� 1)� (2 + �) p < 0.

Para mostrar o caso em que n� (2+�)
(p�1)p 6= �1, suponha por absurdo que n�

(2+�)
(p�1)p = �1.

Assim,
n (p� 1)� (2 + �) p = �p+ 1.

Dessa forma,
�p = np� n+ p� 1� 2p.

Logo

� =

�
(n� 2)� n

p

�
� 1
p

< (n� 2)� n

p

< �.

O que é um absurdo. Portanto n� (2+�)
(p�1)p 6= �1.

Usando coordenadas polares, temosZ
Bc(0;2R)

1

jyj
(2+�)
(p�1)p

� C2

Z 1

2R

rn�1�
(2+�)
(p�1)p (2.11)
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Como n� (2+�)
(p�1)p 6= �1, temos

C2

Z 1

2R

rn�1�
(2+�)
(p�1)p = C2

rn�
(2+�)
(p�1)p

n� (2+�)
(p�1)p

.

Além disso, sendo n� (2+�)
(p�1)p < 0, obtemos

C2
rn�

(2+�)
(p�1)p

n� (2+�)
(p�1)p

�����
1

2R

= �C2

"
(2R)n�

(2+�)
(p�1)p

n� (2+�)
(p�1)p

#
<1.

Logo, concluímos que
C

jyj
(2+�)
(p�1) p

2 L1 (Bc
2R (0)) .

Notemos que
g (y)

jxk � yjn�2
! g (y)

jx� yjn�2
q.t.p em Bc

2R (0) .

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos (2:10). Logo por
(2:9) e (2:10) temos

wg (xk)! wg (x) ,

o que conclui a demonstração do lema. �

Lema 2.2.4 Existe �0 > 0 tal que � (V�) � V� para todo 0 � � � �0, onde
jwf (x)j � �

2(1+jxj)

(2+�)
(p�1)

.

Demonstração: Para a prova deste lema, iremos considerar dois casos, a saber:
Caso 1: jxj � 1

4
. Note que

�u(x) = �1u(x) + �2u(x) + �3u(x) + wf (x) ,

onde

�1u(x) = Cn

Z
jx�yj� jxj

2

jujp (y)
jx� yjn�2

dy

�2u(x) = Cn

Z
jxj
2
�jx�yj�2jxj

jujp (y)
jx� yjn�2

dy

�3u(x) = Cn

Z
2jxj�jx�yj

jujp (y)
jx� yjn�2

dy.
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Iremos analisar cada operador �i separadamente, i = 1; 2; 3. Se u 2 V� temos

�1u(x) � Cn

Z
jx�yj� jxj

2

�p

jx� yjn�2 (1 + jyj)
(2+�)p
(p�1)

dy.

Se jx� yj � jxj
2
então 1

1+jyj �
2

1+jxj . De fato,

jxj � jyj � jx� yj � jxj
2

ou seja,
jxj � 2 jyj .

Assim
1 + jxj � 1 + 2 jyj � 2 (1 + jyj) .

Logo

�1u(x) � Cn�
p2

(2+�)p
(p�1)

Z
jx�yj� jxj

2

1

jx� yjn�2 (1 + jxj)
(2+�)p
(p�1)

dy

=
Cn�

p2
(2+�)p
(p�1)

(1 + jxj)
(2+�)p
(p�1)

Z
jx�yj� jxj

2

1

jx� yjn�2
dy.

Usando coordenadas polares, obtemos

�1u(x) = Cn!n�
p2

(2+�)p
(p�1)

1

(1 + jxj)
(2+�)p
(p�1)

Z jxj
2

r=0

rn�1

rn�2
dr

= Cn!n�
p2

(2+�)p
(p�1) �3 jxj2

(1 + jxj)
(2+�)p
(p�1)

.

A�rmamos que
jxj2

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)p

� 1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.12)

De fato, note que

jxj2 � (1 + jxj)2+�

= (1 + jxj)
(2+�)(p�1)

(p�1)

= (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)p�

(2+�)
(p�1)

=
(1 + jxj)

(2+�)
(p�1)p

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

.
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Por (2.12), obtemos

�1u (x) �
�p2

(2+�)p
(p�1) �3

(n� 2)
1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.13)

Agora, vamos estimar �2. Para isto, note que 1
jx�yj �

2
jxj , pois

jxj
2
� jx� yj. Além disso,

jyj � jx� yj+ jxj � 3 jxj, pois jx� yj � 2 jxj. Neste caso, temos

�2u(x) � Cn2
n�2
Z
jxj
2
�jx�yj�2jxj

jujp (y)
jxjn�2

dy

� Cn�
p2n�2!n

jxjn�2
Z
jyj�3jxj

1

(1 + jyj)
(2+�)p
(p�1)

dy,

onde na última integral usamos que u 2 V�. Usando coordenadas polares, temos

�2u(x) �
Cn�

p2n�2

jxjn�2
Z 3jxj

0

rn�1

(1 + r)

(2+�)
(p�1) p

dr.

Agora, desde que 4 jxj � 1, tem-se

5n�2

(1 + jxj)n�2
� 1

jxjn�2
. (2.14)

De fato,

(1 + jxj)n�2 � (4 jxj+ jxj)n�2

= 5n�2 jxjn�2 .

Assim,

�2u(x) �
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
Z 3jxj

0

(1 + r)n�1

(1 + r)

(2+�)
(p�1) p

dr

=
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
Z 3jxj

0

(1 + r)n�1�
2+�
p�1p dr.
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Fazendo a mudança de variável 1 + r = s, temos

�2u(x) �
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
Z 1+3jxj

1

sn�1�
(2+�)
(p�1)pds (2.15)

=
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
sn�

(2+�)
(p�1)p

n� (2+�)
(p�1)p

�����
1+3jxj

1

=
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
1

n� (2+�)
(p�1)p

h
(1 + 3 jxj)n�

(2+�)
(p�1)p � 1

i
=

�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
1

(2+�)
(p�1)p� n

h
1� (1 + 3 jxj)n�

(2+�)
(p�1)p

i
.

Como

n� (2 + �)
(p� 1)p < 0,

então 1� (1 + 3 jxj)n�
(2+�)
(p�1)p < 1 e assim,

�2u(x) �
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
1h

(2+�)
(p�1)p� n

i .
Além disso, temos que (2+�)

(p�1) � (n� 2), pois � � (n� 2) p� n. Neste caso

�2u(x) �
�p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)n�2
1h

(2+�)
(p�1)p� n

i (2.16)

� �p10n�2

(n� 2) (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

1h
(2+�)
(p�1)p� n

i . (2.17)

Agora, vamos estimar o operador �3. Sendo 2 jxj � jx� yj, temos 1
jx�yj �

1
2jxj . Dessa

forma,

�3u(x) �
Cn

2n�2 jxjn�2
Z
2jxj�jx�yj

jujp (y)dy.

Desde que u 2 V�, temos

�3u(x) �
Cn�

p

2n�2 jxjn�2
Z
2jxj�jx�yj

1

(1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy.

Por (2.14), temos

�3u(x) �
Cn�

p5n�2

2n�2 (1 + jxj)n�2
Z
2jxj�jx�yj

1

(1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy.
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Usando coordenadas polares, obtemos

�3u(x) �
Cn�

p5n�2!n

2n�2 (1 + jxj)n�2
Z 1

r=jxj

rn�1

r
(2+�)
(p�1)p

dr

=
Cn�

p5n�2!n

2n�2 (1 + jxj)n�2
Z 1

r=jxj
rn�1�

(2+�)
(p�1)pdr. (2.18)

Veja que

Z 1

r=jxj
rn�1�

(2+�)
(p�1)pdr =

r
n� (2+�)

(p�1) p

n� (2+�)
(p�1)p

������
1

r=jxj

=
jxjn�

(2+�)
(p�1)ph

(2+�)
(p�1)p� n

i . (2.19)

Por (2.18) e (2.19), temos

�3u(x) �
�p5n�2

(n� 2)2n�2 (1 + jxj)n�2
jxj

(2+�)
(p�1)p�nh

(2+�)
(p�1)p� n

i .
Como (2+�)

(p�1)p� n < 0, temos jxj
(2+�)
(p�1)p�n � 1. Assim

�3u(x) �
�p5n�2

(n� 2)2n�2 (1 + jxj)n�2
1h

(2+�)
(p�1)p� n

i .
Por �m, temos que (2+�)

(p�1) � n� 2. Logo,

�3u(x) �
�p3n�2

(n� 2) (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

1h
(2+�)
(p�1)p� n

i . (2.20)

Agora, escolha � > 0 su�cientemente pequeno tal que a soma das constantes nas
estimativas (2.13),(2.17) e (2.20), satisfaça a seguinte desigualdade

�pK1 �
�

2
, (2.21)

onde

K1 =

8<:2
(2+�)
(p�1)p�3

n� 2 +
10n�2

(n� 2)
h
p (2+�)
(p�1) � n

i + 3n�2

(n� 2)
h
p (2+�)
(p�1) � n

i
9=; .
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Observe que (2.21) é equivalente a

� �
�
1

2K1

� 1
(p�1)

. (2.22)

Das estimativas (2.13), (2.17) e (2.20), temos

�u(x) � 2
(2+�)p
(p�1) �3

(n� 2)
�p

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+
10n�2

(n� 2)
h
(2+�)p
(p�1) � n

i �p

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+
3n�2

(n� 2)
h
(2+�)p
(p�1) � n

i �p

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+ wf (x) .

Assim, usando a hipótese sobre o potencial Newtoniano e (2.21), temos que

�u(x) � �

0B@ 1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

1CA . (2.23)

Caso 2: jxj < 1
4
. Vamos escrever

�u(x) = 	1u(x) + 	2u(x) + 	3u(x) + wf (x) ,

onde

	1u(x) = Cn

Z
jx�yj� jxj

2

jujp (y)
jx� yjn�2

dy

	2u(x) = Cn

Z
jxj
2
�jx�yj�1

jujp (y)
jx� yjn�2

dy

	3u(x) = Cn

Z
1�jx�yj

jujp (y)
jx� yjn�2

dy.

Observe que 	1 é igual a �1 e não usamos o fato de jxj � 1
4
para estimar �1. Por

(2.13), obtemos

	1u(x) �
�p2

(2+�)p
(p�1) �3

(n� 2)
1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.24)

Para o operador 	2, vamos escolher � > 0 tal que

�p

2 (n� 2) �
�

4

�
4

5

� (2+�)
(p�1)

, (2.25)
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que é equivalente a

� �
"
(n� 2)
2

�
4

5

� (2+�)
(p�1)

# 1
(p�1)

. (2.26)

Se u 2 V� temos

	2u(x) � Cn

Z
jxj
2
�jx�yj�1

�p

jx� yjn�2 (1 + jyj)
(2+�)p
(p�1)

dy.

Desde que
1

1 + jyj � 1,

temos

	2u(x) � Cn�
p

Z
jxj
2
�jx�yj�1

1

jx� yjn�2
dy.

Usando coordendas polares, obtemos

	2u(x) � Cn�
p!n

Z 1

r=
jxj
2

rn�1

rn�2
dr

= Cn�
p!n

Z 1

r=
jxj
2

rdr.

Integrando

	2u(x) �
Cn�

p!n
2

 
4� jxj2

4

!
.

Logo, por (2.25), obtemos

	2u(x) �
�

4

�
4

5

� (2+�)
(p�1)

 
4� jxj2

4

!
. (2.27)

A�rmamos que se jxj < 1
4
, então�
4

5

� (2+�)
(p�1)

 
4� jxj2

4

!
� 1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.28)

De fato, como jxj < 1
4
, então 1 + jxj < 5

4
, ou seja, 4

5
(1 + jxj) � 1. Assim, temos�

4

5

� (2+�)
(p�1)

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1) � 1

Além disso, temos que
4� jxj2

4
� 1
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Logo �
4

5

� (2+�)
(p�1)

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

 
4� jxj2

4

!
� 1,

consequentemente �
4

5

� (2+�)
(p�1)

 
4� jxj2

4

!
� 1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.29)

O que prova nossa a�rmação. Portanto, por (2.27) e (2.29), concluímos que

	2u(x) �
�
�

4

�
1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.30)

Agora vamos estimar o operador 	3, para u 2 V� temos

	3u(x) � Cn

Z
1�jxj�jyj

�p

jx� yjn�2 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy.

A�rmamos que se jxj < 1
4
e 1� jxj � jyj, então jyj

2
� jx� yj. De fato, observe que

4 jxj < 1 � jxj+ jyj .

Dessa forma,

jx� yj � jyj � jyj
3
=
jyj
2
.

Com esta última a�rmação, obtemos

	3u(x) � Cn2
n�2�p

Z
1�jx�yj

1

jyjn�2 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy.

Usando coordenadas polares, temos

	3u(x) � Cn2
n�2�p!n

Z 1

r=1�jxj

rn�1

rn�2(1 + r)
(2+�)
(p�1)p

dr

= Cn2
n�2�p!n

Z 1

r=1�jxj

r

(1 + r)
(2+�)
(p�1)p

dr

� Cn2
n�2�p!n

Z 1

r=1�jxj

1 + r

(1 + r)
(2+�)
(p�1)p

dr

= Cn2
n�2�p!n

Z 1

r=1�jxj

1

(1 + r)
(2+�)
(p�1)p�1

dr.

33



2.2. RESULTADOS AUXILIARES

Observe que,

Z 1

r=1�jxj

1

(1 + r)
(2+�)
(p�1)p�1

dr =
1

(1 + r)
(2+�)
(p�1)p�2

h
2� (2+�)

(p�1)p
i
������
1

1�jxj

=
1

(2� jxj)
(2+�)
(p�1)p�2

h
(2+�)
(p�1)p� 2

i . (2.31)

Assim, por (2.30)

	3u(x) �
2n�2�p

(n� 2) (2� jxj)
(2+�)
(p�1)p�2

h
(2+�)
(p�1)p� 2

i .
Sabendo que 1 + jxj � 2� jxj, pois jxj < 1

4
, temos

	3u(x) �
2n�2�p

(n� 2) (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)p�2

h
(2+�)
(p�1)p� 2

i . (2.32)

Desde que
(2 + �)

(p� 1) (p� 1) � 2,

temos
(2 + �)

(p� 1) � 2 �
(2 + �)

(p� 1) .

Logo, por (2.32), obtemos

	3u(x) �
2n�2�p

(n� 2) (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

h
(2+�)
(p�1)p� 2

i . (2.33)

Agora, escolha � > 0 su�cientemente pequeno tal que satisfaça a desigualdade (2.16)
e que a soma das constantes nas estimativas (2.24),(2.30) e (2.32) veri�ca a seguinte
desigualdade

2
(2+�)
(p�1)p�3�P

(n� 2) +
�

4
+

2n�2�p

(n� 2)
h
(2+�)
(p�1)p� 2

i � �

2
. (2.34)

Logo,

�pK2 �
�

4
, (2.35)

onde

K2 =
2
(2+�)
(p�1)p�3

(n� 2) +
2n�2

(n� 2)
h
(2+�)
(p�1)p� 2

i . (2.36)
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Veja que (2.35) é equivalente a

� �
�
1

4K2

� 1
(p�1)

. (2.37)

Por (2.24), (2.30) e (2.33), temos

�u(x) � �p2
(2+�)
(p�1)p�3

(n� 2)
1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+

�
�

4

�
1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+
2n�2�p

(n� 2) (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

h
(2+�)
(p�1)p� 2

i + wf (x).

Usando a hipótese do potencial Newtoniano, temos

�u(x) �

8<:�p2
(2+�)
(p�1)p�3

(n� 2) +

�
�

4

�
+

2n�2�p

(n� 2)
h
(2+�)
(p�1)p� 2

i
9=; 1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

+
�

2 (1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

. (2.38)

Finalmente por (2.34), concluímos

�u(x) � �

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

,

o que demonstra o lema. �

Lema 2.2.5 A aplicação � : V� �! V� é contínua para todo � > 0.

Demonstração: Sejam u; v 2 V�. Como

�u(x)� �v(x) = Cn

Z
Rn

ju (y)jp � jv (y)jp

jx� yjn�2
dy.

Utilizando o Teorema do Valor Médio para a função f : R! R de�nida por f(t) = tp,
temos

jju (y)jp � jv (y)jpj = p�(y)p�1 ju(y)� v(y)j
� max [(u(y); v(y))]p�1 p ju(y)� v(y)j .

Considerando h(y) = max [(u(y); v(y))], obtemos

jju (y)jp � jv (y)jpj � h(y)p�1p ju(y)� v(y)j .
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Dessa forma

j�u(x)� �v(x)j � p ku� vk1
(n� 2)!n

Z
Rn

h(y)p�1

jx� yjn�2
dy. (2.39)

Como

v(y) � h (y) � u (y) � �

(1 + jyj)
(2+�)
(p�1)

então

j�u(x)� �v(x)j � p ku� vk1
(n� 2)!n

Z
Rn

3p�1�p�1

jx� yjn�2 (1 + jyj)2+�
dy.

Agora, considere

G(x) =

Z
Rn

f(y)

jx� yjn�2
dy,

onde f(y) = 1

(1+jyj)2+� . Como

jf(y)j � 1

(1 + jyj)2+�
� jyj�2��

e l = �2 � � < �2, então, pelo Lema 1.1.8, obtemos jG(x)j � c

jxj� para jxj grande.
Assim, para jxj � R0 temos jG(x)j � c1, se jxj � R0, jG(x)j � c1, pois G é contínua
pelo Lema 1.1.6. Considerando c = max fc1; c2g, temos

jG(x)j � c, 8x 2 Rn. (2.40)

Dessa forma, de (2.39) e 2.40, obtemos

j�u(x)� �v(x)j � Cncp3
p�1�p�1 ku� vk1 ,

consequentemente
k� (u)� � (v)k1 � C ku� vk1

o que mostra que � : V� �! V� é uma aplicação contínua, para todo 0 < � � �0. �

Lema 2.2.6 �(V�) é uma família de funções uniformemente equicontínua quando
restrita à bola fechada em Rn centrada na origem.

Demonstração: Observe que, pelo Lema 1:1:7 já temos que wf 2 C2(Rn), com isso
é su�ciente mostrar que H(V�) é uma família de funções equicontínuas restrita a bola
fechada em Rn centrada na origem, onde

Hu(x) =

Z
Rn

ju (y)jp

jx� yjn�2
dy.
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Assim, sejam x1; x2 2 BR(0), com x1 6= x2 e considere B1 = B2jx1�x2j(x1) e
B2 = B3jx1�x2j(x2), daí

jHu(x1)�Hu(x2)j �
Z
Rn
ju (y)jp

���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� dy
�
Z
B1

ju (y)jp
���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� dy
+

Z
Rn�B1

ju (y)jp
���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� dy.
Note queZ

B1

ju (y)jp
���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� dy � Z
B1

ju (y)jp

jx1 � yjn�2
dy +

Z
B1

ju (y)jp

jx2 � yjn�2
dy.

Além disso, u 2 V�, daíZ
B1

ju (y)jp

jx1 � yjn�2
dy �

Z
B1

�p

jx1 � yjn�2 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy

�
Z
B1

�p

jx1 � yjn�2
dy

onde na última desigualdade, usamos que 1

(1+jyj)
(2+�)
(p�1) p

� 1. Logo, usando coordenadas

polares juntamente com o fato de y pertencer a B1, obtemosZ
B1

�p

jx1 � yjn�2
dy =

Z 2jx1�x2j

0

�prn�1!n
rn�2

dr

= �p!n2 jx1 � x2j2 . (2.41)

Desde que B1 � B2, entãoZ
B1

ju (y)jp

jx2 � yjn�2
dy �

Z
B2

ju (y)jp

jx2 � yjn�2
dy.

Análogo ao que foi feito na integral anterior, obtemosZ
B2

ju (y)jp

jx2 � yjn�2
dy �

Z
B2

�p

jx2 � yjn�2 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy

= �p!n

Z 3jx1�x2j

0

rdr

� �p!n5 jx1 � x2j2 . (2.42)
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Agora, vamos calcularZ
Rn�B1

ju (y)jp
���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� dy. (2.43)

Inicialmente, vamos usar o Teorema do Valor Médio para estimar���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� .
Para isso, considere a função f : Rn! R dada por f(x) = 1

jx�yjn�2 .
Assim

@f

@v
(x1 + � (x2 � x1)) =

nX
i=1

@f

@xi
(x1 + � (x2 � x1)) (x2 � x1)i

=
nX
i=1

�
(�n+ 2) jx� yj�n (xi � yi)

�
(x2 � x1)i .

Logo

jrf(x)j2 =
nX
i=1

�
@f

@xi
(x)

�2
=

nX
i=1

�
(2� n) (xi � yi) jx� yj�n

�2
= (2� n)2

�
jx� yj�n

�2 nX
i=1

(xi � yi)
2

= (n� 2)2
�
jx� yj�n

�2 jx� yj2 ,

com x = x1 + � (x2 � x1). O que implica que

rf(x) = (n� 2) jx� yj�n jx� yj
= (n� 2) jx� yj�n+1 (2.44)

Pelo Teorema do Valor Médio, temos

jf(x1)� f(x2)j � jrf(x1 + �(x2 � x1)j jx1 � x2j ,
Logo, por (2:44), temos

jf(x1)� f(x2)j � (n� 2) jx� yj�n+1 jx1 � x2j . (2.45)

PortantoZ
Rn�B1

ju (y)jp
���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

���� dy � (n� 2) jx1 � x2j
Z
Rn�B1

ju (y)jp

jx� yjn�1
dy.

(2.46)
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A�rmamos que se y 2 RnnB1, então

1

2
jy � x1j � jy � xj � 2 jy � x1j .

De fato, como y 2 RnnB1, então

j� (x1 � x2)j = � j(x1 � x2)j
� jy � x1j .

Assim,

jy � xj = jy � x1 � � (x1 � x2)j
� jy � x1j+ j� (x1 � x2)j
� 2 jy � x1j .

Por outro lado,

jy � xj = jy � x1 � � (x1 � x2)j
� jy � x1j � jx2 � x1j

=
1

2
jy � x1j+

1

2
jy � x1j � jx2 � x1j .

Sendo
1

2
jy � x1j � jx2 � x1j � 0,

temos
jy � xj � 1

2
jy � x1j (2.47)

o que prova a a�rmação. Por (2.46) e (2.47) e usando o fato de que u 2 V�, obtemosZ
Rn�B1

ju (y)jp
���� 1

jx1 � yjn�2
� 1

jx2 � yjn�2

����
� 2n�1(n� 2)�p jx1 � x2j

Z
Rn�B1

1

jy � x1jn�1 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy, (2.48)

comZ
Rn�B1

1

jy � x1jn�1 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy �
Z
(Rn�B1)\fjyj�2Rg

1

jy � x1jn�1 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy

+

Z
(Rn�B1)\fjyj�2Rg

1

jy � x1jn�1 (1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

dy

= I3 + I4.
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Note que se jyj � 2R, então
1

(1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p

� 1.

Além disso, se y 2
�
Rn�B1

�
e x1 2 BR (0), então

2 jx1 � x2j � jy � x1j
� 3R.

Logo, usando coordenadas polares, temos

I3 � !n

Z 3R

0

dr. (2.49)

Agora, vamos calcular I4, para isso a�rmamos que se y 2 (Rn�B1)\fjyj � 2Rg, então
1

jy � x1j
� 2

jyj .

De fato, observe que

jx1j � R � jyj
2
.

Assim,

jy � x1j � jyj � jx1j

� jyj � jyj
2
.

consequentemente

I4 �
Z
jyj�2R

2n�1

(1 + jyj)
(2+�)
(p�1)p jyjn�1

dy

�
Z
jyj�2R

2n�1

(jyj)
(2+�)
(p�1)p jyjn�1

dy

Usando coordenadas polares temos

I4 � !n

Z 1

2R

2n�1

(jyj)
(2+�)
(p�1)p

dr

= !n
2n�1

(2+�)
(p�1)p�1

1

(2R)
(2+�)
(p�1)p�1

. (2.50)

Logo, por (2:41) ; (2:42) ; (2:48) ; (2:49) e (2:50) obtemos

jHu(x1)�Hu(x2)j � C jx1 � x2j ,

onde C (R; p; n; �; �), o que demonstra o lema. �
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Lema 2.2.7 �(V�), com 0 < � � �0 é pré-compacto em CB (Rn)

Demonstração: Seja (uk) uma sequência de funções em V�. Desde que �(V�) é
uniformemente limitada, pois �(V�) � V� e que V� é equicontínua, pelo Lema 2.2.6,
temos pelo Teorema de Arzela-Ascoli que existe uma subsequência (�u1k) � (�uk) que
converge uniformemente em B1 (0) � B2 (0). Sendo (�u1k) equicontínua e equilimitada
emB2 (0), temos novamente pelo Teorema de Arzela-Ascoli que existe uma subsequência
(�u2k) � (�u1k) que converge uniformemente em B2 (0) � B3 (0). Continuando dessa
forma, construimos uma subsequência (�u(j�1)k) � (�ujk) que converge uniformemente
em Bj�1 (0) � Bj (0). Dessa forma, considerando a subsequência diagonal (�ukk) �
(�uk), temos por argumento de diagonal que (�ukk) converge pontualmente , digamos
(�ukk)(x)! v(x), para todo x 2 Rn e algum v 2 V�.
A�rmamos que (�ukk) converge uniformemente para v 2 CB (Rn). De fato, temos

que

kv � �ukkk1 = sup
x2Rn

jv(x)� �ukk(x)j

� sup
jxj�R

jv(x)� �ukk(x)j+ sup
jxj�R

jv(x)� �ukk(x)j

� sup
jxj�R

jv(x)� �ukk(x)j+ 2 sup
jxj�R

1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

,

onde na última desigualdade usamos que (�ukk) � V� para jxj � R. Como (�ukk)(x)!
v(x) para todo x 2 Rn e algum v 2 V�, então

sup
jxj�R

jv(x)� �ukk(x)j �
�

2
.

Além disso,

sup
jxj�R

1

(1 + jxj)
(2+�)
(p�1)

� �

4
.

Assim,
kv � �ukkk1 � �.

Com isso, mostramos que (�uk) possui subsequência convergente para toda sequência
limitada (uk) � V�. �

2.3 Prova do Teorema 2.1.1

Nesta seção apresentaremos a prova do Teorema 2.1.1, para isso utilizaremos o
Corolário 1.2.13.

Demonstração: Temos pelo Lema 2.2.1 que o conjunto V� é convexo e fechado. Além
disso, por de�nição V� é um subconjunto limitado de CB (Rn), temos também pelo Lema
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2.3. PROVA DO TEOREMA 2.1.1

2.2.7 que � (V�) � V� é pré-compacto em V�. Logo pelo Corolário 1.2.13 temos que a
aplicação � : V� ! V� de�nida em (2.3) tem um ponto �xo em V�, ou seja, existe u 2 V�
tal que

u(x) = �u(x) = Cn

Z
Rn

ju (y)jp + f(y)

jx� yjn�2
dy = wh (x) ,

onde h (y) = ju (y)jp + f(y), consequentemente pelo Lema 1.1.7 temos que

��wh = h = ju (y)jp + f(y), em Rn.

Logo,
�u+ ju (y)jp + f(y) = 0, em Rn.

Além disso, note que

u(x) = �u(x) = Cn

Z
Rn

ju (y)jp + f(y)

jx� yjn�2
dy � Cn

Z
Rn

f(y)

jx� yjn�2
dy = wf (x) .

Temos também que f é localmente Hölder contínua em Rn, logo pelo Lema 1.1.3 temos
que u 2 C2(Rn). Portanto u é solução clássica para a equação

�u+ jujp + f (x) = 0 em Rn

e u(x) � wf (x) e isto completa a prova. �
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Capítulo 3

Resultados de não existência

Neste capítulo estabelecemos sob que condições as soluções da equação

�u+ jujp + f (x) = 0 em Rn (3.1)

estão ordenadas e como consequência mostraremos não-existência e unicidade de solução
em uma certa classe de funções, para isso iremos usar o método de sub e supersolução.
Mais precisamente, temos o seguinte resultado, devido a Guy Bernard [1].

Teorema 3.0.1 Seja p > n� (n� 2), com n � 3. Considere

S =

8<:u 2 C2(Rn); ju(x)j � �2�
1 + jxj2

� (1+�)
(p�1)

9=; ,
onde

�2 =

�
n

p(p� 1)

�
p(n� 2)� 2
(p� 1)n

�� 1
(p�1)

e � > 0.

Se u1; u2 2 S são respectivamente soluções de

�u1 + ju1jp + f1(x) = 0 em Rn (3.2)

e
�u2 + ju2jp + f2(x) = 0 em Rn, (3.3)

com f1; f2 2 C(Rn) e
f1 � f2 em Rn

então
u1 � u2 em Rn:

Como consequência deste teorema temos o seguinte resultado de não existência de
solução.
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3.1. PRINCÍPIOS DO MÁXIMO E REGULARIDADE

Corolário 3.0.2 Suponha que p > n� (n� 2), com n � 3. Se f 2 C (Rn) e f < 0,
então a equação (3.1) não possui solução positiva em S.

Ainda como consequência do Teorema 3.0.1 temos o seguinte resultado de unicidade
de solução.

Corolário 3.0.3 Se p > n� (n� 2), com n � 3 e f 2 C (Rn), então a equação (3.1)
possui no máximo uma solução em S.

3.1 Princípios do máximo e regularidade

Para esta seção consideraremos operadores lineares de segunda ordem da forma

Lu = ��u+ c (x)u,

com c 2 C
�


�
onde 
 é um aberto de Rn. Lembrando que a fronteira de 
 satisfaz a

condição da esfera interior em x0 se existe uma bola B � 
 com x0 2 @B.

Teorema 3.1.1 Suponha 
 conexo. Seja u 2 C2 (
) \ C
�


�
e c � 0 em 
, então:

i) Se Lu � 0 em 
 e u atinge um máximo não negativo sobre 
 em um ponto interior,
então u é constante em 
.

ii) Do mesmo modo, se Lu � 0 em 
 e u atinge um mínimo não positivo sobre 
 em
um ponto interior, então u é constante em 
.

Demonstração: Ver Teorema 4 em [3], pg.333. �

Teorema 3.1.2 Sejam 
 = BR (0) e L = � + k (x) ; com k (x) � 0. Se w e v são
funções de classe C2 tais que

Lv � Lw em 
.

com v > 0 em 
, então u = w
v
não pode atingir um máximo em 
, a menos que u seja

uma constante.

Demonstração: Ver Teorema 10, em [7], pg. 73. �

Teorema 3.1.3 Seja
Lu = ��u+ c (x)u

um operador estritamente elíptico num domínio limitado 
 � Rn, com c � 0. Suponha
que f e que os coe�cientes de L sejam limitados e pertençam a C� (
). Suponha ainda
que 
 satisfaz a condição da esfera exterior para todo ponto da fronteira. Se ' é
contínua sobre @
, então o problema de Dirichlet,�

Lu = f em 

u = ' sobre @
,

tem uma única solução u 2 C(
) \ C2;�(
).
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Demonstração: Ver Teorema 6.13 em [4], pg. 106. �

Teorema 3.1.4 (Agmon, Douglas, Nirenberg) Suponha que 
 � Rn é de classe
C2 com fronteira limitada. Seja 1 < p < 1. Então para todo f 2 Lp (
) existe uma
única solução u 2 W 2;p (
) \W 1;p

0 (
) da equação

��u+ u = f em 
.

Além disso, se 
 é de classe Cm+2 e se f 2 Wm;p (
), com m � 1 um inteiro, então

u 2 Wm+2;p (
) e kukWm+2;p � C kfkWm;p.

Demonstração: Ver Teorema 9.32 em [8], pg. 316. �

Teorema 3.1.5 Seja 
 � Rn um subconjunto aberto e limitado do Rn, com fronteira
de classe C1. Suponha que u 2 W k;p(
).

i Se k < n
p
, então u 2 Lq (
), onde 1

q
= 1

p
� k

n
. Além disso,

kukLq(
) � C kukWk;p(
) ,

onde C = C (k; p; n;
) > 0.

ii Se k > n
p
, então u 2 Ck�[

n
p ]�1;�

�


�
, onde

� =

( h
n
p

i
+ 1� n

p
, se n

p
não é inteiro

qualquer � < 1, se n
p
é um inteiro.

Além disso,
kuk

C
k�[np ]�1;�(
)

� C kukWk;p(
) ,

onde C = C(k; p; n; �;
) > 0.

Demonstração: Ver Teorema 6 de [3], pg.270. �

Teorema 3.1.6 (Schauder) Suponha que 
 é limitado e de classe C2;� com 0 < � <
1. Então para cada f 2 C�

�


�
existe uma única solução u 2 C2;�

�


�
do problema�

��u+ u = f em 

u = 0 sobre @
.

Além disso, se 
 é de classe Cm+2;�, com m � 1 um inteiro e se f 2 Cm;�(
), então

u 2 Cm+2;�
�


�
com kukCm+2;� � C kfkCm;� .

Demonstração: Ver Teorema 9.33 em [8], pg. 317. �
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3.2. MÉTODO DE SUB E SUPERSOLUÇÃO

3.2 Método de sub e supersolução

Nesta seção vamos mostrar o método de sub e supersolução. Para isso, iremos
considerar o seguinte problema de Dirichlet não linear�

��u = f(x; u) em 

u = 0 sobre @


(3.4)

onde 
 é um domínio limitado suave em Rn e f : 
 � R! R é uma função Hölder
contínua em relação a x e de classe C1 em relação a segunda variável.

De�nição 3.2.1 Uma função u (u) 2 C2(
) \ C(
) é dita uma subsolução
(supersolução) do problema (3.4 ) se satisfaz respectivamente�

��u � f(x; u) em 

u � 0 sobre @


(3.5)

e �
��u � f(x; u) em 


u � 0 sobre @
.
(3.6)

A demonstração do teorema que apresentaremos a seguir pode ser encontrada em
[6].

Proposição 3.2.2 Se u e u forem, respectivamente, subsolução e supersolução do
problema (3.4) tal que u � u em 
, então, existe uma solução u de (3.4) satisfazendo
u � u � u em 
.

Demonstração: De�namos g(x; u) = f(x; u) + au, onde a 2 R. Podemos escolher
a � 0 su�cientemente grande de modo que a aplicação

	x : R! R
u 7! 	x(u) = g(x; u).

seja crescente em [u(x); u(x)], 8x 2 
.
Desta forma, devemos ter

0 � @	x
@u

=
@g(x; u)

@u
= fu (x; u) + a.

Logo,
a � �fu (x; u) .

Assim, basta tomarmos
a � 0
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3.2. MÉTODO DE SUB E SUPERSOLUÇÃO

e
a � max

�
�fu(x; u);x 2 
 e u 2 [u(x); u(x)]

	
.

Note que max
�
�fu(x; u);x 2 
 e u 2 [u(x); u(x)]

	
existe, pois f 2 C1 com relação a

segunda variável e 
�[u(x); u(x)] é compacto. De�namos ainda a sequência de funções,
uk � C2(
) \ C(
) como segue: seja u0 = u e, para todo k � 1, uk é a solução única
do problema linear �

��uk + auk = g(x; uk�1) em 

uk = 0 sobre @
.

(3.7)

A sequência (uk) está bem de�nida, isto é, o problema (3:7) admite uma única solução.
Para isto, basta justi�car que o seguinte problema�

��u+ av = h (x) em 

u = 0 sobre @
,

onde h 2 C�
�


�
, admite uma única solução. Mas isto segue do Teorema 3.1.3.

Mostraremos por indução que

u � ::: � uk+1 � uk � ::: � u0 = u. (3.8)

A�rmamos que a propriedade (3:8) é valida para k = 1, ou seja u � u1 � u. De fato,
pela de�nição de u1, temos�

��u1 + au1 = g(x; u0) = g(x; u) em 

u1 = 0 sobre @
.

(3.9)

Além disso, como u é supersolução para o problema (3.9), temos�
��u+ au � g(x; u) = ��u1 + au1 em 


u � 0 sobre @
.
(3.10)

Daí, por (3.9) e (3.10), obtemos�
��(u� u1) + a (u� u1) � 0 em 


u� u1 � 0 sobre @
.

Pelo Teorema 3.1.1 temos que
u1 � u em 
. (3.11)

Vejamos que u � u1. Com efeito, pela de�nição de subsolução temos que�
��u+ au � g(x; u) em 


u = 0 sobre @
.
(3.12)

Por (3:9), (3:12) e usando o fato de g ser crescente na segunda entrada, juntamente com
o fato de u � u, obtemos�

��(u� u1)� a (u� u1) � 0 em 

u� u1 � 0 sobre @
.
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Pelo Teorema 3.1.1 temos
u � u1 em 
. (3.13)

Por (3:11) e (3:13), concluímos que

u � u1 � u em 
.

Agora, vamos assumir que a propriedade (3:8) vale para algum k 2 N, ou seja

u � uk � uk�1 � ::: � u0 = u em 
,

e mostraremos que (3:8) vale para k + 1, ou seja,

u � uk+1 � uk.

Vamos mostrar primeiro que uk+1 � uk. Com efeito, sabemos que�
��uk + auk = g(x; uk�1) em 


uk = 0 sobre @

(3.14)

e �
��uk+1 + auk+1 = g(x; uk) em 


uk+1 = 0 sobre @
.
(3.15)

Por (3.14) de (3.15), obtemos�
��(uk � uk+1) + a(uk � uk+1) = g(x; uk�1)� g(x; uk) em 


uk � uk+1 = 0 sobre @
.

Como, uk�1 � uk(por hipótese de indução), então g(x; uk�1) � g(x; uk), pois g é
crescente.em [u (x) ; u (x)] Daí,�

��(uk � uk+1) + a(uk � uk+1) � 0 em 

uk � uk+1 = 0 sobre @
.

Pelo Teorema 3.1.1 temos
uk � uk+1 em 
. (3.16)

Por outro lado, como u é uma subsolução temos�
��u+ au � g(x; u) em 


u � 0 sobre @
.
(3.17)

Agora, pela de�nição de uk+1, implica que�
��uk+1 + auk+1 = g(x; uk) em 


uk+1 = 0 sobre @
.
(3.18)

Por (3.18) e (3.17) temos�
��(uk+1 � u) + a (uk+1 � u) � g(x; uk)� g(x; u) em 


uk+1 � u � 0 sobre @
.
(3.19)
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Sendo u � uk (por hipótese de indução) e, novamente pela monotonicidade da g temos
que

g(x; uk) � g(x; u),

consequentemente
g(x; uk)� g(x; u) � 0. (3.20)

Logo, por (3.19) e (3.20)�
��(uk+1 � u) + a (uk+1 � u) � 0 em 


uk+1 � u � 0 sobre @
.

Novamente pelo Teorema 3.1.1 temos que

uk+1 � u em 
. (3.21)

Logo, por (3:16) e (3:21) que a propriedade (3.8) vale para todo k + 1, e portanto, é
válida para todo k 2 N. Concluímos então que a seq�uencia (uk) é limitada e decrescente
em 
. Portanto, existe u tal que para cada x 2 
 �xado

uk (x)& u (x) quando k !1. (3.22)

Nosso objetivo é mostrar que podemos passar o limite em (3.7), para concluir que
u de�nida em (3.22) é solução do problema (3.4). Para isto, precisamos mostrar que
uk ! u 2 C2

�


�
. Seja

gk(x) = g(x; uk(x)). (3.23)

Note que a sequência (gk) é limitada em L1(
). De fato,

kgnk1 = kf(�; uk) + aukk1
� kf(�; uk)k1 + a kukk1
� kf(�; uk)k1 + a kuk1 .

Como u e u são contínuas e 
 é compacto temos que existe c1 > 0 tal que kuk1 � c1 e
existe c2 > 0 tal que kuk1� [c2; c1]. Sabendo que f é contínua e 
� [c2; c1] é compacto,
existe c3 tal que kf (�; uk)k1 < c3. Assim,

kgk(x)k1 < c4,

e portanto, gk é limitada em Lp (
) para 1 < p < 1. Desde que g 2 Lp (
) com
1 < p <1 e uk é solução do problema (3.7), temos pelo Teorema 3.1.4 que a sequência
uk é limitada em W 2;p(
) para 1 < p < 1. Pelo Teorema 3.1.5 temos que (uk) é
limitada em C1;�

�


�
. Daí (gk) é limitada em C�.O Teorema 3.1.6 implica que (uk)

é limitada em C2;�
�


�
. Como C2;�

�


�
está imerso compactamente em C2

�


�
temos

que existe uma subsequência
�
ukj
�
de (uk) e � 2 C2

�


�
tal que ukj ! � em C2

�


�
.

Assim, ukj (x)! � (x) em 
. Sendo (uk) monótona, então

uk ! � 2 C2
�


�
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e, portanto,
uk (x)! � (x) em 
.

Por (3:22) concluímos que � (x) = u (x), com x 2 
. Logo, uk ! u 2 C2
�


�
. Tomando

o limite em (3:7) obtemos�
��u+ au = g (x; u) em 


u = 0 sobre @
,

donde concluímos que u é solução do problema (3:4). Assim, existe uma solução u de
(3:4) tal que u � u � u, o que conclui a demonstração. �

Teorema 3.2.3 (Estimativa interior) Sejam 
 um domínio de Rn, u 2 C2 (
) e
f 2 C�loc (
) tal que �u = f em 
. Então u 2 C2;�loc (
), e para 
0;
1 � 
, com

0 � 
1 � 
 e 
1 compacto, temos

kuk2;�;
0 � C
�
kuk1;
1 + kfk0;�;
1

�
,

onde C = C (
0;
1).

Demonstração: Ver Teorema 4.6 de [4], pg. 60 e Teorema 1.7 em [15], pg.11. �

Proposição 3.2.4 Seja h e K 2 C� (Rn). Se u e u são subsolução e supersolução
respectivamente de

�u+K (x)u+ h (x) = 0 em Rn, (3.24)

tal que
u � u em Rn.

Então, existe u 2 C2 (Rn) solução de (3:24) tal que

u � u � u em Rn.

Demonstração: Seja BR uma bola centrada na origem, com R > 0. Considere o
problema de valor de fronteira8<:

�u+K (x)u+ h (x) = 0 em BR
u � 0; u 6= 0 em BR
u = 0 sobre @BR.

(3.25)

Como BR � Rn temos que u é supersolução (para cada R) e u é subsolução (para
cada R) do problema (3:25) com u � u em BR. Aplicando a Proposição 3.2.2 com
f (x; u) = K (x)u+h (x) temos que para cada R existe uR 2 C2 (BR)\C

�
BR

�
solução

de (3:25) tal que u � uR � u em BR.
Fixemos inteiros R1 e R2 = 2R1 ou R2 = R1 + 1 tal que para cada inteiro k > R2,

obtemos uk 2 C2 (Bk) \ C
�
Bk

�
, satisfazendo�

�uk +K (x)uk + h (x) = 0 em Bk
uk = 0 sobre @Bk,
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e
u � uk � u em Bk.

Em particular, �
�uk +K (x)uk + h (x) = 0 em BR2
u � uk � u em BR2.

(3.26)

Como (h+K (x)uk) é localmente Hölder contínua em Bk, Bk é um domínio em Rn,
BR2 � Bk, uk 2 C2 (Bk) e BR1,BR2 � Bk, com BR2 compacto então pelo Teorema 3.2.3
temos que

uk 2 C2;�
�
BR1

�
, 0 < � < 1

e

kukkC2;�(BR1) � C
n
kukkC1(BR2) + kh+K (x)ukkC0;�(BR2)

o
� C (R1; R2)

� CR1.

Fazendo R1 = 1; 2; 3; : : : encontramos C1; C2; C3; ::: constantes positivas tais que

kukkC2;�(B1) � C1, k > 2

kukkC2;�(B2) � C2, k > 3 (3.27)

...

kukkC2;�(BR1) � CR1 , k > R1 + 1.

Agora, para cada inteiro i � 1, de�na

uki = uk
��
Bi
, k > i+ 1.

Temos, Bi � Bi+1 e que
�
uki+1

	1
k=i+2

é uma subsequência de
�
uki+1

	1
k=i+1

. De (3.27) e
pelo Teorema 1.1.4 temos que a imersão

C2;�
�
Bi
�
,! C2

�
Bi
�
, i = 1; 2 : : :

é compacta. Logo, para cada i � 1 existe ui 2 C2
�
Bi
�
tal que, a menos de

subsequências, uki ! ui em C2
�
Bi

�
u21; u

3
1; u

4
1 : : :

C2(B1)
�! u1,

u32; u
4
2; u

5
2 : : :

C2(B2)
�! u2,

u43; u
5
3; u

6
3 : : :

C2(B3)
�! u3,

...
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com ui+1jBi = ui.
De�nindo

u (x) = ui (x) para x 2 Bi,
temos que u 2 C2 (Rn). Além disso, considere a sequência diagonal

Uk = u2kk , k = 2; 3; : : :

Claro que a sequência diagonal é convergente

Uk
k�! u em C2

�
BRi

�
, para cada inteiro i � 1.

Assim, considerando o problema�
�Uk +K (x)Uk + h (x) = 0 em B2k

u � Uk � u em B2k

e usando o fato que BR1 � BR2 temos�
�Uk + k (x)Uk + h (x) = 0 em BR1

u � Uk � u em BR1.
(3.28)

Finalmente, fazendo k !1 em (3:28) e lembrando que R1 é arbitrário concluímos que
u 2 C2 (Rn) é solução de (3.24), com u � u � u em Rn. �

3.3 Média esférica

De�nição 3.3.1 A média esférica de uma função v 2 C(Rn) é de�nida por

v(x; r) =
1

!n

Z
j�j=1

v(x+ r�)dS�, 8 r 2 R,

onde !n é o volume da esfera unitária em Rn.

Pela de�nição de média esférica temos

v(0; r) =
1

!n

Z
j�j=1

v(0 + r�)dS� =
1

!n

Z
j�j=1

v(r�)dS�, 8 r.

Além disso, v(0; 0) = v(0). Fazendo y = r� obtemos

v(0; r) =
1

!nrn�1

Z
jyj=r

v(y)dSy, 8 r > 0.

Consideremos X = f(x; r) 2 Rn � R;x = 0 e r � 0g. Denotemos a restrição de v(x; r)
à X por v(r), isto é,

v(r) =
1

!nrn�1

Z
jyj=r

v(y)dSy, 8 r > 0,

v(0) = v(0).
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Proposição 3.3.2 A média esférica satisfaz:

1. v + w = v + w.

Se v 2 C2 (Rn) então a média esférica também satisfaz:

2. @
@r

�
rn�1 @v

@r
(x; r)

�
= rn�1�v (x; r),

3. n�1
r

@v
@x
(x; r) + @2v

@r2
(x; r) = �v (x; r),

4. @v
@r
(x; r)

��
r=0

= 0,

5. �v (�; r) = � (v (�; r)).

A prova das propriedades citadas acima são de fáceis veri�cação, as quais decorrem
da de�nição de média esférica.

Teorema 3.3.3 Se v é solução do problema�
�v + jKj v + f(x) = 0 em Rn

v > 0.

EntãoZ
R�jxj

(jKj v + h)

jyjn�2
dy +

1

Rn�2

Z
jxj�R

(jKj v + f) dy = (n� 2)!nu(R), 8 R > 0. (3.29)

Demonstração: Usando a de�nição de média esférica, temos

�v + jKj v + f = 0, 8 r > 0.

Multplicando por rn�1 e usando o item 5 da Proposição 3.3.2 obtemos

rn�1�v + rn�1jKj v + f = 0, 8 r > 0.

Pelo item 2 da Proposição 3.3.2 temos

d

dr

�
rn�1

dv

dr

�
+ rn�1

�
jKj v + f

�
= 0, 8 r > 0.

Integrando a equação acima de 0 a r, usando o item 4 da Proposição 3.3.2 e dividindo
por rn�1 temos

dv

dr
(r) +

1

rn�1

Z r

0

sn�1
�
jKj v + f

�
ds = 0.

Integrando a última equação de r a R, com 0 < r < R obtemos

v (R)� v (R) +

Z R

r

1

tn�1

Z t

0

sn�1
�
jKj v + f

�
(s) dsdt = 0.
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Aplicando o Teorema de Fubini

v (R)� v (r) +

Z r

0

Z R

r

sn�1

tn�1

�
jKj v + f

�
(s) dtds

+

Z R

r

Z R

s

sn�1

tn�1

�
jKj v + f

�
(s) dtds

= 0.

Logo,

v (R)� v (r) =

Z r

0

sn�1

(n� 2) jKj v + f

�
1

Rn�2
� 1

rn�2

�
ds

+

Z R

r

sn�1

(n� 2) jKj v + f

�
1

Rn�2
� 1

sn�2

�
ds.

Fazendo R ! 1 na equação acima, utilizando o Teorema da Convergência Monótona
e sabendo que v (R)! 0 obtemos

v (r) =
1

rn�2 (n� 2)

Z r

0

sn�1jKj v + fds+
1

(n� 2)

Z 1

r

sn�1

sn�2
jKj v + fds.

Pela de�nição de v

v (r) =
1

rn�2 (n� 2)!n

Z r

0

sn�1

sn�2

Z
jxj=r

(jKj v + f) dSds

+
1

(n� 2)!n

Z 1

r

sn�1

sn�1sn�2

Z
jxj=r

(jKj v + f) dSds

=
1

rn�2!n (n� 2)

Z r

0

Z
jxj=r

(jKj v + f) dSds

+
1

(n� 2)!n

Z 1

r

1

sn�2

Z
jxj=r

(jKj v + f) dSds.

Logo,

(n� 2)!nv (r) =
1

rn�2

Z r

0

Z
jxj=r

(jKj v + f) dSds+

Z 1

r

Z
jxj=r

(jKj v + f)

jyjn�2
dSds.

Usando coordenadas polares temos

(n� 2)!nv (r) =
1

rn�2

Z
jxj�r

(jKj v + f) dy +

Z
jxj�r

(jKj v + f)

jyjn�2
dy 8 r > 0,

o que conclui a demonstração do Teorema 3.3.3. �
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3.4 Lema auxiliar

Lema 3.4.1 Se v é solução do problema�
�v + jK(x)j v + f(x) = 0 em Rn

v > 0
(3.30)

onde f(y) = 1

(1+jyj2)
p

(p�1)
e K (y) =

p�p�12

(1+jyj2)
(1+�)
(p�1)

sign(u1 � u2), com �2 =n
n

p(p�1)

h
p(n�2)�2
(p�1)n

io 1
(p�1)

. Então para R > 0, temos

v(x) = Cn

Z
Rn

(jKj v + f) (y)

jx� yjn�2
dy. (3.31)

Demonstração: Pelo Teorema 3.3.3, temos que se R! 0, então

lim
R!0

Z
R<jxj

(jKj v + f)

jyjn�2
dy + lim

R!0

1

Rn�2

Z
jxj�R

(jKj v + f) dy

= lim
R!0

(n� 2)!nu(R). (3.32)

Primeiro, mostraremos que

lim
R!0

1

Rn�2

Z
jxj�R

(jKj v + f) dy = 0. (3.33)

De fato, como v e f são funções contínuas, temos que

lim
R!0

1

Rn�2

Z
jxj�R

(jKj v + f) dy � lim
R!0

1

Rn�2

Z
jxj�R

kjKj v + fk1 dy.

Utilizando coordenadas polares, temosZ
jxj�R

kjKj v + fk dy � lim
R!0

1

Rn�2
kjKj v + fk1

Z R

0

rn�1!ndr

� lim
R!0

kjKj v + fk1Rn!n
nRn�2

� lim
R!0

kjKj v + f(y)k1R2!n
n

= 0.

Dessa forma, concluímos (3.33). Por (3:32) e (3:33) temos que

lim
R!0

Z
R�jxj

(jKj v + f)

jyjn�2
dy = (n� 2)!n lim

R!0
v (R)
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e pela de�nição de média esférica temos

lim
R!0

Z
R�jxj

(jKj v + f)

jyjn�2
dy = (n� 2)!n lim

R!0
v (0) .

A�rmamos que

lim
R!0

Z
R<jxj

(jKj v + f)

jyjn�2
dy =

Z
Rn

(jKj v + f)

jyjn�2
dy.

De fato, note que

lim
k!1

Z
R<jxj

(jKj v + f)

jyjn�2
dy = lim

k!1

Z
Rn
{Bk

(jKj v + f)

jyjn�2
dy. (3.34)

onde Rk ! 0 e Bk = (BRk (0))
c. Considere

gk (y) = {Bk
(jKj v + f)

jyjn�2
e g (y) =

(jKj v + f)

jyjn�2
.

A�rmamos que gk (y) ! g (y) quase sempre em Rn. De fato, dado � > 0 tome
n0 (y) > jyj. Logo, para todo k � n0, temos.

{Bk (y) = 1. (3.35)

Multiplicando (3.35) por g (y), obtemos

{Bk
(jKj v + f)

jyjn�2
=
(jKj v + f)

jyjn�2
.

Assim, concluímos que gk (y)! g (y) quase sempre em Rn. Além disso,

jgk (y)j = j{Bk j
����(jKj v + f)

jyjn�2

���� � ����(jKj v + f)

jyjn�2

���� = g (y) .

Pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que

gk (y)! g (y) em L1 (Rn) . (3.36)

Por (3.34) e (3.36), temosZ
Rn

(jKj v + f)

jyjn�2
dy = (n� 2)!nv (0) .

Portanto,

v (0) = Cn

Z
Rn

(jKj v + f)

jyjn�2
dy.

O problema (3.30) é invariante por translação, pois está de�nido em todo Rn. Assim,
pela equação acima, obtemos

v(x) = Cn

Z
Rn

(jKj v + f)

jx� yjn�2
dy,

o que prova o lema. �
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3.5 Prova do Teorema 3.0.1

Sejam u1, u2 2 S, onde S =

(
u 2 C2 (Rn) ; ju (x)j � �2

(1+jxj2)
(1+�)
(p�1)

)
, com �2 =n

n
p(p�1)

h
p(n�2)�2
(p�1)n

io 1
(p�1)

. Inicialmente, observe que

�(u1 � u2) + ju1jp � ju2jp + (f1 � f2) = 0 em Rn.

Por hipótese, temos que f2 � f1 � 0. Logo,

�(u1 � u2) + ju1jp � ju2jp � 0 em Rn.

Considere a função bh : R ! R de�nida por bh(t) = jtjp. Assim, pelo Teorema do Valor
Médio, temos bh(u1)� bh(u2) = (u1 � u2) p�(x)

p�1sign(u1 � u2)

� (u1 � u2)
p�p�12�

1 + jxj2
� (1+�)
(p�1)

sign(u1 � u2).

Logo, w = u1 � u2 satisfaz

�w +K (x)w � 0 em Rn, (3.37)

onde K(x) = p�p�12

(1+jxj2)
(1+�)
(p�1)

sign(u1 � u2). Agora, considere o problema linear

�v + jK (x)j v + h (x) = 0, x 2 Rn, (3.38)

onde h (x) = 1

(1+jxj2)
p

(p�1)
. A�rmamos que v = 0 e v = �

(1+jxj2)
1

(p�1)
, com � > 0

su�cientemente grande, são respectivamente subsolução e supersolução do problema
(3.38). De fato, inicialmente observe que se v = 0, então�

�v + h (x) � 0 em Rn
v � 0,

pois h(x) � 0. Logo, pela de�nição de subsolução temos que v = 0 é subsolução para
o problema (3.38). Agora, mostraremos que v = �

(1+jxj2)
1

(p�1)
é supersolução para o

problema (3.38). Temos que

v0(r) = �2�r(1 + r
2)�

p
(p�1)

(p� 1) ,

e

v00(r) = �2�(1 + r
2)�

p
(p�1)

(p� 1) +
4�r2p(1 + r2)�

p
(p�1)�1

(p� 1)2 .
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Com isso, usando o laplaciano em coordenadas polares, temos

��v = 2�

(p� 1)(1 + r2)
p

(p�1)
� 4�r2p

(p� 1)2(1 + r2)
p

(p�1) (1 + r2)
+
(n� 1)
(p� 1)

2�

(1 + r2)
p

(p�1)

� 2�

(p� 1)(1 + r2)
p

(p�1)
� 4�r2p

(p� 1)2(1 + r2)
p

(p�1) r2
+
(n� 1)
(p� 1)

2�

(1 + r2)
p

(p�1)
,

onde na última desigualdade, usamos o fato de � 1
1+r2

� � 1
r2
. Além disso, observe que

� jk(x)j v = � p�p�13

(1 + jxj2)1+�
�

(1 + jxj2)
1

p�1

= � pn

p(p� 1)

�
p(n� 2)� 2
(p� 1)n

�
1

(1 + jxj2)1+�
�

(1 + jxj2)
1

p�1

=
�p(n� 2) + 2
(p� 1)2

1

(1 + jxj2)1+�
�

(1 + jxj2)
1

p�1

� �p(n� 2) + 2
(p� 1)2

�

(1 + jxj2)
p

p�1
.

Fazendo jxj = r, obtemos

� jk(x)j v � �p(n� 2) + 2
(p� 1)2

�

(1 + r2)
p

p�1
.

Logo,

��v � jk(x)j v =
�

2�

(p� 1) �
4�p

(p� 1)2 +
(n� 1)
(p� 1) 2� +

p(n� 2) + 2
(p� 1)2 �

�
1

(1 + r2)
p

p�1
.

Dessa forma, fazendo � su�cientemente grande, temos que

��v � jK(x)j v � 1

(1 + r2)
p

p�1
= h(x).

Sendo v � 0, pela de�nição de supersolução, obtemos a prova da a�rmação. Portanto,
temos pela Proposição 3.2.4 que v é solução positiva para o problema (3.38).
Segue do Lema 3.4.1 que a solução positiva v do problema (3.38) satisfaz

v(x) = Cn

Z
Rn

jK(y)j v(y) + h(y)

jx� yjn�2
dy.

Considere

f (y) = jK(y)j v(y) + h(y) � h(y) � C

(jyj2)
p

(p�1)
.
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Note que

f (y) � h(y) � C

(jyj2)
p

(p�1)
,

e assim,

l = � 2p

(p� 1) < �2,

o que implica pelo Lema 1.1.9 que

v(x) = wf (x) �
C

(jyj)
2

(p�1)
.

Como h � 0, temos que v satisfaz a equação diferencial

�v +K(x)v � 0 em Rn. (3.39)

Por (3:37) e (3:39), obtemos

�v + jK (x)j v � �w + jK (x)jw, em Rn.

Considere u(x) = w(x)
v(x)

e note que u (x)! 0 quando jxj ! +1, pois

w (x) � c

jxj
(2+�)
(p�1)

e
v (x) � c

jxj
2

(p�1)
.

Pelo Teorema 3.1.2, para todo R > 0 temos

max
jxj<R

u(x) < max
jxj=R

u(x).

Portanto, u � 0 em Rn. Usando o fato que v > 0, obtemos que u1 � u2, o que prova o
Teorema.

3.5.1 Prova do Corolário 3.0.2

Suponha que existe uma solução positiva u1 2 S, ou seja,

�u1 + ju1jp + f = 0 em Rn.

Note que u2 � 0 é uma solução de

�u2 + ju2jp + f2 = 0 em Rn,

com f2 � 0. Aplicando o Teorema 3.0.1 com f1 = f e f2 = 0 temos

u1 � u2 � 0,

o que é um absurdo, pois u1 > 0.
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3.5.2 Prova do Corolário 3.0.3

Sejam u1 solução positiva de

�u1 + ju1jp + f1 = 0 em Rn

e u2 solução positiva de

�u2 + ju2jp + f2 = 0 em Rn.

Considere f1 = f2. Assim, pelo Teorema 3.0.1, temos que se

f1 � f2 então u1 � u2 (3.40)

e se
f2 � f1 então u2 � u1. (3.41)

Logo, por (3:40) e (3:41), concluímos que u1 = u2, como queríamos.
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