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Resumo

Neste trabalho estudamos a equacao eliptica semilinear Au + |ul” + f () = 0 em
R™ onde n >3, p>n,/(n—2) e f uma funcdo Holder continua. Assumindo alguma
condicao de crescimento em f no infinito, discutiremos a existéncia de solugao cléssica.
Além disso, mostraremos um principio de comparagao e como consequéncia obtemos
resultados de nao existéncia e de unicidade de solugao cldssica em uma certa classe de
funcoes. Para obtermos o resultado de existéncia, usaremos o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder. A nao existéncia e unicidade de solucao é obtida usando o método de sub
e supersolucao juntamente com estimativas integrais a priori.
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Abstract

In this work we study the semilinear elliptic equation Au + |u|” 4+ f () = 0 in R",
wheren > 3, p > n, (n — 2) and f is a Holder continuous function. Assuming a growth
condition on f at infinity we discuss the existence of classical solution. Furthermore, we
prove a comparison principle and as a consequence we obtain results of non-existence
and uniqueness of classical solution in a certain class of functions. To get the result of
existence, we use the Schauder Fixed Point Theorem. The non-existence and uniqueness
of solution is obtained by using the method of sub and supersolution with a priori
integral estimates.
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Introducao

O nosso objetivo neste trabalho é obter resultados de existéncia, nao existéncia e
unicidade de solucao cldssica para a seguinte equagao eliptica semilinear nao homogénea:

Au+ |ul’ + f(z) =0 em R" (1)

onden >3,p>n/(n—2)e fé&uma funcdo Holder continua ndo identicamente nula.

Este tipo de equagao aparece naturalmente na teoria da probabilidade no estudo de
processos estocasticos. Em particular, a equagao (1) surge como teoremas limites no
estudo de movimentos super-Browniano, veja por exemplo Tzong-Yow Lee [12], Guy
Bernard 2] e suas referéncias.

O problema (1) com f = 0, que é o caso homogéneo, tem sido estudado
extensivamente nos tltimos anos, veja por exemplo [9], [10], [11], [12] e [13].

Uma das principais dificuldades no estudo de equagoes diferencias definidas em todo
o R" é a falta de compacidade.

Baseado no artigo de Guy Bernard [1], estabelecemos existéncia de solugao
assumindo alguma condicao de crescimento em f e no potencial Newtoniano wy, ou
seja assumindo que f satisfaz as hipéteses:

1. fRn ‘Ljiy,)é dy < o0

2. ’LUf(I’) < %,VI'ERH,
(1+]a]) =D

onde wy : R® — R, & o potencial Newtoniano da funcao f, £ é um parametro
pequeno e p,d pertence a algum intervalo. Neste caso, o nosso principal resultado
concernente a existéncia de solugao para (1) é:

Teorema 1 Sejam p > n/(n—2), comn > 3 e § > 0 satisfazendo (n —2) — 2 <
d < (n—2)p—n. Suponha as sequintes condi¢des no termo nao homogéneo f:

. feC*R") com 0 < a<l;

2. fRn ‘Lfliy,)é dy < 0o;

2(1+e)) 7D



Entao, existe & > 0 e u € C*(R") solugio de (1) tal que

wy(x) <wu(z) < 3

= S @

(1+ ] 555

Vo € R"

e 0 <& <&:.

A prova deste resultado serd obtida usando método de ponto fixo, ou seja, a solucao
¢ obtida aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para a aplicagao ® : V; — V¢

definida por )
Du () = — / O +7G),

(n—2)w, o —y"*
onde
. §
Ve=queCpR");|u(r)] £ ———a5
<1+|x|2) (P_l)

Na segunda parte do nosso trabalho, estabelecemos condigoes necessarias e suficientes
para que as solugoes de (1) estejam ordenadas em uma certa classe de fungdes. Mais
precisamente, considerando a classe de funcoes

s=due®®):|ul) < —2

= s [

(1 + |x|2) *=1
temos o seguinte resultado de comparacao:

Teorema 2 Seja p > n,/ (n—2), com n > 3. Se uj,us € S sdo respectivamente
solucoes de
Aug + w1’ + f1(z) =0 em R"

AUQ -+ |U2’p + f2($) =0 em Rn,
com fi, fo € C(R") e f1 < fo em R"entdo u; < uy em R™.

A principal ferramenta que usaremos na prova do Teorema 2 serd o método de sub
e supersolucao combinado com estimativas integrais a priori.

Como consequéncia deste Teorema de Comparacao temos o seguinte resultado de
nao existéncia.

Corolério 3 Suponha que p >n,/ (n—2), comn > 3. Se f € C(R") e f <0, entdo
a equagao (1) néao possui solu¢io em S.

Ainda como consequéncia do Teorema 2, temos o seguinte resultado de unicidade.

Coroldrio 4 Se p >n/(n—2),comn >3 e f € C(R"), entdo a equagio (1)
possui mo mdximo uma solugao em S.
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Este trabalho estd dividido em trés capitulos como segue: No Capitulo 1,
estabelecemos alguns resultados preliminares referentes a: regularidade do potencial
Newtoniano, grau topolégico de Brouwer e o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Estes
resultados serao utilizados nos capitulos subsequentes. No Capitulo 2, apresentamos a
prova do Teorema 1 usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder. Finalmente, no
Capitulo 3, serd apresentada a prova do Teorema 2.

Com o objetivo de tornar os capitulos independentes da introducao, enunciaremos
novamente os resultados principais em cada capitulo.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo iremos abordar de forma sucinta os temas necessdrios para o
desenvolvimento desta dissertacao.

1.1 Potencial Newtoniano

Inicialmente, vamos definir a solucao fundamental para a equagao de Laplace:

Au=0 em R" (1.1)

Vamos encontrar uma solugdo para a equagao (1.1) da forma u(z) = v(r), com
r=|z| = (24 ..+a2)2. Parai=1,..,n, temos

or
or; 1’
x.
()
Ug; =V (T) r
© 2 1 2
" i ! Ly
U, = (1) 7y +0/(7) ( )
Logo,
M 7 / 7
Au="(r) 2 ot (r) 2 (; — ﬁ)
n 1
=V"(r)+d'(r) | = — =
() +0/0) (=~ -
Consequentemente

Au=0 em R™ {0}

se, e somente se,




1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Equivalentemente
(v’r"‘l), =0
Assim,
N
rn—1
e portanto

v(r) = cilnr+c; se n=2
| st se n>3,

onde c; e ¢y sao constantes. Escolhendo ¢; e ¢y constantes adequadas, temos a seguinte
definicao:

Definicao 1.1.1 A funcdo

=ln|z — 9 se n=2
Mo=g)=No—a) = { 750 o T

n(n—2)wn

onde w, € a drea da esfera unitiria em R"™, definida para x,y € R™ com x # y, é a
solugdo fundamental da equagao de Laplace.

Definicao 1.1.2 Dizemos que uma funcio f : R™ — R é Hélder continua se existe

0<a<1 tal que

z,yeR™ |3j - y|a
7Y

Neste caso, denotaremos o espago das fungdes Holder continuas por C*(R"), se
a<1eC%(R") se @ =1. Além disso, denotaremos também

_ |f(x) = fy)]
[floamny = m%%n R

Em particular

|f(z) = fly)| < [f]ca(Rn) lz —y|*,V z,y € R".

Definicao 1.1.3 Dizemos que [ é localmente Hélder continua com expoente o, se f
for uma funcao Hélder continua com expoente v em subconjuntos compactos de R™.

Teorema 1.1.4 Seja 2 C R™ aberto. FEntdo, para todo inteiro k > 0 e para todos
0 <a<fB <1 valem as sequintes imersoes:

CF1 (@) = CF (
Che (@) — O*
R4 (@) — O (@)



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Além disso, se Q) é limitado entao as duas tltimas imersoes sao compactas.
Demonstracao: Ver Teorema 1.31 em [14], pg. 11. |

Definigao 1.1.5 Sejam f : R" — R uma funcao Holder continua e n > 3. Definimos
o potencial Newtoniano de f por:

wle) = [ Tle =)y,

ou seja,

wle) = o [ Uy, (12

~n(n—2)wy Jrn |z — y

1

ey com n > 3. Observe que a

A partir de agora, iremos considerar C,, =
partir da Definicao 1.1.1, para x # y, temos que

1

D, T(w —y) = — (x; — i) [« —y[™"
Tz —y) o, (zi — yi) |z — v
e
_ 1 25 —n—2
Dy, — y) = o~ {lz —yl* 6y — n(z; — y;)(z; —y;) } |z — ] :

Dessa forma, obtemos as seguintes estimativas

e =yl e Fy (1.3)

1
D, T(x—y)| <
1D Iz —y)| < —

n

1 “n
Dae, D =)l € — o=y ™5 2 4, (1.4)

n

O resultado que apresentaremos a seguir ¢ uma versao do Lema 4.1 de [4].

lf ()]

Lema 1.1.6 Sejam f uma funcao Hélder continua e f]R" 2

dy < co. Entio wy €

CY(R™) e para cada i =1,...,n temos

Dywy(z) = | Dyl —y)f(y)dy, VxeR"

Rn
Demonstracgao: Considere a funcao

R



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Afirmamos que v estd bem definida. De fato, temos

(@) < [ Do, T(x = y)]|f(y)] dy.

R™

o< [ I,

n NWp|z —y[nmt

Por (1.3), obtemos

Logo, usando que f é continua, temos

I |f (z +y)| |f(z +y)| ]
= —=d
ol@)l < _/;;|§2|33 |y|"—1 v /|y|>2|r| 7 Y

Wy,

<! -C’l(:v)+/ Mdy]
|

nwn, | y|>2|z| ’y|n—2 ’y|
I T+
slawraw [ Tl (15
nwy, | ly|>2|z| |y|
Afirmamos que se |y| > 2 |z|, entdo ‘5127_22 < ‘xigf_z. De fato,
o

lyl=le+y—2z|>|z+yl - 5

Logo,
2n72 37172

— < —. (1.6)
y" 2 T Ja oyt

Assim, de (1.6) e (1.5) temos
s [aw@aw [ ) <ow [ B <,

n yi>2lel [T +y[" 2 |2[n—2

o que prova a afirmagao. Mostraremos agora que v = D,,ws. Para isso, fixe n € Cl(R),

onde 0<n<1,0<n<2e
0, set<1
n(t)_{ 1, set>2.
Seja
w(o) = [ T -yt Wiy

onde 1. = 7 ('x;y‘) Pelo Teorema 6, pag. 630 de [3], temos que w, € C*(R"). Note
que

R™ R

N /<| —y|<2 Dy {(1 =n) T(x —y)} f(y)dy.



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Assim,
lo(z) — Daywo()] < / D0 T = pH 1)y
< 1— 'z — d
< / =T =1l dy

/<| |<2 =) Do, Dz =)l [£(y)] dy.

lz—yl\ [0, se|zv—y|<e
" € Sl 1, ose jx—y|l>2e

Observe que

e
D1 (u) :n,(lw—yl)( — v 2 (1.7)
€ € lz—y| ~ €
Logo
(@) = Do) < _swp ) [ (D@l 2 =) dy

Agora, a estimativa (1.3) juntamente com a Defini¢ao 1.1.1, implica

v(z) = Dywe(w)|

1 2
< sup |f(v) ( T+ nZ) dy.
e<|a—y|<2e e<la—y|<2e \ Wy, |7 — Y| e(n —2)wun |z — y|

Usando coordenadas polares, temos
2e rn— 1 27,71—1
_Dac € = d
oo = Do)l = s 1)l [ (e (n_QWH) :

= su dr.
6§|I*§|)§26 )l / ( n(n — 2))

(o)~ Do)l < _sup 170 (4 ).

e<|a—y|<2e n n(n-2)

Assim

Logo, w, € D,,w,. convergem uniformemente para w; e v em subconjuntos compactos,
respectivamente quando € — 0. Portanto w; € C*(R") e v = D,,wy. [

Lema 1.1.7 Se f é uma fungdo Hélder continua e fRn " ‘n Qdy < 00. Entao o potencial

Newtoniano w; € C*(R™) e
—Aws=f em R".



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Demonstragao: Ver Lema 4.2, pg. 55 de [4]. [ |
Os resultados que apresentaremos a seguir podem ser encontrados em Li-Ni [5].

Lema 1.1.8 Seja f : R" — R uma fungao localmente Hélder continua com o segquinte
decaimento no infinito

[fy) < Clyl', (1.8)

onde C' > 0, | < —2 sao constantes. Sen > 3 e wy é o potencial Newtoniano de f, isto
é

win) =, [ W, (1.9
R |2 =y
entao wy estd bem definido e
Clzf" se < —n
lwi(z)| <& Clzf "In|z| se I=-n
C |t se —n<l<-=2.

Demonstracao: Primeiro, vamos mostrar que w; estd bem definido. De fato, por
(1.8) existe R > 0 tal que

If(y)| < Cilyl', para |y > R. (1.10)

Além disso, desde que f é localmente Holder continua existe uma constante C; > 0 tal
que
|f(y)] < Cy, para [y| < R. (1.11)

Considere K = max{C},C>}. Logo por (1.10) e (1.11), temos que

Klyl' se |y|>R
<
’f@'—{f( se [yl <R.

Assim, se |y| > R temos

A+ @) = 1f W+ 1f W]y < K|yl + K < C3, pois | < —2.

Para |y| < R, temos
(14191 ™) [f ()] < K+ RT'K < Cu.

Considerando K; = max{C3, Cy}, obtemos
(14 y[™) W) < Ky, ¥y € R™ (1.12)

Logo
K,y

ke z—y" 2 (1 + [y )

we(z)] < Cn



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Note que
lwe(z)] < Cn/ Ady + C’n/ Ady + C’n/ Ady (1.13)
lo—y|< 3! Sl <lo—y|<2la] le—y|>2z|
=Cy L+ L+ 15,
onde A= ——51_____ Agora, vamos estimar I, I, e I5:

lz—y|" 2 (1+y| ")
Estimativa para [;: Seja Q; = {y eRY |z —y| < %} Se y € €4, temos

|z]

|y|2|93|—|y—x|27.

Assim

K
I < /91 |$_y| [11+ <|ac|> l] dy

C K
S 1—l / 1n72dy'
|z Jou |z =yl

Usando coordenadas polares, obtemos

nep [

Estimativa para I5: Seja )y = {y € R"; % <l|ly—z| <2 ]x|} Assim,

K
IQ :/ - dy
n—2 -1
@ |z —y[" (A +]yl)

22K 1
< n—2 / -l dy
2" Jap (1+y[7)

yl < ly — o]+ |2| < 2|z + |o| = 3 |a].

dr = Oy |z (1.14)

Desde que y € €25, temos

Logo,
C 1
I < %/ ———dy
|| wi<slz| (14 [y| )

1 1
< Cyfaf / ————dy+ / ——dy
wi<t (14 1[y|™) 1<iyi<alal |y] ™"



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Usando coordenadas polares, temos
) 3|z|
L < Kl|z|*" K+K/ rlr™tdr | . (1.15)
1

Primeiro, suponhamos que n — 1 +1 < —1(n+ 1 < 0). Neste caso, temos

3|
1

Tl+n

3|z|
/ rlrldr =
1 [+n

1
_t _x 1.16
- n+l ( )
Sen—141=—1, temos
3|x| 3| 1
/ rlen=1ldy = / —dr =1n <3|gj|) (1.17)
1 1 T
Finalmente, suponhamos que n — 1 +1 > —1(n + [ > 0). Neste caso, temos
3| I+n |3lzl 3 )t 1
/ g [T _GRDT L gt (s
. [+n 1 n+1 n+1

Assim, por (1.15), (1.16), (1.17) e (1.18), concluimos que

K|z, se n—1+1<-1
K |z)*" (K 4 In|z]), se n—1+1=-1
K |z|*" <K+ K |x|"+l> , se n—1+4+1>-—1.

I < (1.19)

Estimativa para I3: Seja 23 = {y € R";2|z| < |y — z|}. Assim, para y € Qs,

y—x
y—al <yl + 1ol < Iyl + 250,

ou seja,

Dessa forma,

2

2K
< / n—2 —ldy'
Qs |z —y[" " [r —y

K
I3 E/ - dy
% g —y|"? [1 + ('m_m) ]




1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

Usando coordenadas polares, obtemos

() T.n—l 7’2+l o0
13 S 05/ ———dr = 05 .
2| rn—2-1 2+1 2|

Desde que | < —2, encontramos
I3 S 05 |Q}|2+l . (120)

Assim, para |z| suficientemente grande, o resultado segue das estimativas (1.14), (1.19)
e (1.20). |

Quando f é uma funcao nao negativa, temos a seguinte estimativa:

Lema 1.1.9 Seja f localmente Hilder continua. Se f > 0 em R™ e f(y) > Cly|' no
infinito, onde | < =2, C' > 0, entao wy tem a sequinte limitagao no infinito:

Cla>™ se l<-—n
wr(r) > Clzf"In|z| se |=-n
C |z se —n<l< =2

Demonstracao: Desde que f > 0 temos

onde Qy = {y € R™; ‘926—| <ly—=x[ <2 \x|} Escolhamos R suficientemente grande, tal

que f # 0 em Bg(0) e f(y) > Cy|' se [y| > R. Assim, para |z| suficientemente grande,

temos

Q |7 =y Q\Br(0) | — Y|
Desde que

ly — x| <2z,

entao -

T

wr @z B[ e [ g
Q2 Q2\ Br(0)

Além dissso, por hipétese, temos que f(y) > C|y|', para |y| > R e f # 0 em Bg(0).
Logo usando que f é localmente Holder continua obtemos

2—n
wy (z) > @'ﬂ_z [C (R) +/ ly[' dy} . (1.21)
2 N\ BR(0)
Agora, observe que
F={yerir<pl< il oo (122

9



1.1. POTENCIAL NEWTONIANO

De fato, se y € F, temos

3
-l < Jol + 1ol < Jol + 0 = 2 <o

|

— > — = .
2 —y| > |z] — |yl 5

Logo, y € Q:\ Bgr(0). Por (1.21) e (1.22), obtemos

w; () > Coaf*™" (c )+ [ |y|ldy). (1.23)

Suponhamos que n — 1+ 1 < —1. Neste caso temos:
wy (z) > C(R) |x]2_". (1.24)

Usando coordenadas polares, temos

lal
wy (2) > Cp |z <C (R)+C (R)/R r”HldT) : (1.25)

Suponhamos agora que n — 1+ = —1. Tomemos R > 1 e |z| > (2R)*. Logo,

=] =]

l 21
/ iy :/ —dr
R R T

=In(|z|) —In(2R). (1.26)

Como \xl% > 2R, temos

%ln(|x|) > In(2R).

Somando (—In |z|) a ambos os lados da inequagdo acima, obtemos
1
§ln(|m|) <In(Jz|) —In(2R). (1.27)

Assim, por (1.26) e (1.27) temos

/ Lar > —ln (J2)). (1.28)
Por (1.25) e (1.28), temos

wy () > C (R) [af*" n (Ja]) (1.29)

10



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Suponhamos finalmente que n — 1 + [ > —1. Neste caso
lz|

1z} n—+l
/ S g — Ll — Rt
R n + l 2

Como |z| > (2R)* R > 1, temos % > R. Assim,

% ' '(B>n+l <%|>n+l
2
R

n+l| n+l n+1
1 1
_ ntl |~ [ -+
e |$| _n+l (22(n+l)>:|
= C'(R) |z|"*. (1.30)
Por (1.25) e (1.30), obtemos
wy () = O (R) 2" |2 = O (R) | (1.31)

Por (1.24), (1.29) e (1.31), concluimos que

C(R)|z|>™" se n—1+1<-1
wr(z)>{ C(R) |z "In|z] se n—1+1=-1
C (R) |z)*" se n—1+1>-1,
o que prova o lema. ]

1.2 Teorema do Ponto Fixo de Schauder

O objetivo desta secao é demonstrarmos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder.
Para isso, vamos relembrar a definicao e algumas propriedades do grau topoldgico de
Brouwer.

Considere  C R” um conjunto aberto e limitado e C* (ﬁ, ]R") o espaco das fungoes
k-vezes continuamente diferencidveis em Q que possuem todas as derivadas até a ordem
k, sendo restricoes de funcoes continuas definidas em Q. Para o espaco C* (Q,R”)
vamos considerar a seguinte norma

_ )
lll, = poax sup [ Do ()]
Sejam ¢ € C' (Q,R") e S, = {z € Q; J,(z) = 0}, onde J, representa o determinante
da matriz jacobiana de ¢. Seja b € R™ com b & p (9Q) U ¢ (S). Se x € ¢! (b) temos
que J, (x) # 0, assim pelo Teorema da Aplicacao Inversa ¢ é um difeomorfismo de uma

11



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

vizinhanga U, de x sobre uma vizinhanga V de b, isto é, |y : U — ¢ (U) =V é um
difeomorfismo.

Observe que o conjunto ¢~ ' (b) é finito. De fato, se ! (b) ¢ um fechado em ,
consequentemente ¢ um fechado e limitado em R™, pois ¢! (b) C Q. Dessa forma,
¢~ (b) € um compacto. Para cada x € ! (b), considere By, (z) C U,. Assim

et c |J Br).

z€p~1(b)

Desde que {Bpg (r)} é uma cobertura de abertos para o compacto ¢! (b), temos pelo
Teorema de Borel Lebesgue que podemos extrair uma subcobertura finita de maneira
que

e (b) C U Bg; (7)),

mostrando que ¢! (b) é finito, pois sendo ¢ injetiva em cada By, (z;) e z; € ¢~ (b),
entdo o tnico ponto de Bp, (x;) tal que ¢ (z) = b é x = x;, ou seja ¢~ ' (b) =
{z1, 29, ..., 21}, com J,(x;) # 0, para todo ¢ = {1,2,3, ..., k}.

Inicialmente, vamos definir o grau para valores regulares de ¢ € C*(Q,R") e depois
estenderemos a definigdo para aplicagoes ¢ € C(€,R").

Definicao 1.2.1 (Caso Regular) Sejam ¢ € CYHQR") e b ¢ ¢(0Q) U ¢(S,).

Definimos o grau topoldgico de ¢ em relagdao a €2 no ponto b, como sendo o nimero
imteiro
d(e,0,0) = > sgn(J(&))
&icp~1(b)

Lema 1.2.2 (Invaridncia por Homotopia de Classe C?) Seja H (x,t) € (C?*Q x
[0,1] ,R™), com b ¢ H (00 x [0,1]). Entao,

d(H (-,t),Q,b) = constante, Vt € [0,1].
Sejam ¢ € C (LR, b ¢ ¢(9Q) e r = dist (b, (09)) > 0. Sendo C?*(Q,R")

denso em C' (ﬁ, R”), devido ao Teorema de Aproximacgao de Weierstrass, existe 1 €
C? (Q,R") com ||¢ — ||, < %. Fixando

U= {ve U@ o - vl <L),

tem-se
d(q/]b Qa b) = d(q/}?a Qa b)7 VQ/Jl € ¢2 eU.

De fato, defina a aplicacao

H:Qx[0,1] — R"
(z,t) — H (,1) =ty (x) + (1 = t)is (z)

12



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Observe que, H € C? (2 x [0,1],R") e b ¢ H (09 x [0, 1]). Vamos justificar que
b H (09 % [0,1]).
Para x € ), e para cada t € [0, 1] temos
[H (x,t) =@ ()] = [t + (1 =) o (z) — Lo (2) — (1 = 1) @ ()],

que implica

[H (2,t) =@ ()] = [t (Y1 (2) = ¢ (2)) + (1 = 1) (2 () — ¢ (2))].

Portanto,

[H (2,t) = ¢ (2)] < t|(¢1 () =9 (@) + (1 =) [ (2) — @ ()], Vo€l
Desde que

[P (@) — o (@) < 1 — @l e 2 (@) — @ @) < 2 — ollo, V2 EQ

segue-se que

H (2,1) = o @) < t s — pllog + (L= 92— ¢llo, Vrel.

Logo
H(wt) = o @) <t5+1-1)3,

implicando

[H (a,t) - o ()] < 5
e consequentemente

b H (09 x [0,1]),
pois caso contrario, existiria xy € I e ty € [0, 1] tais que H (zg,to) = b, e com isso

[H (w0,t0) = ¢ (w0)| < 5,

o que implicaria

<

b= (z0)| < 5

\V)

o que é um absurdo, pois sendo r = dist (b, p(012)), tem-se
b—¢(z) =7

Portanto,
b¢ H (02 x[0,1]).

Pelo Lema (1.2.2) temos
d(H (-,t),Q,b) = constante, Vt € [0,1],

o que implica
d(H ('7 0) ) Q? b) = d<H ('7 1) 797 b)7

isto é,

d<w27 Q? b) = d<¢17 Qa b)

13



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Definigao 1.2.3 Definimos o grau topoldgico de Brouwer para ¢ € C(Q,R") com
b ¢ p(0), como sendoo

d(p,Q,b) =d(¢,Q,b), VI €U,
onde U = {4 € C*(QL,R"); ¢ — ¥||, < %} comr = dist (b, p(0)) > 0.

Observagao 1.2.4 Assim, para todo v € C(2,R") com b ¢ ¢(0R), temos que
d(v,Q,b) estd bem definido e nio depende da escolha de 1.

Propriedades do grau de Brouwer

P)) Invariancia do grau por Homotopia. Sejam H € C (ﬁ x [0, 1] ,R”) e
b¢ H (0 x [0,1]). Entao d(H (-,t),,b) é constante para t € [0, 1].

P,) Existéncia de solugao. Se d(p,2,b) # 0 entao, existe xy € €2 tal que ¢ (z9) = b.
Ps;) Normalizagdo. Seja I a identidade de Q em R”, isto é, I (x) = x, entdo

1, se be
d([’Q’b):{O se bé¢ Q.

Para a prova do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, iremos usar um resultado que
¢ muito ttil em Analise.

Proposigao 1.2.5 Sejam K C R"™ compacto e f : K — R" uma aplicagio continua.
Entao, existe uma aplicagao continua f : R" — R" tal que f(x) = f(x), para x € K
dada por:

B f () , sex € K
/)= (z 2ip, <x>) T2 ()1 (@) sen ¢ K (1.32)

em que {a',a?, ...} é um subconjunto enumerdvel denso em K e

@i () = maX{Q - %,0} ,
para v ¢ K, onde dist (z, K) = inf {||x — a||;a € K}.
Definicao 1.2.6 Um conjunto K C R"™ é dito convexo se para cada z,y € K
(1-the+tye K

para todo t € [0, 1].

14



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Note que se x1,Za,...,z, € K et; € [0,1] tal que > t; =1 entdo > t;z; € K.

=1

Definicao 1.2.7 O fecho convero de K é a interse¢ao de todos 0s conjuntos converos
que contém K. Denotaremos o fecho convexo de K por conv (K).

Lema 1.2.8 Sejam K C R" wm conjunto qualquer e B o conjunto de todas as
combinagoes convexas de elementos de K, isto é,

k k
= {Z/\,-xi; NeE01],r'eK, e Z/\izl,kEN}.

=1 =1

Entao, B = conv (K).

Demonstracao: Claramente temos que K C B. Sejam

j k
x:i:)\ixi ey:Zﬁin
i=1 i=1

elementos de B. Para todo ¢ € [0, 1], sabemos que (1 —¢)x + ty é uma combinagao
linear de elementos de K. Assim, a soma dos coeficientes desta combinacao é:

1—tZA+tZ@ (1—t)+t=1.

Logo, o segmento que une x a y estd totalmente contido em B, isto é, B é convexo.

Como K C B, segue que convK C B. Para mostrarmos que B C convK, considere um
n

convexo A que contém K. Vamos mostrar que B C A. Seja x = ) \z' € B. Como
i=1

e Ke KCA,entao ' € A. Logo, temos

A A
T=MNT1+ ... + \p2™ 9(;1’4— .+ 91m1)+)\mx

em que = A\; + ...+ \n_1. Denote por 2% o termo entre parénteses na expressao acima,
entdo 2? ¢ uma combinacdo convexa de m — 1 elementos de A. Assim, 27 € A, pois A
¢é convexo. Logo,

=020 + \, 2™ € [ma, :L‘m} ,

onde [xg,a:m] ¢ o segmento que une os vetores z¥ e ™. Dali, [:ce,:z:m] C A. Dessa

forma, B C A, donde B C conv (K), pela defini¢ao de fecho convexo de um conjunto.
Portanto B = conv (K). |

Relembremos o que é um ponto fixo de uma aplicagao continua.

15



1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Definicao 1.2.9 Dada uma fungao continua f : K — K, um ponto fixo para f é um
ponto x € K tal que f (z) = x.

Teorema 1.2.10 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer) Seja K C R" convezo e
compacto. Se f: K — K é uma aplicagao continua, entdo f tem um ponto fizo.

Demonstraciao: Suponha inicialmente que K = Bg(0) e que f nio possua pontos
fixos na fronteira de K. Defina h : [0,1] x K — R", por

h(t,x) =z —1tf(x).

Afirmamos que 0 ¢ h([0,1] x OK). De fato, se tivéssemos xy € 0K e ty € [0, 1] tais
que h(tg,zo) = 0, obteriamos

R = |l'0‘ = to‘f(l’[))’ <t¢!R=R<tyR=1ty=1.

Dai, h(1,x0) = xo — f(zo) = 0, 0 que acarreta , f(zg) = g, 0 que é um absurdo visto
que estamos supondo que f nao tem ponto fixo na fronteira de K. Assim, por P;), P»)
e P;) temos que

d(I — f,intK,0) = d(I, B,(0),0) =1 # 0.
Logo, a equagao = — f(x) = 0 possui pelo menos uma solucao em K e esta é exatamente
o ponto fixo que procurdvamos. Para o caso de um dominio K mais geral, considere a
funcao f : R" — R dada em (1.32) e denote por X = convf(K). Mostraremos que

FR") C X.

Se x € K, entdo f(z) = f(x) e, portanto f(z) € X, pois f(z) € f(K) C X C X, ja
que K é convexo. Agora, se x ¢ K, note que

f(x) = lim S,,,

onde .
S = [Z 2‘%(%)] > 27igi(x) f(a).
i>1 i>1
Observe que S,, ¢ uma combinagao convexa de f (ab), f(a?), ..., f(a™), que sao elementos

de f(K). Assim, S,, € X, e portanto f(z) é o limite de uma sequéncia de elementos
de X. Podemos concluir, entao que

FRY) ¢ X = convf(K).

Como f(K) C K e K & convexo e compacto, fica provado que f(R") C K. Tome agora
R suficientemente grande iie forma que I,(V C Bgr(0). Pela primeira parte, sabemos que
existe © € Bg(0) tal que f(z) = 2. Mas f(z) € K, dai z € K. Assim,

f(@) = fx) ==,

isto é, f tem um ponto fixo. [ |
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1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Lema 1.2.11 Seja K um compacto de E, onde E é um espago vetorial normado.
Para todo € > 0, existe um subespaco de dimensdo finita F, C E e uma aplica¢ao
ge € C(K, F,) tal que

|z —ge(z)]| <€, VaeK.

Demonstracao: Sendo K compacto, dado € > 0, existem pontos ¥ ...,y, € E tais
que

p
K c | Be(y).
=1

Seja F, o subespago gerado por {y1,¥2, ..., y,} e definamos a funcao
b : K — R,

por
) _ €— ||£L’ - yz” , Sex € Be(yz)
bilw) = { 0, se £ ¢ Be(y;).
Observe que
bi(x) >0,Vr ek

p
sz(ﬂf) >0,VzreK.
i=1
Agora, considere a funcao
ge : K — I,

definida por

€ conv {y17y27 s 7yp} .

Note que g, estd bem definida, isto ¢, V x € K, temos que g.(x) € F,, pois g.(z) é
uma combinagao dos y;s. A aplicacao g. € C(K, F,), pois g ¢ um quociente de fungoes

p
continuas, onde Y b;(z) > 0, para todo x € K. Além disso, temos
i=1

[ = ge ()| =
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Note que se ||z — y;|| > € entdo b; () = 0, portanto,
|lx —ge (2)|| <€,V xeK,
o que completa a prova do lema. [ |
Temos a seguinte versao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimensao infinita.

Teorema 1.2.12 (Ponto Fixo de Schauder) Seja K um convexo compacto de E,
onde E é um espago vetorial normado. SeT : K — K é uma aplicagao continua, entao
T admite um ponto fixo.

Demonstracao: Seja ¢ um nimero positivo. Como K é compacto, entaao existem
Y1,Y2,- -, Yp tal que K C B (y;,€), com i = 1,...,p. Considere E. = conv{yi, ..., Yy}
Afirmamos que E. é convexo e compacto. De fato, sabemos que

convA:{Ztaz, ;i €10,1], aleAeZt_lneN}

i—1

Agora, sejam z e z € E,, daf x = limxy, e z = lim 2, onde x, e 2, € conv{yi,...,yp,
V k € N, entao

klim (1—-a)zp+az, = (1 —a)r + az € conv{y, ..., Ypy = Ee
isto é,
(1—a)z+azcconv{y,...,yy}-

Veja que F. é compacto, pois F, C K, onde F, é fechado e K é compacto. Além disso,
temos que E, estd contido no subespaco F. de dimensao finita gerado por {yi,..., ¥}
Considere a aplicacao g. o T| g Ee = E, onde g.: K — F, ¢ a fungao dada no Lema
1.2.11. Note que essa aplicagao é continua, pois é uma composicao de funcoes continuas.
Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer g. o T admite um ponto fixo em E., ou
seja,

Jy. € E. C K tal que g. o T(y) = ..

Sendo K compacto, existe uma subsequéncia (¥, ) que converge para um ponto de K,
ou seja, Y., — y € K. Assim,

ly =TWI =11y = Yeu + Yer = TWer) + T(Ye,) = T(¥)]|
S ||y - y€n|| + ||g€nT<y€n) - T(yen)” + ||T(y€n) - T(y)H - 0’

quando n — oo. Logo
Ty =y,

o que completa a prova do teorema. [ |
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1.2. TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER

Corolario 1.2.13 Seja QQ um convexo fechado limitado de E, onde E é um espago
vetorial normado e S : QQ — Q) um operador compacto, entdo S admite um ponto fixo

em Q.

Demonstragao: Como S : ) — @ é um operador compacto, entao S (Q)) é compacto.
Assim, K = ¢onv [S(Q)] é convexo compacto e além disso K C @, pois @) é convexo e
fechado. Logo, S(K) C K, pois S(K) C S(Q) C K. Agora, considerando a aplicacao
continua, temos pelo Teorema 1.2.12 que S tem um ponto fixo em K C Q). [ |
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Capitulo 2

Existéncia de solucao

2.1 Resultados principais

Neste capitulo iremos usar métodos de ponto fixo para obter existéncia de solucao

cldssica para a equagao
Au+ [uf’ + f () =0 em R", (2.1)

onde p >n,/ (n—2) e f é uma funcao Holder continua.

Lembremos que uma solugao cléssica de (2.1) é uma fungao u € C?(R") que satisfaz
a mesma no sentido usual.

O resultado de existéncia de solugao pode ser encontrado em Guy Bernard [1], onde
iremos abordar o caso p > n/ (n — 2). Mais precisamente, temos:

Teorema 2.1.1 Sejam p >n,/ (n—2), comn >3 ed > 0 satisfazendo (n — 2) — o<
d < (n—2)p—n. Suponha as sequintes condi¢oes no termo nao-homogéneo f:

1. feC*R") com0 < a<1;
2. Jan —";'E?JL dy < 00;

2(1+e)) 7D

Entao, existe & > 0 e u € C*(R") solugio de (2.1) tal que

wy(x) <wu(z) < B S (2.2)

= (2+95)

(14 Ja]) 5D

para todo 0 < & < &.

Observe que o problema (2.1) ndo tem estrutura variacional, pois f ¢ H~! (R™).
Além disso, se f > 0 é uma funcdo nao identicamente nula, segue de (2.2) e do Principio
do Maximo que a solug@o entao a solucao de (2.1) obtida é positiva.

estritamente positiva.
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2.2 Resultados auxiliares

Para a prova do Teorema 2.1.1, iremos considerar a aplicacao ® : Ve — V; definida

por:
q)u(x):cn/ ju ()| +f(y)dy, (2.3)

n—2
no =y

onde

n £
Ve = {U € Cp(R"); |u(z)| € ————F% 1>
(1 + ) 5D
para (n —2) — 2 <0< (n—2)p—n.
No que segue, considere C'z(R™) o conjunto das fungoes continuas limitadas em R™
munido da norma do supremo, isto é,

[v]| = sup |v(z)|.
reR”™

Lema 2.2.1 Fizado £ > 0, o conjunto

Ve = {U € Op(R™); Ju(x)] < %}

(1 + Ja) &5
é convexo e fechado em Cp (R").
Demonstracao: Inicialmente, mostraremos que V¢ ¢ convexo. Com efeito, sejam
u,v € Vg, entao (1 —t)u+tv € Cp(R"), pois u,v € Cp(R") e

(1 —=t)u+to] <|(1—1t)u|+ |tv]

=(1—1t)|u| +¢|v
§ §
<(1-1t) e T o)
I+ z)e=D  (1+|z[)eD
3
:—(M,Vte [O,l].
(L4 Ja]) oD

Além disso, Vg é fechado. Com efeito, seja u € Cp (R") e (uy) C Vg tal que
lur = ul| = 0.

Dessa forma, u;, — u uniformemente
Desde que, uy, € V¢, temos

ur()] < —— (2.4

(1 + ) 5D
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Logo, tomando o limite em (2.4), obtemos

lu(z)| < %,
(1+ Jal) 55
0 que prova o lema. [ |
Lema 2.2.2 Se f € C*(R") e
< £ N R™
wy (x) < oy VO €
(1+ )"

entio wy € C (R").

Demonstragao: Seja (z;) C R™ tal que xxy — = em R"™. Logo, existe R > 1 tal que
|zx| < R,V k € N. Mostraremos que wy () — wy (z). Observemos que

f () f(y) f(y)
————dy = —————dy + ———d
/Rn |z =yl ¢ /y|s2R 21 — Yl ’ /|yz2R |zx — Yl ’

_ 7k k
Primeiro mostraremos que

(. %dy. (2.5)
wi<2r [T — Y|

De fato, fazendo a mudanca de varidvel z = x;, — y temos

[ W[ o
wi<2r |2 —y" 2 IBaean 2"

T — 2
= / ﬂk—mz)%B(m,zR)d&
B(03R) |?|

Como z € B (xy, R), entdo |z| < |zgx| + |y| < R+ 2R. Assim z € B (0, R).
Logo

. f(xy—2)

’Z‘n—Q %B(xK,R)

Cr
n—2

€ L' (Bsr (0)), para z # 0.

Vejamos agora que
AB(zk,R) —7 XB(x,R)-
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De fato, se z € B (x, R), entao sxp(r) (2) = 1. Como z; — x, temos que existe kg € N
tal que
|z — z|| < d(z,0B(z,R)) =R Vk > k.

Logo, z € B (xy, R) para todo k > ko. O que mostra que

HBay,R) (2) = 1 = 2@ (2),

para todo k > k.
No caso em que z ¢ B (x, R), entao »xp ) (2) = 0. Como |z — x| > Re x, — x,
temos que existe k; € N tal que

|z, — 2| < (Jz — x| — R) Vk> k.
Entao

|h = 2 2 o — 2 = |2 — x|
>|lzr—zl—(]z—2z|-R)=R Vk> k.

Logo, z € B (xy, R) € »p(,,r) (2) = 0. Portanto, quando k converge para zero, temos
que
#B(ay,R) (2) — 0 = 2p(.r) (2),

para todo k > k;. Claramente, temos que

flo)  f)

o q.t.p em Bg (0).

o —y" -

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos (2.5).
Agora, mostraremos que

fy

[5 - n—2
y>2r |7 — Y|

Considere a sequéncia de fungoes

fly)  fly) >
ze —y|" 2 | —y|" P , |yl > 2R.

Fy, (y) = (
Afirmamos que existe g € L* (BSg (0)) tal que |F (y)| < g (y) em BSg (0). De fato,

F@) [l =" = o —y" 7]
|z, —y|" e —y|"

§1+<|33_y|)n2. (2.7)

|$k - Z/|

F(y) =

[l —y[" % = |y — y["?]

o —y|"
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Notemos que

ooyl _le—mtmyl e mad el ol
|z — ] oe—yl T |z =y o —yl
Como |z —y| > |y| — |zk| > 2R — R = R, temos que m < &. Assim,
. - R
‘f ZhgLxR“‘+1§E%§—+1=frwﬂ+a. (2.8)
L —
Por (2.7) e (2.8) temos que
[ T il 8
n—2 < ’
]
onde C independe de k. Logo,
f ()
Lﬂ@NSCEjZFzzg@%pwiMz2R

onde C' é uma constante que depende de = e n. Logo, por hipdtese, temos que
g € L' (B, (0)). Desta forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

concluimos que
/ F (y) — 0.
ly|>2R

[ e,
y>2R [Tk — Y| y>2r |7 — Y|

ou seja, temos (2.6). Logo, por (2.5) e (2.6) temos que

Portanto,

wy () — wy ().
o que conclui a prova do lema. [ |
Lema 2.2.3 Seja g € C'(R") tal que
C

0<9W) < —a&
[y &=D"

comp>n,/(n—2)en>3. Entio w, € C (R").

Demonstragao: Seja (z;) C R” tal que z;, — x em R". Logo, existe R > 1 tal que
|z| < R. Mostraremos que w, (x)) — w, (z). Observemos que

gy 9y 9y
/ Ln_zdy:/ Ln_zd?ﬂr/ (—)n—Qdy
R |28 — Y| wi<2r |2k — Y| >2R [Tk — Y|

= Jf +Jy.
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Como no lema anterior, temos

g [ A9, 2.9
wi<er |z — Y|

Agora, mostraremos que

L)_Qdy. (2.10)

J§ — -
w>2r |7 — Y|

y>2R [Tk — Y|

Temos que

Como g (y) < ﬁ e |z —y| > |y| — |zx| > 2R — R, temos que
ly| (P= )

9(y) < Ch Cy

< w5 < @ ¥V yE€B(0.2R).
E] ne2, =17 G-D”
| =yl Jyl |yl
Afirmamos que n — EQM; p<0en— 52%) p # —1. De fato, inicialmente mostraremos
que n — §2+5§p <0. Comon—2-—12 < 0, entao

np—n—(2+6)p <O.

Logo
np—1)—(2+9)p<0.
2+5

P # —1, suponha por absurdo que n— EZJ“‘B p=—1.

Para mostrar o caso em que n —
Assim,

nip—1)—2+§)p=—-p+1.

Dessa forma,
op=np—n+p—1-—2p.

Logo

- foe-3]-4

<(n—2)—%

< 9.

O que é um absurdo. Portanto n — (2+5 14 # —1.
Usando coordenadas polares, temos

1 O (248)
/ w, S 02/ e (2.11)
B¢(0,2R) |y|(p71)p 2R
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(2+5

—1, temos
ne (22,
Cy /OO e E?%p Cy a ((I;+1;) )
2R n— P
Além disso, sendo n — E2+5; p < 0, obtemos
o0
o G | . [erR G-DP
2 (2+5) — L2 n—(2+5)p -1 < Q.
"= oPlag =
Logo, conclufmos que
¢ 1
(2+39) €L (BSR (0)) .
"

Notemos que

9ly) 9@
o =y ey

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos (2.10). Logo por
(2.9) e (2.10) temos

q.t.p em B5, (0).

wg (z1) — wy (),

o que conclui a demonstracao do lema. [ |

Lema 2.2.4 Eziste & > 0 tal que ®(Ve) C Vg para todo 0 < & < &, onde
i ()] < —— -

Demonstragao: Para a prova deste lema, iremos considerar dois casos, a saber:
Caso 1: |z| > 1. Note que

Pu(z) = Pru(z) + Pou(z) + Pau(z) + wy (x),

onde
p
Oyu(x) = Cn/ L%dy
o—yl<lzl |z —y|
p
Dyul(z) = C, Mdy

2l <pp—y<2la| |2 —y["

p
Dyu(x) = C, / CulP (y) )
2z|<je—y| | — y[""
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Iremos analisar cada operador ®; separadamente, 7 = 1,2, 3. Se u € V, temos

¢r
Pru(z) < Cn/ <l G dy.
z— n—2 p—1
TR ey (L )
Se |z — y| < £l entéo 1+|y‘ < 1+\:v| De fato,
x
o~ o] < Jo— o] < 2
ou seja,
7| <2[y|.
Assim
L+ |zl <1+2[y[ <2(1+yl).
Logo
(2+9) 1
Pyu(r) < 872 -1 / 2+ dy
|z—y|< 12l | y|n72 (1 I |x|) -1

(2+9)p
Cpér2 0 1
= — ((2+51)) / |<‘ |x_y|n72dy.
(1+ ) " oY

Usando coordenadas polares, obtemos

||

(2+6)p 1 Bl
(I)lu($) = Crw, P2 -1 W/ rn—2 dr
(p-1) Jr=0
(1 -+ Jal)

2

(2+9)p xr

= nwn£p2 (=1 3 | | (246)p *
(142 "

Afirmamos que
2
|z 1
= (2+9) *

(2+9)
(14 2@~ (1+ |af)oD

N

(2.12)

De fato, note que

(p—1)

1+ |z])e-DP
= (219)
(1 + [z])&=D
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Por (2.12), obtemos

g2
Oyu () < =) e (2.13)
p—1
(1+ =)
Agora, vamos estimar ®,. Para isto, note que I:v_iy\ < %, pois % < |z — y|. Além disso,

ly| < |z —y|+ |z| <3|z|, pois |z — y| < 2|z|. Neste caso, temos

p
Dou(z) < C’n2”2/ %d
2 <lo—y|<2la| |7]
CLEP2" 2w, 1
S e — a5 W
2" Jiyi<alal (=
(L4 yl)

onde na tultima integral usamos que v € V;. Usando coordenadas polares, temos

pon—2 3|z| n—1
Pou(z) < C’nf—/ S
0

|$|n72 -7
(1+7)
Agora, desde que 4|z| > 1, tem-se
n—2 1
A (2.14)
(1+[z]) ||
De fato,
(L4 [a)"™ < (4 2]+ |a))"
=52 ]a:|n_2 )
Assim,
5p10n72 /3r| (1_|_r)n71
Dou(x) < ————dr
) S G T e =,
(1+47r)
p10n72 3|z L aus
~(n 26) (1 + )2 / (14 7)o dr,
- 0
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Fazendo a mudanca de varidvel 1 +r = s, temos

p1O"—2 1+3|z|
Byu(z) < — =10 / 1 g
(n=2)(1+[z))"2 /),
14-3|z|
é-p 10n—2 Sni Ef:i;p
~ (n— n=2 " (2+9)
(r=2) (L + 2l o @, |
£r10n-2 1 @ro)
= = (143l 677 1]
(n—2) (1 + |z]) n—%p
£r1072 1 >
_ 1—(1+3 = 1>”] .
(n—2) (1 + |z[)"2 (2+(Bp—n (L+3[=)"
Como 24 6)
+
— <0
p-0"'""
+6)
entdao 1 — (1 + 3 |z|)"" 9P < 1e assim,
P1On—2 1
bale) S o T
n— x|)" ™
[( P~ ”]

Além disso, temos que 12:‘15; < (n—2), pois 0 < (n —2)p — n. Neste caso
P10"—2 1
() < 25 1 "2 T 210)
(n_ )( +|ZL‘|) |:( )p 'n,i|
p1ON—2
. £r10 1

Agora, vamos estimar o operador ®3. Sendo 2 |z| <
forma,

C
Poulr) < ——
S
Desde que u € Vg, temos
p
Bulr) <~ /
202 2" Jopel<lel (
Por (2.14), temos
Cn p5n—2
o) < 58 |
2072 (L [2)™ Jatal<la—yl (

29
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L+ [y)e=o"

(246) ’
(n—2) (14 |z)®D [—Ef,iigp - n]

|z — y|, temos —|xi <

Yl

[ W
2|z|<[|z—y|

1
dy.

1
dy.

ety
L Jy) B3



2.2. RESULTADOS AUXILIARES

Usando coordenadas polares, obtemos

C. £pyn— 2
Qiu(z) < né /
|z r(p l)p

202 (1 + |z|)"
CEP5" 2w 1 250
= 251 | | / " G0P gy, (2.18)
n- + |z|) =|
Veja que
_(248) |©
/oo L (2+6) d (p—1)
7“ e-D"dr =
r=|z| n Eiti;p r=la|
€ +5)
I
B [(2+5)p — n] . (219
(r—1)
Por (2.18) e (2.19), temos
€p5n72 |{E| Eitgp—n

Pyu(x) <

n—2 n—2 (2448 ’
(=222 (L o) [ &8y — ]

(2+9)
Como EH‘;gp —n <0, temos |z|>-D""" < 1. Assim
p5n—2 1
Pyu(x) < 3 .
(n=2)2"2 (14 [z))" | &),
-1P

Por fim, temos que % <n — 2. Logo,

£r3n—2 1

(219) :
(n—2) (1 + |o) 55 [&Dp —n]

Pzu(r) < (2.20)

Agora, escolha & > 0 suficientemente pequeno tal que a soma das constantes nas
estimativas (2.13),(2.17) e (2.20), satisfaca a seguinte desigualdade

K, < g (2.21)
onde
K 28t%P*3 10n—2 3n—2
1= +
_ ) 5
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Observe que (2.21) é equivalente a

£ < (L) - (2.22)
= \ 2K, ' ‘

Das estimativas (2.13), (2.17) e (2.20), temos

(24+9)p -3

2 -1 &r 1072 &v
CI)U(:C) < (2+9) +
_ (249) 5 (249)
(n—2) 1+ )" (n—2) [% - n} (1 + [z]) =D
31172 é-p
+ + wy ().
(2+5)
(n—2) | B —n) (1+[a]) 5

Assim, usando a hipdtese sobre o potencial Newtoniano e (2.21), temos que

1

(2+9)
) (p—1)

Qu(x) <& (2.23)

(1+1z]
Caso 2: |z| < 1. Vamos escrever
Pu(z) = Uyu(r) + You(z) + Ysu(z) + wy (x),

onde

Uyu(x) = C’n/| Mdy

n—2
z—yl<l2l lz —yl
p
Vou(x) = C, L%dy
Lzl <lp—yi<1 |2 — Y]

p
Vsu(x) = Cn/ |U|—(?i)_2dy
1<le—y| |7 — Y|
1

Observe que ¥; é igual a ®; e ndo usamos o fato de |z| > 7 para estimar ®;. Por
(2.13), obtemos

2B
Uyu(z) < =) ey (2.24)
(L+ )"
Para o operador ¥,, vamos escolher £ > 0 tal que

(2+6)

é"p 5 4 (p—1)
— < 2= 2.25
2(n—2) — 4 (5) ’ (2.25)
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que é equivalente a

¢ < [(n—2) (g) fff‘i%]"’ll). (226

Se u € Ve temos

gr
Vou(z) < C, /z| a5y Y-
S<|e—y|< n —
P ey )
Desde que
! <1,
1+ [yl
temos ]
Vou(x) < C’nfp/ —dy.
2l <jayl<1 |2 — Y|
Usando coordendas polares, obtemos
1 rn—l
Vou(x) < C’nfpwn/ . rn72dr

1
= C,¢w, / rdr.

=1l
2

D _ 2

Integrando

Logo, por (2.25), obtemos

(2+48) 2
Wou(z) < i (g)( ’ <%> . (2.27)

Afirmamos que se |z| < 1, entao

AN 1

= — |z

(3) ( . )g — (2.28)
1+ o) 55D

De fato, como |z] < 1, entdo 1 + |z| < 2, ou seja, 5 (14 |z]) < 1. Assim, temos

(2+9)

4\ D) (2+5)
(3) (1+ |20 <1

Além disso, temos que
4 —|z?

<1
1 =
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Logo

consequentemente

4\ 0 (4= |z 1

= — |z

(g) ( . )g — (2.29)
(1+1a]) 5

O que prova nossa afirmagao. Portanto, por (2.27) e (2.29), concluimos que
& 1
(1 + fal) 575
Agora vamos estimar o operador V3, para u € V¢ temos

é’p
1-fzl<lyl |z — y|" 2 (1 + |y])

Y-
-nP

ly|

Afirmamos que se |z| < 1 e 1 — |z]| < |y|, entao 4 < |z — y|. De fato, observe que

4lz| <1 <z +y|.

Dessa forma,
lyl _ 1yl
— > _—— = —,
o=yl 2yl =5 =3

Com esta 1ltima afirmacao, obtemos

Ysu(r) < On2n_2€p/ 5 (213)
tle=ul Jy["7% (1 + [y]) =07

Usando coordenadas polares, temos

00 7“"_1

Yyu(z) < Cn2n_2§pwn/ Gray 0

r=1-lal pn=2(1 4 ) to-?

— 2" w, / —
r=1-fa| (1 + 7)o DP
e 1
< Cn2n—2€pwn/ ;(Z_M)Ch"
r=l-lz| (1 4+ 7r)e-D"
o 1
= Cn2”_2§pwn/ —dr.

(2+49)
r=1-le| (1 4 r)G-n?"!
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Observe que,

(249)

[ o
219) r = (2 5)
r=1-—|z| (1 +7")(p+1)p ! (1 +7n) - A [2 (p—l)p

1

]

1—|z|

<2+‘” 244
@) 2,

Assim, por (2.30)

2n—2£p
sulw) < G0, 5 T (2+49) '
(n—2) (2~ |a) 007" [Z20p — 2]
Sabendo que 1+ |z| < 2 — |z[, pois |z| < }, temos
2n—2§p

Vsu(z) <

Gy, o [ (245 '
(n—2) (1+ Jo)) w072 [ &8y — o]

Desde que
2406
temos
(2+0) 9> (24 96)
-1  ~(p-1)
Logo, por (2.32), obtemos
2n—2§p

Vu(r) <

(249) s '
(n—2) (1+ fa)) oD [ &2 — 2]

_2_

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Agora, escolha £ > 0 suficientemente pequeno tal que satisfaga a desigualdade (2.16)

e que a soma das constantes nas estimativas (2.24),(2.30) e
desigualdade

(2+9)

AU S e SO
_ 5 — 9
=2 A oy [y ] 2
Logo,
ng2§§7
onde 19)
2 1P 3 on—2
Ky = .
? (n—2)+( _gyfe, o
" 0P
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Veja que (2.35) ¢ equivalente a

< ! =D 2.37
= () 230
Por (2.24), (2.30) e (2.33), temos
@+5), o
EP2G-nP 1 £ 1
Du(r) < (n—2) @ T \y) T e
1+ (1+]z]) @D
2n—2§p
+ (240) [ g wf(x)
1) +4
(n—2) (1+[af) oD |25y — 2]

Usando a hipétese do potencial Newtoniano, temos

eGP ¢ on—2¢p 1
Pu(r) < ¢ >—F—+ () +
(n—2) 1 (210) (2]
(n-2) [EBp—2] | (14 o)
£
+ ThR (2.38)
2(1+J2)""
Finalmente por (2.34), concluimos
£
Du(r) < (55)
(L))"
o que demonstra o lema. [ |

Lema 2.2.5 A aplicagcio ® : Ve — Vi é continua para todo § > 0.

Demonstracao: Sejam u,v € V. Como

P P
lu (y)] I:_(Zy)l a0,
o=yl

Du(z) — do(z) = C, /

Utilizando o Teorema do Valor Médio para a fungao f : R — R definida por f(t) = t?,
temos

lu ()" = v ()] = pb(y)P " |uly) — v(y)|
< max [(u(y),v(y)" " pluy) — v(y)] -

Considerando h(y) = max [(u(y), v(y))], obtemos
lu ()P = v ()P < by "pluly) — ()]
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Dessa forma

_ h(y)P~1
ute) ~ oty < Bl [ A, (2.30
Como ¢

vy) <h(y) <uly) < ———FG5
(1+lyl) 5

entao || I gp-ler-1

B pllu—v|
[®u(z) = Po(2)] < (n—2)w, /R z—y["?(1+ |y!)2+6dy‘

Agora, considere

onde f(y) =

1
W . Como

Fy) < m <Jy >

s para |z| grande.

el =—-2—-0 < —2, entdo, pelo Lema 1.1.8, obtemos |G(z)|
Assim, para |z| > Ry temos |G(x)| < ¢, se |z| < Ry, |G(2)|

pelo Lema 1.1.6. Considerando ¢ = max {cy, ¢z}, temos

S —=
||
< ¢4, pois G é continua

|G(z)| < ¢, Vo eR" (2.40)
Dessa forma, de (2.39) e 2.40, obtemos
|Pu(z) — Pv(x)] < Coep3” 1" lu — vl

consequentemente

[ (u) =@ (0)]| oo < Cllu—vly

o que mostra que ® : V; — V, ¢ uma aplicagao continua, para todo 0 < § < &. [ |

Lema 2.2.6 ®(V¢) é uma famiia de fungoes uniformemente equicontinua quando
restrita a bola fechada em R™ centrada na origem.

Demonstragao: Observe que, pelo Lema 1.1.7 j temos que wy € C%(R™), com isso
é suficiente mostrar que H (V) é uma familia de funcoes equicontinuas restrita a bola
fechada em R" centrada na origem, onde

Hu(m)—/R %dy.

n |z —y|
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Assim, sejam x1,79 € Bg(0), com x; # x5 e considere B; = Bojgy—ao)(21) €
BQ = B3‘1‘1—$2|(1;2)7 daf

1 1
Hu(er) — Hu(zs)| < / o () ” - __lay
- 71—y ey
1 1
<[ )l | =
B le—y| |352—Z/|
1 1
n / )P - __|ay.
R\ B |901 —y| |x2 —yl

Note que

i )P

Além disso, u € Vg, daf

u (y)[” £
/ n_gdy < | > ) dy
B |1 =y B [ay — "2 (1 + |yl) o7

gp
S / n—Qdy
B |*T1 - y|

onde na ultima desigualdade, usamos que % < 1. Logo, usando coordenadas
(1+y) ="
polares juntamente com o fato de y pertencer a B1, obtemos

/ g n—2dy :/ g n—2 ndr
B, ’xl - y‘ 0 r

= w2z — 2ol (2.41)

1

|$1 - y|n_2 |$2 - y|n_2

n—2
B, |ZL‘2 - y|

B, |l’1 - y|

dyg/ %dij/ Mdy.

Desde que B, C B,, entdo

p p
/ lu (y) iy < / \U(y)!de'
B |552 - y| Bo |$2 - y|

Anélogo ao que foi feito na integral anterior, obtemos

[u(y)” ¢
/ n—zdy S _ _9 (249) dy
B, |72 — | B |z —y|" 2 (1 + |y|) @ P

< EPw,b5 |2y — o (2.42)
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Agora, vamos calcular
1 1

/ @) _—
R\ B, |1 — Y] o —y

Inicialmente, vamos usar o Teorema do Valor Médio para estimar
1 1
n—2 n—2
|21 — y| |22 — Yy

dy. (2.43)

|n—2

Para isso, considere a fungao f : R"— R dada por f(z) = jo— y1|n -

Assim

of -
%(371 +0(v2 —11)) =

of
&v

(21 + 0 (22 — 1)) (12 — 71);

Z —n+2)|T—y|” ( yz)} ($2_x1)i-

=1

Logo

V(@ Z (axz )

Z 2_n yz)\x—yr)

=2-n)’(z-y™" Y @)

i=1
_ —n\2 |—
= (=27 (z—yl™) [T -y,
com T = x1 + 0 (rs — z1). O que implica que
Vi@ =m-2)z—yl "z -y
= (n—2)[z -y (2.44)
Pelo Teorema do Valor Médio, temos
|f(z1) = f(@2)] S [V 21+ 0(z2 — 21)] |21 — 22,
Logo, por (2.44), temos
(1) = f@2)] < (n=2) [T —y| " a1 — wo . (2.45)

Portanto

/ )
R\ B

1 1 Ju)l”
n—2 n—2 dy < (7’L - 2) |IL‘1 - I2| . —‘ (y)ibfl dy
o=y a2y R [E
(2.46)
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Afirmamos que se y € R"\ By, entdo
1 _
sly—nl<ly—7 <2[y -zl

De fato, como y € R™\ B}, entdo

|0 (21 — x2)| = 0 |(21 — x2)|
<y — .

Assim,

ly — 7| = |y —x1 — 0 (21 — 22)]|
< |y — x| + [0 (71 — x2)|
<2y —x].

Por outro lado,

ly =7 = ly —x1 — 0 (21 — 3)|
> |y — m1| = 2o — 11

1| |+1| | =1
=—|ly—=x — |y — x| — |9 — 21| .
29 1 2?/ 1 2 1

Sendo )
§|y—$1’—\$2—$1| >0,

temos 1
ly — | > 3 ly — 1| (2.47)

o que prova a afirmacdo. Por (2.46) e (2.47) e usando o fato de que u € Vg, obtemos

L

S 2"*1(n — 2)5;0 ’331 — .%'2‘

1 1

’951 - y|n_2 ’132 - y|n_2

1
_ (2+9)
BN [y — " (L4 [y]) e

dy, (2.48)

com
1 1
/ 5 n—1 (249) dy < / = n—1 249) dy
BNB [y —an | (L [y[)o0” (RNB)ALI<2R) [y — "7 (1 + [y[) 0"
1
+/ B - ey
(RN\B1)n{lyl>2R} |y — 29| (1 + |y|) @07

= I3+ I4.
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Note que se |y| < 2R, entdo
1

(1 +1yD)
Além disso, se y € (R"™\B;) e 21 € B (0), entdo

< 1.

(219)
e-DnP

2|21 — o] < |y — 21

< 3R.
Logo, usando coordenadas polares, temos
3R
I3 < wn/ dr. (2.49)
0
Agora, vamos calcular I, para isso afirmamos que se y € (R™\B;)N{|y| > 2R}, entdo
1 2
<=
ly— a1 7 |yl
De fato, observe que
’$1|‘< }%fg lgl
Assim,
ly — 21| = [y| — |z
]
consequentemente

2n—1
Iy S/ (2+9) 1dy
wIz2R (14 [y)o=" [y["”

2n71
< / = m—l
WIz2R (|y|) =" |y|"

Usando coordenadas polares temos

o) 2n—1
Z;;S wnh/q -———75;5—dr
2 p—

B (Jy])e=?
gn-1 1
— Py (2.50)
Logo, por (2.41),(2.42),(2.48),(2.49) e (2.50) obtemos
|Hu(x1) — Hu(zo)| < C'loy — 23],
onde C' (R,p,n,0,£), o que demonstra o lema. [ |
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2.3. PROVA DO TEOREMA 2.1.1

Lema 2.2.7 ®&(V;), com 0 < £ < & é pré-compacto em Cp (R")

Demonstracao: Seja (uj) uma sequéncia de fungdes em Vi. Desde que (V) é
uniformemente limitada, pois ®(V¢) C V¢ e que V¢ é equicontinua, pelo Lema 2.2.6,
temos pelo Teorema de Arzela-Ascoli que existe uma subsequéncia (Puy) C (Puy) que
converge uniformemente em B; (0) C By (0). Sendo (®uyy,) equicontinua e equilimitada
em B, (0), temos novamente pelo Teorema de Arzela-Ascoli que existe uma subsequéncia
(®uyi) C (Puyx) que converge uniformemente em By (0) C Bs (0). Continuando dessa
forma, construimos uma subsequéncia (®ug_1yx) C (Puji) que converge uniformemente
em B; 1 (0) C B;(0). Dessa forma, considerando a subsequéncia diagonal (®uy) C
(¢ug), temos por argumento de diagonal que (Puy;) converge pontualmente , digamos
(Pupr) () — v(x), para todo x € R" e algum v € V.

Afirmamos que (Puyy) converge uniformemente para v € Cg (R™). De fato, temos
que

v — Pugl|, = sup [v(z) — Pug(z)|

reR™
< sup |v(x) — Pugr(z)| + sup |v(z) — Pug ()|
lz|<R lz|>R
1
< sup |v(x) — Pugk(z)| + 2 sup R
e|<R [#l>R (1 + |z]) oD

onde na tltima desigualdade usamos que (Pug,) C Ve para |z| > R. Como (Pug)(x) —
v(z) para todo x € R" e algum v € V, entao

sup |v(x) — Pugg(z)| <
lz|<R

N ™

Além disso,
1 €
SUD ———— 5 S
|z]>R (1 + |g;\)(p—1)

Assim,
”U — (I)ukkHoo S €.

Com isso, mostramos que (Puy) possui subsequéncia convergente para toda sequéncia
limitada (uy) C V. ]

2.3 Prova do Teorema 2.1.1

Nesta secao apresentaremos a prova do Teorema 2.1.1, para isso utilizaremos o
Corolério 1.2.13.

Demonstracao: Temos pelo Lema 2.2.1 que o conjunto Vg é convexo e fechado. Além
disso, por defini¢ao V; é um subconjunto limitado de Cz (R™), temos também pelo Lema
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2.3. PROVA DO TEOREMA 2.1.1

2.2.7 que @ (V¢) C Vg é pré-compacto em V. Logo pelo Corolario 1.2.13 temos que a
aplicacao ® : Ve — V¢ definida em (2.3) tem um ponto fixo em Vg, ou seja, existe u € V¢

tal que )
ule) = vula) =, [ LD gy ),

n—2
n |z =y

onde h (y) = |u(y)|” + f(y), consequentemente pelo Lema 1.1.7 temos que
—Awy =h=lu(y)l"+ f(y), em R".

Logo,
Au+fu(y)f + f(y) =0, em R™

Além disso, note que

u(z) = du(z) = C, u @)l + f<y>dy > Cp L)Qdy =wy (x).

n—2 n—
Re |z — R |7 — Y|

Temos também que f é localmente Holder continua em R", logo pelo Lema 1.1.3 temos
que u € C%(R"). Portanto u é solugio cldssica para a equagao

Au+|ul” + f () =0 em R"

e u(z) > wy(z) e isto completa a prova. |
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Capitulo 3

Resultados de nao existéncia

Neste capitulo estabelecemos sob que condicoes as solucoes da equacao
Au+ |ul’ + f(z) =0 em R” (3.1)

estao ordenadas e como consequéncia mostraremos nao-existéncia e unicidade de solugao
em uma certa classe de fungoes, para isso iremos usar o método de sub e supersolucao.
Mais precisamente, temos o seguinte resultado, devido a Guy Bernard [1].

Teorema 3.0.1 Sejap >n,/(n—2), comnn > 3. Considere

€2
o (7

(1 + |m|2) (p=1)

@ {p(pn— 1) {p(?p_—zl)); 21 }“’1” 00

Se uy,us € S sao respectivamente solugoes de

S = ue CPRY; fulz)| <

onde

Aug + w1’ + fi(x) =0 em R (3.2)

Aug + [ug]” + fo(r) =0 em R", (3.3)
com fi, fo» € C(R") e

entao

Como consequéncia deste teorema temos o seguinte resultado de nao existéncia de
solugao.
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3.1. PRINCIPIOS DO MAXIMO E REGULARIDADE

Coroldrio 3.0.2 Suponha que p > n,/(n—2), comn > 3. Se f € C(R") e f <0,
entao a equagdo (3.1) nao possui solugao positiva em S.

Ainda como consequéncia do Teorema 3.0.1 temos o seguinte resultado de unicidade
de solucao.

Corolario 3.0.3 Sep >n,/(n—2), comn >3 e f e C(R"), entdo a equagio (3.1)
possui no mdximo uma solu¢ao em S.

3.1 Principios do maximo e regularidade

Para esta secao consideraremos operadores lineares de segunda ordem da forma
Lu=—-Au+ c(x)u,

com c € C (ﬁ) onde €2 é um aberto de R”. Lembrando que a fronteira de €2 satisfaz a
condicao da esfera interior em xy se existe uma bola B C §2 com xq € 0B.

Teorema 3.1.1 Suponha Q) conezo. Sejau € C*(Q)NC (Q) ec >0 em Q, entio:

i) Se Lu <0 em Q e u atinge um mdzximo néao negativo sobre ) em um ponto interior,
entdo u é constante em 2.

ii) Do mesmo modo, se Lu > 0 em Q e u atinge um minimo nao positivo sobre Q) em
um ponto interior, entao u é constante em €.

Demonstracao: Ver Teorema 4 em [3], pg.333. |

Teorema 3.1.2 Sejam Q@ = Br(0) e L = A+ k(x), com k(z) > 0. Sew e v sdo
fungoes de classe C* tais que

Lv<Lw em £.

comwv >0 em (), entao u = % ndo pode atingir um mdxrimo em {1, a menos que u seja

uma constante.
Demonstragao: Ver Teorema 10, em [7], pg. 73. [ |

Teorema 3.1.3 Seja
Lu=—-Au+c(z)u

um operador estritamente eliptico num dominio limitado 2 C R™, com ¢ < 0. Suponha
que f e que os coeficientes de L sejam limitados e pertencam a C* (Q2). Suponha ainda
que Q satisfaz a condi¢ao da esfera exterior para todo ponto da fronteira. Se ¢ é
continua sobre OS2, entdo o problema de Dirichlet,

Lu=f em
u=@ sobre 0f,

tem uma tnica solugio u € C(2) N C%*(Q).
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3.1. PRINCIPIOS DO MAXIMO E REGULARIDADE

Demonstragao: Ver Teorema 6.13 em [4], pg. 106. [ |

Teorema 3.1.4 (Agmon, Douglas, Nirenberg) Suponha que Q@ C R™ é de classe
C? com fronteira limitada. Seja 1 < p < co. Entdo para todo f € LP () existe uma
inica solugio u € WP (Q) N Wy (Q) da equagio

—Au+u=f em €.
Além disso, se Q é de classe C™2 e se f € W™P (Q), com m > 1 um inteiro, entdo
w e W22 (Q) e Jullymesy < C [l
Demonstragao: Ver Teorema 9.32 em [8], pg. 316. [ |

Teorema 3.1.5 Seja Q C R" um subconjunto aberto e limitado do R™, com fronteira
de classe C*. Suponha que u € WHhP(Q).

i Se k<2, entdoue L1(Q), onde % = k

zla . Além disso,

HUHLq(Q) <C ||U||Wk,p(Q) )

onde C = C (k,p,n,Q) > 0.
ii Se k> %, entdo u € cF-[3]-1e (ﬁ), onde

n

B [ } —|—1—— Se%néoéinteiro
qualquer a < 1, se 5 ¢um inteiro.

Além disso,
I o5 2y < € Mthens
onde C = C(k,p,n,a, ) > 0.
Demonstragao: Ver Teorema 6 de [3], pg.270. [

Teorema 3.1.6 (Schauder) Suponha que Q) é limitado e de classe_C2 Y eom 0 < a<
1. Entao para cada f € C* (Q) existe uma tunica solucio u € C*° (Q) do problema

—Au+u=f em
u=0 sobre 0f).

Além disso, se Q é de classe C™ 2%, com m > 1 um inteiro e se f € C™*(Q), entdo

we O @) com fullgnsne < Cflgme

Demonstracao: Ver Teorema 9.33 em [8], pg. 317. [ |
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3.2. METODO DE SUB E SUPERSOLUCAO

3.2 Meétodo de sub e supersolucao

Nesta secao vamos mostrar o método de sub e supersolucao. Para isso, iremos
considerar o seguinte problema de Dirichlet nao linear

{ —Au= f(z,u) em Q (3.4)

u=20 sobre 0Of}

onde 2 é um dominio limitado suave em R" e f :  x R — R é uma funcao Holder
continua em relacao a x e de classe C' em relacdo a segunda varigvel.

Definicao 3.2.1 Uma fungio u (u) € C*(Q) N C(Q) é dita uma subsolugdo
(supersolugao) do problema (3.4 ) se satisfaz respectivamente

~Au< f(wu) em
{ u<0 sobre Of2 (3.5)
) AT > f(z,7) 0
—Au > f(x,u em
{ >0 sobre 0f). (3.6)

A demonstracao do teorema que apresentaremos a seguir pode ser encontrada em
[6].

Proposicao 3.2.2 Se u e u forem, respectivamente, subsolugcao e supersolugcao do
problema (3.4) tal que u < em S, entao, existe uma solugdo u de (3.4) satisfazendo
u<u<uem ).

Demonstragao: Definamos g(z,u) = f(z,u) 4+ au, onde a € R. Podemos escolher
a > 0 suficientemente grande de modo que a aplicacao

vV, :R—R
ur— Uy (u) = g(z,u).

seja crescente em [u(x), ()], Vo € Q.
Desta forma, devemos ter

ov,  0dg(x,u)
0< = = fu.(z, .
< 5. 9 fu(z,u)+a
Logo,
a>—fu,(x,u).
Assim, basta tomarmos
a>0
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3.2. METODO DE SUB E SUPERSOLUCAO

a > max {—f,(z,u);z € Qe u € [u(z),u(z)]}.

Note que max {—f,(z,u);z € Q e u € [u(z),u(x)]} existe, pois f € C' com relacdo a
segunda varidvel e Q x [u(x),%(x)] é compacto. Definamos ainda a sequéncia de funcdes,
up C C%(Q) N C(Q) como segue: seja ug = U e, para todo k > 1, uy, é a solugio unica
do problema linear

{ —Aup + aup = g(z,up_1) em (37)

up =0 sobre 0f).

A sequéncia (uy) estd bem definida, isto é, o problema (3.7) admite uma tnica solugao.
Para isto, basta justificar que o seguinte problema

—Au+av="h(z) em £
u=20 sobre 0f),

onde h € C* (ﬁ), admite uma tnica solucao. Mas isto segue do Teorema 3.1.3.
Mostraremos por inducao que

U< o <y <up << g =T (3.8)

Afirmamos que a propriedade (3.8) é valida para k = 1, ou seja u < u; < u. De fato,
pela definicao de uq, temos

(3.9)

—Auy + auy = g(z,up) = g(z,7) em
u; =0 sobre 0f).

Além disso, como u é supersolugao para o problema (3.9), temos

(3.10)

IV |

—Au+au > g(x,u) = —Auy +au; em
u>0 sobre 0.

Dai, por (3.9) e (3.10), obtemos

—A@—u)+a(@—u)>0 em Q
w—u; >0 sobre 0f2.

Pelo Teorema 3.1.1 temos que
up <u em . (3.11)

Vejamos que u < u;. Com efeito, pela definicao de subsolucao temos que

{ —Au+au<g(r,u) em Q (3.12)

u=>0 sobre 0f).

Por (3.9)
o fato de

3.12) e usando o fato de g ser crescente na segunda entrada, juntamente com
< w, obtemos

—Alu—u)—au—u) <0 em
u—u <0 sobre Of).

> (
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3.2. METODO DE SUB E SUPERSOLUCAO

Pelo Teorema 3.1.1 temos
u < u; em €. (3.13)

Por (3.11) e (3.13), concluimos que
u<wu <uw em ).
Agora, vamos assumir que a propriedade (3.8) vale para algum k € N, ou seja
u<up < Up_1 < .. <ug=7uem ),
e mostraremos que (3.8) vale para k + 1, ou seja,

U < Upyr < U

Vamos mostrar primeiro que ug 1 < ui. Com efeito, sabemos que

—Auy + au, = g(x,ux_1) em  Q
{ up =0 sobre 0f2 (3.14)
‘ A ( ) Q
—QUgy1 + AUy = (T, Uk em
{ Ugy1 =0 sobre 0f). (3.15)

Por (3.14) de (3.15), obtemos

—Aug — ups1) + alur — 1) = g(x, up-1) — g(w,ux) em Q
Up — Ugry = 0 sobre 0f).

Como, ug_1 > wug(por hipétese de indugdo), entdo g(x,ux—1) > g(z,uy), pois g é
crescente.em [u (), @ (z)] Dai,

—Aup — ugs1) +alug —ugs1) >0 em
up — ugr1 = 0 sobre 0f2.

Pelo Teorema 3.1.1 temos
U Z Ug1 €M Q. (316)

Por outro lado, como u ¢ uma subsolucao temos

—Au+au < g(z,u) em  Q

{ u <0 sobre 0f). (3.17)

Agora, pela definicao de wuy. 1, implica que

—Aupyq + augy = g(x,up)  em  Q
{ Ugrr =0 sobre 0f). (3.18)
Por (3.18) e (3.17) temos
—A (U1 —u) + a(ups1 —u) > gz, ug) — g(z,u) em  Q (3.19)
Ugrr —u >0 sobre 0f). '
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Sendo u < uy, (por hipétese de indugao) e, novamente pela monotonicidade da g temos
que
g(l',lbk) Z g('rvg)v
consequentemente
9(@,u) — g(z,u) = 0. (3.20)
Logo, por (3.19) e (3.20)

—A(ug1 —u)+a(ugs; —u) >0 em
Ugr1 —u > 0 sobre Of).

Novamente pelo Teorema 3.1.1 temos que
U1 > w em . (3.21)

Logo, por (3.16) e (3.21) que a propriedade (3.8) vale para todo k + 1, e portanto, é
valida para todo k € N. Concluimos entao que a seqiencia (uy) é limitada e decrescente
em (). Portanto, existe u tal que para cada x € € fixado

ug () \, u (z) quando k — oo. (3.22)

Nosso objetivo é mostrar que podemos passar o limite em (3.7), para concluir que
u definida em (3.22) é solucao do problema (3.4). Para isto, precisamos mostrar que
up — u € C? (ﬁ) Seja

9i(x) = g(x, ug(x)). (3.23)

Note que a sequéncia (gx) € limitada em L*(2). De fato,

1gnlloe = I1/ -,

ug) + augl|
)|l oo + @ fJurll o
Moo +a @l -

Como % e u sdo continuas e ) é compacto temos que existe ¢; > 0 tal que ||[u]|, < ¢ e
existe co > 0 tal que ||ul| X [c2, c1]. Sabendo que f é continua e €2 x [c, ¢1] é compacto,
existe cs tal que || f (-, u)l|,, < c3. Assim,

gk ()l < ca;

e portanto, g, é limitada em LP () para 1 < p < oo. Desde que g € L () com
1 < p < o0 e uy € solucao do problema (3.7), temos pelo Teorema 3.1.4 que a sequéncia
uy, € limitada em W?P(Q) para 1 < p < co. Pelo Teorema 3.1.5 temos que (uy) é
limitada em C** (Q). Daf (g;) ¢ limitada em C*.O Teorema 3.1.6 implica que (uy)
é limitada em C%* (©2). Como C** (Q) estd imerso compactamente em C? () temos
que existe uma subsequéncia (uk]) de (ug) e n € C? (ﬁ) tal que uy, — 1 em C? (ﬁ)
Assim, uy; () — n(z) em Q. Sendo (u;) monétona, entao

uw — 1 € C2 (Q)
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e, portanto,

ug () — n(x) em Q.
Por (3.22) conclufmos que 7 (z) = u (z), com z € €. Logo, u;, — u € C? (). Tomando
o limite em (3.7) obtemos

—Au+au=g(z,u) em £
u =0 sobre 01,

donde concluimos que u é solu¢ao do problema (3.4). Assim, existe uma solucao u de
(3.4) tal que u < u <, o que conclui a demonstragao. [ |

Teorema 3.2.3 (Estimativa interior) Sejam Q um dominio de R", u € C?(Q) e
f € Ci. () tal que Au = f em Q. Entio u € CEY (), e para Q, % C Q, com
Qo C Oy C Q ey compacto, temos

llyag, < € (luleg, + 1 loan,)
onde C = C (Q, ).
Demonstracao: Ver Teorema 4.6 de [4], pg. 60 e Teorema 1.7 em [15], pg.11. [

Proposicao 3.2.4 Seja h e K € C*(R"). Se u e u sao subsolu¢io e supersolucao
respectivamente de
Au+ K (z)u+h(z)=0 em R", (3.24)

tal que

Demonstracao: Seja Br uma bola centrada na origem, com R > 0. Considere o
problema de valor de fronteira

Au+ K (z)u+h(z)=0 em Bg
u>0,u#0 em Bp (3.25)
u="0 sobre 0Bpg.

Como Br C R™ temos que u é supersolucao (para cada R) e u é subsolugao (para
cada R) do problema (3.25) com u < uw em Bpg. Aplicando a Proposigao 3.2.2 com
f(z,u) = K (z) u+h () temos que para cada R existe ug € C* (Bg)NC (Bp) solugio
de (3.25) tal que u < ug <7 em Bg.

Fixemos inteiros Ry e Ry = 2R; ou Ry = R; + 1 tal que para cada inteiro k > Rs,
obtemos u; € C? (By) N C (Ek), satisfazendo

Aup + K (z)up +h(z) =0  em By
up =0 sobre 0B;,,
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u <y, <uem Ek.
Em particular,

(3.26)

Auy, + K (z)ug + h(z) =0 em Bg,
u<up<u em Bp,.

Como (h+ K (z)uy) é localmente Holder continua em By, By ¢ um dominio em R",
Bgr, C By, uj, € C? (By) e Bg,,Br, C By, com §32 compacto entao pelo Teorema 3.2.3
temos que

uk€C2’a(§Rl),0<a<1

e
ltkll e (i, ) < C Il e () + 1+ K (@) bl gnan 5, }
< C (R, Ry)
< Ck,-
Fazendo R; = 1,2,3,... encontramos C,Csy, Cs, ... constantes positivas tais que

lukllco.o(z,) < Crs k> 2
el oo (z,) < Cor k>3 (3.27)

il o (5, ) < Crur k> By 1.

Agora, para cada inteiro ¢ > 1, defina

k

u; = u k>1+1.

‘|

B’
0 2 A . 0

Temos, B; C B;11 e que {u?+1}k_:i+2 ¢ uma subsequéncia de {u§+1}k:i+1' De (3.27) e

pelo Teorema 1.1.4 temos que a imersao

C*>*(B;)) = C*(By), i=1,2...

¢ compacta. Logo, para cada i > 1 existe u; € C? (E) tal que, a menos de
subsequéncias, u¥ — u; em C? (B;)

i

o (T

2,3 4 c*(B)

ul,U17U1... ul,
2 (e

s 45 CB2)

/U/27U27'U/2... > u27
2 (5=

i 5 ¢ C(B)

U/3,UB,U3 — U3,
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com “HI‘BZ» = ;.
Definindo
u(x) = u; (x) para r € B;,

temos que u € C? (R"). Além disso, considere a sequéncia diagonal
Uy =ul, k=23,...
Claro que a sequéncia diagonal é convergente
Uy F s wem C2 (ERZ,) , para cada inteiro ¢ > 1.
Assim, considerando o problema

AUy + K (2)Ug +h(z) =0 em By
u<U,<u em Boy

e usando o fato que Br, C Bpg, temos

{ AUp +k(2) Uy + h(r) =0 em Bg,

u<U,<mu em Bp,. (3.28)

Finalmente, fazendo k — oo em (3.28) e lembrando que R; é arbitrario concluimos que
u € C? (R™) & solugao de (3.24), com u < u < U em R™. |

3.3 Meédia esférica

Definigao 3.3.1 A média esférica de uma fungao v € C(R™) é definida por

v(z,r) = L /|€1 v(z+r€)dSe, Vr € R,

Wn,

onde w,, é o volume da esfera unitaria em R".

Pela definicao de média esférica temos

v(0,7) = L /|§|1 v(0 + r&)dSe = L /§|1 v(r€)dSe, ¥V r.

Wn Wn

Além disso, 7(0,0) = v(0). Fazendo y = r¢ obtemos

1
/ v(y)dSy, ¥ r > 0.
lyl=r

wWyr™—1

v(0,7) =

Consideremos X = {(z,7) € R" x R;z =0 e r > 0}. Denotemos a restrigao de v(x,r)
a X por o(r), isto é,

1
v(r) = v(y)dS,, V r >0,
)= e [ oS, ¥ 7>
7(0) = (0)
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Proposicao 3.3.2 A média esférica satisfaz:
l.v+w=v+w.
Se v € C? (R") entdo a média esférica também satisfaz:

2. L (1% (z,r)) = r" AT (2, 1),

3. 2L (w,7) + 55 (w,7) = AT (a,7),

4. g—f (:L“,T)‘TZO =0,
5 Av(,r)=AW(,7)).

A prova das propriedades citadas acima sao de faceis verificagao, as quais decorrem
da definicao de média esférica.

Teorema 3.3.3 Se v é solugcao do problema

Av+|K|lv+ f(x) =0 emR"”
v > 0.

Entao

Klv+h 1 _
/ (1] — )dy + T2 / (IK|v+ f)dy = (n —2)w,u(R),V R >0. (3.29)
R<la| |yl le|<R

Demonstracao: Usando a definicao de média esférica, temos
Av+|Klv+ f=0, ¥Vr>0.
Multplicando por r"~! e usando o item 5 da Proposicao 3.3.2 obtemos
r" AT+ " Ko+ f =0, ¥V > 0.

Pelo item 2 da Proposicao 3.3.2 temos

d [ nado =1 (T 7) —
%(T %)Jrﬁr‘ (|K|v+f>—0,v r > 0.

Integrando a equacao acima de 0 a r, usando o item 4 da Proposicao 3.3.2 e dividindo

por "1 temos
v N
v(r)—{— /s”_1<|K|v—|—f>d8:O.
0

dr =1

Integrando a ltima equagao de r a R, com 0 < r < R obtemos

1 t —_—
e / s <|K| v+ f) (s)dsdt = 0.
0
93

6(R)—@(R)+/i
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Aplicando o Teorema de Fubini

//Rt:I |K|v+f>(s)dtds
//thll |K]v—|—f)(s)dtds

Logo,

s n—1 1 1
v(R)—a(m:/o <§_2>|K|v+f<Rn2—rn2)ds
R ogn-1 ___ 1 1
[ =g (- )

Fazendo R — oo na equagao acima, utilizando o Teorema da Convergéncia Moné6tona
e sabendo que 7 (R) — 0 obtemos

1 " I 1 ogn-l____
v(r)=—s——= K d K ds.
5(0) = gy [, TR0 Fs+ o [ ST s

Pela definicao de v

B (IK
~ e 2 ( Q)WH/ g 2/ (|K|v+ f)dSds
K
+ (n—2)wn/r gn—1gn— Z/avl—r(’ |v+ f)dSds
1 r

- K dsd
THQW"(”_Q)/O/MZT(' |v+ f)dSds

e /OO : / (I1K|v+ f)dSd
n—2)w, ), s 2 s v s

(1K
]K]v+fd5ds+// HUJrded
\ |z|=r

z|=r

Usando coordenadas polares temos

1 Klv+
(n—2)w,v (r) = n—2/ (]K]v—l—f)dy—l—/ wder>0,
77 Jal<r jwl>r |yl
o que conclui a demonstracao do Teorema 3.3.3. |
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3.4 Lema auxiliar

Lema 3.4.1 Se v é solugao do problema

{ Av+ |K(z)|v+ f(x) =0 emR (3.30)
v >0
onde f(y) = ﬁ e K(y) = %sign(ul — ug), com & =
(1+y)*) =D (1+]y?) =D
1
{p(pn_l) [p((Zj;f] }(p_l). Entao para R > 0, temos
K
v(z) = On/ (5] + QQ(y)dy. (3.31)
no o=yl
Demonstracao: Pelo Teorema 3.3.3, temos que se R — 0, entao
. (|IK|v+ f) . /
lim —————dy + lim (|K|v+ f)dy
R0 Jpep [yl R=0 R*2 Ji<p
= }%irr%)(n — 2)w, u(R). (3.32)
Primeiro, mostraremos que
li K dy = 0. 3.33
i s | (Lo £y (3.39)

De fato, como v e f sao fungoes continuas, temos que

lim
R—0 Rn—2

1
Klv+ f)dy < lim / Ko+ fll dy.
/|x|<R<| [v+ f)dy < lim =" ngH’ |0+ £l dy

Utilizando coordenadas polares, temos

1 R
/ N v+ flldy < lim —— K] v+ £l / P
|z|<R 0

R—0 Rn72
K[ v+l BMwn
< o)
- 11%13%3 nRn—2
K 2
< i 10+ ) R0 _
R—0 n

Dessa forma, concluimos (3.33). Por (3.32) e (3.33) temos que

K
lim Wdy =(n—2)w, limv(R)
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e pela definicao de média esférica temos

K
lim Wdy =(n—2)w, lim v (0).
R—0 R<|z| |y| R—0
Afirmamos que
K K
L= Py CATER:
B0 Jrepal |yl nlyl
De fato, note que
K K
lim Wdy = lim %BkWCZ (3.34)
k=00 Jrefel |yl k=00 Jgn ||
onde R, — 0 e By, = (Bg, (0))°. Considere
Klv+ f Klv+ f
9i (y) = %Bk(“g‘/’T) eg(y) = %

Afirmamos que g (y) — ¢(y) quase sempre em R". De fato, dado ¢ > 0 tome
no (y) > |y|. Logo, para todo k > ng, temos.

g, (y) = 1. (3.35)
Multiplicando (3.35) por ¢ (y), obtemos
(K[v+f) _ (K[v+f)

By, n—2 = n—2
Y| Y|

Assim, concluimos que g (y) — ¢ (y) quase sempre em R™. Além disso,

(Klo+ )| _|(Klv+f)
9% (y)| = |78, ] | < | =9().
vl vl
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que
9 (y) — g(y) em L' (R"). (3.36)

Por (3.34) e (3.36), temos

/ Wdy =(n—2)w,v(0).
w ]

Portanto,
(Kv+ ),
n—2
re [yl
O problema (3.30) é invariante por translagao, pois estd definido em todo R™. Assim,
pela equagao acima, obtemos

w-c, [ UKLy,

N ’.I' o y,n—?

v(0)=C,

0 que prova o lema. [ |
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3.5 Prova do Teorema 3.0.1

Sejam wup, us € S, onde S = {u € C*(R");|u(x)| < %}, com & =
(1+42*) @=D

1
{p(pn_ 5 [p((zjgf] }(”_1). Inicialmente, observe que

A (u1 — Ug) + ”LL1|p — |U2|p + (fl - fz) =0 em R".
Por hipétese, temos que fo — f; > 0. Logo,
A (ul — Ug) + ‘ulyp — ‘Ug’p Z 0 em R".

Considere a fun¢io h : R — R definida por h(t) = |t|”. Assim, pelo Teorema do Valor
Médio, temos

E(ul) - /E(UQ) = (uy — ug) pO(x)P  sign(u; — us)

ey
< (ul - u2) 2 (149) Sign(ul - u2)'
(1+ |x|2) w=b

Logo, w = u; — usy satisfaz

Aw+ K (z)w > 0 em R, (3.37)

p—1
onde K(z) = L(H&)sign(ul — uy). Agora, considere o problema linear
(1+]z[?) =1
Av+ |K (z)lv+h(z) =0, v €R", (3.38)
onde h(r) = —L——. Afirmamos que v = 0 e v = —2—— com n > 0
(1+ef) =D (1+[2f2) =D

suficientemente grande, sao respectivamente subsolucao e supersolucao do problema
(3.38). De fato, inicialmente observe que se v = 0, entao

Av+h(z) <0 em R”
v<0,

pois h(x) > 0. Logo, pela defini¢cdo de subsolugao temos que v = 0 é subsolugao para

o problema (3.38). Agora, mostraremos que T = + ¢ supersolucao para o
(1) T

problema (3.38). Temos que

2nr(1 +r2)_ﬁ
-1

v (r) =

2(1 + r2)” oD N Anr?p(1 + r2) G- !
(r—1) (p—1)
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Com isso, usando o laplaciano em coordenadas polares, temos

2 4y —1) 2

—AT = n____ P ) U
(p—1)(1+7r2)e-D (p—1)2(1+71)(171(1+r) <p_1)(1+r)p1>

> 2n I Anr®p p n (n—1) 2n .

(p—DA+r)TT  (p—12(1+r2)w092  P—=1) (142)wD

1

onde na iltima desigualdade, usamos o fato de — > —7%2. Além disso, observe que

1472
YT =
(14 [0 (1 + |zf*)o
B pn p(n —2) —2 1 n
~ plp- 1)[ (p—1)n }<1+le2)“5(1+|3:|2)?11
 —p(n—2)+2 1 N
D A P (1 )

( )
(
—p(n—2)+2 n
=T o)

Fazendo |x| = r, obtemos

Logo,

p(n—2)+2 1
12 | (112

. Y dgp  (n—1)
—AT — |k(x)|v = (p—l)_(p—1)2 (p—1)

Dessa forma, fazendo 7 suficientemente grande, temos que

2n +

1
—Av - [K(2)|v W—h(@-

Sendo v > 0, pela definicao de supersolucao, obtemos a prova da afirmacao. Portanto,
temos pela Proposigao 3.2.4 que v é solugao positiva para o problema (3.38).
Segue do Lema 3.4.1 que a solugao positiva v do problema (3.38) satisfaz

o(x) = C, K (y)|v(y) + h(y)dy_

n—2
R |7 =yl

Considere
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Note que

C

fy) = h(y) = o P
(ly[") =D
e assim,
2
P G -2,
(p—1)

o que implica pelo Lema 1.1.9 que

C

=N
Il
g

~
\%

- 2

(ly))y =D

Como h > 0, temos que v satisfaz a equacao diferencial
Av+ K(x)v <0 em R". (3.39)
Por (3.37) e (3.39), obtemos
Av+|K (z)|v < Aw+ |K (z)|w, em R"

Considere u(x) = % e note que u (r) — 0 quando |z| — 400, pois

w(x) < ‘

= (2+9)
|x|(z7*1)

C

v(x) > —.
o]&

Pelo Teorema 3.1.2, para todo R > 0 temos

maxu(r) < maxulx).

Portanto, u < 0 em R”. Usando o fato que v > 0, obtemos que u; < us, 0 que prova o
Teorema.
3.5.1 Prova do Coroléario 3.0.2
Suponha que existe uma solucao positiva u; € S, ou seja,

Aug + |wP + f=0 em R".
Note que us = 0 é uma solucao de

Aug + [ug|” + f =0 em R7,
com fy = 0. Aplicando o Teorema 3.0.1 com f; = f e fo = 0 temos

up < ug =0,

o que é um absurdo, pois u; > 0.
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3.5.2 Prova do Corolario 3.0.3

Sejam w; solucao positiva de
Aug + w1’ + f1 =0 em R”
e ug solugao positiva de
Aus + |usl’ + fo=0 em R".
Considere f; = fy. Assim, pelo Teorema 3.0.1, temos que se
f1 < fa entao uy < ug

e se
fa < f1 entao uy < uy.

Logo, por (3.40) e (3.41), concluimos que u; = uy, como querfamos.
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