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Resumo

Seja (R, m) um anel noetheriano local. As multiplicidades mistas para vérios ideais m-primdrios
foram definidas por J. Risler e B. Teissier em [Teissier], mostrando também que podem ser des-
critas mediante a multiplicidade de Hilbert-Samuel do ideal gerado por uma adequada seqiiéncia
superficial. Este resultado foi logo generalizado por D. Rees em [Rees], quem introduziu a nogao de
reducao para uma familia de ideais e mostrou que as multiplicidades mistas de ideais m-primaérios
pode ser descrita como a multiplicidade de Hilbert-Samuel do ideal gerado por uma reducao em
familia. Este teorema é conhecido como o teorema da multiplicidade mista de Rees e constitui um
resultado crucial na teoria de multiplicidades mistas para ideais m-primdrios. A reciproca deste
teorema foi estabelecida por I. Swanson em sua tese de doutorado (veja-se [Swanson]). Neste tra-
balho, damos provas detalhadas dos resultados mencionados.

Palavras chave: Reducao em familia, multiplicidade, polinomios de Hilbert, elementos super-
ficiais.

Abstract

Let (R,m) be a Noetherian local ring. Mixed multiplicities of finitely many m-primary ideals
were first defined by J. Risler and B. Teissier in [Teissier] and they proved that these could be
described as the usual Hilbert-Samuel multiplicity of the ideal generated by an appropriated su-
perficial sequence. This result was later generalized by D. Rees in [Rees], who first introduced the
notion of joint reduction for a family of ideals and proved that the mixed multiplicities of a family
of m-primary ideals could be described as the Hilbert-Samuel multiplicity of the ideal generated
by a suitable joint reduction. This theorem is known as Rees’ mixed multiplicity theorem and it
is a crucial result in the theory of mixed multiplicities for m-primary ideals. The converse of Rees’
theorem was given by I. Swanson in her Ph. D. thesis (see [Swanson]). In this work, we give a
detailed proof of all of the above mentioned results.

Keywords: Joint reduction, multiplicity, Hilbert’s polynomials, superficial elements.
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Introducao

O fecho inteiro de um ideal é um objeto algébrico que ja teve muitas aplicagdes em diferentes
aspectos da geometria algébrica e da dlgebra comutativa, sendo apresentado de maneira formal
nos trabalhos de Krull e Zariski dos anos trinta. Aparte de ser estudado pelo préprio interesse na
teoria multiplicativa de ideais, relacionando-o diretamente com o conceito de reducao em familia,
tem sido extremamente importante na solugao de problemas da teoria das singularidades. Com
efeito, B. Teissier usou a multiplicidade e o fecho inteiro do produto de dois ideais m-primarios
num anel local (R, m) com o objetivo de estudar a eqiiisingularidade de Whitney de uma familia
de hipersuperficies com singularidades isoladas.

Dado o anel noetheriano local (R, m) e dados dois ideais I C J em R, lembramos que I é uma
reducdo de J se IJ™ = J"*! para um nimero natural n. Esta nogio estd relacionada com a de
fecho inteiro como segue: I é uma reducao de J se, e somente se, tém o mesmo fecho inteiro. Se
I C J s@o m-primdrios e I é redugdo de J, entdo, as multiplicidades de Hilbert-Samuel e(J; R) e
e(I; R) sao iguais. D. Rees em [Rees] provou seu famoso resultado, o qual agora leva seu nome, onde
a reciproca também vale: dado um anel noetheriano local (R, m) formalmente eqiidimensional e
dados dois ideais m-primdrios I C J, I é uma reducdo de J se, e somente se, e(I; R) = e(J; R).

Por outro lado, suponhamos que I C J sao ideais que possuem o mesmo radical. Se I é uma
redugdo de J, temos que e(JR,, Ry) = e(IR,, R,) para qualquer ideal primo minimal sobre J. No
entanto, a reciproca nem sempre é verdadeira. Sob uma hipdtese adicional, E. Boger a estabeleceu
da seguinte maneira: dados os ideais J C I C VT num anel local R formalmente eqiidimensional
tal que £(I) = ht (I), entdo, I é uma redugdo de J se, e somente se, e(JRy, Ry) = e(IRy, Ry) para
todos os ideais primos minimais sobre J.

A teoria das multiplicidades mistas de ideais primadrios foi introduzida por J. Risler e B. Teissier.
As raizes desta teoria remontam-se ao artigo de Van der Waerden de 1928, desenvolvendo a teo-
ria das fungoes de Hilbert de algebras bigraduadas sobre um corpo. Este estudo foi generalizado
por P. Bhattacharya em 1955 para algebras bigraduadas sobre anéis artinianos. P. Bhattacharya
mostrou varios resultados; especificamente, mostrou a existéncia dos polindémios de Hilbert-Samuel
para dois ideais primérios. Seu trabalho foi generalizado ainda mais por J. Risler e B. Teissier
para multiplos ideais num importantissimo artigo. Teissier usou-os para fornecer uma definigao
algébrica dos numeros de Milnor das intersegoes de uma hipersuperficie com singularidades isoladas
com espacos lineares gerais de todas as dimensoes passando pelo ponto singular. J. Risler e B.
Teissier mostraram também que as multiplicidades mistas de dois ideais m-primarios sao as multi-
plicidades de Hilbert-Samuel de ideais gerados por elementos superficiais. Esta no¢ao de elementos
superficiais, devida a J. Risler e B. Teissier, foi estendida por D. Rees em 1984, quem apresentou
o conceito de redugao em familia de um conjunto de ideais m-primdrios. Ele mostrou que cada
multiplicidade mista de um conjunto de ideais m-priméarios é a multiplicidade de Hilbert-Samuel
de uma reducdo em famila deles. A reciproca do teorema de Rees foi estabelecida por I. Swanson
em sua tese de doutorado (veja-se [Swanson]).

As multiplicidades mistas tém encontrado muitas aplicagoes. Por citar algumas, em 1988, D.
Katz e J. Verma calcularam a férmula para a multiplicidade das algebras de Rees e das algebras
estendidas de Rees em termos das multiplicidades mistas. B. Teissier também exibiu uma férmula
relacionando a multiplicidade de Hilbert-Samuel de um produto de ideais m-primérios num anel
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local de dimensao d com suas multiplicidades mistas:

d! d 4
di+-+dg=dim R q
Esta formula desempenha um papel fundamental no trabalho de B. Teissier na caracterizagao das
condicoes de Whitney para familias de hipersuperficies com singularidades isoladas.

Neste trabalho, apresentamos provas detalhadas dos teoremas de J. Risler e B. Teissier, de D. Rees
e de I. Swanson. A primeira se¢do consta dos elementos bésicos, como as defini¢oes de redugao,
fecho inteiro e elementos superficiais e vérias propriedades que os relacionam. A segunda parte
centra-se fundamentalmente no conceito de multiplicidades mistas e formula o objetivo principal
de estabelecer uma relagao intima destes coeficientes com reducgoes em familia adequadas. A secéo
auxiliar contém alguns resultados e propriedades ja conhecidos no mundo da algebra comutativa,
principalmente, propriedades caracteristicas da eqiiidimensionalidade. A referéncia principal pode
ser lida no livro [Swanson, capitulo 17].
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Capitulo 1

Alguns preliminares

1.1 Lema de Artin-Rees

Dados alguns ideais I, ..., I; num anel R e niimeros naturais ny,...,ng, introduzimos a seguir a
notacao I™ := I{"" ---I;'* e apresentaremos uma versao multi-ideal muito 1til do lema de Artin-
Rees.

Teorema 1.1 (Lema de Artin-Rees) Sejam R um anel noetheriano, Iy, ..., Iy ideais em R e
M,N C T R-mddulos finitamente gerados. Entdo, existem numeros inteiros ci,...,ck tais que,
para todon; > ¢; (i=1,...,k),

I"MNN=I"¢I¢MNN).
Demonstrag¢do: Suponhamos que {wy,...,ws} gera M e sejam t1, ..., t; varidveis sobre R. Denote-

mos por S a dlgebra multi-Rees de I, ..., Iy; isto é, S = R[I1t1, ..., Ixtg] = { > ant™:ay, € I"}.
neNk
Consideremos também o S-médulo finitamente gerado @ I"T't™, chamado de agora em diante como

G, e tomemos seu S-submédulo H = @(I*M N N)t=. Logo, H é um S-médulo finitamente gerado

n
pelo conjunto {ui,...,u;}. Para cada i, seja ¢; o grau maximo da varidvel ¢; em {uy,...,u;}.
S

Sen e I"M NN, entdo, n = >, fr(a)w, para algum a € I e sendo cada f;, € G homogéneo
h=1

de grau n. Logo, a s-upla (f1,..., fs) pode ser vista como uma combinagédo linear de wuq, ..., u;,

sendo os coeficientes desta elementos em S. Ao serem os f;, polindmios homogéneos de grau total

n, os termos da combinacao linear de grau diferente a n devem somar zero. Portanto, pode-
mos supor que o coeficiente p; € S da soma tem grau n — d;, sendo d; o grau de u;. Logo,

n =3 fu(@)wn = Y pi(a) Y ujn(a)wn, donde S ujp(a)wy € I% M N N. Deste modo, se n; > ¢;,
D j D h

entdo, p;(a) € I<I¢%  obtendo que n € I* (1M N N).0J

1.2 Reducao e fecho inteiro

No ambito da dlgebra comutativa, o conceito de redugao fornece uma caracterizacao do fecho inteiro
de um ideal quando este é finitamente gerado. E por isto que falaremos indistintamente nestas
duas nocoes.

Definicao 1.1 (Fecho inteiro) Seja I um ideal num anel R. Um elemento x € R diz-se inteiro
sobre I se existirem um numero inteiro positivo n e elementos a; € I', com ¢ variando de 1 até n,
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tais que 2" + a1z ' 4+ +apn_1x 4+ an = 0. Q conjunto de todos os elementos inteiros sobre I
chama-se fecho inteiro de I e é denotado como I.

Defini¢ao 1.2 (Reducgao) Sejam J C I ideais. J é uma redugdo de I se existe um nimero
inteiro ndo-negativo n tal que It = JI™.

Desta ultima definigdo decorrem imediatamente as seguintes relagoes.
Lema 1.2 Seja J C I uma redugio. Entdo, vJ = /I, Min ? = Min g eht J="htI.

Demonstracio: Se J C I, entdo, vJ C v/I. Limitamo-nos a demonstrar a outra incluso.
Seja y € VI. Logo, existe um nimero inteiro nao-negativo m tal que y™ € I. Deste modo,
y™ ) ¢ I C J, concluindo que y € v/J. As outras duas igualdades seguem deste fato, pois os
ideais primos que contém I sido os mesmos ideais primos que contém /I.0]

Pese a isto, os ideais primos associados dependem da reducao.

Exemplo: Consideremos o anel de polinomios k[X,Y, Z] nas trés varidveis ,X , Y e Z sobre o
corpo k. Sejam J = (X3, XY2Z Y3 el = (X3,X?Y(Z —1),XY2Y?). E claro que J C I.
Agora, I? = (X% XY (Z — 1), X%Y?2, X3Y3 X2Y*4 XY5 YY), resultando assim que

JI? = (X, X3Y(Z — 1), X7Y?, X0V3, X5V4, X4Y5, X3Y6, X2Y7 XY® V9 = I3,

Logo, J é uma reducao de I. Mas o conjunto dos ideais primos associados de % é igual a

{(X,Y),(X,Y, Z)}, enquanto o conjunto dos ideais primos associados de £ ¢ {(X,Y), (X,Y, Z — 1)},
nao se cumprindo nenhuma das duas inclusoes desejadas.

No entanto, as redugoes também satisfazem algumas propriedades que falam bem sobre seu com-
portamento.

Proposigao 1.3 Sejam K C J C I ideais num anel R.
1. Se K € uma reducao de J e J € uma reducao de I, entao, K é uma reducao de I.
2. Se K € uma redugdo de I, entao, J é uma redugao de I.

Demonstragao:

1. Existem nimeros inteiros nao-negativos m e n tais que KJ" = J"t! e JI™ = I"™+1, Assim,
KImtn = Kjrpm = Jgotipm = [+l donde K é uma reducio de I.

2. Dado um ntmero inteiro ndo-negativo n tal que KI™ = I"T!, temos que
In+1 = KI*C JI" C In-&-l’

concluindo que JI™ = [*T1.0

Como foi dito anteriormente, existe uma correspondéncia entre as redugoes e o fecho inteiro de um
ideal quando este é finitamente gerado.

Proposicao 1.4 Seja I um ideal num anel R. Um elemento x € R € inteiro sobre I se, e somente
se, existe um nimero inteiro n tal que [I 4 ()] = I[I+ ()], isto é, I C I+ (x) é uma redugdio.
Se I € finitamente gerado, cumpre-se que K C I € reducao se, e somente se, I C K.

Demonstracdo: De fato, para qualquer niimero natural n,

I+ @) =1"+z[" P+ 2"+ ()™
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Assim, dado z € I, existem um ntimero natural n e a; € I' (i = 1,...,n) tais que
2"+ a2+t an_1x 4 apy = 0;

e, dado y € [I + (x)]", existem b; € I' (i =0,...,n) tais que y = boz"™ + b1 2" 4+ + b1 + by,.
Portanto,

y = (by —boar)z" L+ -+ + (bp—1 — boan—1)x + (bn — boay,),

donde y € I" + xI" L + .-+ 2" 1 = I[I + (x)]"" L. Agora, se [[ + (z)]" = I[I + (z)]"~}, temos
que o elemento " + a12" ' 4 - - - + a,,_1x + a, pertencente ao lado esquerdo da igualdade é igual
a algum elemento da forma byz" ! 4 --- + b,_12 + b,. Deste modo,

"+ (a1 — bl)l'n_l + -+ (an—l — bn—l)-73 + (an - bn) =0,

concluindo que z € I.

Demonstraremos, entdo, a segunda parte. Suponhamos que {rq,...,r,} gera I. Se K é uma
redugao de I, entdo, K é uma redugao de K + (r) para qualquer r € I. Portanto, r € K e I C K.

Agora, suponhamos que I C K. Logo, cada elemento gerador de I é inteiro sobre K. Assim,
obtemos uma cadeia de inclusdes K C K + (r1) € K + (r1,72) € -+ C K+ (r1,...,7,) = I onde
cada inclusdo representa uma reducao. Assim, K C I é uma reducgao.[]

Conclui-se, deste modo, que o fecho inteiro de um ideal é também um ideal.

Corolario 1.1 O fecho inteiro de um ideal € um ideal inteiramente fechado no mesmo anel.

Demonstracdo: Seja K um ideal num anel R. Se x € K, entdo, existem a; € K' tais que
"+ a4+ a7 +a, =0.

Portanto, dado b € R, temos que (bx)"+a1b(bx)" 1+ +a,_1b" "1 (bz)+a,b™ = 0, concluindo que
br € K. Agora, dados dois elementos r e s em K, existe um ideal K’ finitamente gerado contido
em K tal que os coeficientes das equacdes inteiras para r e s pertencem a (K’)*. Logo, r,s € K.
Sejam J = K'+(r) e I = K' + (r,s) = J + (s). Assim, K’ é uma redugao de J e J é uma redugio
de I, donde K’ é uma redugao de I. Com isto, temos que K’ C K/ + (r +s) C K'+ (r,s) = I sao
redugoes também. Portanto, r + s € K' CK.

Provaremos que K = K. Dado r € K, existe um ideal finitamente gerado J = (j1,..., )
contido em K tal que r € J. Analogamente, existe um ideal finitamente gerado I C K tal que
cada j; é inteiro sobre K. Logo, I é redugdo de I+ J e I + J é redugdo I + J + (r), resultando em
que I é uma redugdo de I + (r). Portanto, r é inteiro sobre I e sobre K.OJ

Dado um anel R, construiremos uma extensao fielmente plana sobre si, a qual preservara muitas
das propriedades que possui o anel original, como veremos no seguinte

Lema 1.5 Sejam J e I ideais num anel noetheriano local (R, m). Dada uma varidvel X, defina-se

S:R[X]mR[X] Entdo,
1. J C I se, e somente se, JS C IS.

2. ht I = ht IS. Em particular, dim R = dim S e I é m-primdrio se, e somente se, 1S é
mS-primdrio.

3. J C I é uma redugdo se, e somente se, JS C IS é uma redugao.
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4. p(I)=pu(IS) e b(I) =4(IS), onde £(I) € a dimensdo de Krull do anel € %
n=0

5. R é regular (ou Cohen-Macaulay) se, e somente se, S € reqular (ou Cohen-Macaulay).
6. Se I é m-primdrio, entdo, (%) =1 (%)

7. I € gerado por uma sequéncia regular se, e somente se, 1S ¢é gerado por uwma seqiéncia
reqular.

k k
8. SeI= () q, éuma decomposicio primdria (minimal), entdo, IS = () q;S € uma decom-
j=1 j=1
posi¢do primdria (minimal).

9. IR[X] = IR[X] e, portanto, IS = IS. Em particular, I € inteiramente fechado se, e somente
se, IR[X] € inteiramente fechado, o que acontece se, e somente se, IS € inteiramente fechado.

Demonstragdo: Observemos que, efetivamente, a extensao R — R[X]ng[x] ¢ fielmente plana, pois
pode ser vista como a composicao das extensoes planas R — R[X] — R[X|nr[x] €, se p C R
é um ideal primo, o ideal pS C S também o é, donde a aplicacdo induzida Spec S — Spec R é
sobrejetora. Os nove itens seguem deste fato.Od

Este fato permite reduzirmos algumas provas para o caso em que o corpo residual € infinito.

De fato,
S _ BlXwrp o < R[X] >
mS  mR[X]qrix] mR[X] ) pixg

e este ultimo é o corpo de fragoes de %[X ], que sempre é infinito.

A defini¢ao de redugdo em familia representa uma tentativa por estender o conceito de redugao,
desta vez, tomando um elemento de cada ideal considerado.

Definicao 1.3 (Reducao em familia) Sejam I4,..., I ideais num anel R e seja x; € I; para
cada i =1,... k. Diremos que a k-upla (z1,...,2z) é uma redugdo em familia de (I1,..., 1) se

k
Sy Ti_1Livy -+ I for uma redugdao de Iy - - Iy; isto €, se existir um numero inteiro nao-
i=1

niegatiUO n tal que

k
<ZI111"'1¢—1L:+1"'11¢> (]1...]k)n = ([1...]k)n+1,
i=1

De fato, se Iy = --- = I} = I, isto estd nos dizendo que a k-upla (x1,...,2) é uma reducdo em
familia de (I,...,I) se, e somente se, o ideal (x1,...,2%) é uma redugdo de I.

Exemplo: Para quaisquer z,y € R e quaisquer nimeros inteiros ndo-negativos m,n, o par (x,y)
é uma reducao em familia de ((z,y™), (z™,y)).

Com efeito, como z(z™,y) C (z,y™)(z™,y) e (x,y™)y C (x,y™)(z™,y), segue entdo que

z(z™,y) +y(x,y") C (z,y") (=™, y).

Agora, seja a € (z,y")(z™, y); logo,

a= 3 (bjx+cy")(d;z™ + fiy) =

S S
j=1 Jj=

1[bjl’(dj95m + fiy) + cy(dyy™ta™ + fy™).
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Assim, a € z(2™,y) +y(z,y") e (2™, y) + y(z,y") = (z,y") (=™, y).

Ja que falamos em redugoes simplesmente no contexto do anel onde elas existem, estenderemos
este conceito para um moédulo respeito a dito anel.

Definicao 1.4 (Redugao respeito a um médulo) Sejam R um anel, M um R-mddulo eI C J
tdeats em R. Diremos que I C J é uma reducao respeito a M se existir um numero inteiro l tal
que IJ'M = J" M. Analogamente, se Iy, ..., I, sdo ideais num anel R e, para cadai=1,...,k,
x; € I;, entao, a k-upla (x1,...,21) € uma redugdo em familia respeito a M de (Iy,...,Ix) se o
k

ideal Y x;ly -+ I;_11;4q -+ I, € uma reducao de I - - - Iy, respeito a M.

i=1
O seguinte lema dé-nos uma relagao entre as duas definigdes anteriores. Mais ainda, permite-nos
reduzir muitas provas para o caso em que R nao possui divisores de zero respeito ao médulo M ou
para o caso em que R é um dominio de integridade.

Lema 1.6 Sejam R um anel noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado. Entdo, qualquer
reducdo (em familia) respeito a M € também reducdo (em familia) respeito a ﬁ e vice-versa.

Demonstracdo: Suponhamos que I C J é uma reducio respeito a M. Sejal tal que IJ'M = J'H1 M.
Entdo, o homomorfismo de R-médulos ¢ : J'M — J'M tal que ¢(x) = ax, com a € J, satisfaz
o(J'M) C IJ'M. Portanto, existem 7; € I tais que ¢" + 710" 1 + -+ +71,0° = 0 (Lema A.1).
Assim, cada elemento de J pertence ao fecho inteiro de I, pois M é fiel respeito a ﬁ. Logo, 1
é uma reducao de J respeito a ﬁ.

Agora, suponhamos que I é uma reducgéo de J respeito a Anf 77+ Entao, existe um ndmero inteiro
I tal que JH*' LB = [Jl. L Daqui, JI*' C IJ! + Ann M e, portanto, JIT1M C IJ'M.
Assim, J'TIM = IJlM

Fazendo I = Z xily - Li1lipq -1, e J = I -+ I}, obteremos o resultado para redugoes em

familia.[]

Serd conveniente sabermos quando um subconjunto de uma redugao em familia é uma dessas
para uma subcolegao dos ideais considerados. O seguinte lema ajudar-nos-a com esta questao.

Lema 1.7 Seja (x1,...,x) uma redugdo em famdlia de (I, . .., Iy) respeito a M. Entao, existe um
l
nidmero inteiro | tal que (za, ..., xy) € uma reducao em famdlia de (I, . .., It) respeito a I]Vf#

Demonstracao: Por hipétese, existe [ tal que

(Il'Ik)l+1M: <Z lel Z 1IZ+1 Ik) (Il"Ik‘)lM

41 I Mtz M

Assim, fazendo o cdlculo para (Is--- Ix) obtemos que

x1 M
([2...Ik)l+1fi+1M+:v1M _ (I I) M + 2 M
J)1M le

Ma-

¢
¢

% (RS FHNY RS Ik> (I )M+ 2, M
1

Z‘1M

M=

xily - Il'71.[i+1 s Ik> (.[2 s Ik)l1i+1M +x1 M
2

J)lM
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k I+1
"M+ a1 M
- I CRETY FERY IR § Io... )2 & " 2l77
(igzzx 2 1dit1 k) (I k) v M

concluindo o resultado.[]

1.3 Elementos superficiais

Os elementos superficiais jogam um papel muito importante na construgao de redugoes. Também
constituem uma ferramenta 1til para a determinagao dos polindmios de Hilbert-Samuel e de Bhat-
tacharya, levando a definicao de multiplicidade.

Definicao 1.5 (Elemento superficial) Sejam R um anel, M um R-mddulo e I um ideal em
R. Diremos que © € I € um elemento superficial de I respeito a M se existir um numero inteiro
nao-negativo c tal que, para todo n > c,

(I"IM oy ) N ICM = I M.

O seguinte lema oferece-nos uma caracterizagdo dos elementos superficiais quando estes nao sao
divisores de zero sobre o médulo considerado.

Lema 1.8 Sejam R um anel, M um R-mddulo e I um ideal de R. Um elemento x € I nao-divisor
de zero sobre M € um elemento superficial de I respeito a M se, e somente se, para todo niumero
inteiro n suficientemente grande, (I"M :pr x) = I""1M.

Demonstragdo: Se (I"M :p x) = I""1M para todo n suficientemente grande, entdo, z é um
elemento superficial de I respeito a M (basta considerarmos ¢ = 0). Agora, suponhamos que x é
um elemento superficial de I respeito a M. Pelo lema de Artin-Rees, existe um nimero inteiro k
tal que, para todo n > k,

I"MnxzM =I""*I*"MnaM) C zI""*M.
Como I"M NaM = x(I"M :p; x) e z nao é divisor de zero para M, a expressao
x(I"M :pp z) = I"M NaM C xI"*M
reduz-se a (I"M :p; ) C I""FM. Seja n > k + c. Logo, I""*M C I°M e, portanto,
(I"M 13y @) = (I"M 13y 1) N I""FM = (I"M 25y @) N I°M = I"1M.0

Lema 1.9 Sejam R um anel noetheriano, M wm R-mddulo finitamente gerado, I um ideal e
z € R. Suponhamos que x ndio é divisor de zero sobre M ou que, para algum ideal J, I C \/J,

NJ"M =0 ez é um elemento superficial para J respeito a M. Entdo, existe um nimero natural
n
e tal que, para todo n > e,

(InM M .’)3) - (0 M S(}) + I"°M

(0:p x)yNICM =0.
Se x € superficial para I, entao, para todo n suficientemente grande,

(I"M :pp ) = (0 ) + I 1M
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Demonstragdo: Pelo lema de Artin-Rees, existe um numero inteiro & nado-negativo tal que, para
todon >k, I"M NaxM C zI" %M. Seja b € (I"M :p; x); entdo, bx € ["M NaM C xI""*M. Se
bx = 0, temos que b € (0 :ps x); noutro caso, b € I""¥M, donde b € (0 :pr ) + I"* M.

Se x néao é divisor de zero sobre M, entao, (0 :ps ) = 0.

Agora, suponhamos a segunda situagao. Entao, existe m tal que I™ C J e existe ¢ tal que,
para todo n > ¢, (J"M :pr ) N J°M = J"1 M. Deste modo, fazendo e = em + k, temos que

(0 &) NVIM C((J"M pp 2) N JMC ()T M =0.

Mais ainda, se = é superficial para I, entdo, paran > e + c,

(InMM.%') = [(OMI')-"-ICM}Q(InMM.T)
= (0 @)+ [IM A (1M 7))
= (0 2)+I"*MO

Podemos usar, ainda, uma definicao de elemento superficial mais geral no sentido da quantidade
de ideais considerados. Isto com o fim de obtermos o conceito de seqiiéncia superficial que nos
ajudard a construir redugoes em familia.

Defini¢ao 1.6 (Elemento superficial) Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finita-
mente gerado e I, ..., I ideais em R. x € I; chamar-se-d superficial para I, ..., I} respeito a M
se existir um numero inteiro nao-negativo c tal que, para todo ny > ¢ e para todos na, ..., ng > 0,

(IEM :pp ) N IEIR2 - I M = [ g2 . [ M

Uma seqiiéncia de elementos x1,...,x;, com x; € I; chama-se superficial para Iy,..., I; respeito a
. , . . M .

M se, para i =1,...,1, x; € I; é superficial respeito a Gz Para as imagens de I, ..., I

em £

(T15eesmio1) "

Veremos agora que tais elementos efetivamente existem desde que (R, m) seja um anel noetheriano
local com corpo residual infinito.

Proposicao 1.10 (Existéncia de elementos superficiais) Se (R,m) é um anel noetheriano

local com corpo residual infinito, entao, existem sequéncias superficiais para I, ..., Iy respeito a

um mddulo finitamente gerado M. Mais exatamente, existem um conjunto Zariski-aberto nao-vazio
I , . . L. . .

U C m—}l e um nimero m.tezm positivo ¢ tais que, para qualquer x € I; com imagem em U, para

todo i > 1, todoni >c+1—1 e todos na,...,ni >0,

(IM gy ) N IPIR2 - I M = [T 2 [P

Além disso, se Iy nao estd contido nos ideais primos Py,...,Ps de R, x pode ser escolhido de
maneira que os evite.

Demonstragao: Observemos que i I,Z”‘M C (I™M :p 2)NISTY? I,Z“‘M para qualquer
x €1y. Sejaa € IT " I)* - - I M; entdo, ax* € 17" 13* --- ['" M e a € (I"M :p1 2*).

Como ny —i > ¢ — 1, temos que I}~ C If. Portanto, I "I)* - [['*M C I{Iy* - I M,
mostrando que I7* T IY? - LM C (I™M :p 2%) N ISIY? - I M.

Se I for nilpotente, escolhamos ¢ tal que If_l = 0. Entao, parany >c+1i—1, I{“_i =0=1If.
Portanto, (I*M :pr o*) NI{IS? -+ IFM = 17" 7" 152 - - - I;'* M para todo = € I;.
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Provaremos o resultado para I; nao-nilpotente. Logo, % # 0. Seja A = P % Entao, A
! n>0 T
é uma R-algebra finitamente gerada. Além disso, A pode ser visto como um anel graduado com

i
grau de 7 igual an = (n1,...,ng).

Para cada ntmero inteiro positivo ¢, definamos A. = @ % Agora, sejam G = P ﬁEMM
= n>0

um A-mddulo finitamente gerado e Q1,...,Q; os ideais primos associados de G que ndo contém

A;. Tendo isto, definamos W;, para cada i =1,...,t, como a imagem de Q; NI} em ml—}l Analoga-

mente, definamos V; como a imagem de P; N[} em n{}l .

Se V; = ml—}l para algum ¢, entdao, Iy = P; N I; + ml;. Pelo lema de Nakayama, Iy = P; N I,
concluindo que I1; C P;, o que é um absurdo.

Tgualmente, se W; = n{}l para algum 4, entao, Iy = @Q; N1 + ml; e [ = @; N1, 0o que nos
diz que Q; contém Aq, obtendo outro absurdo.

. ~ R .. P I .
Assim, V; e W; sdo —-subespagos vetoriais préprios de @I, bara todo 1.

Seja U o complementar da unido de todos os W; e V;. Ao ser % corpo infinito, U nao é vazio, e,
ao serem W; e V; subespacos vetoriais préprios, U é Zariski-aberto em ml—}l

Agora, sejam x € I tal que sua imagem cai em U e (0g) = (| G; uma decomposi¢do priméria
J

irredundante de (0) C G. Por defini¢do de primos associados, cada /(G; :4 G) é um deles para

G.

Existem duas opgoes: © € /(G :4 G) ouz ¢ /(G :4 G).
Se z ¢ \/(Gj:a G), entdo, \/(G;:a G) = Q para algum | = 1,...,t e (G; :¢ ') = G; para

todo 1.

Agora, se x € /(G :4 G), entdo, A; C /(G :a G) (pois os ideais primos associados que nao
contém A; ja foram usados na primeira opc¢ao). Por tanto, como A, = A% se b > 1, conclui-se que
existe um niimero inteiro positivo ¢; tal que A.; C (G; 14 G).

Defina-se ¢ como o méximo de todos os ¢;, ou como zero se nao existirem tais. Logo,
0:ga)NAG= () (Giaa)n () (Gja2")NAG.
2€4/(G;:4G) ¢4/ (G;:4G)
Sabendo isto, temos também que
ﬂ (Gj:az')n ﬂ (Gj:az") C ﬂ (Gj:az")
2€4/(G;:4G) ¢4/ (Gj:4G) ¢4/ (G;:4G)
e, como (Gj :¢ 2%) = Gj,
(| (Gjaz")nAG = (l GinNAG
wf\/(Gj:aG) ¢4/(G;:4G)
6

(0g),

N
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donde (0 :¢ ') N A.G = (0g).

Deste modo, temos que se y € I{15? --- I;"* M ¢é tal que xly € I"M, entdo, a imagem de y em G cai
em A.GN(0:¢ z'). Portanto, esta imagem pertence a (0¢), obtendo que y € I7 " 13% -+ - I;"* M.[J

Os elementos superficiais respeito a uma familia de ideais comportam-se de modo andlogo ao
Lema 1.9.

Lema 1.11 Sejam R um anel noetheriano, I1, ... I} ideais em R e M um R-mddulo finitamente
J 9

gerado. Sejam i um numero inteiro positivo e x € Iy tais que, para algum nimero inteiro nao-

negativo ¢ e quaisquer nq, ...,ny suficientemente grandes,

(I“M ipp o) O ICTY? - I M = I T2 I M.
Suponhamos também que Iy C \/Iz -+ I, e que (VITM = 0. Entao, para todos ny,...,ny suficien-
n
temente grandes,

(I™M :pp 2') = (0 @) + 0052 I M

(0 :pr &) VI IR2 - [ M = 0.

Demonstracio: Pelo lema de Artin-Rees, fazendo N = z'M, existem ntmeros inteiros nao-
negativos es, ..., ey tais que, para todo n; > e;, I*M Nz'M = I*"¢(I°M N z*M). Segue entao
que I*M Nz*M C z*I* €M.

Vejamos que (I%M :p; 2%) C (0 :pp 2%) + I ¢M: seja b € (I%M :pr x%). Logo, bx' € I*M Nz'M
Assim, bz’ € x' %M. Se bz’ = 0, entdo, b € (0 :py x%); caso contrdrio, b € I* <M, concluindo a
afirmacao.

Se I C /Iy - - - I, entdo, existe um nimero inteiro positivo m tal que I7* C ITI5? - - I,‘;"“ (podemos
escolher m > s+ ¢+ max{es, ..., ex}, com s tal que I§ C I --- I}).

Logo, para ng > m + e1,ng > ez,...,n% > ek, (I*M :y ) C (0 :pp 2%) 4+ I§13% - I M e
(LM :pp x*) = (I"M :pp ') N [(0 :pg @) + IT12 - - - I8 M.

Desta forma, aplicando a propriedade modular da intersecao, temos que
(I™M :pp x%) = (0 :pg ) + (LM 2pg 2¥) N IGIS2 - I M

concluindo, por hipétese, que (I*M :ps ') = (0 :pr %) + I} 7' 152 - [ M. Em particular, para

todo n; suficientemente grande, (0 :p7 2*) VIV IY2 - I M C () (I*M :pp ') NITIS? - IF M.
n1>0

Novamente por hipétese, concluimos que

() ™M 2y N IfI2 - LM C 0 () I I M
n1>30 n1>0

() I 'M

n1>0

=0

N

obtendo que (0 :pr ') NI IY? - LM = 0.0
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1.4 Existéncia de reducoes em familia

J& demonstramos que sempre existem elementos superficiais num anel noetheriano local com corpo
residual infinito. Veremos que, sob uma hipdtese adicional, também existem as redugoes em familia
para uma colegao de d ideais, sendo d a dimensao de R.

Teorema 1.12 (Existéncia de redugoes em familia) Sejam (R, m) um anel noetheriano local
com corpo residual infinito, d a dimensdo de R e I, ..., 1, ideais em R. Suponhamos que, para todo
i=1,...,d, I; C\/Ii11 - Iq. Entao, existe uma reducio em familia (z1,...,2q) de (I1,...,14).

Demonstra¢do: Suponhamos que d > 0, pois para d = 0 ndo hd nada a mostrar. Raciocinaremos
por inducao sobre d.

Seja d = 1. Logo, ht I} < ¢(I;) < d (Coroldrio A.1 no apéndice). Portanto, £(I;) = 1 e, as-
sim, existe um elemento = € I; tal que (x) é uma reducao de I.

Si supusermos que (1,...,24) é uma reducdo em familia de (I1,...,1;) médulo (0 : (Iy---I4)"),
entao, existe um numero inteiro nao-negativo n tal que

(Iy---1a)" = <Z wily - Lia i - Id) (i 1) 4 (0: (Iy -+ Ig)b).
d
Assim, (I -+ I)" C S I - TP I TP - I3 + (02 (I -+ - Iy)!) e, portanto,
i=1

d
(Il . Id)n-H C Z in{l+l InJrlInJrl llzn—:rll Ile+lﬂ
i=1
o que nos diz que (x1,...,x4) é uma redugao em familia de (I3, ..., I;). Por esta razdo, é suficiente
provarmos o teorema para o anel quociente W para algum ntimero inteiro positivo [. Sil
é suficientemente grande satisfazendo que, para todo n, (0 : (Iy---I3)") C (0 : (I --- I4)!), entdo,
o anulador da imagem de [; --- I; em W é igual a zero. Assim, podemos supor isto tltimo
em R, o que implica que nenhum I; estd contido em nenhum ideal primo associado.

Pela Proposicao 1.10, existe x1 € I superficial para I1,...,I; que nao estd contido em nenhum
ideal primo associado de R. Por z nao estar em nenhum ideal primo associado de R, segue que

dim (Il) = d — 1; entao, por hipdtese de inducao, existem elementos z; € I;, com 7 = 2,...,d, tais
R

que a imagem de (xa,...,2q) em (R) é uma redugdo em familia da imagem de (I, ..., I;) em enE
Tendo isto, existe um nimero inteiro positivo n tal que

(Ip---Ig)" = (Z il Lioalipy - Id) (Iy - Ig)" L + (21).

Seguindo um processo similar ao anterior,
d
(I Ig)™ C ZQxI; c P IR T+ ()
1=
e, multiplicando por I7*, obtemos que

d
<11~.Id>nc(2m12 VARV Ig+wlf?>m<11~-~fd>“

=2

d
obtendo assim que (I1 -+ Ig)" C > aIpIy -+ IP (IP7 N0 - I+ (z0) O (- Ig)™
i=2

Agora, (z1)N ([ L))" =21 (I - Ig)™ s x1) = aclIf*lIg ---I7. Logo,
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d
(I - I)™ C inf?“'fﬁ1fn_1[f+1"'IZZ

%
i=1

concluindo que (z1,...,z4) é uma redugdo em familia de (I1,...,1;).0

O teorema anterior garante a existéncia de redugoes em familia para uma colecdo de d ideais.

Se tivermos uma colegdo maior de ideais (isto é, Iy,...,Is, com s > d) satisfazendo a hipdtese

adicional, teremos que (z1,...,24,0,...,0) é uma redugio em familia de (I3, ..., Is).

A seguinte proposigdo nos permitird escolher (z1,...,z4) num subconjunto Zariski-aberto de
I I, .. ~ e . .

anL ®-- 9 3% quando existirem redugoes em familia para estes ideais.

Proposicao 1.13 Seja (R, m,k) um anel noetheriano local de dimensdo d. Parai=1,...,d, se-

jam I; = (a11, ..., a1;,) ideais em R e x; =Y u;ja;; elementos em I;. Sejal=>"1;. Entdo, existe

j i

um conjunto Zariski-aberto U C k!, ndo necessariamente diferente de vazio, tal que (x1,...,24) €

uma redugdo em familia de (I, ..., 14) se, e somente se, a imagem de (W11, ..., ULy, - -, Udls- - - Udly)

em k! cai em U.

Demonstra¢do: Suponhamos que a imagem de (i1, ..., U1y, - - - Udls - - -, Ua,) em k! cai em U.

Sejam S o anel de polinémios sobre k nas varidveis A;;, com ¢ variando de 1 até d e j varian-

dodelatél;, e T =P L SeT sio R-algebras finitamente geradas com grau de A;; igual a

mit

(0,...,0,1,0,...,0); isto é, 1 na i-ésima posigdo. Para i =1,...,d, sejam J; = (A;1,...,Au,)S e
X; = ZTUAU’ sendo u;; a imagem de u;; em %. Consideremos J = Jy -+ - Jg.
J

Definamos ¢ : S — T o homomorfismo natural de anéis graduados; isto é, ¢(A4;;) = a;; + ml;, e
chamemos de K o nicleo de ¢. Provaremos a seguinte

Afirmacgao: (x1,...,24) € uma redu¢ao em familia de (Iy,...,1;) se, e somente se, para algum
nimero inteiro |, J' C K + (X1,... X4)S.

Se (x1,...,24) é uma redugdo em familia de (I,...,I;), entdo, existe um nimero inteiro ! tal
d

que (I Ig)t = > o1k ~If_1lf*1]f+1 -+ Ib. Seja M um monoémio em J' de grau (I,...,1).
i=1

Logo, para cada i, existe r; € It -+ If_lfffllfﬂ Ik tal que (M) = > riw; +m(Lh - Iy)
Agora, seja R; € JL---JL_ Ji7 NIl - b a pré-imagem de r; sob ¢. Logo,

® (M — ZRle) = Zrixi + m(Il ce ~Id)l — [Z""zl'z + m(h e 'Id)l} =0.
Portanto, J! C K + (X1, ... X4)S.

Se supomos que J! C K + (X1,...Xy)S, entdo, J' C K + > X;Jb - J_ J7 Il -+ JL. Logo,

p(JH) C o (K + X T T T Jé), obtendo que

(3 7

d
DY L (I (b (N
(Il"'Id)l c = 1 1—1 +1 d

m(ly 1) m(l; - 1)

provando assim nossa afirmagao.
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Voltemos & prova da proposicao. Fixemos um nimero inteiro ndo-negativo n. Se Mi,..., M.,
sdo os mondmios de grau (n,...,n), entdo, o k-espaco vetorial V;, C S que geram tem dimensdo
Cn, POis sao linearmente independentes. Seja W,, o subespago vetorial de V,, gerado por elementos
de [K+ (X1...,X4)S]NJ™ com base {Bi,...,Bs, }. Tendo isto, podemos escrever B; =Y ¢;; M;

J
para alguns c;; € k. Assim, X; e ¢;; dependem linearmente de u;;. Temos entao, por definigao,

que s, < ¢, para todo n.

Para cada w;j, seja U;; uma varidvel sobre k. Tomemos L;; um polindmio de grau no méximo
1 em k[U11,...,Uq,] no qual fique em evidéncia a dependéncia linear entre usj € ¢i;. Sejam C), a
matriz (Lij) e L o ideal de todos os ¢,-menores de C),. Definamos o conjunto Zariski-aberto

U={ueck!: F(u) # 0 para algum F € L}.

Se u € U, entdo, existem um nimero inteiro positivo n e um ¢,-menor F' de C,, tais que F(u) # 0.
Em particular, ¢, = s,. Logo, W,, = (My,..., M. ) e J*" C K+ (X1,...X4)S. Assim, pela
afirmagao jd mostrada, (z1,...,24) é uma reducao em familia de (Iy,..., I ).
Se (z1,...,24) é uma reducdo em familia de (I1,...,I;), entdo, existe n tal que

J"C K+ (Xq,...X4)S.
Portanto, s, = ¢, e a matriz (¢;;)s, xs, ¢ invertivel, concluindo que existe um menor nao-nulo de

C,equeueU.0]

Agora temos o problema “inverso”: dados alguns elementos, provaremos que existem ideais para
os quais eles sao redugao em familia.

Proposigao 1.14 Sejam (R,m) um anel noetheriano local e (x1,...,xr) um ideal m-primdrio.
Entao, para todo nimero natural n suficientemente grande, (x1,...,xx) € uma redu¢ao em familia
de ((‘rl) + mn’ sy (xk) + mn)

Demonstragao: Ao ser (x1,...,x ) m-primério, existe n tal que m™ C (z1,...,zk).

Sejar J = éxi[(wl) +m (i) + P [(2i) +m"] - [(2) +m"]; entdo,

1
)+ ] () + w7 = T+
Para vermos isto, observemos que J sempre estd contido na primeira parcela da igualdade, pois
k
Saily oo Iiqliyq--- Iy €I+ I se x; € I;. A outra inclusdo serd mostrada por indugdo. Se
i=1

k =1, entdo, J = (x1) e ndo hé mais para fazer.

—

Neste contexto, usaremos a notacao [(z;) + m™] para indicar que o termo [(x;) + m”] foi reti-
rado da multiplicagao.

Suponhamos que a propriedade vale para k = j — 1. Logo,

[(z1) +m] - [(2j-1) +m"] C JZ:I wi[(w1) +m"] - [(g) + me] o [(2500) + w4 mOTO

Daqui obtemos que

[(z1) +m"]- - () + m?] €

{}z_:l xi[(x1) +m"] - [(2) +mn] - [(2jo0) +m™] + m(jl)"} Gz5) + ]

=1
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sendo isto igual a

o)+ () £ [G) ] mGDn

J

.
Il

Finalmente, como z;mU=Y" C x,[(z;) + m"]---[(z;_1) + m"], obtemos que

—

jz;:i (1) +m") - [(2) +mn] - [(25) + m™] 4 xjm(jfl)n c

—

il(zr) +m]- - [(2) +mn] - (25) + m?]

N

=1

mostrando desta forma que
[(z1) +m"] - [(z;) + m"] C Zi:l wil(z1) +m] - [(@im1) + m[(ig1) + w7 [(25) +m] 4w
e, portanto, [(z1) +m"]---[(v1) + m"] = J + mk",

Como (x1,...,2) é m-primario, temos que J 4+ mF" C J + (x1,...,2;)m*F~ D" Seguindo um
processo similar ao anterior, temos também que

(.131, - ,J,‘k)m(k_l)n = xlm(k_l)" 4+ o+ ka(k—l)n cJ.

Portanto, [(z1) + m"]---[(zx) + m"] C J e, assim, (z1,...,2x) é uma redugdo em familia de
((z1) +m™, ..., (xg) + m™).0O



14

CAPITULO 1. ALGUNS PRELIMINARES



Capitulo 2

Reducoes em familia e
multiplicidades mistas

O conceito de multiplicidade, intuitivamente falando, representa a velocidade com que as poténcias
de um ideal decrescem respeito a um mddulo. Neste capitulo exibiremos uma defini¢ao inicial deste
coeficiente e, com base em suas propriedades, estabeleceremos a relacdo com as reducoes.

2.1 Polinomios de Hilbert-Samuel e de Bhattacharya

As funcgoes de Hilbert ddo uma estimacao sobre o comportamento de um ideal respeito a um médulo.
Veremos que, quando a poténcia deste ideal é grande, estas se comportam como polindomios de grau
igual a dimensao do anel.

Teorema 2.1 (O polinémio de Hilbert-Samuel) Sejam (R, m) um anel noetheriano local, M
um R-mddulo finitamente gerado ndo-nulo de dimensdo d = dim R e I um ideal m-primdrio em R.
Entdo, existe um polinémio P(n) com coeficientes racionais tal que, para todo n suficientemente

grande,
M
Pn) =1z (IM> :

Demonstra¢do: Podemos assumir que o corpo residual de R ¢é infinito. Se nao fosse assim, pro-
cedemos a calcular a extenséo fielmente plana S = R[X],, r[x] de R onde este fato sempre acontece

e, mais ainda, [ (?) =1 (%) para qualquer ideal I de R m-primaério.
Mostraremos o teorema por indugao sobre d = dim M.

Se dim M = 0, entdo, para todo n suficientemente grande, I"M = 0 e P(n) = I(M); isto é,
P(n) é um polinémio constante.

Suponhamos agora que dim M > 0. Entao, existe um elemento superficial x € I que nao esta
contido em nenhum ideal primo minimal sobre Ann M. Temos a seqiiéncia
(I"M :pr ) M s M M
— — — —
1M 1M "M aM + I"M

0

0—
e mostraremos que é exata. Se y+ I" " 'M € i (%), entao, xy € I"M, o que nos diz que

xy+I"M = I"M. Agora, seja z + ["M € % tal que z = xy com y € M. Logo, z € M e,

assim, z +axM + I"M = xM + I"™M; segue entao que a seqiiéncia acima é exata.

15
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Por causa desta exatidao, temos, para toda poténcia i, que

1(1%4) _Z<Ii£\14M> =1 (xMJ—\fIiM> -1 <([I]V{1JA\/[/II)) '

Se n > ¢ para c grande, entdao, (I"M 3 ) = (0 :p7 @) + 1" 1M e (0 :p7 ) NI M = 0; logo,
(I"]\/[:A{I) ~

(0 :ps x). Assim, variando ¢ de ¢ + 1 até n na equagdo anterior e somando-as, temos

1M
que
M M - M
l =1 | ——— ) —-1(0: .
() = () = 22, [ (Garan) 002
Como x nao pertence a nenhum ideal primo minimal sobre Ann M, dim % = dim M — 1. Por-
tanto, (W%) =1 (I;L"?L,> é igual a um polinémio Q(n) de grau dim M — 1 com coeficientes
x M

M

racionais. Se Q(n) = (0 :p; z) para todo n suficientemente grande, entao, l( ) ¢é constante.

"M
Logo, [ (%) = 0, obtendo deste modo que I"M = 0 e dim M = 0, o que é um absurdo. Entao,
Q(n) # 1(0 :pr x) para infinitos n. Como Q(n) ndo é decrescente, Q(n) # I(0 :p; x) para todo n
suficientemente grande. Portanto, [ ( M ) é igual a um polinémio de grau dim M com coeficientes

) ) "M
racionais.[]

O polinémio assim obtido serd denominado polinémio de Hilbert-Samuel de I respeito a M.

Observemos que se © € I é tal que dim% = dim R — 1, entao, os polindmios Pr s e Pr
tém graus d e d — 1 respectivamente (M’ denota o R-médulo 1—%) Assim, a seqliéncia exata
conduz a que
(I"M :pr )
g(n) =1 (InlM = Py (n) — Prov(n) + Pro(n — 1)

é um polindmio de grau no maximo d — 1. Mais ainda, a diferenca entre os coeficientes lideres dos
polinémios (d — 1)!Pr a+ e d!Pra é ndo-negativa, sendo zero quando g(n) for um polinémio de
grau no maximo d — 2.

Assim como temos que, dado um ideal num anel, existe seu correspondente polinémio de Hilbert-
Samuel, encontraremos também uma versao multi-ideal desta propriedade, a qual esclareceremos
no seguinte

Teorema 2.2 (O polinémio de Bhattacharya) Sejam (R,m) um anel noetheriano local, M
um R-mddulo finitamente gerado e Iy, ..., Iy ideais em R m-primdrios. Entdo, existe um polinémio
P(nq,...,n,) em k varidveis com coeficientes racionais e de grau total igual a dim M tal que, para
todos ny, ...,ny suficientemente grandes,

M
P(nq,... =gl 5——)-
(n1,...,nx) =g (I{“ I,?kM>

Demonstra¢ao: Podemos assumir que o corpo residual de R é infinito. Se ndo fosse assim, pro-
cedemos a calcular a extensao fielmente plana S = R[X]ng[x] de R onde este fato sempre acontece
e, mais ainda, [ (?) =1 (%) para qualquer ideal I de R.

O resultado ja foi mostrado para o caso k = 1 no Teorema 2.1. Portanto, suponhamos que
k > 1 e mostremos o teorema por indugao sobre d = dim M.

Se dimM = 0, entao, para todos ni,...,n; suficientemente grandes, I7" ---I;*M = 0 e o
polinémio P(nq,...,ny) seria o polinémio constante {(M), cujo grau é igual a zero.
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Suponhamos agora que dim M > 0. Entao, existe um elemento x € I; superficial para I, ..., I
que nao pertence a nenhum ideal primo minimal sobre Ann M. Temos a seqiiéncia
(I"M :pr ) M s M M
I T I VA Ty T £ V A 0 VA VI £ V A
R IR 3 1 AT dy 4 z 4

que é exata por um argumento similar ao do Teorema 2.1. Logo, como

(I™M :ppx) = (0 :pg @) + I 52 IR M

para n; grande, obtemos que [ (I%v[) —1 (ITLllj"{\;I,,,I"ka) = (zM%QM) —1(0:p1 ).
- 1 2 k -

Como = nao pertence a nenhum ideal primo minimal sobre Ann M, dim A]f/[ =dim M — 1. Por-

x

s
tanto, [ (ﬁ) =1 (é%) é igual a um polindémio Q(ny,...,ng) de grau dim M — 1 com
coeficientes racionais para todo n; suficientemente grande. Se Q(n) = I(0 :ps x) para todo n;
suficientemente grande, entao, l(%) é constante. Logo, l(%) = 0, donde I®*M =0 e

dim M = 0, o que é um absurdo. Entao, Q(n) — (0 :pr ) é um polinémio de grau dim M — 1
ny

se n; forem suficientemente grandes. Deste modo, [ (%) =5 Q(i,ng,...,nt) + ¢, dando como
- i=1

resultado que [ ( 1%\4) é um polinémio de grau total dim M com coeficientes racionais.[]

Este polinémio serda chamado polinomio de Bhattacharya de I, ..., I} respeito a M.

2.2 Multiplicidade

Conhecendo a existéncia dos polinémios de Hilbert-Samuel, estamos prestes a definir o conceito
central do trabalho. No que segue, consideraremos que o R-médulo M tem dimensao méaxima e
possui posto bem definido.

Definigao 2.1 (Multiplicidade) Sejam (R, m) um anel noetheriano local de dimensao d, M um
R-maddulo finitamente gerado e I um ideal m-primdrio. Definimos a multiplicidade de I respeito
a M como d! vezes o coeficiente de P(n) de grau d e a denotamos como er(I; M). Se M = R,
escreveremos simplesmente e(I) := er(I; R) e se, ainda, I = m, escreveremos e(R) := e(m) ¢ a
chamaremos de multiplicidade de R.

Igual como acontece com o polinomio de Hilbert-Samuel para um ideal, os coeficientes dos termos
de grau total maximal do polindomio de Bhattacharya também fornecem valiosa informagao sobre
o modulo a estudar e os ideais considerados. E por isto que também estipulamos a seguinte

Definigao 2.2 (Multiplicidades mistas) Sejam (R,m) um anel noetheriano local, M um R-
mddulo finitamente gerado e Iy,..., I ideais m-primdrios. Consideremos o polinomio de Bhat-
tacharya de I, ..., Iy respeito a M e escrevamos sua parte homogénea de grau dim R como

1
> g (),
dittdp=dimR L ke

com e (I&dl], . ,Il[ﬁd’“]; M) sendo um numero racional. Chamaremos este nimero de multiplicidade
mista de M de tipo (dy,...,dg) respeito a Iy, ..., I;. Sed; =1, escreveremos I; := IZ[d'i]. As vezes,
o nimero e (I{dl], e I,[Cdk]; M) serd escrito como e (I, ..., Iy,..., Iy, ..., Ix; M), sendo o ideal I;

listado d; vezes.
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2.3 Propriedades

Da seqiiéncia considerada na demonstragao do Teorema 2.1 e da defini¢ao de multiplicidade conclui-
se o seguinte resultado.

Proposicao 2.3 Sejam (R, m) um anel noetheriano local, I um ideal m-primdrio e M um R-

mddulo finitamente gerado de dimensio d = dim R. Consideremos M’ = % e R = % ou

R = ﬁ. Suponhamos que x € I € um elemento superficial respeito a M que nao pertence a
nenhum ideal primo minimal. Entao,

. _f oer (I'; M), sed>1;
er (I; M) _{ (M) =100y ), sed=1.

Demonstrag¢ao: Com efeito, se d > 1, 1 (M_%) =1(2%) - 1(M5) = P(n) = P(n—1) e
er(liM)

esta ultima expressao é um polinémio de grau d — 1 com coeficiente lider igual a @=nr-

E também importante estabelecermos um limite para a multiplicidade. Damos a seguinte es-
timagao.

Proposigao 2.4 Sejam (R,m) um anel noetheriano local de dimensdo d e I = (x1,...,24) um
ideal m-primdrio.

1. Se M ¢é um R-mddulo finitamente gerado, entdo, para todo n, | fl” < (X nd=1] o
g ) ' P » U\ Tr ™ d
e(I; M) <1(4L).

2. Se R é Cohen-Macaulay, entao, para todo n, 1 (Iﬁ) =1 (?) ("+3_1) ee(l;R)=1 (?)

Demonstragao:

1. Sabemos que [ (74:) = > %) Logo,

=
B
=
N———
IA
3
N

IN
3
]
/N\ 7N
==
N—
N
Q
&+
| ~
—_
—
N—

I
_ % n+d-—1
o IM d '
dl

< dlg (M cdlg (MY [(ntd-1 : ) M
Portanto, nllrr;o <3l (I,LM) < nler;O <3l (IM) ( g ) e, assim, e(I; M) <1 (IM).
2. Se R é Cohen-Macaulay, entao, I é gerado por uma sequéncia regular. Portanto, o anel
(o] .
. z Y . ~ . .7 .
graduado associado €D Ifﬁ ¢é isomorfo a um anel de polindmios em d varidveis sobre ?.
i=0
Em particular, 7+ ¢ um Z-médulo livre cujo posto sobre £ é exatamente igual ao nimero
de monomios em d varidveis de grau i. Logo, as desigualdades do item anterior tornam-se

igualdades.(]

Deste resultado deriva um importante exemplo.

Exemplo: Se (R, m) é um anel local regular, entéo, e(R) = 1.
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De fato, e(R) = e(m; R) =1 (£) = 1.

Também, se (R, m) for um anel local formalmente eqiiidimensional (conceito que aparecerd de-
pois e de fundamental importancia no estabelecimento do teorema de Swanson) tal que e(R) = 1,
entao, este anel necessariamente tera que ser regular.

Os seguintes resultados constituem uma série de propriedades da multiplicidade que nos permitirao
calculd-la mais facilmente.

Teorema 2.5 Sejam (R, m) um anel noetheriano local e I wm ideal m-primdrio. Se
0—K-—M-—N-—70

€ uma seqiiéncia exata curta de R-mddulos, entao,
e(I;M)=e(I;K)+e(I;N).

Demonstracao: Tensorizando, obtemos a seqiiéncia exata

K®I£n—>M®I£n—>N®I£n—>O;

Mo N
"M I"N

() =1 (7o) + (7).

Por outro lado, o lema de Artin-Rees nos garante que existe um nimero inteiro ndo-negativo ¢ tal

que, para todon > q, "M N K C [" 7K. Em particular, { (ITLISHK) >1 (Inf(qK). Pela exatidao

isto é, a sequiéncia % — — 0 é exata para todo n € N. Portanto,

da seqiiéncia tensorizada, temos também que a seqiiéncia 0 — 3 — % — % — 0
é exata. Logo,
l N +1 K < 1 N +1 K
"N I"K - I"N I"MNK

B ImM

< 1 N +1 K

- "N I"K )’
Como nli_)ngol (#£%) % = nli_)n;ol (+2%) %, temos que e (I; M) =e(I; K)+e(I; N).O
Lema 2.6 Sejam (R, m) um anel noetheriano local, I, ..., Iy ideais m-primdrios e

0— My — My — M3 — 0
k

uma sequiéncia exata curta de R-mddulos. Entao, para todos di,...,dr € N, com > d; = dim R,

i=1
e (I, g = e () e (1, ).
Demonstra¢ao: Existem ntimeros naturais cq, ..., ¢ tais que, para todo n; > ¢;,

IEMy 0 M,y = I2S(IEM, 0 M;) C T2 M.
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Entao, l( My ) > l( M, ) > l( M,y ) Daqui, obtemos que

1M,y I MsNM, In—c)
M, 1 ] gl &
|| = 76(11,...,1’“;M)n1---n" "(ni,...,nL),
(I”M20M1> Z Cdy!eeedy) Ut k 1) B+ Q' (m o)
di+--+dr=dim R
sendo Q' (ny,...,ng) uma expressao dominada por um polinémio de grau menor a dim R. Temos
a seqiiéncia
M, Mo M3
0— n n n 0
I#=Msy N My I*Ms I2M;,

My Mo M3
I My I™Mo I™Ms

M1 M2 M3 _
l(anQli> _Z<I"M2> ! (I"Ms) B

el (1%\512) =1 (l%vlh) +1 (lﬁ/[]\i}rg) + Q' (ny,...,ng). Portanto, Q'(nq,...,n;) é um polindémio de

grau menor a dim R. Logo, obtemos o resultado comparando os termos de grau dim R.[J

que é exata, pois — 0 também o é. Assim,

Teorema 2.7 (Férmula de adigao e redugao) Sejam (R, m) um anel noetheriano local, M um
R-mdédulo finitamente gerado de dimensdo d = dim R e I um ideal m-primdrio. Seja A o conjunto

dos ideais primos minimais p de R tais que dim% =d. Entao,

e(I; M) =Y " I(Mp)e (I;f).

peA

Demonstracdo: Tomemos uma filtragao prima de M isto é, uma cadeia 0 = My C --- C M,, = M
com % = g e p; € A. Deste modo obtemos, para cada i, a seqiiéncia exata

0—>MZ—>M1+1—>p——>O

e, pela aditividade da multiplicidade, e(I; M) = Y e (I ; %), aparecendo o p tantas vezes como em
peA
My
M,

. ~ M,
. Localizando em p, temos que todos os termos sao zero, exceto aqueles que (%) ~ (%)
‘o p

e a quantidade de vezes que aparece este termo na seqiiéncia localizada é exatamente [(M,).
Portanto, e (I; M) = > [(M,)e (I; %).D
peA

Proposicao 2.8 Sejam (R, m) um anel noetheriano local de dimensao d, M um R-mddulo finita-
mente gerado e I um ideal m-primdrio.

1. Sel é um nimero inteiro positivo, entdo, e(I'; M) = 1%e(I; M).

2. Se I = (x1,...,x4), entao, para quaisquer ly,...,lqg € N,

e((a,. . 2y, M) =1 - lge((w1, ..., xa); M).

Demonstracdo: Se dim M < d, entao, todas as multiplicidades sao zero. Suponhamos que
dim M =d.

1. Por definigao, e(I'; M) = lim il( M ):ld lim ~& l( M ):lde(I;M).

s 00 nd Tin M oo (in)d Vi
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2. Se d =1, entdo, I = (z1). Portanto, e((z!); M) = e((z1)"; M) = lie((z1); M).

Suponhamos agora que d > 1. Pela férmula de adigao e reducao, se a propriedade é satisfeita

para %, entao, também ¢ satisfeita para R. Logo, é suficiente provarmos o resultado para o
dominio de integridade R. Também reduziremos o problema para o caso lo = --- = [; = 1.
Sejam [ = Iy, [ = (x1,...,2q), J = (2}, 29,...,24), R = (5)7 I'=IR,J = JR e
assim por diante. Logo, er(J; R) = er/(J';R') e er(I;R) = e/ (I'; R'), pois d > 1. Assim,
er/(J5R) = ep((ay,22...,2a); R')

= eR/((xlvx%" xd 1) Rl)

= ler/((2},...,xq_1); R)

= leR/( " RI)

ler(I; R).

Portanto, e((z}, xa,...,74); R) = le((z1,...,2q); R).0

Teorema 2.9 (Férmula de Lech) Sejam (R, m) um anel noetheriano local de dimensdo d, M
um R-mddulo finitamente gerado e I = (x1,...,x4) um ideal m-primdrio. Logo,

e o)
lim (@1 eg )M

N1, ,Ng—00 ny---Ng

=e((x1,...,2q); M)

Demonstrag¢ao: A prova sera feita por indugao sobre d. Se d = 1, o resultado segue imediatamente
da definigdo de multiplicidade. Agora, suponhamos que d > 1.

Sabemos que e(I; M) < (%), logo, e((x}*,...,ay*); M) <1 (ﬁ) Deste modo,

L
ny1 ngy. l #
e((z*,...,zh"); M) (@t e )M

e((x1,...,zq); M) = lim < lim
N1yeneyNg—00 niy---Nqg N1yeneyNg—00 ny---nNg
Denotemos J = (z1*,...,23%). Se 0 — K — M — N — 0 é uma seqiiéncia exata de
R-médulos finitamente geraudos7 entao, % — % — % — 0 é exata também. Portanto,
l (%) <1 ( ) +1 ( ) A seguir, faremos uma redugao do problema para o caso em que M
é um dominio de mtegrldade: se 0 =My C --- C M, = M é uma filtragao prima de M, entao,

) < 51 (e

n
_ Ml . TN .
g ) = § 1l (7JM1-+M1-71 ), pois cada uma das seqiiéncias
ot i=

0— Moy — M; —

i—1

é exata. Assim, se conhecéssemos o resultado para mdédulos ciclicos da forma %,
< M,
i3
l (ﬂ) z;l (JMi+Mi—1)
—8L < lim =
Ni,eNg—00 N+ + + Ny N1yennyNg—00 ny---nq

entao,

(JM +Ml 1)
= hm E
ng—00
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n

Ze((xl,...,xd);]\ﬁfl)

i=1
= e((x1,...,2q); M),

R
P>
ideal primo de R tal que dim % = d (noutro caso, ambos lados da férmula s@o iguais a zero).

obtendo o resultado para M. Logo, basta mostrarmos o teorema para M = R = sendo P um

Fazendo esta consideragao, temos que cada x; nao é divisor de zero. Seja R’ = i ﬁ). Logo,
R/
. - . (wn2,...x R ) 't e
por indugao, lim =e((z2,...,24)R’; R"). Como a seqiiéncia
N9y, Ng—00 N2 nd
R 21t R R 0
— — —
ng ur ni r ny—1 No ng
(z1,252,...,20%) (i, ... zy") (170 x2, . xl?)

é exata, temos que

l(mRnd> <
(7, ..., 20%)

IN

IN

IN
N /N N
—
8
=3
|
ul\')
m&
| =
IS
a3
a
~_—
+
1
7 N
—~
8
=
&
'3
T =
S
a3
=N
S~—
~_

IN
7N
8
=
8
N3
N
R =y
IS
a3
&
~_
_l’_
S
=
|
—
=
7N
8
-
8
[\V]
T =
IS
a3
I8
'

Portanto,
R R
i ! ((m?l,...wzd)) - i nl ((zl,:c?,...,x;d))
N1 yerry g — 00 ny:---ng N1,y...,g—>00 ny---Nyg
e
_ lim (Il’xzzf“"mdd)
N2,y.nny ng— 00 No -+ Ng

e obtemos o resultado.[]

2.4 Teorema de Rees

Veremos agora como influi o fato de terem dois ideais o mesmo fecho inteiro no comportamento de
suas multiplicidades.

Proposigao 2.10 Sejam (R, m) um anel noetheriano local de dimensao d, M um R-mddulo finita-
mente gerado e suponhamos que J e I sdo ideais m-primdrios que possuem o mesmo fecho inteiro.
Entao, e(I; M) = e(J; M).
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Demonstragao: E suficiente provarmos o resultado para o caso em que I = .J; isto é, quando J é
uma reducao de I. Logo, existe um nimero inteiro k tal que I**' = JI*. Portanto, para todo

n>k+1, I" = J*I* ¢, deste modo, l(%) > l(IiWM) > l(J,LkM) Mas os coeficientes

lideres de [ (%) el (JnjfiiM) sao os mesmos e estes dois polindomios tém o mesmo grau d.[]

Proposicao 2.11 Sejam (R,m) um anel noetheriano local Cohen-Macaulay com corpo residual
infinito e I um ideal m-primdrio. Se J € uma reducdo minimal arbitraria de I, entao,

e(IR) =1 (?) .

Demonstragdo: Como R é Cohen-Macaulay com corpo residual infinito, J é gerado por uma
seqiiéncia regular. Logo, e(J) =1 (%) e, pela proposicao anterior, e(I) = e(J).O

E preciso lembrarmos uma classe especial de anéis.

Definicao 2.3 (Anel eqiiidimensional) Seja R um anel de dimensao de Krull finita. R € dito
eqiiidimensional se, para todo ideal primo minimal p, dim% =dim R.

No entanto, um anel noetheriano local (R, m) serd formalmente eqiiidimensional se seu completa-
mento R* respeito a topologia m-ddica for equidimensional.

Encontram-se varios resultados relacionados com a eqiiidimensionalidade no apéndice. Usa-los-
emos para demonstrar que os ideais primos minimais de um anel deste tipo se correspondem com
os de sua extensao fielmente plana.

Enunciamos agora o reciproco da Proposigao 2.10.

Teorema 2.12 (Rees) Sejam (R, m) um anel local formalmente eqiidimensional e I C J ideais
m-primdrios. Se e(I) = e(J), entao, I é uma reducao de J.

Como é de se esperar, as multiplicidades mistas também possuem propriedades para podermos
calculé-las mais facilmente muito parecidas as da multiplicidade de um sé ideal.

Lema 2.13 Sejam (R, m) um anel noetheriano local, M um R-mddulo finitamente gerado de di-

mensdo d = dimR > 1 e (x1,...,2q) e I1,..., I ideais m-primdrios, com x; € I; para cada i.
1

Consideremos M’ = ziWM e, para qualquer numero inteiro positivo l, seja Ny = Il]\il# Logo,

dim N; = dim M’. Seja R' = L. ou R’ = ﬁ e suponhamos que dim R’ = d — 1 = dim M’.

. Xy R
FEntao,

ER/ (IQR/, ey IdR'; M’) = €eR/ (IQR/, ey IdR'; Nl)

er (22, za) R's M') = ep (w2, ..., za) R's NY).
Demonstracdo: A seqiiéncia

o AMyaM M M

— —
o M 1M IIM + 2 M

0

é exata, pois a primeira func¢do (inclusdo) é injetora, a segunda (projegdo) é sobrejetora e se

y € ILM + M, entdo, y + LM +xy M = IL M + z; M. Além disto, dimli}\/[% = 0, pois, para
n M _ I*MAI Mz M
(R v v Ay 31 ey 7 Sl

Portanto, EeR/ (IQR/, ey IdR/; M/) = €eR/ (IQR/, ey IdR/; N1)+€R/ (IQR/, “eey IdRI; %)7 sendo
H :

o segundo termo da soma igual a zero.[]
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Teorema 2.14 (Teissier) Sejam (R, m) um anel noetheriano local, I, ..., I} ideais m-primdrios
e M um R-mddulo finitamente gerado de dimensdo d = dim R. Fizemos wm niumero natural c.
Seja x € I no complementar da unidgo dos primos minimais de R e suponhamos que, para todos

ni,...,ng naturais suficientemente grandes, (I"M :pp x) NI{IS? - I* M = I{“*llgz IR M.
Consideremos R’ = % e M' = x% Entao, para quaisquer numeros naturais dy,...,dx, com

d1+"'+dk:d6d1>0,

,(rl Y gy [de] pr. agr )
CR(I{dl]v.'.vjl[cdk];M): €Rr gll R, .. I R,M), sed>1;
l(zhiM) —1(0:pr @), sed=1.

5o M M _ M (L™M:pr )
Demonstracdo: Sabemos que [ (m) —1 <W> =1 (xM+££M) —1 (Ilnllly .].V{I;LkM>
e, como (I™M :pp 2) NIFIY2 - I} M = I} 132 - - I M, temos que

(1M ipp ) = (0:pg ) + I D2 IR M
e (0 ) NI IS - I M = 0. Assim,

M M M
I —1 = ——]-10:
(1) <1?11132~-.z£kM> (sar o) @)

para ni,...,n; suficientemente grandes. A parcela de maior grau de [ ( I%M) é
1 [dl] [dk]_ d] dk
Z W@R L I M) nft - ng
diteotdi=d ke
i oM\
e a de maior grau de [ (1?11[;2“1:,”\4) é
1 d J
> e (1 Ar) (- P ge e
dytootdp—a 1R

Logo, o termo de maior grau do lado esquerdo da igualdade é

1 dy d di—1_d> d
E (dl—l)'d2'~-~dk'eR (I{ ],...,I,Lk];M)nl 'ng> . nfr.
J ldy! !

M
No lado direito temos (lembrando que mMJ]rV[IﬂM — 24, para d > 1, que o termo de maior grau
A1 = M
é igual a
1
S ew (TR IR
dl - dy!

di+---+dr=d—1
Portanto, eg (I{dﬂ,...,ll[ﬂd’“];M) = eps (I{dl*l]R’,...,I,Ldk]R’;M’) se d > 1. Agora, se d = 1,
dim % =0 e, daqui, I (T%) =ep (I{O]R’, .. .,I,[CO}R’;M’); concluindo que
d d M
er (I{ IO ¢\ ”;M) :z(xM) — 10 2y )
se d = 1.

O corolario deste teorema relaciona de forma direta a multiplicidade mista de varios ideais e a
multiplicidade do ideal gerado por uma seqiiéncia superficial para estes respeito ao mesmo médulo.
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Corolario 2.1 (Teissier) Sejam (R, m) um anel noetheriano local, Iy, ..., Iy ideais m-primdrios
e M um R-mddulo finitamente gerado nao-trivial com dimM = dim R = d. Sejam dy,...,dx
numeros naturais tais que di + --- + dp, = d.

Consideremos a seqiiéncia superficial x1,...,xq para Iy,... . I1,... I, ... I respeito a M, sendo
cada I; listado d; vezes e cada x; nao contido em nenhum ideal primo minimal sobre (x1,...,T;—1).
Entao,

e (I{dl], e ,I,[cdk];M> =1 (M) —l((z1,. .y xg—1)M g q)
(x1,...,2q)M
que € igual & multiplicidade de (x1,...,24) sobre M. Em particular, a multiplicidade mista é um

numero inteiro positivo quando dim M = dim R.

Demonstracdo: Sejam R; = ﬁ e M; = (xl% Aplicando recorrentemente o teorema
anterior, temos que
er (1{”“,...,1}}”;]\4) = en, (I{dI*”Rl, - ,J,Ed'f]Rl;Ml)

— en, . (I{O]Rd,l,...,I,Q”Rd,l;Md,l)

€Ry (I{O]Rd,...,[]LO]Rd;Md> —l((xl,...,xd_l)M M l‘d)

sendo a ultima igualdade verdadeira, pois dim My_1 = dim R4_; = 1. Portanto,

M
e (I{dl],...,f,[ﬂd"’];M> =1 <(> —((z1,. .y wqg—1)M :pp 24).

L1,y - 7$i)M
Agora, se d = 0, entao, ¢ (Il[dl]7 L ,]][cdk};M) = [(M) que é uma constante positiva. Se d > 0,
consideremos I = (z1,...,24). Logo,
e(I; M) = er((z1,...,2q); M)

= er,((z2,...,2q)R1; M)

= er, ,(xqRa—1; Mq_1)
= l(Md) _l((xla"'axd—l)M ‘M Id)

concluindo assim que e (Il[dl]7 . ,I,[Cd"'};M) =e((z1,...,2q); M).O

Teorema 2.15 (Férmula de adigao e redugao) Sejam (R,m) um anel noetheriano local, M

um R-mddulo finitamente gerado de dimensdo d = dim R e Iy, ..., Iy ideais m-primdrios. Entao,
para todos numeros naturais di,...,dy comd; +---+di =d,
R R R
e (I{dl], e 7I][€dk],M) = Z Z(Mp)eﬁ <I£d1], ey I]E.dk]*, >

, P p pp
sendo p um ideal em Min Anf”M que satisfaz dim% =d.
Demonstracao: Podemos supor que % é infinito. Logo, existe uma seqiiéncia superficial z1, ..., zq
para Iy,...,Iy,...,Iy,..., I respeito a M e respeito a cada %, sendo cada I; listado d; vezes
e cada x; escolhido fora da unido dos ideais primos minimais sobre (z1,...,2;—1). Entdo, se

I=(x1,...,2q), € (Il[dﬂ,...7ll[€d’“];M) =e(I; M) e, para cada p, e (I{dl],...,ll[cd’“]; %) —e (I; %).
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Sabemos que e([; M) =Y I(My)e (I; %). Portanto,
P

R
e (I{dll, . .,I}jk];M) = U(M,)e (I{dﬂ, I >.D
" p
Tendo ja todas estas ferramentas, dispomo-nos a enunciar um dos resultados centrais deste tra-
balho, visto neste contexto como uma generalizagao da Proposicao 2.10.

Teorema 2.16 (Rees) Sejam (R, m) um anel noetheriano local, M um R-mddulo finitamente
gerado de dimensdo d = dim R e Iy,. .., I ideais m-primdrios. Sejam dy,...,dy nimeros naturais
tais que dy + -+ +dx, = d e (x1,...,24) uma reducio em familia de (I,...,I1,.. ., Ix, ..., Ix)
respeito a M, sendo cada I; listado d; vezes. Entao,

e (I{dll,...,l}j’“];M) = e((z1,...,2q); M).

Demonstracao: Seja I = (z1,...,z4). Podemos falar em e(I; M), pois I é m-primério ao ser
(21,...,24) uma redugdo em familia de (I1,...,I1,...,Ix,...,I;). Podemos supor que o corpo
residual é infinito. Também podemos supor que k = d e d; = 1 para todo i.

Se d = 0, entdo, e(Iy,...,Iqg; M) = (M) = e((0); M) e ndo hd mais a fazer. Suponhamos agora
que d = 1. Logo, o polinémio de Hilbert-Samuel e o polinémio de Bhattacharya coincidem. Por
hipétese, (21) é uma reducao de I; e, por isto, estes dois ideais possuem o mesmo fecho inteiro.
Portanto, e((x1); M) = e(Iy; M).

Agora, seja d > 1. Se (x1,...,x4) é uma redugdo em familia de (Iy,...,I;) respeito a M, entdo,
também o é respeito a %, sendo p um ideal primo minimal em R que contém Ann M. Logo, é

suficiente provarmos o teorema para o dominio de integridade M = R = %.

Seja I = > u(I;). Consideremos U C (%)l um conjunto Zariski-aberto que determina todas
i

as redugoes em familia de (I1,...,I;). Por hip6tese, U néo é vazio. Consideremos agora U’ C n{}l

outro conjunto Zariski-aberto tal que toda pré-imagem em I; deste conjunto é um elemento super-
ficial para Iy, ..., I; nao-nulo. Como sempre existem seqiiéncias superficiais para I1,...,I; e M é
um dominio de integridade, U’ nao é vazio.

Com isto, existe y € U’ tal que (y, za,...,2q) € U; ouseja, (y,xa,...,2q) é uma redugdo em familia
de (I,...,I). Consideremos agora R’ = L& Logo, er(Ii,...,I5;R) = er/(LR',...,I4R;R) e
e((y,xa,...,xq); R) = ep/((x2,...,24)R; R').

Como (y,x3,...,2q) é uma reducao em familia de (I1,..., I), entdo, para todo [ suficientemente

. ~ - . Il +yR
grande, (x2,...,24) é uma redugdo em familia de (I3,...,I;) respeito a l;r}g . Escolhamos um

desses [ e notemos por N o médulo anterior.

Assim, er/ (IoR', ..., I4R'; N) = er/((22,...,24)R'; N). Daqui, obtemos a seguinte série de igual-
dades:
er(li,....I;R) = ew(IR,... IR R
— en(LR,...,I,R:N)
(x2,...,29)R'; N)
(za,...,2q)R'; R)
= er((y,x2,...,24); R).
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R _ It +z4R
(xd) € N// - dwd}g

eR((% T2yen- axd); R) = eR"((ya T2y ,:Cdfl)RN; RH) = eR”((% T2y ,I‘d,]_)R”; NH)'
Analogamente,

er((z1,...,2q4); R) = erpr((x1,...,24-1)R"; R") = epr((x1,...,24-1)R"; N").

Consideremos agora R = . Logo,

Para [ suficientemente grande, (z1,...,24-1) é uma redugdo em familia de (I3,...,I4—1) respeito
a N”. Portanto, podemos escolher y de modo que

er((y, 22, ..., 24—1)R"; N") = epr((21,...,24-1)R"; N"").
Assim, concluimos que e((y, x2,...,2q); R) = e((x1,...,24); R) e que
6((%‘1, ce ,xd); R) = 6([1, cen ,Id; R)D

A seguir, prepararemos o caminho para demonstrarmos o enunciado reciproco do teorema anterior.
Este resultado requer de uma condigao adicional de eqliidimensionalidade, fato que fica evidenciado
na demonstracao do Lema 2.21.

Proposicao 2.17 Sejam (R, m) um anel noetheriano local de dimensdo d, I,...,I; ideais m-
primdrios e M um R-mddulo finitamente gerado. Entdo, para todo I € N,

eIy, ... Ig_1, I M) = le(Iy,. .., I; M).

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, suponhamos que d > 0 e suponhamos também que o
corpo residual de R ¢ infinito. Logo, existem x1,...,%q, com x; € I;, que formam uma seqiiéncia
superficial para Iy, ..., 1.

Podemos supor ainda que, para todo nimero inteiro positivo [, xfi é superficial para I; respeito a
ﬁ Portanto, e(Iy,...,Iq—1,15 M) = e((z1,...,z4-1,74); M).
Sabemos, pela Proposicao 2.8, que e((xlf, ... ,acldd); M) =1y lge((x1,...,24); M) para quais-
quer Iy, ...,lq € N; logo, e((x1,...,24-1,24); M) = le((21,...,2q); M).

Finalmente, pelo Coroldrio 2.1, e((x1,...,2q); M) = e(l1,...,1q; M). Assim,
eIy ... Ja—1, I M) =le(Lh,..., 14 M).0

Lema 2.18 Sejam (R, m) um anel noetheriano local com corpo residual infinito e I, ..., Iy ideais
em R tais que Iy C \/Is---I;;. TomemosY como uma varidvel sobre R e x € I;. Entdo, existem
c,e € N e um conjunto Zariski-aberto nao-vazio U C mj—}l que satisfaz que cada vez que y € Iy
tenha imagem natural em U, | > e e ny,...,ng sejam suficientemente grandes, entdo,

[*RIY] N (2! + ¢'Y)RIY] = (2 +y'Y) I 15 - [P RIY]

(I"R[Y] :gyy) (2! +y!Y)) N IEI2 - I R]Y] = oty R RIY).

S
Demonstragdo: Seja (0) = () q; uma decomposicao primaria de (0). Suponhamos que I; C ,/q;
j=1
para j = 1,...,t e que I} nao esteja contido em ,/q; para j =t+1,...,s. Escolhamos um nimero

¢
natural e tal que If = () q;. Como I; nao estd contido em ,/q; para j =t+1,...,s, podemos
j=1
S
supor que as pré-imagens dos elementos de U nao caem em |J ,/q; e que, para cada y na pré-
j=t+1
imagem de U e para cada i > 1, y' é superficial para I{, I, ..., I;. Fixemos y na pré-imagem de
U. Logo, existe um ntimero natural ¢ tal que, para todo n; > c+1¢—1 e para todos na,...,n; > 0,
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(I :y') N ISIS? - I = T T2 e I

Sejam | > eer € (0:y'). Entdo, ry' € () q; e, como y* ¢ q; para todo k, 7 € () 4qj,
j=t+1 j=t+1
donde 71} = 0. Deste modo, (0:y') C(0:I}) e (0:y'") = (0:I!). Juntando este fato & hipdtese

(I CVIy---I};), obtemos que
(L% gy = (05 ) + I g o I = (0 I 4 1P g I

a .

para todo n; suficientemente grande. Seja F = (2! + y'Y) Y. r;Y7 € I®R[Y], com r; € R.
§=0

Mostraremos por inducao sobre a que F € (z! 4+ y'Y) I~ I72 .. -I*R[Y].

Suponhamos que a = 0. Logo, F = (z! + y'Y)rg, com ry € R. Assim, obtemos que z'rq e

y'ro pertencem a I™. Portanto, ro € I " 132 - I ¢ F € (a! +4'Y) [ 'Y= - [ R[Y].

k .
Agora, suponhamos que a afirmagio vale para a = k — 1 e seja F = (z! +4'Y) Y r;Y7 um
§=0
polindémio em I™R[Y]. Como o coeficiente y'r, de Y+ esta em I, r, € (0: IL)+ I~ T2 - I,
a—1

Logo, (z! +y'Y)r, Y+ € I*R[Y] e, portanto, (z' +¢'Y) > r;Y7 € I*R[Y]. Aplicando a hipétese
3=0
a—1 .
de indugdo, temos que (z! +4'Y) 3 r; V7 € (2! + y!Y) [Ty - I R[Y]. Logo,
§=0
a—1 )
F= @' +yV)r Yo+ (2! +4'Y) 3 rY7 € (2l + V)12 - 1 R[Y).0
§=0

Lema 2.19 Sejam (R, m) um anel noetheriano local, M um R-mddulo finitamente gerado de di-
mensao d =dim R e I1,...,1I; ideais m-primdrios.

1. Se Ji,...,Jq sdo ideais m-primdrios e, para i =1,...,d, J; C I;, entdo,
(1o Ju M) > e(Iy,. .., Iy M).

2. Se, parai=1,...,d, x; € I; e (x1,...,24) € m-primdrio, entao,
e((z1,...,xq); M) > e(lh,...,1q; M).

Demonstracao:

1. Para todo n € N%, [ (J%\/[) >1 (%) Logo, o polindmio de Bhattacharya para Jy,...,Jg

respeito a M domina o de Iy,...,I; respeito ao mesmo médulo. Portanto,
e(Jla"'aJd;M) > e(Ila"'ald;M)'

2. Sendo (z1,...,z4) um ideal m-primdrio, temos que (x1,...,24) é uma redugdo em familia
de ((xz1) + m™, ..., (zq) + m™) para todo n suficientemente grande. Consideremos, assim,
Ji = (x;) + m™ para um n fixado tal que m™ C I;, com ¢ = 1,...,d. Deste modo, temos
que J; C I; e, portanto, e(Jy,...,Jg; M) > e(Iy,...,I;; M). Além disto, como (x1,...,24) é
uma reducao em familia de (Ji,...,Jy) respeito a M, tem-se que

e(J1y...,Ja; M) =e((z1,...,2q); M),
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concluindo o resultado.]

Lema 2.20 Sejam (R, m) um anel noetheriano local com corpo residual infinito, Iy, ..., Iy ideais
em R e x; € I;. Consideremos a varidvel Y sobre R e suponhamos que os ideais Iy,..., I e
(z1,...,2k) tém a mesma altura k e o mesmo radical. Seja P um ideal primo minimal sobre
(w1,...,mx) tal que e((z1,...,2x)Rp; Rp) = e(I1Rp, ..., Iy Rp; Rp). Denotemos S = R[Y]pg[y.
Entao, existe um subconjunto Zariski-aberto nao-vazio U de ml—}l tal que, para qualquer pré-imagem
y de um elemento de U e para todo nimero inteiro | suficientemente grande,

es((zh +y'Y,2a,...,24)8;S) =ler,((z1,...,21)Rp; Rp).
Demonstragdo: Seja k = 1. Logo, podemos escolher y de maneira que
L' RIY]N (2] + y'Y)RY] = (2} +y'Y) 7" T'R[Y]
e (IT'R[Y] :gpyy (2 + y'Y)) NI{R[Y] = I~ 'R[Y] se | é suficientemente grande. Portanto,
x4+ 9'Y é superficial para I'R[Y] e, conseqiientemente, para I;.S. Sabendo isto, temos que
es((af +y'Y)S;8) = es(115;5) = er,. (I{Rp; Rp).
Por outro lado, eg, (I! Rp; Rp) = ler, (I Rp; Rp). Entdo,
es((zh +4'Y)S;S) = ler, (I1Rp; Rp) = ler, (v1Rp; Rp).
Agora, seja k > 2. Para q € Min Rp, definamos A, = %. Pelo lema anterior,
eAq ((xl, . ,xk)Aq; Aq) Z eAq (IlAq, . ,IkAq; Aq)

se dim A; = k. Aplicando a férmula de adicdo e reducao, temos que

6RP(($1, . ,l‘k)RP; Rp) = Zl(Rq)eAq ((.131, . ,xk)Aq; Aq),
Aq

sendo este somatério maior ouiguala ) I(Rq)ea, (I14q; - .., [kAq; Ag) = erp(I1 Rp, ..., Iy Rp; Rp).
q

Mas, por hipétese, er, ((z1,...,2k)Rp; Rp) = er.(I1Rp,...,IxRp; Rp). Logo,

eAq((xl,...,xk)Aq;Aq) =ea,(I1Aq, ... Ik Aq; Ay)

para todo A,. Portanto, a hipétese é respeitada para %, sendo p qualquer ideal primo minimal de
R tal que dim % = k. Se a condigao se cumprir para %, entao, existe um conjunto Zariski-aberto
nao-vazio U, de mI—}l tal que a conclusao é satisfeita para %. Logo, sendo y a pré-imagem de

qualquer elemento do conjunto Zariski-aberto nao-vazio (U, de mI—}l, a conclusao ¢é satisfeita para
p
R. Dito isto, é suficiente provarmos o resultado para quando Rp for um dominio de integridade.

Neste caso, xj nao ¢ divisor de zero em Rp. Consideremos T = kaé’P. Logo, por hipétese,
erp(IiRp,...,IxRp;Rp) = erp,((x1,...,25)Rp; Rp). Como dimT = dim Rp — 1, temos que

erp((z1,...,2x)Rp; Rp) = er((x1,...,25—1)T;T). Pelo lema anterior,

€T(($1, . ,$k,1>T; T) Z eT(IlT, ey I}cflT; T)
Logo, se (y1,...,Yx—1) ¢ uma seqiiéncia superficial para IT,...,I,_1T, temos que

er(LT,...,I,1T;T) = er((y1,. - yr—1)T;T).
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Assim, obtemos também que er((y1,...,yk—1)T;T) = erp ((Y1,- .-, Y—1, k) Rp; Rp) e, pelo lema
anterior, GRP((yl, . ,yk,hl‘k)RP; Rp) 2 €Rp (IlRp, ey IkRp; Rp)

Portanto, eT((xl, cosxp—)T;T) = ep(LT,. .., Ix_1T;T) e existe um conjunto Zariski-aberto néo-
vazio U C - tal que, para qualquer pré-imagem y de um elemento de U,
S 8
e_sg ((xll + 'Y, xa, . xg 1)ka ka) =ler((z1,...,25-1)T;T)

para todo [ suficientemente grande. Logo,

S S
es((xll+levx2a"'7xk)S;S) = e%is <(xl1+ylyvx2w' 1 Lh— 1)xks l‘ks>

ler((x1,...,25—1)T;T)
= lerp((®1,...,75)Rp; Rp).0

O préximo lema relaciona biunivocamente os ideais primos minimais de um anel formalmente
equidimensional com os de sua extensdo fielmente plana.

Lema 2.21 Sejam (R, m) um anel noetheriano local formalmente egiidimensional com corpo re-
sidual infinito, Y uma varidvel sobre R e S = R[Y]wriyi+vrpy]- Tomemos Iy,... I} ideais em
R e x; € I; tais que estes ideais, junto com (x1,...,xy), tenham altura k e o mesmo radical.
Seja A o conjunto dos ideais primos em R minimais sobre (x1,...,x). Suponhamos que, para
todo P € A, er,.((x1,...,2k)Rp; Rp) = er,(I1 Rp,...,I;Rp; Rp). Consideremos um elemento
y € Iy superficial para I,...,I; que ndo esteja contido em nenhum ideal primo minimal sobre
(z2,...,2k). Entdo, para todo 1 suficientemente grande, o conjunto dos primos de S minimais
sobre (xt +y'Y, 2o, ..., 21)S € igual a {PS: P € A}.

Demonstracdo: Seja J; = (v} +4'Y, xo,...,21)S. Como y ndo estd em nenhum ideal primo mini-
mal sobre (z2,...,2k), a altura de J; é k, pois k — 1 =ht (xa,...,2x) < ht J; < k.

Agora, se P € A, entdo, P D /(2! x2,...,21) = \/(21,...,75) = /1) e, portanto,
ht PS =k =ht J;.
Logo, PS é um ideal primo minimal sobre J;.

Suponhamos que existe um ideal primo ) em .S minimal sobre J; que nao seja estendido desde
um ideal primo em A. Logo, pelo teorema da altura de Krull, ht @ < k. Agora, J; tem al-
tura k; portanto, ht @ = k. Por ser R formalmente eqiiidimensional, S também o é. Assim,
dim% = dim S — k. Analogamente, para cada P € A, dimpis = dim S — k. Daqui, para todo
n>1,

(((96 +le)"79627 ,xk)S)
S Sq s
€ (Q) ! (((mll+le)",mg’,...,mg)SQ) + Z ( ) (((qc Ty, 7'27~~-»-'132’)SPS).

lim Ze
n
n—oo

S
(e —ps) 2
SY 1im L Sq 1 Sps
e(@)nhlﬂo nkl(((xa+ylv>n,x3,-..,xz>sQ) * Z (75) Jim ’vl(<<xa+ylv>n,53,.4.,x:'>sps)'
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Aplicando a férmula de Lech (Teorema 2.9), temos que

1 S S S
lim — S : o -
Jim e <((xll Y mZ)S) > e <Q) e(J1Sq; Sg) + Pze:Ae (PS) e(J1Sps; Sps)
S
> Z e (PS) e(JlSps;Sps)
PeA
R
= Z e (P) le((z1...,75)Rp; Rp)
PeA

Por outro lado,

(rsvrreas) = (@)
(@] +y¥ ) ag, o af)S (@l +yYV)m a5, 2, V)s

pois Y nao é divisor de zero em S. Tendo isto, sabemos que

e( S > _ e< R >
((IllerlY)n,:rg,...,xz,Y)S o (xlfl,ilfg,-u,x}g)R
() (o)
- Ze 5! In ,.n " .
PeA P (w7 ,Zg,-..,xk)RP

Deste modo,

IN

lim —e€

5 e E lim il Rp
n-sco n (24 + 9y YY), 28, ...,2})S P ) n—conk \ (z",23,...,27)Rp

R
e (P) e((z},29,...,2x)Rp; Rp)

M £

PeA

m

concluindo que Y e (£)le((z1...,2x)Rp;Rp) < X e (£)e((z!,z2,...,25)Rp; Rp) e obtendo
PeA PEA
um absurdo. Logo, tal Q nio existe e os primos minimais de (z! 4+ 'Y, zo,...,z) sdo todos da

forma PS, com P € A.OJ

Estamos prestes a demonstrar o que poderia ser considerado como o reciproco do teorema de
Rees.

Teorema 2.22 (Swanson) Sejam (R, m) um anel noetheriano local formalmente eqiidimensional,

I,..., Iy ideais em R e z; € I;. Suponhamos que os ideais I; e (x1,...,2xx) tém a mesma altura
k e o mesmo radical. Se e((x1,...,2x)Rp; Rp) = e(l1Rp,...,[xRp; Rp) para todo ideal primo P
minimal sobre (x1,...,xK), entdo, (x1,...,x) € uma reducio em familia de (I, ..., I).

Demonstragdo: Sejam X uma variavel sobre R e T' = R[X]npg[x]. Logo, R — T é uma extensao
fielmente plana e radicais, alturas, ideais primos minimais, multiplicidades e multiplicidades mistas
sao preservados mediante esta passagem. Uma k-upla de elementos é uma reducao em familia de
uma k-upla de ideais em R se, e somente se, o é em T. Mais ainda, T é formalmente eqiiidimen-
sional e tem corpo residual infinito. Entdo, podemos supor isto tultimo para R.

Seja A o conjunto de todos os ideais primos em R minimais sobre (z1,...,2). Assim, A é finito e,
pelo teorema da altura de Krull, cada ideal primo em A tem altura k. Logo, cada Rp é formalmente

eqiiidimensional.

Se k = 0, ndo temos nada para provar. Entao, suponhamos que k = 1. Por hipdtese,
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e(lep; Rp) = C(IlRp; RP)

Assim, para n suficientemente grande, temos que

Rp Rp
| — ) = ———— = ILRp; R
(I?RP) (I?IRP) ethfip: Rp)

= e(x1Rp;Rp)

= 1 Rp
o leP
Rp 1 Rp
= W) U s
x1I1 Rp $1Il RP
Rp Rp
l n—1 —1 n—1
.%'1[1 Rp Il Rp

Portanto, [ (I?EP) =1 (%I;{f’jh), obtendo que xl]{l—lRp = IT'Rp. Logo, 1 Rp é uma redugao

de I1 Rp para todo P € A. Deste modo, I C () (z1)Rp N R e I; C (z1). Assim, (z1) C I; é uma
P

reducao.

Agora, seja k > 1. Reduzimo-nos para o caso em que R é dominio de integridade: sejam
g € Min R e @ € Spec R minimal sobre q + (z1,...,2x). Logo, como R é eqiiidimensional e
catendrio (Apéndice A.4), ht Q = ht % < k e, necessariamente, ht Q = k e Q € A. Portanto,

(o (), (), 2o (1 (2), (), (),)

Fu e (1o (95(8),) 2 B 150 (3 (2) o (2)(8),)

qacQ aCcQ

obtendo, deste modo, que e((z1,...,zx)Rg; Rg) > e(I1Rq, ..., IxRg; Rg). Logo,

(o (8 (1)) = (1)t ()1 (2),)

para todos g € Min R e Q € A tais que q C Q.

Se tivermos provado o resultado para dominios de integridade, como ht % = ht Q = k, tere-
mos que (z1,...,2,) é uma reducdo em familia de (I3, ..., I;) respeito a %. Portanto, (x1,...,xx)
serd uma reducdo em familia de (I3, ..., I) respeito a R. Sabendo isto, suponhamos que R é um
dominio de integridade.

Sejam S = R[Y|mpg[y]+yR[y] € ¥ como nos Lemas 2.18 e 2.20. Logo, podemos escolher y dife-
rente de zero. Deste modo, 2} + 'Y # 0 para todo [ e, se [ é grande,

e((2} +y'Y,m9,...,24)Sps; Sps) = le((z1, ..., zx)Rp; Rp)
para todo P € A. Denotemos S’ = W para [ suficientemente grande. Assim,
1
e((@h +y'Y,22,...,24)Sps; Sps) = e((v2, ..., xk)Spg; Spgr)-

Por outro lado, existe um niimero inteiro ¢ tal que, para nq,...,n; grandes,
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(IS :s (2 +y'V)) N IST3? - IR S = I ' 2 o I+ S

Isto vale, em particular, para todos os multiplos de [ grandes e substituindo ¢ também por um
nimero inteiro maior que seja miltiplo de [. Portanto, ao ser 2} +4'Y superficial para IL, I, ..., I
respeito a S, es: ., (I2Spgry -, IxSpg; Spgr) = €sps (1L Sps, I2Sps, - . ., I.Sps; Sps), sendo o lado
direito igual a ep, (I!Rp, LRp,...,IyRp; Rp) = ler,(I1Rp, ..., I Rp; Rp). Por hipétese,

leRP (IlRP, . ,IkRP; RP) = l@RP((Z‘l, e ,Jﬁk)RP; RP)

e, pela escolha do vy, leg, ((x1,...,21)Rp; Rp) = e((2} +4'Y,2o,...,2,)Sps; Sps), o que é igual
aes ((z2,...,2)Spg; Spg:). Logo,

es, , (12Spgris-- s InSpgi Spar) = €st (w2, ., 2k)Spgrs Spgr)
para todo P € A. Definamos J = ij xjly--- 11141 -+ 1. Entao, por serem todos os primos
minimais de (2! + y'Y, 2o, ... ,xk)SjZ; forma PS, com P € A, e S’ formalmente eqliidimensional
e, por hipdtese de indugao, JS’ é uma redugao de I ... IS’. Assim, para n grande,

(I I))"*18" C J(Iy - - - I)"S'.

Portanto, (Ig -« I;)""1S C J(Iy--- I;)"S + (2} + y'Y)S e
(I1 - L))" TLS = I (I - )" S = [JIT (I - - IS + TP (ah + 4 Y)S] N (I - - - I)™ LS.
Mais ainda,

[JI{LJrl(IQ [k)"S—i-[nJrl(x +le)S}ﬂ( _Ik)n+1S:
J' (I I)™S + I (@t + y!Y)S N (I -+ - I)"HLS),

onde J' = JI, e, novamente pela escolha do v,
I ' Y)S N (I - 1) S = (o 4+ 'Y I (I - - - 1) S,

Portanto, (I --- I;))"*'S C J'(Iy - - Ix)"S + (a} + y!Y) [T Iy - - - I)" LS. Deste modo, existe
s € RlY] — (mR[Y]+ YR[Y]) tal que

s(ly- L))" C T/ (I L) R[Y] + (2} +y'Y) T (I - 1) " R[Y).

Mas o termo constante de s é uma unidade em R. Logo,

(Il"'Ik)n+1 g Jl(Il"'I)n+$lln+1_l(I "'Ik;)n-‘rl
= J(L--L)" 4z N (L )Y
C J(Ii- L)+ o I} (I 1)
k
sendo o ultimo conjunto igual a (I - - Ix)" Z -+ Ij_1Ijq1 -+ - Iy, concluindo que (z1,...,zk)
é uma reducao em familia de (I1,..., Iy). D

Consequiéncias imediatas deste importantissimo teorema concluem a reciprocidade do teorema de
Rees.

Coroldrio 2.2 Sejam (R,m) um anel noetheriano local formalmente eqiidimensional, M um R-
mddulo finitamente gerado de dimensao d e Iy,...,1; ideais m-primdrios. Se x; € I; satisfazem
que (x1,...,2q) € um ideal m-primdrio tal que

e((x1y...,zq); M) =e(l1,..., 15 M),



34 CAPITULO 2. REDUCOES EM FAMILIA E MULTIPLICIDADES MISTAS

entdo, (x1,...,xq4) € uma redugio em familia de (I1,...,1q) respeito a M.

Demonstragao: Com efeito, como I; e (z1,...,x4) sdo todos m-primdrios, tém o mesmo radical m.
Deste modo, o tnico ideal primo contendo (z1,...,2q) é o préprio m.O]

Nesta instancia, podemos apresentar a demonstragao do Teorema 2.12.

Corolario 2.3 (Rees) Sejam (R, m) um anel local formalmente eqiidimensional e I C J ideais
m-primarios. Se e(I) = e(J), entdo, I é uma redugdo de J.

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que o corpo residual de R ¢ infinito

e denotemos por d a dimensdo de R. Assim, existem z1,...,24 € I tais que (z1,...,z4) é uma
redugao em familia de (I, ..., I) (equivalentemente, o ideal (z1,...,z4) é uma reducdo de I'). Deste
modo,

e((x1,...,2q); R)=e([; R) =e(J;R) =e(J,...,J; R).
Logo, (21,...,24) é uma redugdo de J, donde I é uma redugéo de J.O

Corolario 2.4 (Boger) Sejam I C J C /T ideais num anel local formalmente eqiiidimensional.
Suponhamos que €(I) =ht I. Entao, I é reducao de J se e(IR,; Ry) = e(JRy; Ry) para todo ideal
primo p minimal sobre I.

Demonstracao: Supondo que o corpo residual de R é infinito, existe uma redugao de I gerada por
£(I) elementos, digamos, 1, ...,7y). Portanto, como e(IRy; Rp) = e(JRy; Ry) para todo ideal
primo p minimal sobre I, temos que (z1,. .., 7)) é uma redugio em familia de (.J,...,.J), donde
I é uma reducao de J.



Apéndice A
Resultados auxiliares

Lema A.1 (Truque do determinante) Sejam R um anel, M um R-mddulo finitamente gerado,
¢ M — M um homomorfismo de R-mddulos e I um ideal de R tal que (M) CIM. Entao, para
alguns r; € I', @™ + 11" 4+ 41,00 = 0.

Demonstracdo: Seja {m1,...,m,} um conjunto gerador de M. Assim, para alguns a;; € I,

n
w(m;) = > a;ym; com ¢ variando de 1 até n. Este somatério também pode ser rescrito na
i=1

n
forma 3" (d;;0 — aij)m; = 0. Consideremos, entdo, a matriz A cuja entrada (i,7) é dada por
j=1
dijp — a;;Id. Deste modo, a multiplicagdo matricial A[my,.. .ymy)T é igual a zero. Portanto,
multiplicando & esquerda pela adjunta de A, temos que det A anula M e esta funcdo é da forma

o +T1<,0"71 N +7‘n8007 com r; € I*.0]

Proposicao A.2 Sejam (R, m) um anel noetheriano local e I um ideal. Entdo, existe um nimero
inteiro n tal que I tem redugdo minimal gerada por £(I) elementos, sendo £(I) a dimensao de
o0

m

Krull da fibra especial de I, isto €, a dimensao de Krull do anel T

n=0
Coroldrio A.1 Se R é um anel noetheriano local, entao, ht I < ¢(I) < dim R.

Teorema A.3 (Teorema da altura de Krull) Sejam R um anel noetheriano e I um ideal ge-
rado por d elementos. Entdo, todo ideal primo minimal sobre I tem altura no mdximo d.

Lema A.4 Seja R um anel noetheriano local. Se R é formalmente eqiiidimensional, entao, para
cada P € Spec R, % € formalmente eqiiidimensional e ht P + dim% = dim R. Também, R é
catendrio.

Corolario A.2 Seja R um anel noetheriano local. Entao, R é formalmente eqiidimensional se, e
somente se, para cada P € Min R, % é formalmente eqiiidimensional e dim % =dim R.

Proposicao A.5 Sejam (R,m) um anel noetheriano local formalmente eqiiidimensional e x € m
parte de um sistema de parametros. Entdo, % também € formalmente eqiidimensional.

Lema A.6 Sejam R um anel noetheriano localmente formalmente eqiitdimensional e X uma
varidvel sobre R. Entdo, R[X] € localmente formalmente egiidimensional.

35
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