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Resumo

Nosso objetivo, nesse trabalho, é estudar a existéncia de solugoes fracas para o sistema

acoplado, da forma:

w4+ Au— Au' A+ ([0 4 127 |ulfu = f
v+ Av— A+ ([u) P+ P oo = fy , em Q,
24 Az — A+ (|u|'OJr2 + |v|p+2) 2Pz = f3

com, @ = (0,7) x Q onde (0,7") é um intervalo da reta, {2 um aberto, limitado e regular do

3
92
R3e A= 5 922 é o operador Laplaciano.
x4
j:l J
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Abstract

Our goal in this work is to study the existence of weak solutions for the coupled system,

in the form:

w4+ Au— Au' A+ ([0 + 1277 |ulfu = f
v+ Av— Av' + (|u|p+2 + |Z|p+2) v[fv=fy,, em Q,
b Ar = AL+ (Julf P ) 2 2 = £

with, Q@ = (0,7) x Q where (0,T) is a real line,  an open, limited and regular of R3, and
3 42

A= ZO_:C? is the Laplacian operator.
j=1

vii



Sumario

Introducao

1

2

Notagoes e Resultados

1.1 Notagoes . . . . . . . . o o
1.2 Condigoes Técnicas. . . . . . . . . . . o
1.3 Distribuigoes Escalares. . . . . . . . . .. . L oo

1.3.1  Convergéncia e derivacgo em D' (). . . . . .. . ...
1.4 Distribuicoes Vetoriais . . . . . . . . . .. L Lo
1.5 Propriedades Elementares dos Espacgos de Sobolev . . . . . .. .. ... ...

1.5.1 Osespagos W™P (), 1 <p<00. . v v v v v i i i i i

1.5.2 Osespagos W™ (Q) .. . . . oo
1.6 Resultados sobre convergéncia . . . . . . . . .. ..o oo
1.7 Desigualdades . . . . . . . . ..
1.8 Resultados de Existéncia . . . . . .. .. ... L oo
1.9 Resultados de Imersao . . . . . . . . .. .. Lo

Existéncia de Solugoes

2.1 Conceito de Solucao Fraca . . . . . . . .. ... ...
2.2 Teorema de Existéncia . . . . . . . .. .. Lo Lo
2.3 Problema Aproximado . . . . . . ... ...

viil

S N = -

10
11
11
12
13
16

16
20



2.4 Existéncia de Solucoes do Problema Aproximado. . . . . . . ... ... ... 33
2.5 Estimativas a Priori. . . . . . . . ... Lo oo 41
2.5.1 Estimativas I . . . .. . ... o 41
2.5.2 Estimativas IT . . . . . . .. .o o 49
2.6 Passagem ao limite . . . . . . . ... . Lo L 55
2.7 Condigoes Iniciais . . . . . . . . ... 65
28 Au(t)=x(t),Av(t)=n{t)eAz({t)=C({t) . . .« 69
Propriedades do Operador p—Laplaciano A. 81
3.1 Definigoes e Resultados . . . . . . . . . ... L oL 81
3.2 Propriedadesde A . . . . .. 86
3.2.1 Aéhemicontinuo . . . . .. ... Lo 86
322 Aémonbtono . . . ... 87
3.2.3 Sobre a dualidade (Au,u) . . . ... ... 88
324 AEGCOErCivo . . . . v o e 88
325 Aélimitado . . . . . . ... 88
3.2.6 Sobre a dualidade (Au,u) . . ... ... Lo 89

X



Introducao

No ano de 1935, o Fisico Japonés Yukava descreveu teoricamente os mésons, como sendo
particulas elementares geradas por colisoes de outras particulas que possuem alta energia. A
denominacao "méson", é dada pelo fato da sua massa estar compreendida entre as massas
do préton e do elétron. Mais tarde, em 1948, César Lattes descobriu um tipo especial de
méson, denominado de méson-pi, o que rendeu ao diretor de seu grupo de pesquisa o prémio
Nobel da Fisica. Prémio esse que seria de César Lattes se nao fosse um termo (derrubado
na década de 50) que garantia o prémio ao diretor do centro de pesquisas, e ndo ao real
descobridor.

Em 1965 Segal.I [19], propos o seguinte sistema de equagoes diferenciais, nao lineares
de Klein-Gordon,

Bu + o*u + ¢*v*u =0 W
Bv + % + h2u?v =0

2
onde B = —+A ¢é o operador D’Alembertiano, u e v sao campos escalares de massas «

ot?
e [3, respectivamente, sendo g e h constantes de integracao.
O sistema proposto em (1) acima, € um modelo para descrever o movimento de mésons
em um campo mesdnico, que ¢ um campo andlogo ao eletromagnético, mas de natureza

diferente.

Em 1985 L.A. Medeiros e Milla Miranda [14] estudaram a seguinte generalizagao de (1) :

Bu + |v|er2 lul’u = fi

Bv + ]u|er2 o] v = fo '

(2)

Sendo p um nimero real, p > —1, e f1, fo fungoes dadas. Neste trabalho os autores
provam a existéncia de solugoes para (2) com condigbes iniciais e condigoes de fronteira de
Dirichlet homogéneas, para qualquer dimensao n, e unicidade para qualquer n < 3.

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de solucoes fracas no R?, para o sistema de

equacoes acopladas nao lineares:



( u’ + Au — Au' + (|v|p+2 + |z|p+2) lul”u = fi

V" + Av — AV + (Ju] + |27 o) v = f

2+ Az — A2+ (\u|p+2 + |’U\p+2) 12”2 = fs (3)
u(0) =up, ©v(0) =1y, 2(0)
u' (0) =wuy, v (0)=w, 2 (0)

20
21

\

, que foi um artigo desenvolvido por CASTRO N.N.O, em [5],onde pe R, 2< p <3, -1 <
4(p — 2
< M ,sendo f1, fo, f3 € L*(0,T;L*(Q)), A é o operador pseudo-Laplaciano e

Para estudar o problema acima, dividimos essa dissertagao em trés capitulos:

- No Capitulo 1, daremos algumas defini¢oes e resultados, que nos serao de grande
utilidade para o desenvolvimento deste trabalho, com o objetivo, de embasar e tornar auto-
suficiente a leitura.

- No Capitulo 2, enuciaremos e provaremos o Teorema de Existéncia de Solucoes Fracas
para o Sistema acoplado acima, em (3), para isso, usaremos o método de Faedo-Galerkin.

- No Capitulo 3, temos o Apéndice, em que se encontram algumas propriedades do
operador pseudo-Laplaciano, com suas respectivas demonstragoes.

No final temos uma lista de referéncias bibliograficas, que nos serviu de apoio, e que foi

de extrema relevancia no que se diz respeito, ao desenvolvimento desse trabalho.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Neste capitulo serao fixadas notagoes, defini¢oes, e certos resultados sobre Teoria
das Distribui¢oes e Anilise Funcional, bem como, alguns resultados fundamentais usados
substancialmente no Capitulo 2. A maioria destes resultados nao serao demonstrados, mas

indicaremos nas referéncias bibliograficas onde os mesmos se encontram.

1.1 Notacoes

e O C R3, denota um aberto limitado bem regular;

e Q=0Qx(0,T), T >0, denota um cilindro em R*, com base 2 e altura T}
e > =1 x(0,7T), denota a fronteira lateral de @;

o A = ﬁ:%, ¢é o operador Laplaciano;

e A denota o operador pseudo-Laplaciano definido por

AW (Q) — W7(Q)

u +—  Au,
onde )
3.0 |0ulP " ou
Au = — — 2.
Y i=1 (9!131( 030, ax,)7 p=

No capitulo 3 provamos que A tem as seguintes propriedades:

- A é mondtono, hemicontinuo, coercivo e limitado;



- <Au,u>W—l4p/(Q)XW1p - HU( )H
82
_n

B (Au(t),u’(t»W_LP( QXWaP(Q) — “ ”07 (915 ='; o
- N Aullyr gy < Cllullg™

Temos ainda,

e | .||y, norma em Wy (Q);

e || .||,,, norma euclidiana em R™;

e | .||, norma euclidiana em R*";

e || .|I, ((.), norma e produto interno, respectivamente , em Hg();
e ||, (.), norma e produto interno, respectivamente , em L? (Q);

e | .| ,podera também denotar valor absoluto quando necessério;

e /" denota o espago dual topoldgico do espaco linear V;
1

. . 1
e p' denota o expoente conjugado de p, isto ¢, —+ — =1;
p D
c . - , . ~
oV — H eV — H denotam, imersao continua e densa, e imersao compacta,
respectivamente, de V em H;
e ( representa uma constante arbitrdria, nao negativa, que no decurso do texto podera

representar valores distintos.

1.2 Condicoes Técnicas.

Lema 1.1 Sejap € R, onde 2 < p < 3. Se p é um nimero real satisfazendo:

1< <4(p_2) ta < 4
— _— entao .
P P

Prova : Como 2 < p < 3, temos que np >0 e p— 3 < 0. Logo,
p(p—3)<0<3p* -9 <0.

Desta forma,
3p® —8p < p.
Assim,

(p—2)Bp—2) <4+p.

2



Dividindo a desigualdade anterior por: (3p — 2)(4 4 p) > 0, obtemos:

p—2 1
< .
44+p 3p—2

O que acarreta em:
4p — 8 4
P <
4+p 3p—2

p-8 4
i+p P2

Lema 1.2 Se 2 <p < 3, entdo

< .
3p—2 3—0p

Prova : De 2 < p < 3, segue que:
7-2<p-7T=4-3+2<p(4+3)
Multiplicando a desigualdade por 3p > 0, temos:

4-3%p4+2-3p < 4-3p* + 32%p?

Daf ,
4-3%p —4-3p* < 3%p* —2- 3p.
Ou seja,
4-3p-(3—p) <3p-(3p—2).
Consequentemente,
4 < 1
3p—2 3—p

Lema 1.3 Se 0 e 0 sao numeros reais, satisfazendo:

g — 6p(p +2) . 5 6p(p + 2)
(3p—2)(p+2)+6p(p+1) (Bp+2)(p+2)—6p(p+1)

onde n, p e d sao definidos anteriormente, entdo:

3



(i) 1 <6< 2
11
(i) 5+ 5 =1

Prova : Do Lema 1, temos p <

6p
. De ond 2< 2=p+2< .
53— 2 e onde segue, p+ 3p—2+ p+ 39— 2

6p(p +2)
(3p —2)(p+2) +6p(p+1)

6p(p +2) L0

Gp 6p(p +2)
3p—2)—— +6 1
(3p )3p_2+ p(p+1)

(7) Sendo 6 = , segue que,

0 >

Logo 6 > 1.

Por outro lado, como 6p > 0, podemos escrever § da seguinte maneira:
2 2
g — (p+2) _(pt2)

(3p—2)(p+2) 3 (p+1)
6p

+ (p+

2
Portanto, 1 <6 < i

p+1
6p(p +2)
Bp+2)(p+2)—6p(p+1)
Como 2 < p < 3, temos que, 3p > 2.

2
, entao, 0 > bp(p +2) = Op

Bp+2)(p+2) Bp+2)

(73) Se, 0 =

Assim,
6p
24+ 3p

6p—3p>2=—2+3p= >1=6>1.

Por outro lado, temos:

3p 6p(p +2) 3p 6p(p +2)
35-p Bp+2(p+2)—6plp+1) “3-p  GBp+2(p+2) —6plp+1)

0 < <1

S2B-p)(p+2)<Bp+2)(p+2) —6p(p+1)=6p+12—2pp—4p < —3pp+2p+4

S6p+3pp—2p—2pp<4+4p—12p(6—2—2p+3p) <4(1+p—3)
4p—-2)  4p—8
22—p)+3p 4+p’

Sp<

o que é verdade pelo Lema 1.



Assim,

(7i1) Temos que:

1.1 _Gp=2(+2)+6plpt+1l) Br+2(p+2) —6plp+1)
0 0 6p(p +2) 6p(p +2) '
Logo,
1,1 _(p+2)Bp-2+3p+2) Oplp+2)
0 0 6p (p+2) 6p (0 +2)
Desta forma,
L1,
A

=1=p>1.

. (p+2) (p+2) N
Lema 1.4 Sejam, a = —= b= . Entao, temos:
’ (r+1)0 (r+2) = (p+1)0
(1)) a>1, B>1
. ~ 6p
(i) 08 =
1 1
gy L1
(vit) a+[3
Prova :
Dos ftens anteriores sabemos que : p € R, 2 < p < 3, —1<p<3p_2,
6p(p + 2) p+2
0 = e 1<b<——:.
(Bp—2)(p+2) +6p(p+1) p+1
Entao:
(2)
(p+2) (p+2) (p+2) p+2
= =l=a>1 =
(p+1)0 (p+2) 7 (p+2)—(p+1)0 " p+2
(p+1).
(p+1)
(i)
05 — 0(p+2) _ (p+2) _
(p+2)—(p+1)0  (p+2) Bp—=2)(p+2)+6p(p+1)
0 6p




Mas,

(p+2) Bp—=2)(p+2)+6p(p+1)(p+2) Bp—2)(p+2)+6p(p+1)

0 6p (p+2) 6p
Assim,
08 = (p+2) _ 6p (p+2)
(3p—2)(p+2)+6p(p+1)_(pH) (Bp—2)(p+2)
6p
Logo,
__bp
95_3]0—2
(iid)
1.1 _(+D8 (p+2)—(p+D8_(p+2)
a B (p+2) (p+2) (h+2)
Portanto,
1.1
E—FB— .

1.3 Distribuicoes Escalares.

Consideremos x = (x1, T3, ..., ;) um elemento genérico do R™. Uma n-upla de inteiros
nao negativos @ = (a,...,a,) ¢ denominada de multi-indice e sua ordem ¢é definida por
la| = a1 + ... + .

Representa-se por D* o operador de derivagao de ordem |a|, denotado por:

|ot]

Para a = (0,0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Dados €2 C R™ um aberto e uma funcao continua u : 2 — R, define-se suporte de u, e
denota-se por supp(u), o fecho em Q do conjunto {x € Q; u (z) # 0}. Assim, supp(u) é um

subconjunto fechado de €2. Segue diretamente da definigao que o suporte é o menor fechado

fora do qual u se anula.



Valem as seguintes propriedades:

a) supp(u + v) C sup pu + sup pv

b) supp(uv) C sup pu N sup ppv

c) supp(Av) = suppv, A # 0.

Por C§° () denota-se o espago vetorial das fungdes infinitamente diferencidveis,
definidas e com suporte compacto, em (). Logo apds o exemplo abaixo introduziremos uma
nocao de convergéncia em Cg° (§2) , a qual definird a topologia de C§° (€2), suficiente para
nosso estudo.

Um exemplo cldssico de uma funcao de Cg° (2) é dado por:

Exemplo 1.1 Seja Q@ C R" um aberto tal que B; (0) = {z €R™; |jz|| <1} CcC Q.
1
l]|*~1 1
Consideremos wu: Q) — R, tal que f (z) = ¢ , se |l < :
0,  sellz][>1

n 2
onde z = (z1,x9,...,2,) € ||z]| = (fo) ¢ a norma euclidiana de z. Temos que
i=1

u € C™ () e supp(f) = By (0) é compacto, isto é u € C§° (2) .

Definigao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (), ey em Cg° () converge para ¢, em C§° (Q2),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

(1) Existe um compacto K, de 2, tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,

(11) D*p, — D“p uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observagao 1.1 E possivel dotar Ce (2) com uma métrica de forma que a nogio de

convergéncia nessa métrica coincida com a dada pela Definicao 1.1.

O espago C§° (€2), munido da convergéncia acima definida, serd denotado por D (2) e
denominado de Espacgo das Funcoes Testes sobre (2.
Notemos que, se ¢, — ¢ em D(Q), entdo D%, — D% uniformemente em

Q, ¥ aeN".



Uma distribuigao (escalar) sobre €2 ¢ todo funcional linear continuo sobre D (2). Mais
precisamente, uma distribuicao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(i) T(ap+ ) = T (p) + 5T (¢),Va, BeReVp, ¢ € D(Q),

(it) T ¢ continua, isto ¢, se (,),,cy converge para ¢ em D (), entao (T (¢n)),,cy converge

para T' (), em R.

E comum denotar o valor da distribuicdo T em ¢ por (T, ).

O conjunto de todas as distribuigoes sobre {2 com as operagoes usuais é um espago
vetorial, o qual representa-se por D’ (12).

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental

no estudo da teoria das distribuigoes.

1
loc

Exemplo 1.2 Sejau € L;, . (), isto é, u é uma fungdo de ) em R, localmente integrdvel,
ou seja, u € integravel a Lebesque sobre todo compacto K C Q. O funcional T, : D () — R,
definido por

(Tog) = [ule)¢(@)da,

é uma distribui¢ao sobre Q univocamente determinada por v (VER [12]).Por esta razdo,
identifica-se u & distribui¢do T, por ela definida e, desta forma, L}, () serd identificado a

uma parte (prépria) de D' () .Observamos que se T,, = T, ,entao u = v, quase sempre. Logo

T, € univocamente determinada por wu.

Exemplo 1.3 Consideremos 0 € Q2 e o funcional §y : D () — R, definido por

(00,0) = ¢ (0) .

Em [12], vé-se que &y é uma distribuicao sobre S). Além disso, mostra-se que 6y nao é definido

por uma funcao de L} (Q).

loc



1.3.1  Convergéncia e derivagao em D' (12).

Definigao 1.2 Diz-se que uma sequéncia (T5,), .y em D' () converge para T em D' (Q2),

quando a sequéncia numérica ({15, p)), ey convergir para (T, @) em R, para toda ¢ € D (£2).

Com essa nogao de convergéncia, D’ (€)) torna-se um espago vetorial topolégico, e temos

a seguinte cadeia de imersoes continuas:

D(Q) = L (Q) = Ly () = D' (Q), 1 <p < oo.

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que a utilizamos
no estudo dos espagos de Sobolev, como veremos a seguir.

O que motivou a formulacao de derivada fraca e consequentemente a derivada
distribucional, foi a férmula de integracao por partes do Célculo.

De fato, em dimensao 1, temos a férmula de integracao:

[ @eta)ds = ut)o®) - u@sto) - [ ulo)e @)z,

e quando ¢ € D(a,b),temos:

/abu'(x)go(x)dx = —/abu(aj)gp’(x)dx.

Motivado pela igualdade acima, Sobolev definiu a derivada fraca de uma funcao

u € L}, (), como sendo uma funcao v € L} (), caso exista, tal que:

b b
[ @eta)ds = [ o) (@)dn,vp € CFla)
Este conceito foi generalizado (por Schwartz) para distribuicoes quaisquer em D'(Q), da
seguinte maneira:
Dados T € D'(R2) e a € N”, definimos a derivada distribucional de ordem a de T, como

sendo a forma linear DT : D(2) — R, dada por

<DaT7 §0> = (_1>\0t| <T7 Da90> ) VQO €D (Q) :

9



Verifica-se que DT é uma distribuicdo sobre Q,onde 7 € D'(f), denominada de
derivada de ordem || no sentido das distribuigoes.

De fato, vé-se facilmente que DT ¢é linear. Agora, para a continuidade,
consideremos (¢y),cy convergindo para ¢ em D (). Assim, [(DT,¢,) — (DT, p)| <
(T, D*p,, — D*p)| — 0, quando n — oo.

1.4 Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach, 1 < p < oo e T" > 0 um mimero real, com (0.7') um
intervalo aberto da reta.
Representamos por LP(0,7; X) o espago das fungoes u : (0,7) — X mensurdveis tais

que ||u(t)||x € LP(0,T). Para 1 < p < oo, LP(0,T; X) é¢ um espaco de Banach com a norma:

T , -
ol ooy = ( / Hu<t>uxdt)

No caso p = oo, teremos que L*°(0,7; X) serd um espago de Banach com a norma

definida abaixo:
||u||L°°(O,T;X) =supess [[u (t) x
te(0,7)
=inf {||u(t)||y < cq.s. em [0,T]}.
Agora, fixemos u € LP(0,7; X), 1 < p < 00, e definamos a fungao
T,:D(0,T) — X,

por (T, p) = /Tu (s) ¢ (s)ds,Yo € D(0,T), onde a integral é entendida como integral
de Bochner em X. ’

Prova-se que T, é linear e continua (VER [12]).

Diz-se entao que T, é uma distribuigdo vetorial sobre (0,7") a valores em X, definida

por uma fungao u € LP(0,7T; X), e escreve-se:
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T, € L(D(0,T), X).

O espago L(D(0,T), X) é dito espago vetorial das distribuigoes sobre (0,7") a valores
em X , e contém em particular as distribuicoes vetoriais definidas pelas fungoes de

LP(D(0,T), X). Na prética, denotamos L(D(0,7T),X) = D'(0,T; X).

1.5 Propriedades Elementares dos Espacos de Sobolev

1.5.1 Os espagos WP (), 1 <p < 0.

Sejam €2 um aberto do R™, p um nimero real e m um nimero inteiro positivo, por
Wwmr (), 1 < p < oo, representa-se o espago de Sobolev de ordem m sobre €, isto é, o
espaco vetorial das classes de fungoes u € LP (Q2) tais que D*u € LP (), para todo multi-

indice o, com |a| < m, ou seja,

WmP(Q) ={u e LP(Q); D e LP(Q),V |a| < m}.

Munido da norma

SIS

il = | X [ 1D dr] . qundo 1 <p < o
Q

la|<m

[wllrmeoo ) = Z sup ess | D% (z)], quando p = oo,
la|]<m €N

Wm™P () é um espaco de Banach, (VER [6]).

Observagao 1.2 Quando p = 2, o espago W™? () é denotado por H™ (), o qual munido

do produto interno

(u,v) = Z (D%, D*0) p2(q -

laj<m

¢ um espaco de Hilbert.
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Observagao 1.3 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L? (0, T;X) é um

espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo 7o) = / (u(t), v () y dt.

Consideremos o espago L” (0,7 X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separével, entao

podemos fazer a seguinte identificacao:
[LP(0,T; X)]'= L (0,T; X"),
onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identifica¢ao

[L'(0,T;X)] = L= (0,T; X') .

1.5.2 Os espagos W;"" ().

Notemos que o espago das fungoes testes, C5° (), é denso em LP(Q2) = W? (Q), VER
[6]. Porém, nao ¢ verdade que C§° (€2) seja denso em W™P (Q), m > 1 inteiro.
Denotamos por W;"" (), o fecho de C§° (Q) em W™ (Q) | isto &,

STV ()

Wo™ () = Cg° (©)
Como consequéncia da desigualdade de Poincaré, que veremos mais a frente, a expressao
1
lullg = D IDulf0iey)7
0<|a|<m
define uma norma sobre W;"" (2), dita norma prépria de Wy™" (€2).

Uma atencao especial deve ser dada ao espago dual de W™ (©2), 1 < p < oo, denotado

1 1
por W=™2(Q), onde — + — = 1, o qual é constituido pelos funcionais lineares continuos,
p q
T:W""(Q) — R.

Demonstra-se em [6] que uma distribuicao 7' de D'(£2), estd em W4 (Q) se, e somente

se, existem fungdes g, € L4(Q), |a| < m, tais que:

T=> D%.

laj<m
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Em W," (Q), espaco que serd usado com frequéncia neste trabalho, temos

n

ou || 1
[uflg = ( )?,
; 0| o0
(&
" | Ou || 1
iy = |5 |+ Tl
i=1 tILP(Q)

Além disso pela desigualdade de Poincaré, temos:

lullg < ul

1y S Cllully, Yu € Wo™ ().

Existem outras caracterizagoes para tal espago, ver por exemplo em [6].

1.6 Resultados sobre convergéncia

Defini¢ao 1.3 (Convergéncia Fraca) Sejam X um espago de Banach e X' 0 seu espaco

dual. Uma sequéncia (%, Jnen , em X, converge fracamente para x, em X, se:
f(x) — f(x), para todo f em X'
Para denotar convergéncia fraca, escrevemos:
r, = x, em X, ou simplesmente x, — z.

Proposicao 1.1 Sejam X um espaco de Banach e x, uma sequéncia em X, fracamente

convergente & x em X. FEntao x é unico.

Prova : Com efeito, suponha que z,, — x e z,, — y em X. Entao: f(z,) — f(z) e f(x,) —
f(y), ¥ f € X' .Pela unicidade do limite de sequéncias em R, segue-se que f(x) = f(y),
V f € X'. Pelo Teorema de Hahn-Banach, se X é um espaco de Banach, tal que, dados
z,y € X, quaisquer, tenha-se f(z) = f(y),V f € X, entdo 2 = y. Como estamos nestas

condigoes, segue que x = y, resultando na unicidade do limite fraco. [ |

Proposicao 1.2 :Se z,, = x em X, entdo ||z|| <liminf, . ||z,|y , n € N.
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Prova : VER [8]. |

Definigao 1.4 : (Convergéncia Fraca x) Sejam X um espago de Banach e X' 0 seu espaco

dual. Diremos que uma sequéncia (fy)nen converge a f, fraco * ,no espago X , se:

fn(x) — f(x), para todo x € X.

Para denotar convergéncia fraca *, escreveremos:
fo = f, em X', ou simplesmente, f, — f.
Proposicao 1.3 : Se f, — f em X,n € N, entdo o limite fraco  é tnico.
Prova : VER [18]. |

Teorema 1.1 (Banach — Alaoglu — Bourbaki) Sejam X um espago de Banach separdvel e
(fn)nen uma sequéncia fortemente limitada em X'. Entdo (fy)nen possui uma subsequéncia

(fuk)nen que converge fraco *, isto é, fuk S fem X
Prova : VER [§]. u

Proposicao 1.4 : Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que f, — f, em X'

comn € N. Entdo, f, — f, em X .
Prova : VER [4]. |

Teorema 1.2 (Kakutani) Seja X um espa¢o de Banach. X é reflexivo se, e somente
se, toda sequéncia (x,)nen fortemente limitada em X possui uma subsequéncia (Tnx) que

converge fraco, isto é, xp, — xr em X.

Prova : VER [8]. |
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Teorema 1.3 (Aubin — Lions) Sejam X, B, Y espagos de Banach, X ¢é reflexivo e X <

B — Y. Suponha que (u,)nen S€ja uma sequéncia uniformemente limitada em LP(0,T; X)
d ) o . .

tal que (—Un)neny = (U, )nen  Seja limitada em LP(0,T;Y) para algum p > 1. Entdo existe

dt
uma subsequéncia de (U, )nen que converge fortemente em L*(0,T; B).

Prova : VER [4]. |

Lema 1.5 (Lions) Sejam 2 um aberto limitado do R™, g e g; fungdes de L(2), 1 < ¢ < o0,

tais que
||gj||Lq(Q) <C,Vj e gi—9g, q.s em Q.
Entao,
g —g, em LQ).
Prova : VER [4]. -

Teorema 1.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (fn)nen uma sequéncia de

fungoes em LY(Q), tal que:

a) f, — f quase sempre em (;
b) existe g € L'(Q) tal que |f,(x)| < g(z) para todon € N, quase sempre em ).

Entao,

fel*(Q) e /f: lim [ f,.

n—oo

Prova : VER [11]. |

Teorema 1.5 (Lema de Fatou) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungées mensurdveis nao
negativas tais que:

fa®) = f(t), em X, q.s. em €,

e suponhamos que existe uma constante positiva C' tal que / | fn @)l dt < C; V n.
Q

Entao,

/(lim inf f, oo fn (z))dz < liminf fn_m/ fn (2) dz.
Q Q
Prova : VER [11]. |
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1.7 Desigualdades

e Desigualdade de Poincaré.
Seja €2 C R™, um subconjunto aberto e limitado do R"™. Entao existe uma constante

C =C(92,p) > 0 tal que,
[ull oy < Cllully, ¥V u € Wi ().

Prova : VER [4]. |
e Desigualdade de Young.
1 1
Sejam p > 1,¢q > 1 tal que — + — = 1. Entao,
P q

al bl
ab< —+—_,Va>0eb>0.
p q
Prova : VER [8]. |
e Desigualdade de Holder.

1 1
Sejam feLr(Q)ege L1(N),com-+-=1el<p<occ. Entao f.ge L' (Q) e
p g

/ ol < 11w gl

Prova : VER [8]. |

1.8 Resultados de Existéncia

Teorema 1.6 Sejam V e H dois Espacos de Hilbert e suponhamos que V- C H eV <
H. Entao existe uma base espectral, {wj}j de V, formando um sistema ortonormal completo

em H.
Prova : VER [10]. |

Lema 1.6 (Browder — B.An Ton) Seja W um espago de Banach, separdvel e reflexivo.

Eziste um espaco de Hilbert H, separdvel, tal que H C W, com imersao continua e densa.
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Prova : VER [3]. |

!/

Teorema 1.7 (Representacao de Riesz) Sejam 1 <p < oo ey € (LP(Q)) .

Entao, existe uma tnica u € r (Q), tal que

<so,f>=/ufd9:, Ve IrQ),

B d r 1 1
el = Wellogayy » onde 5+ =
Prova : VER [8]. [

Teorema 1.8 Todo espaco de Hilbert separdvel possut uma base ortonormal completa.
Prova : VER [9]. |

Teorema 1.9 Se H é um espaco de Hilbert Separdvel, entdo todo conjunto ortonormal

completo em H é enumerdvel.

Prova : VER [9]. |

e Seja D um subconjunto aberto de R"™™! cujos elementos serdo denotados com
(t,z), t € R, z € R" e seja [ : D +— R™ uma fungdo ndo necessariamente continua. O
problema é encontrar uma fungao absolutamente continua x (¢) definida em algum intervalo

I da reta tal que (t,z(t)) € D, paratodot el e

!

x = f(t,x) para quase todo ¢t em I. (1)

Se uma tal fungao z(¢) e um tal intervalo I existem, entao diz-se que z (t) é uma solucao

de (1) sobre I. Se (to,x¢) € D, associado a (1) e a (tpxo) , se tem o problema de valor inicial

v = f(t,x)

T (to) = 29

(2)

diremos que a solugao x (t) de (1) sobre I , é tal que ty € I e z(ty) = xo .
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Definigao 1.5 (Condic¢oes de Carathéodory) Sejam D um subconjunto de R"™ e f: D —

R™. Entao f é dita satisfazer as condigcoes de Carathéodory se:

a) f(t,x) é mensurdvel em ¢ para cada x fixo;
b) f (t,x) é continua x em para cada t fixo;

c) para cada compacto U em D, existe uma funcao real integravel my (t) tal que:
[ft.z)| <mu(t), ¥V (t,z) € U

Teorema 1.10 (Carathéodory) Seja f:R— R™ satisfazendo as condi¢oes de Carathéodory
sobre R. FEntao existe uma solu¢io x(t) de (2) sobre algum intervalo |t —to] < B, 5 > 0.

Onde R é o retingulo definido por:
R={(t,x) € Rt —to| <a, |[v—xo| <b}, coma>0, eb>0.
Prova : VER [12]. |

Coroldrio 1.1 Sejam D um aberto do R"*! e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory

sobre D. Entdo o problema acima citado (2), tem solu¢ao para qualquer (ty,zo) € D.
Prova : VER [12]. |

Coroldrio 1.2 Seja D aberto limitado conexo em R™. f satisfaz as duas primeiras
condigoes de Carathéodory sobre D e existe uma fungdo integravel m(t) tal que |f (t,z)| <

m(t),V (t,x) € D. Seja ¢ uma solugio de (1) acima, sobre o intervalo aberto (a,b), entdo:

i) existem ¢ (a+0), ¢ (b—0)

ii) se (b, (b—0)) € D, entao ¢ pode ser prolongada até (a,b + 6] para algum 6 > 0.
Andlogo o resultado para a.

iii) ¢ (t) pode ser prolongada até um intervalo (v,w), tal que (v, (y(w —0))) € 9D
(0D a fronteira de D).

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades, entao ¢ (t) pode ser
prolongada até um intervalo [y,w] tal que (v, (v +0)), (w,p (w—0)) € OD.
Prova : VER [12]. |
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Coroldrio 1.3 Seja D=[0,T] xB, T finito >0, B={x € R™;|z| <b}, b >0 e f nas

condigoes do Coroldrio anterior. Seja ¢ (t) uma solugdo de

¥ = f(t )

JI(O) = Ty, |I0| S b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd de finida, setenha |p(t)] <
M, Vtel, Mindependente de I e M <b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,T].
Prova : VER [12]. |

Teorema 1.11 (Hellinger — Toeplitz) Se um operador linear T' é definido sobre todo um

espago de Hilbert H e satisfaz (Tx,y) = (x,Ty) , para todo x, y € H, entao T é limitado.
Prova : VER [9]. |

Teorema 1.12 O conjunto das combinagoes lineares finitas, de somas finitas, de produtos

do tipo O.w, com @ € C*([0,T]), e w € Wy?(Q) é denso no espago
V= {v € I2(0,T; WP (Q)); v € L(0,T; L2 (Q))}.

C' ([0, T]) é o conjunto das funcées u continuas em [0,T)], tais que v € C°([0,T]).

Prova : VER [16]. |

Teorema 1.13 (Principio da Extensao) Sejam X e Y espagos de Banach, M um subespago
denso de X e T : M — 'Y linear tal que:

T (x)|ly <Clz|ly , Vo € X, C >0 constante.
Entdo, existe um tnico 7 : X — Y linear continuo tal que:
Tlu=T e |T(x)]ly < CHJ?HX , Vo eX.

Prova : VER [7]. |
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1.9 Resultados de Imersao
e Caso em que 2 = R"™.

Teorema 1.14 Se 1 < p < n, entao

1 1
WmP(R) < [4(R), ==~ — 50
qg p n
Teorema 1.15 Sen >mp ep<q< , entao
n—mp
wmP(R") — LT (R").
1 1k .
Teorema 1.16 Sekp<n e — = — — —, entao
G p n
WP (Rn) NN Wm—k,qk (Rn> )
1 m ~
Teorema 1.17 Se 1 <p<o e ——— =0, comn > 2, entdo
n

Wme(R™) s LT (R™), ¥ g > 1.

Teorema 1.18 Sejama:m—ﬁ>0 e k €N taisquek <a<k+1.
q

Entao,
WmP (R") — C* (R™).

e Caso em que 2 C R”, aberto, limitado e bem regular.

Teorema 1.19 Suponhamos que n > mp. Entao

W™ (Q) < L9(Q), q < — 2.
n—mp
Temos ainda,
c np
W () S 19(Q), g < |
n—mp
Teorema 1.20 Se k <m e n > (m —k)p, entao
np
WmP (Q) Wk (Q < 7
(©) — (),q_n_(m_k)p

20



Além disso,

mp (() ¢ k,q 0 np .
W) S W), g <

Teorema 1.21 Se mp = n, entao
W™ (Q) < LI(Q), V¢ €1, +00).
Teorema 1.22 Se mp > n, entdo
W™ (Q) <5 0% (Q),

para,
n n
p=m-——,se, m——<1;
p

n
uw<l, se, m——=1;
p

n
w=1 se,m——>1.
p

Teorema 1.23 As imersoes nos teoremas acima, caso 2 C R™ permanecem verdadeiras

quando consideramos § apenas limitado e substitutmos W™ (Q) por Wy"" (Q2) .

Como consequéncia dos Teoremas (1.23) e (1.19) , tem-se o préximo teorema e que

utilizaremos frequentemente nesta dissertagao.

Teorema 1.24 Sejam n um nidmero natural, p um nimero real e suponhamos 1 < p < n.

Entao,
Wo (@) = L), 1< g <
n—p
Além disso,
c np
WiP (Q) < LI(Q), g < .
$7@) S L), g <
Prova : As demonstragoes dos teoremas acima podem ser vistas em VER [15]. n

Proposicao 1.5 : Sejam u,v € Wol’p (Q), p e definidos como nas Condi¢oes Técnicas (os

4 primeiros Lemas). Entao:
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(i) ww, u.z, vz € LFT2(Q);

(@0 (Jul”™ + ") 2”2, (™ + 20772) [l o, (Jol"™ + [277) [ul’u € L7(9).

Observagao 1.4 : Em cada wm dos casos acima demonstraremos apenas um item. Os

demais sao demonstrados de modo semelhante.

Prova :
(i) Not 42« L 9p+2) < P B pelo Lema 2, t
i) Notemos que . elo Lema 2, temos:
que, p 53 p g P ,
41 12 3
3p—2 3—p 33p—2 3—p
Logo,
3p
2 2) < —— .
(p+2) 3,

Pelas imersoes de Sobolev, Teorema (1.24) ,
WP (Q) < L2+ (Q).

Desta forma,

o lul| 2 < e [full s

L(r+2)(Q) 0 )
+2 2
o [0l @) < e ol

Por outro lado, usando a Desigualdade de Holder,

1 1
/’W’Hz do < </ ’u|2(0+2) d$>2 (/ |U‘2(p+2) dx>2'
Q Q Q

Ou seja,

/Q |uv|(p+2) dr < ||U||[;(2p+2)(9) ||U||ZJ2F<2%’+2>(Q) ’
Logo,

[l < g s ol < o
Portanto,

u.v, € LPT?(Q), andlogamente, concluimos que u.z, v.z € L’ (Q).
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(71) Temos que:

Lol el o = [ ol ol
Q Q

Usando a Desigualdade de Holder, considerando o e  como no Lema 4, obtemos:

9 . 5 5
ul u| dr < Uv v T v T .
v p+2 P d (p+1) d 08 d
Q Q Q

g P +2)
(p+1)8

1 1
(/ |uv|(p+1)9a dx) = (/ o] T2 da:) < 00,
Q Q

visto que pelo ftem anterior, u.v € LP*2.

0 B 0
( 1 Bda:) — ol

6 12 3
03 = L < d < L .
3p—2 3p—2 3-—p

0
da::/ ]uv[wl)g v|? da.
Q

Mas, (p+ 1)fa= (p+1) = p+ 2. Logo,

Observemos também que:

Segue do Lema 4,

Assim, 1 <6 < 33p

, 0 que pelo Teorema (1.24) , acarreta em,

WP (Q) <5 L% (Q), 05 < 35

De onde segue,

0 A 0 0
( / de) ol ey < e [0l < oo

Logo

0
lass |u|pu‘ dxr < oo.

lv

J
J

Da mesma forma, provamos:

0
Elssli u‘ dr < o0,
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Assim, [v|” [ul’u e |2)""? |[ul’u € L8 (Q), datf, (Jo]”™? + |2/ |u|" v € L (Q).

Portanto,
2 2y 1. 1P 2 2y 1..1° 2 2y 1 .(°
(ol + ) Jul wy (™ + 275 ol v, (™ + pP5) ] 2 € L7(9Q).
[ |

Definicao 1.6 Sejam X um espaco de Banach e T um nimero real positivo. Denotamos
por C (]0,T[; X), o espago das fungées continuas, definidas em (0,T), a valores em X, isto
é,ue C(0,T[X) < u:(0,T) — X é continua,onde a continuidade é medida no sequinte
sentido:

“Set—tyoem (0,T) entao u(t) — u(ty) na norma de X.”

Teorema 1.25 Sejam X e Y espacgos de Banach, tais que X é imerso continua e densamente
em Y. Suponhamos que v € LP(0,T;X) e u € LP(0,T;Y), 1 < p < oco. Entdo u
e C([0,T];Y).

Prova : VER [13]. |

Teorema 1.26 : Sejam X e Y espagos de Banach, com X reflexivo. Suponhamos que X é
imerso continua e densamente em Y. Entio Y, o espaco dual de Y, é imerso continua e

densamente em X . Ou seja,

XY=V <X,
Prova : VER [4]. |
Teorema 1.27 (Rellich — Kondrachov) Seja Q2 um dominio limitado regular. Entao,

H' (Q) < L2 (Q).

Prova : VER [15]. |

24



Capitulo 2

Existéncia de Solucoes

Neste capitulo, temos como objetivo, demonstrar a existéncia de solucoes fracas para o
sistema de equacoes nao lineares de Klein-Gordon da forma:
(W + Au— A+ ([0 + 121°7%) Jul’u = fy
V" + Av— AV + (|u!er2 + |z!p+2) v]v=fa em Q=Qx(0,T)
2+ Ar = A+ ([0 P+ ) 2P 2 = f

u (0) = up, v (0) = uy (2.1)
v(0) =wvg, v'(0)=v; em
2(0) =z, 2/ (0) =2

u=0,v=0¢e z2=0 em X=Ix(0,T)

\

4(p — 2
onde peR,2< p <3, —-1<p< (p+4) ,sendo f1, fa, fz € L*(0,T;L?(2)), Q C R3,
p

A é o operador pseudo-Laplaciano e

¢é o operador Laplaciano.

2.1 Conceito de Solucao Fraca

Formularemos a seguir o conceito de solucao fraca para o sistema (2.1).
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Sejam v (x,1) = w () 0 (t), w € WP (Q) e & € D (0,T), multiplicando,
w4+ Au— Au' + ([0 + 1277 [uf u = fi
por ¢ (t, x) temos:
u'p + Aup — Au'yp + (|v|er2 + |z|p+2) |ul” uyp = fra
e integrando em @ = € x (0,7), resulta:

/Qu”q/;dQ+/QAu¢dQ—/QAu’¢dQ+/Q((|U|P+2+|Z|P+2) |ul” uy) dQ:/QfmdQ.

Usando integragao por partes e o Teorema de Green , obtemos respectivamente

- /Q Au'p = /Q V'V,

—/C2u’¢'dQ+/QAu¢dQ+/Qvu'wdcg+/Q((|v|ﬂ+2+|z|p+2) ul” uyp) dQ:/QdeQ.

assim

Agora,usando a derivada distribucional na primeira integral, temos :

T T T .
/ Qi (/ u’wdw) dt—l—/ (Au,w>9dt+/ ((u/’w)) dt+/ <<|v|p+2+|z|p+2) |U|pu7w)9dt
T
=/ (fi,w)0dt, Yo € D(0,T),
0

implicando assim que:

% (u', w) + (Au,w) + (', w)) + ([0 + 12077) Jul” w,w) = (f1,0) (2:2)

YweW,?(Q) em D' (0,T).

Analogamente faz-se com as demais equagoes do sistema.
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Definicao 2.1 Uma solugéo fraca de (2.1) é um terno (u,v,z) definido em Q = Q x (0,7)

para T > 0,tal que

u, v,z € L (0,T; Wy (Q))
W', 2 e L*(0,T,L*(Q)) N L* (0,T, Hy (Q)),

satisfazendo (2.2), e as demais equagoes referidas da mesma.

2.2 Teorema de Existéncia

Este teorema é o principal resultado desta dissertacao.

Dado um nimero real p, onde 2 < p < 3, e p satisfazendo

4(p—2)

2<p<3 e —-1<p<
p =FP= p+4

Y

consideremos:
fi, fa. f3€ L*(0,T; L* ()
w, Vo, 20 € WP ()
w, U1, 2 € L? (Q).
Entao, existem v : Q - R ,v:Q — R e z: (@ — R satisfazendo:
() u,v,2 € L* (0,T; WP () ;
(IT) !, vl 2 € L= (0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H} (Q));

m) Tm?Tm

(I11)

& (ul) o () (0, 0)) + 40l 4 [21772) ful” ) = (1, 0)
VweW,”(Q)em D'(0,7);
(1v)

00+ (4,0} + (7, 0) + (P + 1) ol 0, 0) = (fo,0)
VweW,”(Q) em D'(0,T);
V)

dt
27

L () 4+ {Az,) + () + ((ul™™ + [o]"72) |21 2,0) = (f3,w)



YweW,?(Q)em D' (0,T):;
(VI
u (0) = ugp, v (0) = vg, 2 (0) = 2p;

(VII)
u' (0) = ug, v (0) = vy, 2/ (0) = 2.

Na demonstracao do teorema, usaremos o Método de Faedo-Galerkin, o qual consiste

em trés etapas:

Primeira Etapa : Construimos, inicialmente, um "sistema aproximado"em um
espaco de dimensao finita.Mostraremos que existe uma sequéncia de solugoes aproximadas
((wm),, > (Um), » (2m),,) , Para o problema aproximado.

Segunda Etapa : Obtemos estimativas sobre as solugoes aproximadas que independem
de m, e t.

Terceira Etapa : A passagem ao limite é realizada usando argumentos de compacidade

e propriedades de monotonicidade do operador A.

2.3 Problema Aproximado

Esta secao é de grande importancia, porque nela determinaremos, a partir do problema
aproximado que serd construido, quais espagos devemos usar na construcao de solugao.
Para usarmos o método de Faedo-Galerkin temos que encontrar um espago V,, de

dimensao finita, onde obteremos as solucoes aproximadas.

Sabemos que VVO1 P(Q), com 2 < p < 3, é um espago de Banach reflexivo e separavel.
Entéao, pelo Lema (1.6), existe um espago de Hilbert Separavel com imersao continua e densa
em W, (Q), oqual serd construido a seguir.

Mediante a imersao de Sobolev, temos:
WP () — W™ (Q)
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onde,
1 1k
- Erso
a4 p n
Considere, m —k =1, g = p, em W% (Q) ep=2 em W (Q), obtemos:

N 1 1 m—1
WO’2(Q)<—>W&’p(Q),com5:§ —

De onde segue,

-1 1 1 1 1 1 1
m :__—<:>m—1:n(———)<:>m:n(———)+1, m==Fk+1.
n p 2 p

[\

Como, WJ* (Q) = H (Q) , temos:

1 1
HI' (Q) — W,"(Q), para m =n (5 _ _) .y
p
1 1
No caso n = 3, e tomando-se S > 3 5 — =) +1, temos:
p

H; () — H (2) — W (Q).

Sendo H* (€2), um espago de Hilbert Separavel e H§ (2) C H*® (), temos que H{ (2) é um

espaco de Hilbert Separdvel. Como H{ (Q) < L2(Q), e pelo Teorema (1.6), existe uma

)
base Hilbertiana {w;}, y ortonormal completa em L* (Q2) tal que:

e Todo subconjunto finito {w;}; & L.I;
e As combinages lineares finitas dos w; sdo densas em H{ ().
Assim, ja temos o espaco V;, de dimensao finita que é dado por:
Vi = Span {wy, ..., w,}, m € N,

isto é, o espaco gerado pelos m primeiros vetores da base {wj}jeN. Notemos que V,, C
H§(Q).
Note que, como tomamos u, (t), v, (t) e 2, (t) em V,, C H§ (), dai, queremos

encontrar uma solucao da forma (u,, (t), vy, (t), zm (1)) em V,, tal que:
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® U (1) = 2235, gim (1) wi,
o vy, (1) =30 him (t) wy,
® 2 (1) = D202 lim (1) wi,
satisfazendo o problema aproximado abaixo:

.

(up, (1), w) + (Au, (), w) = (Auy, (1), w)
+ (([om O + 2 (01 [t (O wm (1) ,0) = (f1 (1), w) Y € Vo
(v (8), w) + (Avy, (£) ,w) = (Awy, (1), w)
H(([wm 01 + Lz (OF) [om ()17 v (
(2" (1), w) + {Az (1), w) = (Az, (1), w)
( (

H((fm O + om (0)177) 20 (D))° 2

t),w) = (fo (t),w), Yw €V,

(2.6)
1), w) = (fs (1), w), Yw € Vi,

\

Analisaremos agora, cada termo que aparece em cada uma das equagoes de (2.6).

(1) (u;’n (1) ,w), (v; (1) ,w) , € (z;'n (1) ,w)

Observemos que:

o, (1) = X0 gl (D) ws € Vi © Hy () = L2 ()
o ), (8) = S0 Bl (B wi € Vi © Hi () — L2 ()
ez )="T01 (H)w; € Vi C HS () — L*(Q).

=1 "1m

E como w € V,,, é possivel tomarmos (u,, (t),w), (v, (t),w), e (2, (t),w) como
produtos internos do L? (£2).
(13) (A, (t),w), (Avy, (1), w) e (Azy (1), w)
Notemos que:
A WP (Q) — Wi ()

u— Au
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Assim, tomando w € T/VO1 P (Q) , as dualidades acima estao bem definidas, em particular,

para w € V,,.
(ii1) (—Au,, (t),w), (—Av,, (t),w) e {(—Az, (t),w)
Temos que:
—A : Hy () - H*(Q)
ur— —Au .
E sendo,

U (1) =D i (D w; € Vi C HY (Q),
=1

U () =Y hiy (D w; € Vi C Hy (),
=1

2 (1) = Ly (D)wi € Vi C Hy (),
=1

Com p>2,ew €V, CW,"(Q), daf faz sentido:

<—Au;n (1) ,w> , <—Av;n (t) ,w> e <—Az;n (t) ,w>

Além disso, pelo Teorema da Representagao de Riesz para espagos LP,

(—Au, (t),w) = / —Aul, (t) - wdz, w € V,,
Q
e do Teorema da Divergéncia de Gauss obtemos:

(- (6) ) =

[ ity )0 = / Vil () Vi = (i (£) )

De maneira semelhante temos,

(A, (1), w) = ((v, (1), w)) e (=Az, (1), w) = ((z, (1), w)).

(i) (fr(t),w), (f2(t),w)e (f3(t),w)
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Desde que w € V,, — H§ () — L*(Q), tomando f; (t), fo(t), f3(t) em L*(Q), ¢
possivel realizar os produtos internos acima em L? ().

(W) {([om O + L2 (1) ua (2 t),w) s ((lum (O + 2 (017 [om ()

((Jom D12+ it (OF ) [z ()] 2 (1) )

Das imersoes de Sobolev, Teorema (1.24), temos:

3
WP (Q) < L™ (Q), ¥ r tal que 1§r§3—p:;q7

-P
em particular,
W,?(Q) — L1().
Assim, para ¢ definido como no Lema 3 , temos § < g e, sendo 2 limitado,
L4(Q) < L° (). De onde segue,
Wy (Q) — L2 (Q), onde 6 < q.
Desta forma, pelo Teorema (1.26),
(L2 (@) — W (Q).

1 1
Agora, tomando # de acorto com o Lema 3, temos que ] + — = 1. Obtemos assim:

5
(L2 (@) =L°(Q).
Consequentemente,
LO(Q) — W (Q).

Restando-nos apenas mostrar que:
(fom (17 + 2 (D7) ot (1 4 () 5 (i ()7 4 [z ()17 [0 (D] v (1)
e ([um (O + [ (D7) 2m (£)]7 2 (1) € L ().

Mas, U (1), vm (1) € zm(t) € WyP(Q) e, pela proposicao (1.5) (ii) , foi mostrado

que nesta situagao,
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(lom (D12 + [zon O et ()1 2t (8) 5 ([t (07 A+ [z (7F2) [0m (8)]° 0 (£)
e (lum O 4 [vm (01 [z (07 2 (1) € L (),
onde,

L(Q) = (L (Q)) — W7 (Q).

Desde que w € W, (Q), faz sentido as dualidades acima.

2.4 Existéncia de Solucoes do Problema Aproximado

Queremos encontrar uma solugao da forma (u,, (t), v, (1), zm (1)) em V,, tal que

(

(15, (). 0) + (At (8) ) + (1, (8), )

(10 OF + 12 OF ) [ (O 1 (), 0) = (2 (8) ) Yo € Vi,

(v (1) ) + (Av (1) ) + (0 (1) )

(1 (OF 2 + |20 (OF ) o (O v (1) 0) = (2 8) ), Yoo € Vi

< (), (A 1), 0) + (5, (0, w) 27)
s O ) [z (OF 20 (1), 0) = (f () ), Yoo € Vi

m m
Um (t) = E gim ww uOm E Wy, Ulm - E ﬁzwz
=1 i=1
m m
Um (t) = E hzm wza U()m E YWy, Ulm = E (SZU}Z
=1 =1
m m
Zm (t) == § lzm wz; Zom E YiW;, Zlm = § fzwz
i=1 =1
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Fazendo w = w; em (2.6) com j = 1,...,m, obtemos que gim (t), him (t) € iy, (t) devem ser

solugoes do sistema:

> gt (1) (wi, wy) + (Av, (1), w;) +Zgzm ((wi, wy))

+<(Zhim )| + Zlim (t) w; ) Zgim () wi| Y gim (1) wnwj> = (f1(t),w;)

Zh;/m (t) (wlu w]) Avm w] + Zl IUZ, U)J

= m p+2 m p+2 m P m
=1 =1 =1 =1

Zl;’m (1) (wi, wy) + (Avy, (t) , w;) + Zl ((wi, wj))

=1
m p+2 pr2 P m

+ < ( thm (t) W; A ) lem (t) w; lem (t) Wy, wj> = (f3 <t> 7wj) )
=1 =1 =1

Vi=1,..,m.

Gim (0) =« egim(O) :Bzy 1= 17-- , M

him (0) =y; e hl, (0)=06;,i=1,...m

(2.8)
Se,

o C = [(w;,w;)] ., ,que é a matriz identidade de ordem m;
o B = [((wi, w;))]m

oY = [glmu 7gmm]* ;

o H = T[him, ., hopm]”;
[ ] L = [llma lmm]* ;

= [(fl (t) vw1> PR (fl (t) 7wm)]* ;
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=[(f2(t) ,w1) -, (f2 () ;)]
M = [(f3 (t) 7w1) PRREE (f3 (t) vwm)]* :

O sistema (2.8) assume a forma:

( v+ BY' = — (Aup, (t) ,w;)—
p+2 m p+2 m
1=1 =1
"4 BH' = G — (Avn (t) wy)—
p+2 m p+2 m
Zgzm Ww; Z
=1 i=1
L'+ BL = M — {Azy, (1), w;)—
p+2 m p+2
( Zhim (B wi| + Zgim (t) w; )
=1
Y (0) =Y (0), Y (0) =4
H(0)=Hy, H (0) = H,
L L(D) == LO 3 L,(O) == Ll-
Considerando:
Y 0
Z — y D —
Y’ |:0
2mx1
H
. ] e
Hl
2mx1
m p+2
F— (Auy, (1), wy) — << S him ) wi|  +
=1
P = m p+2
G — <Avm (t) 7wj> - < ( ;gzm (t) (0 +
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0

=1

p+2
+

> p+2

onde 0 é a matriz nula de ordem m x m; 0 é a matriz nula de ordem m x 1, e C neste

Q — m
M — (Az, (1), w;) — < ( ;gim (t) ws

(2.10)

caso especifico, denota a matriz identidade de ordem m, e E¥, P e () sao matrizes de ordem

2m X 1,
o sistema (2.9) assume a forma:

¢

7'=®(t,Z)=DZ+E
W' =1 (t,W) = DW + P
N' =¥ (t,N) = DN +Q
Y (0) Yo
Z(0) = = = 7,
Y (0) Yy
(2.11)
H (0) Hy
W (0) = = =W,
H' (0) H,
L(0) Lo
N (0) = = = N,
\ L' (0) L

(a) Fixado Z, as matrizes D e E s@o mensuraveis ja que (Au,, (t),w;) e

{ |

sdo mensuraveis, daf, fixado Z tem-se que ® (¢, Z) é mensuravel, pois {(f; (t) 7wj>}j:1

p+2

P m
> Gim (1) wi, wj>
=1

=1

i=1

sao mensurdveis, ja que f € L*(Q).

(b) Fixado t, vamos analisar a continuidade de ® (¢, 7) = DZ + E.
(7) Anélise de DZ.
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Notemos que:

DZ =
—-BY

2mx1

Consideremos as aplicagoes:

!

e Projegao, IT : R*™ — R™, dada por I (Z) =Y ;
e ':R?™ — R™ dada por I'(Z) = —BY".
Assim, T (Z) = —BIL(Z) .

Como a aplicagao projecao é continua, temos que,
T2, < ClI 2],

Logo,
IT () = I=BIL(2)l,,, < ClI=BI[ 1 Zlly -

Desta forma, I' & continua, dai DZ também o é.
(77) Analise de E.

Observemos que,

AW (Q) — W (Q)
U () — Auyy, (2) : WP (Q) — R

w; — (A, (t),w;) .

Agora consideremos as aplicagoes:

o T :R™ — V,, dada por T (y) = f:ijj = u, onde y = (y1, ..., Ym) .Entdo T é
continua, pois é a aplicacao linear em espagz):éle dimensao finita.

e v :R™ — R, dada por ¢ (y) = (Aup, (1), u) .

Temos que:

Aum ()
—

R™ 15V, Cc WP (Q) R,

ou seja,

o = Auy, (t) o T.
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Com efeito,

(Au, (t) 0 T) (y) = At (t) (u) = (Aup (1), u) = ¢ (y) .-

Temos assim que ¢ é continua, pois é a composi¢ao de fungoes continuas.
m m m

Por outro lado, desde que > gim () Wi, D him (t) w; € D lim (t) w; s@o fungoes lineares
i=1 i=1 i=1

em dimensao finita, sao continuas, dai,

m P m p+2 m p+2
Zgim (t> ws;| , thm (t) (0 e lem (t) (o
i=1 i=1 i=1
sao continuas. Logo, segue que:
m o m 2 m P m

é continua, assim temos a continuidade de FE.
Portanto para t fixo, ® (¢, 7) é continua, ja que é soma de fungoes continuas.

Analogamente mostrar-se a mensurabilidade e continuidade em ¥ (¢, W) e ¥ (¢, N).
(c) Temos que ® : R — R?™,
Consideremos K um compacto de R***!. Como DZ e

{ )

sao continuas, existem constantes O e U, tais que

p+2
_|_

m

> i () w;

=1

> him (1) w;
i=1

;gim (t) Wy

P m
Zlgim (t) Wi, wj>

I1DZ|3, < O,
e
m p+2 m pt+2 m P m

Além disso, considerando em R™ a norma do maximo, isto &,

1]y, = max {[(fr () ,wi) [}, 0= 1,...om,
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podemos supor, sem perda de generalidade, que:

1E 1, = |G () wi) -

Vejamos também que:

[{(Aty, (1), wi)| < || Au, ()| |wi]|, < R, sendo R constante,

2
W-1p

e dessa forma,

F = (Aup (1), w5) = <<

< |[Fl,,, + [(Aun, (), w;)] +
m P m
Z:lgim () w; Z:lgim (t) w, wj>

A OF | il

<|(A @) w)l + R+ U < [fr ()] lwilly + B+ U < =5 4 =

1Bl =

ingE

=1

P m
> Gim (1) wi, wj>‘
=1

p+2

+ +

=1

i=1

+R+U< | @) +C.

Logo,
®(t,2)| < |DZ + E| < |DZ| + |E| <O+ C +|f (t)]> = 61 (t) .

Analogamente a andlise de @ (¢, Z), mostra-se (a), (b) e (c¢) para ¢ (t, W) e ¥ (¢, N), onde

em (c), temos

[0 (&, W)| < [DW + P| < [DW|+ |P| < O+ C +|f2 ()" = ¢ (1),

¥ (t, N)| < |DN + P| < [DN|+|Q| <O+ C+|fs(t) = ¢5 (t) .

onde C, 0,0 e O sao constantes.

Como f1 (t), fa(t) e fs (1) € L* (), segue que |f1 (1)*, | f2 (1) e |3 (t)|* € L' ().
De fato, como f; (t) € L* (), onde i = 1,2, 3, temos:

|fil = (/Q | fi (@!2)2 = |fi]> = /Q |fi (1)|?dt, onde i = 1,2, 3.
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Consequentemente ¢; (t), ¢o (1) e ¢ (t) também sao integraveis.

Agora consideramos

Z Zy
X = |W|, entdo X (0) = |,
N Ny
e
o1
X' =|w
N

Dai, temos o Problema de Valor Inicial:

P (t,2)
X' =0(t,X)=|® (W) (2.12)
® (t,N)
| X (0) =Xo

Note que das conclusées obtidas de (a), (b) e (¢) ,podemos concluir que:
(a") X, fixo, 0 (t, X)) é mensurdvel, pois ¢ (¢, Z), ¥ (t, W) e ¥ (¢, N) sdo mensuraveis;
(b') t fixo, temos que 6 (t, X') é continua, pois ¢ (t, Z), ¢ (t, W) e ¥ (¢, N) sao continuas;
(c) Dado um compacto K’, temos que
16(¢, X)| < ¢1(t) + b2 () + 5 (1) = ¢a (¢)
é integrével, uma vez que ¢ (t), o2 (t) e ¢3(t) o sdo.

Portanto, o sistema (2.6) satisfaz as condigbes de Caratheodory, logo, pelo Teorema

(1.10) existe uma solugao uy, (t), vm (t) € 2y, (t) em [0,t,,), t,, < T, satisfazendo (2.6).
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2.5 Estimativas a Priori

A seguir temos como objetivo estender as solucoes obtidas na secao anterior ao intervalo

[0, 7], obtendo estimativas que indeependem de m e de t.

2.5.1 Estimativas I
Consideremos w = u,, (t), na primeira equagao de (2.6), daf segue que:
(g, (2) s i (1)) + (At (), (8)) + (g, (2) 5 0, (1)) + (2.13)
A+ (([om O 4 Lz (D177 [t (D] 1 () 0, (8)) = (fi (1) 0, (1)

Notemos que
o (up, (t),up, (1) = 5= Jup, (O]
o (Aup, (), uy, (1)) = od [l ()l5;

o ((up, (8) ,up, (1)) = s, (8]

o (o OF 2+ Lz (O)1) [t ()] 1 (8) iy (8)) =

1 d
) (|Um (t)|p+2 + |Zm <t>|p+2) % |um (t)|p+2 dr.

p +2
Substituindo estas identificagoes em (2.13) obtemos:

1d / 2 1d D / 1 p+2 p+2 d p+2 o
5 1 (O 4+ = 2 s O+t O+ 5 [ (I (O 4 s (OF2) G i ()1 dr =

(2.14)

= (f1 (8 up, () < |(fL (8) i, ()] < [fr ()] |, (B)]

Analogamente, fazendo w = v}, (t) e w = 2/, (t), respectivamente, nas outras duas equagoes

dos sistema (2.6), tem-se:

{ (v (8) o, (8)) + (Aw, (), 07, (8)) + (07, (8), 07, (1)) +
+ (O 4 Lz (D) [0 (D1 0 (8) 00 (1)) = (2 (2) 1, (1))
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{ (2 (1) 5 2 (1) + Az (£) , 25, () + (20 (1), 2 (1)) +
+ ((tm O+ [om OF) 2 (O 2 (8) , 21, (1) = (f3(2), 25, (1)

’rm

Substituindo as identificacoes dadas, nestas equagoes temos:

1d 1d 1

’ p I 2 p+2 p+2 d p+2

537 1 O+ 2 2 o O+ 0 O + 5 [ (s OF 7 4 2 () 5 o ()
(2.15)

= (f2 () o (8)) < [(f2 (), v ()] < [f2 (B)] |7, (2)]

1d / 1d p / 2 1 p+2 p+2 d p+2

531 1o O1F O+ 10 O + =5 | (s OFF 410w (O ) G 20 (O
(2.16)

= (f3 () 2 (1)) < |(f5 (&) ;v ()] < [f5 (0)] 127, (2)]

Somando (2.14), (2.15) e (2.16), obtemos:

1d ’ 2 1d P / 2 1 p+2 p+2 d p+2

531 0 OF 2 i O et O + 5 [ (1 0P 4 2 (0P ) s (1
(2.17)

1d / 1d 2 1 2 2 d 2
- % t - tp lt - tp-i- t/’"‘ _ tp+
+ 5t 1O @1+ 2 lom O + 10 O+~ | (fum OF + 2 (177) 5 o (8)

—— t —— |z (DF "ot — m (O m (D7) = |2 ()77 d
+ g 1o O+ S em O+ 12, OF + 5 | (e OF + lom O177) Z lzm (07" da

= (f1 (8) st (1) + (2 (8) 03 () + (fs (£), 2 (8)) < (1 (8) s g () (F2 (8) 5 w5 (D5 (2) 23, (2))]
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Observando que

1 d

. t p+2 - t p+2 . P+2d
s [ OF 5 o OF7) 3 i (01 2t

1 d
b [ (OF 2 (97%) S o ()2 da+
Q

p+2
d
p+2 dt
1

T2 ) (fema O o (0177 + fuam )17 Lz (DI + [ (£)77 |2 (£)177) d =

SR [t (O + 0 (OF) o ()" dx =

1 d 2 d 2 d 2
= (G @0 O+ 2 i 00 DI + o (020 O ).
Resulta de (2.17)

1d 1d 1d 1d

I P Iy PV p - D

3 3 i D15 55 00 O]+ 5 o O+ i DI + 2 om O+ (2:18)
1d

+5EH%Aw%+H%AﬂW+H%A®W+H%ADH+

g (G (€00 O 5 i (620 152+ o (00 O ) <
< 10 (0t )]+ 102 1), 21, ()] + 10 (0,2, 1)

Intregrando (2.18) de 0 a t, com t < t,,, obtem-se:

5 s O+ 5 0 (] + 5 I, <>|+—||m<>up 1||vm<>||§+]%uzm<t>u€+ (2.19)

/nu 9] ds+/ et (s)] ds+/ 1 ()| ds

(et (2) v (ON1F022 + et (2) 2 (17522 + o (£) 2 (D1 7022) <

p+ p+2
< 3w @ +3 ] + 5 [ +
%/Ot <‘ (f1 (5), ty, (S))‘ + ‘(fg (s), vy, (s))‘ + ‘(fg (s), 2 (S)) D dst (2.20)
+ ,0——12 (Hum (0) v (O)HZ—;E? + [[wm (0) 2m (O)HZ—;Ez + ||vm (0) 2, (0 )||Z—;2_2)

1 1 1
+ = [t (O|F + = |vm (O)||F + = [|2m (O)||F.
pH (Ol pH (0l pH (Ol
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Observemos também que, usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young em

/Ot (f1 (s),u;l(S))‘ds, /Ot (fz (S),’U,In(é’))‘ds o /Ot (fg(s),z;n (S))‘ds,

encontramos:
um<5))‘dsg/0t\f1(s ds<C’/ ) [ (5)] s
§%2/0T|f1 |dt—|—§ u, 5)25
./Ot (£ vm(s)))d3§/0t|f2(s ds<0/ 2 ) o ()] s
<5 [inorasy [ o] a

1t

(ds</|f3 y) ds<C/|f3 yH ‘ds
_7/0 s (O dt + (5)] s

Dai, substituindo em (2.19) temos:

5ty O+ 5 0 (9] + 5 I, <>|+1|| m<>Hp+1||vm<>||p+%uzm<t>||€+ (2.21)

/ llur, ()|l ds+/ lvr, ()| ds—l—/ |20 ( || ds+
_l’_

5 (lum (B) ()I!”+2+Hum() m (O35 + llom (2) 2 ()II"”)

2 !
/\fl ]dt+ u,, (s) ds+—/ |f2 ( ]dt—l— U, () d8+
/ 2 1 / 2
/|f3 Wit [l @) ds 3 i O] + 5 | @] + 5 2 @) +

(l[ttm (0) v (0 )H”+2 + [t (0) 2 (O)|7572 + v (0) 2 (0)11752) +

1
—l——umOp—l——vap—i-—szp.
p|| Ol p|| (O)fo p|| (Ol
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De onde segue-se que:

£ iy (O] 4 5 24 (0] + 3 |2 <>«+—num<>w 1nwn<nv 1n4n@nm+- (2.22)

/n’ud+‘/mlnd+/W’|ww

——— (It (8) v (17552 + Nt (8) 200 (D172 + v (2) 20 (D) 17572)

1 2 1 1
—}——‘sz‘—i—— U (O)]|0 + = [0 (O)]|8 + = ||2m (0) |5

1
o (et (0) vy () 17522 + [t (0) 2 (0)17572 + |0 (0) 2 (0)[|7522)
2 2 2
+ & M(Hﬁ+g- m(ﬂﬁ+£- 0P

Agora, recordaremos os dados que constituem o Teorema de Existéncia. Temos:
I) f17 f27 f3 € L2 (07 T7 L2 (Q))v
II) 1y, (0) — g, vy (0) — Vg € 2 (0) — 2z em W, 7P (Q);
IIT) ), (0) — uq, v}, (0) — vy e 2/, (0) — 2 em L? ().

e,onsequentemente,

T
| A0 12 OF + 1 (0F) de ¢ it
0

[um (O)llg < C, flom (0)]lg < C e [lzm (0)llg < C,¥m; (2.23)

[ty (0)] < C, o, (0) < C e [z, (0)] < C, V.

Além disso, pela Proposicao 1.5(i), temos que wuy, (£) vy (£), Un (t) 2, (£) e
U () 2 (1) € LPT2(Q),

portanto:
1
p+2
o 5 lun v O)]73sq)
De fato,
12p 3p 1 2(p+2
2(p+2) < < ot WP (Q) — L2*+2) (Q) .
(p+2) < 375 < 57 temos WP (@) — L2072 (@)
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Logo,

: :
[t (0) U Z—ﬁz / |t (0) vy, ( |'0+2 dr < (/ [t ( 2o +2) dx) . (/ |Um (O>|2(P+2) dx)
Q

= [|um (O)1752 0y - 1om (O)I7572(0) < Ci llum (O[T - Ca [lom (0)[I™ < C.

Diante destes fatos, podemos escrever (2.19) da seguinte maneira:

5 Iy (O 4 2 [oh (O + 5 12, <>|+—||m<>||p 1||vm<>||” %||zm<t>||§+ (2.24)
/nm Wds+3 [ty )Pds + 5 [ 1)1 ds
+p+2(||m<> o (122, i (8) 2 ()22 + [[om (8) 2 (B]242) < C

onde C' é uma constante independente de m e de t € [0, ,,][.

Desta forma, as fungoes ., (t), vy, (t) € 2, (t) podem ser estendidas como uma solucao

do problema aproximado para todo o intervalo [0,7]. Ou seja,

1, 1 1 | |
§|Um (t)|2+—|vm(7f)|2+—|z ®) +—||um()||p —||Um (t)||€+]—9||zm(t)||§+ (2.25)
/Hu VP ds + /Hv VP ds + /Hz ()| ds+
p+2 (et (£) O (1742 + Nt (8) 200 ()22 + (v () 2 (B)[[5555) < C, ¥t € [0,T]

De (2.25) ainda deduzimos que:
o (Un),, , (Um),, € (2m),, sao sequéncias limitadas em L> (O,T; Wol’p (Q))
De fato,

[um ()]l < C = sup essicio ) [[um ()l < C.

Desta forma,

||t (t)HLOO(O,T;Wol”’(Q)) <C, Vm eN. (2.26)
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Analogamente,

||Um (t)||Loo<07T;W01,p(Q)) < C, Vm €N. (227)
e
| 2m (t)HLm(QT;WOLp(Q)) <C, Vm eN. (2.28)
) (ulm)m : (v;n)m e (z;n)m sdo sequéncias limitadas em L* (0,T; L? (2)).
Com efeito,
’ 2 , 2
Uy, (t)‘ < C = supessy o] U, (t)‘ < C.
Logo,
] . (t)” <C, VYm eN. (2.29)
Lo=(0,T5L%())
Da mesma forma temos,
‘ v, (t)H <C, VYm €N, (2.30)
Le==(0,T;L%(2))
e
)%@w <C, ¥Ym €N. (2.31)
L*(0,T5L%(Q))

. (u;n)m , (v' )m e (z;n)m sdo sequéncias limitadas em L? (0,T; H ().

[ o

De fato, desde que
2
dt<C, VvV m eN.

entao
u, <C, VmeN. (2.32)
L2(0,T;HA())
Analogamente,
"U;n <C, YvmeN. (2.33)
L2(0,T;HE ()
e
z <C, YVmeN. (2.34)
L2(0,T;H ()

o (upv,) € uma sequéncia limitada em L (0,T; LFT2 (1)) .
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De fato, pela Proposigao 1.5 (i), (t) vy, (t) € LPT2(£2), j4 mostramos anteriormente

que Wy (Q) — L**+2) (Q) . Logo,

it (6) 0 (D152 < ( / e (1) 2+ dx)é . ( / o (&) d.r)% _

2 2 2 2
= llum (175220 - 1om O 032) < Cullum (B)I5 -Callvm (D™ < C.

Assim,
[t (£) Um (t)||L°°(O,T;LP+2(Q)) <C, YVmeN. (2.35)

Além disso, temos também que:
o (Auy,), (Av,) e (Az,) sao seqiiéncias limitadas em L™ (O,T; W (Q)) :
Desde que o operador p-Laplaciano, A : W, 7 () — Le (©) é um operador limitado,

( consultar Apéndice ), temos:

[ At ()|l @ < C = supess; cpon || At (1) ]| <C.

w—l,pl(n)
Logo,
1At o 1ty < Co ¥ €N, (2.36)

Analogamente temos,
| Avy | <C, Ym eN. (2.37)

Lo (0,7;W 1% (Q))

1Azl o oy 10y < Co ¥ m €N, (2.38)

o (Jun”™ + [unl”™) [2m)” 2y (J0ml”"2 + [20|”?) [thn]” i €
(1] "2 + |2m|"*?) [vn]” vm s80 sequéncias limitadas em L (0,7 L? () .

De fato, pela proposigao (1.5) (ii), temos:
ften (72 o (B v (1) 10y <
Dai,
[ (Jetm (D + 20 (D) [0 ()] 0 ()] oy < C =

SUp €55t efo,1] ||(|Um|pJr2 + |Zm|p+2) |Um|pUmHL0(Q) =C.
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Consequentemente,

[ (e (O + 20 (0)2) [ (£)]” 0 (t)HLoo(QT;Le(Q)) <C. (2.39)
Também,

[ (et ()72 4 Jom (D7) 12 (D]° 2 (t)HLoo(O,T;Le(Q)) <C. (2.40)

[ (lom (17 + [z (D172 [t (1)]” 0 (t)||Loo(07T;Lo(Q)> <C. (2.41)

2.5.2 Estimativas I1

Necessitamos agora de limitaces para u,,, v, e 2. . Para isto, consideremos o operador
projecao P, : L* (Q) — V,, C L*(Q).

sendo

m
E (h, w;) wj,

j=1
e observamos que o operador P, goza das seguintes propriedades:
a) P, € L(L*(Q)) e P,, = P, onde * denota a adjunta de P,,;
b) P € L(H; () ;

¢) Pp(w)=w, VweV,.

De fato:
a) e P, élinear.

Sejam hy, hy € L?(2) e A € R. Entao:

P )\hl + hg Zm: )\hl + hg, U)J Xm: )\hl, U)J wj (h,g, wj) wj].
7j=1 Jj=1
Assim,
(>\h1+h2 i hl,wj)wj+§:(h2,wj)wj = /\Pm (h1)+Pm (hg)
7j=1 7j=1
o P,=F".
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Sejam hy, he € L*(Q). Entao:

(P (z o) wj,m) S () ) = 3 O y) Gy ) =
Jj=1 j=1

Jj=1

Z h17 h27wj wj) <h‘17z<h27wj>w]> :<h‘17pm (hZ))
=1 =1

(2.42)

Como (P, (h1),he) = (h1, Py (h2)), temos que P, ¢é auto-adjunto, logo, P,, = P},

Pelo Teorema (1.11) (Hellinger — Toeplitz), P, ¢ limitado. Desta forma,

P, € L(Ls(Q)).

b) Consideremos as seguintes aplicagoes:

e Inclusdo, i: Hi (Q) — L*(Q), tal que i (u) = u;

e Projegao, I1: L?(Q) — H§ (), tal que IT (v) =

e Composicao, P : H§(Q) — H§(Q) tal que P (u) = (ITo Py, 014) (u) .

Esquematizando temos o seguinte diagrama:

i 1 [

Hy (Q) > Hg(Q)

onde notamos que se que, dado u € H§ (€2), entdo:
P(u)=(IloP,o0i)(u) =11(Py, (i(u)) =11 (P, (u)).

0 que acarreta:

(Z U, wj) W ) Zuw] =P, (u).

Ou seja, com P composicao de aplicacoes continuas, P é continua. Além disso, podemos

identificar P com P,,. Desta forma
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Py € L(Hg ().

c) Sejaw € V,,. Entao, w = > Cyw;.

=1
Assim,
=1 i=1 i=1 =1
Logo,

P, (w) = zm:@wi = w-
i=1

Considerando a primeira equagao aproximada do sistema (2.7) que é dada por:

(ty (), w) + (At (8) ,0) + ((u, (£ ,10)) + ((1om O + |2 (O ) i () 0 (), w) =

:(fl(t)aw)7 Vow Evma

a qual é equivalente a

(e, (), w) + (At (1) ,w0) — (At (), w) + ((Jom (O + L2 (D) [t (8)]7 i (2) ,0)

=(Llt),w), Yw €V, .
Pelas imersoes de Sobolev, temos:
Hy (@) = Wa (@) = Hy (@) — L () = H (Q) = W™ (@) = H™ (9),
e, se representarmos ( ,) a dualidade H™* x Hj, a tltima equagao assume a forma:

(tdy, (1) + At (£) = At (8) + (om (O + |2 (D7) |t ()17 i — f1 () ,w0) =0

Yw €V,
e como P, (w) =w, Yw € V,,, entao

(y () + At (t) = At () + ([om (O + |2 () i ()1 0 = f1 (), P (w)) =0

Yw €V,
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Desde que P, ¢ auto-adjunto,entao:

(P2 (ul, (1) + Aty (1) = Dty (8) + (Jom (D12 + 20 (D) it (D)]° i = f1 () ) = 0

Ywel,.
Desta igualdade temos:

P (i (£) + Aug, (1) — Aug, (8) + ([om O+ |2m (t)]”“) |t ()" i — f1(£)) € (Vi)™

Sendo w € V,, e V,, C Hj (), podemos estender w para todo Hj (2). Logo,
YV w e H (), temos:

(P, (uly () A (£) = Dy (6) + (Jo (D1 + L2 (O]72) [ty (D] w0 — f1 (8)) ) = 0.

Desta forma,

Py, (uy, (1) + Au, (8) = Dy, (8) + ([om (017 4 2 (0)177) [t ()] 1 — f1(£)) = 0,em H* ().

s 1 " ~ .
Como P} é linear, e u,, (t) € V,, , segue-se por extensao via Teorema de Hahn-Banach,

que:

y, (1) = =Py, (At ()P, (At (8) =Py, ((lom (01 + [z (D) [t ()] w) + Py, (f1 (£)

m

em H*(Q).

Dati, se aplicarmos a norma em ambos os lados da igualdade acima temos:

[t ()l ==y < 1P, (At ()| =12y + 1P (At ()] =0y + 150 (fr (D) =10y +
(2.43)

1B (fom B2 + 1z (D) [t (OF 00) e

Analisaremos agora cada termo do segundo membro da desigualdade obtida em (2.43).
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o (157, (Aum ()l -+
Como P, € L(H{()), entdao P; € L(H*(Q)). Além disso, sabemos que
W=7 (Q) — H—* (). Logo,

() L 12 (Q) — WP (9).

Por outro lado,
W) S H(Q)

PN i
H™ (Q)

onde i é a aplicagao inclusdo, i : iiaerd (Q) — H*(Q), tal que i (u) = u.

Portanto, dado w € iiaerd (Q), temos:
P*(w) = (P, i) (w) = Fy, (i (w)) = B, (w),
que é continua. Assim, fazendo P* = P} |, obtemos que:
Py e (W (@), B (9).
Desta forma,
125 (At ()0 < © 1At () gy < €
E como (uy,),, € limitada em L* (0, T; W, ” (Q)) , resultando assim que:

125, (At ()] -0y < C- (2.44)

o 1B, (A, (D)o
De maneira anéloga, temos:
Como P € L(H*(Q)) e H ! (Q) — H*(Q), segue que P: € L(H*(Q),H*(Q)).
Logo,
15 (0 () oy < C NG (1) 200y < C e, (0]

Tendo em vista que (u;n)m ¢ limitada em L2 (0,7; H} (), segue que:
155, (At ()] -5 () < C. (2.45)
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o 185 (i D+

Com o raciocinio semelhante, tem-se:

L% () - H* ()
PN s P
H= ()
Logo,
P, € L(L*(Q),H(Q)
Conseqiientemente,

12, (fr )l gy < C-1f1 (1) < O, visto que, f1(t) € L*(Q). (2.46)

® ||P;1 ((|Um (t)|p+2 + [2m (t)|p+2) |t (t)|pum) HH*S(Q)

Com o mesmo raciocinio,
Hg (Q) 22 H () — L0 (Q).

Por outro lado,

L% (Q) LN H(Q)
P* N, /P

Fazendo, P* = P}, temos que:

Py e L(L(Q),H*(Q)).

m

De onde segue:

1220 OF 2 + 1z (OF2) Tt ()1 0 iy < € | (0 OF 2+ Lz OF ) it (0 |0
(2.47)
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Resulta das limitagoes obtidas de (2.44) a (2.47) , aplicadas na expressao dada em (2.43)

que:

“u/r,n (t)HH—S(Q) < 67 onde C > 0. (2.48)

Portanto,

(u%)m é limitada em L* (0,T; H* (Q)) (2.49)
Com o mesmo raciocinio nas equagoes aproximadas do sistema (2.7) obtemos também,
[, ()l < T e 12 ()1-+(0 < O ondeT > 0.
De onde resulta que
@;)m ¢ limitada em L2 (0, T; H™* () (2.50)

m

<z” ) é limitada em L2 (0,T; H™* (2)) . (2.51)

2.6 Passagem ao limite

Considerando X um espaco de Banach reflexivo, temos que
L% (0,T; X) = (L1 (O,T; X)) . L2(0,T:X) = (L2 (O,T; X)) .

Como os espacos L* (0, T X ') e L? (O, T, X ’) sao separaveis, e das limitagoes obtidas
de (2.26) a (2.41), e de (2.49), (2.50) e (2.51), tem-se do Teorema de Banach-Alaoglu-
Bourbaki a existéncia de subsequéncias (u,),, (vv),, (20), de (um),, s (Vm), s (Zm),,

respectivamente, tais que:

Up — U, Uy 0, 2y =2 em L™ (O,T; Wol’p (Q)) , (2.52)
u, = oy, v, = ag, 2, = a3 em L% (0,75 L* (), (2.53)
u; — [, v; — [, z; — (B3 em L? (O,T; H; (Q)) , (2.54)
Uplp — V1, ZoUy — Y, UpZy — 3 em L (0, T; L2 (Q)) , (2.55)
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Au, >y, Av, 2, Az, 2 ¢ em L™ (O, T; iianrd (Q)) , (2.56)

" "

u, — oy, v, — 09, z, — 03 em L> (0, T;H* (), (2.57)
([oml”™2 + |2)”?) || wm = A em L (0,7 LY (), (2.58)
([tm|” + [20|”) [om|” v = € em L= (0,T; L7 (), (2.59)
([t + [0m|”2) 2m]” 20 = K em L (0,T; L7 () . (2.60)

Tendo em vista as inclusoes,

L= (0,T;L%(Q)) ¢ D' (0,T5L*(Q)) e L*(0,T;Hy (Q)) € L* (0,T; L* () ¢ D' (0,T; L*(R)),

e passando as convergéncias (2.53) e (2.54) para o sentido de D' (0, T; L? (2)) , obtemos
u, > o e uy, — B em D (0,73 L% (),
e da unicidade dos limites resulta
ay = fr.
Além disso,
u, > em L (0,T; Wy (Q)) € L (0,75 L2 (Q)) € D' (0,T; L* (%)),

e, portanto

U, — u, u, —u em D’ (0,73 L* (2)) .

Mais uma vez pela unicidade dos limites, temos que:

!

u = o = 3.
Portanto,

Uy —u e uy, —u qs em D (0,73 L (Q)) ,
Vy — U € v;—w;’ q.s. em D’ (O,T;L2(Q)),

Zy— 2 e 2, — 2z qs em D (0,73 L () . (2.61)
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De forma inteiramente similar, encontramos:

u, —u qs. em D (0, T; H (Q)) ,
v, - v qs. em D (O, T,H* (Q)) ,

v

z,— 2 qs.em D (0,T;H*(Q)). (2.62)

Posteriormente falaremos das demais convergéncias.

Consideremos agora, a primeira equagao do sistema aproximado (2.7), na forma:

(g (1), w) + (Auy (£) ,w) + (], (£) ,w)) + (v (D177 + |20 (1) e ()] wy (£) , w)
=(filt),w),YVweV,, v>m,

e efetuemos o produto dessa equagao por ¢ € D (0,7T) para obter:

(e (8) s w)p + (Auy (1) ,w)p + (1, (8) ,w) 0+ (Jvo (O + |20 () fuy ()] o (1) w)

= (f1(t),w)p, Yw €V, v>m.

Integrando de 0 a T, a igualdade anterior, temos:

/0 (! (t), w)epdt + /o (Au, (1), w)pdt + /0 ((w, (t),w)) pdt+ (2.63)

+/0 ((Jvo )72 + 20 O]°2) Juw (8)] us (), w)pdt
:/T(f1 (£),w) pdt, Y € Vi, v > m.

Integrando por partes, o primeiro termo da igualdade acima, obtemos:

|y we = [ Gl 0w = w00 1§ - [0 0

v

e considerando que ¢ € D (0,7, resulta:

/OT (uy (t) ,w) pdt = _/OT(U; (), w0 dt.
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Desta forma, a equagao dada em (2.63) , podera ser reescrita da seguinte maneira:

- / (u () w)g dt + / (Auy (1) , w)pdt + / (e, (£) ) it +
n / (oo (O + 120 (B2 Juy (B s (1) , whipdt

T
_ / (F1(8) ,w) wdt, Yw € Vi, © > m. (2.64)
0

Com as convergéncias ja obtidas anteriormente, analisaremos cada um dos termos que

formam a equagao dada em (2.64) .

T
o[ w0 wpd

0
Como em (2.53) temos, u,, —u' em L> (0,T;L? () = (L' (0,T;L?(5))) , entdo,

<u;,¢> . <u¢> Vo € L'(0,T;L2(Q)).

Dai, sendo

Assim,

/0 <u;,¢> dt—>/0 <u¢> dt, V¢ € L' (0,T; L2 (Q)). (2.65)
Temos para ¢ (z,t) = w(z)y(t), com w € L*(Q) e v € L'(0,T) que
¢ (x,t) € L1(0,T;L%(Q)).

Sendo assim, temos que (2.65) assume a seguinte forma:

/0 (u; (t) ,w(a:)) (1) dt —)/0 <u (t),w(x)) Yt dt, Yw e L2(Q), ¥y e L' (0,T).
(2.66)
Em particular, para 1 (t) = ¢’ (t), temos:

/OT (e, (1) 0 (@) ¢ (1) dt — /OT (u' (1) w () & (1), (2.67)
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Yw €V, CWP(Q)cL*(Q), Y =¢, tal que, ¢ € D(0,T)C L' (0,7T)

T
. / (Auy (), weodt
0
De (2.56) temos Au,, = y, em L% <O,T; Ww—tep (Q)) = (L' (0, T; W, (22))) e assim,

/ (Au, (1), dt—>/ ¢)ydt, ¥ ¢ € L* (0,T; Wy™ (Q)) . (2.68)

Se fizermos em (2.68) ¢ (z,t) = w(x)y (t), com w € WP (Q) e o € L'(0,T),

/0 (Auy (), w () (1) dt — / O (8) s w () (£) dt. (2.69)

Vw e WeP(Q), Ve L (0,T).

teremos:

Particularmente para ¢ (t) = ¢ (t), temos:
| @), wipe = [ o), w@e (270
Yw €V, CcW;?(Q),YeeD(0,T)c L' (0,T).

o[ (0 ) g
De (2.54), temos que u, —u em L?(0,T;H (Q)) = (L?*(0,T; H* (Q)))/ assim,

/ dt—>/ dt Vo €L (0,T;H (). (2.71)

Se fizermos em (2.71) ¢ (z,t) = y(z) (t), sendoy € H 1 (Q) e ¢ € L?(0,T),

/OT (u, (1) (@) o (8) dt / ! (o (6).y (@) ) (1) (2.72)

Vy e HY(Q), V¢ € L*(0,T).

obtemos:

Em particular, se tomarmos y (z) = —Aw (z),comw € H} (Q), e (t)=p(t),Vp €
D(0,T) C L?(0,T), teremos:

/OT (0, (£), ~Aw (2) ) o (£) dt — /OT (' (1), ~Bw (@) ) o (1) (2.73)

Vw € V,, CHS(Q) C Hy (), V¢ € D(0,T)C L*(0,T).
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Mas,

<u; (1), —Aw (x)> . /Q W, (1) Aw (z) do = / Vi, (t) Vo (2) do =

Q

= (Vu, (1), Vw (2)) = ((u, (), w (2))). (2.74)

Assim, usando (2.74) temos que a expressao dada em (2.73) , fica da seguinte forma:

/OT (w0 w (@) (1) dt /DT (v () w0 (@)} o (1), (2.75)
Vw € Vi CHi(Q), Ve €D(0,T)CL*(0,T).

0/0 (([oo O + J20 (017) Juo (8)1 o (1), w)pdt

Em (2.41) temos que (|vn|”"? + |2|”"?) [um|” € limitada em L= (0,T; L (Q2)) .
Logo,

((lom "™ + [2m]"*?) |thm|” t) € limitada em L (Q).

Ou seja:

I (|vm|p+2 + |zm|p+2) |um|pum||L9(Q) <C, VYt €]0,T] (2.76)

De onde segue,

[un

(/O (o D1 + [z (DI7) [t ()] 10 (8)][ 00, dt)e <C,¥m eN.  (277)

Assim,

| (Jvm ()72 4 12m O17F2) [t (£)]” (75>HL0(0,T;L6(Q)) <C,Vm eN. (2.78)
Portanto,
((loml”™ + 12]”"?) [um|® un),, & limitada em L° (0, T; L(Q)) = L7 (Q) (2.79)

assim, tem-se pelo Teorema (1.2) (Kakutani), a existéncia de uma subseqiiéncia

((lwol”™? + 12077 Juol” wo), de ((Joml” + |2l ”") ]’ ), . tal que:
(ool + [277) ol us) ) — A1, em L7 (0,75 L7(Q2)) . (2.80)
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Mas, de (2.58), temos:

/

(|lep+2 + |zv|p+2) up|”uy = X em L (0,T; r’ Q) = (L' (0,T, L’ (Q))) -

Dai, pela unicidade dos limites em D’ ((),T; LY (Q)), e reflexividade do espaco
L°(0,T; L (),

(Joo "2 + |20|°?) Juo | up — X em L?(0,T;L° (Q)) . (2.81)

Como temos de (2.26) e (2.29) que:

o (uy),,, ¢ limitada em L (0,T; Wy (Q)),
o (u,)m, ¢ limitada em L (0,T;L?()),
e como

Wo? () < L*(Q),

mediante ao Teorema (1.3) (Aubin — Lions), podemos garantir a existéncia de uma

subseqiiéncia (u,), tal que:
u, —u, em L*(0,T;L*(Q) = L*(Q), (2.82)

ou seja,

Uy — U, .5 em Q. (2.83)

Como,

(Um),, € (%m),, sao limitadasem L (O’T; Wolﬁp (Q))

!’

(Up)m € (2,)m sdo limitadas em L (0,7 L* () (2.84)

temos em ambas 0 mesmo caso feito acima. Assim, existem subseqiiéncias (v,), e (2,), tais

que:

vy — v, em L2 (O,T; L? (Q)) = L*(Q),
2o — 2z, em L?(0,T;L% () = L*(Q). (2.85)
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Logo,
v, — v, .8 em Q.
2y — 2, q.s em Q. (2.86)
De (2.83) e (2.85) temos:
(|U’U|p+2 + |Zv|p+2) |to]” Uy — (|U|er2 + |Z|p+2) |ul”u, q.s. em Q,
(Juo "2 + |20]°72) 0o vo — (Jul" +12/7"2) 0] v, q.s. em @, (2.87)
(ol 4 0 2) 2] 20 = ("™ + [0]77) 2] 2, @s. em @,
De (2.79) e (2.87) (primeira equagao) , temos via Lema (1.5) (Lions) , que:
(|UU|ij2 + |zU|p+2) || 1y — (|v|er2 + \z|p+2) u|’u, em L? (0,T; L (Q)). (2.88)
Dai e de (2.81), tem-se:
A= ([ 4 12772) Jul w,
e
(lval”*2 + 20]”"?) [uo]” o = ([0]72 + |2772) Jul?u, em L (0,T; L () = (L' (0, T, L° (Q)))/

(2.89)

Analogamente, tem-se também
(Juo” + [207*2) Joul w0 = ([ul?*? + 21772) 0] v, em L (0,T; L () = (L' (0, T, L7 (2))) .
e

(luol”*? + 0" 2) 120]” 20 = (Jul”™ + [0)"?) |2]” 2, em L (0,T; L7 (Q)) = (L* (0, T, L° (Q)))'.
(2.90)

A convergéncia em (2.89) nos garante que:
T

i (oo (1772 + 120 (O172) o ()] wy (£) , w) odt —

/o <(|v( )|p+2 I ]z(t)‘fﬂr?) lu ()] w> bt (2.91)
Vw € L°(Q), Vy € L'(0,T).
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Em particular, para v (t) = ¢ (t),

jﬁ (100 (O + 120 () [ty (8)]° w (8) ) it —

- /O (o @)+ 12O ) Ju ()] u(t),w) edt. (2.92)
Yw €V, CW,?(Q)cL°(Q), Ve €D(0,T)c L' (0,T).

Retornando a equagao dada em (2.64), tomemos o limite quando v — oo, dai e das

convergéncias obtidas em (2.67), (2.70), (2.75) e (2.92), encontramos:
) /OT(UI ), we di+ /oT<X (&) whpdt + /OT ((u' (), w)) pdt+
+ /0T<(!v (07 + 12 (B)2) Ju (8)] u (t) , whpdt
- /OT (fi (), w)edt, Y w eV, ¢ €D(0,T). -

Raciocinando de maneira andloga, obtemos para as outras duas equagoes aproximadas

do sistema (2.7) :

- [ g [ oo [ @)

—l—/o ’p+2 + |z (t )|p+2) v (8P v (t), w)edt
/T w)pdt, Vwe Vy,, ¢ €D(0,T), (2.94)
/0 Mt*/o (¢ (t)aw%@d”/o (' (), w)) pdt+

+
H

A O+ 1o (O)7) |2 (O = (1), w)pdt

T
/ w)edt, VweV,, ¢ €D(0,T). (2.95)

[e=]
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O fato das combinacoes lineares finitas de V,, serem densas em H{ (Q2), e este espago

ser denso em Wy (Q), temos que (2.93),(2.94) e (2.95) tomam as seguintes formas:

- / (u (£), w)gdt + / O (8) w)pdt + / (@ (1), w)) pdt+
(o () + 12 (D) fu (&) u (1), wypdt

! (fL (t),w) pdt, Y w e WP (Q), ¢ € D(0,T), (2.96)

| +
S— —

analogamente a,
T

(0 (), w)gdt + / (n (1) wypdt + / (W (£), w)) pdt+

(([u @17 + 1= OF ) o @)1 0 (t), w)pdt

+

ﬁo\

! (f2 (t),w) pdt, ¥ w e Wy (Q), ¢ € D(0,T), (2.97)

I
S—

O+ [ (O i+ [ (0.0 g

(([u @17+ o (0F7) |2 ()7 2 (t) , w) pdt

S— S—

_|_

:/T(fg(t),w)godt, YweW,”(Q), ¢ €D(0,T). (2.98)

Notemos agora que a funcdo 7 : [0,T] — (u (t),w), pertence a L?(Q), e mais, ela
define uma distrubuica@o sobre (0,7).

Prova : De fato,

[ rora= [ @
_ |w|2/OT ‘u )| at < |w|20/0T Hu (t)

Portanto v (t) = (v (t),w) determina uma distribuigao, cuja derivada é dada no sentido

2 Ty 2,
dtg/ ol () o dt =
0

2
dt < oo.

das distribuigoes, por:

(& (6 0w)e) == (6 006 = - [ gt
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[
Como também, todos os demais termos de (2.96) definem distribuigdes. Desta forma

resulta-nos:

(o (1)) O (0 (G 0 ) (1 12 ()P (] 1) ) = (Fr (1) )

(2.99)
YweW?(Q), em D (0,T).

De maneira andloga tem-se:

C (0 @0 )+ 0 (0 (1)) OF 2 + 12 OF ) o (0P 0 (1) ) = (o (1) )

YweW,?(Q), em D (0,T), (2.100)

(&

C (0 w)HC 0 w)H(E @)+ O+ o OF2) 12 (OF 2 (1), w) = (1 (1), ).

YweW,?(Q), em D (0,T). (2.101)

Resta-nos ainda mostrar que Au (t) = x (t), Av(t) =n(t) e Az (t) = ((t), o que serd

feito posteriormente, ja que é necessdrio ultilizar as condigoes iniciais para tal prova.

2.7 Condicoes Iniciais

Iremos mostrar nesta secio que u (0) = ug , e u (0) = u; , usando alguns resultados de

convergéncia ja obtidos anteriormente.

e 1 (0) = uo.
Temos de (2.52) e (2.53) que u € L*(0,T; WP () e u € L*(0,T;L*(Q)), e
tendo em vista que W,y” (Q) — L? (), segue do Teorema (1.25) que u € C ([0, T]; L2 (Q)).

Dai, faz sentido calcular u (0) e u (7).
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De fato, 1, — u em L (0, T WP (Q)), temos:

/ {1y Q/Jdt—>/ w)hdt, ¥V w e WP (Q), Vi € LH(0,T).

Particularmente, considerando w € L?(Q), a dualidade (u, (t),w) ¢ dada por
(uy (t),w), onde (.,.) denota o produto interno do L2 (), e a convergéncia dada acima

pode ser escrita da seguinte maneira:

/ (uo wdt—>/ w)pdt, Y we L*(Q), V¢ € L'(0,T). (2.102)

Consideremos agora ¢ € C'([0,77]) tal que ¢ (0) =1 e ¢(T) = 0. Daf, temos que
¢ €C([0,T]) € L'(0,T). Assim, em particular, tomando ¢ = ¢ obtemos de (2.102) que:

/0 (y godt—>/ w) ¢'dt,

YVweL?*(Q), Ve €CH0,T]), comg(0)=1e ¢(T)=0. (2.103)

Temos também, por (2.53) que u,, — u' em L>® (0,7T;L?(52)). E consequentemente,

/OT (UL(t),w)@bdtﬂ/oT (u'(t),w> wdt, Y we L2(Q), Vi € L' (0,T).

Em particular,

[ (e [ (@) o

VweL?(Q), Ve €CH0,T]) c L' (0,T) com ¢(0)=1 e ¢(T)=0. (2.104)

Somando (2.103) e (2.104) , encontramos:

[ [ @6+ 0w = [ w06+ 0 @]

YVweL*(Q), Ve €CH0,T]), comp(0)=1e ¢(T)=0. (2.105)

Podemos reescrever a expressao acima da seguinte maneira:

/0 CCZZtK v()aw)gp]dtﬁ/o %[(u(t)7w)(p]dt7



Vw € L*(Q), Vo € CH[0,T]) com ¢(0)=1 e ¢(T)=0.
Desta forma, segue que:
(uo (T),w) ¢ (T) = (us (0),w) 9 (0), ¥ w € L*(Q).
Sendo ¢ (0) =1 e ¢ (T) =0, temos:
(o (0),w) = (u(0),w), Vwe L*(Q),
isto 6,

Uy (0) = w(0), em L2(9). (2.106)

Mas de (2.7) temos que u, (0) — ug, em Wy™* (Q). Como W, 7 (Q) — L*(Q), segue

que u, (0) — ug em L?(Q), donde

Uy (0) = ug, em L* () (2.107)

Assim de (2.106) e (2.107), e da unicidade do limite fraco temos que:

u (0) = up.

o u (0) =uy.

Das convergéncias em (2.54) e (2.57), temos u € L>(0,T;HL(Q) e o' €
L2(0,T; H* (). Logo pelo Teorema (1.25), v € C([0,T]; H*(R)), daf faz sentido
calcular v (0) e u' (T).

Observemos que, sendo u, — u' em L?(0,7;H°(Q)), entdo u, — u’ em
L2(0,T; H* (Q)) = (L*(0,T; H3 () -

Dai,

T T
/0 (u (1) w (2) ) o (8) dt — / (u" (1) w (@) () dt, (2.108)

VweH;(Q), VY € L?(0,T).
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Em particular,

/OT (o (1) 0 (@) o (1) dt /OT (o (1).w @)y o (1)t Ywe Hy (@), (2109)

Ve C([0,T]), com ¢ (0) =1e ¢(T)=0.
Além disso, sabemos de (2.53) que u,, — u em L> (0,T;L*(Q)) = (L' (0,T; L? (Q)))/ ,

0 que resulta em:

/OT (u; (t),w (:c>) o (t)dt — /OT (u (t),w (x)) o (1) dt,

VweL?(Q), Vel (0,T]), com ¢ (0) =1ep(T)=0.

Em particular,temos:
/0 <u; (1), w (a:)> o (t) dt — /0 <u (1), w (x)> o () dt, (2.110)
VweH(Q)CL*(Q), VeelC ([0,T]), comp(0)=1, ¢(T)=0.

Somando (2.109) e (2.110), obtemos:

/0 ) () () w @)y o+ (u, (1), w0 (@) | dt — / ) (' (1), w @)+ (u (1), 0 (@) at,

(2.111)
VweH;(Q), Vel (0,T]), com ¢ (0)=1e € ¢(T)=0.
Podemos reescrever (2.111) como sendo:
/OT % (i, ()0 (@)Y o ()]t /OT % (v )0 (@) e 0)] at (2.112)

VweH; (Q) CL*(Q), Vel ([0,T]),comp(0)=1 e ¢(T)=0.
Logo,

(1, (7)) 0 (T) = (1, (0) ) 9 (0) = (' (T),w) o (T) = (' (0),w) 9 (0).
Assim, sendo ¢ (0) =1 e ¢ (7T) = 0, temos:

<u,lu (0) ,w> — <u' (0) ,w> , VYwe Hj(Q). (2.113)
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De onde vem:

I * !

u, (0) = u (0) em H*(Q).
Desde que H* () seja um espaco reflexivo, temos:

u, (0) = (0) em H*(Q). (2.114)

Por outro lado, temos do sistema aproximado (2.7) que u, (0) — u; em L?(Q). Como
L2 (Q) — H™*(Q), temos que u,, (0) — u; em H~* (),
donde,

!

u, (0) = uy em H*(9). (2.115)
Segue de (2.114) , (2.115) e da unicidade do limite fraco que:

!

u (0) = uy.

Da mesma maneira mostra-se que

’

v(0) =wg, v (0) =y

l

2(0) = 20, z (0) = 2.

2.8 Au(t)=x(t), Av(t) =n(t) e Az(t) = ¢ (1)

Nesta se¢ao usaremos algumas propriedades do operador p-Laplaciano A, como a
monotonicidade e hemicontinuidade, que por sua vez estao provadas no Apéndice. Usaremos
também propriedades de limsup.

Como o operador A é monétono, temos
T
/ (Auy, (t) — Aw, uy (t) —w)dt >0, ¥ w € Wy (Q),
0

ou seja,
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og/0 (Auv(t),uu(t»dt—/o (Auv(t),w)dt—/o (Aw, uy, (1) — w) dt
Y w e Wy"(Q)

Dai, tomando o limite superior na desigualdade acima temos:

0< limsup/[J (A, (1) ,uy () dt — /0 (x (t),w)dt — /0 (Aw,u (t) —w) dt
Y w e Wy” () (2.116)

Consideremos agora m = v e w = u, (t), na primeira equac¢ao do sistema dado em

(2.7), dai

{ (u;i (t) y Uy (t)) + <AUU (t) y Uy (t)> + ((u; <t> y Uy (t))) + (2_117)

(e I + 20 (0)17) o ()1 wo (8) w0 (8) = (f1 (1) uo (2)).

Notemos que:

o (00 0) = (00 0) = o, (0
o (0 () 1 0)) = 55 I (I

o (oo 1 + 120 O Juw 01 w0 (1) 1o (8)) = [lvs (8) w0 (O 75¥2(9) + 120 (8) w0 (D752

Provaremos apenas a tltima das afirmacgoes acima.

(oo O 4 20 01 7) luy ()1 wo (8) ,uy (1)) —/0 (low O + J20 (017) u (017w (t) uy (t) da

T

- / (lw (O + 120 (017) s (B)]° w, ()" dar = /0 (low OF + |20 @1) Ju (1) da

0

- / o (B s, (£)]*? iz + / 20 (D174 g (D)]7* s = o () (D115 20y + 120 () 0 (D100

Substituindo as afirmacoes acima em (2.117), obtemos:

‘ 2

(o 1), () = [uy (O] €A 1) 2 (1) s O+ N (02 0155

+ 20 () o (D170 20) = (F1 (1) (2) - (2.118)
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Em (2.118) isolaremos (Au,, (t),u, (t)) do lado esquerdo da igualdade e integraremos

de 0 a T, assim temos:
T T d ) T ) 9 1 T d )
/ (Au, (1), u, (t))dt:—/ — (uy, (), up (1)) dt+/ u, ()] dt——/ — ||uy, ()] dt
T T

—/O o, (8) wo (D752 dt —/O 120 (8) o (0117572 dt+/0 (f1 (1) uo (t)) dt.

Resultando assim em,

[ 0 00 dt = = (0 (7)o (7)) + (00 O0) [ O = 5 ()

1 2 T p+2 T p+2 T
+§%m>A%wwwumwwA%@%@Lmﬁﬁ+ﬂamiﬁ£?w

Analisaremos cada uma das parcelas do lado direito da igualdade em (2.119) acima.

i) Analisando (u,, (T),u, (T))
Temos de (2.52) e (2.53) que (u,, (T)),, € limitada em W, (Q) e (u,, (T)) ¢ limitada

em L? (), daf pelo Teorema (1.2) (Kakutani), existem subseqiiéncias de (u,, (T)), —que

denotaremos por (u, (1)), de (u,, (T'))m denotada por (u, (T)), » onde WyP (Q) comp > 1
e L*(Q) sdo espagos reflexivos, daf
o u, (T) = u(T) em Wy™ (Q);

’

oeu (T)—u (T)em L?(Q).

v

Segue de W7 (Q) < L? (), que u, (T) — u (T) em L?(Q).

Desta forma, temos:

Portanto,

(uy (T), un (T)) = (u (T), u(T)) (2.120)



ii) Analisando(u,, (0), u, (0))
Temos do problema aproximado (2.7) que:

uy (0) — u (0) em Wy ().
Como Wy (Q) — L*(Q), logo,

y (0) — u (0) em L*(Q).

Da mesma maneira, por (2.7) tem-se

Portanto,

Assim,
(u, (0), 40 (0)) = (u (0),u(0)), (2.121)
i11) Analisando/T |, (t)|2 dt
Temos de (2.32) Oe (2.49)que:
e (u,,)m ¢ limitada em L2 (0,T; H} (Q));
o () ¢ limitada em L2 (0,T; H~* ().
Sabemos também que

HL(Q) S L2 (Q) — H*(Q).

Portanto, do Teorema (1.3) (Aubin — Lions), garantimos a existéncia de uma

subseqiiéncia de (u, ),, onde a denotaremos por (u,,),, tal que
u, — u em L? (0,75 L% () = L*(Q) .
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Como,

¥~ W] <1~ =2
L2(0,T;L2(Q2)) L2(0,T5L2(Q)) L2(0,T;L2(Q))
temos:
[+ = ’
L2(0,T;L2(Q)) L2(0,T;L%(92))
assim
T 2 T
/ o, ()| dt — / u (t)‘ dt. (2.122)
0 0
iv) Analisando |u, (0)]|* e |u, (T)]
Observemos que
Wo™ () = Hy (2),
e do problema aproximado em (2.7)
uy (0) — w (0) em Wy (Q),
logo
u, (0) — u (0) em Hy ().
Dai,
[llww O = Nlu (O)I] < flu (0) = u (0)]] = 0.
Portanto,
1 1
5 1w O = 2 u (0] (2.123)

Observe ainda que sendo (u, (T)),, limitada em W,? (Q), e Wy*(Q) — H(Q),
temos que (uy, (T)),, € limitada em H} (). Logo, pela reflexividade de Hg (2), e usando o

Teorema (1.2) (Kakutani) , existe uma subsequéncia (u, (7')), de (u,, (T')),, tal que
ty, (T) — u(T) em Hy (9).

Assim,

lu (T)|* < liminf [Ju, (T)]*. (2.124)
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T T
v) Analisando /0 v, (t) w, (t)||’;ffz(m dt e /0 |20 (t) wy (t)||ij32(m

Lembremos que em (2.35 ) (vpuy,),, € limitada em L (0,T; LP+? (2)).

Portanto, pelo Teorema (1.1) (Banach — Alaoglu — Bourbaki) podemos extrair uma

subsequéncia (v,u,), de (Vpun),, tal que:
(vouy), = o em L™ (0,T; L (Q)).
Por outro lado, sabemos que
L¥(Q) = L> (0,T; LF™*(Q)) — L™ (0,T; L'+ (Q)) = L (Q),

dai,
[vutin]| Loragy < C-

De (2.83) e (2.86), segue-se
Vplly, — VU (.8 em Q).
Usando o Lema de Lions, concluimos que:

vy, — vu em LPP?(0,T5LP2(Q)) = L (Q) . (2.125)

Da unicidade do limite em D' (0, T; L*+?(Q)), ocorre:

o = VU,

vy, — vu em L (0,T; L7 (Q)).
Logo de (2.125) , temos:

2 o 2
||vu||’;;+2(Q) < lim inf ||Uvuv||/fpr+2(Q) )
ou seja,

T T
/0 o () w (D212 dt < limin / oo (6) s (8)]1 2 .
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T
Analogamente faz-se para / ||z () w, (E )||T,ff2 () » obtendo assim,
0

lémm mﬁ2<mmﬁwa>omz

vi) Analisando / Fo (1) (1))
Temos que: u, (t) — u(t) em Wy* (Q) — L?(Q). Logo, u, (t) — u(t) em L ().

Assim,

[(f1 () ue (1) = (Fr () s ()] = [(fr (E) w0 (1) = u (D))
= 0.

Desta forma,
(f1 () uy (1) = (f1 (), u (D))
Portanto,

A(mm%wwﬁl<mmwmw (2.126)

Tomando agora o limite superior em (2.113), e usando as convergéncias encontradas em
(2.120) a (2.124), e (2.126)obtemos:

T

limsup/0 (Auy (8) , u, () di < (u'(0),u (0)) — (u' (T)>U(T))+/O [’ (t)]* dt—

L@+ O = [ e eolgtas [ oo
’ (2.127)

T
Precisamos encontrar agora, uma expressao para o termo / (f1(t),u(t))dt. Para isto,

retornemos a equagao aproximada (2.7), , multiplicada por ¢:

(ul (t),w) pdt + /0 (Au, (), w) dt + /0 ((ul, (t) ,w)) @dt (2.128)
+—/§ <hw(tﬂp+2Mw(tﬂpuu(ﬂ,zv>wdt-]C (1 (1) ,w) o,

Vo € CH([0,T]),Yw € Vi, v > m.
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Integrando por partes o primeiro termo, obtemos:
T T
0 0

T / (i (1) ) ot + / (o (D12 fuy (8) (), w) it = / (fs (1) w) g,

Yw € V,,, Yo € CH([0,T]), v > m.
Agora, observando (2.67), (2.70), (2.92), juntamente com u/, (T') — «'(T) em L*(Q)
e u, (0) — v (0) em L*(Q), podemos tomar o limite na expressao acima quando v — 0.

Fazendo isto, encontramos:

T

(U'(T)aw)w(T)—(U’(O)aw)w(o)—/ (ul7w>§0/dt+/0 (X (t),w) edt+  (2.129)

0

" / (0 (1), w)) it + / (o ()12 [ (O 1w (1) ) ot = / (fy (t) w) it

Yw € Vi, Vo € C([0,T7]).
Mas, as combinacoes lineares finitas de V,, sdo densas em Hg (Q) e Hg (Q) — W, (Q).

Logo, a expressao anterior é equivalente a:

(o (T) ,w) o (T) — (o (0) ) o (0) — / (' w) St + / X)) edtt (2.130)
" / (0 (£),w)) gt + / (o ()12 (0 1w (1) ) ot = / (fy (t) w) it

Yw € W, P (), Vo € C*([0,T]).
Pelo Teorema (1.12), o conjunto das combinagoes lineares finitas do tipo wyp, com

w e Wy (Q) e € CH([0,T]), é denso no espaco
V={veL?(0,T;Wy"(Q));v € L*(0,T;L* (Q)) } .
Sendo assim, a equagao (2.130) é vélida no espago V. Observe que, de (2.52) e (2.53), temos:
we L= (0,T; WP (Q)) € L? (0, T; W () ;
u' e L*(0,T;L*(Q))  L*(0,T; L* (2)) .

76



Portanto, u € V', ou seja, u pode ser escrito sob a forma: u = wy, com u € Wol’p (Q) e

© € C'([0,T]). Assim, podemos escrever (2.130) da seguinte maneira:

(u’(T),u(T))—(u’(O),u(O))—/O (u’(t),u(t))dt+/0 X, u)di+  (2.131)
+—J€ <<u’@),u<w>>¢dt+-]g <h}@)V*2ht@NPUKt)ﬂﬂ>¢dt==jg (Fr (1) u () it

Dai, temos que

(W' (T),u(T)) — (v (0),u(0)) — /T o/ (8)| dt + /T (X (t),u(t))dt+ (2.132)
+ 5 () = S (0 n-g/nu Mﬁmtt/(ﬁ@ﬂmmwﬁ

Agora vamos substituir (2.132) em (2.127), para obtermos:
T T
limsup/ (Auy, (t) ,u, (1)) dt < (4 (0),u(0)) — (' (T),u(T)) / W/ ()P dt (2.133)

0

— 5l (r) n+—wL||—/|m (572 dr

+ (W (T),u(T)) — (' (0),u(0 —/ ! (1)|? di+

0
! 2 1 )
X u )t + 2 DI = L )+

/nu D152 .

lim sup /0 (Au, (£) ,u, (£)) dt < /0 (X (1), u () dt. (2.134)

O que resulta em:

O fato de A ser ménotono acarreta em:

(Au, (t) — Aw,u, (t) —w) >0,

logo,
T
/ (Auy (£) — Aw, w (£) — w) dt > 0.
0
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Que é equivalente a:

og/OT (Auy (1) (t))dt—/OT (Au, (1) , w) dt—/OT (Aw,uy () — whdt,  (2.135)

Yw € W, 7 (Q).

Tomando o limsup em (2.135), encontramos:

0 < lim sup/O (Au,, (t),u, (t)) dt — /0 (X (t),u(t))dt — /0 (Aw,u (t) —w) dt, (2.136)

Yw € Wy (Q).
Substituindo (2.134) em (2.136), temos:

0§/0 (X(t),u(t))dt—<X(t),w>dt—/0 (Aw, u (t) — w) dt,

Yw € W, 7 ().

Consequentemente,

0< /T (Aw,u (t) — w) dt — /T (Aw,u (t) — w) dt, (2.137)

Yw € Wy (Q).
Observemos que, como W," (Q) é um espaco vetorial e sendo u (t), z (t) € W, (Q),

podemos tomar w € W, ” () como sendo:
w=u(t)+Az(t), A€ R.
Logo, substituindo w em (2.137), temos:
T T
0< / (X (t), =Xz (t))dt +/ (A(u(t)+ Az (1), Az (t)) dt, (2.138)
0 0

Vz (t) € Wy (Q).

Dividindo esta desigualdade por A > 0, obtemos:
T T
0< —/ (X (t),z(t))dt +/ (A(u(t)+ Az (1), =z (1)) dt, (2.139)
0 0
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Vz () € Wy (Q).
Fazendo A — 0 e, usando a hemicontinuidade do operador A, temos:
T T
o< [ @@ s@ds [ (s o)
0 0

Vz () € WP (Q).
Assim,
T
0< / (A(u () — X (), = (1)) dt, (2.140)
0
Vz () € WP (Q).
Dividindo (2.138) por A < 0 e usando a hemicontinuidade do operador A, encontramos:
T
/ (A(u (t)) — X (t),2(t))dt <0, (2.141)
0
Vz () € Wy (Q).
De (2.140) e (2.141), segue que:

(A(u(t) — X (t),2()) =0 q.s. em [0,T],

V2 (t) € WP (Q).

Portanto,

Analogamente, mostramos que:
Av(t)=mn(t), q.s. em [0,7].

Entao, resumindo o que obtivemos em (2.52) a (2.53) e (2.99) a (2.101) e nas condigoes
iniciais, temos:
u,v,z € L™ (O,T; Wol’p (Q)) :
W', o', e L (0,T; L% () N L* (0, T; Hy () ;

% (u',w) + (Au,w) + (', w)) + ([0 + [2177) Jul”w, w) = (fr,w),
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Y we Wy (Q) em D (0,7);

% (v, w) + (Av, w) + (v, w)) + ([l + [2177) o] v,0) = (f2,0)

Vwe W,?(Q) em D (0,T);

() + Az ) + () + (PP 4 ) |2 2, 0) = (),

Vwe WP (Q) em D (0,7T);

u(0) =wup; v(0)=wvo; 2(0) =z

/

' (0) =wuy; V' (0)=wv1; 2z (0) =2,

O que demonstra o teorema de existéncia de solucdo fraca para o sistema (2.1).
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Capitulo 3

Propriedades do Operador
p—Laplaciano A.

No presente capitulo estudamos as propriedades do operador A.

3.1 Definicoes e Resultados

Definigao 3.1 Sejam X e Y espacos de Banach. Consideremos x € X um elemento fixo.
Um operador T : X — Y, nao necessariamente linear, é dito ser diferencidvel, no sentido de
Gateauz, Gateauz diferencidvel ou G-Diferencidvel em x, se existe um operador A: X — Y,
linear e continuo, tal que,

T (z+th) — T (z)

" =0, Vh e X.

Y

lim
t—0

—A(h)

Neste caso o operador A é chamado diferencial de Gateaux de T', em z, e é denotado

por A(h) =dT (z,h).

Observagao 3.1 Quando o diferencial de Gateaux de um operador T : X — Y emiste, ele é

unico.
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Teorema 3.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : X — R um funcional tal que sua
derivada de Gateauzx, df (z,h), exista em todo x € X. Entao, para quaisquer e xz + h em

X, existe 0 € (0,1), tal que:
f(x+h)— f(h)=df (x+0h,h).
Demonstracao. Facamos ¢ (t) = f (x + th) e calculemos ¢’ (t). =

Definicao 3.2 Dados um espago de Banach X e um funcional J : X — R. Suponhamos

que exista:
lim J (u~+ M) — J (u)
A—0 A

—J(u)| =J (u,v).

Se, para cada u € X, fixrado, J' (u,v) é uma forma linear e continua em v, entao dizemos
que o funcional J é derivdvel, no sentido de Gateauzx, sua derivada é representada por J' (u)

e escrita das sequintes formas:

Exemplo 3.1 Suponhamos que X =R, e sejam x, h € X. Entao:
(J'(x),h) = J" (x) h

— tim J (x + Ah)

A—0 A -/ (x)

Ou seja, quando existem as derivadas de Gateaur e cldssica, elas coincidem.

Exemplo 3.2 Sejam X = LP () e 1 < p < oco. Suponhamos que g : R — R satisfaca
g (s)| < als]”, a>0,

e g continuamente diferencidvel, tal que:

9" ()] < Blsl”,
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para algum 3 > 0.

Consideremos o funcional J : LP () — R, dado por:

J(v) = /Qg(v (x))dz,Yv € LP (Q).

Entao,
J(u+ ) —J(u) = /Q g (u(x) + v (x)) — g(u(z))] d.

Pelo teorema do Valor Médio,

g(u(@)+ (@) —gu@) =g (u@)+ 0 (), (),
onde 0 < 0 < 1.
Assim,

J(u+ ) = / g (u(z)+ 0 v (x),\v(x))de

Q

_ /Q g (u(z) + 070 (2)) Mo (z) da,

com 0 < 0 < 1. Desta forma, se A # 0 temos:

SV a0 = 7] = [ @)+ 20 (@) = g (@) do

= /Q [ (u(z) + 0Xv (z))] v (z)d.

Tomando o limite quando X\ — 0, obtemos:

(J" (u) ,v) :/Qg’ (u(x))v(x)de. (3.1)

Exemplo 3.3 Seja Q2 um aberto, limitado e bem reqular do R™. Consideremos os operadores

Ai = 8i = Di; 1= 1, N e A= (Al, ,An)

Tomemos o espago Wy () com a norma ||-||, e seja J : Wy* (Q) — R, o funcional dado

por:
ou
8@-

P
dx.

J(u):%i/g
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‘ 9, .
Observemos que, no exemplo anterior, com A; = — = D;, i =1,...,n, g(s) = |s|’, temos

81‘1‘
g (s) =pls|’>s, p> 2. Portanto, de (3. 1) temos:

? du v 1
dzr, Yv e Wyt (Q).
Z/ 0x; axlaxlx v e W (Q)
Em particular, para v = ¢ € C$° (Q), temos pela derivada distribucional,
Z / % Ou Op i
o0x; ox,; 0x;
7 Ou
dz.
/ [Z ox; ( ox; 8%)] Pt
Logo,
"9 (| oul]"? du
= - Z y D Z 27
i1 (9@ axz 6%
ou seja,

J WP (Q) = W (Q)
JoN n 0 ou
u—sJ (U) - Zi:l 8IZ ( a$2

Dai, concluimos que a deriwada de Gateaux do funcional

_li/ ou |P
pi:l Q 8331

¢ o operador, denotado por p— Laplaciano, definido como,

"9 (|oul"? ou
i=1 Li

No nosso sistema, este operador é representado por A. Assim,

P72 Oy
(9xi .

dr, 2 <p< oo,

A(u) = J (u)

:_Zag@(

¢ denominado de operador p— Laplaciano.

ou
>
8I'Z> ) p — 27

ox;

Notemos que,
AW Q) - WP (Q)
n 0 ou
u— Au) = _Eizla_xi < .

P72 Ay
8:61- ’
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e Au: W} (Q) — R é linear e continuo. Além disso, como C° (Q) é denso em W, (Q) e

, - ou |”% du dp -
e =3 [ g e e CF @),
i=1 7 (2 (2
temos que:
, a u |P% du dw
(J (u),w) = Z/Q | T gy Yw € Wy ().
i=1 (2 (2 (2

Definigao 3.3 Sejam V um espaco de Banach e V' seu dual. Dizemos que A .V — V' é

um operador hemicontinuo se, para u, v e w em V, a funcio R — R,
A — (A(u+ M) ,w) é continua.

Definicao 3.4 Dizemos que um operador A :V — V' é coercivo, se

(Au, u) _

1m
lolly—oo  |lully,

Definig¢ao 3.5 Dizemos que um operador A :V — V' é mondtono, se
(A(u) — A(v),u—v) >0, Yu,v €V,
onde (-,-), denota a dualidade V.
Definicao 3.6 Seja X um espago vetorial sobre R. Uma fungao ¢ : X — R é conveza, se:
ptz+(1—-t)y) <tpx)+(1-t)¢(y), Yo,y e X, t€0,1].

Proposicao 3.1 Seja J : V — R “é um funcional convexo, entao sua derivada de Gateauz

J' V= V' é um operador mondtono.

Prova Da convexidade de J resulta que, dados u, v € V e 0 < 6 < 1, temos:

Ju+0w—u)]—J@w) =Ju+0v—=0u]—J(u)
=Jv+(1—-0)u] —J(u).
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Assim, pela definigao (3.6),

Ju+0w—u)]—J@w) <0J@w)+(1—-0-1)J(u)
=0[J(v) — J(u)].

Dividindo por # # 0 e tomando o limite com 6 — 0, obtemos:

hmJ[u—FQ(v—u)] — J (u)
0—0 0

= (J'u,v — u)

< J(w)—J(u).
Fazendo o mesmo célculo, trocando u por v, temos:
(Jv,u—v) > J(u)—J ).

Assim,

(J'u,v —u) + (J'v,u —v) <0,

de onde concluimos que:

(J'u— Jv,u—v)>0.
Portanto, J’ ¢ mondétono.

3.2 Propriedades de A

3.2.1 A é hemicontinuo

De fato, sejam u, v, w € Wol’p () e A € R tal que A — A¢. Entao:

(A (u+ ), Z/

Sabemos que |a + b’ < 2P~ (Jal’ + |b|F), logo:
2
ou ov '\ Ow
A — <23
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&Bl 8% ox; ox; ) Ox;

bl

ou ov |?

N Ou ™

8%2‘

ov |?

P2
+ 8%

p—2
<8u _i_)\av) awdx'

ou N
8@-

ov
8xz~

)

ow
8%2‘




8u+ ov [P72 8u+)\av ow| 8u+ v [P2 8u+8v ow
ou N ov [Pt ow ou o ov [P [ ow
= —

g.s. em €.
Observando que as func¢oes do segundo membro da desigualdade acima sao integréveis,

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que:

lim (A (u+ Av),w) = (A(u+ Av) ,w) .

A— Ao

Logo, A é hemicontinuo.

3.2.2 A é& mondtono

. 1 P
Basta mostrarmos que o funcional J : Wy”(2) — R é convexo, uma vez que pela

Proposigao(3.1), como A é a derivada de Gateaux deste funcional, que é dado por:

Prova Sendo p > 2, a fungao f : R — R, dada por f (z) = |z|, & convexa. Logo,

d:U, 2 <p< oo,

8:L'Z

decorre a monotonicidade de A.

(1=0)z+ 0y < (1—=0)|z|"+0|y|", Ve,y e R, 0 <0 < 1.

Asssim, para u,v € W7 (Q) e 0 < 6 < 1, temos que:

v
J(1—=0)u+0v] = (1—0 axz—i_g@xz dx
P ov |*
Z/ (1—-6 (‘3% +0 oz, dx
=1-=0)J(u)+0J(v).
Portanto, J é convexo. [ |
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3.2.3 Sobre a dualidade (Au,u)

Com efeito,
- P72 du Ou
- Z/ .
= [lullg -
3.2.4 A é coercivo
A
Temos (Au,u) = ||ul|y. Logo, (”u|,|u) = ||lu|[f~". Dessa forma,
Ullo
(Au, u)
lullo—oo  [|ullg

3.2.5 A é limitado

De fato, temos:

Aul,,, = sup A%
P ko vl
Assim,

w P2 Ou v

A = d

|< U,U>| - Ja axl @xlﬁmz o

- ou |t v
< d
ou ov

(p—1)p’ i
dx </
Q
(p—1)p’ ) ’ n (/
=1

ox; Oz

S (L

=1

-1
< lullg™ [lvll5 -

p);dx}

oY
)dm

8:1:1 8$z
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Logo,
| (Au, v)| 1
< lullg
vl
e portanto,

sup 10 < g,
B ol

isto é,
~1
[Aull_y < [lullg -
Desta forma, A é limitado, ou seja, A leva conjuntos limitados de VVO1 P (Q) em conjuntos

limitados de W~ ().

3.2.6 Sobre a dualidade (Au,u/)

Observemos que, se u : (0,T) — Wy (Q) é tal que v’ (t) € Wy (Q), temos:

n p—2 /
(Au, oy = Z/ ou Ju Ou
i=1 7

Por outro lado,

Lol =23 [
_p/ﬂdt

= (Au,u’) .

@xz

dx

al'i
ou
8@-

ou
81’1-

1o
&ri

P~ ou | du

P72 B Ou’'

dx

dx

Resultando em:

o 1d
() = 0.

E com isto, concluimos nosso trabalho.
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