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Resumo
Nosso objetivo, nesse trabalho, é estudar a existência de soluções fracas para o sistema

acoplado, da forma:8>>><>>>:
u
00
+ Au��u0 +

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u = f1

v
00
+ Av ��v0 +

�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v = f2

z
00
+ Az ��z0 +

�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z = f3

; em Q;

com, Q = (0; T )�
 onde (0; T ) é um intervalo da reta, 
 um aberto, limitado e regular do

R3 e � =
3X
j=1

@2

@x2j
é o operador Laplaciano.
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Abstract

Our goal in this work is to study the existence of weak solutions for the coupled system,

in the form: 8>>><>>>:
u
00
+ Au��u0 +

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u = f1

v
00
+ Av ��v0 +

�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v = f2

z
00
+ Az ��z0 +

�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z = f3

; em Q;

with, Q = (0; T )� 
 where (0; T ) is a real line, 
 an open, limited and regular of R3; and

� =
3X
j=1

@2

@x2j
is the Laplacian operator.
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Introdução

No ano de 1935, o Físico Japonês Yukava descreveu teoricamente os mésons, como sendo

particulas elementares geradas por colisões de outras particulas que possuem alta energia. A

denominação "méson", é dada pelo fato da sua massa estar compreendida entre as massas

do próton e do elétron. Mais tarde, em 1948, César Lattes descobriu um tipo especial de

méson, denominado de méson-pi, o que rendeu ao diretor de seu grupo de pesquisa o prêmio

Nobel da Física. Prêmio esse que seria de César Lattes se não fosse um termo (derrubado

na década de 50) que garantia o prêmio ao diretor do centro de pesquisas, e não ao real

descobridor.

Em 1965 Segal.I [19], propôs o seguinte sistema de equações diferenciais, não lineares

de Klein-Gordon, 8<: Bu+ �2u+ g2v2u = 0

Bv + �2v + h2u2v = 0
(1)

onde B =
@2

@t2
+� é o operador D�Alembertiano, u e v são campos escalares de massas �

e �; respectivamente, sendo g e h constantes de integração.

O sistema proposto em (1) acima, é um modelo para descrever o movimento de mésons

em um campo mesônico, que é um campo análogo ao eletromagnético, mas de natureza

diferente.

Em 1985 L.A. Medeiros e Milla Miranda [14] estudaram a seguinte generalização de (1) :8<: Bu+ jvj�+2 juj� u = f1

Bv + juj�+2 jvj� v = f2
: (2)

Sendo � um número real, � > �1; e f1; f2 funções dadas. Neste trabalho os autores

provam a existência de soluções para (2) com condições iniciais e condições de fronteira de

Dirichlet homogêneas, para qualquer dimensão n; e unicidade para qualquer n � 3:

Nesta dissertação, estudamos a existência de soluções fracas no R3; para o sistema de

equações acopladas não lineares:

1



8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u00 + Au��u0 +
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u = f1

v00 + Av ��v0 +
�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v = f2

z00 + Az ��z0 +
�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z = f3

u (0) = u0; v (0) = v0; z (0) = z0

u
0
(0) = u1; v

0
(0) = v1; z

0
(0) = z1

(3)

, que foi um artigo desenvolvido por CASTRO N.N.O, em [5], onde p 2 R; 2 < p < 3; �1 �

� � 4(p� 2)
p+ 4

; sendo f1; f2; f3 2 L2 (0; T ;L2 (
)) ; A é o operador pseudo-Laplaciano e

� =

3X
j=1

@2

@x2j
:

Para estudar o problema acima, dividimos essa dissertação em três capítulos:

- No Capitulo 1, daremos algumas de�nições e resultados, que nos serão de grande

utilidade para o desenvolvimento deste trabalho, com o objetivo, de embasar e tornar auto-

su�ciente a leitura.

- No Capítulo 2, enuciaremos e provaremos o Teorema de Existência de Soluções Fracas

para o Sistema acoplado acima, em (3) ; para isso, usaremos o método de Faedo-Galerkin.

- No Capítulo 3, temos o Apêndice, em que se encontram algumas propriedades do

operador pseudo-Laplaciano, com suas respectivas demonstrações.

No �nal temos uma lista de referências bibliogra�cas, que nos serviu de apoio, e que foi

de extrema relevância no que se diz respeito, ao desenvolvimento desse trabalho.

2



Capítulo 1

Notações e Resultados

Neste capítulo serão �xadas notações, de�nições, e certos resultados sobre Teoria

das Distribuições e Análise Funcional, bem como, alguns resultados fundamentais usados

substancialmente no Capítulo 2. A maioria destes resultados não serão demonstrados, mas

indicaremos nas referências bibliográ�cas onde os mesmos se encontram.

1.1 Notações

� 
 � R3; denota um aberto limitado bem regular;

� Q = 
� (0; T ); T > 0, denota um cilindro em R4; com base 
 e altura T ;

� � = �� (0; T ); denota a fronteira lateral de Q;

� � =
3P
i=1

@2

@xi2
; é o operador Laplaciano;

� A denota o operador pseudo-Laplaciano de�nido por

A : W 1:p
0 (
)! W�1:p0(
)

u 7! Au,

onde

Au = �
3P
i=1

@

@xi
(

���� @u@xi
����p�2 @u@xi ); p > 2:

No capítulo 3 provamos que A tem as seguintes propriedades:

- A é monótono, hemicontínuo, coercivo e limitado;

1



- hAu; uiW�1:p0 (
)�W 1:p
0 (
) = ku (t)k

p
0 ;

- hAu(t); u0(t)iW�1:p0 (
)�W 1:p
0 (
) =

1

p

d

dt
kukp0 ;

@

@t
=0;

@2

@t2
=00

- kAukW�1:p0 (
) � C kukp�10 :

Temos ainda,

� k :k0 ; norma em W 1:p
0 (
);

� k :km ; norma euclidiana em Rm;

� k :k2m ; norma euclidiana em R2m;

� k :k ; (( :)) ; norma e produto interno, respectivamente , em H1
0 (
);

� j :j ; ( :) ; norma e produto interno, respectivamente , em L2 (
) ;

� j :j ;poderá também denotar valor absoluto quando necessário;

� V 0 denota o espaço dual topológico do espaço linear V ;

� p0 denota o expoente conjugado de p; isto é; 1
p
+
1

p0
= 1;

� V ,! H e V
c
,! H denotam, imersão contínua e densa, e imersão compacta,

respectivamente, de V em H;

� C representa uma constante arbitrária, não negativa, que no decurso do texto poderá

representar valores distintos.

1.2 Condições Técnicas.

Lema 1.1 Seja p 2 R; onde 2 < p < 3: Se � é um número real satisfazendo:

�1 < � � 4(p� 2)
4 + p

; então; � <
4

3p� 2 :

Prova : Como 2 < p < 3, temos que np > 0 e p� 3 < 0: Logo,

p (p� 3) < 0, 3p2 � 9p < 0:

Desta forma,

3p2 � 8p < p:

Assim,

(p� 2)(3p� 2) < 4 + p:

2



Dividindo a desigualdade anterior por: (3p� 2)(4 + p) > 0; obtemos:

p� 2
4 + p

<
1

3p� 2 :

O que acarreta em:
4p� 8
4 + p

<
4

3p� 2
e

� � 4p� 8
4 + p

) � <
4

3p� 2 :

�

Lema 1.2 Se 2 < p < 3; então
4

3p� 2 <
1

3� p
:

Prova : De 2 < p < 3; segue que:

7 � 2 < p � 7) 4 � 3 + 2 < p (4 + 3)

Multiplicando a desigualdade por 3p > 0, temos:

4 � 32p+ 2 � 3p < 4 � 3p2 + 32p2

Daí ,

4 � 32p� 4 � 3p2 < 32p2 � 2 � 3p:

Ou seja,

4 � 3p � (3� p) < 3p � (3p� 2):

Consequentemente,
4

3p� 2 <
1

3� p
:

�

Lema 1.3 Se � e � são números reais, satisfazendo:

� =
6p(�+ 2)

(3p� 2)(�+ 2) + 6p(�+ 1) e � =
6p(�+ 2)

(3p+ 2)(�+ 2)� 6p(�+ 1) ;

onde n; p e � são de�nidos anteriormente, então:

3



(i) 1 < � <
�+ 2

�+ 1

(ii) 1 < � <
3p

3� p

(iii)
1

�
+
1

�
= 1

Prova : Do Lema 1, temos � <
4

3p� 2 : De onde segue, �+2 <
4

3p� 2+2) �+2 <
6p

3p� 2 :

(i) Sendo � =
6p(�+ 2)

(3p� 2)(�+ 2) + 6p(�+ 1) ; segue que,

� >
6p(�+ 2)

(3p� 2) 6p

3p� 2 + 6p(�+ 1)
) � >

6p(�+ 2)

6p(�+ 2)
= 1:

Logo � > 1:

Por outro lado, como 6p > 0, podemos escrever � da seguinte maneira:

� =
(�+ 2)

(3p� 2) (�+ 2)
6p

+ (�+ 1)

<
(�+ 2)

(�+ 1)
:

Portanto, 1 < � <
�+ 2

�+ 1
:

(ii) Se, � =
6p(�+ 2)

(3p+ 2)(�+ 2)� 6p(�+ 1) ; então, � >
6p(�+ 2)

(3p+ 2)(�+ 2)
=

6p

(3p+ 2)
:

Como 2 < p < 3, temos que, 3p > 2:

Assim,

6p� 3p > 2 =) 2 + 3p) 6p

2 + 3p
> 1) � > 1:

Por outro lado, temos:

� <
3p

3� p
, 6p(�+ 2)

(3p+ 2)(�+ 2)� 6p(�+ 1) <
3p

3� p
, 6p(�+ 2)

(3p+ 2)(�+ 2)� 6p(�+ 1) < 1

, 2 (3� p) (�+ 2) < (3p+ 2)(�+ 2)� 6p(�+ 1), 6�+ 12� 2p�� 4p < �3p�+ 2�+ 4

, 6�+ 3p�� 2�� 2p� < 4 + 4p� 12, � (6� 2� 2p+ 3p) < 4(1 + p� 3)

, � <
4(p� 2)

2 (2� p) + 3p
=
4p� 8
4 + p

;

o que é verdade pelo Lema 1.
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Assim,

1 < � <
3p

3� p
:

(iii) Temos que:

1

�
+
1

�
=
(3p� 2)(�+ 2) + 6p(�+ 1)

6p(�+ 2)
+
(3p+ 2)(�+ 2)� 6p(�+ 1)

6p(�+ 2)
:

Logo,
1

�
+
1

�
=
(�+ 2) (3p� 2 + 3p+ 2)

6p (�+ 2)
=
6p (�+ 2)

6p (�+ 2)
= 1

Desta forma,
1

�
+
1

�
= 1:

�

Lema 1.4 Sejam, � =
(�+ 2)

(�+ 1) �
e � =

(�+ 2)

(�+ 2)� (�+ 1) � : Então, temos:

(i) � > 1; � > 1

(ii) �� =
6p

3p� 2
(iii)

1

�
+
1

�
= 1:

Prova :

Dos ítens anteriores sabemos que : p 2 R; 2 < p < 3; �1 < � <
4

3p� 2 ;

� =
6p(�+ 2)

(3p� 2)(�+ 2) + 6p(�+ 1) e 1 < � <
�+ 2

�+ 1
:

Então:

(i)

� =
(�+ 2)

(�+ 1) �
>

(�+ 2)

(�+ 1) :
(�+ 2)

(�+ 1)

= 1) � > 1: � =
(�+ 2)

(�+ 2)� (�+ 1) � >
�+ 2

�+ 2
= 1) � > 1:

(ii)

�� =
� (�+ 2)

(�+ 2)� (�+ 1) � =
(�+ 2)

(�+ 2)

�
� (3p� 2) (�+ 2) + 6p (�+ 1)

6p

:

5



Mas,

(�+ 2)

�
=
(3p� 2) (�+ 2) + 6p (�+ 1) (�+ 2)

6p (�+ 2)
=
(3p� 2) (�+ 2) + 6p (�+ 1)

6p
:

Assim,

�� =
(�+ 2)

(3p� 2) (�+ 2) + 6p (�+ 1)
6p

� (�+ 1)
=

6p (�+ 2)

(3p� 2) (�+ 2) :

Logo,

�� =
6p

3p� 2
(iii)

1

�
+
1

�
=
(�+ 1) �

(�+ 2)
+
(�+ 2)� (�+ 1) �

(�+ 2)
=
(�+ 2)

(�+ 2)
= 1:

Portanto,
1

�
+
1

�
= 1:

�

1.3 Distribuições Escalares.

Consideremos x = (x1; x2; :::; xn) um elemento genérico do Rn. Uma n-upla de inteiros

não negativos � = (�1; :::; �n) é denominada de multi-índice e sua ordem é de�nida por

j�j = �1 + :::+ �n:

Representa-se por D� o operador de derivação de ordem j�j ; denotado por:

D� =
@j�j

@x�11 :::@x
�n
n

:

Para � = (0; 0; :::; 0) ; de�ne-se D0u = u; para toda função u.

Dados 
 � Rn um aberto e uma função contínua u : 
 �! R, de�ne-se suporte de u; e

denota-se por supp(u), o fecho em 
 do conjunto fx 2 
; u (x) 6= 0g : Assim, supp(u) é um

subconjunto fechado de 
: Segue diretamente da de�nição que o suporte é o menor fechado

fora do qual u se anula.

6



Valem as seguintes propriedades:

a) supp(u+ v) � sup pu+ sup pv

b) supp(uv) � sup pu \ sup ppv

c) supp(�v) = sup pv; � 6= 0:

Por C10 (
) denota-se o espaço vetorial das funções in�nitamente diferenciáveis,

de�nidas e com suporte compacto, em 
: Logo após o exemplo abaixo introduziremos uma

noção de convergência em C10 (
) , a qual de�nirá a topologia de C
1
0 (
) ; su�ciente para

nosso estudo.

Um exemplo clássico de uma função de C10 (
) é dado por:

Exemplo 1.1 Seja 
 � Rn um aberto tal que B1 (0) = fx 2 Rn; kxk < 1g �� 
:

Consideremos u : 
 �! R; tal que f (x) =

8<: e
1

kxk2�1 ; se kxk < 1

0; se kxk � 1
;

onde x = (x1; x2; :::; xn) e kxk =
�

nP
i=1

x2i

� 1
2

é a norma euclidiana de x: Temos que

u 2 C1 (
) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é u 2 C10 (
) :

De�nição 1.1 Diz-se que uma sequência ('n)n2N em C10 (
) converge para '; em C10 (
) ;

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K; de 
; tal que supp(') � K e supp('n) � K; 8 n 2 N;

(ii) D�'n ! D�' uniformemente em K; para todo multi-índice �:

Observação 1.1 É possível dotar C10 (
) com uma métrica de forma que a noção de

convergência nessa métrica coincida com a dada pela De�nição 1.1.

O espaço C10 (
), munido da convergência acima de�nida, será denotado por D (
) e

denominado de Espaço das Funções Testes sobre 
:

Notemos que, se 'n ! ' em D (
) ; então D�'n ! D�' uniformemente em


; 8 � 2 Nn:
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Uma distribuição (escalar) sobre 
 é todo funcional linear contínuo sobre D (
) : Mais

precisamente, uma distribuição sobre 
 é um funcional T : D (
) ! R satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (�'+ � ) = �T (') + �T ( ) ; 8 �; � 2 R e 8 ';  2 D (
) ;

(ii) T é contínua, isto é, se ('n)n2N converge para ' em D (
) ; então (T ('n))n2N converge

para T (') ; em R:

É comum denotar o valor da distribuição T em ' por hT; 'i :

O conjunto de todas as distribuições sobre 
 com as operações usuais é um espaço

vetorial, o qual representa-se por D0 (
) :

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental

no estudo da teoria das distribuições.

Exemplo 1.2 Seja u 2 L1loc (
) ; isto é, u é uma função de 
 em R; localmente integrável,

ou seja, u é integrável a Lebesgue sobre todo compacto K � 
: O funcional Tu : D (
)! R,

de�nido por

hTu; 'i =
Z



u (x)' (x) dx;

é uma distribuição sobre 
 univocamente determinada por u (VER [12]) :Por esta razão,

identi�ca-se u à distribuição Tu por ela de�nida e, desta forma, L1loc (
) será identi�cado a

uma parte (própria) de D0 (
) :Observamos que se Tu = Tv ;então u = v; quase sempre. Logo

Tu é univocamente determinada por u.

Exemplo 1.3 Consideremos 0 2 
 e o funcional �0 : D (
)! R, de�nido por

h�0; 'i = ' (0) :

Em [12], vê-se que �0 é uma distribuição sobre 
: Além disso, mostra-se que �0 não é de�nido

por uma função de L1loc(
):
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1.3.1 Convergência e derivação em D0 (
) :

De�nição 1.2 Diz-se que uma sequência (Tn)n2N em D0 (
) converge para T em D0 (
) ;

quando a sequência numérica (hTn; 'i)n2N convergir para hT; 'i em R; para toda ' 2 D (
) :

Com essa noção de convergência, D0 (
) torna-se um espaço vetorial topológico, e temos

a seguinte cadeia de imersões contínuas:

D (
) ,! Lp (
) ,! L1loc (
) ,! D0 (
) ; 1 < p <1:

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que a utilizamos

no estudo dos espaços de Sobolev, como veremos a seguir:

O que motivou a formulação de derivada fraca e consequentemente a derivada

distribucional, foi a fórmula de integração por partes do Cálculo.

De fato, em dimensão 1, temos a fórmula de integração:

Z b

a

u0(x)'(x)dx = u(b)'(b)� u(a)'(a)�
Z b

a

u(x)'0(x)dx;

e quando ' 2 D(a; b);temos:

Z b

a

u0(x)'(x)dx = �
Z b

a

u(x)'0(x)dx:

Motivado pela igualdade acima, Sobolev de�niu a derivada fraca de uma função

u 2 L1loc (
) ; como sendo uma função v 2 L1loc (
) ; caso exista, tal que:

Z b

a

u
0
(x)'(x)dx =

Z b

a

v(x)'
0
(x)dx; 8' 2 C10 (a; b)

Este conceito foi generalizado (por Schwartz) para distribuições quaisquer em D
0
(
); da

seguinte maneira:

Dados T 2 D0
(
) e � 2 Nn; de�nimos a derivada distribucional de ordem � de T; como

sendo a forma linear D�T : D(
)! R; dada por

hD�T; 'i = (�1)j�j hT;D�'i ; 8' 2 D (
) :
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Veri�ca-se que D�T é uma distribuição sobre 
;onde T 2 D0
(
); denominada de

derivada de ordem j�j no sentido das distribuições.

De fato, vê-se facilmente que D�T é linear. Agora, para a continuidade,

consideremos ('n)n2N convergindo para ' em D (
) : Assim, jhD�T; 'ni � hD�T; 'ij �

jhT;D�'n �D�'ij ! 0; quando n!1:

1.4 Distribuições Vetoriais

Sejam X um espaço de Banach, 1 � p � 1 e T > 0 um número real, com (0:T ) um

intervalo aberto da reta.

Representamos por Lp(0; T ;X) o espaço das funções u : (0; T ) ! X mensuráveis tais

que ku(t)kX 2 Lp(0; T ): Para 1 � p <1; Lp(0; T ;X) é um espaço de Banach com a norma:

kukLp(0;T ;X) =
�Z T

0

ku (t)kpX dt
� 1

p

:

No caso p = 1; teremos que L1(0; T ;X) será um espaço de Banach com a norma

de�nida abaixo:

kukL1(0;T ;X) = sup ess
t2(0;T )

ku (t)kX

= inf fjju (t)jjX � c q.s. em [0; T ]g :

Agora, �xemos u 2 Lp(0; T ;X); 1 � p � 1; e de�namos a função

Tu : D(0; T )! X;

por hTu; 'i =
Z T

0

u (s)' (s) ds;8' 2 D(0; T ); onde a integral é entendida como integral

de Bochner em X.

Prova-se que Tu é linear e contínua (VER [12]).

Diz-se então que Tu é uma distribuição vetorial sobre (0; T ) a valores em X; de�nida

por uma função u 2 Lp(0; T ;X); e escreve-se:
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Tu 2 L(D(0; T ); X):

O espaço L(D(0; T ); X) é dito espaço vetorial das distribuições sobre (0; T ) à valores

em X , e contém em particular as distribuições vetoriais de�nidas pelas funções de

Lp(D(0; T ); X). Na prática, denotamos L(D(0; T ); X) = D
0
(0; T ;X):

1.5 Propriedades Elementares dos Espaços de Sobolev

1.5.1 Os espaços Wm;p (
) ; 1 � p � 1:

Sejam 
 um aberto do Rn; p um número real e m um número inteiro positivo; por

Wm;p (
) ; 1 � p � 1; representa-se o espaço de Sobolev de ordem m sobre 
; isto é, o

espaço vetorial das classes de funções u 2 Lp (
) tais que D�u 2 Lp (
), para todo multi-

índice �; com j�j � m; ou seja,

Wm;p (
) = fu 2 Lp(
); D�u 2 Lp(
);8 j�j � mg:

Munido da norma

kukWm;p(
) =

0@X
j�j�m

Z



jD�u (x)jp dx

1A 1
p

; quando 1 � p <1

e

kukWm;1(
) =
X
j�j�m

sup ess
x2


jD�u (x)j ; quando p =1;

Wm;p (
) é um espaço de Banach, (VER [6]) :

Observação 1.2 Quando p = 2, o espaço Wm;2 (
) é denotado por Hm (
) ; o qual munido

do produto interno

(u; v) =
X
j�j�m

(D�u;D�v)L2(
) :

é um espaço de Hilbert.
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Observação 1.3 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0; T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u; v)L2(0;T ;X) =

Z T

0

(u (t) ; v (t))X dt:

Consideremos o espaço Lp (0; T ;X), 1 < p <1, com X sendo Hilbert separável, então

podemos fazer a seguinte identi�cação:

[Lp (0; T ;X)]0 � Lq (0; T ;X 0) ;

onde (1=p) + (1=q) = 1: Quando p = 1, faremos a identi�cação�
L1 (0; T ;X)

�0 � L1 (0; T ;X 0) :

1.5.2 Os espaços Wm;p
0 (
) :

Notemos que o espaço das funções testes, C10 (
) ; é denso em Lp(
) =W 0;p (
) ; VER

[6]: Porém, não é verdade que C10 (
) seja denso em Wm;p (
) ; m � 1 inteiro.

Denotamos por Wm;p
0 (
), o fecho de C10 (
) em Wm;p (
) ; isto é,

Wm;p
0 (
) = C10 (
)

Wm;p(
)
:

Como consequência da desigualdade de Poincaré, que veremos mais a frente, a expressão

kuk0 = (
X

0<j�j�m

kD�ukpLp(
))
1
p ;

de�ne uma norma sobre Wm;p
0 (
) ; dita norma própria de Wm;p

0 (
) :

Uma atenção especial deve ser dada ao espaço dual de Wm;p
0 (
) ; 1 � p � 1; denotado

por W�m;q (
) ; onde
1

p
+
1

q
= 1; o qual é constituído pelos funcionais lineares contínuos,

T : Wm;p
0 (
)! R:

Demonstra-se em [6] que uma distribuição T de D
0
(
); está emW�m;q (
) se, e somente

se, existem funções g� 2 Lq(
); j�j � m; tais que:

T =
X
j�j�m

D�g�:
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Em W 1;p
0 (
) ; espaço que será usado com frequência neste trabalho, temos

kuk0 = (
nX
i=1





 @u@xi




p
Lp(
)

)
1
p ;

e

kuk1;p = (
nX
i=1





 @u@xi




p
Lp(
)

+ kukpLp(
))
1
p :

Além disso pela desigualdade de Poincaré, temos:

kuk0 � kuk1;p � C kuk0 ;8u 2 W
1;p
0 (
) :

Existem outras caracterizações para tal espaço, ver por exemplo em [6]:

1.6 Resultados sobre convergência

De�nição 1.3 (Convergência Fraca) Sejam X um espaço de Banach e X
0
o seu espaço

dual. Uma sequência (xn)n2N ; em X; converge fracamente para x, em X, se:

f(xn)! f(x); para todo f em X
0
:

Para denotar convergência fraca, escrevemos:

xn * x; em X; ou simplesmente xn * x:

Proposição 1.1 Sejam X um espaço de Banach e xn uma sequência em X, fracamente

convergente à x em X. Então x é único.

Prova : Com efeito, suponha que xn * x e xn * y em X. Então:f(xn)! f(x) e f(xn)!

f(y); 8 f 2 X
0
:Pela unicidade do limite de sequências em R; segue-se que f(x) = f(y),

8 f 2 X
0
: Pelo Teorema de Hahn-Banach, se X é um espaço de Banach, tal que, dados

x; y 2 X, quaisquer, tenha-se f(x) = f(y), 8 f 2 X
0
; então x = y. Como estamos nestas

condições, segue que x = y; resultando na unicidade do limite fraco. �

Proposição 1.2 :Se xn * x em X, então kxk � lim infn!1 kxnkX ; n 2 N:
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Prova : VER [8]: �

De�nição 1.4 : (Convergência Fraca �) Sejam X um espaço de Banach e X 0
o seu espaço

dual. Diremos que uma sequência (fn)n2N converge à f; fraco � ,no espaço X
0
; se:

fn(x)! f(x); para todo x 2 X:

Para denotar convergência fraca �, escreveremos:

fn
�
* f; em X

0
; ou simplesmente; fn

�
* f:

Proposição 1.3 : Se fn
�
* f em X

0
; n 2 N; então o limite fraco � é único.

Prova : VER [18]: �

Teorema 1.1 (Banach�Alaoglu�Bourbaki) Sejam X um espaço de Banach separável e

(fn)n2N uma sequência fortemente limitada em X
0
: Então (fn)n2N possui uma subsequência

(fnk)n2N que converge fraco �, isto é, fnk
�
* f em X

0
:

Prova : VER [8]: �

Proposição 1.4 : Seja X um espaço de Banach re�exivo e suponha que fn
�
* f; em X

0

com n 2 N. Então, fn * f; em X
0
:

Prova : VER [4]: �

Teorema 1.2 (Kakutani) Seja X um espaço de Banach. X é re�exivo se, e somente

se, toda sequência (xn)n2N fortemente limitada em X possui uma subsequência (xnk) que

converge fraco, isto é, xnk * x em X.

Prova : VER [8]: �
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Teorema 1.3 (Aubin� Lions) Sejam X; B; Y espaços de Banach, X é re�exivo e X
c
,!

B ,! Y: Suponha que (un)n2N seja uma sequência uniformemente limitada em Lp(0; T ;X)

tal que (
d

dt
un)n2N = (u

0
n)n2N seja limitada em Lp(0; T ;Y ) para algum p > 1. Então existe

uma subsequência de (un)n2N que converge fortemente em L2(0; T ;B):

Prova : VER [4]: �

Lema 1.5 (Lions) Sejam 
 um aberto limitado do Rn; g e gj funções de Lq(
); 1 < q <1;

tais que

kgjkLq(
) � C; 8 j e gj!g; q.s em 
:

Então,

gj * g; em Lq(
):

Prova : VER [4]: �

Teorema 1.4 (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)n2N uma sequência de

funções em L1(
); tal que:

a) fn ! f quase sempre em 
;

b) existe g 2 L1(
) tal que jfn(x)j � g(x) para todo n 2 N , quase sempre em 
.

Então,

f 2 L1(
) e
Z
f = lim

n!1

Z
fn:

Prova : VER [11]: �

Teorema 1.5 (Lema de Fatou) Seja (fn)n2N uma sequência de funções mensuráveis não

negativas tais que:

fn(t)* f (t) ; em X ; q:s: em 
;

e suponhamos que existe uma constante positiva C tal que
Z



kfn (t)k dt � C; 8 n:

Então, Z



(lim inf fn!1fn (x))dx � lim inf fn!1
Z



fn (x) dx:

Prova : VER [11]: �
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1.7 Desigualdades

� Desigualdade de Poincar�e:

Seja 
 � Rn; um subconjunto aberto e limitado do Rn: Então existe uma constante

C = C (
; p) > 0 tal que,

kukLp(
) � C kuk0 ; 8 u 2 Wm;p
0 (
) :

Prova : VER [4]: �
� Desigualdade de Y oung:

Sejam p > 1; q > 1 tal que
1

p
+
1

q
= 1: Então,

ab � ap

p
+
bq

q
; 8 a � 0 e b � 0:

Prova : VER [8]: �
� Desigualdade de H�older:

Sejam f 2 Lp (
) e g 2 Lq (
) ; com 1

p
+
1

q
= 1; e 1 � p � 1: Então f:g 2 L1 (
) e

Z
jfgj � kfkLp kgkLq :

Prova : VER [8]: �

1.8 Resultados de Existência

Teorema 1.6 Sejam V e H dois Espaços de Hilbert e suponhamos que V � H e V
c
,!

H: Então existe uma base espectral, fwjgj de V , formando um sistema ortonormal completo

em H:

Prova : VER [10]: �

Lema 1.6 (Browder �B:An Ton) Seja W um espaço de Banach, separável e re�exivo.

Existe um espaço de Hilbert H; separável, tal que H � W , com imersão contínua e densa.

16



Prova : VER [3]: �

Teorema 1.7 (Representaç~ao de Riesz) Sejam 1 < p <1 e ' 2 (Lp (
))
0
:

Então, existe uma única u 2 Lp
0
(
) ; tal que

h'; fi =
Z
ufdx; 8 f 2 Lp (
) ;

e kukL
p
0
(
)

= k'k
(Lp(
))

0 ; onde
1

p
+
1

p0
= 1

Prova : VER [8]: �

Teorema 1.8 Todo espaço de Hilbert separável possui uma base ortonormal completa.

Prova : VER [9]: �

Teorema 1.9 Se H é um espaço de Hilbert Separável, então todo conjunto ortonormal

completo em H é enumerável.

Prova : VER [9]: �
� Seja D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos serão denotados com

(t; x); t 2 R; x 2 Rn e seja f : D 7! Rn uma função não necessariamente contínua. O

problema é encontrar uma função absolutamente contínua x (t) de�nida em algum intervalo

I da reta tal que (t; x(t)) 2 D; para todo t 2 I e

x
0
= f (t; x) para quase todo t em I: (1)

Se uma tal função x(t) e um tal intervalo I existem, então diz-se que x (t) é uma solução

de (1) sobre I: Se (t0;x0) 2 D; associado a (1) e a (t0;x0) ; se tem o problema de valor inicial

8<: x
0
= f (t; x)

x (t0) = x0
(2)

diremos que a solução x (t) de (1) sobre I , é tal que t0 2 I e x (t0) = x0 :
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De�nição 1.5 (Condiç~oes de Carath�eodory) Sejam D um subconjunto de Rn+1 e f : D !

Rn: Então f é dita satisfazer as condições de Carathéodory se:

a) f (t; x) �e mensurável em t para cada x �xo;

b) f (t; x) �e contínua x em para cada t �xo;

c) para cada compacto U em D, existe uma função real integrável mU (t) tal que:

jf(t; x)j � mU (t) ; 8 (t; x) 2 U:

Teorema 1.10 (Carath�eodory) Seja f:R! Rn satisfazendo as condições de Carathéodory

sobre R. Então existe uma solução x(t) de (2) sobre algum intervalo jt� t0j � �; � > 0:

Onde R é o retângulo de�nido por:

R =
�
(t; x) 2 Rn+1; jt� t0j � a; jx� x0j � b

	
; com a > 0; e b > 0:

Prova : VER [12] : �

Corolário 1.1 Sejam D um aberto do Rn+1 e f satisfazendo às condições de Carathéodory

sobre D. Então o problema acima citado (2) ; tem solução para qualquer (t0; x0) 2 D:

Prova : VER [12] : �

Corolário 1.2 Seja D aberto limitado conexo em Rn+1; f satisfaz as duas primeiras

condições de Carathéodory sobre D e existe uma função integrável m(t) tal que jf (t; x)j �

m (t) ; 8 (t; x) 2 D: Seja ' uma solução de (1) acima, sobre o intervalo aberto (a; b) ; então:

i) existem ' (a+ 0) ; ' (b� 0)

ii) se (b; ' (b� 0)) 2 D; então ' pode ser prolongada até (a; b+ �] para algum � > 0:

Análogo o resultado para a:

iii) ' (t) pode ser prolongada até um intervalo (
; !) ; tal que (
; ' (
 (! � 0))) 2 @D

(@D a fronteira de D) :

iv) se f pode estender-se a
�
D sem que ele perca suas propriedades, então ' (t) pode ser

prolongada até um intervalo [
; !] tal que (
; ' (
 + 0)) ; (!; ' (! � 0)) 2 @D:

Prova : VER [12]. �
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Corolário 1.3 Seja D=[0,T] �B, T �nito >0, B=fx 2 Rn; jxj � bg ; b >0 e f nas

condições do Corolário anterior. Seja ' (t) uma solução de

x0 = f (t; x)

x (0) = x0; jx0j � b:

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ' (t) est�a definida; se tenha j' (t)j �

M; 8 t 2 I; M independente de I e M < b: Ent~ao ' tem um prolongamento at�e [0; T ] :

Prova : VER [12] : �

Teorema 1.11 (Hellinger � Toeplitz) Se um operador linear T é de�nido sobre todo um

espaço de Hilbert H e satisfaz hTx; yi = hx; Tyi ; para todo x; y 2 H; então T é limitado.

Prova : VER [9] : �

Teorema 1.12 O conjunto das combinações lineares �nitas, de somas �nitas, de produtos

do tipo �:!; com � 2 C1 ([0; T ]) ; e ! 2 W 1;p
0 (
) é denso no espaço

V =
n
v 2 L2

�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
; v

0 2 L2(0; T ;L2 (
))
o
:

C1 ([0; T ]) �e o conjunto das func~oes u cont�{nuas em [0; T ]; tais que u
0 2 C0 ([0; T ]) :

Prova : VER [16]: �

Teorema 1.13 (Princ�{pio da Extens~ao) Sejam X e Y espaços de Banach, M um subespaço

denso de X e T :M ! Y linear tal que:

kT (x)kY � C kxkX ; 8 x 2 X; C > 0 cons tan te:

Então, existe um único T : X ! Y linear contínuo tal que:

T jM= T e


T (x) kY � Ckx




X
; 8 x 2 X:

Prova : VER [7]: �
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1.9 Resultados de Imersão

� Caso em que 
 = Rn:

Teorema 1.14 Se 1 � p < n; então

Wm;p(Rn) ,! Lq (Rn) ;
1

q
=
1

p
� m

n
> 0:

Teorema 1.15 Se n > mp e p � q � np

n�mp
; então

Wm;p (Rn) ,! Lq (Rn) :

Teorema 1.16 Se kp < n e
1

qk
=
1

p
� k

n
, então

Wm;p (Rn) ,! Wm�k;qk (Rn) :

Teorema 1.17 Se 1 � p <1 e
1

p
� m

n
= 0; com n � 2; então

Wm;p(Rn) ,! Lq (Rn) ; 8 q � 1:

Teorema 1.18 Sejam � = m� n

q
> 0 e k 2 N tais que k < � � k + 1:

Então,

Wm;p (Rn) ,! Ck (Rn) :

� Caso em que 
 � Rn; aberto, limitado e bem regular.

Teorema 1.19 Suponhamos que n > mp. Então

Wm;p (
) ,! Lq (
) ; q � np

n�mp
:

Temos ainda,

Wm;p (
)
c
,! Lq (
) ; q <

np

n�mp
:

Teorema 1.20 Se k � m e n > (m� k) p; então

Wm;p (
) ,! W k;q (
) ; q � np

n� (m� k) p
:
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Além disso,

Wm;p (
)
c
,! W k;q (
) ; q <

np

n� (m� k) p
:

Teorema 1.21 Se mp = n, então

Wm;p (
)
c
,! Lq (
) ; 8 q 2 [1;+1):

Teorema 1.22 Se mp > n, então

Wm;p (
)
c
,! C0;�

�


�
;

para,

� = m� n

p
; se; m� n

p
< 1;

� < 1; se; m� n

p
= 1;

� = 1; se; m� n

p
> 1:

Teorema 1.23 As imersões nos teoremas acima, caso 
 ( Rn; permanecem verdadeiras

quando consideramos 
 apenas limitado e substituímos Wm;p (
) por Wm;p
0 (
) :

Como consequência dos Teoremas (1:23) e (1:19) , tem-se o próximo teorema e que

utilizaremos frequentemente nesta dissertação.

Teorema 1.24 Sejam n um número natural, p um número real e suponhamos 1 � p < n:

Então,

W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) ; 1 � q � np

n� p
:

Além disso,

W 1;p
0 (
)

c
,! Lq (
) ; q <

np

n� p
:

Prova : As demonstrações dos teoremas acima podem ser vistas em VER [15] : �

Proposição 1.5 : Sejam u; v 2 W 1;p
0 (
) ; � e � de�nidos como nas Condições Técnicas (os

4 primeiros Lemas). Então:
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(i) u:v; u:z; v:z 2 L�+2 (
) ;

(ii)
�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z;

�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v;

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u 2 L� (
) :

Observação 1.4 : Em cada um dos casos acima demonstraremos apenas um ítem. Os

demais são demonstrados de modo semelhante.

Prova :

(i) Notemos que, �+ 2 <
6p

3p� 2 ) 2 (�+ 2) <
12p

3p� 2 : E, pelo Lema 2, temos:

4

3p� 2 <
1

3� p
) 12

3p� 2 <
3p

3� p
:

Logo,

2 (�+ 2) <
3p

3� p
:

Pelas imersões de Sobolev, Teorema (1:24) ;

W 1;p
0 (
)

c
,! L2(�+2) (
) :

Desta forma,

� kuk(�+2)
L(�+2)(
)

� c1 kuk(�+2)0 ;

� kvk(�+2)
L(�+2)(
)

� c2 kvk(�+2)0 :

Por outro lado, usando a Desigualdade de Hölder,Z



juvj�+2 dx �
�Z




juj2(�+2) dx
� 1

2
�Z




jvj2(�+2) dx
� 1

2

:

Ou seja, Z



juvj(�+2) dx � kuk�+2
L2(�+2)(
)

kvk�+2
L2(�+2)(
)

:

Logo, Z



juvj�+2 dx � c1 kuk�+20 :c2 kvk�+20 <1:

Portanto,

u:v; 2 L�+2 (
) ; análogamente, concluímos que u:z; v:z 2 L�+2 (
) :
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(ii) Temos que:Z



��jvj�+2 juj� u��� dx = Z



���jvj�+1 jvj juj�+1���� dx = Z



juvj
(�+1)�

jvj� dx:

Usando a Desigualdade de Hölder, considerando � e � como no Lema 4, obtemos:Z



���jvj�+2 juj� u���� dx � �Z



juvj
(�+1)��

dx

� 1
�
�Z




jvj�� dx
� 1

�

:

Mas, (�+ 1)�� = (�+ 1)�
(�+ 2)

(�+ 1)�
= �+ 2: Logo,

�Z



juvj
(�+1)��

dx

� 1
�

=

�Z



juvj(�+2) dx
� 1

�

<1;

visto que pelo ítem anterior, u:v 2 L�+2:

Observemos também que: �Z



jvj�� dx
� 1

�

= kvk�L��(
) :

Segue do Lema 4,

�� =
6p

3p� 2 <
12p

3p� 2 <
3p

3� p
:

Assim, 1 < �� <
3p

3� p
; o que pelo Teorema (1:24) ; acarreta em,

W 1;p
0 (
)

c
,! L�� (
) ; �� <

3p

3� p
:

De onde segue, �Z



jvj�� dx
� 1

�

= kvk�L��(
) � c: kvk�0 <1 :

Logo Z



���jvj�+2 juj� u���� dx <1:

Da mesma forma, provamos:Z



���jzj�+2 juj� u���� dx <1;
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Assim, jvj�+2 juj� u e jzj�+2 juj� u 2 L� (
) ; daí; (jvj�+2 + jzj�+2) juj
�

u 2 L� (
) :

Portanto,

(jvj�+2 + jzj�+2) juj
�

u; (juj�+2 + jzj�+2) jvj
�

v ; (juj�+2 + jvj�+2) jzj
�

z 2 L� (
) :

�

De�nição 1.6 Sejam X um espaço de Banach e T um número real positivo. Denotamos

por C (]0; T [;X) ; o espaço das funções contínuas, de�nidas em (0; T ), a valores em X, isto

é, u 2 C (]0; T [;X), u : (0; T )! X �e cont�{nua;onde a continuidade é medida no seguinte

sentido:

�Se t! t0 em (0; T ) ent~ao u (t)! u (t0) na norma de X:�

Teorema 1.25 Sejam X e Y espaços de Banach, tais que X é imerso contínua e densamente

em Y. Suponhamos que u 2 Lp (0; T ;X) e u
0 2 Lp (0; T ;Y ) ; 1 � p � 1: Então u

2 C ([0; T ];Y ) :

Prova : VER [13] : �

Teorema 1.26 : Sejam X e Y espaços de Banach, com X re�exivo. Suponhamos que X é

imerso contínua e densamente em Y. Então Y
0
; o espaço dual de Y, é imerso contínua e

densamente em X
0
: Ou seja,

X ,! Y ) Y
0
,! X

0
:

Prova : VER [4]: �

Teorema 1.27 (Rellich�Kondrachov) Seja 
 um domínio limitado regular. Então,

H1 (
)
c
,! L2 (
) :

Prova : VER [15] : �
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Capítulo 2

Existência de Soluções

Neste capítulo, temos como objetivo, demonstrar a existência de soluções fracas para o

sistema de equações não lineares de Klein-Gordon da forma:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

u00 + Au��u0 +
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u = f1

v00 + Av ��v0 +
�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v = f2 em Q = 
� (0; T )

z00 + Az ��z0 +
�
jvj�+2 + juj�+2

�
jzj� z = f3

u (0) = u0, u0 (0) = u1

v (0) = v0, v0 (0) = v1 em 


z (0) = z0, z0 (0) = z1

u = 0, v = 0 e z = 0 em � = �� (0; T )

(2.1)

onde p 2 R; 2 < p < 3; �1 � � � 4(p� 2)
p+ 4

; sendo f1; f2; f3 2 L2 (0; T ;L2 (
)) ; 
 � R3;

A é o operador pseudo-Laplaciano e

� =
3X
j=1

@2

@x2j

é o operador Laplaciano.

2.1 Conceito de Solução Fraca

Formularemos a seguir o conceito de solução fraca para o sistema (2:1) :
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Sejam  (x; t) = ! (x) � (t), ! 2 W 1;p
0 (
) e � 2 D (0; T ), multiplicando,

u00 + Au��u0 +
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u = f1

por  (t; x) temos:

u00 + Au ��u0 +
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u = f1 

e integrando em Q = 
� (0; T ), resulta:Z
Q

u00 dQ+

Z
Q

Au dQ�
Z
Q

�u0 dQ+

Z
Q

��
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u 

�
dQ =

Z
Q

f1 dQ:

Usando integração por partes e o Teorema de Green , obtemos respectivamenteZ
Q

u00 = �
Z
Q

u0 0

e

�
Z
Q

�u0 =

Z
Q

ru0r ;

assim

�
Z
Q

u0 0dQ+

Z
Q

Au dQ+

Z
Q

ru0r dQ+
Z
Q

��
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u 

�
dQ =

Z
Q

f1 dQ:

Agora,usando a derivada distribucional na primeira integral, temos :

Z T

0

�
d

dt

�Z



u0!dx

�
dt+

Z T

0

hAu; !i�dt+
Z T

0

((u0; !)) dt+

Z T

0

h
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u; !i�dt

=

Z T

0

(f1; !) �dt; 8' 2 D (0; T ) ;

implicando assim que:

d

dt
(u0; !) + hAu; !i+ ((u0; !)) + h

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u; !i = (f1; !) (2.2)

8 ! 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) :

Analogamente faz-se com as demais equações do sistema.
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De�nição 2.1 Uma solução fraca de (2:1) é um terno (u; v; z) de�nido em Q = 
� (0; T )

para T > 0;tal que

u; v; z 2 L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�

u0; v0; z0 2 L1
�
0; T; L2 (
)

�
\ L2

�
0; T;H1

0 (
)
�
;

satisfazendo (2.2), e as demais equações referidas da mesma.

2.2 Teorema de Existência

Este teorema é o principal resultado desta dissertação.

Dado um número real p, onde 2 < p < 3; e p satisfazendo

2 < p < 3 e � 1 � � � 4 (p� 2)
p+ 4

;

consideremos:

f1; f2; f3 2 L2
�
0; T ;L2 (
)

�
(2.3)

u0; v0; z0 2 W 1;p
0 (
) ; (2.4)

u1; v1; z1 2 L2 (
) : (2.5)

Então, existem u : Q! R , v : Q! R e z : Q! R satisfazendo:

(I) u; v; z 2 L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
;

(II) u0m; v
0
m; z

0
m 2 L1 (0; T ;L2 (
)) \ L2 (0; T ;H1

0 (
)) ;

(III)
d

dt
(u0; !) + hAu; !i+ ((u0; !)) + h

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u; !i = (f1; !)

8 ! 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) ;

(IV 0)
d

dt
(v0; !) + hAv; !i+ ((v0; !)) + h

�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v; !i = (f2; !)

8 ! 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) ;

(V 0)
d

dt
(z0; !) + hAz; !i+ ((z0; !)) + h

�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z; !i = (f3; !)
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8 ! 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) ;

(V I 0)

u (0) = u0, v (0) = v0, z (0) = z0;

(V II 0)

u0 (0) = u1, v0 (0) = v1, z0 (0) = z1:

Na demonstração do teorema, usaremos oMétodo de Faedo-Galerkin, o qual consiste

em três etapas:

Primeira Etapa : Construímos, inicialmente, um "sistema aproximado"em um

espaço de dimensão �nita.Mostraremos que existe uma sequência de soluções aproximadas

((um)m ; (vm)m ; (zm)m) ; para o problema aproximado.

Segunda Etapa : Obtemos estimativas sobre as soluções aproximadas que independem

de m, e t.

Terceira Etapa : A passagem ao limite é realizada usando argumentos de compacidade

e propriedades de monotonicidade do operador A.

2.3 Problema Aproximado

Esta seção é de grande importância, porque nela determinaremos, a partir do problema

aproximado que será construido, quais espaços devemos usar na construção de solução.

Para usarmos o método de Faedo-Galerkin temos que encontrar um espaço Vm de

dimensão �nita, onde obteremos as soluções aproximadas.

Sabemos que W 1;p
0 (
) ; com 2 < p < 3; é um espaço de Banach re�exivo e separável.

Então, pelo Lema (1:6), existe um espaço de Hilbert Separável com imersão contínua e densa

em W 1;p
0 (
) ; oqual será construido a seguir.

Mediante a imersão de Sobolev, temos:

Wm;p
0 (
) ,! Wm�k;qk

0 (
) ;
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onde,
1

qk
=
1

p
� k

n
; k > 0:

Considere, m� k = 1, qk = p, em Wm�k
0 (
) e p = 2 em Wm;p

0 (
), obtemos:

Wm;2
0 (
) ,! W 1;p

0 (
) ; com
1

p
=
1

2
� m� 1

n
:

De onde segue,

m� 1
n

=
1

2
� 1
p
, m� 1 = n

�
1

2
� 1
p

�
, m = n

�
1

2
� 1
p

�
+ 1; m = k + 1 :

Como, Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) ; temos:

Hm
0 (
) ,! W 1;p

0 (
) ; para m = n

�
1

2
� 1
p

�
+ 1:

No caso n = 3, e tomando-se S > 3
�
1

2
� 1
p

�
+ 1, temos:

HS
0 (
) ,! Hm

0 (
) ,! W 1;p
0 (
) :

Sendo Hs (
), um espaço de Hilbert Separável e Hs
0 (
) � Hs (
), temos que Hs

0 (
) é um

espaço de Hilbert Separável. Como H1
0 (
)

c
,! L2 (
) ; e pelo Teorema (1:6) ; existe uma

base Hilbertiana fwjgj2N ortonormal completa em L2 (
) tal que:

� Todo subconjunto �nito fwjgj é L.I;

� As combinações lineares �nitas dos wj são densas em Hs
0 (
).

Assim, já temos o espaço Vm de dimensão �nita que é dado por:

Vm = Span fw1; :::; wmg , m 2 N,

isto é, o espaço gerado pelos m primeiros vetores da base fwjgj2N. Notemos que Vm �

Hs
0 (
) :

Note que, como tomamos um (t), vm (t) e zm (t) em Vm � Hs
0 (
), daí, queremos

encontrar uma solução da forma (um (t) ; vm (t) ; zm (t)) em Vm tal que:
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� um (t) =
Pm

i=1 gim (t)wi,

� vm (t) =
Pm

i=1 him (t)wi;

� zm (t) =
Pm

i=1 lim (t)wi;

satisfazendo o problema aproximado abaixo:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(u00m (t) ; w) + hAum (t) ; wi � h�u0m (t) ; wi

+

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; w

�
= hf1 (t) ; wi ,8w 2 Vm

(v00m (t) ; w) + hAvm (t) ; wi � h�v0m (t) ; wi

+h
�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jvm (t)j� vm (t) ; wi = hf2 (t) ; wi , 8w 2 Vm

(z00 (t) ; w) + hAzm (t) ; wi � h�z0m (t) ; wi

+h
�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

�
jzm (t)j� zm (t) ; wi = hf3 (t) ; wi , 8w 2 Vm:

com

um (0) = u0m, u0m (0) = u1m

vm (0) = v0m, v0m (0) = v1m

zm (0) = z0m, z0m (0) = z1m:

(2.6)

Analisaremos agora, cada termo que aparece em cada uma das equações de (2.6).

(i)
�
u
00
m (t) ; w

�
,
�
v
00
m (t) ; w

�
; e

�
z
00
m (t) ; w

�
Observemos que:

� u00m (t) =
Pm

i=1 g
00
im (t)wi 2 Vm � Hs

0 (
) ,! L2 (
) ;

� v00m (t) =
Pm

i=1 h
00
im (t)wi 2 Vm � Hs

0 (
) ,! L2 (
) ;

� z00m (t) =
Pm

i=1 l
00
im (t)wi 2 Vm � Hs

0 (
) ,! L2 (
) :

E como w 2 Vm; é possível tomarmos
�
u
00
m (t) ; w

�
,
�
v
00
m (t) ; w

�
; e

�
z
00
m (t) ; w

�
como

produtos internos do L2 (
) :

(ii) hAum (t) ; wi ; hAvm (t) ; wi e hAzm (t) ; wi

Notemos que:

A : W 1;p
0 (
)! W�1;p0 (
)

u 7�! Au
:
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Assim, tomando w 2 W 1;p
0 (
) ; as dualidades acima estão bem de�nidas, em particular,

para w 2 Vm:

(iii)


��u0m (t) ; w

�
;


��v0m (t) ; w

�
e


��z0m (t) ; w

�
Temos que:

�� : Hs
0 (
)! H�s (
)

u 7�! ��u
:

E sendo,

u
0

m (t) =
mX
i=1

g
0

im (t)wi 2 Vm � Hs
0 (
) ;

v
0

m (t) =
mX
i=1

h
0

im (t)wi 2 Vm � Hs
0 (
) ;

z
0

m (t) =
mX
i=1

l
0

im (t)wi 2 Vm � Hs
0 (
) ;

Com p > 2 , e w 2 Vm � W 1;p
0 (
) , daí faz sentido:D

��u0m (t) ; w
E
;
D
��v0m (t) ; w

E
e
D
��z0m (t) ; w

E
Além disso, pelo Teorema da Representação de Riesz para espaços Lp,

h��u0m (t) ; wi =
Z



��u0m (t) � wdx, w 2 Vm:

e do Teorema da Divergência de Gauss obtemos:

h��u0m (t) ; wi =
Z



��u0m (t) � w =
Z



ru0m (t)rw = ((u0m (t) ; w)) :

De maneira semelhante temos,

h��v0m (t) ; wi = ((v0m (t) ; w)) e h��z0m (t) ; wi = ((z0m (t) ; w)) :

(iv) (f1 (t) ; w) ; (f2 (t) ; w) e (f3 (t) ; w)
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Desde que w 2 Vm ,! Hs
0 (
) ,! L2 (
) ; tomando f1 (t) ; f2 (t) ; f3 (t) em L2 (
) ; é

possível realizar os produtos internos acima em L2 (
) :

(v)

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; w

�
;

�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jvm (t)j� vm (t) ; w

�
e 
�

jvm (t)j�+2 + jum (t)j�+2
�
jzm (t)j� zm (t) ; w

�
:

Das imersões de Sobolev, Teorema (1.24), temos:

W 1;p
0 (
) ,! Lr (
) ; 8 r tal que 1 � r � 3p

3� p
=: q ;

em particular,

W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) :

Assim, para � de�nido como no Lema 3 , temos � < q e, sendo 
 limitado,

Lq (
) ,! L� (
) : De onde segue,

W 1;p
0 (
) ,! L� (
) ; onde � < q:

Desta forma, pelo Teorema (1.26),�
L� (
)

�0
,! W�1;p0 (
) :

Agora, tomando � de acorto com o Lema 3, temos que
1

�
+
1

�
= 1: Obtemos assim:�

L� (
)
�0
= L� (
) :

Consequentemente,

L� (
) ,! W�1;p0 (
) :

Restando-nos apenas mostrar que:�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ;

�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jvm (t)j� vm (t)

e
�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

�
jzm (t)j� zm (t) 2 L� (
) :

Mas, um (t) ; vm (t) e zm (t) 2 W 1;p
0 (
) e, pela proposição (1:5) (ii) , foi mostrado

que nesta situação,
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�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ;

�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jvm (t)j� vm (t)

e
�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

�
jzm (t)j� zm (t) 2 L� (
) ;

onde,

L� (
) =
�
L� (
)

�0
,! W�1;p0 (
) :

Desde que w 2 W 1;p
0 (
) ; faz sentido as dualidades acima.

2.4 Existência de Soluções do Problema Aproximado

Queremos encontrar uma solução da forma (um (t) ; vm (t) ; zm (t)) em Vm tal que8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(u00m (t) ; w) + hAum (t) ; wi+ ((u0m (t) ; w))

+h
�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; wi = (f1 (t) ; w) ,8w 2 Vm

(v00m (t) ; w) + hAvm (t) ; wi+ ((v0m (t) ; w))

+h
�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jvm (t)j� vm (t) ; wi = (f2 (t) ; w) , 8w 2 Vm

(z00 (t) ; w) + hAzm (t) ; wi+ ((z0m (t) ; w))

+h
�
jvm (t)j�+2 + jum (t)j�+2

�
jzm (t)j� zm (t) ; wi = (f3 (t) ; w) , 8w 2 Vm:

com

um (0) = u0m ! u0 em W 1;p
0 (
) ; u0m (0) = u1m ! u1 em L2 (
) ;

vm (0) = v0m ! v0 em W 1;p
0 (
) ; v0m (0) = v1m ! v1 em L2 (
) ;

zm (0) = z0m ! z0 em W 1;p
0 (
) ; z0m (0) = z1m ! z1 em L2 (
) :

(2.7)

Logo, sendo um (t), vm (t) e zm (t) pertencentes a Vm temos :

um (t) =

mX
i=1

gim (t)wi, u0m (t) =
mX
i=1

�iwi, u1m (t) =
mX
i=1

�iwi

vm (t) =
mX
i=1

him (t)wi, v0m (t) =
mX
i=1

yiwi, v1m (t) =
mX
i=1

�iwi

zm (t) =

mX
i=1

lim (t)wi, zom (t) =
mX
i=1


iwi, z1m (t) =
mX
i=1

�iwi:
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Fazendo w = wj em (2.6) com j = 1; :::;m; obtemos que gim (t) ; him (t) e lim (t) devem ser

soluções do sistema:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

mX
i=1

g00im (t) (wi; wj) + hAum (t) ; wji+
mX
i=1

g0im (t) ((wi; wj))

+

*0@�����
mX
i=1

him (t)

�����
�+2

+

�����
mX
i=1

lim (t)wi

�����
�+2
1A�����

mX
i=1

gim (t)wi

�����
� mX
i=1

gim (t)wi; wj

+
= (f1 (t) ; wj) :

mX
i=1

h00im (t) (wi; wj) + hAvm (t) ; wji+
mX
i=1

l0im (t) ((wi; wj))

+

*0@�����
mX
i=1

gim (t)wi

�����
�+2

+

�����
mX
i=1

lim (t)wi

�����
�+2
1A�����

mX
i=1

him (t)wi

�����
� mX
i=1

him (t)wi; wj

+
= (f2 (t) ; wj) :

mX
i=1

l00im (t) (wi; wj) + hAvm (t) ; wji+
mX
i=1

l0im (t) ((wi; wj))

+

*0@�����
mX
i=1

him (t)wi

�����
�+2

+

�����
mX
i=1

gim (t)wi

�����
1A�+2 �����

mX
i=1

lim (t)wi

�����
� mX
i=1

lim (t)wi; wj

+
= (f3 (t) ; wj) ;

8j = 1; :::;m:

gim (0) = �i e g0im (0) = �i, i = 1; :::;m

him (0) = yi e h0im (0) = �i, i = 1; :::;m

lim (0) = 
i e l0im (0) = �i, i = 1; :::;m:
(2.8)

Se,

� C = [(wi; wj)]m�m ; que é a matriz identidade de ordem m;

� B = [((wi; wj))]m�m ;

� Y = [g1m; :::; gmm]
� ;

� H = [h1m; :::; hmm]
� ;

� L = [l1m; :::lmm]
� ;

� F = [(f1 (t) ; w1) ; :::; (f1 (t) ; wm)]
� ;
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� G = [(f2 (t) ; w1) ; :::; (f2 (t) ; wm)]
� ;

� M = [(f3 (t) ; w1) ; :::; (f3 (t) ; wm)]
� :

O sistema (2.8) assume a forma:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Y 00 +BY 0 = F � hAum (t) ; wji�*0@�����
mX
i=1

him (t)wi

�����
�+2

+

�����
mX
i=1

lim (t)wi

�����
�+2
1A�����

mX
i=1

gim (t)wi

�����
� mX
i=1

gim (t)wi; wj

+
H 00 +BH 0 = G� hAvm (t) ; wji�*0@�����

mX
i=1

gim (t)wi

�����
�+2

+

�����
mX
i=1

lim (t)wi

�����
�+2
1A�����

mX
i=1

him (t)wi

�����
� mX
i=1

him (t)wi; wj

+
L00 +BL0 =M � hAzm (t) ; wji�*0@�����

mX
i=1

him (t)wi

�����
�+2

+

�����
mX
i=1

gim (t)wi

�����
1A�+2 �����

mX
i=1

lim (t)wi

�����
� mX
i=1

lim (t)wi; wj

+
Y (0) = Y (0) , Y 0 (0) = Y1

H (0) = H0 , H 0 (0) = H1

L (0) = L0 , L0 (0) = L1:

(2.9)

Considerando:

Z =

24Y
Y 0

35
2m�1

, D =

240 I

0 �B

35
2m�2m

W =

24H
H 0

35
2m�1

, N =

24L
L0

35
2m�1

;

E =

2664 0"
F � hAum (t) ; wji �

* ���� mP
i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+#3775

P =

26664
024G� hAvm (t) ; wji �* ���� mP

i=1

gim (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

����
!�+2 ���� mP

i=1

him (t)wi

����� mP
i=1

him (t)wi; wj

+35
37775
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Q =

26664
024M � hAzm (t) ; wji �

* ���� mP
i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

gim (t)wi

����
!�+2 ���� mP

i=1

lim (t)wi

����� mP
i=1

lim (t)wi; wj

+35
37775 ;

(2.10)

onde 0 é a matriz nula de ordem m�m; 0 é a matriz nula de ordem m� 1; e C neste

caso especí�co; denota a matriz identidade de ordem m; e E; P e Q são matrizes de ordem

2m� 1;

o sistema (2.9) assume a forma:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z 0 = �(t; Z) = DZ + E

W 0 =  (t;W ) = DW + P

N 0 = U (t; N) = DN +Q

Z (0) =

24Y (0)
Y 0 (0)

35 =
24Y0
Y1

35 = Z0

W (0) =

24H (0)
H 0 (0)

35 =
24H0

H1

35 = W0

N (0) =

24L (0)
L0 (0)

35 =
24L0
L1

35 = N0

(2.11)

(a) Fixado Z, as matrizes D e E são mensuráveis já que hAum (t) ; wji e* ���� mP
i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+

são mensuráveis, daí, �xado Z tem-se que � (t; Z) é mensurável, pois f(f1 (t) ; wj)gmj=1
são mensuráveis, ja que f 2 L2 (
).

(b) Fixado t, vamos analisar a continuidade de � (t; Z) = DZ + E:

(i) Análise de DZ:
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Notemos que:

DZ =

24 Y
0

�BY 0

35
2m�1

:

Consideremos as aplicações:

� Projeção, � : R2m ! Rm; dada por �(Z) = Y
0
;

� � : R2m ! Rm; dada por � (Z) = �BY 0
:

Assim, � (Z) = �B�(Z) :

Como a aplicação projeção é contínua, temos que,

k�(Z)km � C kZk2m :

Logo,

k� (Z)km = k�B�(Z)km � C k�Bk kZk2m :

Desta forma, � é contínua, daí DZ também o é.

(ii) Análise de E:

Observemos que,

A : W 1;p
0 (
) �! W�1;p0 (
)

um (t) 7�! Aum (t) : W
1;p
0 (
) �! R

wi 7�! hAum (t) ; wii :

Agora consideremos as aplicações:

� T : Rm ! Vm; dada por T (y) =
mP
i=1

yjwj = u; onde y = (y1; :::; ym) :Então T é

contínua, pois é a aplicação linear em espaço de dimensão �nita.

� ' : Rm ! R; dada por ' (y) = hAum (t) ; ui :

Temos que:

Rm T�! Vm � W 1;p
0 (
)

Aum(t)�! R;

ou seja,

' = Aum (t) � T:
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Com efeito,

(Aum (t) � T ) (y) = Aum (t) (u) = hAum (t) ; ui = ' (y) :

Temos assim que ' é contínua, pois é a composição de funções contínuas.

Por outro lado, desde que
mP
i=1

gim (t)wi;
mP
i=1

him (t)wi e
mP
i=1

lim (t)wi são funções lineares

em dimensão �nita, são contínuas, daí,���� mP
i=1

gim (t)wi

����� ; ���� mP
i=1

him (t)wi

�����+2 e ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
são contínuas. Logo, segue que:* ���� mP

i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+

é contínua, assim temos a continuidade de E:

Portanto para t �xo, � (t; Z) é contínua, ja que é soma de funções contínuas.

Analogamente mostrar-se a mensurabilidade e continuidade em 	(t;W ) e U (t; N) :

(c) Temos que � : R2m+1 ! R2m:

Consideremos K um compacto de R2m+1. Como DZ e* ���� mP
i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+

são contínuas, existem constantes O e U , tais que

kDZk2m � O;

e �����
* ���� mP

i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+����� � U:

Além disso, considerando em Rm a norma do maximo, isto é,

kFkm = max fj(f1 (t) ; wi)jg ; i = 1; :::;m;
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podemos supor, sem perda de generalidade, que:

kFkm = j(f1 (t) ; wi)j :

Vejamos também que:

jhAum (t) ; wiij � kAum (t)kW�1;p0 kwik0 � R; sendo R constante,

e dessa forma,

kEk2m =
�����F � hAum (t) ; wji �

* ���� mP
i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+�����
� kFkm + jhAum (t) ; wjij+

+

�����
* ���� mP

i=1

him (t)wi

�����+2 + ���� mP
i=1

lim (t)wi

�����+2
!���� mP

i=1

gim (t)wi

����� mP
i=1

gim (t)wi; wj

+�����
� j(f1 (t) ; wi)j+R + U � jf1 (t)j kwik0 +R + U � jf1 (t)j2

2
+
kwik20
2

+R + U � jf1 (t)j2 + C:

Logo,

j� (t; Z)j � jDZ + Ej � jDZj+ jEj � O + C + jf1 (t)j2 = �1 (t) :

Analogamente à análise de � (t; Z), mostra-se (a) ; (b) e (c) para  (t;W ) e U (t; N), onde
em (c), temos

j (t;W )j � jDW + P j � jDW j+ jP j � �O + C + jf2 (t)j2 � �2 (t) ;

e

jU (t; N)j � jDN + P j � jDN j+ jQj � ~O + C + jf3 (t)j2 � �3 (t) :

onde C, O; �O e ~O são constantes.

Como f1 (t), f2 (t) e f3 (t) 2 L2 (
), segue que jf1 (t)j2 ; jf2 (t)j2 e jf3 (t)j2 2 L1 (
) :

De fato, como fi (t) 2 L2 (
) ; onde i = 1; 2; 3, temos:

jfij =
�Z




jfi (t)j2
� 1

2

) jfij2 =
Z



jfi (t)j2 dt; onde i = 1; 2; 3:
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Consequentemente �1 (t) ; �2 (t) e �3 (t) também são integráveis.

Agora consideramos

X =

26664
Z

W

N

37775 ; então X (0) =
26664
Z0

W0

N0

37775
e

X 0 =

26664
Z 0

W 0

N 0

37775 :
Daí, temos o Problema de Valor Inicial:

8>>>>>><>>>>>>:
X 0 = � (t;X) =

26664
� (t; Z)

� (t;W )

� (t; N)

37775
X (0) = X0:

: (2.12)

Note que das conclusões obtidas de (a) ; (b) e (c) ;podemos concluir que:

(a0) X, �xo, � (t;X) é mensurável, pois � (t; Z),  (t;W ) e U (t; N) são mensuráveis;

(b0) t �xo, temos que � (t;X) é contínua, pois � (t; Z),  (t;W ) e U (t; N) são contínuas;

(c0) Dado um compacto K 0, temos que

j� (t;X)j � �1 (t) + �2 (t) + �3 (t) = �4 (t)

é integrável, uma vez que �1 (t), �2 (t) e �3 (t) o são.

Portanto, o sistema (2.6) satisfaz as condições de Caratheodory, logo, pelo Teorema

(1:10) existe uma solução um (t), vm (t) e zm (t) em [0; tm), tm < T , satisfazendo (2.6).
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2.5 Estimativas a Priori

A seguir temos como objetivo estender as soluções obtidas na seção anterior ao intervalo

[0; T ] ; obtendo estimativas que indeependem de m e de t:

2.5.1 Estimativas I

Consideremos w = u
0
m (t) ; na primeira equação de (2.6), daí segue que:8<: (u00m (t) ; u

0
m (t)) + hAum (t) ; u0m (t)i+ ((u0m (t) ; u0m (t)))+

+

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; u0m (t)

�
= (f1 (t) ; u

0
m (t)) :

(2.13)

Notemos que

� (u00m (t) ; u0m (t)) =
1

2

d

dt
ju0m (t)j

2;

� hAum (t) ; u0m (t)i =
1

p

d

dt
kum (t)kp0;

� ((u0m (t) ; u0m (t))) = ku0m (t)k
2;

�

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; u0m (t)

�
=

=
1

�+ 2

Z



�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jum (t)j�+2 dx:

Substituindo estas identi�cações em (2.13) obtemos:

1

2

d

dt
ju0m (t)j

2
+
1

p

d

dt
kum (t)kp0 + ku0m (t)k

2
+

1

�+ 2

Z



�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jum (t)j�+2 dx =

(2.14)

= (f1 (t) ; u
0
m (t)) � j(f1 (t) ; u0m (t))j � jf1 (t)j ju0m (t)j

Analogamente, fazendo w = v0m (t) e w = z0m (t), respectivamente, nas outras duas equações

dos sistema (2.6), tem-se:8<: (v00m (t) ; v
0
m (t)) + hAvm (t) ; v0m (t)i+ ((v0m (t) ; v0m (t)))+

+

�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jvm (t)j� vm (t) ; v0m (t)

�
= (f2 (t) ; v

0
m (t))
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e 8<: (z00m (t) ; z
0
m (t)) + hAzm (t) ; z0m (t)i+ ((z0m (t) ; z0m (t)))+

+

�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

�
jzm (t)j� zm (t) ; z0m (t)

�
= (f3 (t) ; z

0
m (t)) :

Substituindo as identi�cações dadas, nestas equações temos:

1

2

d

dt
jv0m (t)j+

1

p

d

dt
kvm (t)k�0 + kv0m (t)k

2
+

1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jvm (t)j�+2 dx

(2.15)

= (f2 (t) ; v
0
m (t)) � j(f2 (t) ; v0m (t))j � jf2 (t)j jv0m (t)j

e

1

2

d

dt
jz0m (t)j+

1

p

d

dt
kzm (t)k�0 + kz0m (t)k

2
+

1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

� d
dt
jzm (t)j�+2 dx

(2.16)

= (f3 (t) ; z
0
m (t)) � j(f3 (t) ; v0m (t))j � jf3 (t)j jz0m (t)j

Somando (2.14), (2.15) e (2.16), obtemos:

1

2

d

dt
ju0m (t)j

2
+
1

p

d

dt
kum (t)kp0 + ku0m (t)k

2
+

1

�+ 2

Z



�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jum (t)j�+2

(2.17)

+
1

2

d

dt
jv0m (t)j+

1

p

d

dt
kvm (t)kp0 + kv0m (t)k

2
+

1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jvm (t)j�+2

+
1

2

d

dt
jz0m (t)j+

1

p

d

dt
kzm (t)kp0 + kz0m (t)k

2
+

1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

� d
dt
jzm (t)j�+2 dx

= (f1 (t) ; u
0
m (t)) + (f2 (t) ; v

0
m (t)) + (f3 (t) ; z

0
m (t)) � j(f1 (t) ; u0m (t))j j(f2 (t) ; v0m (t))j j(f3 (t) ; z0m (t))j
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Observando que

1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jum (t)j�+2 dx+

+
1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

� d
dt
jvm (t)j�+2 dx+

+
1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2

� d
dt
jzm (t)j�+2 dx =

=
1

�+ 2

Z



�
jum (t)j�+2 jvm (t)j�+2 + jum (t)j�+2 jzm (t)j�+2 + jvm (t)j�+2 jzm (t)j�+2

�
dx =

=
1

�+ 2

Z



�
d

dt
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 +

d

dt
kum (t) zm (t)k�+2L�+2 +

d

dt
kvm (t) zm (t)k�+2L�+2

�
:

Resulta de (2.17)

1

2

d

dt
ju0m (t)j+

1

2

d

dt
jv0m (t)j+

1

2

d

dt
jz0m (t)j+

1

p

d

dt
kum (t)kp0 +

1

p

d

dt
kvm (t)kp0+ (2.18)

+
1

p

d

dt
kzm (t)kp0 + ku0m (t)k

2
+ kv0m (t)k

2
+ kz0m (t)k

2
+

+
1

�+ 2

�
d

dt
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 +

d

dt
kum (t) zm (t)k�+2L�+2 +

d

dt
kvm (t) zm (t)k�+2L�+2

�
�

� j(f1 (t) ; u0m (t))j+ j(f2 (t) ; v0m (t))j+ j(f3 (t) ; z0m (t))j

Intregrando (2.18) de 0 à t, com t < tm, obtem-se:

1

2
ju0m (t)j+

1

2
jv0m (t)j+

1

2
jz0m (t)j+

1

p
kum (t)kp0 +

1

p
kvm (t)kp0 +

1

p
kzm (t)kp0+ (2.19)

+

Z t

0

ku0m (s)k
2
ds+

Z t

0

kv0m (s)k
2
ds+

Z t

0

kz0m (s)k
2
ds

+
1

�+ 2

�
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 + kum (t) zm (t)k

�+2
L�+2 + kvm (t) zm (t)k

�+2
L�+2

�
�

� 1

2

���u0m (0)���2 + 12 ���v0m (0)���2 + 12 ���z0m (0)���2+
1

2

Z t

0

�����f1 (s) ; u0m (s)����+ ����f2 (s) ; v0m (s)����+ ����f3 (s) ; z0m (s)����� ds+ (2.20)

+
1

�+ 2

�
kum (0) vm (0)k�+2L�+2 + kum (0) zm (0)k

�+2
L�+2 + kvm (0) zm (0)k

�+2
L�+2

�
+

+
1

p
kum (0)kp0 +

1

p
kvm (0)kp0 +

1

p
kzm (0)kp0 :
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Observemos também que, usando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young emZ t

0

����f1 (s) ; u0m (s)���� ds; Z t

0

����f2 (s) ; v0m (s)���� ds e
Z t

0

����f3 (s) ; z0m (s)���� ds;
encontramos:

�
Z t

0

����f1 (s) ; u0m (s)���� ds � Z t

0

jf1 (s)j
���u0m (s)��� ds � C:

Z t

0

jf1 (s)j



u0m (s)


 ds

� C2

2

Z T

0

jf1 (t)j2 dt+
1

2

Z t

0




u0m (s)


2 ds

�
Z t

0

����f2 (s) ; v0m (s)���� ds � Z t

0

jf2 (s)j
���v0m (s)��� ds � C:

Z t

0

jf2 (s)j



v0m (s)


 ds

� C2

2

Z T

0

jf2 (t)j2 dt+
1

2

Z t

0




v0m (s)


2 ds

�
Z t

0

����f3 (s) ; z0m (s)���� ds � Z t

0

jf3 (s)j
���z0m (s)��� ds � C:

Z t

0

jf3 (s)j



z0m (s)


 ds

� C2

2

Z T

0

jf3 (t)j2 dt+
1

2

Z t

0




z0m (s)


2 ds
Daí, substituindo em (2:19) temos:

1

2
ju0m (t)j+

1

2
jv0m (t)j+

1

2
jz0m (t)j+

1

p
kum (t)kp0 +

1

p
kvm (t)kp0 +

1

p
kzm (t)kp0+ (2.21)

+

Z t

0

ku0m (s)k
2
ds+

Z t

0

kv0m (s)k
2
ds+

Z t

0

kz0m (s)k
2
ds+

+
1

�+ 2

�
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 + kum (t) zm (t)k

�+2
L�+2 + kvm (t) zm (t)k

�+2
L�+2

�
�

� C2

2

Z T

0

jf1 (t)j2 dt+
1

2

Z t

0




u0m (s)


2 ds+ C2

2

Z T

0

jf2 (t)j2 dt+
1

2

Z t

0




v0m (s)


2 ds+
+
C2

2

Z T

0

jf3 (t)j2 dt+
1

2

Z t

0




z0m (s)


2 ds+ 12 ���u0m (0)���2 + 12 ���v0m (0)���2 + 12 ���z0m (0)���2+
+

1

�+ 2

�
kum (0) vm (0)k�+2L�+2 + kum (0) zm (0)k

�+2
L�+2 + kvm (0) zm (0)k

�+2
L�+2

�
+

+
1

p
kum (0)kp0 +

1

p
kvm (0)kp0 +

1

p
kzm (0)kp0 :
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De onde segue-se que:

1

2
ju0m (t)j+

1

2
jv0m (t)j+

1

2
jz0m (t)j+

1

p
kum (t)kp0 +

1

p
kvm (t)kp0 +

1

p
kzm (t)kp0+ (2.22)

+
1

2

Z t

0

ku0m (s)k
2
ds+

1

2

Z t

0

kv0m (s)k
2
ds+

1

2

Z t

0

kz0m (s)k
2
ds+

+
1

�+ 2

�
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 + kum (t) zm (t)k

�+2
L�+2 + kvm (t) zm (t)k

�+2
L�+2

�
� 1

2

���u0m (0)���2 + 12 ���v0m (0)���2 + 12 ���z0m (0)���2 + 1p kum (0)kp0 + 1p kvm (0)kp0 + 1p kzm (0)kp0
+

1

�+ 2

�
kum (0) vm (0)k�+2L�+2 + kum (0) zm (0)k

�+2
L�+2 + kvm (0) zm (0)k

�+2
L�+2

�
+
C2

2

Z T

0

jf1 (t)j2 dt+
C2

2

Z T

0

jf2 (t)j2 dt+
C2

2

Z T

0

jf3 (t)j2 dt:

Agora, recordaremos os dados que constituem o Teorema de Existência. Temos:

I) f1; f2; f3 2 L2 (0; T; L2 (
));

II) um (0)! u1, vm (0)! v0 e zm (0)! z0 em W 1;p
0 (
);

III) u0m (0)! u1, v0m (0)! v1 e z0m (0)! z1 em L2 (
) :

e,onsequentemente,Z T

0

�
jf1 (t)j2 + jf2 (t)j2 + jf3 (t)j2

�
dt é limitada;

kum (0)k0 � C, kvm (0)k0 � C e kzm (0)k0 � C;8m; (2.23)

ju0m (0)j � C, jv0m (0)j � C e jz0m (0)j � C;8m:

Além disso, pela Proposição 1:5 (i) ; temos que um (t) vm (t) ; um (t) zm (t) e

vm (t) zm (t) 2 L�+2 (
) ;

portanto:

� 1

�+ 2
kum (0) vm (0)k�+2L�+2(
) � C :

De fato,

2 (�+ 2) <
12p

3p� 2 <
3p

3� p
; temos W 1;p

0 (
) ,! L2(�+2) (
) :

45



Logo,

kum (0) vm (0)k�+2L�+2(
) =

Z



jum (0) vm (0)j�+2 dx �
�Z




jum (0)j2(�+2) dx
� 1

2

�
�Z




jvm (0)j2(�+2) dx
� 1

2

= kum (0)k�+2L�+2(
) � kvm (0)k
�+2
L�+2(
) � C1 kum (0)k�+20 � C2 kvm (0)k�+20 � C:

Diante destes fatos, podemos escrever (2:19) da seguinte maneira:

1

2
ju0m (t)j

2
+
1

2
jv0m (t)j

2
+
1

2
jz0m (t)j

2
+
1

p
kum (t)kp0 +

1

p
kvm (t)kp0 +

1

p
kzm (t)kp0+ (2.24)

+
1

2

Z t

0

ku0m (s)k
2
ds+

1

2

Z t

0

kv0m (s)k
2
ds+

1

2

Z t

0

kz0m (s)k
2
ds+

+
1

�+ 2

�
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 + kum (t) zm (t)k

�+2
L�+2 + kvm (t) zm (t)k

�+2
L�+2

�
� C

onde C é uma constante independente de m e de t 2 [0; tm[:

Desta forma, as funções um (t) ; vm (t) e zm (t) podem ser estendidas como uma solução

do problema aproximado para todo o intervalo [0; T ] : Ou seja,

1

2
ju0m (t)j

2
+
1

2
jv0m (t)j

2
+
1

2
jz0m (t)j

2
+
1

p
kum (t)kp0 +

1

p
kvm (t)kp0 +

1

p
kzm (t)kp0+ (2.25)

+
1

2

Z t

0

ku0m (s)k
2
ds+

1

2

Z t

0

kv0m (s)k
2
ds+

1

2

Z t

0

kz0m (s)k
2
ds+

+
1

�+ 2

�
kum (t) vm (t)k�+2L�+2 + kum (t) zm (t)k

�+2
L�+2 + kvm (t) zm (t)k

�+2
L�+2

�
� C; 8 t 2 [0; T ]

De (2:25) ainda deduzimos que:

� (um)m ; (vm)m e (zm)m são sequências limitadas em L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
.

De fato,

kum (t)k0 � C ) sup esst2[0;T ] kum (t)k0 � C:

Desta forma,

kum (t)kL1(0;T ;W 1;p
0 (
)) � C; 8 m 2 N: (2.26)
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Analogamente,

kvm (t)kL1(0;T ;W 1;p
0 (
)) � C; 8 m 2 N: (2.27)

e

kzm (t)kL1(0;T ;W 1;p
0 (
)) � C; 8 m 2 N: (2.28)

�
�
u
0
m

�
m
;
�
v
0
m

�
m
e
�
z
0
m

�
m
são sequências limitadas em L1 (0; T ;L2 (
)) :

Com efeito, ���u0m (t)���2 � C ) sup esst 2[0;T ]

���u0m (t)���2 � C:

Logo, 


u0m (t)



L1(0;T ;L2(
))

� C; 8 m 2 N: (2.29)

Da mesma forma temos,


v0m (t)



L1(0;T ;L2(
))

� C; 8 m 2 N; (2.30)

e 


z0m (t)



L1(0;T ;L2(
))

� C; 8 m 2 N: (2.31)

�
�
u
0
m

�
m
;
�
v
0
m

�
m
e
�
z
0
m

�
m
são sequências limitadas em L2 (0; T ;H1

0 (
)) :

De fato, desde que Z T

0




u0m (t)


2 dt � C; 8 m 2 N:

então 


u0m



L2(0;T ;H1

0 (
))
� C; 8 m 2 N: (2.32)

Analogamente, 


v0m



L2(0;T ;H1

0 (
))
� C; 8 m 2 N: (2.33)

e 


z0m



L2(0;T ;H1

0 (
))
� C; 8 m 2 N: (2.34)

� (umvm) é uma sequência limitada em L1 (0; T ;L�+2 (
)) :
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De fato, pela Proposição 1:5 (i) um (t) vm (t) 2 L�+2 (
) ; já mostramos anteriormente

que W 1;p
0 (
) ,! L2(�+2) (
) : Logo,

kum (t) vm (t)k�+2L�+2(
) �
�Z




jum (t)j2(�+2) dx
� 1

2

:

�Z



jvm (t)j2(�+2) dx
� 1

2

=

= kum (t)k�+2L�+2(
) : kvm (t)k
�+2
L�+2(
) � C1 kum (t)k�+20 :C2 kvm (t)k�+20 � C:

Assim,

kum (t) vm (t)kL1(0;T ;L�+2(
)) � C; 8 m 2 N: (2.35)

Além disso, temos também que:

� (Aum) ; (Avm) e (Azm) são seqüências limitadas em L1
�
0; T ;W�1;p0 (
)

�
:

Desde que o operador p-Laplaciano, A : W 1;p
0 (
)! W�1;p0 (
) é um operador limitado,

( consultar Apêndice ), temos:

kAum (t)kW�1;p0 (
)
� C ) sup esst 2[0;T ] kAum (t)k

W�1;p0 (
)
� C:

Logo,

kAumkL1(0;T ;W�1;p0 (
))
� C; 8 m 2 N: (2.36)

Analogamente temos,

kAvmkL1(0;T ;W�1;p0 (
))
� C; 8 m 2 N: (2.37)

e

kAzmkL1(0;T ;W�1;p0 (
))
� C; 8 m 2 N: (2.38)

�
�
jumj�+2 + jvmj�+2

�
jzmj� zm;

�
jvmj�+2 + jzmj�+2

�
jumj� um e�

jumj�+2 + jzmj�+2
�
jvmj� vm são sequëncias limitadas em L1

�
0; T ;L� (
)

�
:

De fato, pela proposição (1:5) (ii) ; temos:

jum (t)j�+2 jvm (t)j vm (t)

L�(
) � C;

Daí, 

�jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jvm (t)j� vm (t)

L�(
) � C )

sup esst 2[0;T ]


�jumj�+2 + jzmj�+2� jvmj� vm

L�(
) � C:
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Consequentemente,

�jum (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jvm (t)j� vm (t)

L1(0;T ;L�(
)) � C: (2.39)

Também, 

�jum (t)j�+2 + jvm (t)j�+2� jzm (t)j� zm (t)

L1(0;T ;L�(
)) � C: (2.40)

e 

�jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um (t)

L1(0;T ;L�(
)) � C: (2.41)

2.5.2 Estimativas II

Necessitamos agora de limitações para u
00
m; v

00
m e z

00
m : Para isto, consideremos o operador

projeção Pm : L2 (
)! Vm � L2 (
) :

sendo

Pm (h) =
mX
j=1

(h;wj)wj;

e observamos que o operador Pm goza das seguintes propriedades:

a) Pm 2 L (L2 (
)) e Pm = P �m; onde � denota a adjunta de Pm;

b) Pm 2 L (Hs
0 (
)) ;

c) Pm (w) = w; 8 w 2 Vm:

De fato:

a) � Pm é linear.

Sejam h1; h2 2 L2 (
) e � 2 R: Então:

Pm (�h1 + h2) =

mX
j=1

(�h1 + h2; wj)wj =

mX
j=1

[ (�h1; wj)wj + (h2; wj)wj]:

Assim,

Pm (�h1 + h2) =

m

�
X
j=1

(h1; wj)wj +

mX
j=1

(h2; wj)wj = �Pm (h1) + Pm (h2)

� Pm = P �m :
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Sejam h1; h2 2 L2 (
) : Então:

(Pm (h1) ; h2) =

 
mX
j=1

(h1; wj)wj; h2

!
=

mX
j=1

((h1; wj)wj; h2) =

mX
j=1

(h1; wj) (wj; h2) =

(2.42)

=
mX
j=1

(h1; (h2; wj)wj) =

 
h1;

mX
j=1

(h2; wj)wj

!
= (h1; Pm (h2)) :

Como (Pm (h1) ; h2) = (h1; Pm (h2)) ; temos que Pm é auto-adjunto, logo, Pm = P �m:

Pelo Teorema (1:11) (Hellinger � Toeplitz) ; Pm é limitado. Desta forma,

Pm 2 L (L2 (
)) :

b) Consideremos as seguintes aplicações:

� Inclusão, i : Hs
0 (
)! L2 (
) ; tal que i (u) = u;

� Projeção, � : L2 (
)! Hs
0 (
) ; tal que �(v) = v;

� Composição, P : Hs
0 (
)! Hs

0 (
) ;tal que P (u) = (� � Pm � i) (u) :

Esquematizando temos o seguinte diagrama:

L2 (
)
Pm�! L2 (
)

i " # �

Hs
0 (
)

P�! Hs
0 (
)

onde notamos que se que, dado u 2 Hs
0 (
) ; então:

P (u) = (� � Pm � i) (u) = � (Pm (i (u))) = � (Pm (u)) :

o que acarreta:

P (u) = �

 
mX
j=1

(u;wj)wj

!
=

mX
j=1

(u;wj)wj = Pm (u) :

Ou seja, com P composição de aplicações contínuas, P é contínua. Além disso, podemos

identi�car P com Pm: Desta forma
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Pm 2 L (Hs
0 (
)) :

c) Seja w 2 Vm: Então, w =
mP
i=1

Ciwi:

Assim,

Pm (w) = Pm

 
mX
i=1

Ciwi

!
=

mX
i=1

CiPm(wi) =

mX
i=1

Ci

mX
i=1

(wi; wj)wj:

Logo,

Pm (w) =
mX
i=1

Ciwi = w�

Considerando a primeira equação aproximada do sistema (2:7) que é dada por:

(u00m (t) ; w) + hAum (t) ; wi+ ((u0m (t) ; w)) +

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; w

�
=

= (f1 (t) ; w) ; 8 w 2 Vm ;

a qual é equivalente a

(u00m (t) ; w) + hAum (t) ; wi � h�u0m (t) ; wi+

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um (t) ; w

�
= (f1 (t) ; w) ; 8 w 2 Vm :

Pelas imersões de Sobolev, temos:

Hs
0 (
) ,! W 1;p

0 (
) ,! H1
0 (
) ,! L2 (
) ,! H�1 (
) ,! W�1;p0 (
) ,! H�s (
) ;

e, se representarmos h ; i a dualidade H�s �H1
0 ; a última equação assume a forma:

hu00m (t) + Aum (t)��u0m (t) +
�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um � f1 (t) ; wi = 0

8 w 2 Vm:

e como Pm (w) = w; 8w 2 Vm; então

hu00m (t) + Aum (t)��u0m (t) +
�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um � f1 (t) ; Pm (w)i = 0

8 w 2 Vm:
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Desde que Pm é auto-adjunto,então:

P �m
�
u00m (t) + Aum (t)��u0m (t) +

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um � f1 (t)

�
; w
�
= 0

8 w 2 Vm :

Desta igualdade temos:

P �m
�
u00m (t) + Aum (t)��u0m (t) +

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um � f1 (t)

�
2 (Vm)?:

Sendo w 2 Vm e Vm � Hs
0 (
) ; podemos estender w para todo Hs

0 (
) : Logo,

8 w 2 Hs
0 (
) ; temos:


P �m
�
u00m (t) + Aum (t)��u0m (t) +

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um � f1 (t)

�
; w
�
= 0:

Desta forma,

P �m 2 (Hs
0 (
))

0
= H�s (
) ;

assim,

P �m
�
u00m (t) + Aum (t)��u0m (t) +

�
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um � f1 (t)

�
= 0; emH�s (
) :

Como P �m é linear, e u
00
m (t) 2 Vm ; segue-se por extensão via Teorema de Hahn-Banach,

que:

u00m (t) = �P �m (Aum (t))+P �m (�u0m (t))�P �m
��
jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2

�
jum (t)j� um

�
+P �m (f1 (t))

em H�s (
) :

Daí, se aplicarmos a norma em ambos os lados da igualdade acima temos:

ku00m (t)kH�s(
) � kP �m (Aum (t))kH�s(
) + kP �m (�u0m (t))kH�s(
) + kP �m (f1 (t))kH�s(
)+

(2.43)

+


P �m ��jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um�

H�s(
)

:

Analisaremos agora cada termo do segundo membro da desigualdade obtida em (2:43).
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� kP �m (Aum (t))kH�s(
)

Como Pm 2 L (Hs
0 (
)) ; então P �m 2 L (H�s (
)) : Além disso, sabemos que

W�1;p0 (
) ,! H�s (
) : Logo,

Hs
0 (
)

Pm�! Hs
0 (
) ,! W�1;p0 (
) :

Por outro lado,

W�1;p0 (
)
i�! H�s (
)

P � & . P �m

H�s (
)

onde i é a aplicação inclusão, i : W�1;p0 (
)! H�s (
) ; tal que i (u) = u:

Portanto, dado w 2 W�1;p0 (
) ; temos:

P � (w) = (P �m � i) (w) = P �m (i (w)) = P �m (w) ;

que é contínua. Assim, fazendo P � � P �m ; obtemos que:

P �m 2 L
�
W�1;p0 (
) ; H�s (
)

�
:

Desta forma,

kP �m (Aum (t))kH�s(
) � C kAum (t)kW�1;p0 (
) � C kumkp�10 :

E como (um)m é limitada em L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
; resultando assim que:

kP �m (Aum (t))kH�s(
) � C: (2.44)

� kP �m (�u0m (t))kH�s(
)

De maneira análoga, temos:

Como P �m 2 L (H�s (
)) e H�1 (
) ,! H�s (
), segue que P �m 2 L (H�1 (
) ; H�s (
)) :

Logo,

kP �m (�u0m (t))kH�s(
) � C k�u0m (t)kH�1(
) � C ku0m (t)k :

Tendo em vista que
�
u
0
m

�
m
é limitada em L2 (0; T ;H1

0 (
)) ; segue que:

kP �m (�u0m (t))kH�s(
) � C: (2.45)
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� kP �m (f1 (t))kH�s(
)

Com o raciocínio semelhante, tem-se:

L2 (
)
i�! H�s (
)

P � & . P �m

H�s (
)

Logo,

P �m 2 L
�
L2 (
) ; H�s (
)

�
:

Conseqüentemente,

kP �m (f1 (t))kH�s(
) � C: jf1 (t)j � C; visto que, f1 (t) 2 L2 (
) : (2.46)

�


P �m ��jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um�

H�s(
)

Com o mesmo raciocínio,

Hs
0 (
)

Pm�! Hs
0 (
) ,! L� (
) :

Por outro lado,

L� (
)
i�! H�s (
)

P � & . P �m

H�s (
)

Fazendo, P � � P �m; temos que:

P �m 2 L
�
L� (
) ; H�s (
)

�
:

De onde segue:



P �m(�jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um

H�s(
)
� C



�jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um

L�(
)
(2.47)
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Resulta das limitações obtidas de (2:44) à (2:47) ; aplicadas na expressão dada em (2:43)

que:

ku00m (t)kH�s(
) � C; onde C > 0: (2.48)

Portanto, �
u
00

m

�
m
é limitada em L2

�
0; T ;H�s (
)

�
(2.49)

Com o mesmo raciocínio nas equações aproximadas do sistema (2:7) obtemos também,

kv00m (t)kH�s(
) � C; e kz00m (t)kH�s(
) � C; ondeC > 0:

De onde resulta que �
v
00

m

�
m
é limitada em L2

�
0; T ;H�s (
)

�
(2.50)�

z
00

m

�
m
é limitada em L2

�
0; T ;H�s (
)

�
: (2.51)

2.6 Passagem ao limite

Considerando X um espaço de Banach re�exivo, temos que

L1 (0; T ;X) =
�
L1
�
0; T ;X

0
��0

; L2 (0; T ;X) =
�
L2
�
0; T ;X

0
��0

:

Como os espaços L1
�
0; T ;X

0�
e L2

�
0; T ;X

0�
são separáveis, e das limitações obtidas

de (2:26) à (2:41) ; e de (2:49) ; (2:50) e (2:51), tem-se do Teorema de Banach-Alaoglu-

Bourbaki a existência de subsequências (u�)� ; (v�)� ; (z�)� de (um)m ; (vm)m ; (zm)m ;

respectivamente, tais que:

u�
�
* u; v�

�
* v; z�

�
* z em L1

�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
; (2.52)

u
0

�
�
* �1; v

0

�
�
* �2; z

0

�
�
* �3 em L1

�
0; T ;L2 (
)

�
; (2.53)

u
0

� * �1; v
0

� * �2; z
0

� * �3 em L2
�
0; T ;H1

0 (
)
�
; (2.54)

u�v�
�
* 
1; z�v�

�
* 
2; u�z�

�
* 
3 em L1

�
0; T ;L�+2 (
)

�
; (2.55)
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Au�
�
* �; Av�

�
* �; Az�

�
* � em L1

�
0; T ;W�1;p0 (
)

�
; (2.56)

u
00

� * �1; v
00

� * �2; z
00

� * �3 em L2
�
0; T ;H�s (
)

�
; (2.57)�

jvmj�+2 + jzmj�+2
�
jumj� um

�
* � em L1

�
0; T ;L� (
)

�
; (2.58)�

jumj�+2 + jzmj�+2
�
jvmj� vm

�
* � em L1

�
0; T ;L� (
)

�
; (2.59)�

jumj�+2 + jvmj�+2
�
jzmj� zm

�
* � em L1

�
0; T ;L� (
)

�
: (2.60)

Tendo em vista as inclusões,

L1
�
0; T ;L2 (
)

�
� D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
e L2

�
0; T ;H1

0 (
)
�
� L2

�
0; T ;L2 (
)

�
� D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
;

e passando as convergências (2.53) e (2.54) para o sentido de D
0
(0; T ;L2 (
)) ; obtemos

u
0

�
�
* �1 e u

0

� * �1 em D
0 �
0; T ;L2 (
)

�
;

e da unicidade dos limites resulta

�1 = �1:

Além disso,

u�
�
* u em L1

�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
� L1

�
0; T ;L2 (
)

�
� D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
;

e, portanto

u� ! u; u
0

� ! u
0
em D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
:

Mais uma vez pela unicidade dos limites, temos que:

u
0
= �1 = �1:

Portanto,

u� ! u e u
0

� ! u
0
q.s. em D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
;

v� ! v e v
0

� ! v
0
q.s. em D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
;

z� ! z e z
0

� ! z
0
q.s. em D

0 �
0; T ;L2 (
)

�
: (2.61)
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De forma inteiramente similar, encontramos:

u
00

� ! u
00
q.s. em D

0 �
0; T ;H�s (
)

�
;

v
00

� ! v
00
q.s. em D

0 �
0; T ;H�s (
)

�
;

z
00

� ! z
00
q.s. em D

0 �
0; T ;H�s (
)

�
: (2.62)

Posteriormente falaremos das demais convergências.

Consideremos agora, a primeira equação do sistema aproximado (2:7); na forma:

(u00� (t) ; w) + hAu� (t) ; wi+ ((u0� (t) ; w)) + h
�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; wi

= (f1 (t) ; w) , 8w 2 Vm; � � m;

e efetuemos o produto dessa equação por ' 2 D (0; T ) para obter:

(u00� (t) ; w)'+ hAu� (t) ; wi'+ ((u0� (t) ; w))'+ h
�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; wi'

= (f1 (t) ; w)', 8w 2 Vm; � � m:

Integrando de 0 a T; a igualdade anterior, temos:Z T

0

(u00� (t) ; w)'dt+

Z T

0

hAu� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((u0� (t) ; w))'dt+ (2.63)

+

Z T

0

h
�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt; 8w 2 Vm; � � m:

Integrando por partes, o primeiro termo da igualdade acima, obtemos:Z T

0

(u00� (t) ; w)'dt =

Z T

0

d

dt
(u

0

� (t) ; w)'dt = (u
0

� (t) ; w)' jT0 �
Z T

0

(u
0

� (t) ; w)'
0
dt;

e considerando que ' 2 D (0; T ) ; resulta:

Z T

0

(u00� (t) ; w)'dt = �
Z T

0

(u
0

� (t) ; w)'
0
dt:
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Desta forma, a equação dada em (2:63) ; poderá ser reescrita da seguinte maneira:

�
Z T

0

(u
0

� (t) ; w)'
0
dt+

Z T

0

hAu� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((u0� (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt; 8w 2 Vm; � � m: (2.64)

Com as convergências ja obtidas anteriormente, analisaremos cada um dos termos que

formam a equação dada em (2:64) :

�
Z T

0

(u
0
� (t) ; w)'

0
dt

Como em (2:53) temos, u
0
�

�
* u

0
em L1 (0; T ;L2 (
)) = (L1 (0; T ;L2 (
)))

0
; então,

D
u
0

�; �
E
!
D
u
0
; �
E
; 8 � 2 L1

�
0; T ;L2 (
)

�
:

Daí, sendo D
u
0

�; �
E
=

Z T

0

�
u
0

� (t) ; � (t)
�
dt;

Assim,

Z T

0

D
u
0

�; �
E
dt!

Z T

0

D
u
0
; �
E
dt; 8 � 2 L1

�
0; T ;L2 (
)

�
: (2.65)

Temos para � (x; t) = w (x) (t) ; com w 2 L2 (
) e  2 L1 (0; T ) que

� (x; t) 2 L1 (0; T ;L2 (
)) :

Sendo assim, temos que (2:65) assume a seguinte forma:

Z T

0

�
u
0

� (t) ; w (x)
�
 (t) dt!

Z T

0

�
u
0
(t) ; w (x)

�
 (t) dt; 8 w 2 L2 (
) ; 8  2 L1 (0; T ) :

(2.66)

Em particular, para  (t) = '
0
(t) ; temos:Z T

0

�
u
0

� (t) ; w (x)
�
'
0
(t) dt!

Z T

0

�
u
0
(t) ; w (x)

�
'
0
(t) dt; (2.67)
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8 w 2 Vm � W 1;p
0 (
) � L2 (
) ; 8  = '

0
; tal que; ' 2 D (0; T ) � L1 (0; T )

�
Z T

0

hAu� (t) ; wi'dt

De (2:56) temos Au
0
�

�
* �; em L1

�
0; T ;W�1;p0 (
)

�
=
�
L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
��0
e assim,Z T

0

hAu� (t) ; �idt!
Z T

0

h� (t) ; �idt; 8 � 2 L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
: (2.68)

Se �zermos em (2.68) � (x; t) = w (x) (t) ; com w 2 W 1;p
0 (
) e  2 L1 (0; T ) ;

teremos: Z T

0

hAu� (t) ; w (x)i (t) dt!
Z T

0

h� (t) ; w (x)i (t) dt; (2.69)

8 w 2 W 1;p
0 (
) ; 8  2 L1 (0; T ) :

Particularmente para  (t) = ' (t) ; temos:Z T

0

hAu� (t) ; w (x)i' (t) dt!
Z T

0

h� (t) ; w (x)i' (t) dt; (2.70)

8 w 2 Vm � W 1;p
0 (
) ; 8 ' 2 D (0; T ) � L1 (0; T ) :

�
Z T

0

((u0� (t) ; w))'dt

De (2:54) ; temos que u
0
� * u

0
em L2 (0; T ;H1

0 (
)) = (L
2 (0; T ;H�1 (
)))

0
assim,Z T

0

D
u
0

� (t) ; �
E
dt!

Z T

0

D
u
0
(t) ; �

E
dt; 8 � 2 L1

�
0; T ;H�1 (
)

�
: (2.71)

Se �zermos em (2:71) � (x; t) = y (x) (t) ; sendo y 2 H�1 (
) e  2 L2 (0; T ) ;

obtemos: Z T

0

D
u
0

� (t) ; y (x)
E
 (t) dt!

Z T

0

D
u
0
(t) ; y (x)

E
 (t) dt (2.72)

8 y 2 H�1 (
) ; 8  2 L2 (0; T ) :

Em particular, se tomarmos y (x) = ��w (x) ; com w 2 H1
0 (
) ; e  (t) = ' (t) ; 8 ' 2

D (0; T ) � L2 (0; T ) ; teremos:Z T

0

D
u
0

� (t) ;��w (x)
E
' (t) dt!

Z T

0

D
u
0
(t) ;��w (x)

E
' (t) dt; (2.73)

8 w 2 Vm � Hs
0 (
) � H1

0 (
) ; 8 ' 2 D (0; T ) � L2 (0; T ) :
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Mas, D
u
0

� (t) ;��w (x)
E
= �

Z



u
0

� (t)�w (x) dx =

Z



ru0� (t)rw (x) dx =

= (ru0� (t) ;rw (x)) = ((u
0

� (t) ; w (x))): (2.74)

Assim, usando (2:74) temos que a expressão dada em (2:73) ; �ca da seguinte forma:

Z T

0

�
u
0

� (t) ; w (x)
�
' (t) dt!

Z T

0

�
u
0
(t) ; w (x)

�
' (t) dt; (2.75)

8 w 2 Vm � H1
0 (
) ; 8 ' 2 D (0; T ) � L2 (0; T ) :

�
Z T

0

h
�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; wi'dt

Em (2:41) temos que
�
jvmj�+2 + jzmj�+2

�
jumj� um é limitada em L1

�
0; T ;L� (
)

�
:

Logo, ��
jvmj�+2 + jzmj�+2

�
jumj� um

�
m
é limitada em L� (
) :

Ou seja: 

�jvmj�+2 + jzmj�+2� jumj� um

L�(
) � C; 8 t 2 [0; T ] (2.76)

De onde segue,�Z T

0



�jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um (t)

�L�(
) dt�
1
�

� C; 8 m 2 N: (2.77)

Assim,

�jvm (t)j�+2 + jzm (t)j�+2� jum (t)j� um (t)

L�(0;T ;L�(
)) � C; 8 m 2 N: (2.78)

Portanto,��
jvmj�+2 + jzmj�+2

�
jumj� um

�
m
é limitada em L�

�
0; T ;L�(
)

�
� L� (Q) ; (2.79)

assim, tem-se pelo Teorema (1:2) (Kakutani) ; a existência de uma subseqüência��
jv�j�+2 + jz�j�+2

�
ju�j� u�

�
�
de
��
jvmj�+2 + jzmj�+2

�
jumj� um

�
m
; tal que:��

jv�j�+2 + jz�j�+2
�
ju�j� u�

�
�
* �1; em L�

�
0; T ;L�(
)

�
: (2.80)
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Mas, de (2:58); temos:�
jv�j�+2 + jz�j�+2

�
ju�j� u�

�
* � em L1

�
0; T ;L� (
)

�
�
�
L1
�
0; T; L� (
)

��0
:

Daí, pela unicidade dos limites em D
0 �
0; T ;L� (
)

�
; e re�exividade do espaço

L�
�
0; T ;L� (
)

�
; �
jv�j�+2 + jz�j�+2

�
ju�j� u� * � em L�

�
0; T ;L� (
)

�
: (2.81)

Como temos de (2:26) e (2:29) que:

� (um)m ; é limitada em L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
;

� (u0m)m; é limitada em L1 (0; T ;L2 (
)) ;

e como

W 1;p
0 (
)

c
,! L2 (
) ;

mediante ao Teorema (1:3) (Aubin� Lions) ; podemos garantir a existência de uma

subseqüência (u�)� tal que:

u� ! u; em L2
�
0; T ;L2 (
)

�
� L2 (Q) ; (2.82)

ou seja,

u� ! u; q.s em Q: (2.83)

Como,

(vm)m e (zm)m são limitadas em L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�

(v
0

m)m e (z
0

m)m são limitadas em L1
�
0; T ;L2 (
)

�
(2.84)

temos em ambas o mesmo caso feito acima. Assim, existem subseqüências (v�)� e (z�)� tais

que:

v� ! v; em L2
�
0; T ;L2 (
)

�
� L2 (Q) ;

z� ! z; em L2
�
0; T ;L2 (
)

�
� L2 (Q) : (2.85)
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Logo,

v� ! v; q.s em Q:

z� ! z; q.s em Q: (2.86)

De (2:83) e (2:85) temos:�
jv�j�+2 + jz�j�+2

�
ju�j� u� !

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u; q.s. em Q;�

ju�j�+2 + jz�j�+2
�
jv�j� v� !

�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v; q.s. em Q; (2.87)�

ju�j�+2 + jv�j�+2
�
jz�j� z� !

�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z; q.s. em Q;

De (2:79) e (2:87) (primeira equaç~ao) ; temos via Lema (1:5) (Lions) ; que:�
jv�j�+2 + jz�j�+2

�
ju�j� u� *

�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u; em L�

�
0; T ;L� (
)

�
: (2.88)

Daí e de (2:81) ; tem-se:

� =
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u;

e�
jv�j�+2 + jz�j�+2

�
ju�j� u�

�
*
�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u; em L1

�
0; T ;L� (
)

�
�
�
L1
�
0; T; L� (
)

��0
:

(2.89)

Analogamente, tem-se também�
ju�j�+2 + jz�j�+2

�
jv�j� v�

�
*
�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v; em L1

�
0; T ;L� (
)

�
�
�
L1
�
0; T; L� (
)

��0
:

e�
ju�j�+2 + jv�j�+2

�
jz�j� z�

�
*
�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z; em L1

�
0; T ;L� (
)

�
�
�
L1
�
0; T; L� (
)

��0
:

(2.90)

A convergência em (2:89) nos garante que:Z T

0


�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; w

�
 dt!

!
Z T

0


�
jv (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
ju (t)j� u (t) ; w

�
 dt;

8 w 2 L� (
) ; 8  2 L1 (0; T ) :

(2.91)
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Em particular, para  (t) = ' (t) ;Z T

0


�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; w

�
'dt!

!
Z T

0


�
jv (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
ju (t)j� u (t) ; w

�
'dt:

8 w 2 Vm � W 1;p
0 (
) � L� (
) ; 8 ' 2 D (0; T ) � L1 (0; T ) :

(2.92)

Retornando a equação dada em (2:64) ; tomemos o limite quando � ! 1; daí e das

convergências obtidas em (2:67) ; (2:70) ; (2:75) e (2:92) ; encontramos:

�
Z T

0

(u
0
(t) ; w)'

0
dt+

Z T

0

h� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((u0 (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
jv (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
ju (t)j� u (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt; 8 w 2 Vm; ' 2 D (0; T ) : (2.93)

Raciocinando de maneira análoga, obtemos para as outras duas equações aproximadas

do sistema (2:7) :

�
Z T

0

(v
0
(t) ; w)'

0
dt+

Z T

0

h� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((v0 (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
ju (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
jv (t)j� v (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f2 (t) ; w)'dt; 8 w 2 Vm; ' 2 D (0; T ) ; (2.94)

e

�
Z T

0

(z
0
(t) ; w)'

0
dt+

Z T

0

h� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((z0 (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
ju (t)j�+2 + jv (t)j�+2

�
jz (t)j� z (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f3 (t) ; w)'dt; 8 w 2 Vm; ' 2 D (0; T ) : (2.95)
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O fato das combinações lineares �nitas de Vm serem densas em Hs
0 (
) ; e este espaço

ser denso em W 1;p
0 (
) ; temos que (2:93) ; (2:94) e (2:95) tomam as seguintes formas:

�
Z T

0

(u
0
(t) ; w)'

0
dt+

Z T

0

h� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((u0 (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
jv (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
ju (t)j� u (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt; 8 w 2 W 1;p
0 (
) ; ' 2 D (0; T ) ; (2.96)

analogamente à,

�
Z T

0

(v
0
(t) ; w)'

0
dt+

Z T

0

h� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((v0 (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
ju (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
jv (t)j� v (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f2 (t) ; w)'dt; 8 w 2 W 1;p
0 (
) ; ' 2 D (0; T ) ; (2.97)

e,

�
Z T

0

(z
0
(t) ; w)'

0
dt+

Z T

0

h� (t) ; wi'dt+
Z T

0

((z0 (t) ; w))'dt+

+

Z T

0

h
�
ju (t)j�+2 + jv (t)j�+2

�
jz (t)j� z (t) ; wi'dt

=

Z T

0

(f3 (t) ; w)'dt; 8 w 2 W 1;p
0 (
) ; ' 2 D (0; T ) : (2.98)

Notemos agora que a função 
 : [0; T ] 7�! (u
0
(t) ; w); pertence a L2 (
) ; e mais, ela

de�ne uma distrubuição sobre (0; T ) :

Prova : De fato,Z T

0

j
 (t)j2 dt =
Z T

0

���(u0 (t) ; w)���2 dt � Z T

0

���u0 (t)���2 jwj2 dt =
= jwj2

Z T

0

���u0 (t)���2 dt � jwj2C Z T

0




u0 (t)


2 dt <1:

Portanto 
 (t) = (u
0
(t) ; w) determina uma distribuição, cuja derivada é dada no sentido

das distribuições, por:�
d

dt

�
u
0
(t) ; w

�
; '

�
= �

D
(u

0
(t) ; w); '

0
E
= �

Z T

0

(u
0
(t) ; w)'

0
dt:
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�
Como também, todos os demais termos de (2:96) de�nem distribuições. Desta forma

resulta-nos:

d

dt

�
u
0
(t) ; w

�
+h� (t) ; wi+((u0 (t) ; w))+h

�
jv (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
ju (t)j� u (t) ; wi = (f1 (t) ; w)

(2.99)

8 w 2 W 1;p
0 (
) ; em D

0
(0; T ) :

De maneira análoga tem-se:

d

dt

�
v
0
(t) ; w

�
+h� (t) ; wi+((v0 (t) ; w))+h

�
ju (t)j�+2 + jz (t)j�+2

�
jv (t)j� v (t) ; wi = (f2 (t) ; w)

8 w 2 W 1;p
0 (
) ; em D

0
(0; T ) ; (2.100)

e

d

dt

�
z
0
(t) ; w

�
+h� (t) ; wi+((z0 (t) ; w))+h

�
ju (t)j�+2 + jv (t)j�+2

�
jz (t)j� z (t) ; wi = (f3 (t) ; w) ;

8 w 2 W 1;p
0 (
) ; em D

0
(0; T ) : (2.101)

Resta-nos ainda mostrar que Au (t) = � (t) ; Av (t) = � (t) e Az (t) = � (t) ; o que será

feito posteriormente, ja que é necessário ultilizar as condições iniciais para tal prova.

2.7 Condições Iniciais

Iremos mostrar nesta seção que u (0) = u0 ; e u
0
(0) = u1 ; usando alguns resultados de

convergência ja obtidos anteriormente.

� u (0) = u0:

Temos de (2:52) e (2:53) que u 2 L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
e u

0 2 L1 (0; T ;L2 (
)), e

tendo em vista que W 1;p
0 (
) ,! L2 (
), segue do Teorema (1:25) que u 2 C ([0; T ] ;L2 (
)) :

Daí, faz sentido calcular u (0) e u (T ) :
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De fato, u�
�
* u em L1

�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
; temos:Z T

0

hu� (t) ; wi dt!
Z T

0

hu (t) ; wi dt; 8 w 2 W 1;p
0 (
) ; 8  2 L1 (0; T ) :

Particularmente, considerando w 2 L2 (
) ; a dualidade hu� (t) ; wi é dada por

(u� (t) ; w) ; onde (:; :) denota o produto interno do L2 (
) ; e a convergência dada acima

pode ser escrita da seguinte maneira:Z T

0

(u� (t) ; w) dt!
Z T

0

(u (t) ; w) dt; 8 w 2 L2 (
) ; 8  2 L1 (0; T ) : (2.102)

Consideremos agora ' 2 C1 ([0; T ]) tal que ' (0) = 1 e ' (T ) = 0: Daí, temos que

'
0 2 C0 ([0; T ]) � L1 (0; T ) : Assim, em particular, tomando  = '

0
obtemos de (2:102) que:Z T

0

(u� (t) ; w)'
0
dt!

Z T

0

(u (t) ; w)'0dt;

8 w 2 L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) ; com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0: (2.103)

Temos também, por (2:53) que u
0
�

�
* u

0
em L1 (0; T ;L2 (
)) : E consequentemente,Z T

0

�
u
0

� (t) ; w
�
 dt!

Z T

0

�
u
0
(t) ; w

�
 dt; 8 w 2 L2 (
) ; 8  2 L1 (0; T ) :

Em particular, Z T

0

�
u
0

� (t) ; w
�
'dt!

Z T

0

�
u
0
(t) ; w

�
'dt;

8 w 2 L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) � L1 (0; T ) com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0: (2.104)

Somando (2:103) e (2:104) ; encontramos:Z T

0

h
(u� (t) ; w)'

0
+ (u

0

� (t) ; w)'
i
dt!

Z T

0

h
(u (t) ; w)'

0
+ (u

0
(t) ; w)'

i
dt;

8 w 2 L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) ; com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0: (2.105)

Podemos reescrever a expressão acima da seguinte maneira:Z T

0

d

dt
[(u� (t) ; w)'] dt!

Z T

0

d

dt
[(u (t) ; w)'] dt;
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8 w 2 L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0:

Desta forma, segue que:

(u� (T ) ; w)' (T )� (u� (0) ; w)' (0) ; 8 w 2 L2 (
) :

Sendo ' (0) = 1 e ' (T ) = 0; temos:

(u� (0) ; w)! (u (0) ; w) ; 8 w 2 L2 (
) ;

isto é,

u� (0)* u (0) ; em L2 (
) : (2.106)

Mas de (2:7) temos que u� (0) ! u0; em W 1;p
0 (
) : Como W 1;p

0 (
) ,! L2 (
) ; segue

que u� (0)! u0 em L2 (
) ; donde

u� (0)* u0; em L2 (
) (2.107)

Assim de (2:106) e (2:107) ; e da unicidade do limite fraco temos que:

u (0) = u0:

� u0 (0) = u1:

Das convergências em (2:54) e (2:57) ; temos u
0 2 L2 (0; T ;H1

0 (
)) e u
00 2

L2 (0; T ;H�s (
)) : Logo pelo Teorema (1:25), u
0 2 C ([0; T ] ;H�s (
)) ; daí faz sentido

calcular u
0
(0) e u

0
(T ) :

Observemos que, sendo u
00
� * u

00
em L2 (0; T ;H�s (
)) ; então u

00
�

�
* u

00
em

L2 (0; T ;H�s (
)) = (L2 (0; T ;Hs
0 (
)))

0
:

Daí, Z T

0

D
u
00

� (t) ; w (x)
E
 (t) dt!

Z T

0

D
u
00
(t) ; w (x)

E
 (t) dt; (2.108)

8 w 2 Hs
0 (
) ; 8  2 L2 (0; T ) :
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Em particular,Z T

0

D
u
00

� (t) ; w (x)
E
' (t) dt!

Z T

0

D
u
00
(t) ; w (x)

E
' (t) dt; 8 w 2 Hs

0 (
) ; (2.109)

8 ' 2 C1 ([0; T ]), com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0:

Além disso, sabemos de (2:53) que u
0
� * u

0
em L1 (0; T ;L2 (
)) = (L1 (0; T ;L2 (
)))

0
;

o que resulta em:Z T

0

�
u
0

� (t) ; w (x)
�
'
0
(t) dt!

Z T

0

�
u
0
(t) ; w (x)

�
'
0
(t) dt;

8 w 2 L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) ; com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0:

Em particular,temos:Z T

0

D
u
0

� (t) ; w (x)
E
'
0
(t) dt!

Z T

0

D
u
0
(t) ; w (x)

E
'
0
(t) dt; (2.110)

8 w 2 Hs
0 (
) � L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) ; com ' (0) = 1; ' (T ) = 0:

Somando (2:109) e (2:110) ; obtemos:Z T

0

hD
u
00

� (t) ; w (x)
E
'+

D
u
0

� (t) ; w (x)
E
'
0
i
dt!

Z T

0

hD
u
00
(t) ; w (x)

E
'+

D
u
0
(t) ; w (x)

E
'
0
i
dt;

(2.111)

8 w 2 Hs
0 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) ; com ' (0) = 1 e 2 ' (T ) = 0:

Podemos reescrever (2:111) como sendo:Z T

0

d

dt

hD
u
0

� (t) ; w (x)
E
' (t)

i
dt!

Z T

0

d

dt

hD
u
0
(t) ; w (x)

E
' (t)

i
dt; (2.112)

8 w 2 Hs
0 (
) � L2 (
) ; 8 ' 2 C1 ([0; T ]) ; com ' (0) = 1 e ' (T ) = 0:

Logo,D
u
0

� (T ) ; w
E
' (T )�

D
u
0

� (0) ; w
E
' (0)!

D
u
0
(T ) ; w

E
' (T )�

D
u
0
(0) ; w

E
' (0) :

Assim, sendo ' (0) = 1 e ' (T ) = 0; temos:D
u
0

� (0) ; w
E
!
D
u
0
(0) ; w

E
; 8 w 2 Hs

0 (
) : (2.113)
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De onde vem:

u
0

� (0)
�
* u

0
(0) em H�s (
) :

Desde que H�s (
) seja um espaço re�exivo, temos:

u
0

� (0)* u
0
(0) em H�s (
) : (2.114)

Por outro lado, temos do sistema aproximado (2:7) que u
0
� (0)! u1 em L2 (
) : Como

L2 (
) ,! H�s (
) ; temos que u
0
� (0)! u1 em H�s (
) ;

donde,

u
0

� (0)* u1 em H�s (
) : (2.115)

Segue de (2:114) ; (2:115) e da unicidade do limite fraco que:

u
0
(0) = u1:

Da mesma maneira mostra-se que

v (0) = v0; v
0
(0) = v1

e

z (0) = z0; z
0
(0) = z1:

2.8 Au (t) = � (t) , Av (t) = � (t) e Az (t) = � (t)

Nesta seção usaremos algumas propriedades do operador p-Laplaciano A, como a

monotonicidade e hemicontinuidade; que por sua vez estão provadas no Apêndice. Usaremos

também propriedades de limsup:

Como o operador A é monótono, temosZ T

0

hAu� (t)� Aw; u� (t)� wi dt � 0; 8 w 2 W 1;p
0 (
) ;

ou seja,
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0 �
Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt�
Z T

0

hAu� (t) ; wi dt�
Z T

0

hAw; u� (t)� wi dt

8 w 2 W 1;p
0 (
)

Daí, tomando o limite superior na desigualdade acima temos:

0 � lim sup
Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt�
Z T

0

h� (t) ; wi dt�
Z T

0

hAw; u (t)� wi dt

8 w 2 W 1;p
0 (
) (2.116)

Consideremos agora m = v e w = u� (t) ; na primeira equação do sistema dado em

(2:7) ; daí8<:
�
u
00
� (t) ; u� (t)

�
+ hAu� (t) ; u� (t)i+

��
u
0
� (t) ; u� (t)

��
+
�

jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2
�
ju� (t)j� u� (t) ; u� (t)

�
= (f1 (t) ; u� (t)) :

(2.117)

Notemos que:

�
�
u
00
� (t) ; u� (t)

�
=

d

dt

�
u
0
� (t) ; u� (t)

�
�
��u0� (t)��2 :

�
��
u
0
� (t) ; u� (t)

��
=
1

2

d

dt
ku� (t)k2 :

� 
�jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2� ju� (t)j� u� (t) ; u� (t)� = kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) + kz� (t)u� (t)k
�+2
L�+2(
)

:

Provaremos apenas a última das a�rmações acima.


�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t) ; u� (t)

�
=

Z T

0

�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t)u� (t) dx

=

Z T

0

�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j� u� (t)2 dx =

Z T

0

�
jv� (t)j�+2 + jz� (t)j�+2

�
ju� (t)j�+2 dx

=

Z T

0

jv� (t)j�+2 ju� (t)j�+2 dx+
Z T

0

jz� (t)j�+2 ju� (t)j�+2 dx = kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) + kz� (t)u� (t)k
�+2
L�+2(
) :

Substituindo as a�rmações acima em (2:117); obtemos:

d

dt

�
u
0

� (t) ; u� (t)
�
�
���u0� (t)���2 + hAu� (t) ; u� (t)i+ 12 ddt ku� (t)k2 + kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
)

+ kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) = (f1 (t) ; u� (t)) : (2.118)
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Em (2:118) isolaremos hAu� (t) ; u� (t)i do lado esquerdo da igualdade e integraremos

de 0 a T; assim temos:Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt = �
Z T

0

d

dt

�
u
0
� (t) ; u� (t)

�
dt+

Z T

0

��u0� (t)��2 dt� 12
Z T

0

d

dt
ku� (t)k2 dt

�
Z T

0

kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt �
Z T

0

kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt+

Z T

0

(f1 (t) ; u� (t)) dt:

Resultando assim em,Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt = �
�
u
0
� (T ) ; u� (T )

�
+
�
u
0
� (0) ; u� (0)

�
+

Z T

0

��u0� (t)��2 dt� 12 ku� (T )k2
+
1

2
ku� (0)k2 �

Z T

0

kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt �
Z T

0

kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt+

Z T

0

(f1 (t) ; u� (t)) dt:

(2.119)

Analisaremos cada uma das parcelas do lado direito da igualdade em (2:119) acima.

i) Analisando
�
u
0
� (T ) ; u� (T )

�
Temos de (2.52) e (2.53) que (um (T ))m é limitada em W 1;p

0 (
) e (u
0
m (T ))m é limitada

em L2 (
) ; daí pelo Teorema (1:2) (Kakutani) ; existem subseqüências de (um (T ))m que

denotaremos por (u� (T ))�e de (u
0
m (T ))m denotada por

�
u
0
� (T )

�
�
, ondeW 1;p

0 (
) com p > 1

e L2 (
) são espaços re�exivos, daí

� u� (T )* u (T ) em W 1;p
0 (
) ;

� u0� (T )* u
0
(T ) em L2 (
) :

Segue de W 1;p
0 (
)

c
,! L2 (
) ; que u� (T )! u (T ) em L2 (
) :

Desta forma, temos:���(u0� (T ) ; u� (T ))� (u0 (T ) ; u (T ))���
=
���(u0� (T ) ; u� (T ))� (u0 (T ) ; u� (T )) + (u0 (T ) ; u� (T ))� (u0 (T ) ; u (T ))���

�
���(u0� (T )� u

0
(T ) ; u� (T ))

���+ ���(u0 (T ) ; u� (T )� u (T ))
��� = 0

Portanto,

(u
0

� (T ) ; u� (T ))! (u
0
(T ) ; u (T )) (2.120)
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ii) Analisando
�
u
0
� (0) ; u� (0)

�
Temos do problema aproximado (2:7) que:

u� (0)! u (0) em W 1;p
0 (
) :

Como W 1;p
0 (
) ,! L2 (
) ; logo,

u� (0)! u (0) em L2 (
) :

Da mesma maneira, por (2.7) tem-se

u
0

� (0)! u
0
(0) em L2 (
) :

Portanto,���(u0� (0) ; u� (0))� (u0 (0) ; u (0))���
=
���(u0� (0) ; u� (0))� (u0 (0) ; u� (0)) + (u0 (0) ; u� (0))� (u0 (0) ; u (0))���

�
���(u0� (0)� u

0
(0) ; u� (0))

���+ ���(u0 (0) ; u� (0)� u (0))
��� = 0:

Assim,

(u
0

� (0) ; u� (0))! (u
0
(0) ; u (0)): (2.121)

iii) Analisando
Z T

0

��u0� (t)��2 dt
Temos de (2:32) e (2:49)que:

� (u0m)m é limitada em L2 (0; T ;H1
0 (
)) ;

� (u
00

m)m é limitada em L2 (0; T ;H�s (
)) :

Sabemos também que

H1
0 (
)

c
,! L2 (
) ,! H�s (
) :

Portanto, do Teorema (1:3) (Aubin� Lions) ; garantimos a existência de uma

subseqüência de (u
0
m)m onde a denotaremos por (u

0
�)�; tal que

u
0

� ! u
0
em L2

�
0; T ;L2 (
)

�
� L2 (Q) :
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Como, ����


u0�



L2(0;T ;L2(
))

�



u0




L2(0;T ;L2(
))

���� � 


u0� � u
0




L2(0;T ;L2(
))

= 0;

temos: 


u0�



L2(0;T ;L2(
))

!



u0




L2(0;T ;L2(
))
;

assim Z T

0

���u0� (t)���2 dt! Z T

0

���u0 (t)���2 dt: (2.122)

iv) Analisando ku� (0)k2 e ku� (T )k2

Observemos que

W 1;p
0 (
) ,! H1

0 (
) ;

e do problema aproximado em (2:7)

u� (0)! u (0) em W 1;p
0 (
) ;

logo

u� (0)! u (0) em H1
0 (
) :

Daí,

jku� (0)k � ku (0)kj � ku� (0)� u (0)k = 0:

Portanto,
1

2
ku� (0)k2 !

1

2
ku (0)k2 : (2.123)

Observe ainda que sendo (um (T ))m limitada em W 1;p
0 (
) ; e W 1;p

0 (
) ,! H1
0 (
) ;

temos que (um (T ))m é limitada em H1
0 (
) : Logo, pela re�exividade de H

1
0 (
) ; e usando o

Teorema (1:2) (Kakutani) ; existe uma subsequência (u� (T ))� de (um (T ))m tal que

u� (T )* u (T ) em H1
0 (
) :

Assim,

ku (T )k2 � lim inf ku� (T )k2 : (2.124)
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v) Analisando
Z T

0

kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt e
Z T

0

kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
)

Lembremos que em (2.35 ) (vmum)m é limitada em L1 (0; T ;L�+2 (
)) :

Portanto, pelo Teorema (1:1) (Banach� Alaoglu�Bourbaki) podemos extrair uma

subsequência (v�u�)� de (vmum)m ;tal que:

(v�u�)�
�
* � em L1

�
0; T ;L�+2 (
)

�
:

Por outro lado, sabemos que

L1 (Q) � L1
�
0; T ;L�+2 (
)

�
,! L�+2

�
0; T ;L�+2 (
)

�
� L�+2 (Q) ;

daí,

kv�u�kL�+2(Q) � C:

De (2.83) e (2.86), segue-se

v�u� ! vu q.s em Q:

Usando o Lema de Lions, concluímos que:

v�u� * vu em L�+2
�
0; T ;L�+2(
)

�
� L�+2 (Q) : (2.125)

Da unicidade do limite em D
0
(0; T ;L�+2 (
)) ; ocorre:

� = vu;

e,

v�u�
�
* vu em L1

�
0; T ;L�+2 (
)

�
:

Logo de (2.125) , temos:

kvuk�+2L�+2(Q) � lim inf kv�u�k
�+2
L�+2(Q) ;

ou seja, Z T

0

kv (t)u (t)k�+2L�+2(
) dt � lim inf
Z T

0

kv� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt:

74



Analogamente faz-se para
Z T

0

kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) , obtendo assim,Z T

0

kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) � lim inf
Z T

0

kz� (t)u� (t)k�+2L�+2(
) dt:

vi) Analisando
Z T

0

(f1 (t) ; u� (t)) :

Temos que: u� (t) ! u (t) em W 1;p
0 (
) ,! L2 (
). Logo, u� (t) ! u (t) em L2 (
).

Assim,

j(f1 (t) ; uv (t))� (f1 (t) ; u (t))j = j(f1 (t) ; uv (t)� u (t))j

= 0:

Desta forma,

(f1 (t) ; u� (t))! (f1 (t) ; u (t)) :

Portanto, Z T

0

(f1 (t) ; u� (t)) dt!
Z T

0

(f1 (t) ; u (t)) dt: (2.126)

Tomando agora o limite superior em (2.113), e usando as convergências encontradas em

(2.120) a (2.124), e (2:126)obtemos:

lim sup

Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt � (u0 (0) ; u (0))� (u0 (T ) ; u (T )) +
Z T

0

ju0 (t)j2 dt�

�1
2
ku (T )k2 + 1

2
ku (0)k2 �

Z T

0

ku (t) v (t)k�+2L�+2 dt+

Z T

0

(f1 (t) ; u (t)) dt:

(2.127)

Precisamos encontrar agora, uma expressão para o termo
Z T

0

(f1 (t) ; u (t)) dt. Para isto,

retornemos a equação aproximada (2:7)1 ; multiplicada por ':

(u00v (t) ; w)'dt+

Z T

0

hAuv (t) ; wi'dt+
Z T

0

((u0v (t) ; w))'dt (2.128)

+

Z T

0



jv� (t)j�+2 ju� (t)j� u� (t) ; w

�
'dt =

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt;

8' 2 C1 ([0; T ]) ;8w 2 Vm, � � m:
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Integrando por partes o primeiro termo, obtemos:

(u0� (T ) ; w)' (T )� (u0v (0) ; w)' (0)�
Z T

0

(u0� ; w)'
0dt+

Z T

0

hAu� (t) ; wi'dt+

+

Z T

0

((u0� (t) ; w))'dt+

Z T

0



jv (t)j�+2 ju� (t)j� u� (t) ; w

�
'dt =

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt;

8w 2 Vm, 8' 2 C1 ([0; T ]) ; � � m:

Agora, observando (2.67), (2.70), (2.92), juntamente com u0� (T ) * u0 (T ) em L2 (
)

e u0� (0) * u0 (0) em L2 (
), podemos tomar o limite na expressão acima quando � ! 1.

Fazendo isto, encontramos:

(u0 (T ) ; w)' (T )� (u0 (0) ; w)' (0)�
Z T

0

(u0; w)'0dt+

Z T

0

hX (t) ; wi'dt+ (2.129)

+

Z T

0

((u0 (t) ; w))'dt+

Z T

0



jv (t)j�+2 ju (t)j� u (t) ; w

�
'dt =

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt;

8w 2 Vm;8' 2 C1 ([0; T ]) :

Mas, as combinações lineares �nitas de Vm são densas em Hs
0 (
) e H

s
0 (
) ,! W 1;p

0 (
) :

Logo, a expressão anterior é equivalente a:

(u0 (T ) ; w)' (T )� (u0 (0) ; w)' (0)�
Z T

0

(u0; w)'0dt+

Z T

0

hX (t) ; wi'dt+ (2.130)

+

Z T

0

((u0 (t) ; w))'dt+

Z T

0



jv (t)j�+2 ju (t)j� u (t) ; w

�
'dt =

Z T

0

(f1 (t) ; w)'dt;

8w 2 W 1;p
0 (
) ; 8' 2 C1 ([0; T ]) :

Pelo Teorema (1:12), o conjunto das combinações lineares �nitas do tipo w', com

w 2 W 1;p
0 (
) e ' 2 C1 ([0; T ]), é denso no espaço

V =
�
v 2 L2

�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
; v0 2 L2

�
0; T ;L2 (
)

�	
:

Sendo assim, a equação (2.130) é válida no espaço V . Observe que, de (2.52) e (2.53), temos:

u 2 L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
� L2

�
0; T ;W 1

0 (
)
�
;

u0 2 L1
�
0; T ;L2 (
)

�
� L2

�
0; T ;L2 (
)

�
:
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Portanto, u 2 V , ou seja, u pode ser escrito sob a forma: u = w', com u 2 W 1;p
0 (
) e

' 2 C1 ([0; T ]). Assim, podemos escrever (2.130) da seguinte maneira:

(u0 (T ) ; u (T ))� (u0 (0) ; u (0))�
Z T

0

(u0 (t) ; u (t)) dt+

Z T

0

hX (t) ; u (t)i dt+ (2.131)

+

Z T

0

((u0 (t) ; u (t)))'dt+

Z T

0



jv (t)j�+2 ju (t)j� u (t) ; w

�
'dt =

Z T

0

(f1 (t) ; u (t))'dt:

Daí, temos que

(u0 (T ) ; u (T ))� (u0 (0) ; u (0))�
Z T

0

ju0 (t)j2 dt+
Z T

0

hX (t) ; u (t)i dt+ (2.132)

+
1

2
ku (T )k2 � 1

2
ku (0)k2 +

Z T

0

ku (t) v (t)k�+2L�+2 dt =

Z T

0

(f1 (t) ; u (t))'dt:

Agora vamos substituir (2.132) em (2.127), para obtermos:

lim sup

Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt � (u0 (0) ; u (0))� (u0 (T ) ; u (T )) +
Z T

0

ju0 (t)j2 dt (2.133)

� 1
2
ku (T )k2 + 1

2
ku (0)k2 �

Z T

0

ku (t) v (t)k�+2L�+2 dt+

+ (u0 (T ) ; u (T ))� (u0 (0) ; u (0))�
Z T

0

ju0 (t)j2 dt+

+

Z T

0

hX (t) ; u (t)i dt+ 1
2
ku (T )k2 � 1

2
ku (0)k2+

+

Z T

0

ku (t) v (t)k�+2L�+2 dt:

O que resulta em:

lim sup

Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt �
Z T

0

hX (t) ; u (t)i dt: (2.134)

O fato de A ser mónotono acarreta em:

hAu� (t)� Aw; u� (t)� wi � 0;

logo, Z T

0

hAu� (t)� Aw; u� (t)� wi dt � 0:
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Que é equivalente a:

0 �
Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt�
Z T

0

hAu� (t) ; wi dt�
Z T

0

hAw; u� (t)� wi dt; (2.135)

8w 2 W 1;p
0 (
) :

Tomando o lim sup em (2.135), encontramos:

0 � lim sup
Z T

0

hAu� (t) ; u� (t)i dt�
Z T

0

hX (t) ; u (t)i dt�
Z T

0

hAw; u (t)� wi dt; (2.136)

8w 2 W 1;p
0 (
) :

Substituindo (2.134) em (2.136), temos:

0 �
Z T

0

hX (t) ; u (t)i dt� hX (t) ; wi dt�
Z T

0

hAw; u (t)� wi dt;

8w 2 W 1;p
0 (
).

Consequentemente,

0 �
Z T

0

hAw; u (t)� wi dt�
Z T

0

hAw; u (t)� wi dt; (2.137)

8w 2 W 1;p
0 (
) :

Observemos que, como W 1;p
0 (
) é um espaço vetorial e sendo u (t), z (t) 2 W 1;p

0 (
),

podemos tomar w 2 W 1;p
0 (
) como sendo:

w = u (t) + �z (t) ; � 2 R.

Logo, substituindo w em (2.137), temos:

0 �
Z T

0

hX (t) ;��z (t)i dt+
Z T

0

hA (u (t) + �z (t)) ; �z (t)i dt; (2.138)

8z (t) 2 W 1;p
0 (
).

Dividindo esta desigualdade por � > 0, obtemos:

0 � �
Z T

0

hX (t) ; z (t)i dt+
Z T

0

hA (u (t) + �z (t)) ; z (t)i dt; (2.139)
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8z (t) 2 W 1;p
0 (
) :

Fazendo �! 0 e, usando a hemicontinuidade do operador A, temos:

0 � �
Z T

0

hX (t) ; z (t)i dt+
Z T

0

hAu (t) ; z (t)i dt;

8z (t) 2 W 1;p
0 (
) :

Assim,

0 �
Z T

0

hA(u (t)�X (t)); z (t)i dt; (2.140)

8z (t) 2 W 1;p
0 (
) :

Dividindo (2.138) por � < 0 e usando a hemicontinuidade do operador A, encontramos:Z T

0

hA(u (t))�X (t) ; z (t)i dt � 0; (2.141)

8z (t) 2 W 1;p
0 (
) :

De (2.140) e (2.141), segue que:

hA (u (t)�X (t) ; z (t))i = 0 q.s. em [0; T ] ;

8 z (t) 2 W 1;p
0 (
) :

Portanto,

Au (t) = X (t) , q.s. em [0; T ] :

Analogamente, mostramos que:

Av (t) = � (t) , q.s. em [0; T ] :

Então, resumindo o que obtivemos em (2.52) à (2.53) e (2.99) à (2.101) e nas condições

iniciais, temos:

u; v; z 2 L1
�
0; T ;W 1;p

0 (
)
�
;

u0; v0; z
0 2 L1

�
0; T ;L2 (
)

�
\ L2

�
0; T ;H1

0 (
)
�
;

d

dt
(u0; w) + hAu;wi+ ((u0; w)) +


�
jvj�+2 + jzj�+2

�
juj� u;w

�
= (f1; w) ;
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8 w 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) ;

d

dt
(v0; w) + hAv;wi+ ((v0; w)) +


�
juj�+2 + jzj�+2

�
jvj� v; w

�
= (f2; w) ;

8 w 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) ;

d

dt
(z0; w) + hAz;wi+ ((z0; w)) +


�
juj�+2 + jvj�+2

�
jzj� z; w

�
= (f3; w) ;

8 w 2 W 1;p
0 (
) em D0 (0; T ) ;

u (0) = u0; v (0) = v0; z (0) = z0

u0 (0) = u1; v0 (0) = v1; z
0
(0) = z1:

O que demonstra o teorema de existência de solução fraca para o sistema (2.1).
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Capítulo 3

Propriedades do Operador

p�Laplaciano A.

No presente capítulo estudamos as propriedades do operador A.

3.1 De�nições e Resultados

De�nição 3.1 Sejam X e Y espaços de Banach. Consideremos x 2 X um elemento �xo.

Um operador T : X ! Y , não necessariamente linear, é dito ser diferenciável, no sentido de

Gateaux, Gateaux diferenciável ou G-Diferenciável em x, se existe um operador A : X ! Y ,

linear e contínuo, tal que,

lim
t!0





T (x+ th)� T (x)

t
� A (h)






Y

= 0, 8h 2 X:

Neste caso o operador A é chamado diferencial de Gateaux de T , em x, e é denotado

por A (h) = dT (x; h).

Observação 3.1 Quando o diferencial de Gateaux de um operador T : X ! Y existe, ele é

único.
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Teorema 3.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f : X ! R um funcional tal que sua

derivada de Gateaux, df (x; h), exista em todo x 2 X. Então, para quaisquer x e x + h em

X, existe � 2 (0; 1), tal que:

f (x+ h)� f (h) = df (x+ �h; h) :

Demonstração. Façamos � (t) = f (x+ th) e calculemos �0 (t).

De�nição 3.2 Dados um espaço de Banach X e um funcional J : X ! R. Suponhamos

que exista:

lim
�!0

�
J (u+ �v)� J (u)

�
� J (u)

�
= J 0 (u; v) :

Se, para cada u 2 X, �xado, J 0 (u; v) é uma forma linear e contínua em v, então dizemos

que o funcional J é derivável, no sentido de Gateaux, sua derivada é representada por J 0 (u)

e escrita das seguintes formas:

J 0 (u; v) = hJ 0 (u) ; vi

= J 0 (u) (v) :

Exemplo 3.1 Suponhamos que X = R, e sejam x; h 2 X. Então:

hJ 0 (x) ; hi = J 0 (x)h

= lim
�!0

�
J (x+ �h)

�
� J (x)

�
:

Ou seja, quando existem as derivadas de Gateaux e clássica, elas coincidem.

Exemplo 3.2 Sejam X = Lp (
) e 1 � p <1. Suponhamos que g : R! R satisfaça

jg (s)j � � jsjp , � > 0;

e g continuamente diferenciável, tal que:

jg0 (s)j � � jsjp ,
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para algum � > 0:

Consideremos o funcional J : Lp (
)! R, dado por:

J (v) =

Z



g (v (x)) dx; 8v 2 Lp (
) :

Então,

J (u+ �v)� J (u) =

Z



[g (u (x) + �v (x))� g(u (x))] dx:

Pelo teorema do Valor Médio,

g (u (x) + �v (x))� g (u (x)) = g0 (u (x) + ��v (x) ; �v (x)) ;

onde 0 < � < 1.

Assim,

J (u+ �v) =

Z



g0 (u (x) + ��v (x) ; �v (x)) dx

=

Z



g0 (u (x) + ��v (x))�v (x) dx;

com 0 < � < 1. Desta forma, se � 6= 0 temos:

1

�
[J (u+ �v)� J (u)] =

1

�

Z



[g (u (x) + �v (x))� g (u (x))] dx

=

Z



[g0 (u (x) + ��v (x))] v (x) dx:

Tomando o limite quando �! 0, obtemos:

hJ 0 (u) ; vi =
Z



g0 (u (x)) v (x) dx: (3.1)

Exemplo 3.3 Seja 
 um aberto, limitado e bem regular do Rn. Consideremos os operadores

Ai =
@
@xi
= Di, i = 1; :::; n e A = (A1; :::; An).

Tomemos o espaço W 1;p
0 (
) com a norma k�k0 e seja J : W

1;p
0 (
) ! R, o funcional dado

por:

J (u) =
1

p

nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p dx:
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Observemos que, no exemplo anterior, com Ai =
@

@xi
= Di, i = 1; :::; n, g (s) = jsjp, temos

g0 (s) = p jsjp�2 s, p � 2. Portanto, de (3.1) temos:

hJ 0 (u) ; vi =
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @v@xidx; 8v 2 W 1;p

0 (
) :

Em particular, para v = ' 2 C10 (
), temos pela derivada distribucional,

hJ 0 (u) ; 'i =
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @'@xidx

= �
Z



"
nX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!#
'dx:

Logo,

J 0 (u) = �
nX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
; p � 2,

ou seja,

J 0 : W 1;p
0 (
)! W�1;p0 (
)

u �! J 0 (u) = �
Pn

i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
:

Daí, concluimos que a derivada de Gateaux do funcional

J (u) =
1

p

nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p dx; 2 � p <1,

é o operador, denotado por p�Laplaciano, de�nido como,

J 0 (u) = �
nX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
; p � 2.

No nosso sistema, este operador é representado por A. Assim,

A (u) = J 0 (u)

= �
nX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
, p � 2;

é denominado de operador p�Laplaciano.

Notemos que,

A : W 1
0 (
)! W�1;p0 (
)

u! A (u) = �
Pn

i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
;
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e Au : W 1
0 (
)! R é linear e contínuo. Além disso, como C10 (
) é denso em W 1;p

0 (
) e

hJ 0 (u) ; 'i =
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @'@xi ; 8' 2 C10 (
) ;

temos que:

hJ 0 (u) ; wi =
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @w@xidx; 8w 2 W 1;p

0 (
) :

De�nição 3.3 Sejam V um espaço de Banach e V 0 seu dual. Dizemos que A : V ! V 0 é

um operador hemicontínuo se, para u; v e w em V , a função R! R,

�! hA (u+ �v) ; wi é continua.

De�nição 3.4 Dizemos que um operador A : V ! V 0 é coercivo, se

lim
kvkV!1

hAu; ui
kukV

= +1:

De�nição 3.5 Dizemos que um operador A : V ! V 0 é monótono, se

hA (u)� A (v) ; u� vi � 0, 8u; v 2 V;

onde h�; �i, denota a dualidade V 0.

De�nição 3.6 Seja X um espaço vetorial sobre R: Uma função ' : X ! R é convexa, se:

' (tx+ (1� t) y) � t' (x) + (1� t)' (y) ; 8x; y 2 X, t 2 [0; 1] :

Proposição 3.1 Seja J : V ! R ´ é um funcional convexo, então sua derivada de Gateaux

J 0 : V ! V 0 é um operador monótono.

Prova Da convexidade de J resulta que, dados u; v 2 V e 0 < � < 1; temos:

J [u+ � (v � u)]� J (u) = J [u+ �v � �u]� J (u)

= J [�v + (1� �)u]� J (u) :
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Assim, pela de�nição (3.6),

J [u+ � (v � u)]� J (u) � �J (v) + (1� � � 1) J (u)

= � [J (v)� J (u)] :

Dividindo por � 6= 0 e tomando o limite com � ! 0, obtemos:

lim
�!0

J [u+ � (v � u)]� J (u)

�
= hJ 0u; v � ui

� J (v)� J (u) :

Fazendo o mesmo cálculo, trocando u por v, temos:

hJ 0v; u� vi � J (u)� J (v) :

Assim,

hJ 0u; v � ui+ hJ 0v; u� vi � 0;

de onde concluimos que:

hJ 0u� J 0v; u� vi � 0:

Portanto, J 0 é monótono. �

3.2 Propriedades de A

3.2.1 A é hemicontínuo

De fato, sejam u; v; w 2 W 1;p
0 (
) e � 2 R tal que �! �0. Então:

hA (u+ �v) ; wi =
nX
i=1

Z



���� @u@xi + �
@v

@xi

����p�2� @u@xi + �
@v

@xi

�
@w

@xi
dx:

Sabemos que ja+ bjp � 2p�1 (jajp + jbjp) ; logo:���� @u@xi + �
@v

@xi

����p�2� @u@xi + �
@v

@xi

�
@w

@xi
� 2p�3

 ���� @u@xi
����p�2 + �p�2

���� @v@xi
����p�2

!����� @u@xi + @v

@xi

����� @w

@xi
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e�����
���� @u@xi + �

@v

@xi

����p�2� @u@xi + �
@v

@xi

�
@w

@xi

����� =
���� @u@xi + �

@v

@xi

����p�2 ���� @u@xi + @v

@xi

���� ���� @w@xi
����

=

���� @u@xi + �
@v

@xi

����p�1 ���� @w@xi
����! ���� @u@xi + �0

@v

@xi

����p�1 ���� @w@xi
���� ;

q.s. em 
.

Observando que as funções do segundo membro da desigualdade acima são integráveis,

temos pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que:

lim
�!�0

hA (u+ �v) ; wi = hA (u+ �0v) ; wi :

Logo, A é hemicontínuo.

3.2.2 A é monótono

Basta mostrarmos que o funcional J : W 1;p
0 (
) ! R é convexo, uma vez que pela

Proposição(3:1), como A é a derivada de Gateaux deste funcional, que é dado por:

J (u) =
1

p

nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p dx; 2 � p <1;

decorre a monotonicidade de A.

Prova Sendo p > 2, a função f : R! R, dada por f (x) = jxjp, é convexa. Logo,

j(1� �)x+ �yjp � (1� �) jxjp + � jyjp , 8x; y 2 R, 0 < � < 1:

Asssim, para u; v 2 W 1;p
0 (
) e 0 < � < 1, temos que:

J [(1� �)u+ �v] =
1

p

nX
i=1

Z



����(1� �)
@u

@xi
+ �

@v

@xi

����p dx
� 1

p

nX
i=1

Z



(1� �)

���� @u@xi
����p + �

���� @v@xi
����p dx

= (1� �) J (u) + �J (v) :

Portanto, J é convexo. �
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3.2.3 Sobre a dualidade hAu; ui

Com efeito,

hAu; ui =
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @u@xidx

=
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p dx

= kukp0 :

3.2.4 A é coercivo

Temos hAu; ui = kukp0. Logo,
hAu; ui
kuk0

= kukp�10 . Dessa forma,

lim
kuk0!1

hAu; ui
kuk0

=1:

3.2.5 A é limitado

De fato, temos:

kAuk1;p0 = sup
v 6=0

jhAu; vij
kvk0

:

Assim,

jhAu; vij =
�����
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @v@xidx

�����
�

nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�1 ���� @v@xi

���� dx
Holder

�
nX
i=1

8<:
 Z




���� @u@xi
����(p�1)p0 dx

! 1
p0 �Z




���� @v@xi
����p� 1

p

dx

9=;
�

nX
i=1

 Z



���� @u@xi
����(p�1)p0 dx

! 1
p0 nX

i=1

�Z



���� @v@xi
����p dx� 1

p

dx

� kukp�10 kvkp0 :
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Logo,
jhAu; vij
kvk0

� kukp�10 ;

e portanto,

sup
v 6=0

jhAu; vij
kvk0

� C kukp�10 ;

isto é,

kAuk�1;p0 � kuk
p�1
0 :

Desta forma, A é limitado, ou seja, A leva conjuntos limitados de W 1;p
0 (
) em conjuntos

limitados de W�1;p0 (
) :

3.2.6 Sobre a dualidade hAu; u0i

Observemos que, se u : (0; T )! W 1;p
0 (
) é tal que u0 (t) 2 W 1;p

0 (
), temos:

hAu; u0i =
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @u

0

@xi
dx:

Por outro lado,

1

p

d

dt
ku (t)kp0 =

1

p

d

dt

XZ



���� @u@xi
����p dx

=
1

p

Z



d

dt

���� @u@xi
����p dx

=
nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�1 @u@xi

���� @u@xi
�����1 @u0@xi

dx

=

nX
i=1

Z



���� @u@xi
����p�2 @u@xi @u

0

@xi
dx

= hAu; u0i :

Resultando em:

hAu; u0i = 1

p

d

dt
ku (t)kp0 :

E com isto, concluimos nosso trabalho.
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