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Resumo

Neste trabalho obtemos uma representacoes tipo Weierstrass para superficies im-
ersas no espacgo de Heisenberg, dotado com uma métrica invariante a esquerda. Con-
sideraremos os casos Riemanniano e Lorentziano. Definimos duas fungoes complexas
(spinors), satisfazendo uma equacao linear tipo Dirac que usamos para obter uma
representacao para superficies imersas com curvatura média prescrita. A mesma pos-
sibilita escrever uma representacao de imersoes minimas em termos de uma aplicacao

de Gauss harmonica.

Palavras-Chave:
Imersao minima, Representacao de Weierstrass, Grupo de Heisenberg, Operador

de Dirac, Aplicacao de Gauss.
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Abstract

In this work we obtain Weierstrass-type representations for immersed surfaces in
Heisenberg space, endowed with a left-invariant metric. We will consider the Rieman-
nian and Lorentzian case. We will define two complex functions (spinors) satisfying
a linear Dirac-type equation, obtaining thus a representation for immersed surfaces
with prescribed mean curvature. The same will enable us write a representation of

minimal immersion in terms of a harmonic Gauss map.

Key words:
Minimal immersions, Weierstrass representation, Heisenberg group, Dirac opera-

tor, Gauss map.
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Introducao

A classica férmula da Representacao de Weierstrass para superficies minimas em
R3 com sua generalizacao para R™ foi provada ser uma ferramenta extremamente
util para o estudo de superficies minimas nesses espagos (veja, [1], [7]). Anos atrés,
pensando em descrever uma generalizagao de superficies nao minimas, em 1979, Ken-
motsu mostrou uma formula de representagao para superficies imersas de curvatura
média prescrita por meio da aplicacdo de Gauss (veja, [9]).

Uma década mais tarde a representacao era reformulada em termos de duas
fungoes complexas, as quais compoem um campo de spinors, que satisfazem uma
equagao linear tipo Dirac no plano complexo (veja [10], [17]). Esta abordagem foi
retomada recentemente por Taimanov e D. Berdinsky em contexto de outros ambi-
entes, como grupos de Lie tridimensionais por exemplo. O método estd em [2], [18] e
[19], que permite obter uma representagao spinorial de curvatura média prescrita em
termos das equacoes de Dirac.

Usando estratégicas diferentes, autores como B. Daniel, I. Fernandez, P. Mira
(veja [3] e [5]), entre outros, definiram nogoes naturais da aplicacdo de Gauss no
contexto de espagos homogéneos tridimensionais com grupo isométrico de dimensao
quatro. Em especial B. Daniel em [3], obtém uma representagao tipo Weierstrass em
termos de uma aplicacao de Gauss harmonica satisfazendo certas condigoes.

Com esta mesma abordagem de spinors Luis J. Alias, Jorge Herbet S. de Lira e
Jorge A. Hinojosa (veja [12]) estudaram as superficies imersas no grupo de Heisen-
berg, considerando tanto a estrutura Riemanniana quanto Lorentziana. Os mesmos

dao uma representacao tipo Weierstrass para superficies imersas de curvatura média



prescrita e também uma representacao para superficies minimas em termos de uma
aplicacao de Gauss harmonica. Utilizaremos este texto como base para nossa dis-
sertacao.

Organizaremos este trabalho da seguinte maneira. No primeiro capitulo, apresen-
tamos a teoria base para compreensao do trabalho e resultados que serao utilizados no
decorrer do mesmo. Assim como o nosso ambiente de estudo, o grupo de Heisenberg.
No segundo capitulo, obtemos uma representacao tipo Weierstrass para superficies im-
ersas com curvatura média prescrita no espago de Heisenberg em termos de spinors,
satisfazendo uma equacao tipo Dirac. O terceiro capitulo contém os resultados so-
bre harmonicidade da aplicacao de Gauss para superficies minimas e a féormula da
representacao integral correspondente. Finalmente no quarto capitulo, serao obtidos
alguns exemplos aplicando a férmula de representacao integral obtida no capitulo

anterior.
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Capitulo 1
Preliminares

Nas primeiras secoes deste capitulo apresentamos alguns conceitos basicos da teo-
ria local das superficies, aplicagoes harmonicas entre superficies de Riemann e Grupos
de Lie. A fim de dar ao leitor as ferramentas basicas para compreensao do texto, en-

volvendo definicoes e resultados que serao utilizados no decorrer do trabalho.

1.1 Teoria Local das Superficies

Denotamos por M, uma variedade de dimensao 3 dotada de uma métrica rieman-
niana, quando ¢ = 1, ou de uma métrica pseudo-riemanniana de indice 1, quando
e = —1. Seja X : ¥ — M, uma imersao isométrica de uma superficie de Riemann
conexa Y em M,.. Denotamos por I e I] a primeira e segunda formas fundamentais

da imersao X. Assim,
I ={dX,dX),

em que (.,.) denota a métrica em M, e
Il = —(dN,dX),
em que N é um campo normal ao longo de X que, satisfaz

(N,N) =41 :=e.



Denotamos por V e V, respectivamente, as conexoes de Levi-Civita em X e em M.
Consideramos, um parametro conforme z = u 4 1w em X. Indicamos os campos
coordenados referentes ao sistema de coordenadas (u,v) alternativamente por X,

X,. Os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,, X, } sdo
E=(X,, X, F=(X,X,) ¢ G=(X,,X,).

Denotamos as derivadas covariantes por Vx, X, = Xy, Vx,N = N,, e assim por

diante, obtém-se, para os coeficientes da segunda forma, as expressoes
e=—(Ny,, X.), f=—(N,X,) e g=—(N,X,).

O operador de Weingarten A : T — TY é definido, atuando em um campo Y sobre

o fibrado tangente a X, T'>, por
AY = —VyN.
Seja (a;j) a matriz deste operador na base {X,, X, }, isto é,

AX, = anX,+anX,=-Vx,N=—-N, (1.1)
AX, = a19Xy+apX,=-Vx,N=—N,. (1.2)

Define-se a curvatura média H da imersao X : ¥ — M, por
€ €
H = §tT(A) = 5(@11 + a22).

E imediato verificar que

()-(Re) (G)) o
Q21 Q29 F G f g

G — fF FE—eF
_ X, X,
G T G

JG —gF gE — fF
— X, X,.
G T B - e

donde segue que

AX, =—N,

AX, =—N,

2



No sistema de coordenadas conformes (u,v) temos,

E=G:=¢", F=0

em que w = w(z, Z) é uma fungao positiva localmente definida em .

Denotamos os campos correspondentes aos parametros (z, Z) por

g_a_g(g_g) 9 . 1.9 0
0z 7 2% ') 8z

Assim temos

1 1
Xz = i(Xu - in)7 XZ = Q(Xu + iX’U)?

e logo,

X, =X, +X;, X,=iX,—-X;).

Como X é conforme e | X, A X,|? = | X, |?|X,]? — (X4, X,) temos que,

| Xy A X,| = e*.
Agora observe que
1 , 1 .
X, NX; = [§(Xu —iX,)] A [§(Xu +iX,)]

1 1

= - X, ANX,— =X, ANX,
4 4
1

= X, ANX,,
2

portanto

Xy AX, = —2iX, AXs,

logo temos o campo normal unitario
N = —2ie X, A X;.
Note também que

1
(X, X.) =(X:,X:)=0 e (XZ,X2>:§eQ“’.

== 5 (5. tigy)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



Estendemos as conexoes riemannianas em > e M, a vetores complexos por linearidade

complexa, de modo que

_ _ 1 , 1 :
Xez = Vx. Xz = V%(XUHXU@(Xu +iXy) = Z(qu — Xop + 2iX00).

Visto que as coodenadas (u,v) sdo conformes, obtemos de (1.3) e (1.4) a simetria

a12 = az1. Assim, denotando-se N, = ?XZN = %(Nu —iNN,), segue que

1
—-N, = —§(Nu —iNy)
1 .
= §{a11Xu + an Xy — (a1 Xy + a2 X,)}
1 . ‘
= —{(an —ia12) Xy + (a2 — tagn)X,}
2
1 . ) .
= —{(an —ia12) (X, + Xz) + (ag1 — tag)i(X, — Xz)}
2
1

= 5{(%1 —da1y + 1ag) X, + (ann + ag1 — tar2 — tag ) Xz}

1 .
= 5{(%1 + ag0) X, + (a11 — age — 2ias ) Xz}
Desta forma

—N., = eHX.+ qX:
—N: = @X.+eHX;
em que

1 )
qo = 5(011 — Q9o — 2iag).



Os coeficientes complexos da segunda forma sao,

q
= = (X, N
! — (X.)
= <Xza GHXZ + qOXZ>
- QO<Xz7X2>
1

2w
= —qoe’",
= 290

(Xez, N) = —(X.,Nz)
= (X,, 00X, +eHX;)
= eH(X,, X;)
= %Hezw,

= <X227N>

= _<X27 NE)
1
= _(.7062w7

2

N |

temos ainda,
<XZ7XZZ> = <XZ7X22> = <X27X22> - <X2aXzZ> = 07

1
(Xz, Xeo) = 0.(X5, X.) = S0.(™) = ew,

1 2w

<XZ,X22> = 62<XZ,X5> = 585(62“)) = € Wsz.

Desta forma,
Xzz = 2szz + %qNa

Xz2 - Xéz - %HGQwNa
ng = 2w5X2 + gqN

5



Assim as equagoes de Gauss-Codazzi sao:

Vi X, = 2u.X,+ egN,

vX Xg - vXEXZ - O,

z

Vx.X: + Vx.X,=cHe*™N,

z

em que a curvatura média H e a funcao de Hopf ¢ sao os coeficientes da segunda

forma fundamental complexa de ¥ com respeito ao campo normal unitario N =

—2e X, A X;.

Agora, seja f : ¥ — N uma aplicacao diferencidvel C? entre superficies de

Riemann. Fixamos parametros conformes z = v+ w e w = x1 + x5 em X e N,

respectivamente, de modo que f é localmente representada por
. f .
z=u+iv — w = z1(u,v) + izs(u,v)
Denotamos os coeficientes da métrica em N, nas coordenadas (x1, ), por

95}[(331, Ty) = )\2(3?1, T2)0ij

entao os simbolos de Christoffel da conexao riemanniana correspondente, com respeito

ao referencial {0,,, 0., }, sao dados por

-
)\ )

Az
F%Q = F%z = F;1 = —F% = .

F%1:F?2:F§1:_F52: \

Sabemos que f é harmonica se, e somente se, sua expressao local satisfaz

0%x; - Ox; Oxy,
! e, 27 i =1.2
920z 2T 9> 0z O 1=k

Ik

Estas equagoes correspondem a

0%z, Lo 0z, 071 B 0z 015 2 0x1 Oxa n 09 011 _
020% U 9z 0z 0z 0z 21 92 0z 0z 0z
62.’13'2 " 2 0xq 011 B 0xo 0% r! 0x1 0xa i 0xo 014 _
020% 2] 92 0z 0z 0z U\ 9z 0z 0z 0z

0

0



Ao somarmos a primeira equagao acima com a segunda multiplicada por i, obtemos

Oxq Ox 09 Ox Oxy Ox Oy Ox
~ 1 2 1 1 i 2 2 . 1 2 2 1 _
Jez + (T ZF”){(az FERr® 02) “(az 0z 02 82)} 0
que pode ser expressa como
ox ox ox ox
~ 1 2 1 . 2 1 . 2 _
foz 4 (T = i) (82 “az) (82 “az> 0

ou, ainda, por

foz+ (T1 — i05) fofz = 0,
em que

Fil - irg2 = (Fh - ZF%Q)f(Z)
1
= —{ A\, (f(2)) =i, (f(2
70 e (1) = ia (1)
2
= w f z
B AR
Desta forma, f é harmonica se, e somente se,
2
fort ——=M(f(2) [ofz=0 1.10
G (1.10)

1.2 Grupos de Lie

Definicao 1.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel C* com uma

estrutura de grupo e tal que a aplicagao

uw: GxG@ — G
(z,y) +— ay™
¢ diferencidavel C'™°.

Segue-se imediatamente da definicao que, para cada g € GG, as aplicagoes

L, .G — G R, :G — G
h +— gh h +— hg



sao difeomorfismos de G. L, e R, sao chamadas translacoes a esquerda e a direita

respectivamente.

Definigao 1.2. Um campo X € X(G), diz-se invariante a esquerda se, somente se
dLy(Xp) = Xgn.

Analogamente, X ¢é invariante a direita se, somente se dR,(X}) = Xp,.

Se X é um campo invariante a esquerda (respectivamente a direita), entdo para
conhecer o campo basta conhecer o valor de X., ou seja, o valor do campo na identi-

dade e, pois

X, = dLy(X,) Vg € G.

Definicao 1.3. Uma Algebm de Lie sobre um corpo F é um espaco vetorial, sobre I
munido com uma operacao [ , | chamada colchete de Lie, que € bilinear, anti-simétrica
e satisfaz a igualdade de Jacobi, isto é: Um espago vetorial L com |, | : Lx L — L

R-bilinear tal que, Vx,y,z € L
a) [z,y] = —[y, z];

b) [[z, 4], 2] + [ly, 2], 2] + [[z, 2], y] = 0.

A restricao do colchete de Lie de campos a campos invariantes a esquerda define
uma algebra de Lie. Isto significa que, dados campos invariantes a esquerda V, W,
o colchete [V, W] é também invariante a esquerda. A dlgebra de Lie ¢ igualmente

definida como a algebra no espaco tangente, ou seja,
[Ve, We] = [V, W](e).

Exemplos classicos de grupos de Lie sao encontrados no espago vetorial M, (R)
das matrizes n X n reais, como subgrupos do grupo GL,(R) das matrizes invertives.

A 4gebra de Lie de GL,,(R) ¢é isomorfa a M, (R) com o colchete usual de matrizes

[M,N] = MN — NM.



Define-se a exponencial de matrizes segundo a férmula

1 1
expM:]+M+§M2+...+EMk+....

Neste caso, temos exp : M,(R) — GL,(R) . Uma férmula a ser utilizada mais
adiante, relacionando o colchete de Lie na algebra e o produto no grupo, é a seguinte
t2

exp(tM)exp(tN) = exp(t(M + N) + §[M, NI+ O(t%)),

onde os termos de terceira ordem dependem de aplicacoes repetidas do colchete de

Lie.

1.3 Grupo de Heisenberg

O grupo de Heisenberg é uma variedade Riemanniana tridimensional. Do ponto
de vista algébrico é 2-nilpotente (ou quase-abeliano), a situagdo mais perto de ser
abeliano, ou seja, isomorfo a R3, e de um ponto de vista geométrico o grupo das
isometrias tem dimensao 4, o que é a dimensao maxima possivel para o grupo de
isometrias de uma variedade Riemanniana tridimensional de curvatura seccional nao
constante. Aqui apresentaremos uma forma de construir o grupo de Heisenberg pela
exponencial de um conjunto de matrizes triangulares superiores em M;3(R), o motivo
dessa escolha é o fato de que, com esse processo, ja obtemos sua algebra de Lie.
Daremos as ferramentas basicas, nesse grupo, para podermos desenvolver estudos
posteriores.

Considere as matrizes triangulares superiores em M3(R), da forma
V2T z

0 V2ry |i(z,y,2) e R?
0

0
hbs=qM=| 0
0 0

onde 7 é um parametro real positivo. Em b3 considere o colchete [, | : h3 x hs — b3
definido por [M,N] = MN — NM. E f4cil verificar que h3 munido desta operacio é

uma algebra de Lie, ou seja:



i) b3 é um espago vetorial;
ii) [, ]: b3 x b3 — b3 é R-bilinear;
iii) [M, N] = —[N, M], anti-simétrica;

iv) [[M,N],T] + [[N,T], M] + [[T, M], N] = 0.

0 271z z 0 0 272y
Observamos que, se M = | 0 0 V27y | entao, M2=| 00 O
0 0 0 00 O

M3 = M?M = 0 (matriz nula) e VM, N,T € b3, [[M,N],T] = 0.

Assim obtemos,

1
A=expM = I+ M+ -M?

2
100 0 V2rx z . 0 0 27zy
= 01 0]|+]O0 0 V2ry | + 3 00 O
0 1 0 0 0 00 O
1 V21x z+ T2y
- 0 1 vV 27’y € GL3(R)
0 0 1

Portanto, exponenciando a algebra de Lie

0 2Tx z
b?): M = 0 0 \/27y ;($,y7Z)ER3
0 0 0

geramos o grupo das matrizes em G L3(R)

10



1 V2t z+4+ 712y
Hs(r)=¢A=10 1 V2ry | 5(xy,2) RS
0 0 1

denominado Grupo de Heisenberg.
Agora tomando a matriz A = expM em H3(7), onde M € b3 é representada pelas

coordenadas (x,vy, z) € R3, denominadas coordenadas exponenciais de

1 V2rx z+ Ty
A=10 1 V 2Ty
0 0 1

O uso destas coordenadas permite explicitar a estrutura de grupo em Hjz(7). O
produto em Hj é obtido por restri¢ao do produto usual de matrizes em M3(R). Assim,

dadas as matrizes A e B representadas em cordenadas exponenciais por
Ar— (z,y,2) e Br— (29,7,
o produto de matrizes (A, B) — AB é representado nestas mesmas coordenadas por
(z,y,2)* (@Y, o) = (x + 2,y + ¢, 2 + 2"+ 7(2y — 2'y).

Na algebra de Lie b3, destacamos os vetores tangentes

0 v2r 0 00 0 00 1
er=0, =0 0 0 |,e2=0,=]|00 V2r e es=0.=| 0 0 0
0 0 0 00 0 000

11



Observe que

0 V2r 0 00 0
lees = | 0 0 0 0 0 Vv2r
0O 0 0 00 O
00 0 0 V2r 0
- oo vor 0 0 0
00 O 0 0 0
0 0 27 0 00
= 00 O -1 000
00 O 0 00
001
= 211 0 0 0 | =27e;s.
000
Sendo nulas as demais relagoes. Da mesma forma, obtemos que [h3, hs3] = R.e3 = b
e [[bs, 3], bs] = [b, b3] = 0. Assim, a algebra de Lie é 2-nilpotente, com centro dado
por b.

Em seguida, determinamos os campos invariantes a esquerda associados aos ve-
tores ey, es, e3. O subgrupo a um parametro gerado por e; é a curva passando pela

identidade com velocidade e;, dada por

t2
exp(tey) = I+teg+ 5612

100 0 V21t 0 000

= lo10|+]0 0 o]+[000O

00 1 0 0 0 000
1 V27t 0
=10 1 0
0 1

Em coordenadas exponenciais, esta curva corresponde a ¢t — (¢,0,0). Denotamos

por E; o campo invariante a esquerda gerado por e;. A curva integral do campo E;

12



passando pelo ponto A € Hj3(7) com coordenadas (z,y, z) é dada por

La(exp(te;)) = Alexp(tey))
= (x,y,2)*(¢,0,0)

= (x+ty,z—try).

Derivando em t = 0, temos o campo E; em A = (x,y, 2)

d
E = — ty,z—t
1 (x,y,z) dt =0 (x + ? y? z Ty)
= (17 07 _Ty)
= (17070) - Ty(0707 1)
= 0, — 1Y0,.

Da mesma forma, dado o vetor tangente es em b3, definimos a curva

10 0
exp(tes) = | 0 1 27t
0 0 1

ou, em coordenadas exponenciais, ¢t — (0,¢,0). Dai a curva integral do campo FE,

passando por A = (z,y, z) é
La(exp(tes)) = (x,y +t, 2z + Tat).
Derivando em ¢t = 0, temos o campo Fy em A = (z,y, 2)

Ey = 0, + 720,.

(,9,2)

Analogamente obtemos

Es = 0,.

(z,9,2)

Assim os campos invariantes a esquerda gerados por e; = 0,, e3 = 0y € e3 = 0, na

algebra de Lie h3, sao respectivamente

13



E, = aa: - Tyaza
Ey, = 0,4+ 120, (1.11)
E; = 0,.

Calculando os colchetes de Lie, temos

[Ela EQ](x,y,z) = dL(m,y,z) [Eh E2]e

= dL(x,y,z) [617 62]

= dL(%y,z)QTeg
= 27'E3,
sendo nulas as demais relagoes. Ou seja,
[El, EQ] = 27'E3 (§ [El, Eg] = [EQ, Eg] =0. (].].2)

Definimos uma métrica em H3(7), invariante & esquerda, que denotamos por (., .),

de modo que os vetores e;, e; e ez sejam ortogonais e verifiquem
(e1,61) = (eg,e9) =1, (es,e3) = £l :=e. (1.13)

Agora, escrevemos
O0r = Er+T1YyEs
Oy = Ey—TxE;
d. = Ej

Assim, obtemos as componentes da métrica em termos de coordenadas exponenciais,

<&U,8x) == <E1 +’7'yE3,E1 +TyE3>
= (Ey, Ev) +1y(Ey, Es) + 1y(Es, Eq) +72y2(E3,E3>
= 1+ er?y?
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<3y, 3y> = <E2 - TIEg, E2 - T.TEg)
= (Ey, Ey) — 12(Fy, E3) — 1x(Fs, Ey) + 7°2*(E3, Es)

= 1+ erz?

<aza az> = <E37 E3>

= €

<8$, 8y> = <E1 + TyE3, E2 — TZL'E3>
= (B, Ey) — t(Ey, E3) + Ty(Es, Ey) — 2wy (Fs, E;)

= —eray

<axyaz> - <E1+7-yE37E3>
= (B4, E3) + 1y(Es, E3)

= €1y

(8y, 32) = <E2 - TSCEg, E3>
= <E2, E3> — ’7'(E<E3, E3>

= —eT.
Logo, a métrica invariante a esquerda que fixamos em Hs(7) é dada por
ds® = dz* + dy* + e(Tydx — Tady + dz)>. (1.14)

De agora em diante, o grupo de Heisenberg Hj3(7) dotado com esta métrica serd
denotado por Hj(e, 7).
Lembrando que, se X,Y e Z sao campos invariantes a esquerda entao (X,Y) =

constante. Consequentemente a férmula da conexao se reduz a
Assim temos o seguinte Lema:
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Lema 1.4. Os campos invariantes a esquerda {Ey, Fy, E3} satisfazem

VElEl = 0 ?EQEl = —TE3 VE3E1 = E’TEQ
vElEQZTEg vEZEQZO vESEQIETEl
Vi Es = —etE, Vi, Es = erE) Vg, B3 =0,

e os simbolos de Christoffel, Ffj, da conexao em Hs(e, ) definidos por
Vg E; =T} E;
sao dados por
[fy=7=-T3, IMy=—er=T%, Ty=e =TIy
Sendo nulos os demasis.

Demonstragao. Substituindo os campos E1, s e E3 na equagao (1.15) e de (1.12),(1.13),

obtemos,
2(Vg, By, Es) = ([Ey, B, E3) — ([Ey, Es), Er) + ([Es, B, Ey) =0,
o que implica Vg, E; = 0,
2V, B, E) = (|Ea, En], E3) — ([En, E3), Bo) + ([E3, ), En) = (=27 B3, Es),
dai ?EQEl = —T1kF3,

2Vg,Er, Ey) = ([Es, By, Ey) — ([Ev, By, Es) + ([Ea, Es), Ey)
= —<2TE3,E3>

= —2er,

assim Vg, By = —eTEy. Andlogamente encontramos

Ve, By = 7E3, Vg,BEy=0, Vg, FEy=erE), Vi Ey= —erEs,

VE2E3 = ETEl, ?E3E3:0.
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Agora tomando
Ve Ej =T} E,

temos que Vg, Fy = T'1,Ey + [, Ey + T3, F3, assim

(Vi By, EB3) = (DB + By + T, By, Ey)
(TE3, E3) = F?2<E37 E3)
e = I,

logo I'3, = 7. Analogamente, fazendo (V, Ey, E3), (Vg, B, Es), (Vi E1, B), (Vg,E3, Ey),
(Vp,Es, 1), encontramos respectivamente que I's;, = —7, [, = —er, '3, = —e7,

N, =er el =er. Como Vg E, =0, Vg,Ey = 0 e Vg, E3 = 0, segue que

F'Ifl = O, FISQ = O (§] Flgg = O com k = 1,2,3, <E1,E2> = O, <E1,E3> = O (§] <E2,E3> = 0
segue que

F%z :F%Q :F%:’, :Fi’:a :Fél :Fgl :ng :F§3 :Fél :F§1 :I%Q :ng =0.

E o resultado segue. O]

Por fim o tensor de curvatura em Hj(e, 7) é determinado no referencial { £y, Es, E3}

por
R(Ey,E))Ey = Vg,V Es— V5 VeEs+ Vi 5 Es
= ?EZ(_ETEQ) — ?El (ETEl) + ?27E3E3
= —e7Vp,Ey— etV Bl + 27V, Es
= 0.
Analogamente,

R(Ey, E3)E, =0, R(Es3,E))BEy, =0, R(Ey, Ey)E,=3em’E),

R(E27 E3>E3 = —T2E2 (S R(Eg, El)El = —€T2E3

17



Capitulo 2
A Representacao Espinorial.

Durante os 1ltimos anos, a ferramenta spinorial vem sendo usada no estudo da
geometria e na topologia de subvariedades. A abordagem spinorial permite resolver
naturalmente alguns problemas geométricos de subvariedades (para aprofundamento
veja, [13], [14] e[15]). Também vérios resultados as variedades homogéneas tridimen-
sionais com grupo de isometrias de dimensao quatro foram obtidos, particularmente
relativos & curvatura minima e curvatura média constante (veja, [8] e [20]). Assim,
neste capitulo iremos obter uma representacao generalizada tipo Weierstrass em ter-
mos de spinos, satisfazendo uma equacao de Dirac, para superficies com curvatura
média prescrita no espago de Heisenberg.

Seja X : ¥ — Hs(e, 7) uma imersao isométrica de uma superficie de Riemann
simplesmente conexa ¥ em Hs(e, 7). Dado um parametro conforme z = u +iv em X,

a expressao local para a métrica induzida em X é
do* = e*"|dz|*.
De fato, como X é conforme temos que
Xl = X = € e (X, X,) =0,
Ou seja (X, Xy) = | Xu|* = e®, (X, X,) = | X,|? = e*¥ e (X, X,) = 0, assim
do? = e*"du’® + e*dv? = e**(du® + dv?) = do® = e**|dz|?,
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em que w(z,Zz) é uma fungao positiva localmente definida em Y. Entao temos da

secgao (1.1) que,
1
<XZ7XZ> - <X27X2> - 0 e <XZ,X2> — 562“).
E que as equacoes de Gauss-Codazzi para X sao:

Vi X, = 2u.X,+ egN,

Ve X: — Vx.X. =0,

z

Vx.X: + Vx.X,=cHe*™N,

z

onde a curvatura média H e a funcao de Hopf ¢ sao os coeficientes da segunda forma

fundamental complexa de ¥ com respeito ao campo normal unitario
N =—-2¢""X, A X;.
Aqui o produto exterior é determinado no referencial {Ey, Fy, F3} por
EiNEy;=¢l3, FEyANE;=FE;, E3NE; =EFE,.

Usando os campos invariantes a esquerda, escrevemos

)

X

3
o Xa= Z Z'E;

J=1

3
X.=)Y ZE,
j=1

em que Z;(z,%), com j = 1,2,3, sdo fucoes de valores complexos. De (1.13) e

temos

0=(X.,X.) = (Z'E\+Z*Fy+ Z°E3, Z'E, + Z*Fy + 7°E3)
= (Z')V+(Z°) +e2°),

0=(X:,X:) = (Z'E\+72?Fy + Z°E3, Z'E, + Z*Fy + 7°E;)
= (Z')+(Z°) +e2°),
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1 _ _ _
S = (X, Xe) = (Z'By+ 2By + 2By, 2By + 2°E, + Z°Ey)
N A ARSAV AR YAV A
= |2 +|2°) + € Z°,

X.ANXz = (Z'E\+ Z°Ey+ Z°E3) N(Z'Ey, + Z*Ey + Z°E3)
= Z'Z°FB\NFEy+ Z'Z3F\ N Bs + Z*Z'FEy N By + Z2Z3F5 N Fs
+ 7237 Es N By + Z2Z*Es A By
= Z'Z%Es — 7' 7By — 727 eEBs + 7 Z°E, + 727" ¢By — 73 7%F,
= (2?72 - ZPZHE\ + (272" — Z' 2By + €(2 27 — 27" Es.

Portanto temos

(ZY) + (Z3)? +e(Z2%)* = 0, (2.6)
|ZY? + | 222 + €| 23 = =e*, (2.7)

N =2ie " ((Z32° — Z?Z)E, + (Z2' 2 — Z' Z3Ey + (21 2% — Z' Z*)Es).  (2.8)

Usando o Lema(1.4), provamos que as equagoes de Gauss-Codazzi (2.2), (2.3) e (2.4)

sao respectivamente equivalentes a

0.7" +2e1 7?7 = 2w, 7' +ieqe (22 Z° — Z?Z7) (2.9)
0.7% = 2erZ' 7 = 2w,7° +ieqe (22 7% — 7' Z?) (2.10)
0.7° = 2, 7" +ieqe (21 2% — 7' 7?), (2.11)
-0:2'+0.7" = 0 (2.12)

—0:7*+ 0.2 = 0 (2.13)

—0: 23+ 0.2 +21(Z' 2 - 7' 7% = 0 (2.14)
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0: 71 +0.2" +2er(Z3 2 + Z°7%) = 20H(Z*Z° — 7°7%) (2.15)
0: 7 + 0.72° —2er(Z3 2 + Z°7Y) = 20H(Z'Z* — Z'Z?) (2.16)
0:7°+0.72° = 2%H(Z'Z* - 7'7%). (2.17)

De fato, fazendo

Vx.X. = Vx.(Z'E, + Z°E, + Z°E;)

z

= Z'Vx.E\+ X (Z\)E, + Z°V x,Fy + X, (Zy) By + Z°V x, B3 + X, (Z3) s,
tome X,(Z7) = 0.77. Assim
'V x. B+ X (ZHYE, = ZI?Z1E1+Z2E2+Z3E3E1 +0.(ZYEy
= (ZY)WVgE + 27>V p, B+ Z2' 73V g, By + 0.(ZY)E,
= 8ZZ1E1 — €TZ123E2 — TleQEg,

7N x. By + X (Z*)Ey = Z°N g, 225,298, Ba + 0.(Z°) Es
= Z'7°Vp By + (Z*)N g, By + 72223V g, By + 0,(Z%) E,
= eTZQZ3E1+8ZZ2E2+TZlZQE3

ngXzEg + XZ<ZS)E3 == ngZ1E1+Z2E2+Z3E3E3 + 3Z(Z3)E3
- lenglEg + ZZZSvEQEg + (Zg)QvESEg + aZ(ZS)Eg
= et Z*Z°E, — et Z' ZPE3 + 0,77 E;.

Desta forma

Vx.X. = (0.2" + 27722 Z3Ey + (0,72% — 2e7 ' Z3)Ey + (0,2%) Es. (2.18)

z

2w, X, = 2w,(Z'E,+ Z*Fy + Z*Es)
= (Qw.,ZY)YEi + 2u,Z*)Ey + (2w, Z%)Es,
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(S

%qN - ngz'e—M[(Z?’Z? — Z2Z3Ey + (2'2° — 2" Z3)Ey + (2" 22 — 7' Z%)E3),

temos
2w, X, + %qN = [2w.Z' +ieqe (23 2% — 22 ZP)|E,
+2w, 2% + ieqe " (Z' 2% — 21 7°)| B, (2.19)
+2w,Z? +iqe (21 Z* — Z' Z*)|Es.
Logo de (2.2), (2.18) e (2.19), obtemos (2.9),(2.10) e (2.11). Agora fazendo

Vx.X: = Vx.(Z'E, + Z°E, + Z°E5)
= Z'Vx.E\+ X, (ZY)E, + Z°Vx_Ey + X.(Z*)Ey + Z°V x, B3 + X.(Z%)Es,
e calculando
IV x. By + X (ZYWE: = Z'VppirmzeEl+ 0.(Z2")Ey
= Z2'7'Vp B\ + 727V, By + Z' 23V g, By + 0.(ZY)E,
= 0.2'E, —erZ'73E, — 12" Z*F;,

7N x. By + X (Z)Ey = Z°V g 4228, 258,F2 + 0.(Z%)E,
= 77N By + 227N By + 22 73V g, By + 0.(Z2%) E,
= 7 Z*ZPE, + 0.2°Ey + 72 27 Es

7N x. By + X (Z*)E; = Z3?Z1E1+Z2E2+Z3E3E3 + 0.(Z%)E;
= Z'73Vp B+ Z°Z°V g, By + Z3Z°V 5, Es + 0.(Z°) Es
= et Z°73FE, — et Z ' Z3E, + 0,73F;,
obtemos

Vx.X: = [0.2' +er(Z222% + 2 Z°)|E,

+10.2° — er(Z' 23 + 71 Z°)| B,y (2.20)
+10.2° +7(Z2' 2 + Z' Z*)| Es.
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Agora fazendo

Vx.X. = Vx.(Z'E\ + Z°E, + Z°E3)
= Z'Vx.E1+ X:(2)Ey + 2V x. By + X:(Z9) By + Z°V x. E3 + X:(Z3) Es,

e calculando
ZlezEl + XE(ZI)EI = ZlelE1+22EQ+Z3E3E1 + 82<Zl>E1
= lelvElEl+Z122vE2E1+Z123vE3E1+85<Zl)E1
- (9221E1 —ETZ123E2—7'2122E3,

Z2vaE2 + XE(ZQ)EQ = Z2leE1+Z2E2+Z3E3E2 + 85(ZQ)E2
= Z'7°Vp, By + Z27Z°V g, By + Z*Z°V 5, By + 0:(Z*) B,y
= 7 Z°Z°E\+ 0;2°Ey + 72 Z°E;s

Z3?X2E3 —|— Xg(Zg)E:g - Z3vzlE1+22E2+Z3E3E3 + 82(23)E3
= Z'7°Vp, By + 72 7°V g, By + 72 7°V 5, B3 + 0:(Z°) F3
= e Z°7%F — et Z ' Z3Ey + 0;7°F;,
obtemos
Vx.X, = [0:2" +er(Z°2° + 2 Z°)E,
+10:2% — er (2 Z° + Z' ZP)| B,y (2.21)
+10:23 + 7(Z1 7 + Z' Z?)) E;.
De (2.3), (2.20) e (2.21), temos
(9221 - 82Z1
8;;22 — 8522
0,2 +7(2'72* - 7' 7% = 0,7° —7(Z2'Z* — Z' 7?).
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Portanto, conseguimos (2.12), (2.13) e (2.14). E finalmente de (2.4), (2.20), (2.21) e

que
He*™N = He*2ie (23727 — ZPZ3)E, + (Z' 2% — Z2' Z3) By + (2" 2% — Z' Z%)E3)]
= 2H(Z*Z* - Z*Z*)Ey + (21 7° — 2 Z°) By + (21 2% — Z' Z%)E3)),

obtemos (2.15), (2.16) e (2.17).

Agora vamos definir funcgoes 11 e 19, tais que

7= S e

i
7 = LB+ en?) (2.22)
ZB = 1#11527
isto é,
1, 2 L -2 2y _ L, 72 2
Z'+iz? = 5(@/}2 — ey )—5(1/12 +€1”)
= —51/112
o 1 o _
2V +i72? = 5(2/122 — e;bf) + Z[—§(1/122 + 62/112)]
1 — 1 -
= 5("4022 —e’) + 5(%2 +edy’)
=y’
portanto
ZV4iZ% = —e® e Z'4iZ? =7
Como

N =2ie (2322 — Z*Z°)Ey + (Z' 2% — Z' 23 By + «(Z' 2% — Z' Z*) E3),
calculando
AVARES (¢22 + 61/;12)1#1152

(1o tha|* + eriha |t [?)

l
2
l
2
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obtemos

7273 — 7273 =

Calculando

obtemos

ZlZS_le3 —

Calculando

AV &

7278 = g<¢22+e¢12>w1w2

— %(¢1¢2W2|2 + et |1 [?),

—%(¢1¢2|¢2|2 + 61511/;2\1#1’2)

— %(WEQWQIQ + ethoth |91 ?)
7

L ba(al + eltnl?) — Sba(elin? + gl

7

_§<¢11/)2 + 1) (|1h2) + €]th1[?).

AVANE %(@/722—61#12)1#_1@/}2

:%%@mﬁwwwmﬁ

zw3:%m%ﬂﬁm%

1 o
= 5(@01%\@/12!2 — ethyiba|thr %),

1, - - 1 _
§(¢1¢2’¢2|2 - €¢1¢2|¢1\2) - 5(%%’%\2 - 6¢1¢2W1\2)

STGal? + elin?) = Svataleltal + [4P)

1(1517752 - wﬁ/&)(‘%’Q + €|¢1\2)-

DO | —

[\

- %(1/122 - 61512)%(1/722 +etn?)
- 431(|1/12|4 + et Ph? — 61?_121522 — el
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ZIZQ —

obtemos

AV AR AV A

Assim temos que

N = 2

+

+

Agora calculando

|Zly2 —_

e—Zw[

S0 = (G + )
_IZ(|¢2|4 + ey — e a? — el [,

_ %(|¢2|4 + ey — e "y — )
Pl " — e — )

= (el — )

= Ll — Yl + el ).

_%(¢1¢2 + 1h) (|th]® + €ltn|?) By

%(1511/;2 — P1iha)(|tha|* + € |) By
Sl = el ) ((eal + elun ) Bs)

A A

%(%2 — 61/112)%(@022 —eiy”)

;L(Wzrl — 615121522 — et ’he? + ],
= 7°7°

B %(1522 + €¢12)(_7i)(¢22 +e?)

- i(|¢2‘4 + 67?_121522 + €y [*)

|ZS|2 _ Z3Z3
= ¢1@E2151¢2
= [Pl

26



Substituindo as equagdes acima em |Z1|? 4 | Z2|? + €| Z3|? = 1, obtemos

1 1
S = S(lal + ) + el Pl

- %(Wzrl + 2€|¢1|2|¢2‘2 + 62‘%’4)

1
= §(|¢2|2 + €[y |*)?,
assim
e = (|[v2]” + elvn]?)*.
Desta forma

N = e " ((Y1p2 + Y1ba) By + i(1hs — v192) By — (Jtha|* — €|y [*) Es). (2.23)

Que é o campo normal unitario em termos das fungoes ¥, e 3. Quando € = —1,

podemos supor sem perda de generalidade |15 > |t/1], assim
e = [Yof* + €|y [*.
Agora queremos determinar fungoes U e V' tais que

8577[)1 = V¢2 (& az’(ﬂg = —Ul/)l. (224)

Passamos, portanto, a dedugao destas fungoes. De (2.12) e (2.13) temos

0 = —0.2' +0,7
= —0; %(1522 - 6@/)12)] + 0. [%(%2 - 61512)]
_ _% 2% + S0 + %azwf — S0 (2.25)
e
0 = —0:2>+ 0,27
= 0[S )] o[ (St + i)
= o = So - Lo - o (2.26)
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Somando (2.25) e (2.26) multiplicado por 7, obtemos

0 = 9 2#12 + 282"7Z)1 + 282’4/}2 9
+2851D2 + 2&5% + Qaz?ﬁz + 5
= € + 0’

portanto
85(61/112) + 82(1/122> =0.

Usando a condicao (2.24), temos

az(€¢12) = 2e10:9n

= 2e1Vipy
e
0:(2") = 2n0:1)y
= 2y(—Uth),
ou seja,
2¢1¢2(6V - U) =0.
Logo

eV —-U=0.

Agora calculando

_ 1. - 1 1 1 -
0:7' +0.7" = 582%2 - 532(6%2) + §3z¢22 - 5@(6%2),

2

z’é/;l

az Zb_l ?

(2.27)

2e7(2°72* + 2°2%) = 2er - 3-(¢11/)2|1/12|2 + ethriha |t [?) + %(151152|¢2’2 + €¢1¢2|¢1|2)]

2

]

= 2er[ ~ Lntalll — ) + SOl — el )]
(tha]? = €t [*) (r10a — P11h)

2

= 2eT - %
= —ier([tho]® — €l ) (Y1102 — Y11bs)
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N IVAVARSAVAIIES 2Z'H(;)(¢1¢2 + 1t2) ([1ha]” + €ltn]?)
= H(|tha|* + €|t1]?) (110e + 1h19)a),

obtemos para (2.15)

— SOl b3 0utb —ier (Pl P)Wrtby— ) = H ([l +elnP) w1+ 1),

(2.28)
Calculando
(0:2%+0.2%) = i[50:05" + 50s(en?) — 500" — Z0.(eth”)]
I, - 1 1 1 _
= 50" — 50:(ein’) + 50007 + 0.,

—22’67‘(Z321 + Z3Z1) = —2eT :%(¢1¢2|¢2|2 - 61&1@52|¢1|2) + %(¢1¢2|¢2|2 - €¢1¢2|¢1|2)}

1

= —2ieT :§¢1¢2(|¢2|2 — el ) + %1511/;2“1#2‘2 - €|¢1|2)]

= 2ier [ (Wl — el P) (W + 1)
— —ier (0l — n )W + 1)

—2H(Z'Z° - 7'7%) = —H%Wﬂh — 1t)2) (|a]* + €[t [?)
= H(aP + PG — i),

obtemos para (2.16) multiplicado por i

—%3z(€¢12)+%az"¢22—i67' %(|1/12|2—€W1’2)(1?11?24‘1/71152) = —H(|¢2|2—€|1/11\2)(1/;1’452—1?11/12)-
(2.29)
Somando (2.28) e (2.29), obtemos
32(—6%2) + 5z1/)22 - Z"57'(|¢2|2 - €|¢1|2)(¢1¢2 + P1abg + Prthy — %51@52)
= H([to]* + €[tn|*) (1tha + P1tbs — 11a + th1as),
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que ¢ igual a

O:(—etn®) + 0:bs® — 2ierhrha(Ja]® — el [*) = 2Hiprta([a]” + €t |?).

Resolvendo as derivadas, obtemos

—2€¢185(¢1) + 29090.1)9 — 2i67¢1¢2(|¢2|2 - 6\7?1’2) = 2H¢1¢2(|¢2|2 + 5|¢1|2)'

Substituindo a condi¢ao (2.24) na equacao acima, temos

=21 Vihy — 200Uy — 2i€7¢1¢2(’¢2’2 - EWHZ) = 2H¢1¢2(W2\2 + €|¢1’2),
eliminando o fator —2v;15, obtemos
&V +U = —H(|vpo” + e[t [*) — ier([tha]* — e|thn]?).
Logo com a equagdo acima e a equagao (2.27), temos o sistema

eV + U = —H([of +eltn]?) —ier([2]® — e[tn]?)
eV — U =0

Resolvendo o sistema para U e V', obtemos
1 :
U = —5(H(of + dinl) +ier([af — i),
6 .
vV = _§(H(|¢2’2 + el [?) +der(Jia]® — €elvn]?)).

Estes calculos permitem enuciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. Seja X : X — Hs(e, 7) uma ismersao isométrica. Entdo o campo

de spinors 1 = (11,19), definido pelas equacoes (2.5) e (2.22), satisfaz a equacao de

Dirac DY =0, em que
0 0. U 0
D= + ,
—0; 0 0V

U= _%(H(|¢2|2 + €|¢1|2) + i67(|¢2|2 - €|¢1|2))

com pontenciais

V = Sl + el ) + der(uaf? — ).
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A seguir, expomos uma representacao local do tipo Weierstrass para superficies no
espaco Hs(e, 7). Inicialmente, observamos que qualquer superficie em Hjs(e, 7) pode
ser representada localmente por integrais. Assim, utilizamos a seguinte versao do

Teorema Fundamental do Célculo.

Teorema 2.2. Seja ¥ uma superficie de Riemann. Se ¢ : [a,b] — ¥ € uma curva

diferencidvel por partes e f € C*(X), entdo

/ df = F(c(v)) — f(c(a)).

Seja X : ¥ — Hj(e, 7) uma imersdao. Denotamos como antes, por z = u + v
um parametro conforme em um dominio 2 C ¥, onde a imersao é representada, em

termos das coordenadas (1, 2, r3) de Hs(e, 7), por

X(2) = (21(2), 22(2), w3(2))
X(u,v) = (z1(u,v), x2(u, v), x3(u, v)).

Logo em 2, temos

Xz - ¢18m1 + ¢285L’2 + ¢30x3a

em que ¢ = %, k =1,2,3. Observamos que
&ck
1 ox, .0z
1[0y oz, [ 0xy, Oxy,
N 2[8udu+ avdv+l(8udv_ 8vdu>]'

Portanto

1,0 ) 1
Re(¢pdz) = 5(%@ + %dv) = Sda.

Assim uma vez que dxy é exata, dado um caminho fechado ¢: I — Q C 3, temos

Re / budz — / Re(dz) % / dzy = 0.
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Este fato diz que a forma local ¢rpdz nao tem periodos reais, e é equivalente ao fato

de que a integral de linha nao depende do caminho escolhido. Portanto, a aplicacao

z— Re/ Prdz,
Yz

onde 7, é um caminho em €2 de 2y a z, estda bem definida. Denotamos esta funcao

simplesmente por:
z
z— Re / Ordz.
20

Pela versao anterior do teorema fundamental do cédlculo, Teorema?2.2, é valido que

Re /Z ordz = %/Z dxy = %(xk(z) — x1(20))-

Portanto,
z(2) = x(20) + 2Re/ ordz.
20
Como
3
X, = Z 2|
7j=1
entao,

X, = ZY0u — T090,,) + Z*(0py + T2104,) + Z°0,,
= 2104 + Z%0,, + (—Z' 119 + 211 + Z°)0,s.

Desta forma concluimos que

br=2" = 50— ),

Gy = 2% = %(%2 + ey?),

e
O3 = —Z'tae+ 7tz + 73
1, - -
= _§(¢22 — e *) Ty + 5(%2 + ety *)Try + 1ty

= 2[2(1/322 + e ®)zy — (1522 — €1%) g + 1o,
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Portanto, temos
291 _
r1(2) = z1(20) + 2Re/ 5(@/122 — ey ?)dz,
20

xo(z) = wo(z0) + 2Re/ %(%2 + e ?)dz,

20

z3(2) = w3(20) + 2Re /z (%(Z(%Q + et )z — (7522 — e ®)ag) + sz) dz.

20
O teorema a seguir diz que a representacao integral acima pode ser obtida a partir
das fungdes 11 e 1y, desde que verifiquem a equacao de Dirac em Hj(e, 7). Para obter

tal representacgao, utilizamos os seguintes lemas

Lema 2.3. Seja ¢ : Q C ¥ — C uma funcgdo de classe C? definida sobre um

dominio simplesmente conexo de uma superficie de Riemann ¥, onde estd definido
0

o parametro conforme z = u + iv, tal que —¢ € R, ou seja, Imds¢p = 0. Entao, a

0z

forma ¢dz nao tem periodos reais e
28z(/ Re(pdz)) = ¢.
20
Demonstracao. Escreva ¢ = ¢y + i¢o. Entao

8¢ 1.9 .9

% 5(%+i%)(¢1+i¢2)

_ 10¢1 0y 1 Opy Oy
= 3% ") 2% T

0
Logo a condigao 8—? € R implica que
z

06, 061

ou E 0

Portanto, como o dominio de ¢ é simplesmente conexo, a forma
Re(¢pdz) = ¢rdu — ¢odv
é exata. Assim, existe uma funcao v : 2 — R tal que
Ordu — podv = dip = g—¢du + %

uw o

dv,
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donde concluimos que a forma ¢dz nao tem periodos reais e a funcao z € 2 —

2 / Re(¢dz)dz é bem definida. Além disso,
20

3Z(2/ZZR6(¢dz)) - %(Q/Z:dzp)

0

1,0 0
_ §<%—i%>2(¢(2)—¢(20))
oy 9y
T 0w Ov
= 1+ iy
s

]

Lema 2.4. Sejam 11,9y : Q@ — C, funcoes de valores complexos satisfazendo a

equagdo de Dirac em Hs(e, 7),isto €
Orin = —S(H([l + eln?) + ier(f” — el )i,
0.t = S(H(WaP + elun]?) + ier([val? — el

Entao

%@(%2 —etn”) = H(|thol* + e[tn]*) Re(vitha) + er([vo]* — e[tn]*) Im(y1¢), (2.33)

382(1522 + 61/112) = H(|¢2|2 + €‘¢1’2)1m(¢1¢2) + 57'(|¢2|2 - €|¢1|2>R6(¢1¢2)7 (2.34)

0:(tni) = —5{eH +ir) ([l = i) (2.35)
Demonstragao:

Demonstracdo. Primeiramente observe que 0,1 = 951, onde 1 : @ — C. De fato,

0 -0 =
0. = %(a—fﬁ - za—f) entao

_T00 00 190 00

—5(8u 8v>:§(3u 2%):821&.

9.0

34



Assim para a primeira equacao temos,

SO0 — )

portanto

+€ @/)1%

%(8%%2 - €¢12)
%(21/7282%2 — 2e1),0.1))

1/72(—[7151) - €”¢1V¢2
—151152 J — eV

WQ[ H (il + elin?) — ier ([l — el )]

5 LH([sf” + eltr[*) + der(jv]* — efen[*)]
H o
—(|¢2|2 + €|t1 [?) (11de + 1h102)
ZET(!W — €1 ) (102 — 190n)

1€T

§(|¢2|2 + €e|ih1|*)2Re(1hr1a) + —(|¢2|2 — elip1]|*)2iIm (1),

S0002" = etn?) = H(9al? + i) Re(etn) + er(ll? — el ) Im(19).

Para a segunda temos,

285(1522 +e?) =

%(521522 + €¢12)
%(2¢28z?/)22 + 2€1p10,1)
—ith1peUiep1ihoV
“/flwz 2 . 2 2
[H ([1ha]? + €|in]?) — der([a]* — e[t |*)]
i L2 (uf? + a2 -+ der (vl — el )

E(W2|2 T el PY i + ithat)
(|1P2|2 — €|t1|?) (P11hg + 11ba)
5(|@/}2|2 + e|ihr|[*)2Im(rahs) + 7(|@/}2|2 — |1 *)2Re(V11)2),
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Assim

SO0 ) = H(l? + eliaP) Im(nin) + er(4af? — el Re(wr).

E finalmente para a terceira equacao temos,

62(1#1%52) = (32%)152-1-@0132752
= Viporhy — 1 U
= Vu* — i1 PU
6|¢1|2

= [H (|tha]? + €|th1|*) + deT(Jtha]* — e|tn[*)]

2
—i—@[f[ﬂ%’? +elin]?) —der([val® — et )]

i .
= §(|¢2|2 + e[ ) (1] — eleal®) — g(|¢2|2 — e[ [P) (J9n|* + €|eha )
H
= = (1l + elaP) ([ — el ]?)
i€

— 5 (1wal + ) (al = elen]?)
_ _%<€H+ ir) (]t — Jun]?),

logo
() = —5{eH +in) [l = ).

Enunciamos, agora, o teorema de representacao de superficies em Hjs(e, 7).

Teorema 2.5. Seja H uma funcao dada em uma superficie de Riemann simplesmente
coneza . Sejam Yy e ¥y funcoes de valores complexos em X, satisfazendo a condi¢dao

[19]? + €|v1]? > 0 € a equacio de Dirac, isto é
Oy = =5 (H(al + elgal”) + er(uial” — clun ")) (2:36)
Oatn = (H(al + ") + ier(lal? — o) (287

Entao, a aplicacao

X = (x1,29,23) : ¥ — Hs(e, 1),
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com componentes
z 1 - 9 )
r1(2) = w1(20) + 2Re 5(% — e17)dz,
20

xo(2) = wo(z0) + 2Re/ %(1/122 + ep1?)dz,

20

z3(2) = w3(20) + 2Re /Z (%(Z’(%Q ez — (1 — e ?)as) + wﬂﬂz) dz,

20

¢ uma imersao conforme com curvatura média H. Além disso, a métrica induzida

em X € dada por

([2]? + €|vn[?)?|d=].

Demonstracao. Primeiramente, observamos que, por (2.33) e (2.34), temos

Imd: (50" — etr?)) =0 ¢ Imdx( (05 + e:?)) = 0.

Além disso, temos que
i, 2 2 1/,7, 2 2
T[§(¢2 + €17)0:1 — 5(Y2” — ety )aﬂz]

= 7 :%(%2 + e ) 0wy — %(%2 — 61#12)82952}

=T %(1522 + €¢12)%(¢22 — ) —. %(1522 — 6¢12)< - %(%2 - 61512))]

-7 -;1(1522 + et (1’ — 61&12) + %(1/;22 — ) (ho® + 61512)]

= Z!IT(|¢2|4 - 61/;121/;22 + 61/1121/122 - €2|¢1|4|¢2|4 + 61/;121/;22 — (—:1/1121/;22 — €2|¢1\4)
= Sl = ).

Assim, por isto e por (2.35) temos,
i, - 1 - —
Imd:{r| 56" + ety )s = St — etn)an + | = 0.

Logo, pelo Lema2.3, concluimos que as funcoes x1, xo e x3 estao bem definidas e
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satisfazem

Oz,

0z

Oz

0z
8x3

9z

= %(¢22 - 67/)12)
= 0" )
- 7 %(%2 + ety ?)dsaq — %(%2 — eih*) 0z | + P11

Assim segue que

X, =

(0,21, 0,22, 0,x3)
(9 . 210y, + 0,220, + 6’ 230z,

(% —e®)0,, + 5 (1/12 +et01®) 0y + o (1?2 + € ?)110n,
——(% — e *) w90, + wlwﬁxs

1
2

_(¢2 - apl )( T Tx?aws) (1/12 +€¢1 )( T 71’133:3 +w17§28‘r3

5@,2 — 2By + — <¢2 + €r?) By + Y1ho B,

Dai temos que

(X., Xz)

<%("¢’22 — e *)Ey + - (% + €1 ?) By + Y119 B,

%(wz — et?)Ey + (wz + e1?) By + Y199 Fs)

}1(1522 — e *)(Ey, EBy) + Z(wz + e *)*(Es, Ba) + ¢12?§22<E3, Es)
i(% —eh?)? — 3(1522 + e ?)? + €¢12¢_22

1

4("4524 — 267?_221?12 + €2¢14) - i("@f + 2615221/112 + €2¢14> + 61?121522
—61/)121/;22 + 61/1121/;22
0,
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<X2> XZ)

<XZ7 X2>

Portanto

%(%2 - 61&12)E1 — %(%2 + 61&12)1512 + 192 Es,

(%2 — 6&12)E1 - %(%2 + 61512)1*72 + 1&1¢2E3>

(1ho” — 6@512)2<E1,E1>

—~

NG NGRS

B i(¢22 + e ) By, By + 1 92> (B, Es)

3(1/124 - 2€¢22¢_12 + 62?/;14) — i("¢24 + 261?221512 + 621&14) + 61&121#22
—eth 21’ + ey’
0,

(&22 —ei”)Ey + %(1&22 + e1?) By + Y1109 B,

(1h2” — 61#_12)E1 — %(%2 + 6”4512)E2 + 12 E3)

102 = )W = BN EL B + (0 + ) + i) (B, B
o1 P[4 |* (B, Es)

el — 0%t — e + )

2l + 0"+ en? + Rl + el Pl
Sl + gl + @l

S (2] + i)

(X Xa) = (Xe, Xe) =0 e (X, Xe) = Sl + )2

Logo X é uma imersdo conforme, ji que [¢o]? + €]t)1]*> > 0. Além disso, o campo
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normal unitario ao longo de X pode ser dado por
1 S P
N = 6—w(("¢11/12 + P102) By + i(P1hy — 1h2) By + (|th1]* — €|to]?) Es)

= 6%(2R6(¢1¢2)E1 (= 2Im(v2))iEs + (|12 — e|ihn]?) Es)
1
- M@Re(%%)& + 2Im(P1a02) By + (|11]? — €|vn]?) Es),
isto é,
1
ARTREEEE

Resta mostrar que X possui curvatura média H. A fim de fazer isto, calculamos

(2Re(102) By + 2Im(¢1102) By + (Jth1|* — €|wo]*) E3).

ngXz - vX5[1(1/;22 - 6¢12)E1 + 3(1/;22 + 677Z)12)E2 + 1/)1QEQE3]

2 2
]- -2 2\ = 1 -9 2
= 5(1#2 —e”)Vx, By + §Xz(¢2 — ") By
7 - _ 7 _
+§(’¢22 + ei’)Vx, Es + §Xz(”¢22 + €1 %) By

+1119V x, B3 + X5 (1192) Es.

Agora usando o Lemal.4 para calcular

Vx. By = ?%w¥%%%&eawﬁﬂﬁﬁm+%WE¥ﬂ
T Y2 (I ) V- 923
= %—(%2 + 61512)E3 — €71 By,

VB = ?%Wf—ew’f)&—%(w22+ez£12)E2+zﬁ1sz3E2
= L~ )V By~ LW 4 )V, By + 0 B
= g(%z - Eﬁlz)Ea + 67’&1¢2E1

€
Vx.Es = V E;

L2 —en®) B1—§ (o2 +edn®) Ba+ 1o By

1 —9 = ; P -
= 5@22 - €¢12)VE1E3 - %(1/122 + 61/112)VE2E3 + 199V, Es
= _%w 2 - 61512)E2 — %(1/122 + 61/;12)51-
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Dai temos que

1

2

(&22 — ep?)Vx. By

S0+ )T BV By =

T - @)W+ VB — il — ) By

P+ @) = VB + (i’ + B,

Tt — 1) o — L pra” + e

Tl + ™" — epn?y® — il By

— (Wl rths — el P By

Tl — "+ en? — i) By

FEL (i + el o) B

=5 (antes — dunP01) B -

Sl = ) B

= TP aths — ettt Puretn + s s — ey 1) B

F P+ el Pty — Walbav — el o) B

(el = ) + wralelinl — ) By
Guaal” — ebial) + pria(ll — el ) B

€T
2
1T
+5(W2|4 — EY|*) Es

€T

7(|¢2|2¢1¢2 + el [P19)2) By

Z.%T(Wzﬁ — €|t1|?) (102 — Praba) By
T (af? — i)+ r42)

1T
+§(W2!4 — ¢|*) Es
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1€T

= 7(|¢2’2 — el ) (=20 Im(¢11)2)) Ex
— S (Wl = elipr[*)2Re (1) By
F 2 ([l — lun) By
= er([th]? — €|t ) Im(P1e)2) By
—E_T(Wﬂ2 — €|t [*) Re(¥112) By
5 ([l — i) By
= 67_(|¢2|2 — el [P) (Im(¥11p2) By — Re(¥11)2) B
5 (Wl + el ) By).

Agora, agrupando estas expressoes juntamente com (2.33), (2.34) e (2.35), con-

seguimos

1 - _ 1 _
Vx. X, = 5(%2 — e *)Vx. By + §Xz(¢22 — e ?)Ey

+%(¢22 + e *)Vx. By + %Xz(¢22 + ey B
12 Vx, By + Xz (Y192) Es

= [H([¢af* + e[t ) Re(whrtba) + er([a]* — e[t [*) Im(v11)2)] By
FH (|92l + el [P) Im(wrib) + e (|1ha]?* — et |*) Re(vr1¢hs)| o

g (e + i) ([l — ] By

([l — cln?)(Im(W o) By — Re(atha) o + (ol + ") Ba)
= [H(|¢af* + e[t ") Re(ih1¢s)

+er([¢af* — el ) Im(viiha) — er(|9a]® — et |*) Im(yriba) Ex

HH (|92 + el ) Im(¢11bs)

et ([1ha* — e[t ) Re(yrhs) — €f(\¢2’2 — e[y [*) Re(41¢) By

g B )l = [4n]Y) + (ol — e )
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= H(Wf? + chb ) Rel(wrin) By
HH(af? + eyn ) It By — S (4l + el P)(l? — el ) B
o (Wl + el YRR ) By + 21m(192) By + (al? — i) )
Como

1
N=—uwu-——
[U1]% + €|ty ]2

Concluimos que

(2Re(14po) Er + 2Im(y1)2) Es + ([t |* — €|ha|*) E3).

Ve Xe = SH(Gl +elnP) (el + ehia)N
= SH(a +eln PPN,

ou seja,
W 1 2w
Vx.X,=-He""N.
2
Que mostra que a imersao X tem curvatura média H, que conclui a prova do teorema.
O]

Dadas 1y, 1y solugoes de (2.30) com potenciais (2.31) e (2.32), temos que os
campos 6i§@b1 e elg@bg, onde ¥ € R, também satisfaz a mesma equacao. Deste modo,
isto d4 uma familia associada de superficies com mesma curvatura média prescrita

H. Desta forma temos o seguinte corolario:

Corolario 2.6. Seja 1 = (11, 12) um campo de spinors, solugao de (2.36) e (2.37).

Entao, para qualquer ¥ € R, os campos de spinors
W0 = (€34hy, €3 1hy)

sao também solucdo do mesmo sistema. Entao, dada uma imersao conforme X :
Y. — Hs(e,7) com curvatura média prescrita H e representada por 1, existe uma
familia associada de imersoes Xy representada por ¥’ tal que Xy = X. Todas su-

perficies em tal familia sao isometricas e possuem mesma curvatura média prescrita
H.
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Capitulo 3
A Aplicacao de Gauss.

A aplicacao de Gauss de superficies minimas e curvatura média constante tem
sido o objeto de inumeras investigagoes. Consequentemente muitos resultados na
geometria nessas superficies tém sido obtidos usando a teoria de aplicagoes meromor-
fas e harmonica. Identificando (por multiplicagao a esquerda) o espago tangente de
Hs(e, 7) em algum ponto com a sua &dlgebra de Lie, a aplicagdo de Gauss de uma
superficie pode ser considerada como uma aplicacao na esfera unitaria da algebra de
Lie. Se a superficie é em nenhuma parte vertical, isto ¢, em nenhuma parte tangente
as fibras, entao a imagem da aplicacao de Gauss estd contida no hemisfério norte
(veja, [3]). Neste capitulo mostraremos com que hipdteses a aplicagao de Gauss da
imersao é harmonica. Daremos também, uma representacao tipo Weierstrass de uma
imersao minima somente em termos dessa aplicagao. Observaremos que essa fungao
¢é na verdade a composicao da aplicacao de Gauss com a projecao estereografica.

Observamos inicialmente que, quando ¢ = 1, o vetor normal é unitario, mas
quando € = —1, o vetor normal satisfaz (N, N) = —1. Por tais motivos, denotamos
p0r7

S? = {(a,b,c) € T.H3(1,7) : a> + b*> + ¢ = 1} C T,Hs(1,7)

S2 = {(a,b,c) € T.Hs(~1,7) : a® + 1* — & = -1} C T,H3(—1,7),
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onde acima identificamos o vetor ae; + bes + ces € T.Hs(e,7) a terna (a, b, ¢). Assim,
S?% ¢ a esfera unitéria de T,H3(1,7) e S?, ¢é a parte superior de um hiperboléide em
T.H3(—1,7). Sabemos que, quando € = 1, a projecao estereografica com respeito ao

pélo norte N = (0,0, 1) é dada por:

7T12512—>@, Wl(a,b,c): +1 R 7T1(N):OO,

e tem inversa

1

= T 2R 20mw) uf = 1), 7 (o) = N

m =C—Sf mi(w)

Analogamente, no caso em que € = —1, a projecao estereografica em relagao ao pélo
sul S = (0,0, —1) tem imagens no disco D = {g € C: |g| < 1} e é dada por:
a b

— 252 HD _ b =
m_1 ‘ , m_1(a,b,c) 1+c+ll+c

Y

e tem inversa
1=D— 5%, m{(w)= _
1= |wl?
Englobando estes cédlculos, escrevemos
a b 4 1

e m (w)= il

Agora, dada a imersao isométrica X : ¥ — Hjs(e, 7), definimos as fungoes

U

(2Re(w), 2Im(w), |w|* + 1).

(2Re(w), 2Im(w), |w|* — €).

me(a, b, ) = 1 —ec Zl—ec

f=vs 9= (3.1)
como

2= L - ewr?)

7 = %(1522+€¢12)

Z0 = i,
temos que,

3t —en®) = 50— ()i
= S(1—eg’)f,



S en?) = ()

s = Z—¢

= g/,

deste modo Z1, Z% e Z3 sao expressas em funcao de f e g por:

zZt = %O-wm%ﬁ
7? = %O%ﬂ@%ﬁ (3.2)
72 = g¢f.

Além disso, temos:

Lema 3.1. Dada uma imersao isométrica X : ¥ — Hs(e, 7), as expressoes da

métrica e do vetor normal em termos de f e g sao

e = |fI*(1 + €|gl*)”

1

= TEMQ(QRG(Q)& +2Im(g)E> + (|g° — €) E3).

Demonstragio. Como |1y |? = ¢yiby, logo de (3.1), temos que

|f|2 = 1/;221/}22
= W2|4

7752 wZ
[
[0l
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2
logo €2 = (|1ha]? + €|1h1]2)2 = (1 + 25 [1ha]* = (1 + €|g|?)?| f|2. Agora observe que

|1h2]?
P11y = %%@/}2 = %|¢2|2 =g|fl,
logo Re(¢12) = | f|Re(g) e Im(y11b2) = | f]Im(g) e que
2
[af? — elial? = (% - ) ol = (g — O]

Como [1)2]* + €]th1|* = (1 + €]g]*)| f|, temos que
N= mme(wm 21 B + (W ? — el ths]?) By)

se tona
1

= TW(QRB(Q)EI +2Im(g)E> + (lg° — €) E3).

A fungao g tem a seguinte interpretacao geométrica.

Lema 3.2. Dada uma imersao isométrica X : X2 — Hs(e, 7), a aplicagio de Gauss
n: Y — S? satisfaz w(n) = g. Isto é, a composicio da aplicagao de Gauss com a

projecao estereogrdfica é dada por g.

Demonstracao. Temos que

a b
i
1 —ec 1—ec’

7TE(CL7 b? C) =
como a aplicacao de Gauss é

(2Re(g) Er + 2Im(g) Ea + (|g* — €) E3).

1+ €|g|?
Segue que
2Re(g) 2Im(g)
1+€|g|? 1+e€lg|?
meo N = |9|2 7 Igl2 7
1_€|g|—e 1_€|g|—e
I4elgl? 1+-€|g|?
Ccomo
2Re(g) 2Re(g) 2Re(g) 2Im(g)
1+€|g|? . 1+€|g|? _ 14€lgl2 L+e€|g[? _
1 — edol2=¢ T ltelglP—elgP+e2 T _2 T fe(g) e 1 — edol2=c = Im(g).
1+6‘9|2 1+€|9|2 1+E‘g|2 1+e‘g|2
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Logo
me(n) = (Re(g), Im(g)) = g.

A equagao de Dirac (2.30) é reescrita em termos de f e g como

Lema 3.3. As funcoes f e g satisfazem

fo = fPg(H (1 + €|gl*) — et (1 — €|g]*))

f .
gz = —§(€H(1 +€lg*)* +it(1 — €|g]*)?).
Além disso, se X : ¥ — Hs(e, ) é uma imersao minima, entdo

9z = ZETf(l - Elglz)ggz

Demonstracao. Como f e g sao dadas por

72 Y1
=1y e g= %7
entdo, derivando f em relagao a z e usando (2.31) e (2.24), temos
2 = 32(1/;22>
= 21/;2821/;2
= 20U

= 20 {5 (H (Wl + i) = ier(af? — el )

= w__ﬂﬁz{(H(Wz\z + €|i1]?) — der([ha]® — €|tn]?))}
- %@zwz{wm(l T elgl?) — der| £I(1 — elgl?))}

= GIFPHA +elgl?) —ier(1 - e[g]*)).
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Agora derivando g com relagao a z, e usando (2.31), (2.32) e (2.24), temos

o
g = o)

20:41 — wlam

s
PVoihaV — 1/)1( Uy)

by’
2 2
by’ (0

_ |Zz|22 2{( (|tho]® + €|wr|?) + deT(Juba]® — €v1]?))}
1
w22 2

_ |§| SCH|FI(L+ elgP?) + der| £1(1 = elgl®)
]? W’z\ 1

[9a]? 4

(H (2 + €lvn]?) — der (|l — elvn]*))}

S (HIFI(1+ €lgl*) —ier| f|(1 = €lg[*))

|J;| 2(H|f|(1+€|g| 2) +ier| f|(1 — €|g]?))

_lgl? |f|2 SCHIFI(L+ elgl?) = ier| FI(1 = elg]*))

_ _i<H|f|<l+e|g| ) +ier| £1(1 — elgl*))

|g| f

H
2

(H|fI(1+ €|g|*) — i€T|f|(1 —€lgl?))
(1+elgl)(—ef — gl f) + (1 — elg|*)(—¢f + |gI*f)
eH(1+ elg*) (1 +€|g*) — giﬁ (1 —€lg|*)(1 — €|g|?)

—5(eH (1 +¢elgl*)* +ir(1 — elg*)?).

l\3|kh|l\3|\\

O que verifica (3.3) e (3.4). Agora temos que, se a imersao X : ¥ — Hjs(e, 7) é

minima, ou seja H = 0, entao,
fz = —ier|fI*g(1 — €|g*)
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Assim derivando a segunda equacao com respeito a z, obtemos

g = .- o)

= gy - ot - dgP)o.(—en).
Ccomo
9:(—€gg) = —€(9:9 + 99:)
€
fo = ier| fI?g(1 — €elg)*.
Segue que

2
€T . = _ _
g2 = 11?91 — €lg|*)® +ieT f(1 — €|g|*)(9-G + 97-)

2
€T . = _ . = _
- < |f129(1 — €|g]?)® +ieT F(1 — €|g|*)g.g + ieT f(1 — €|g|*) 97

eT2 R I 7
= 7|f|29(1 —elg?)? + ieT f(1 — €|g]*)g.g + ieT f(1 — €|gl2)g§ff(1 — €elg|*)?

6722 N3 |, . T 276722 213
= 5 [fFPg(L —€lgl")” +ter f(1 — elg[*)g-9 — —-|fI"g(1 — elg|")

= et f(1—elg[*)g.9.

]

Observe que a contrapartida do coroldrio 2.6 em termos de f e g como no lema

anterior pode ser escrito como: para qualquer ¢ € R, as funcoes

f19 — e—iﬂf e gﬁ — eiﬂg

sao solugoes do sistema (3.3) e (3.4). Deste modo, estes pares de funcoes descrevem

uma familia associada de imersoes com mesma curvatura média prescrita e métrica

isométrica induzida.

A equagao (3.5) possui a seguinte interpretagao

20



Corolario 3.4. Seja X : ¥ — Hj(e, 7) uma imersao isométrica minima. Se € = 1,
suponha que a aplicagao de Gauss n nao € horizontal e tem imagens contidas no
hemisfério sul. Entdo a projecao estereogrdfica da aplica¢ao de Gauss, g = w.(n) é
uma aplicacao harmonica sobre o disco D dotado com a métrica
dsf = —'de .
(1 — efw]?)?
Entao, g satisfaz a equagao

2eg

G2z + P%%ZO-

1—¢elg
Nés observamos que (D, ds?) é o modelo do disco de Poncaré para o plano hiperbdlico

H?, considerando que (D, ds*,) € isométrico para um hemisfério aberto da esfera

unitdria S?

Demonstragdo. De fato, pelas hipéteses, quando € = 1, entdo |g|> < 1. Portanto, a
imagem da aplicagao de Gauss estd no disco D. Por outro lado, quando € = —1, por

defini¢ao |g| < 1. Assim, em funcao de (3.5), segue que,

9z = ZETfT(l - 6’9’2)?]%

o _(=2)(1 = €lg]?)
— ze7jf(1 AR Ty
= —2691_—ng92'

Logo 2eg

9”+T5%W%%:O

Por sua vez, esta equacao corresponde a harmonicidade da aplicacao g : ¥ —

(D, ds?). De fato, para \(w) = m, derivando com respeito a w temos,

2(1 = ejw|?) (=€) (wi).,
(1 —efw[?)*
2ew
(1 = elw]?)®

22w = —
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Entao (A)w = g—upyz, de modo que

A—duP?
2 €g
AJuwlg) = 201 —€lgl) 755
Ac(9) (1 —elgl*)?
B 2eg
~ 1—¢lgP
Segue que ¢ satisfaz
2
9z + v~ (A)w(9)g29: = 0,
Ac(9)
ou seja, g é harmonica. O

A seguir, como no capitulo anterior, apresentamos uma representacao local do
tipo Weierstrass para superficies imersas no espaco de Heisenberg Hs(e, 7). Observa-
mos inicialmente que, como antes, qualquer superficie imersa neste espaco, tem uma
representagao integral. A expressao local para uma imersao X : 3 — Hj(e, 7) passa
a ser, em termos de f e ¢g:

1(z) = o(z0) + 2Re / L1 fdz,

20

ro(z) = xa(z0) + 2Re /Z %(1 +eg®) fdz,

20

r3(z) = w3(20) + 2Re /Z (%(z(l +eg®)ry — (1 — egh)ay) + g) fdz.

20

O teorema a seguir afirma que superficies imersas no espago de Heisenberg Hj(e, 7),
podem ser representadas localmente em termos de f e g como acima, desde que f e

g satisfagcam certas equacoes diferenciais. Inicialmente demonstramos

Lema 3.5. Sejam f,g:Q C C — X aplicagoes que verificam (3.3) e (3.4), isto é,

fo=fPg(H (1 + €|gl*) —ier(1 — €|gl*))

g: = =S (eH (1 + e|g]*) + ir(1 = e[g])?).

DO |~
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Entao,
6’2(%(1 —eg’)f) = [fPH + elgl*)Re(g) — er(1 = €[g*)Im(g))
82(%(1 +eg®)f) = [fPHL+ elg) Im(g) + er(1 - elg]*) Re(g))
0:(fg) = GIFP(HQ +elgP) (gl — ) — ir(1 — |gl*)
Demonstracao. Para a primeira equacao temos,
05— e)f) = 5(~2e992)f + (1~ eI
= —egg:f + %(1 —€g’)f

= ol LB+ elgy +ir(1 o)

50— elgP)|FPa(H (L + elgl?) — ier(1 — lgl?))
_ ﬁ H(1+€g*)(g(1 + €|g*) + g(1 — €[g]*))
«Hwﬂl<—dm%<< o) — g(1 - eg?))

f2 _
= H H(1+€lg]*)(g+ eglg]> + g — €gg®)

2
ﬂw%}<—dm%@—@mﬁ—g+wf>

f2 _
i ’ H(1+€lg]*)(g9+ €eglgl* + g — €glg]?)

i )
T (1 — el (g — ealgl? = 7 + eglgl?)

_ |f| H(1+ €|g| )(9+g)+m%( 1—¢€lg[*)(g - 9)

— |f| H(1+ €|g]*)2Re(g )—i—@erﬁ( 1 — e|g*)2iIm(g)

= !fl (H(1+ elgl*)Re(g) — er(1 —61912)1m(9))-

+reT——

23



Para a segunda temos,

0:(5 (1 + )

 (26992) + L1+ e} -

, ;
ieggsf + 5(1+ €g’) [

—ieq L (B (1 + elgP) +ir(1 o)

VV H(1+ elg)(~g(1 + elgl?) + g(1 + eg?))

+gﬁf<—dm%@u—dm%+ﬂl+w%>

f2 L
L1+ lgl?)(~0 — cqlol? + 7+ 7

|f|2 o
ter=5-(1 - elg|*)(g — eglg|® + G + €ag®)

f2 L
L1+ ol (0 cqlol? + 7+ calol?)

f? _
u(1 — €lg|*)(g — eglg)* + g + €glg]*)

UE 1~ dgp)ig+9)

2
H(L+ elgf)(~2iTm(a)) + erl2L(1 = g2 28e()

\f\ (H(1+ €lg|*)Im(g) + eT(1 — €|g[*) Re(g)).

'”2<1+||><g+g»+a

|f|2
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E finalmente para a terceira equagao, temos,

0:(fg) = f29+ fo:
= glIPGUH + clgl?) — ier(1 — clgP?)
Lt (Ut elg)? + ir (1~ cla))

= [fPH +elg?) (19 = 51 +€lgl?)
4ﬂWﬂ—dW(M%+%O—WW)

= IPH + ) (1ol - &+ 10)

. 1 €
—wmﬂrwmnGmF+§—ymﬂ

1
= PHA+ o) (2 - £) —irira - do) (5 +
i

= H(1+¢lgl*)(|g]* — ) —%IfIQ(1 —elgl*) (1 +€lg]*)

- %}wu+deWP—o—wa—dw»

Enuciamos, enfim, o teorema de representagao de superficies imersas em Hj(e, 7).

Teorema 3.6. Sejam f e g funcoes definidas numa superficie de Riemann simples-

mente conexa X, tal que f nunca se anula, satisfazendo

= |fg(H (1 + elgl*) —ier(1 — €|g|*))

=S (eH (1 +elgl*)* +ir(1 — €[g[*)?).

1\3|KHI

Entao, a aplicacao

X = (%1,1‘2,1’3) Y — Hg(E,T),
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definida por

n(z) = mi)+2Re [ 50— ef)fde

20
1

2(1 +eg®) fdz, (3.9)

xo(z) = xo(20) + 2Re /2

20

r3(z) = x3(20)+ 2Re /Z(T(%(l +eg?) fry - %(1 —€g®) faa) + fg)dz

¢ uma imersao com curvatura média H e aplicagdo de Gauss g.

Demonstragao. Primeiramente, observamos que, por (3.6) e (3.7), temos

Imo; (%(1 — egz)f) =0 e Imo: (%(1 + egz)f) = 0.

Logo pelo lema 2.3, concluimos que as fungoes x; e x5 estao bem definidas e satisfazem

8$1_1 _ 2 61’2_2 9
5—2(1 eg”)f e 82—2(1+€9)f‘

Agora observe que
F(S(0+eg)f0:(en) — 51— eg?)fOue) =
) f 50— @)+ (1)) f 501+ "))

= TP+ )1~ ) + (1 - )1+ )

:7'(

i ) ) . .
= Z—lTIfIQ((l — €7’ +€g> — g°F° + 1 +€¢5° — €g° — ¢°7°)
i
= LrlsP2 - 2l
i
= el - lol).

Logo, por isto e por (3.7) e (3.8), temos que

0. (7((1-+ ) fmr — 31— e)fm) + fy) € R

Portanto, pelo Lema 2.3, a funcao x3 esta bem definida e

% = r(%(l +eg) fa1 = %(1 —cg’)fz2) + fg.
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Assim segue que

Xz = (azmla azx% 8,2:133)
= az(xl)aaq + az(xQ)amg + 82(1'3)8333
1 .
= S(L—eg)fOn, + 51+ eg) fo,

(51 + eg?)as — (1= eg?)z2) +9) fh,

1 .
- 5(1 - 692)](‘(0“ - 7—3726:63) + %(1 + 692)f(8m2 + 7_1:18353) + gfam

1 )
= 5(1 —€g®)[E1 + 5(1 +€g*) fEs + gf Es.

Dai temos que

(X Xo) = (501 ) fEr+ (1)) [ Br + gf By

1
3
1 7

5(1 —€g®)fE1 + 5(1 +€g®)fEy + gf Es)
1 i2
1(1 —€9°)*f*(En, Er) + Z(l + €9%) 2 f*(Ey, E2) + g* f*(E3, Es3)
1 1

T(L= )’ = (14 gV f* + g f

= Zfz(—4€g2) +eg’f?

— —Eng2+€g2f2

— 0,

—_

andlogamente, temos (Xz, Xz) =0e
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<X2a X2>

Portanto,

S ) By + S(1+ ) [y + 0/ B,
5(1—€g")[Er = %(1 +€g*)fE2 + 9f Es)

PO =)= @B, B + P+ 201+ ), B)
TP B, By

TR0 = e = eg? + lgl") + 11 f2(1 + g + g + €lgl)
velgP7P

SR+ gl + elgl?l 1P

SR+ 2elgf + gl

1
S+ elgl)2

(X X = (Xo X =0 e (X, X = fP(+elgP)? (= 5e)

Donde concluimos que X é uma imersao conforme, posto que f é nunca nula. Além

disso do Lema 3.1 a expressao do vetor normal ao longo de X é

1

BEETE (2Re(g)Er + 2Im(g) By + (lg|* — €) Es).

Portanto, em virtude do Lema 2.4 e Lema 2.5, a aplicacao g é a projecao estereografica

da aplicacao de Gauss de X. Agora resta mostrar que X possui curvatura média H.

Primeiramente calculamos

_ _ 1 7
Vx. X, = Vx, 5(1 - 692)fE1 +-(1+ 692)fE2 + ng3]

- 2
1 - 1 )
= (=€) [V Er+ 50:((1 = eg) f) Er
5 (14 ) V. Bz + S0:((1+ eg?) ) B

+9fVx.Es+ 0:(gf)Es.
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Como

1 _ ) _ _
5(1 — e’ ) [Vx.Er + S(1+eg”)fVx.Er+ ngX B3 =

2
= 1(1/;22 —ep)Vx. By + = (% + e1*)Vx. By + 1102V x. Es
= ZeT(WzF - EWH )(&1% - ¢1¢2) 1

=5 (1wal? = el ) (9rihz + 1) By
L alt = i B

- - <‘”—;—Z;>ww2 1
Tl ;Zli2>|w21 (2 + yiuiar
+a-elihn,

- T dihrd - L),
~Ta- iy + Ly,
+a-elihn,

_ Z;T(l — elgP)FPE = 9) B — (1= elgP)F PG+ 9) Es
Z( |11

= P = elg)(~2ilm(g) Er — T |f*(L = lgl*) (2Re(9)) Ex

1T
+ (1= gl /By

= er|fIX((1 = elgl’) Im(g) Ex — (1 — €lgl*) Re(g) Ex
+5 (1= gl B
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Agora agrupando a equagao acima, juntamente com (3.6), (3.7) e (3.8), obtemos

VX = [fP(HQ+elgl)Re(g) - er(1 = elgl*) Im(9)) By
HFPH( + g Im(g) + er(1 = elgl*) Re(g)) Es
P+ dgP)(gl? — ©) — ir(1 ~|g1*) By
+er| fI*((1 = elgl*) Im(g) Ex — (1 = elg|*) Re(g) B
+5- (1= elgl) )

= HI|f*(1 = e|g|*)Re(g)Ex + H|fI*(1 + elg|*) Im(g) Ex

oI+ dgP) (gl — o) s
= IR+ elgP)@Re(g) By +20m(g) B + (gl — €) )
= TIAPQ +elgP)(1+ PN
= TIPQ +egPPN
= %HeQwN.

Desta forma, a imersao X possui curvatura média H, o que conclui a prova do teo-

rema. O

A partir deste teorema, obtemos uma representacao para uma superficie minima

imersa em Hjs(e, 7), isto é,

Corolario 3.7. Supomos f e g funcoes definidas em um dominio simplesmente

conezo {2 C X, com f nunca nula, satisfazendo

fz = —ier|f’g(1 — €|g]?)

'in
gz = —7(1 — €lg*)*.

Entao, a aplicacao

X = (x1,29,23) : Q — Hs(e, 1),
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definida por

n(z) = mi)+2Re [ 50— e)fde

xo(2) = wa(20) +2Re/ %(1 + €g?) fdz,

20

r3(z) = x3(20)+ 2Re /Z(T(%(l +eg®) fry — %(1 —€9°) fx2) + fg)dz

¢ uma imersao minima conforme e com aplica¢do de Gauss g.
Demonstragao. Basta fazer H = 0 nas equagoes (3.3) e (3.4). O

Quando |g|*> < 1, a representacao integral dada acima para superficies minimas

pode ser obtida somente da aplicacao de Gauss da imersao. Assim temos:

Teorema 3.8. Seja g : ¥ — (D, ds?) uma aplicagdo harmonica nunca holomorfa,
onde

ds? = N2 (w)|dw|? = 5| dwl]?.

1
(1 —elw]?)
Entao a aplicagao

X = ($1,$2,$3) QCc— Hg(E,T),

definida por

“ 1 i
= —2 — 1 — 2 -
n(e) = -2ne [ 30 e) s
: 1
— 2 l4eg?)— g 1
xo(2) Re/zo( +€g )7_(1 — e|g|2)292dz’ (3.10)
ri(e) = —2he [ G+ e)n — (1= e)oa) + ) ged:
0 2 T(1—¢elgl?)>™

¢ uma imersao minima conforme e tem aplicagao de Gauss g.

Demonstracdo. Se definirmos
21

f =g
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concluimos que f é nunca nula, pois g é nunca holomorfa. Além disso, a derivada de

g em relacao a z satisfaz (3.4) para H = 0, pois,
_ 1
g, = §f7—(1 - 6‘9‘2)27
assim '
1 —
gz = —ETf(l - €|9|2)2-

Por outro lada, pela harmonicidade de g, a derivada de f em relagao a z é dada por,

o= 2i _ 2
F T\ T2 ) T =g

_ dir(1 - €|g|2)(—e)(gz§+g§z)g B 2%
72(1 —€|g?)* T =gl
2i
= ———————(7::(1 — €|g*)* + 2e3.(1 — €lg[*) (97= + gg=
0 eggpyr ==L = elgl)” + 26:(1 — el ) g9 + 99:))
20
= (@1 - elg?)? + 2651 elgf) (93 + gg:)).
T ey T (L~ elol)? + 260:(1 — elg*) (99 + 992))
Agora pelo corolario 3.4, temos que
- 2eg
gzz - 1_ 6’9’292927
entao
2eg

Jz: = —7————59:9.-
1 —¢lgl?
Desta forma
21

fz = _7_<1 N €|g|2)4 [_2€ggz§5(1 - €|g|2> + 26§z<1 - €|g|2>(ggi + ggi)]
2 o o -
= —W%(l — €9|*)(—99.9: + 3-(93: + Ggz))
4der o o e
= —W(—ggzgz + 9-99z + §:99z)
- 4er o
- 7_(1 _ 6|g|2)3ggzgz
4der R )
- =(_ 7 1 — 2\2\r "~ 1 — 2\2
(g = daP PG )
dei 1 500 214
- - A= 1—
7-(1_6|g|2>3947' LfI7(1 = €lgl”)

= —ier| fI*g(1 — elg]*).
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Logo

fz = —ier|f*g(1 — elgl*).

Isto é, reobtemos (3.3), para H = 0. Além disso, pela expressao de f, a defini¢ao
de X dada em (3.10) torna-se (3.9). Do coroldrio 3.7, segue o resultado, ou seja,
X = (21,29, 23) : Q C—> H3(e, 7) é uma imersao minima conforme com aplicacao de

Gauss g. O
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Capitulo 4
Exemplos.

Aplicaremos aqui, a férmula de representacao integral do capitulo anterior para
obter alguns exemplos.

Seja  : I C R — (D, ds?) uma geodésica com velocidade unitéria em (D, ds?).
Por isometria, podemos supor que o traco de a seja um diametro Euclidiano de D.
Tomando w = z + iy temos que, dw = dz + idy e |dw|*> = dz? + dy?. Assim, se
w=1x+1i0 =, dw = dz e |dw|* = dz*. Desta forma, dada a métrica em D, ou seja,

1

2 2
dSE = m’dﬂ” 3
temos que ds? = mdﬁ, assim dse = ——dz. Logo para ¢ = 1, temos que
ds; = ﬁdz, portanto
1
$1 = / T xQda:
1 ) 1+ x‘ n
= —In c.
2 11—z
Assim z = 2;23 = tanh sy, observe que aqui x € (—1,1). Da mesma forma, para
€ = —1, temos

/ 1
S_1 = dx = arctan x,
1+ a2

que nos da = = tan(s_;). Logo em termos de coordenadas cartesianas em I, temos
a(u) = (tanc(u),0)
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em que

tan, (1) tanh(u), se e=1
an(u) =
tan(u), se e=—1

Consequentemente, a aplicagao g : I x R — (D, ds?) definida por
g(u,v) = a(u), uwel,

é uma aplicacao harmonica. De fato, temos que ds? = WWU)P. Assim A\ (w) =

m e Ay = W Da secao 1.2 temos que

2
g é harmonica <= ¢, + ———= A\ (9(2))g.9: = 0.
AMg(2))

Como g(z) = tan.(u), temos

1 1 1
9: = 5(9u = 190) = 5.9u = 55 (1) = gz,
em que
sech(u), se e=1
sece(u) =
sec(u), se e=—1
e

ee = 5 (9:)u+ i(92)) = (502 (w), = —5 sec?(u) tanc(u).

Desta forma

9z + )\(g(z>>)\w(9(z))9z92

etanc(u) 1,
(1 —etan?(u))24 " ©
1
1 — etan?(u)

= —g sec?(u) tan, (u) + 2(1 — e tan?(u))
€ 2 € et
= —5sec (u) tane(u) + 5 sece (u) tan,(u)

— —g sec?(u) tan(u) + % sect (u) tan, (u) sec2(u)

— —% sec?(u) tan, (u) + %secg(u) tan,(u)
= 0.

65



Logo g é harmonica. Entao o Teorema 3.8 implica que esta aplicacao define uma

imersao minima conforme

X : I xR — Hs(e, 7)

cuja coordenadas sao explicitamente dadas por:

1

1 (u,v) = v,
zo(u,v) = . sin.(2u),
x3(u,v) = 5 sing(2u) = 721 (u, v)xo(u, v)

em que

i, () sinh(u), se e=1
sin(u) =
sin(u), se €= —1

De fato, temos que g(u,v) = tan.(u), assim g = g, que nos da

1 1
9. = §§u = 5 Secg(u) = gz

e |g|* = gg = tan?(u). Desta forma

1 —eg* = 1—etan?(u) = sec?(u),
1+eg®> = 1+ etan?(u),

L+egl” = (1—etan?(u))® =sec’.

Assim

|

? 1
- 2 1—e?)———g.d
xl(z) Re /ZO ( €g )7_(1 . €|g|2)2g z
= —2Re/ sece(u)m#é(u)i sec?(u)dz

20
:
= —2Re | —d
6027_2’

= —2R6(2LZ)
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Agora para xs temos

N 1
To(z) = 2Re/ (1—|—692)T£]2§Zdz

z1 _ 2
_ 2Re/ 1 etane(u)dz
0

27 sec?(u)
1 [ 1 tan,(u)
= 2Re— d
627/0 (secg(u) +6sec?(u)) :

1 z
= 2Re2—/ (cosf(u)+esz’nz>dz,
0

T

em que

cose(u) =
cos(u), se e=—1

{ cosh(u), se e=1

Como

cos?(u) + esin?(u) = cos,(2u),

temos que tomando o caminho a(u) = tan,(u), obtemos ' (u) = sec?(u), logo

t
/cose(Zu)dz:/ cos. (2 tan,(u)) sec? (u)du,
o 0

tomando p = 2 tan.(u), temos que dp = 2sec?(u)du. Assim

t 1 arctane(%§)
/ cos (2 tan,(u)) sec?(u)du = 5 / cose(p)dp
0 0

arctanc (%)

= Laino
. p
s1n6(arctan€(§))

sine(2u).
Logo
e 2 .2
x9(z) = 2Re— <cose(u)+esm€(u))dz
21 Jo
1. (2u)
= 5 sine(2u).
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E finalmente para x3 temos:

— oRe [ (TG + e — (1 eg? __ %
re) = <2Re [ G0+t — (1= et)aa) 4 o) nds
? 1 1
= —2Re/ (Z(z’(l—l—etane(u))—v)—secf(u)—sine(Qu)
0o \2 T 27
) 1
+ tane(u)> WE SGC?(U)dZ

? 1 + etan.(u) i i tan,(u)
_ o (L), Fndy,
e/o 27 sec2(u) YT (2u) + T sec? N

Observe que

/ — sin(2u)d :—/ sing (2 tan,(u)) sec(u)du

z ¢ . : t
/ iL(u)dz - / sing(u) cose (u)dz
0 0

T sec?(u) T
.t
= 1/ sin, (tan(u)) cos,(tan,(u)) sec? (u)du,
T Jo

que possuem parte real nula. Como

1+ etan(u) v [t . 9
/O_Mvdz = 3 O(cose(u)—l—esme(u))du

= v sing(2u),

temos que

x3(2) = %v sing(2u) = 7x1(2)x2(2).
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