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Resumo

A presente dissertacao fornece um estudo detalhado sobre moédulos de derivacoes
logaritmicas, aqui denominados idealizadores tangenciais, bem como algumas de
suas principais caracteristicas. Inicialmente, varias comparacgoes entre tais moédulos
sao investigadas, a partir de ideais suficientemente relacionados, motivadas por um
estudo prévio de Kaplansky e por sua estreita relacao com a classica teoria dos
ideais diferenciais de Seidenberg. Em seguida obtém-se o primeiro resultado central,
que descreve uma decomposi¢ao priméaria do idealizador tangencial de um ideal
sem componente primaria imersa. Finalmente, no segundo resultado principal, é
explorada a estrutura do modulo de derivacoes para a classe de anéis de Stanley-
Reisner, correspondendo portanto a idealizadores tangenciais de ideais monomiais.
Uma aplicagao de tal resultado é a resposta afirmativa para a conjectura homologica
de Zariski-Lipman para a presente classe de anéis.

Palavras-chaves: Derivagao, idealizador tangencial, ideal diagonal, Zariski-
Lipman, anéis de Stanley-Reisner.



Abstract

The present dissertation furnishes a detailed study about modules of logarithmic
derivations, here dubbed tangential idealizers, and some of their main features.
Initially, several comparisons between such modules are investigated starting from
sufficiently related ideals, motivated by a previous study due to Kaplansky as
well as by their close relationship with the classical theory of differential ideals
of Seidenberg. We then obtain the first central result, which describes a primary
decomposition of the tangential idealizer of an ideal without embedded primary
component. Finally, in the second main result, we explore the structure of the
derivation module for the class of Stanley-Reisner rings, thus corresponding to
tangential idealizers of monomial ideals. An application of such a result is an
affirmative answer for the homological Zariski-Lipman conjecture for the present
class of rings.

Keywords: Derivation, tangential idealizer, optimal diagonal, Zariski-Lipman,
rings Stanley-Reisner.
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Introducao

Derivagoes de anéis comutativos Noetherianos constituem um tema classico
em Algebra Comutativa e suas interacoes com Geometria Algébrica e Teoria de
Singularidades. Muitos resultados fundamentais tém sido obtidos ao longo das
décadas (na verdade, ao longo do ultimo século!), e diversos desdobramentos recentes
tém sido estudados e desenvolvidos, de modo que, atualmente, pode-se presenciar
uma grande e intensa atividade de pesquisa. Vale salientar que grande progresso
também tem sido obtido no contexto nao-comutativo, por exemplo a respeito de
anéis de operadores diferenciais e suas generalizacoes, mas neste trabalho estaremos
focalizados no contexto tradicional comutativo.

A abordagem classica, do ponto de vista algébrico, consiste do estudo do
modulo de derivagoes do anel em consideracao. Na presente dissertagao, faremos
uma outra abordagem, um tratamento “logaritmico", como passamos a descrever
rapidamente num contexto conveniente: seja k um corpo de caracteristica zero e
seja S = k[X,...,X,] um anel de polinémios sobre k. Dado um ideal proprio
I C S, considere a k-algebra R = S/I. Tipicamente, estuda-se o R-mo6dulo Derg(R)
formado pelas k-derivagoes de R, que correspondem geometricamente aos campos
vetoriais tangentes definidos na variedade algébrica X definida por I (supondo que
este ideal é radical e que k ¢é algebricamente fechado). Lembre que Derg(S) é um
S-moédulo livre:

T 0
Deri(S) = @S ~ Sm.
0 0X;

Nesta dissertacgao, estuda-se o maodulo idealizador tangencial de I, isto é,
jk([) = {D € Derk(S) | D([) C ]},

onde D(I) C I significa que D(f) € I, para todo f € I. A interpretacao geométrica
é que um elemento do idealizador tangencial pode ser visto como um campo vetorial
logaritmico, que é um campo vetorial global (ou seja, definido em todo o espago
ambiente afim ou projetivo, e ndo somente em X) cuja restrigao a X é tangente
a esta variedade, naturalmente ao longo de seus pontos nao-singulares (para os
detalhes, vide [8, Proposition 1.1]). Por esta razao, o modulo Jx(I) é também
chamado de mddulo das derivacoes logaritmicas de I, que foi explorado na década
de 80 por K. Saito em [?], no caso particular em que / é um ideal principal e
considerando-se o contexto analitico, isto é, S visto como o anel de germes de funcoes
analiticas complexas; desde o artigo de Saito, muitos outros trabalhos tém surgido
e desenvolvido a teoria de maneira bastante ampla (por exemplo, [3] e [11]).

A relagao entre a abordagem cléssica e a aqui adotada pode ser traduzida através
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de um importante isomorfismo (que demonstraremos neste trabalho)

Jr(1)

Derk(R) ~ m,

de maneira que, a fim de compreender o moédulo das k-derivagoes de R, basta
entender adequadamente o modulo idealizador tangencial de I (por exemplo, é
possivel calcular na pratica um conjunto de geradores para este modulo, conforme
o método descrito em [8, Section 2|).

Na realidade, ha muitas perguntas nao respondidas bem como propriedades ainda
nao detectadas a respeito de tais modulos. Para efeito de situar o leitor acerca
dos principais objetivos desta dissertagao, antecipamos brevemente o contetdo dos
dois principais teoremas aqui estudados: o primeiro deles fornece uma decomposi¢ao
priméria (minimal) do médulo Jx(7) (sob a hipotese de que I néo possui componente
priméria imersa; por exemplo, se I é radical), o que foi obtido originalmente em
[9]; quanto ao segundo resultado principal, apresentamos a estrutura do modulo
Dery(R), a partir essencialmente da estrutura de J(I) como soma direta de ideais
explicitos, no caso em que R é um anel de Stanley-Reisner — isto é, I é um ideal
monomial — conforme originalmente obtido em [2].

Passemos entao a descrever resumidamente o contetido desta dissertacao,
capitulo a capitulo.

No Capitulo 1, fornecemos preliminares acerca de moédulos de derivagoes e de
diferenciais de Kéhler, que serao tuteis ao longo de todo o trabalho. Dentre tais
preliminares, destacamos o Teorema 1.13, que em esséncia exibe o modulo de
derivagoes como sendo o dual do moédulo de diferenciais, bem como a Observagao
1.18, que fornece uma caracterizacao concreta do médulo de derivagoes no contexto
de algebras finitamente geradas sobre um corpo, em termos do homomorfismo
associado a uma matriz jacobiana adequada.

O Capitulo 2 tem inicio com a definicao geral do modulo idealizador tangencial e a
descricao de algumas de suas propriedades bésicas. Investigamos varios resultados de
comparacao entre os idealizadores tangenciais de ideais suficientemente relacionados,
obtidos originalmente em [9], e motivados por um estudo prévio devido a Kaplansky
([6]) e pela relacdo com a importante teoria dos ideais diferenciais devida a
Seidenberg ([10]). Sao abordadas comparagoes com o idealizador tangencial do
radical de um ideal, bem como com o de suas poténcias, produtos, e ideal gerado
pelas entradas de uma matriz de apresentacao livre. Obtemos também, como
j& mencionado acima, a relagao estrutural entre o médulo de derivagoes do anel
quociente e o idealizador tangencial do ideal (Proposigao 2.15). O resultado central
é o Teorema 77, que fornece uma decomposicao primaria minimal para o moédulo
idealizador tangencial de um ideal que nao possui componente priméria imersa (a
necessidade dessa hipotese é justificada na Observagao 2.19).

O Capitulo 3 apresenta em detalhes o principal teorema do artigo [2|, que
descreve precisamente a estrutura do modulo de derivagoes de um anel de
Stanley-Reisner, a partir da descricao do idealizador tangencial do correspondente
ideal monomial, como sendo uma soma direta de ideais explicitos. Isto sera
provado no Teorema 3.1. Como consequéncia, derivamos uma resposta afirmativa
para a conjectura homolégica de Zariski-Lipman (versdao proposta por Herzog e
Vasconcelos) para a classe de anéis de Stanley-Reisner.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma abordagem sobre derivacoes e suas propriedades
basicas. A seguir, iremos estudar o modulo de diferenciais de Kéhler e sua relagao
com o moédulo de derivagoes.

Ao longo de todo este trabalho, usaremos simplesmente a expressao anel
significando anel comutativo com identidade 1.

1.1 Derivacoes

Definigao 1.1 Sejam A um anel e M um A-modulo. Uma derivagao de A com
valores em M é uma aplicagao D: A — M satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) D(a+b) = D(a) + D (b) (Aditividade)
(ii) D (ab) = aD (b) + bD (a) (Regra de Leibniz),

para todos a,b € A

Notagao 1.2 Der(A, M) é o conjunto de todas as derivagoes de A em M.
Der (A, M) torna-se um A-modulo com as operagoes naturais:

(D+D')(a) = D(a)+ D' (a)

(aD) (b) = a(Db).
onde D, D’ € Dery(A, M) e a,b € A.

Dados um anel k£ e uma k-algebra A, podemos considerar o subconjunto:

Dery, (A,M) = {D € Der (A,M)|Dy, =0}
onde, D], = 0 significa D(f) = 0 para todo /5 € k.



Capitulo 1 Derivacoes

Observacao 1.3 Dery (A, M) é um A-submoédulo de Der (A, M). Cada elemento
de Dery (A, M) é chamado k-deriva¢iao de A com valores em M. Veja também que
Der (A, M) = Deryg (A, M), isto é, toda derivagao é uma Z—derivagao, pois
D(1)=D(1.1)=1D(1)+ 1D(1).
Logo, D(1) = 0, consequentemente ¢ facil ver que D|; = 0.

A notagdo para o A-modulo das k—derivagoes a valores em A (isto &, se M = A)
reduz-se a Dery(A).

Exemplo 1.4 Sejam A um anel, B = A[X},..., X,,] ¢ M um B-mo6dulo. Fixando
arbitrariamente m; ..., m,, € M, vemos que

“~ 0

¢ uma derivacao de D : B — M, o que segue imediatamente da aditividade das
derivadas parciais e da regra de Leibniz habitual. Quando M = B e m; = X;,
1 <i<n, D é chamada de deriva¢ao de Fuler.

No caso fundamental em que A = k [X7, ..., X,,], isto é, A é o anel dos polindémios
nas variaveis Xy, ..., X,, sobre um corpo k.
Notemos que as derivadas parciais sao k—derivagoes de A :

0

; A — A
0X;
0 dg of .
e

0

3;1' =0, paratodoac€k
Proposicao 1.5 Se A = k[X, ..., X,)] entdo Dery(A) é um A-mddulo livre, de posto
n (numero de varidveis) e {8;;1, o 8%" ¢ uma base.

Prova. Dado D € Der(A) defina D' € Dery(A) por

0 0 0
D =a,—— +ay——+ ... + a,—— onde a; = D(X;).
Lax,  CoX, 9X,, (Xs)

Temos entao que D'(X;) = a;, de onde concluimos, por aplicagoes sucessivas da
regra de Leibniz, que D = D’. Pontanto, D é combinacao A—linear das derivadas
parciais.

Considere agora a seguinte igualdade:

ﬁ-ﬁ- i_|_ + i—o
OélaXl 0628)(2 Oén@Xn =
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Calculando em X; , obtemos:

_9_ 9
X1 0Xn

independente sobre A. [
Com isso , concluimos que, no contexto em que A = k[X,..., X;,] (k corpo),

Assim, podemos concluir que o conjunto { } ¢ linearmente

{8LX1’ ey %} é uma base para o A-modulo Dery(A), isto é, toda k-derivagao de

A se escreve, de forma tnica, como combinacao linear das derivacoes parciais com
coeficientes em A, ou seja,
n
0
d= E giﬁ, com cada ¢g; em A
i=1 v

Explicitamente:

N, 0
Der(A) = P A— ~ A"
i=1 0X;

Seja M um B-modulo e seja ¢ um homomorfismo de k-algebras, entao M é um
A-modulo com a.v = ¢(a)v para v € M.

Proposicao 1.6 Se ¢ : A — B € um homomorfismo de k-dlgebras e D €
Der(B, M), entao D o € Dery(A, M).

Prova. Verificando:

i) (Dog)lat+b) = D

i) (Dog)(ab) = D(p(ab))
(

iii) (Do)(\) = D(o(N))
D(A)=0,VAek

Logo, a composi¢ao D o ¢ é uma k—derivacao de A em M. [

6
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Proposicao 1.7 Sejam M e N A-mddulos. Se W € Homu(M,N) e D €
Deri(A, M), entao ¥ o D € Deri(A, N).

Prova.
i) (VoD)a+b) = Y(D(a)+ D(b))

= V(D(a)) + ¥ (D(b))
= (Yo D)(a) + (Vo D)(b)

ii) (PoD)(ab) = Y(bD(a)+ aD(bh))
= U(bD(a)) + ¥(aD(b))
= b(VoD)a+a(VoD)b

i) (¥oD)(\)=T(0) =0

Encerramos esta secao citando os seguintes fatos:

Proposicao 1.8 Seja A uma k-dlgebra. Seja S C A um conjunto multiplicativo
tal que 0 ¢ S. Seja As o anel de fragoes de A com relagio a S. Para qualquer
Ag-mddulo B e para qualquer D € Dery(A, B), existe uma tinica D' € Der(Ag, B)
que estende D, dada por:

D (£> _yDa —2ny
Y Y

Corolario 1.9 Seja A uma k-dlgebra que é um dominio de integridade e seja L um
corpo qualquer contendo A. Se D : A — L é uma k-derivacdo, entao D pode ser
estendida, de maneira unica, para uma k-derivacio D' : K — L onde K ¢é o corpo
de fracoes de A. Explicitamente:

/ Dx —xD
D <£) :w para todos x,y € A, y#0
Y )

1.2 O moédulo das diferenciais de Kahler

Iremos definir e descrever algumas propriedades do moédulo de diferenciais de
Kahler, bem como investigar a sua relacao com o moédulo de derivagoes.

Seja A uma k-algebra (k anel). O produto tensorial B = A®j, A é uma k-algebra
com o produto

(a®b)(c®d) = ac® bd.

Considere o homomorfismo sobrejetor de k-dlgebras p: B — A, dado por
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Tomemos D = ker(u) C B. Claramente, o ideal gerado pelos elementos do tipo
a®1l—1®a (coma € A) esta contido em D.

Seja agora ¢ = »_ a; ® b; € D arbitrario. Logo, > a;b; = 0 e assim

D (abi®1) =0.

7

Podemos escrever

)

7 i

Portanto, ¢ € (a ® 1 — 1 ® ala € A), e logo
D= {(a®l—1R®alac A).
Este ideal é chamado ideal diagonal.

Defini¢ao 1.10 O mddulo de diferenciais de Kdhler de A sobre k, denotado €4y
(ou Qk(A)), ¢ o médulo conormal do ideal diagonal, ou seja:

D

Qe = s

Note que esta definicao faz sentido, uma vez que

pois p tem nticleo D e é sobrejetor. Portanto €14, ¢ um A-moédulo.

Destacamos duas maneiras de tornar A ®; A um A-moédulo: através dos
homomorfismos ¢1, @ : A = A®y A definidos por ¢;(a) = a®1 e py(a) = 1®a. Eles
sao congruentes mddulo D no sentido de que p1(a) — p2(a) € D,Va € A. A estrutura
de A-modulo em Q. ¢ entdo induzida pela multiplicacao por a ® 1 em A ®; A (ou
por 1 ® a, equivalentemente). Assim, sea € Aew =2®1—-1®x € Qu, temos
aw=ar®@1l—a®x.

Agora, definamos

dA|k:dZ A — QA|k
T = dr=z1—-1Q«x
com x € A.

Temos que d € Dery (A, Q). Verificaremos a aditividade e a Regra de Leibiniz.
Sejam x,y € A. Obtemos:

i) dz4+y) = +y)el-10@+y) = 201+y®1-10r-1®y =
rR1—-1Rr+y®1 -1y =dr+dy.
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ii) d(zy) =ry®@1—1®@xy. Como (z®1-1@2)(y®1-1®y) € D? &
equivalente a 1y @ 1 — 2@y —y @+ 1 @ zy = 0 em Qup, somando (—1 @ zy) em
ambos os lados, teremos:

—1®ry=2yR1—2Ry—y®z . Assim, d(zy) =2y 1 —2Ry+ry®1—
yRr=zy®1-10y)+y(x®1 -1 ) =xdy + yd.

Para cada x € A, dizemos que dx é a diferencial de x.

Observacgao 1.11 Como D é gerado pelos elementos da forma x ® 1 — 1 ® z, com
xr € A, entao 11;% é gerado como A-modulo, pelos elementos da forma dzr. Assim,
vemos que {24, ¢ gerado pelas diferenciais dos elementos do anel.

O seguinte resultado é uma aplicacao imediata da regra de Leibniz:

Proposicao 1.12 Se A € gerado, como k-dlgebra, por um subconjunto U C A,
entdao Qap, € gerado, como A-mddulo, por {dx|x € U} .

A aplicacao dj, ou d é chamada k—derivagao universal de A. Esta terminologia
se deve a seguinte propriedade universal, satisfeita pelo par (24, d) : para cada
D € Derg(A,M) (onde M é um A-modulo arbitrario), existe um tdnico f €
Homa(Qa/k, M) tal que D = fod.

Teorema 1.13 Para todo A-maodulo M, a aplicagao

Uor s Homa(Qak, M) —  Dery(A, M)
f = Uy(f)=fod

€ um isomorfismo de A-maodulos.

Prova. Observamos que se f € Homa (24, M) entdo de fato fod € Dery(A, M),
ja que f é A-linear e d ¢ uma k-derivacdao de A em €4/, Além disso, ¥y, ¢
evidentemente um homomorfismo de A-modulos.

Tomemos f,g € Homu(Qa/k, M) satisfazendo fod = god. Logo f(dx) =
g(dz),Vx € A. Como f e g sao A-lineares e as diferenciais dz's geram €24 x,, obtemos
f = g e assim W, é injetor.

Mostremos a sobrejetividade. Denotemos por A M a k-algebra A @ M munida
do produto

(a,m)* (a’,m") = (ad',am’ + a'm).

Dadauma D € Dery(A, M) arbitraria, consideremos a aplica¢ao ¢ : AQyA — AxM
definida por

¢(Z T @ Y;) = (sz?/z, - Z D(y:))

Trata-se de um homomorfismo (de k-algebras) visto que qb((x ® y)(z' ®
y)) = o(xa’ @ yy') = (va'yy’, —22'D(yy')) = (xya'y', —xya'D(y') — 2'y'D(y)) =
(zy, =z D(y)) * ("Y', =2’ D(y)) = d(z @ y) x p(¢" @ ¢/).

Seja

= Z:vi@)yiED = <zR1l-1x|zeA>C AR A.
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Entao ¢(A) = (0, — >, x;D(y;)) e assim, restringindo ¢ a D, temos ¢ : D —M dada
por ¢(A) = — >, 2;D(y;). Ocorre que, restringindo agora a D?, obtém-se a aplicagdo
nula. De fato, tomando um gerador ( = (z®1-1®2)(y®1—1®y) € D? tem-se
(C)=d(ry®l-—r@y—yr+l®zy) = —zyD(1)+2D(y) +yD(z) —1D(xy) =
D(xy) — D(zy) = 0. Surge assim uma aplicacio bem definida ¢ : Qa — M, dada
por

sz®yz Z:rDyz

A verificacdo de que ¢ € Hom (24, M) & rotina. Além disso, se x € A
entdo (pod) (z) = ¢(dz) = p(r ®1 —1®z) = —zD(1) + 1D(z) = D(z) e, enfim,

D =¢od=Vy(¢), ouseja, Uy, & sobrejetor. Isto completa a demonstracio. ]

Em linguagem diferente, a proposi¢ao afirma que o funtor covariante Dery(A, —)
dado por M — Dery(A, M) é representavel pelo A-modulo €24/,. Sendo entao
Dery(A, M) = Homa(Qa/k, M), temos em particular Dery(A) = Homa(Qa/k, A).
Assim, Dery(A) é o dual de 4%, que se escreve 0% Ik Aqui, dualizar um A-modulo
significa aplicar ao mesmo o funtor contravariante Hom(—, A).

Exemplo 1.14 Seja A = k[X3, ..., X,,] (anel de polinémios a coeficientes no anel
k). Tem-se QA/k = AdX; + ... + AdX,, (Proposigao 1.12). Consideremos entao a

k-derivacao 67 A — AA proprledade universal nos fornece um homomorfismo
o Qa/i — A tal que
0

¢Od:a—)(j

e assim ¢(dX;) = d;j, onde d;; vale 1 se i = j e 0 caso contrario. Suponhamos

uma igualdade da forma ) FidX; = 0 em 4, para certos I, ..., F,, € A. Logo:
=1

O3, FdX;) = 0 = >, F 6(dX;) = 0 = >, Fd; = 0de onde F; = 0, e
isto pode ser feito para cada j. Mostramos entao que dXy,...,dX, sao linearmente
independentes sobre A e assim:

Qi = P AdX; = A"
=1

(Comparar com a Proposigao 1.5).
Agora veremos o comportamento das diferenciais por localizacao:
Proposicao 1.15 Se S C A é um conjunto multiplicativo qualquer, entao

(Qak)s = Qagle-

Prova. Tomaremos fracoes com respeito ao conjunto multiplicativo S®,S C AR, A.
A sequéncia exata de A ®; A-modulos

0 =Dy > AR A—A—=0

10



Capitulo 1 O mddulo das diferenciais de Kdhler

induz uma sequéncia exata de (A ®j A)sg, s -modulos

0— (DA|k)S®kS — (A R A)S(X)kS — A5®k5 — 0.

Temos (A ®y A)se,s ~ As ®i A (via %bz =2 ® %)-

Por outro lado, Agg,s ~ As como (A ®y A)sg,s -modulos.
Usando a sequéncia exata de (A ®; A)gg,s -modulos

0= Dagpp = Ag Q@ Ag — Ag — 0,

concluimos que (Dajk)se,s =~ Dagr. Pela definicao, segue que (Qapp)s =~ Qagr-
n

Observagao 1.16 Como consequéncia do resultado acima, temos

(HomA(QA|k, M))S = (HomAS(QAS|k, MS>,

ou seja,

Dery(A, M)s ~ Dery(Ag, Ms).

O fato basico a seguir serd usado na demonstragao do Corolario 2.17.

Proposicao 1.17 Se L|K ¢é uma extensao finita e separdvel de corpos, entao
Qi = 0. Em particular, se V é um K-espago vetorial, tem-se Dery,(L,V) = 0.

Prova. Aplicando o teorema do elemento primitivo, podemos escrever L = K(«),
para algum o € L. A Proposicao 1.12 nos diz entao que €1k € o L-espaco vetorial
gerado por da (onde d = dy k). Para qualquer f(t) € K[t] temos f(o) € L e

d(f(e)) = [f'(a)da,

onde f’ denota a derivada de f com respeito a t. Em particular, isto vale para
o polindémio minimal p do elemento . Como p(a) = 0, temos d(p(a)) = 0 e dai
P (a)da = 0. Mas p'(«) # 0 pois por hipotese L é separavel sobre K. Concluimos
que da = 0 e portanto {7 x = 0. A segunda afirmacao do enunciado decorre disto
pois, se V' & um K-espago vetorial qualquer, usamos o Teorema 1.13 e obtemos

Derg(L,V) =2 Homg(0,V) = 0.
m

Observagao 1.18 De modo geral, se S é uma algebra sobre um anel 7', entao existe
uma sequéncia exata de A-modulos (chamada sequéncia cotangente relativa)

Porém, nao entraremos nos detalhes desta situacao geral, que podem ser
encontrados na referéncia béasica [4]. Para os nossos propositos, ¢ suficiente
considerar o seguinte caso: k corpo, A = k[Xy,..., X,,] anel de polinomios, I C A

11



Capitulo 1 O mddulo das diferenciais de Kdhler

ideal minimamente gerado por fi, ..., fn , B = A/I = k[x1, ..., x,] (x; denota a classe
residual de X; modulo I), © = (0f;/0X;) matriz jacobiana dos f/s, com transposta
©*. Neste caso, o modulo das k-diferenciais de Kéahler de B pode ser descrito em
termos da chamada sequéncia exata conormal

1/12-% B" — Qu(B) — 0

com O(fmodl?) = (6%{1’ s aann) € B", f € I. Compondo 0 com o homomorfismo

m
sobrejetor B™ —» I/I* que envia (g1, ...,gm) € B™ em Y. g;fimodI?, obtemos o
i=1
homomorfismo de modulos livres B™ — B™ determinado (nas bases canonicas) pela
matriz 0* = © = ©*mod I. Assim, explicitamos

O (B) = Coker(B™ -5 B") = B"/L

onde L = Y B.(0f;/0x;,...,0f;/0x,) C B™ & o B-submodulo gerado pelas linhas
i=1

de 0. Isto s_igniﬁca que 0* é uma matriz de apresentagdo livre do modulo i (B).
Portanto, para cada ideal J 2O I, podemos considerar o anel C' = A/J (que é um
B-modulo) e aplicar o funtor Hompg(—, C) a apresentacao livre

B™ s B" — O4(B) — 0,
de modo que, usando o Teorema 1.13, obtemos um isomorfismo
Dery(B,C) =~ ker(0).

Tal identificagao sera usada mais adiante, na demonstracao da Proposicao 2.15.

12



Capitulo 2

Modulos idealizadores tangenciais

Nosso objetivo agora é definir e descrever certas propriedades do nosso principal
objeto de estudo: o mddulo idealizador tangencial, que como serd mencionado,
generaliza o importante modulo das derivagoes logaritmicas (tipicamente estudado
no contexto dos campos vetoriais logaritmicos).

Todos os resultados apresentados neste capitulo foram originalmente obtidos em
[9], com excegao da Proposi¢ao 2.4 (devida a Kaplansky).

2.1 Mobdulos idealizadores tangenciais gerais

Sejam A um anel e M um A-modulo.

Definigao 2.1 Para cada I C A ideal, k C A subanel e N C M submddulo,

definimos o idealizador (k—)tangencial a valores em M relativo ao par I, N por:

Ik, N) = {d € Dery(A, M)| d(I) € N}
onde d(I) é o conjunto dos elementos d(a), com a € I. Isto é, a condigao d(I) C N
significa que:

d(a) € N, Vael.

Note que 3%, (1, N) é um A-submodulo de Dery(A, M).

Se M =Ae N =JCAé&um ideal, denotaremos Ju(/, J) ou simplesmente
Jk(I,J). Se além disso I = J, a notagao se reduz a Ji(I), o chamado idealizador
tangencial (absoluto) de I, tipicamente conhecido como mddulo das derivagoes
logaritmicas de I, e comumente estudado no contexto da Teoria de Singularidades
e Geometria Complexa.

Observagao 2.2 Seja d € j%k(l, N). Se I C N :4 M, entdo a condigdo d(I) C N
¢ equivalente a d(a,) € N, para todo elemento a, em um conjunto (qualquer,
possivelmente finito) de geradores de I. De fato, seja {as},cp um conjunto de

geradores de [ e tome a € [ arbitrario. Entao a = > b,a,, onde § C ' é um
a€F
subconjunto finito de indices. Aplicando d € Dery(A, M), teremos:

d(a) = bad(aa) + > ad(ba)aa € N +IM = N,

a€EF a€F

13



Capitulo 2 Comparagoes entre idealizadores Tangenciais

e portanto d € J%/k(f, N).

Proposigao 2.3 Sejam k C A anéis e N C M A-mddulos. Entao, para qualquer
tdeal I C N : 4 M, tem-se uma sequéncia exata de A—maodulos

0 — Dery(A,N) = I4).(I, N) = Dery(A/I, M/N)

e em particular wma sequéncia exata
0 — Derp(A,N) — Dery(A, M) — Dery(A, M/N).

Prova. A hipotese I € N 14 M = 0 :4 M/N nos garante que M/N tem
estrutura de moédulo sobre A/I. A cadad € 3% (I, N) podemos associar a aplicacao
mod:A— M/N ,ondenm: M — M/N é a projecao natural. Para quaisquer
bi,bs € A, podemos escrever

(1 0 d)(bibs) = m(brd(by) + bad(by)) = by (1 © d) (bs) + ba(1 0 d) (by)

e assim m o d € Derg(A, M/N). Afirmamos que tem-se induzida uma aplicac¢ao
d = A/I — M/N que é uma k-derivacdo. De fato, seja d(b) = (7 o d)(b), para
todo b € A onde b denota a imagem de b em A/I, e tomando a;,a; € A tais que
a; — ay € I, entao, usando que d(/) C N, tem-se

d(ay) —d(ag) = d(a; —ag) € N = (rod)(ay) = (wod)(az)

e portanto d estd bem definida.
Além disso, d € Dery(A/I, M/N), pois mod € Dery(A, M/N).
Com este processo definimos a aplicagao A-linear

(I):(I)],NI j%k([,N) — Derk(A/I,M/N)
d — d(d) =d

E imediato que ker ® = Dery(A, N). |

2.2 Comparacoes entre idealizadores tangenciais

Dados I, J ideais de uma k-algebra (k anel) A, vamos ver como se relacionam
os respectivos idealizadores absolutos em funcao do posicionamento relativo entre
I e J. Uma motivagao inicial para tal estudo ¢ a Proposicao 2.4 abaixo, devida
a Kaplansky (|6]), que provavelmente foi o primeiro a buscar tais comparagoes
no contexto de anéis comutativos Noetherianos. Além disso, comparagoes entre
idealizadores tangenciais sao de inquestionavel importancia devido a estreita relagao
com a teoria dos chamados ideais diferenciais proposta por Seidenberg ([10]), que
nao trataremos neste trabalho.

Proposicao 2.4 Seja A um anel Noetheriano contendo um corpo k de caracteristica
zero, e seja I C A um ideal. Entao,

Te(I) C 3(VT).
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Prova. Tome D € J,(I) e ponha g = D(f), para um dado f € v/I. Precisamos
mostrar que g € vI. Ja que f* € I (para algum inteiro positivo n) tem-se
D(f™) =nf""'ge I. Sendo D(D(f™)) € I, segue que

n(n—1)f"2g* + nf""'D(g) € I,

D

D) Aplicando D novamente (se necessario)
n—1

ouseja, f*?¢*+ f""'g1 € I, com g1 =
obtemos " 3¢+ f"2gy, € I, com

n—2 n—1

go= —— <39D(9) + M) :

Continuando dessa forma, encontramos ¢" + fg,—1 € I, para algum ¢,,_; € R. Mas
entdo, como f € VI, chegamos & inclusao desejada.
]

Exemplo 2.5 A inclusao acima obtida por Kaplansky nem sempre é uma igualdade,
como se vé no exemplo a seguir. Seja k um corpo qualquer de (caracteristica zero)
e considere o ideal

I = (2% 2y, yz*) C klx,y, 2]
Entao, a k-derivacao D = yza% preserva /I = (z, yz) mas nao preserva I pois
D(zy) =y?2 ¢ I.

Lema 2.6 Dados um inteiron > 2 e elementos x4, ..., r, € A, tem-se, para qualquer
derivagao D de A, uma expressao

(n—1).D(x;...x,) = ZZUZD(%) . Y= HZL‘j.
i=1 i
Prova. Para um produto finito geral z = 2;...z,, 0 uso iterado da regra de Leibniz
fornece

D(z) = z9..2sD (21) + ... + 21...2s-1D(25).

Assim, fica facil ver que

11D(y1) = y2D(x2) +ysD(xs) + ... + yuD(zn)
xoD(y2) = i D(x1) +ysD(x3) + ... + ynD(xy)

o D(yn) = D (x1) + y2D(x2) + ... + Yn_1D(Yn_1).

Fazendo a soma, obtemos

n

leD(y,) = Z(n—l)yiD(Ii)

= (Z; — {zo..xnD(xy) + ... + 2121 D () }
(n—1)D(xy...zy).
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Proposigao 2.7 Se I C A ¢é um ideal, entio r.Jx(I") C Tp(I™™), para qualquer
inteiro v > 1. Em particular, Jx(I) C J3,(1?). Além disso, se k contém um corpo
de caracteristica zero, a cadeia descendente das poténcias de I induz uma cadeia
ascendente de idealizadores tangenciais,

Jx(1) € T(1%) CT(I%) C ...
Prova. Seja D € J,(I") e considere um gerador tipico a = a;...a,;; de I"*1. Entao,
aplicando o lema acima com n = r + 1, obtemos (rD)(a) = rD(a) = g:laiD(bi),
com b; = [[ a; € I" e assim a;D(b;) € I"™, donde (rD)(a) € I"™, como lg&eriamos.
Se @ C k:,ﬁz cadeia ascendente proposta é clara. [

Observagao 2.8 No contexto em que A é uma &lgebra finitamente gerada sobre
um corpo k (logo, A é Noetheriano e o A-modulo Dery(A) é finitamente gerado), a
cadeia ascendente obtida na Proposicao 2.7 é estacionaria; neste caso, uma questao
interessante seria interpretar o indice de estabilizagao da cadeia.

Observacao 2.9 Seja A um anel local Noetheriano. E facil ver que um dado
conjunto {ay, ..., a,} € uma A-sequéncia (ou sequéncia reqular) se e somente se

(al,...,ai,l,aiﬂ, ...,am) : (al) = (CLl, ...,ai,l,aiﬂ, ...,CLm), V’l

Proposigao 2.10 Se 2 ¢ invertivel em um anel local Noetheriano A e I C A é um
ideal gerado por uma A-sequéncia, entdo

3(I) = J(12).

Prova. Basta mostrar que J,(I%) C Jx(I). Seja {ay, ..., a,} uma A-sequéncia que
gera I. Sendo A um anel local noetheriano, qualquer permutagao dos a}s também
é A-sequéncia, isto é,

(al, ey 1, Ay 1y - am) . (CLZ) = (al, vy i1, ai+17,,,,am),Vi.

Para qualquer d € J,(I?), teremos 2aid(a;) = d(a?) € I?, logo existem
aly,...,ay,, € I tais que ayd(ay) = aj a1 + ... + a},,am, ou seja,

ai(ay;—d(ar))+...+arman = 0 = ajy—d(ay) € (ag, ...,an) : (a1) = (ag, ...,an) = d(a;) € I.

De maneira analoga, mostra-se que d(as), ..., d(ay,) € I. Portanto, d € Ji(I). =

A proposigao abaixo sera utilizada mais adiante na demonstragao do Teorema
2.18.

Proposigao 2.11 Sejam I C J C A ideais tais que o ideal I : J contém algum
elemento A/ J-reqular. Entao

Tel1,J) = Tp(J).

Em particular, Ji(I) C Jg(J).
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Prova. Como I C J, a inclusao Ji(I) C Jx(, J) é obvia.

Tomemos D € J,(1,J) qualquer e b € J. Mostraremos que D(b) € J.

Por hipdtese, temos que existe a € I : J que é regular moédulo J. Sendo ab € I,
temos D(ab) € J o que significa

bD(a)+aD(b) € J

e assim aD(b) € J = D(b) € J. Em particular, temos que J;(I) C J,(J), ja que é
6bvia a inclusao J,(I) C Ty (1, J). |

Proposigao 2.12 Consideremos um produto de ideais I = JL C A, onde I : J
contém algum elemento A/J—regular (por exemplo, J ideal primdrio e L € V).
Entao

jk<]> = jk(J) N jk(L,I . J)

Prova. Seja D € J(I). Se aplicarmos a Proposi¢ao 2.7 obteremos Jx (1) C Ty (J).
Assim, D(J) C J. Tomemos qualquer [ € L e verifiquemos que JD(I) C I.

Para todo j € J tem-se jl € JL = I, logo D(jl) € I e assim jD(l) +1D(j) € 1.
Mas ID(j) € I ja que D(j) € J. Portanto bD(l) € I, o que mostra a inclusao

Ji(I) € Jx(J) N T(L, I : J). Por outro lado, seja D € Dery(A) satisfazendo
D(J) € Je JD(L) C I. Dado um elemento i € [ arbitrario, podemos escrevé-lo
como soma finita de termos da forma j.l, € JL. Assim, por aditividade, podemos
supor que ¢ = jl, com j € J el € L, e portanto

D(i)=jD()+ D)l € [+ JL =1

como queriamos. [ |

Proposigao 2.13 Seja I C A um ideal admitindo uma apresentagao livre finita

A AT T —s0.
Entao Iy (1) C 3k (11(v)), onde I(v) denota o ideal gerado pelas entradas de 1.
Prova. Seja {ay, ...,a,} conjunto de geradores de I em relagao ao qual foi construida

a apresentagao dada, e escrevamos ¢ = (b;;), 1 < ¢ < r, 1 < j < t. Tomemos
D € T3, (1) qualquer e mostremos que D(b;;) € I;(v), Vi, j. Sendo D(I) C I, existem,

para cada i € {1,...,r}, elementos ¢, ...,c; € A tais que D(a;) = Y ¢;sas. Uma
s=1
vez que as colunas de 1) sao sizigias de {a1,...,a,}, temos > b a; =0, j = 1,...,t.
i=1
Aplicando a derivacao D a cada tal relagao, obtemos > b;;D(a;) + > a; D(b;;) = 0,

i=1 =1

T T T
ou seja, »_ b;ii(Y cisas) + > a;D(bi;) = 0, que podemos escrever como
=1 s=1 i=1
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(Z bljcll + D(blj))al + ...+ (Z blelr + D(b,,j))ar = O, ] = 1, ...,t.

i=1 i=1

Em outras palavras, para cada j € {1,...,t} o vetor

fj = (Zbljcll + D(blj)> ) Zbljclr + D(bm)) c A

I=1 i=1
¢ uma sizigia de {ay,...,a.}, e assim, utilizando que as colunas da matriz de
apresentacao 1 geram o modulo das sizigias dos ajs, existem pj,....p; € A
satisfazendo uma igualdade &; = py;(b11, .., by1)+...+pij(big, ..., byy). Comparando-se,
obtém-se finalmente

t r
D(b;;) = Zpkjbik - Z bijci € Li(v).
k=1 =1
[}

Exemplo 2.14 A inclusao provada acima pode ser estrita, como ilustraremos agora.
Considere o anel de polinomios A = k[z,y, z] (k corpo), bem como o ideal

I = (@®+y° y' —y2®, 2y2®) C A

Neste caso pode-se verificar que I1(¢)) = (2? + y?, y> — 23, 223). Seja D = xz38%.
Entao [;(¢)) é D-invariante pois zz® € I;(¢)), mas — independentemente da
caracteristica de k — nota-se que I nao é D-invariante: D(y*—y23) = 4zy®23 —12° ¢
I jaqueday®z> e [exzb ¢ I

2.3 Relacao estrutural com o médulo de derivacoes

Agora estudaremos a relacao estrutural entre o moédulo idealizador tangencial
relativo a um par de ideais e o correspondente modulo de derivagoes, e
mencionaremos o significado geométrico de tal relagao. Nesta subsecao, assumiremos
que A é o anel de polindémios k[X7, ..., X,], onde k é um corpo.

Proposicao 2.15 Para quaisquer ideais [ C J C A, tem-se um isomorfismo de

A/ J-mddulos
A A Jk(1, ) N (A 0
Dery, (2,5 ) =~ 22220 = .
€T (I’ J) TDery(A) = @ (J) ox,

Prova. O homomorfismo ® = ®; ;, que foi definido na Proposicao 2.3, a cada
d= Zpiaixi € Ji(I, J) associa

— L 0
d = Zpiﬁ € Dery(A/I,A) ),
i=1 v
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onde p; denota a imagem de p; em A/J. Além disso, ja foi provado que ker =
Dery(A, J).
Se D = Zpiaixi € Deryg(A,J) entao p; = D(X;) € J,Vj = Dery(A,J) C

JDeri(A). Por outro lado, d € JDerp(A) = d = Zja;)ag € Derg(A,J). Entao
s=1
JDerp(A) C Deri(A,J), e assim

ker® = JDery(A).

Agora queremos mostrar que ® é sobrejetor. Sabemos que

Dery(A/I,A)J) ~ kerf C (A/J)",

onde # é o homomorfismo induzido pela matriz jacobiana de um conjunto de
geradores {f1,..., fm} de I (vide Observagao 1.18). Assim, para qualquer A =

Zgiaixi € Derp(A/I, A]J), tem-se Zyig—fé =0¢€ A/J,Vj,isto ¢, Zgig—fé €J,Vy
— AN = Zgiaixi €01, J) = ®(A") = A = P é sobrejetor.

K3
Dai decorre o isomorfismo proposto. [

Observagao 2.16 i) Pode-se mostrar que a operacdo de tomar idealizadores
tangenciais comuta com formacao de fracoes. Precisamente, se S C A é um conjunto
multiplicativo, entao

jk(I, J)S = jk(]s, Js)

como Ag-modulos.
ii) Da Proposicao 2.15 segue a sequéncia exata curta

0 — JDery(A) — 34(1, 1) 2% Dery(A/I, AJJ) — 0,

que é uma ferramenta eficiente para obtermos certas propriedades do idealizador
tangencial; por exemplo, vemos que o A-mo6dulo Ty (1, J) possui posto igual a n (a
dimensao de Krull de A), no sentido de que Ji(I,J)) ~ K", onde K = A =
k(Xi,...,X,). Além disso, pode-se obter estimativas para sua profundidade (no
caso local ou graduado) ou estudar a liberdade do seu dual Jx (1, J)*, cujos detalhes
fogem do alcance do presente trabalho.

iii) A titulo de informagao, mencionemos o significado geométrico do idealizador
tangencial absoluto, bem como da Proposi¢ao 2.15. Se A é um anel de polinémios
sobre um corpo k algebricamente fechado e I C A é um ideal radical, entao cada
elemento de Ji (/) pode ser interpretado como um campo vetorial logaritmico, isto é,
um campo vetorial global que é tangente ao longo da parte nao-singular da variedade
algébrica X = V/(I), tanto no contexto afim quanto projetivo (vide detalhes em
[8]). Consequentemente, o isomorfismo obtido na Proposigao 2.15, no caso I = J,
garante que todo campo vetorial tangente definido especificamente em X pode ser
"levantado" (lifted) a um campo vetorial definido em todo o espago ambiente —
logo, global — que também ¢ tangente ao longo de X.
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Corolario 2.17 Seja m C A wum ideal mazimal tal que A/m é uma extensao
separdvel de k (por exemplo, assumindo k perfeito). Entao

X 0
J(m) = @maX‘ ~ m®",
i=1 !

Prova. A versao algébrica (devida a Zariski) para o Teorema dos Zeros de Hilbert
assegura que a extensdo de corpos L = A/m D k é finita, e sendo por hipotese
separavel, deve satisfazer (2;(L) = 0 e portanto Dery(L) = Homp(Q%(L),L) = 0
(vide Proposigao 1.17). Por outro lado, tem-se Dery(L) = Jx(m)/m®", donde segue
o desejado. [

2.4 Decomposicao primaria do moédulo idealizador
tangencial

Seja A um anel Noetheriano. Lembramos que, se N C M sao A-moédulos e
N = Ni_;N; é uma decomposigao primaria de N em M, no sentido usual de que
o radical de cada ideal condutor N;: M C A é um ideal primo P; (o tnico primo
associado do A-médulo M/N;), entao a decomposicao é minimal se P; # P; sempre
que i # j. Em particular, se [ = N_,Q; ¢ uma decomposigao priméria minimal de
um ideal I C A, entdo v/Q; # 1/Q; para i # j. Lembramos também que, dado um
subanel k C A, entao um ideal I C A é dito (k-)diferencial se ele for invariante sob
toda k-derivagao de A, ou seja, Ji(I) = Derp(A).

Obteremos agora uma decomposicao priméria do idealizador tangencial de um
ideal I C A a partir de uma decomposi¢ao primaria de I, sob a hipotese de auséncia
de qualquer componente priméaria imersa (isto é, cujo radical contém propriamente
algum primo associado minimal). Tal resultado foi obtido em [9], e fornece um dos
poucos exemplos explicitos de decomposi¢ao primaria, no contexto de maodulos, que
se pode encontrar na literatura matemaética; por isso, é o primeiro resultado principal
abordado nesta dissertagao (o segundo resultado principal é o teorema provado no
proximo capitulo).

Teorema 2.18 Seja k C A uma extensao de anéis Noetherianos e seja I C A um
ideal com decomposi¢ao primdria minimal I = N:_,Q; sem componente primdria
imersa. Entao, pondo T' = {i | Q; nao € diferencial} C {1,...,t}, tem-se

Te(I) = 1) Iu(@),
ier
e esta é uma decomposicao primdria minimal de Ty (I) em Derg(A).
Prova. Escreva P, = \/(); para cada i. Ja& que a dada decomposi¢ao priméaria de [
é minimal e existem apenas primos associados minimais, tem-se Ip, = (Q;)p, para
i€ {l,...,t}, ou seja,
]ng_Pz, 221,,t

Isto significa que o ideal I: @; contém um elemento A/Q;-regular. Aplicando a
Proposigao 2.11, obtém-se Ji(I) C J,(Q;), e dai Ji(I) C N;T,(Q;). A inclusao
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oposta é imediata, de modo que ocorre igualdade. Sendo J;(Q;) = Dery(A) para
j ¢ I, obtemos Jx(I) = MierJi(Q;). Mostremos agora que tal decomposigao
¢ primaria. Dado i € T, escreva Q = Q; e P = +/Q por simplicidade. Se
P’ € Assa(Deri(A)/T,(Q)), entao

P = 73,(Q): D,

para alguma derivacdo D € Dery(A) \ Jx(Q). Afirmamos que P = P'. Se f € P,
existe um inteiro positivo r tal que f" € (). Dai

"D € Q Deri(A) C Tx(Q),

de onde segue que f" € P’ e entao f € P’. Inversamente, tome g € P’, ou seja,
(¢D)(Q) C Q. Ja que D ¢ J,(Q), existe h € @ com D(h) ¢ Q. Por outro lado,
gD(h) € @ e assim, necessariamente, uma poténcia de g pertence a @), o que implica
em g € P. Logo, mostramos que

Ass s (%) = {P}, el

como desejado. Equivalentemente, o radical do anulador do A-médulo
Derg(A)/Tx(Q;) ¢ exatamente P;, de onde em particular obtemos a afirmada
minimalidade, j& que a dada decomposic¢ao de I possui tal propriedade.

|

Observagao 2.19 A condi¢ao de auséncia de componentes primérias imersas, no
contexto do teorema acima, é necessaria. De fato, no anel de polindmios A =
klx,y, z] (k corpo arbitréario), considere o ideal

I = (vz,yz 2% y°) C A,

que tem decomposi¢do primaria minimal I = Q1 N @2, onde Q1 = (z,y) e
Q2 = (22,9, 2) (note que @, ¢ uma componente imersa). Entdo, a intersegio
Jk(Q1) N Tk(Q2) esta estritamente contida em Ji(I). De fato, se D = xy%, tem-se
D(I) C I, mas D(Q2) € Q2 pois D(z) = zy ¢ Q.
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Capitulo 3

Derivacoes de anéis de
Stanley-Reisner

3.1 A estrutura do moédulo de derivacgoes

Sejam k um corpo e A = k[X3,..., X,,] anel de polinémios sobre k. Dado um
monomio M = Xfl, ..., X € A, definimos o suporte de M como sendo o conjunto
supp(M) = {X; [ b; > 1}.

A seguir, apresentamos o principal resultado deste capitulo (obtido em [2]), que
é um dos dois principais resultados tratados nesta dissertacao, juntamente com o
Teorema 7?7 do capitulo anterior.

Teorema 3.1 Seja I C A um ideal gerado por mondmios cujos expoentes nao sao
maltiplos da caracteristica k (por exemplo, se char(k) = 0). Entao:

pers(7) = (") o < ©(7) o

i=1

Prova. Afirmamos que vale a igualdade

- 0
Je(I) = I:(1:(X3))=—,
(1) = DU 1 ()5
da qual o resultado desejado seguird diretamente da Proposicao 2.15.
Primeiro, considere o ideal

M) = {sealozg enn},

Afirmamos que
Ju(1) = ZMk([)ﬁ>
i=1 ¢

n

isto é, vamos mostrar que uma derivagao § = > gi% € Dery(A) pertence a Jy(I)
i=1 ’

se e somente se cada somando giaixi pertence a Jj(I).
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Capitulo 3 A estrutura do mddulo de derivagoes

Seja { M;}s um conjunto minimal de mon6émios gerando I, os quais, por hipotese,
tém expoentes nao divisiveis por char(k). Segue-se que giaixi € TJx(l) se e
somente se, para todo gerador M de I e todo ¢ com X; € supp(M), tivermos
(9i5% ) (M) = bigist € I, onde M = XU XV XP (com b; > 0 e char(k) nao
divide b; > 1).

Agora, escrevemos cada g;, de modo tinico, como uma combinagao k-linear de
monodmios (distintos)

=) Ao, X

e assim, como bigi% € I, obtemos
1

M
biXi o, XY — € 1. 1
RS LT

Mas os mondémios X' ‘“ ) variando os «;, sao todos distintos pois Y esta fixado e
Nia; 70 = bidia, # 0 Novamente, desde que I é gerado por monomios, (1) é

equivalente a seguinte condicgao:

M
X“iy €I, Yo, VM (gerador de I), VX, € supp(M). (2)
Assumindo que (2) nao é valido, existem ¢ (com 1 < i < n), o; e M tais que
X aXM ¢ I, onde «; é o multiexpoente de um mondmio de g; com coeficiente nao-
nulo e M é um gerador de [ tal que X; € supp(M).

Assim, podemos escrever:

S oM
<z;gza_)(z> (M) - Z Zb)\zalX ZZ
= Xesupp(M)
= Y Cwxtg ®
Xz-Esuipp(M)
+ ) Zb)\WZX%% (4)
XiGSui)p(M)

onde esta expressao é de tal forma que, em (3), todos os monémios pertencem a I,
e em (4) nenhum mono6mio pertence a I.
Por outro lado, 6(M) € I. Portanto, necessariamente

" M
bZA ,Xai ~ — 0,
LR
X;€supp(M) '
onde todo coeficiente b;); . é ndo-nulo (pois nenhum mondémio em (4) pertence a I).

Isto produz uma relacdo (ou sizigia) do conjunto de monoémios {4 |i} (M fixado).
Mas o modulo das sizigias deste conjunto é gerado pelas relagoes da forma

(o Xiy ooy =X, 00, 1< .
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XY e (X;) para todo i. Equivalentemente, tem-se que

[RTESS

Dai segue que »_ b\
X; € supp(X™) para todo o; ja que b;\{,, # 0. Isto implica

Mo X%
X% = =M eI
X =FMel

contradicao pois tinhamos assumido que X' O"'XMZ_ ¢ 1.

Isto conclui a prova de que Ji(I) = > Mi(I)52-, como afirmado. Por um
i=1 '

argumento semelhante, vé-se que cada ideal M} (I) é gerado por mondémios. Um
monomio N é tal que Naixi € Jx(I) se e somente se % € [ para todo gerador M
de I e todo X; € supp(M). Se { M}, ¢ um conjunto minimal de monémios gerando
I (com expoentes nao divisiveis por char(k)), entdao o ideal I : (X;) C A é gerado
pelo conjunto {% | X; € supp(M;)}. Segue-se entao que Naixi € Ji(I) se e somente

se Nel:(I:(X;)) CA, conforme desejado. u

Observagao 3.2 Resultados como o provado acima (Teorema 3.1) sao de
fundamental importancia pois revelam a estrutura precisa de moédulos especiais
(tipicamente os que possuem relevante contrapartida geométrica e/ou combinatoria),
a exemplo do moédulo de derivagoes. No presente contexto de anéis de Stanley-
Reisner, uma vez que o moédulo se decompoe como soma direta de ideais explicitos,
torna-se facil o calculo de certos invariantes numeéricos associados, por exemplo o
nimero minimo de geradores e diversas multiplicidades, uma vez que basta calcular
tais invariantes para os ideais que aparecem na decomposicao em soma direta,
batizada de "decomposi¢ao diagonal" em [2]. Além disso, muita informagao em
termos de Combinatéria Algébrica (por exemplo, através de complexos simpliciais)
pode ser extraida do Teorema 3.1, como descrito em |2, Section 3].

3.2 Versao homolégica da conjectura de Zariski-
Lipman

O enunciado tradicional da famosa conjectura de Zariski-Lipman (|7]) prediz que,
se (A, m) é uma localizagdo de um dominio finitamente gerado sobre um corpo k
de caracteristica zero tal que Der(A) é livre, entdao A tem de ser um anel regular
(isto é, sua dimensao de Krull coincide com o ntimero minimo de geradores de m).
Assim, grosso modo, a variedade algébrica associada a A deveria ser nao-singular.
Tal conjectura foi estabelecida afirmativamente em diversos casos, a exemplo de
anéis de coordenadas de hipersuperficies, curvas e n-folds com n > 3, além de um
caso que merece destaque especial, que é o caso graduado (em qualquer dimensao)
devido a M. Hochster ([5]). Essencialmente, a conjectura permanece em aberto para
superficies afins, isto é, dim(A4) = 2.

Posteriormente, J. Herzog e W. Vasconcelos propuseram, de forma independente,
a seguinte versao homologica para a conjectura de Zariski-Lipman:

Conjectura. Seja A uma dlgebra finitamente gerada sobre um corpo k de
caracteristica zero. Se o mddulo Dery(A) tem dimensao projetiva finita sobre A,
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entao Dery(A) é um A-mddulo projetivo (isto €, localmente livre). Em particular,
no caso em que A é uma dlgebra N-graduada, entdo Dery(A) deverd ser um A-
modulo livre.

Veremos a seguir que o resultado estrutural fornecido pelo Teorema 3.1
produz uma resposta positiva para a conjectura acima, com respeito a classe de
anéis de Stanley-Reisner, como verificado em [2, Corollary 2.2.2|. Antes disso,
demonstraremos o seguinte resultado auxiliar:

Lema 3.3 Sejam S um anel Noetheriano e I C J C S ideais tais que o ideal
quociente (I : J)/I C S/I contém algum elemento S/I-reqular (isto €, um nao-
divisor-de-zero mddulo I). Entao I = J.

Prova. Suponha por absurdo que I C J, ou seja, tal inclusao ¢ estrita. Logo, existe
g € J, com g ¢ I. Por hipotese, existe elemento S/I- regular

- I:J
€ —F
/ I
para algum f € I : J C S. Em particular, fg € I, ou equivalentemente, fg=0em
S/I. Como f nao divide zero médulo I, tem-se necessariamente que g = 0, isto &,
g € I, contradicao.
u

Corolario 3.4 Seja k um corpo de caracteristica zero e considere a k-dlgebra
A = k[Xy,...,X,]/1, onde I é um ideal gerado por mondmios. Se Deri(A) tem
dimensao projetiva finita sobre A, entao A € um anel de polindomios.

Prova. Sejam B = k[X,...,X,] e A= B/I. O Teorema 3.1 nos diz que o modulo
das k-derivagoes de A é isomorfo & soma direta dos ideais

I:(I:(X;))

C A i=1,..,n
Ji 1 n

Segue-se entao que cada (I : (I : (X;)))/I tem dimensao projetiva finita sobre A,
ou seja, admite resolucao projetiva (graduada) finita. Logo, por um resultado bem-
conhecido ([1]), cada (I : (I : (X;)))/I contém algum elemento A-regular. Aplicando
o Lema 3.3, obtemos que I = [ : (X;), ou seja, I : (I : (X;)) = B, para todo i.

Portanto,
~ [/ B\ 0
Derp(A) = EB (7> . A"

=1

que evidentemente é livre como A-moédulo. Finalmente, pelo caso graduado da
conjectura usual de Zariski-Lipman ([5]), concluimos que A = B. |
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