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Resumo

Nesta dissertagao, provamos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas positivas
para algumas classes de problemas elipticos no plano envolvendo crescimento exponencial do
tipo Trudinger-Moser com condi¢ao de Neumann na fronteira. Para isso, usaremos o método

de sub e supersolu¢cao em combinacao com métodos variacionais e o principio do maximo.

Palavras-chaves: Teoria dos pontos criticos, passo da montanha, desigualdade de

Trudinger-Moser, Sub e supersolugao.
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Abstract

In this work, we prove the existence and multiplicity of positive weak solutions for some
classes of elliptic problems in plane involving exponential growth of the Trudinger-Moser type
with Neumann boundary condition. To do this, we use the method of sub and supersolution

in combination with variational methods and the maximum principle.

Keywords: Theory of critical points, mountain pass, Moser-Trudinger inequality, Sub

and supersolution.
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Notacoes

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

C, Cy, C4, ... denotam constantes positivas (possivelmente distintas);
|A| denota a medida de Lebesgue de um conjunto A em R?;
supp(f) denota o suporte da fungao f;

Bs () denota a bola aberta de centro z e raio 9;

—,— denotam convergéncia fraca e forte, respectivamente;

(,) denota o produto interno em H'! (Q);

u<vl={r€e ACR*:u(x) <v(x)};

ou

5. OU Uy, denota a derivada parcial de u em relagao a w;
T

Vu = ( Ju  Ou > denota o gradiente de u;

Ox1° Oxg

2

2 .

Au = Y94 denota o laplaciano de u;
=1

ut =max{u,0} e u= = max {—u,0};
v denota o vetor normal exterior unitario a 2;

du

5. = Vu - v denota a derivada normal exterior de u;

Cc*> (ﬁ) denota o espaco das funcoes infinitamente diferenciaveis;

Cg° (ﬁ) denota o espago das funcoes infinitamente diferenciaveis com

compacto;
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lz—y

CO’U(Q):{UEC(Q)35upw<oo}com0<o<le
Ch (Q) = {u € C*(Q) : Diu e C* (Q) V j; |j] < k};

LP () = {u: Q — R mensurdvel : [, [u|’ dz < oo}, emquel <p< +ooeQ CR?é

um aberto conexo com norma dada por

1/p
el ey = ( [ dx) ;

L*> () denota o espago das fun¢oes mensurdveis que sao limitadas quase sempre em

) com norma

ull, = nf{C > 0| |u(z)| < C quase sempre em Q};

Para 1 < p < +o00,

dg;, € LP(Q2) tais que ule dr = — o dr,
wir @) = {uerr@))| (€2) tais g _fﬂ o, Jo 9i com
VoeC(Q) ei=1,..,N

norma dada por
1/p

lull,, = [ / (Vul? + |uf?) da
1/2.

Quando p = 2, W2 (Q) = H' (Q) e escreveremos ||ul| = (f;, (|Vul* + |u|?) dz)™;

H='(9Q) denota o espago dual de H' (Q2), com norma |||, .
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Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para
algumas classes de problemas elipticos no plano envolvendo crescimento exponencial do tipo
Trudinger-Moser com condicao de Neumann na fronteira.

As técnicas aqui utilizadas sdo: métodos variacionais, mais precisamente, teoria dos
pontos criticos e passo da montanha. Usamos também o método de sub e supersolucao e o

principio do maximo.
Este trabalho esta dividido em trés capitulos e um apéndice.

O Capitulo 1 contém as preliminares, onde enunciaremos alguns resultados conhecidos e

que serao utilizados no decorrer do texto.

No Capitulo 2, com base nos artigos de Prashanth e Sreenadh [25] e [26], estudaremos a
existéncia e multiplicidade de solucoes positivas para a seguinte classe de problemas elipticos

com condicao de Neumann na fronteira:

o

—Au+u = p(u)e*

em {2,
u >0 (PA)
@ = Mpuf sobre 0f2,
ov

onde 2 C R? ¢ um dominio limitado com fronteira C?, v € H'(Q), a € (0,2], A > 0,
q € [0,1), ¥ é uma funcio Hélder continua ndo-negativa em Q e p € C'(R) é uma
pertubacdo polinomial de e*”. O crescimento da nao-linearidade g (s) = p(s)e*” é motivado
pela Desigualdade de Trudinger-Moser (veja [3], [20] e [34]) a qual diz que, seu € H'(Q),

entdo, para § < 27, existe uma constante positiva C' (€2) tal que

sup /65“2 <C(Q).
Q

[[ull<1
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Problemas desse tipo foram estudados por Adimurthi e Yadava no artigo [3], de
Figueiredo, Miyagaki e Ruf no artigo [12] e Prashanth e Sreenadh no artigo [27]. No artigo
[3], os autores estabeleceram a existéncia de solugoes para a classe de problemas elipticos

nao-linear
—Au+a(zr)u= f(xr,u) em €,

ou

v

onde 2 C R? ¢ um dominio limitado com fronteira C?, a é uma funcao limitada e o operador

+bu=g(y,u) sobre 09,

diferencial —A+a (z) I é positivo. Neste trabalho, foram usadas técnicas de minimizagao e o
Principio de Concentracao-Compacidade de P. L. Lions. Em [12], os autores usaram a teoria
dos pontos criticos, mais precisamente, o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do

Ponto de Sela para estudar a existéncia de solugoes para a classe de problemas de Dirichlet

—Au = f(x,u) em £,
u=0 sobre 0,

onde Q@ C R? ¢ um dominio limitado e f satisfaz a condicao de crescimento critico ou
subcritico. E, em [27], provou-se a existéncia de nuimeros positivos A, < A* tais que o

problema
—Au = puul’ e + Mo (z)
em (),
u >0
u=0 sobre 09
tem pelo menos duas solugoes para todo A € (0, \,) e nenhuma solugao fraca para A > \*,

onde 2 C R? é um dominio limitado, 0 < p < oo, , A > 0e h > 0 em €2, com 1All 2y = 1.

Existem na literatura varios trabalhos envolvendo nao-linearidades com crescimento
exponencial do tipo Trudinger-Moser. Entre outros, podemos citar os artigos de Adimurthi
[1], J. M. do O [22] e suas referéncias. Estes artigos, tratam problemas de Dirichlet
envolvendo o operador N-Laplaciano em dominios limitados do RY. No caso de dominios

nao-limitados, veja os artigos de J. M. do O [23], Ruf [28], Yang [24] e suas referéncias.

No Capitulo 8, motivados pelo problema (Py) e por uma versao singular da desigualdade

de Trudinger-Moser, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas positivas

XV



para a seguinte classe de problemas elipticos singular com condi¢ao de Neumann na fronteira:

4 ’LL2
|| em (),
u>0 (Qx)
ou
— = \pu? sobre 0f),
\ aV

onde  C R? ¢ um dominio limitado com fronteira C%, 0 € 9Q, u € H' (), B € [0,2),
A>0,q€(0,1), ¢ é uma funcio Holder continua ndo-negativa em Q e h € C* (ﬁ X R) tem
crescimento superlinear no infinito. Este capitulo foi baseado no artigo [18] devido a Kaur e
Sreenadh. Diferente do problema dado no Catitulo 2, onde 8 = 0, este problema apresenta
a singularidade |x|_6 . Assim, nao podemos usar a desigualdade de Trudinger-Moser do
capitulo anterior. Recorreremos entao a versao singular da desigualdade de Trudinger-Moser

dada a seguir.

Desigualdade singular de Trudinger-Moser (veja [2] e [35]): Seja u € H' (Q).

Entéao, para 8 € [0,2), temos que

sup/6 7 dz < C(Q),
@ |z|

flull<1

onde C (£2) é uma constante positiva e 2& + g < 1.
m

Este tipo de problema foi estudado por Adimurthi e Sandeep no artigo [2]. Neste trabalho,

que foi motivado pelo artigo de Adimurthi [1], os autores estabeleceram que

N
eolu| V=T o 6
sup — 5 dr < oo se, e somente se, — + — < 1,
IVuly<tJo o |7] ay N

onde © € RY é um dominio limitado, u € Wy (Q), com N >2, a > 0e 3 €[0,N). Além

disso, eles estudaram o problema de Dirichlet

onde f é uma funcao com crescimento critico. Recentemente, outros problemas que tratam

esta desigualdade foram abordados por M. de Souza [30] e por M. de Souza e J. M. do O [32]

xXvi



em dominios limitados. Para o caso de dominios nao-limitados, podemos citar os artigos de

Adimurthi e Yunyan Yang [4], M. de Souza [31] e suas referéncias.

Para obtermos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas para as classes de
problemas abordadas nos Capitulos 2 e 3, usaremos, inicialmente, métodos variacionais e
o método de sub e supersolucao para encontrar pontos criticos para os funcionais energia
associados, respectivamente, a (Py) e (Q),). Em seguida, usaremos teoremas do tipo minimarx,

mais precisamente, o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale.

No Apeéndice, demonstraremos algumas desigualdades importantes que serao utilizadas
ao longo deste trabalho. Estudaremos a diferenciabilidade dos funcionais energia associados
aos problemas propostos nos Capitulos 2 e 3. Por fim, provaremos alguns resultados de

convergeéncia que serao fundamentais para o desenvolvimento desta dissertacao.

No decorrer deste trabalho, faremos referéncias aos resultados utilizados.

XVvil



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, enunciaremos alguns resultados necessarios para uma melhor compreensao

deste trabalho.

1.1 Resultados de Medida e Integracao

Teorema 1.1.1 ([6], Teorema 5.6 (Convergéncia Dominada de Lebesgue)) Seja

(fn) uma sequéncia de fungoes em L' (Q) tal que
(7)) fn(x) = f(2) quase sempre em 2,
(i) e existe g € L' (Q) tal que, para todo n € N, |f, (z)| < g (z) quase sempre em €.

Entao, f € L' (Q) e || fu — fllp1q) — 0. Consequentemente,

/f dr = lim [ f, dx.

[¢) n—oo 0

Teorema 1.1.2 ([8], Teorema 4.6 (Desigualdade de Hélder)) Sejam f € LP(Q) e
g€ L” (), com1<p<oo. Entio, fg€ L' (Q) e

HngLl(Q) < HfHLp(Q) HgHLp/(Q) :

Teorema 1.1.3 ([15], Teorema 15.30 (Convergéncia de Vitali)) Consideremos 1 <

p < 4o00. Sejam (Q, A, 1) um espago de medida, (f,) uma sequéncia em LP (2, A ) e

1



1.1. RESULTADOS DE MEDIDA E INTEGRACAO

f:Q = R uma fungio A-mensurdvel. Entao f € LP (2, A, u,) € fr — f em LP(Q, A, p,)

se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(1) fn— f em medida;

(73) dado € > 0 existe 6 > 0 tal que se A€ A e u(A) <9 entdo, para n € N,

/thdu<a
A

(7i1) dado € > 0 eziste algum B € A, com pu(B) < oo, tal que, para n € N,
|ful” dp <€
Bec

Teorema 1.1.4 ([15], Teorema 15.2 (Egorov)) Seja (2, A, u) um espago de medida tal
que 11 () < oo e as fungoes fn, f: Q C RY — R A-mensurdveis, sendo f finita. Entdo

fn — f quase sempre se, e somente se, f, — f quase uniformemente.

Teorema 1.1.5 ([11], Corolario 4.12) Se f é uma funcao nao-negativa, mensurdvel e
fQ f du < oo, entao f é absolutamente continua em relagao a p, ou seja, para todo € > 0,

existe 6 > 0 tal que (1 (Q) < & implica [, f dp <e.

Proposicao 1.1.6 ([11], Proposicao 3.19) Se f, — [ quase uniformemente, entdio

fn — f em medida.

Teorema 1.1.7 ([8], Teorema 4.9) Sejam (f,) uma sequéncia em LP (Q) e f € LP (Q)
tais que || fo — fllpoiqy = 0. Entdo, existe uma subsequéncia (fn,) e uma fungio h € LP ()

tal que

(1) fu, () = f(x) quase sempre em (2,

(1) | fn, (z)| < h(z) quase sempre em 2, para todo k € N.



1.2. RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

1.2 Resultados de Analise Funcional

Em determinados pontos deste trabalho, faremos referéncia aos seguintes resultados:

Teorema 1.2.1 ([13], Teorema 5.7 (Teorema da Representagao de Riesz)) Seja H
um espago de Hilbert munido do produto interno (x,y), com z,y € H. Dado T um funcional
linear e limitado em H, existe um unico z € H tal que T (x) = (x,z), para todo x € H.

Além disso, ||T|| = ||z, onde ||z| = (2, 2)">.

Proposigao 1.2.2 ([8], Proposicao 3.5) Sejam E um espaco de Banach e (x,) uma

sequéncia em E. Se x, = x em E, entdo ||x,| € limitada e
|z]| < lminf |[z,|| .

Teorema 1.2.3 ([8], Teorema 3.18) Se E ¢ um espago de Banach reflexivo e (x,) uma

sequéncia limitada em E, entdo existe uma subsequéncia (x,,) que converge na topologia

fraca de E.

1.3 Resultados de Espacos de Sobolev

Teorema 1.3.1 ([8], Teorema 9.16 (Rellich-Kondrachov) Seja Q@ C RY aberto

limitado com fronteira C*. Entdo, para todo p < q < oo, temos a sequinte injecao compacta:
WP (Q) — L1(Q), sep= N.
Em particular, WP (Q) C LP (2) com injecdo compacta, para todo p e para todo N.

Observagao 1.3.2 Se Q C RY ¢é um aberto limitado e f € L? (Q), entdo f € L1(2), para
todo 1 < g <p.

Teorema 1.3.3 ([7], Imersao de Sobolev) Seja Q2 C R? aberto limitado com fronteira

C'. Entdo existe um operador linear e continuo
T:H"(Q) < L (09)

3



1.4. RESULTADOS DA TEORIA DE REGULARIDADE

para 1 < q < oo tal que T (u) = ulopn se u € H' () NC (Q) (De fato, o operador traco
T:H'(Q) — L1(0Q) é compacto para 1 < q < oo e continuo para q = co. Para obter estes

resultados de compacidade € necessdrio considerar espagos de Sobolev de Ordem Fraciondria).

Teorema 1.3.4 ([10], Teorema 5.6 ) Seja 2 C RY aberto limitado com fronteira C*.
Assuma que u € WHP (Q).

(1) Se k < %, entdo u € L1(Q) e
Hu”Lq(Q) <C ||u||Wk7P(Q) )

onde + =

. % — % e C € uma constante positiva que depende de k, p, N e ).

(17) Se k> %, entdo u € CF 13110 (Q) e

Il 5110y < C Molhwroy

onde

[%] +1-— %, se % € nao-inteiro

9:

N

um numero positivo menor que 1, se " € inteiro,

e C=C\(k,p,N,0,Q) € uma constante positiva.
Proposicao 1.3.5 ([29], Proposicao A.2.2) Seja (u,) uma sequéncia que converge forte

em H' (RY). Entdio eviste uma subsequéncia (uy,) de (u,) e existe h € H' (RY) tal que

U, ()] < h(2) quase sempre em RV .
[ty ()] q p

1.4 Resultados da teoria de regularidade

Teorema 1.4.1 ([13], Identidade 2.10 (Representagao de Green)) Seja Q C RY

aberto limitado com fronteira C' e sejam u,v € C? (ﬁ) Entao

/vAu dx:—/Vqu dx + va—u ds.
9 ) o0 OV



1.5. RESULTADOS DA TEORIA DOS PONTOS CRITICOS

Teorema 1.4.2 ([13], Teorema 9.9 (Calderon-Zygmund)) Sejam Q C RY um dominio
limitado, f € LP(Q2), com 1 < p < 400, e w o potencial Newtoniano de f. Entdo,

w € W?P(Q), Aw = f quase sempre em §) e

| D?w]|, < CIfll,,
3w

onde D*w = [D;jw] matriz Hessiana das derivadas de segunda ordem Djw = 55—,
g J

i,j = 1,2,...n e C é uma constante positiva que depende apenas de n e p. Além disso,

/ |D2w‘2 d:c:/f2 dz.
RN Q

Teorema 1.4.3 ([13], Teorema 8.19) Sejam u € H* (Q) e Au—u <0 (Au—u > 0) em

quando p = 2, temos que

Q. Se para alguma bola B CC €2 vale que
infu=infu >0 (supu =supu > 0) ,
B Q B 9)

u € constante em 2.

Teorema 1.4.4 ([8], Teorema 9.33 (Schauder)) Suponha que 2 € um dominio de classe
C?% 0 < 6 < 1. Entdo, para cada f € C°? (ﬁ), existe wma tnica solucdo fraca u € C?? (ﬁ)

para o problema

—Au+u=f em Q,
u=0 sobre Of).

Além disso, se Q) € de classe C™ 20 (m > 1 inteiro) e se f € C™ (Q), entiou € C™+20 (Q),
com

[ullgmeze < Cllfllgms -

1.5 Resultados da teoria dos pontos criticos

Enunciaremos agora alguns resultados que utilizaremos para encontrar pontos criticos de

funcionais associados aos problemas que trataremos nesta dissertacao.



1.5. RESULTADOS DA TEORIA DOS PONTOS CRITICOS

Teorema 1.5.1 ([5], Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais-
Smale) Seja E um espaco de Banach real e I € C' (E,R) co I (0) = 0. Suponha que existe

uma vizinhanca U de 0 em E e § > 0 que satisfazem as sequintes condi¢oes:
(7) I(u)> 0 na fronteira de U,
(i) Eziste e ¢ U tal que I (e) < 0.

Entdo, para o niumero ¢ definido por

c=1inf sup I(y(t)) >,
€L tel0,1]

onde ' ={y € C([0,1],E) :v(0) =0e (1) = e}, existe uma sequéncia (u,) C E tal
que

I(uy) —cel (u,)—0.

Teorema 1.5.2 ([33], Teorema 1.2) Sejam E um espaco de Banach reflexivo, com
norma ||-||, e F C E um subconjunto fracamente fechado de E. Suponha que o funcional

T:E— RU{+oc} € coercivo em F com respeito a E, isto €,
(1) T (u) = 400 quando ||u|| — +oo, para u € F,

e T é sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente em F' com respeito a E, ou

seja,
(77) dada uma sequéncia (u,) C F' tal que u, — u em F, para algum u € F, temos que

T (u) < liminf T (uy,) .
Entao T é limitado inferiormente em F' e atinge minimo neste conjunto.

Teorema 1.5.3 ([14], Teorema 1) Sejam E um espaco de Banach e ¢ : E — R uma
funcgao continua e Gateaux diferencidvel tal que ¢' : E — E* € continua na topologia forte

de E e na toplogia fraca-x de E*. Sejam u,v € E e considere

— inf I(~(t
¢ = Inf max (v (1),
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1.5. RESULTADOS DA TEORIA DOS PONTOS CRITICOS

onde I' =TV € o conjunto de todos os caminhos continuos que ligam v a v. Suponha que F
¢ um subconjunto fechado de E tal que FN{x € E: ¢ (x) > ¢} separa u e v. Entao existe

uma sequéncia (x,) C E tal que
(1) limy, o0 dist (z,, F) =0
(13) limy, o0 ¢ (z,) = ¢

(133) limy, o0 ||@' ()], = 0.



Capitulo 2

Sobre uma classe de problemas
elipticos em R? com condicao de

Neumann

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas positivas

para a seguinte classe de problemas:

o

—Au+u = p(u)e”

em (2,
u >0 (PA)
@ = Mpuf sobre 0f2,
ov

onde 2 C R? ¢ um dominio limitado com fronteira C?, v € H'(Q), a € (0,2], A > 0,
q €[0,1) e p(s) é uma pertubagio polinomial de e*".

A seguir, enunciaremos as principais condigoes sob as quais (Py) sera estudado:

(Hy) ¥ é uma fungao Holder continua nao-negativa e nao-trivial em 0f.
(H3) p:R — R é uma fungao que satisfaz:

(a) p(s) é localmente Holder continua em R;

8



2.1. INTRODUCAO

(b) p(s) >0, para todo s € Rep(s) =0se s <0ep|(s)>0paratodo s > 0;
(¢) liminfg ., I@ > 0;

(d) limsupg_, ’% = 0 para algum £k > 1;

(e) lim, .o+ ’% = 0 para algum k > 1;

(f) Dado € > 0, lim,_,o ¢'(s)e~ 79" =0, onde g(s) = p(s)e*".

Para (P)), trataremos de nao-linearidades com crescimentos critico e subcritico, os quais

definimos a seguir.

Defini¢ao 2.1.1 Seja f : R — R wma fun¢do. Dizemos que f(s) tem crescimento

subcritico em +00 se

)

s—+o00 @582

=0, para todo 5 > 0

e dizemos que f (s) tem crescimento critico em +oo se existe o > 0 tal que

. f(9)] 0, para todo 3 > [,
lim =

s—too ePs?

400, para todo [ < fy.
Bo € chamado expoente critico de f (s).

Observacao 2.1.2 FEssa nocdo de criticalidade do tipo exponencial foi introduzida nos

trabalhos de [1], [3], [12] e [22].

Observacao 2.1.3 Ao longo deste capitulo, omitiremos algumas provas para o caso em que

a € (0,2), uma vez que, a demonstragao seque de maneira similar ao caso o = 2.

Notemos que, sob as hipéteses (H;) — (Hs), g(s) = p(s)e*” tem crescimento critico em
+oo quando a = 2 e crescimento subcritico em 400 quando « € [0, 2).

Com efeito, considerando o = 2 e observando a hipdtese (Hs)(b), para > 1, temos




2.1. INTRODUCAO

e, para 3 < 1,

lim p(s)e” 1) = 4o0.

S—00
Consequentemente, ) = 1 é o expoente critico de g(s).

Para «a € [0,2), temos que

S

lim p(s)es"e™” * =0, para todo 3 > 0.

5§—00

Neste caso, g(s) tem crescimento subcritico em +oo.

No teorema seguinte, apresentaremos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.1.4 Sob as hipdteses (Hy) — (Hs), existe 0 < A < oo tal que (Py) tem pelo
menos duas solugoes fracas positivas para todo X\ € (0,A), nenhuma solu¢ao fraca positiva

para A > A\ e pelo menos uma solugao fraca positiva para X = A.

Observacao 2.1.5 Destacamos que os resultados deste capitulo sdo baseados nos artigos

[25] e [26] devidos a S. Prashanth e K. Sreenadh.

Como estamos interessados em encontrar solugoes fracas positivas, consideraremos o

problema
—Au+u=pu)e em Q
% = f(u) sobre 09,
onde
Apud, u >0,
fu) =
0, u < 0.

2.1.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Um resultado muito importante que serd usado ao longo deste capitulo ¢ a desigualdade
de Trudinger-Moser (ver [1], [20] e [34]) dada no Teorema 2.1.8. Para provar este teorema

usaremos o lema e o teorema seguintes.
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2.1. INTRODUCAO

Lema 2.1.6 Seja Q um dominio limitado em R* com fronteira C%*. Para cada xy € 0XQ,

podemos encontrar um L > 0 tal que, para cada n tal que 0 < % < L, existe uma funcao

w, € H' (Q) satisfazendo
(a) wp, >0 e supp(wy,) C B (1) NQ
(0) [lwnl =1

(¢c) para todo x € Bi (9) NQ, w, € constante e w? (z) = LIn(nL)+ o (1), quando n — oo,

onde By, (x9) = {x € R?: |x — xo| < L}.
Demonstracao: Veja Lema 3.3 em [3]. |

Teorema 2.1.7 Seja Q C R? um dominio limitado com fronteira C? e uw € H' (). Sejam

IValls = [ 9uf* dz
Q

1
ml(u):@/gudm,

Ulz{UEHl(Q)Z/’LLdLEZO}

Q

A =1<96: sup /e5u2dx<oo ,
u€v1, ||Vul|,<1 JQ

Demonstracao: Veja Teorema 4.1 em [3]. |

entdo sup A; = 2.

Teorema 2.1.8 Seja u € H'(Q). Entao, para todo > 0, vale que

/eﬁ“a de < C, (2.1)
Q

onde C = C'(u, ) € uma constante positiva e o € (0,2]. Além disso,

sup{ 0 : sup /65“2 dr < 0o p =27, (2.2)
lull<1 JQ

com ||ul| = ([, (|Vu|2 + |u|2) dx)l/Q.

11



2.1. INTRODUCAO

Demonstragao: Para provar (2.1), consideremos R > 0 tal que Q@ C Bg(0) e
HY Q) = {u|qg:u € H}(Br(0))}. Por Moser [20], obtemos que se u € H}(Bg(0), entao

e’ e L' ((Bg (0)), com B > 0. Como R é arbitrario, temos que e®** € L' (Q), com S > 0.

/eﬁua dz < / P dg < C,
Q Q
Agora, para provar (2.2), definamos

/Nllz B sup/eﬂu2dx<oo :
lull<1 /0

Dado /8 < 2m, escolhamos € > 0 tal que (1 + 6)2 < 27. Dados

Sendo « € (0, 2], temos que

onde C' = C'(u, Q).

2.2
¢ = sup |my (u)] eco = sup /eﬁ(l“) ¥ dz,
lull<1 Vell, <1, mi(u)=0 JQ

onde my (u) estd definido no Teorema 2.1.7. Por este lema, ¢y < +00. Seja u € H'(2), com

|u|| < 1. Entao, [|[Vul, < |Jul]| < 1. Escrevendo ¢ = u —my (u), temos que ¢ € vy, pois

/gpdx:/[u—ml(u)] dx:/udx——|9|/udx—0
a 9 1]
Além disso, ||V, = [|Vull, < JJu|| < 1. Assim,
/ P Qg — / Hotmi ) gy < / Pllulten? gy < / SO+ 4y
Q v Q Q

< / A+ g / S g
|p|> <> pl< <t

Disto, e do fato de ||Vy||, < 1, obtemos
2
/ P dy < o+ |Q] eﬂc%(“r%) ,
Q

o que implica que [ € Zl. Logo, sup 111 > 2.
Afirmacao: sup El = 2.

Com efeito, suponhamos que sup A = 2m. Como sup Ay > 27, temos que sup A, > 2m.

Seja € > 0 tal que 8 = (1+€)27T<supgl e

2
C3 = sup /eﬁu dzx.
flull<1JQ

12



2.2. FORMULACAO VARIACIONAL

Consideremos a sequéncia (w,) dada no Lema 2.1.6. Entao,

ey > / P de > / (1927wl 10 > ‘BL (20) ﬂﬁ‘ (1402w (z0)
Q B (10)NQ "

Logo, para n suficientemente grande, temos que
c3 > )Bl (o) mﬁ‘ p(1+02In(nl) _ ~ (nL)Q(HE) .

Quando n — +o0, o lado direito da desigualdade anterior tende para mais infinito, o que é

uma contradi¢ao, pois c3 < +00. Portanto, a afirmagao segue. |

2.2 Formulacao variacional

Para obtermos a formulacao variacional de (Py), assumiremos inicialmente que u é uma

fungao de classe C? (ﬁ) Assim, multiplicando (Py) por uma funcio ¢ € C=(f2), obtemos
a ou
—Aup +up = p(u)e” p em Q e Wl Apulp sobre 0S).
v

Integrando estas equacoes, temos

/ —Aup dr + / up dr = /p(u)e“ago dz e @gp dr = )\/ Yuly d.
Q Q Q a0 OV Zle)

Pelo Teorema de Green,

/ Augpdx—/Vquodx—/ —godx
o0 aV

/Vqup dx —/ i dx—i—/ugp de = /p(u)e“a@ dx.
a0 0 Q Q

Disto, segue que, para qualquer ¢ € C>®(Q),

Logo,

/ VuVe dz + / up dor — / p(w)e pdr — X [ Yulp dr = 0.
Q Q Q o0

Entdo, por um argumento de densidade, obtemos que, para toda o € H*(),
/ VuVe dr + / up dr — / p(u)e™ o do — A Yulyp dz = 0. (2.3)
Q Q Q o0

Motivados por (2.3), temos a seguinte definigao:

13



2.3. EXISTENCIA DE UM MINIMO LOCAL PARA J,, PARA X € (0, Xo)

Definigao 2.2.1 Dizemos que uw € H' (Q) € solugao fraca de (Py) se satisfaz a igualdade
(2.3), para toda p € H' ().

Seja Jy : H' () — R o funcional dado por

! A
Ix (u) = 5/9(|VU|2+|U|2) dx—/QG(u) d:(:—m aﬂw|u|q+l dz,

onde
G(s) = / Cglt) dt e g(t) = p(t)e”. (2.4)

Pelo Apéndice (A.9), temos que, para cada p € H' (Q2),

J (u) p = / VuVe dz + / up dr — / gw)p dz — X [ 4 |u|* " up dz. (2.5)
Q Q Q B

Consequentemente, pontos criticos de .Jy sao solugoes fracas de (Py).

2.3 Existéncia de um minimo local para J,, para \ €

(07 )‘0>

Nesta se¢ao, mostraremos que .JJ, possui um minimo local numa vizinhanca da origem
de H' () quando X é positivo e pequeno. O lema a seguir, serd essencial para garantir a

existéncia de tal minimo.

Lema 2.3.1 Assumindo as hipdteses (Hy) — (Hs), existem N\g > 0, Ry € (0,4/7) € 6 > 0 tal
que Jx(u) > 0 para todo ||ul| = Ry e A € (0, \g).

Demonstracao: Pela hip6tese (Hz)(d), temos que, dado ¢ > 0, existe s > 0 tal que
Ip(s)| < es”, para todo s > s, e para algum k > 1. Assim, |g(s)| < es*e®”, para todo s > s, e
para algum k > 1. Por outro lado, pela hipdtese (Hs)(e), temos que limg_,o+ % = 0. Assim,
dado €; > 0, existe § > 0 tal que |p (s)| < €;5*, para todo s € (0, d] e para algum k > 1. Logo,
l9(s)] < e15%e*”, para todo s € (0,0] e para algum k > 1. Para o caso em que s < 0, temos

9(s)

g(s) = 0 e a estimativa anterior vale. Além disso, desde que <25 é continua sobre [d, s, pelo
skes

Teorema de Weierstrass, existe constante positiva Cy (3, ¢) tal que |g(s)| < C4 (8, ¢€) |s|" e,

14



2.3. EXISTENCIA DE UM MINIMO LOCAL PARA J,, PARA X € (0, Xo)

para s € [4,s/]. Entdo, fazendo C' = max{e, ey, Cy (0,€)}, obtemos |g(s)] < Cs|" e, para

todo s € R. Assim,

G(s):/ g(t) dtg/ C |t]" et dt§C|s|kesz/ dt = C'|s| e
0 0 0

Integrando esta ultima estimativa e usando a desigualdade de Holder, obtemos

(k+1) 1
201 L
/G(u) dz < C/ |u|k+1 . <C (/ |u|2(k+1) dm) (/ 20 dm)
Q Q o g
2(%'_1) k+1 , %
=C (/ Ju ) dx) </ 2l () da:)
@ Q
w )2 3
—cwmmﬂm)(/gw%mn(u),
Q

Agora, escolhamos R > 0 tal que R? < 7. Entao, pela desigualdade de Trudinger-Moser

/ 62“”“2<m)2 dxr < oco.
0

Disto e da imersao continua de Sobolev H*(Q2) < L* (), para todo s € [1,4+00), obtemos

(2.2), temos que, para ||lu|| < R,

que, para todo |lu|| < R e para algum Cy > 0,
/ G(u) dz < Cy [l (2.6)
Q

Usando a imersao continua de Sobolev H!(Q) < L* (99), para todo s € [1,4+00) e o fato de

que 1 é continua em OS2, obtemos
[ oot de < ol [ de = ol Bl e < Celul™ . (27)
Desta estimativa e de (2.6), segue que, para R2 € (0,7) e para todo |[ul| = Ry,
Sau) = % [l = C [l = A [Ju ™+ (2.8)

Como k > 1, escolhamos e fixemos R2 € (0,7) e A > 0 suficientemente pequeno tal que,
para todo A € (0, \g),
1
§ = 533 — CL R — ACLRIT > 0.

Com tais escolhas para Ry e para Ao, por (2.8), obtemos 6 > 0 tal que, para todo ||u|| = Ry,
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2.3. EXISTENCIA DE UM MINIMO LOCAL PARA J,, PARA X € (0, Xo)

Lema 2.3.2 Sob as hipdteses (Hy) — (Hs), temos que, para todo A € (0, o), Jy possui um

minimo local prérimo a origem de H'(L2).

Demonstragao: Sejam Ry, A\ e § como no Lema 2.3.1. Dado A € (0, \g), notemos que,

para t > 0 pequeno, tem-se Jy (tu) < 0, para u € H*(Q2)\{0}. De fato,

1 A
JIx (tu):§/§2(|vw|2+|tu|2) dx—/ﬂG(tu) dz bt mw|tu|q+1 dx

2 o+l

ul™ da. 2.9
i M o (29)

(1Vul + [ul?) dx—/G(tu) dr —
Q Q

Sendo ¢g(s) > 0, para todo s € R, temos G(s) > 0, para todo s € R. Além disso, como

g+ 1 <2, temos t? <t para t > 1 e, consequentemente,

)\tq—i-l
q+1

t2
Y u)™ dz > 5/ (IVul® + [uf’) da,
G) Q

para t suficientemente pequeno. Assim,

2

t Atat!
Iyt < 5 [ (a4 ) do -
Q

qg+1

/ Y |u|™ dz <0,
09

para t > 0 suficientemente pequeno. Em particular, temos Jy (u) < 0, para algum v € H*(f2)
com |lu|| < Ry. Se J, atingir minimo local em algum uy, com ||uy|| < Ry, entao [Juy|| < R,
pois, pelo Lema 2.3.1, Jy (u) > § > 0, para |ju|| = Ro.

Nosso objetivo agora é mostrar que J, atinge um minimo local para todo A € (0, A\g).

Com efeito, consideremos Bpg, := {u € H'(Q) : ||u|| £ Ro} e uma sequéncia (u,) C Bg, tal
que

Iy (un) N\ inf Jy (u) = a. (2.10)

UEBRO
Sendo H'(€2) um espago reflexivo e a sequéncia (u,) limitada em H'(Q), pelo Teorema
1.2.3, a menos de subsequéncia, u, — uy em H'(Q). Logo, pela Proposi¢ao 1.2.2,

|lunl| < liminf ||u,||. Consequentemente,
Uy > < lim inf Uy, 2 < R 2.11
= = g

Afirmacao: J, é limitado em Bp,.
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2.3. EXISTENCIA DE UM MINIMO LOCAL PARA J,, PARA X € (0, Xo)

De fato, seja u € Bg,. Assim, por (2.6) e (2.7), existem C;, Cy > 0 tais que
/ |G(u)| dz < CyRE Y e [ op|ul™ dz < CLRIT.
Q o9
Entao,

1 5 / A / +1
J < = + G do + —— ™ qd
Ix(u)\_QHUH Q\ (u)| dz | 8Qlwl\ul T

ACy

Rqul
g+1 "

1
< §R§ + C R +

e a afirmacao segue.

Em seguida, mostraremos que

lim [ G(u,) dz = / G(uy) dz.
Q Q

n—oo

De fato, pelo item (i) do Lema A.1.3, existe C' > 0 tal que |g (u,)| < Ce?*s. Disto e do item

i) do Lema A.1.1, segue que |G (u,)| < Ce?n. Consequentemente,
(2)
G (up) uy,| doe < C e2un Uy, | dz. 2.12
|
Q Q
Pela desigualdade de Holder, temos

1 1 1
E , v un 2 E
/e2ui luy| da < (/ 2t dz) (/ P d$>p B (/ G2ellun? () dx) [ [P
Q Q Q Q

comp>1le 110 + z% = 1. Assim, usando a imersdo continua de Sobolev H! () — L* (),

para todo s € [1,+00), segue que

1
20 wup \2 P
/eQu% [u,| dz < C (/ 2Pl (i) dl") [[n]] -
0 0

Por outro lado, como ||u,|* < R2 < 7, existe p > 1 tal que 2p ||lu,||* < 27. Entéo, usando a

desigualdade de Trudinger-Moser (2.2) e o fato de (u,,) ser limitada em H! (£2), obtemos da

desigualdade anterior que

/ 2 |u,| dz < oo.
Q

Desta estimativa e de (2.12) segue que

Sup/ |G (un) up| do < oco.
n Jo
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Desde que u,, — uy em H'(Q), pela imersao compacta de Sobolev H' () — L* (), para
todo s € [2,+00), a menos de subsequéncia, u, — uy em L*(Q). Como Q é limitado,
u, — uy em L'(Q). Além disso, pelo item (i7i) do Lema A.1.3, g (u,), g (uy) € L' (). E,
deste resultado e do item (i) do Lema A.1.1, segue que G (u,), G (uy) € L' (Q). Assim,

usando o item (i) do Lema A.3.1,

lim [ G(u,) dz = / G(uy) dz. (2.13)
Em seguida, mostraremos que
lim [ 4 |u, | dg;:/ P |uy " da. (2.14)
o0 Jan o0

Com efeito, como (u,) C H (), pela imersao continua de Sobolev H' (Q) < L*(09Q),
(up) C L*(09Q). Sendo Q limitado, (u,) C L1 (99), para todo ¢ € [0,1). Assim,
lu, |7 € L' (992), para todo ¢ € [0,1). Entéo,

/ 6 ™ de < 6] / ! dz < oo.
o0 o0

Consequentemente, para todo ¢ € [0,1), ¢ ]un]q+1 € L' (09) e, uma vez que, u,, — uy em
H'(Q), pela imersao compacta de Sobolev H' () < L?(99), a menos de subsequéncia,
u, — uy em L? (09Q). Logo, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequéncia, u,(z) — uy(x)
quase sempre sobre 02 e existe h € L? (092) tal que |u,(z)| < h(z) quase sempre sobre 5.
Assim,

[ (0 fun| ™) (@) = (9 [un]™) ()] = 0

(@ (Jua] ™™ = Jua ")) (@) < [(@)] (lua (@) + Ju(@)]")
< [l (A" (@) + Jua(@)[*T)

quase sempre em 0. Agora, como h, uy € L? (99) e Q é limitado, temos que h, uy € L* (09),
paratodo s € [1,2]. Como g+1 € [1,2), entdo h, uy € LI (9Q). Logo, b9t ui™ € L' (9Q).
Portanto, ||¢]| k9t + |uy|"" € L' (9Q). Entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue,
lim Y |, |7 dx:/ Y |uy | da.
o9
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Além disso, desde que ||u,|| < Ry, pelo Teorema de Weierstrass, a menos de subsequéncia,
||, || converge e deste fato, juntamente com os resultados obtidos em (2.13) e (2.14), segue
de (2.10) que

1., 9 A 1
— lim ||u, :a—i-/Gu)\ + — ¥ un |7
i =+ [ G+ 2 [ v

Consequentemente, por (2.11), temos

L, A "
—wWHSa+/Gwn+——- 0 [y
2 Q qg+1 Joq

o que implica que Jy (uy) < a. Por outro lado, Jy (uy) > a. Assim, Jy(uy) = a e uy é

minimo local para Jy préximo & origem do H' (£2). |

2.3.1 Regularidade das solucoes

Nosso objetivo agora é obter um resultado de regularidade para as solucoes fracas de

(Pr)-
Lema 2.3.3 Seja uy uma solugdo fraca de (Py). Entao, uy > 0 quase sempre em 2.

Demonstracao: Desde que u) é uma solucao fraca de (Py), considerando ¢ = u, como

funcao teste em (2.5), obtemos
/VUJ}\VUJ; dxr + / uyu, dor = / gluy)uy dz+ A P |u>\|q_1u,\u;\ dz.
Q Q Q o0
Pela hip6tese (Hj)(b), temos que, em A~ := {z € Q: uy (z) < 0}, g (uy) = 0. Logo,
/ g(uy)uy dz =0
e,em AT :={z €Q: uy(z) >0} ={z € Q: uy (z) =0},

/ g(uy)u, dz =0.
A+

Assim, em Q = AT U A,

/ g(uy)u, dz =0.
Q
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Agora, usando a funcao
-1
Ylul u, u >0,

0, u <0,

h(u) =

e defindo os conjuntos B~ = {x €0Q: uy(r) <0} e BT = {x €9Q: uy(z) >0},

concluimos, de forma analoga ao caso anterior, que
q—1 -
Y lun" upuy de =0,
o0
em 02 = BT U B~. Destes resultados e usando que

/Vu,\Vu; dx+/u,\u)_\ de = — (/ }Vuﬂ? d:zH—/ ‘“;‘2 dx) = — Hu;‘
Q Q Q Q

obtemos que Hu;“ = 0. Logo, u, = 0 quase sempre em {2 e, portanto, uy = uj\“—u;\ = u;\r >0

2
)

quase sempre em §2. [ ]

O lema seguinte serd muito usado ao longo deste trabalho. Para uma prova, confira [19].

Lema 2.3.4 Seja u € C*Y (ﬁ), para algum 6 € (0,1), comu>0eu#0. Se —Au+u >0

em €2 no sentido fraco e % > 0 sobre 052, entdo u > 0 em Q.

Demonstracao: Segue do Lema de Hopf (ver [10]) em combinacao com o Teorema 1.3 em

[19]. |
Lema 2.3.5 Sejau € C?(Q). Se

/Q(Vquo +up) dx >0, (2.15)
para todo ¢ € H' (), ¢ >0, entio —Au+u >0 em Q no sentido fraco.

Demonstragao: Se u € C?(Q), dado zy € €, existe 2R > 0 tal que By (z9) C €2, pois
é limitado. Assim, u € C? (Bg (29)). Logo, pelo Teorema 1.4.1,

/ (VuVp +up) dor = —/ (Au—u) ¢ dx,
Br(zo)

Br(zo)

para todo ¢ € C§°(Bg (z9)). Da igualdade anterior e desde que (2.15) ocorra, obtemos

—/ (Au—u) @ dz >0,
Br(zo)
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para todo ¢ € C{(Bg(xp)), ¢ > 0. Assim, —Au + u > 0 em Bg(xp). Logo,
—Au (z9) + u(xg) > 0 para xg € Q. Como xy é arbitrario, temos que —Au + u > 0
em ). |

Lema 2.3.6 Seja uy solucdo fraca de (Py). Entdo uy € C?? (ﬁ) para algum 0 € (0,1).

Além disso, se uy € nao-trivial, entao uy > 0 em €.

Demonstragao: Seja uy solucio fraca de (Py). Provaremos inicialmente que p (uy) e*s —

uy € LP (Q), para todo 1 < p < +o0. De fato, usando que g (u,) = p (uy) € e o item (i) do

[lotr ar<c [ a,
Q Q

com f>0el<p<+oo. Agora, usando a desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), temos

Lema A.1.3, temos que

que [, ePPul dr < co. Assim,
/|g (up)]? dz < co.
0

Logo, g(uy) € LP(QQ) para todo 1 < p < +4oo. Pela imersdo continua de Sobolev
HY(Q) — L*(Q), para todo s € [1,+0c0), temos que uy € LP () para todo 1 < p < +o0.
Assim, g (uy) — uy € LP(Q) para todo 1 < p < +oo. Logo, pelo Teorema de Calderon-
Zygmund (Teorema 1.4.2), uy € WP (Q) e —Auy = p(uy) €> — uy quase sempre em .

Escolhamos p de modo que 1—2; < 1le % seja nao-inteiro. Assim, 2 > 1—2) e, desde que

uy € W2P (), pelo Teorema 1.3.4, temos que uy € c2-[3]-19 (Q), com 0 = [%} +1-— %.
Entdo, uy, € C" (). Além disso, como uy € C (Q) temos que uy, € C*(Q) e,
por composicio, g (uy) € C%? (ﬁ) Entao, pelo Teorema de Schauder (Teorema 1.4.4),
uy € C* (Q), para algum 6 € (0,1). Agora, sendo u, € C*(12) solugdo fraca de (Py), temos
que

/ (VuV + uyp) de = / g(uy)e dx + )\/ ¥ lux|? o dx > 0,
Q Q o0

para cada ¢ € H'(Q), ¢ > 0. Assim, pelo Lema 2.3.5, —Auy + uy > 0 em Q no sentido

fraco. Além disso, %} = f(uy) > 0 sobre 09 e, desde que u, é ndo-trivial, pelo Lema 2.3.4,
obtemos que uy > 0 em . ]
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2.4 Nao existéncia de solucao

Definamos

A :=sup{A > 0: (P,) tem solugao fraca} . (2.16)

O lema a seguir garantird que, para A > A, (P,) nao tem solugao fraca.
Lema 2.4.1 Seja A definido em (2.16). Entao 0 < A < oc.

Demonstragao: Seja uy solugao fraca de (Py). Fagamos ¢ = 1 como funcao teste em

(2.5). Entao, por (2.3), obtemos

/u)\ dx:/g(u,\) de+ X [ yuf da. (2.17)
Q 0 o9

Como uy, € H'(Q), pela imersao continua de Sobolev H'(Q2) — L*(Q), para todo
s € [1,400), temos que uy € L*(Q), para todo s > 1. Como 2 é limitado, existe
Cy =C1 (p, Q) > 0 tal que

lunll @y < Crlluallpooy

para todo p > 1. Mostraremos agora que existe Cy = Cy (p,2) > 0 tal que

/Q g(uy) de > Cy llur gy - (2.18)

Com efeito, prova-se facilmente que, para todo s > 0 e p > 1, existe C' = C (p,2) > 0 tal

que s? < Cp(s) e*”. Consequentemente,

/u’;\ deC’/g(u,\) dz,
Q Q

donde obtém-se a desigualdade (2.18), com Cy = % Entao, usando (2.17), temos que

Co sl < / g (un) do < / ur d = sl sy < Ci lwall oy -
o que implica
Colxllmey = C ltall oy < 0.

Denotando ¢ = [Jux|| (), obtemos da estimativa acima que ¢ (Cot*~' — Cy) < 0. Como

as solucdes da inequagao anterior pertencem ao intervalo [0, (C1/Cs)Y Y], temos que
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||u,\||Lp(Q) < (01/02)1/(13—1)' Assim, concluimos que, para todo p > 1, existe C' > 0 que

nao depende de A tal que |[uy|| ) < C. Além disso,
[urll ) < Cr (0, Q) fluall oy < € (2.19)

o que implica que ||u,|| Lr(o) € limitada por uma constante que nao depende de A para todo

p > 1. Agora, fazendo ¢ = u, ? como funcao teste em (2.5), obtemos

/Vu,\V (uy?) dz+ / uy, ¢ dz = / uy g (uy) de+ X | o de.
Q Q Q

o0N

Como
/ Vu,\V (u;q) dr = —q/ ugl_q |Vu,\|2 dx <0,
Q Q
pois uy > 0e g € [0,1), temos que
/ wy, “dz >\ [ 1 de (2.20)
Q 80

Pela hipétese (H1), [, % dz < co. Entao, usando (2.19) e a desigualdade de Hélder, obtemos

de (2.20) que
1/r 1/r
A< C/ ui_q de < C (/ (ui_q)r dx) (/ 1" dx)
Q Q Q

1/r 1—
< CIO Juslity < C,

onde C' é uma constante que nao depende de A\, r = ﬁ e %+ % =1. Logo, A <ocoe A >0,

pois A > 0. ]

2.5 Existéncia de uma solucao minimal

Nesta secao, usaremos o método de sub e supersolucao para garantir a existéncia de
uma solugao minimal para (P)), para cada A € (0,A). Para tanto, consideremos o seguinte

problema:

—Au+u=0
L em (),
u>0 (2.21)
du

= \pu? sobre 01,
v
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onde p é uma constante positiva.

Uma fungiao u € H'(Q) é dita uma subsolugdo de (2.21) se, para todo ¢ € H* (), p > 0,

/ VuVe dx + / up de < A Yulp dx.
Q Q o0

Dizemos que u € H'(Q) é supersolucio de (2.21) se, para todo ¢ € H'(Q), ¢ > 0,

/ VuVe dx + / up dz > A Yulp dx.
Q Q o9

O préximo teorema € o resultado principal desta secao. Antes de prova-lo, mostraremos

um lema que serd fundamental para a prova deste teorema.

Teorema 2.5.1 (P,) admite solu¢ao minimal uy, para todo X € (0,A).

2.5.1 Existéncia de solugao para (P,) para A € (0,A)

Lema 2.5.2 Seja A definido em (2.16). Entao (Py) possui uma solugdo fraca para cada
A€ (0,A).

Demonstragao: Fixemos \ € (0, A). Pela caracterizacao de A, podemos obter A < Ay < A
tal que (Py,) tem solucdo fraca nao-trivial. Seja wu,, tal solu¢cdo. Pelo Lema 2.3.6,
uy, € C*(Q) para algum 6 € (0,1) e uy, > 0 em Q. Consideremos p como sendo o
menor valor assumido por uy, em 0f). Mostraremos inicialmente que (2.21) tem uma tnica

solucao fraca. Com efeito, consideremos o funcional f : H'(Q) — R tal que

flo)=A [ dplpdr.

Verifica-se facilmente que f é linear. Além disso, f é continuo. De fato, usando a imersao

continua de Sobolev H'(Q)) — L*(9N), para todo s € [1,+00), obtemos

()] = \A [ vatp as] < 0 [ 1ol do < Clgllam < Clel.

para todo ¢ € HY(Q). Assim, f € H Q) e, pelo Teorema da Representacao de Riesz
(Teorema 1.2.1), existe um tinico vy € H'(Q) tal que, para todo ¢ € H(Q), f(p) = (vy, ).
Entao, para todo ¢ € H'(Q2), obtemos

(v, ) = / VoV dz + / unp dz = )\/ Yuly dr. (2.22)
0 Q o9
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Com este resultado, concluimos que vy, é a tnica solucao fraca de (2.21). Logo, vy é
nao-trivial, pois, do contrdrio, por (2.22), terfamos que f(y) = 0, para todo ¢ € H'(Q).
Consequentemente,

Yulp dr = 0, para todo ¢ € H' (1),
09

pois A # 0. Assim, ¥u? = 0 quase sempre sobre 9. Como 1) é nao-negativa e 1 # 0, entao
p? =0, o que é um absurdo, pois uy, > 0 em Q.
Agora, prosseguindo de maneira analoga ao que foi feito no Lema 2.3.6, podemos mostrar

que vy € C?Y (ﬁ) para algum 6 € (0,1). Além disso, por (2.22), temos que

/ (Vo Vi +uyp) dz >0,
Q

para todo ¢ € H'(Q), ¢ > 0. Logo, pelo Lema 2.3.5, —Awv, + vy > 0 em € no sentido fraco.

% = Apu? > 0 sobre 02 e de vy # 0, pelo Lema
v

Deste resultado, juntamente do fato de

2.3.4, segue que vy > 0 em Q.
Afirmagao: uy, é supersolucao de (2.21) e vy < uy, em €.

Com efeito, sendo u,, solucao fraca de (P,), temos que
/ Vuy), Vo dz + / Uy, p da = / g (uy,) o do + )\2/ Yus, ¢ dr,
Q Q 0 o)
para todo ¢ € H'(Q2). Como g é nao-negativa, [, g (ux,) ¢ dz > 0, para todo ¢ > 0. Assim,
/ Vuy, Ve dr + / Uy, dr — )\2/ Yus,p de = / g (uy,) e dx >0,
0 Q o9 0
para todo ¢ > 0. Desta estimativa e usando a definicao de p e o fato de Ay > A, obtemos

/ Vuy, Ve dz + / Uy, dz > )\2/ Yus, o dz > )\/ Yuly dr,
Q Q B o9

para todo ¢ € H'(Q), ¢ > 0. Logo, u,, é supersolucio de (2.21).

Notemos que

/V(uAQ—UA)VgodmjL/(u,\Q—vA)cpdx:
Q Q

/Vu,\QVgo dx+/u,\2g0 dx—/Vv)\Vgp dx—/v)\go dx =
Q Q Q Q

/ Vuy, Vo dz + / Uy, dr — A Yty dr > 0,
Q Q 00
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para todo ¢ € H(Q), ¢ > 0, pois uy, é supersolucao de (2.21). Entao, pelo Lema 2.3.5,
obtemos que —A (uy, —vy) + (un, —vy) > 0 em € no sentido fraco. Além disso, como

i < uy, sobre 0€), temos que

a(U)\Z - U)\> . 81% _ a’l))\ .
ov Y o

Mpuf, — Apu? > 0, sobre 0€.

Agora, notemos que uy, # vy, pois, do contrario, u,, seria solugao fraca de (2.21). Por outro
lado, temos que u,, é solugao fraca de (P),). Com estes resultados, e escolhendo ¢ € C* (ﬁ)

tal que ¢ > 0, teriamos

A Yl dx:/Vu,\QVgp dx—i—/u,\ng dx:/g(u,\2)<pdx+/\2/ Yus, p da.
09 Q Q Q 99

Disto, e do fato de Ay > A, temos que, para ¢ € H'(2) com ¢ > 0,

)\2/ w(u?\Q—pq)godxg—/g(u,\2)<pdx.
a0 Q

Por outro lado, temos que, para ¢ > 0,

>\2/ ¥ (uf, =) pdr>0e /g(uh)s&dm>0,
o0 Q

pois g é nao-decrescente, (Hs) (€) ocorre e uy, > 0 em . Logo,

OS/\Q/ @D(u‘iQ—uq)gpdx:—/g(uk2)gpdx<0,
o9 Q

chegando a uma contradicdo. Portanto, wuy, # vy. Assim, pelo Lema 2.3.4, vy < uy, em Q e
estd provada a afirmacao.

Agora, definamos as funcdes g, : @ x R — R e hy : 02 x R — R por:

g (va(x)), t <ux(z),
9y (z,t) = g(t), oy () <t <y, (1), (2.23)
g (uy, (7)), t > uy, ()
A (x) pd, t<wy(z),
hy (z,t) = M (2)19, oy (@) <t < uy, (2), (2.24)
M) (x)u, (), t > uy, (x)
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Sejam
G (2, 8) :/ Gy (z,t) dt e Hy (z, s) :/ hy (z,t) dt.
0 0
Afirmamos que o funcional Jy : H'(Q2) — R definido por
1

Iy (u) = E/Q(|Vu|2—l—|u|2) dx—/ﬂ@,\ (x,u) do — anﬁ/\ (x,u) dz

é coercivo e sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente.
De fato, como uy, € C?? (ﬁ), pela continuidade de g e de wqu e pelas defini¢oes (2.23) e

(2.24), temos que existem Cy, Cy > 0 tais que
gy (2,1) < glun, (2)) < Cy, para x € Qe hy (2,t) < X () ul, (v) < Cs, para z € 01,

o que implica

Gy (z,s) = / gy (z,t) dt < C}s|, para todo x € )
0

Hy (x,5) = / hy (z,t) dt < Oy |s|, para todo z € 0.
0
Usando as imersoes continuas de Sobolev H'(Q) < L*(Q) e H'(Q) — L*(99Q), para todo

s € [1,400), obtemos

/@A (x,u) dxﬁC’l/ lu| de < Cy||ul| e / H) (v,u) dz SC’Q/ lu| dx < Cy|ul|.
Q Q o0 G

Destes resultados, segue que

7 1 1 (Ci+C
)2 gl = €l - Ca = (5 - )

2 [l
Fazendo ||u|| — +o0o na desigualdade anterior, obtemos Jy (u) — +oo. Assim, Jy (u)
é coercivo. Agora, seja u, — u em H'(Q2). Pela Proposicao 1.2.2, temos que |lul <

liminf ||u,||. Consequentemente,
|w)® < liminf ||u,|* . (2.25)

Pela imersdo compacta de Sobolev H(Q2) — L*(Q), para todo s € [2,+00), temos que, a
menos de subsequéncia, u, — u em L%*(Q). Como € é limitado, segue que u,, — u em

L' (). Logo, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequéncia,
up, () = u(x) quase sempre em €2 (2.26)
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e existe hy € L' (Q) tal que |u, (z)| < hy (x) quase sempre em . Disto e da defini¢ao (2.23),

temos
Gr(n @) = [ (w0 at
0

ua(2) A () un(2)
- [ o >dt+/ gt ds [ g d
0 vx(2) u

Ao (I)

vy () ung (2 Un ()
<[ gtnte) ar / gl @) dt+ [ glus, (@) dt
0

Uxy ()

Consequentemente,

G (@, un (2)) < g (v () ox (2) 4+ g (un, (2)) (U, (2) = 0r (1)) + g (U, (2)) [un () — us, (2)]
< O+ Gy + Gz |uy () — uy, (7)] < O+ C3ha (), para todo x € Q.

De maneira andloga, obtemos C' > 0 tal que G, (z,u(z)) < Chi(z), para todo =z € .

Usando (2.26) e o fato de G ser continua na segunda varidvel, obtemos

Gy (7, up (v)) — Gy (z,u (7)) quase sempre em ).

Além disso, como hy € L' (Q) e |Q| < oo, temos que

|G\ (2, un () — G (z,u(2)| < C+ Chy(z) € L' ().
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ Gy (z,u,) dx:/@A (r,u) dz.

Para mostrar que

lim Hy (2,u,) do = | Hy(z,u) du,
e Jaq o0

é suficiente utilizar a imersao compacta de Sobolev H'(Q2) < L*(9f), para todo s € [2, +00),
e proceder de maneira similar ao que fizemos para obter a convergéncia anterior. Destas

convergéncias e de (2.25), temos que

— 1 — —
liminf Jy (u,) = lim inf (5 || — / Gy (z,u,) do — Hy (z,uy) dx)
0

o0

v

1 — —
~lim inf ||uy,||* + lim inf [— (/ Gy (z,u,) de+ | Hi(z,uy) dx)}
2 Q 20

1 — — —
§||u||2—/QG,\(:E,u) da:—/aﬂHA(x,u) de = J) (u).

Vv
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Assim, J, é sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente. Logo, pelo Teorema
1.5.2, Jy é limitado inferiormente e atinge minimo em H'(€). Seja uy o minimo global de

J sobre H'(). Como J, é o funcional associado ao problema

—Au+u =7, (z,u)

em (),
u>0 (2.27)
ou -
5 = hy (z,u) sobre 09,

entao uy ¢ solucado fraca de (2.27). De forma andloga ao que fizemos com o problema (Py),
verifica-se que uy, € C*? (Q), para algum 4 € (0, 1).
Agora, como g é nao-decrescente, pela defini¢ao (2.23), temos g, (z,t) < g (uy, (x)), para

todot € R e z € ). Em particular, temos
7, (z,uy (x) < g (uy, (x)), para todo = € €. (2.28)

Pela definigao de (2.24),

ha (z,ux (2)) < M (2) uf, (7), para todo = € 0. (2.29)

Afirmacgao: vy < uy < uy, em Q.

Com efeito, para mostrar que vy < u, em {2, notemos que sendo uy e v, solucgoes fracas de

(2.27) e (2.21), respectivamente, encontramos
/ V(uy —v\)Vep dz +/ (ux —vy) @ de =
Q Q

/Vu,\Vgp dx—}—/u)\(p dx—/VvAVgo dx—/v/\cp der =
Q Q Q Q

[a@uedes [ Twuode—x [ witpd,
Q o0 o0

para todo ¢ € H'(Q). Escolhendo ¢ = (uy — vy)” = max{0, — (uy — vy)}, temos que
[n@wet=[  geueis [ g
Q [va<uy]

[u>\<v>\]

:/ g () (—uy +vy) dz
[ur<vy]
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e
/ ha (x,uy) @ doe = / ha (x,u)\)cpdqu/ ha (z,uy) @ dx
oQ [ua<ua] [ux<wvi]
= /\/ Yu? (—uy + vy) de.
[ux<wvi]
Além disso,

A gt de = - / b da — A / by da
[a<u,]

(o)) [U)\<’U)\}

= —)\/ @D,uq (—U)\—FU)\) dx.
[ur<vy]

Somando estas ultimas igualdades, obtemos

o0

/% (z,uy) p dr + / h (x,uy) p de — A Yl dor = / g (vy) (—uy +vy) dz.
Q 0 [ux<wva]

Como ¢ ¢é nao-negativa e, para u), < v, tem-se que —uy + vy, > 0, entao

f[u>\<v)\] g (vy) (—ux +vy) dz > 0. Por outro lado,

/QV(U)\—U)\)V(U)\—U)\)_ dl’—i‘/ (U)\—U)\) (u,\—m)_ dl’:—||(U)\—U)\)_H2 SO

Q
Assim,
0< [ gl ) =) <o
[ur<wvy]
Consequentemente, ‘(u,\ —v,\)7H2 = 0. Disto, segue que (uy —wvy)~ = 0 quase sempre

em . Logo, uy — vy > 0 quase sempre em €. Assim, infg (uy —v)) > 0 quase sempre
em ). Agora, como uy e vy satisfazem —Auy + uy = 7, (z,uy) e —Avy + vy = 0
no sentido fraco, subtraindo a primeira destas igualdades pela segunda, obtemos que
—A (uy —vy) + (ur —vx) = Gy (z,uy) > 0. O que implica que A (uy —vy) — (uy —vy) <0
no sentido fraco. No que segue, mostraremos que uy # vy. De fato, supondo o contrario, e
usando novamente o fato de que uy é solugao fraca de (2.27) e vy de (2.21), terfamos que
/g/\ (x,uy) @ dx —|—/ ha(z,uy) o do =N\ [ Yulp dz, (2.30)
Q o9 o9
para todo ¢ € H'(Q). Escolhamos ¢ € C§° (ﬁ), v > 0, tal que supp(yp) CC €. Entao,
¢lao = 0. Assim, segue de (2.30) que [, gy (z,ux) ¢ dz = 0, o que é um absurdo, pois,
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usando a hipétese (Hy) (e) e os fatos de que uy > 0 em €2, g, é ndao-decrescente e ¢ > 0,

temos que [, g, (z,ux) ¢ dz > 0. Logo, uy # vy.
Afirmacao: uy — vy, > 0 em €.

De fato, suponha que existe zo € €2 tal que (uy — vy) (zg) = 0. Assim, desde que ) é aberto,

existe Br (z9) CC (2 tal que

inf (uy —wvy) =inf (uy —vy) > 0, quase sempre em €.
Br(zo) Q

Disto, e do fato de A (uy — vy) — (ux — va) < 0 no sentido fraco, segue do Teorema 1.4.3 que
(uy — vy) é constante em Q. Logo, como (uy — vy) (zg) = 0 e xg € Q, entdao (uy —vy) =0, 0
que contradiz o fato de que uy # vy. Logo, a afirmagao segue.

Agora, desde que uy, vy € C?? (ﬁ), mostraremos que uy > vy sobre 0§2. Com efeito, supondo
o contrario, existiria zo € 9 tal que uy (o) < vy (x). Como z € JN, existe uma sequéncia
(rr) C Q tal que zp — xg. Como, uy > vy em €2, temos que uy (xx) > vy (x). Disto e da
continuidade das fungoes uy e vy, segue que uy (xg) > vy (z9). O que é uma contradigao.

Logo, uy > vy em 9. Disto e do fato de uy > vy em Q, temos que uy > vy em €.

Agora, usando que uy, e uy sao solugoes fracas de (Py) e (2.27), respectivamente, temos

que
/V(U)\2 —uy) Vo dm+/ (un, — up) @ do =
Q Q

/VU&V@ dx—i—/u)\Qgp dx — / VuyVe dr — / urp dr =
Q Q Q Q

[owaears [ zotpar—([mewpdrs [ ).
Q oN Q oN

para todo ¢ € H' (). Assim, por (2.28) e (2.29), obtemos da igualdade anterior que
/V(’LU\2 —U)\)VQO dl’—i-/ (U)\2 —’LL)\)QO dz 2 O,
Q Q
para todo ¢ € H' (Q2), ¢ > 0. Logo, pelo Lema 2.3.5, —A (uy, — uy) + (ux, — uy) >0 em Q

no sentido fraco. Usando novamente (2.29), temos que

0 (ux, — uy)

5 = Xotpul, — hy (z,uy) > 0, sobre OS2
v
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Além disso, notemos que uy, # uy, pois supondo que uy, = uy e sabendo que uy e uy, sao,

respectivamente, solugoes fracas de (2.27) e de (Py), temos que
Aoul = hy (z,uy) sobre 0.

Disto segue que, para todo ¢ € H'(Q),

/ Aopul o do = / hy (z,uy) @ do + / hy (z,uy) @ do
9 [ux<vi] [vaSur<un, |

+ / ha (z,uy) ¢ da.
[’U,)\>UA2

Como vy < uy, entao f[m<m] hy (2,uy) ¢ dz = 0. Logo,

Ao | Yuf pdr =X / Yulp do + / Yus, p do |,
o0 [UASUASUAQ] [“/\>u/\2]

para todo ¢ € H' (). Escolhendo ¢ € C*®(Q), ¢ > 0, e considerando que 1/ é ndo-negativa,
uy, > 0e Xy > A > 0, temos que a igualdade anterior nao pode ocorrer. Assim, uy, 7# uy.

Logo, pelo Lema 2.3.4, uy, > uy em . E a afirmacio segue.

Mostraremos agora que Jy (u) = Jy (u), para todo vy < u < uy,.

Com efeito, notemos que, para vy < u < uy,,

/@,\ (x,u) dx:/ G (7, u) dCC+/ G (z,u) dx—i—/ Gy (z,u) do
Q [u<vy] [va<u<un,] [u>un,]

:/ Gy (z,u) dx:/G(u) dz
[va<u<Luy,] Q

H) (z,u) dx+/ Hy(z,u) do

[u>un,]

Ty (2,0) do = /

[u<vy]

Hy (v,u) dz + /

o0 [vA<u<un,]

— A
- / Hy (o,0) do = —— [ ¢ [u* de,
[va<uLuy,] q-—+ 1 o0

o que implica

Ja(u) = (|Vu|2 + |u|2) dz — /Q G (u) do — A Y |ul™ da

q+1 Jaa

(|Vu|2+|u|2) dx—/g@,\ (x,u) dz — agﬁ/\ (x,u) doz = J, (u).

N|— N —

S—S5—
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Assim, desde que vy < uy < uy, em Q, temos que Jy (uy) = Jy(uy). Logo, como uy é
minimo global de .J, temos que 7//\ (un) = 0. Assim, J5 (uy) = 0. Ou seja,
/Vu,\Vgo dx+/u)\go dx—/g(uA)gp de — X | Yule dz =0.
Q Q o) o9

Disto, segue que uy é solugao fraca de (Py) e o lema esté provado. |

2.5.2 Prova do Teorema 2.5.1

O Teorema 2.5.1 garantird a existéncia de solu¢ao minimal para (P)), mas antes de prova-

lo enunciaremos o lema, cuja prova encontra-se em [17] (Lema 3.4), e a defini¢do seguintes.

Lema 2.5.3 Sejam u e v fungoes continuas e positivas em Q tais que

—Au+u>0, em £,

@ > Mpul, sobre OS2
ov

—Av+v<0, em

@ < A \Ypv?)  sobre  OfQ.
ov

Entéo, u > v em .

Definicao 2.5.4 Dizemos que uma solu¢ao u* é solug¢ao minimal de (Py) em [u, u] se u* < u,
para cada u < u <, onde u, u e u sao, respectivamente, solucao fraca, sub e supersolugao

de (PA)

Prova do Teorema 2.5.1
Pelo Lema 2.5.2; existe u) solugao fraca de (Py), para todo A € (0, A). Na demonstracao
do Lema 2.5.2, vimos que (2.21), tem uma tnica solucao fraca. De maneira similar, mostra-se

que o problema

—Au+u=0
e em (),
u>0 (2.31)
% = Mpuf, sobre Of).
v
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tem uma tnica solucao fraca nao-trivial que denotaremos por vy. De maneira andloga ao
que foi feito para wy, mostra-se que vy € C%¢ (ﬁ), para algum 0 € (0,1) e que Uy > 0 em €.
Mostraremos agora que uy é supersolugao de (2.31). De fato, sendo u, solugao fraca de (Py),

temos que

/VUJ)\VQD d:p—k/u)\go dz :/g(uA)cp dr + X [ Yule dz,
Q Q Q o9

para todo ¢ € H'(Q2). Como g é nao-negativa, [, g (ur)¢ dz >0, para todo ¢ > 0. Assim,
/Vu,\Vgo d:l:+/u,\g0 dr — A Yusp dx:/g(u,\)god:cz(),
Q Q o9 Q

para todo ¢ € H'(2), ¢ > 0. Desta estimativa segue que

/ Vu Ve dz + / uyp de > X [ Yule du,
Q Q o9

para todo ¢ > 0. Logo, uy é supersolucao de (2.31).

Desde que uy e Uy s@o respectivamente, solucao fraca de (Py) e (2.31) e, além disso, uy,

vy € C?Y (ﬁ) para algum 6 € (0, 1), entdo —Auy +uy > 0 e —Av)+ vy, = 0 em 2 no sentido
0 v, ~ . -
fraco. Por outro lado, temos que e Apus e I _ Apvy, sobre 0€). Além disso, uy e vy

ov ov

sdo positivas em Q. Assim, pelo Lema 2.5.3, temos que uy > Uy em €.

Em seguida, usando iteragio mondtona, construiremos uma sequéncia (u,) C H' () tal que

_Aun—i-l + Upt1 = g(un)7 em ()

% = Mpul, sobre 0S2.
ov

De fato, para n = 1, seja u; = v, e consideremos o problema

(2.32)

—AU,Q + Up = 9(27)\) em ()

(2.33)
Ous = A0} sobre 0f.
v

Se uy é solucao fraca de (2.33), entdo, para todo ¢ € H' (),

/ (VuaVp + usp) da — / g (Uy) p dz — )\/ Yvie dr = 0.
0 Q

o0N

Notemos que

/ (VusVep + usp) do = (us, o).
Q
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Definamos o funcional f: H' (2) — R tal que

f(@):LQ(5A)¢ dx+A/@g¢5§¢dx.

Mostraremos que f é linear e continuo. Com efeito, facilmente verifica-se que f é linear.

Agora, temos que

/Qg(%)sodx

para todo ¢ € H'(). Usando o item (i) do Lema A.1.3, temos que, para § > 0,

[f ()] <

+ ‘)\ Yol da
o0

< [lo@llel do Aol [ 37 lel da,
Q o0

Am@MWMMSQA&WKMd%

para todo ¢ € H'(Q). Disto e da desigualdade de Holder, obtemos

1/p 1/p’ 1/r 1/r!
V@Nﬁc(/gmwﬁm) (/WPM) +0( |mwm) ( wﬂdQ |
9] Q o0 o0

para todo ¢ € H'(Q) e com r = %, p > 1, %—I—% =1le %—'—z% = 1. Assim, para todo
p € H'(Q),
sy 1/p N
PN <0 ([ a0) ol +Cololhom el . (230

L)% dz < co. Assim, pelas

Logo, segue da desigualdade de Trudinger-Moser (2.1) que fQ el
imersoes continuas de Sobolev H' (Q) < L* (9Q) e H' () — L* (), para todo s € [1,+00),

obtemos de (2.34) que

[f (@) < Crllell + Ca[[oall” el = (Co + Ca[[oal*) el

para todo ¢ € HY(Q) e com C; = C,(Q,v)). Disto segue que f é continua. Logo,
f € H(Q) e, pelo Teorema da Representagdo de Riesz, existe um tnico uy € H' ()
tal que f (p) = (ug, ), para todo ¢ € H' (2). Consequentemente, para todo ¢ € H' (),
/ (VuaVp + usp) do = / gy pdr+X [ Yviede.
Q Q o0
Logo, us é solugao fraca de (2.33). Usando o mesmo argumento, obteremos que w1 é

solucdo fraca de (2.32), para cadan =1,2,3,....
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2.5. EXISTENCIA DE UMA SOLUCAO MINIMAL

Agora, desde que u; e ug sao solugoes fracas de (2.31) e de (2.33), respectivamente, escolhendo
¢ = (uz —uy)~ como fungao teste, podemos proceder de maneira similar ao que foi feito na
demonstracio da desigualdade vy < uy em Q no Lema 2.5.2, para mostrar que u; < uy em ).
E, procedendo com o mesmo raciocinio, mostra-se que w1 < us < ... < Up < Uppg < .o S Uy
em Q.

Afirmacgao: (u,) é uma sequéncia limitada em H' (Q).

De fato, como u, é solugao fraca de (2.32), tomemos ¢ = u,;1 como fungao teste e assim,
para todo n € N,
ttnia|]® = / g (up) tpsr de + X [ Yulu,q de.
Q o9
Pela hipétese (Hs) (b), g é nao-decrescente. Logo, como u,, < uy, segue da igualdade anterior
que, para todo n € N,
|t || < / g(uy)uy de+ A [ Yufuy de.
Q o9
Usando novamente o item (i) do Lema A.1.3 e o fato de uy > 0, temos que, para 6 > 0,
/9 (ux) uy do < C/ ey, da.
Q Q
Consequentemente, para todo n € N,
s || < C'/ ey da + A Yul™ dz.
Q o9

Pela desigualdade de Holder, obtemos que, para todo n € N,

1/p 1/p
sl <€ (/ s dx) (/ Jux” dx) + A ||@/’||oo/ wit dz
X “ o9
1/p
”LL2
<C (/Q IR dx) [ull L () + Co ||u,\||%ﬂ1(m) :

ondep >1e ]% + ]% = 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), fQ P g < 0.
Assim, pelas imersoes continuas de Sobolev H! () — L*(09Q) e H' (Q) — L* (), para

todo s € [1,+00), segue da estimativa anterior que

lunsall® < G lluall + Co un ]
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para todo n € N. Portanto, a afirmacao segue.

Agora, como (u,) ¢ limitada em H' (Q), pelo Teorema 1.2.3, a menos de subsequéncia,
u, — ui em H'(Q), com ui € H'(Q), pois H' () é Banach reflexivo. No que segue,
mostraremos que u} é solucio fraca de (Py). Com efeito, como u,, — u} em H'(Q), entdo
f (u,) — f(u}), para todo f € H~'(Q). Assim, pelo Teorema da Representagao de Riesz,

considerando uma identificagao entre os espagos H' (2) e H~' (), encontramos

[ (un) = (un,p) e f (u3) = (urse)
para todo p € H' (). Entao, (u,,p) — (u},p) e obtemos que, para todo ¢ € H' (Q),

lim [ (Vu,Vy+u,p) de = / (VuryVe +uip) de. (2.35)
0

n—oo 0

De maneira similar ao que fizemos no Lema 2.3.2 (ver (2.14)), usando o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, mostra-se que

lim A [ pud™tdr =\ [ @)™ da (2.36)
n—oo Jaq a0

No que segue, mostraremos que

lim [ g(u,) dz = /Qg(u}‘\) dz. (2.37)

n—o0 0

De fato, como, a menos de subsequéncia, u, — u} em H'(Q), pela imersao compacta de
Sobolev H' (Q) — L* (Q), para todo s € [2 4 00), u, — u} em L? (©2). Como Q é limitado,
u, — u} em L' (Q2). Assim, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequéncia, u,, (z) — u} (z)
quase sempre em §). Logo, usando a continuidade de g, obtemos |g (u, (z)) — g (u} (z))| — 0

quase sempre em ). Desde que g é nao-decrescente e u, < uy, temos que
19 (un () — g (13 (2))] < |g (u (2))] + |g (u; ()], para todo n € N ez € Q.
Recorrendo novamente ao item (7) do Lema A.1.3, temos que, para 6 > 0,
g (ux (2))] + |g (u} (z))] < e+ (@) 4 6(1”)(“;(:‘))2, para todo x € €.

Além disso, pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1),

/ e dr < 00 e / 6(1”)(“;)2 dx < oo.
Q Q
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«\2
Logo, e(+9u3 cAH0(u)” ¢ 1 (©). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, obtemos (2.37).
Usando (2.37) e escolhendo ¢ € C* (), obtemos que

lguWwdx—ngm¢¢vs[]@@@—ﬂ@»wdx

swm[ﬁmm—w@Mdm%a

0<

o que implica

lim [ g(u,)p dz = / g (uy) ¢ dz,

para todo ¢ € C* (ﬁ) Por um argumento de densidade, temos que, para todo ¢ € H* (Q),

lim [ g(u,)p dz = / g (u}) ¢ dz. (2.38)

Similarmente, usando (2.36), obtém-se que, para todo ¢ € H' (Q2),

lim A [ vulTode=X [ o)™ ¢ de. (2.39)
n—oo Jaq a0

Por outro lado, como u,,;; é solugao fraca de (2.32), para todo p € H' (Q),

/ (Vtn 1V + tnpp) do — / g(up) o de—X [ Yulte dr=0.
Q Q [5)9]

Fazendo n — oo, na igualdade acima e usando (2.35), (2.38) e (2.39), obtemos que, para

todo ¢ € H (Q),

/ (VurVp +uip) do — / g (uy) g de — A P (uj)qJrl o dz = 0.
Q Q o0

Concluimos, entao, que u} ¢é solugao fraca de (Py).

Nosso objetivo agora é mostrar que uj ¢é solu¢do minimal de (Py). Ou seja, u} < u, para
cada u; < u < uy, onde u é solugao fraca de (Py). Para tanto, serd suficiente mostrar que
U, < u. Ja temos que u; < u. Agora, mostraremos que uy < u. Com efeito, como us € u

sao solugoes fracas de (2.33) e (P,), respectivamente, entao

/QV(U_'UQ)VQde_"/Q(U/—UQ)QDd.T:

/Vquodx—l—/ugpdx—/VUQVgodx—/quodx—
) Q Q Q

[awedr [guyedse [ vuripdr-a [ wutpdrzo
Q Q o0 o0
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para todo ¢ € H' (), ¢ > 0, pois u; < u e g é nao-decrescente. Entao, pelo Lema 2.3.5,
temos que —A (u — ug) + (u — ug) > 0 em 2 no sentido fraco. Além disso, como u; < u e

A > 0, entao
0 (u — ug)
ov

Agora, notemos que u # us, pois, do contréario, u seria solugdo fraca de (2.33). Por outro

=) (u? —uf) > 0.

lado, temos que u é solugao fraca de (Py). Com estes resultados, terfamos que

/g(u)gp de+ X [ Yuttty dx:/
Q

g(w)edz+A [ Yul™pde,
Q [oJ9)

o0
0 que mostra
[l —guede=x [ v —u) e

Q o0
De maneira analoga ao que foi feito para mostrar que u; < us em €2, prova-se que u; < u em
2. Assim, escolhendo ¢ € C™ (ﬁ) tal que ¢ > 0 e usando que g é nao-decrescente, segue da
igualdade anterior que

0< [lo-gledr=x [ vt —ut)pdr <o

Q o9
o que é um absurdo. Logo, u # uy. Assim, pelo Lema 2.3.4, us < v em Q. Continuando com
0 mesmo processo, obtém-se que u,, < u, para todon € N e para cada u; < u < uy, onde u é
solugdo fraca de (Py). Agora, desde que u, (x) — u} (r) quase sempre em 2 e u,, < u, para
todo n € N, fazendo n — oo, temos que u} () < u(x) quase sempre em €. Disto segue que

u} € solugdo minimal de (Py).

2.6 Existéncia de um minimo local para J,, com )\ €
(0,A)

Nesta secao, utilizaremos o teorema seguinte para garantir a existéncia de minimo local

para Jy para todo A € (0, A).

Teorema 2.6.1 Seja uy a solugao fraca para (Py) encontrada no Lema 2.5.2. Entdo, uy €

um minimo local para Jy em H' ().
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Demonstragao: Seja Ay > A e u}, solugao minimal de (Py,) garantida pelo Teorema 2.5.1.
Se considerarmos u}, no lugar de u,, na demonstragao do Lema 2.5.2, obteremos uy solugao
fraca de (Py) para cada A € (0,A). Supondo que uy ndo é minimo local para Jy, chegaremos
a uma contradi¢ao. Para tanto, notemos que se uy nao é minimo local para .J), existe uma
sequéncia (u,) C H' () tal que u, — uy em H' (Q) e J) (u,) < Jx (uy). Definamos @ = uj,
e u = Uy, onde vy ¢é a tnica solugao fraca de (2.31). Inicialmente, mostraremos que u < @
em Q. De fato, usando que u é solucdo fraca de (2.31) e que % é solucdo fraca de (Py,), pois
é solucao minimal deste problema, temos que estas funcoes sdo continuas e positivas em Q
(ver Lema 2.3.6). Além disso, u e u satisfazem no sentido fraco

—Au+u >0, em —Au+u <0, em

% > \pu?, sobre 0f) ’ % < \pul, sobre 0f).
Logo, pelo Lema 2.5.3, u <% em Q. Assim, para o € H' (Q), p >0,

/QV(E—Q)Vgodx—ir/Q(ﬂ—g)godx:

/VﬂVgpdx+/ﬂgpdx—/Vngpdx—/ggpdx:
Q Q Q Q

/g@)wdw(Ag—A) b (@ — ut)p dz >0,
Q o0

pois g é ndo-negativa, Ay > A e u < 7em €. Logo, pelo Lema 2.3.5, —A (7 — u)+ (7 — u) > 0
em (2 no sentido fraco. Obtemos também que

Jd(u—u) OJu Ou ., .
olu—u) _du ou _ B -
v ov  Ov Aopu? — Apu? > 0, sobre OS2

Além disso, temos que © — u # 0, pois, do contrério, escolhendo ¢ € C™ (ﬁ), p >0, e
usando o fato de u ser solugao fraca de (2.31) e @ ser solugao fraca de (P),), terfamos que
/ g (@)@ de + Ay Yulp de =\ [ Yuly dx.
Q o0 o9

O que implicaria

0>—/g(ﬂ)<pdx:()\2—)\)/ Yule dx > 0,
0

o0
pois g é nao-negativa, © > 0 e Ay > X\. O que é um absurdo. Logo, @ — u # 0. Usando estes

resultados, segue do Lema 2.3.4 que u < 7 em .
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Agora, consideremos as seguintes funcoes para todo n € N

u(z), un () < u(z),
U (2) = un (@), u(@) < un () <T(2),
u(z), up () > u(x)

e definamos w,, = (u, —u)", w,, = (u, —u)", S, = supp(w,) e S,, = supp(w,,). Entao,

S, = fecho{zx € Q : W, (v) # 0} = fecho{z € Q: u, (x) >u(x)} (2.40)

S, = fecho{r € Q:w, (x) # 0} = fecho{x € Q: u, () <u(z)}, (2.41)

para todo n € N. Por definicao,
v, € Ny ={ue H(Q):u<u<u}. (2.42)

Além disso, verifica-se facilmente que u,, = v, —w,, + W,. Sejam

1
An = 5/ [(IVunl* = 1val*) + (Jun* = [al’)] de (2.43)
S,
_ A . ,
B /Sn G (un) — G (@)] dz — 0+ 1 )5 0m ¢ (uit =t da
(§
1
B = §/Sn [(1Vunl® = [Vul) + (Junl = uf)] da
A . .
- /S (G (un) = G (u)] dz — i1 ﬁnmaaw (ul™ —u*) du,

para todo n € N. No que segue, mostraremos que Jy (u,) = Jy (v,) + A, + B, para todo

n € N. Com efeito, como

. / A »
I (v,) == lall” = [ Gv,) de — —— v,|T da,
x (vn) |Vn| g () | miﬂl |

an||2:/[ (Va4 1a) dx+/[< IROZTSITS d:c—i—/ (Ival + [@?) de,
Unp<U USUn XU

[un>1]
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—/ G(vy,) dz = —/ G(u) dz —/ G(v,) dz —/ G(u) dz
Q [un <u] [u<un<7] [un >]

(§]
ol o= [ wl dok [ g™ dos [ gl s
Gy} [un<u] [u<un, <] [un>7u]

entao

1

= (/ (IVul* + ul?) dw+/ (VoL * + |val) dx—i—/ (Ival® + [a*) dx) +

2\ s, [u<un<7) 5,

1 1

5/5 [(|Vun|2—|VU|2)+(|un|2—|ﬂ|2)]dx+§/s [(IVtal? — [Vaf) + (junf? — )] e
1

. (/ (|Vun]2—|—\un\2) dx—i—/ (\Vun]2+\un\2) dx+/ (]Vun\2+]un|2) dx)
2 \Js, fu<uun <1 5,

= & fual?,

- /[u e G(u) do — /[ugungu]G(U"> dz — /[u . G(a) da
- [ Gt -c@) - [ e -cw) @

S

o /Sn G lum) e = /[u<un<u] ¢ (nun) - /Sn ¢ l) == /Q el

A
S ewtaes [ vt o [
¢+ 1 \Jun<u [u<uy <]

[un>u]
A / ¢ (u — T do + /
qg+1\Js, s,
A q+1 q+1 q+1
= W [y dr + W uy,| dxr + (RIS dx
q+1\Js, [u<un <7 Sn
A

— RS U || da
o

¥ [ d:v)

O (uttt — ) da:)

Notemos que, somando as parcelas equivalentes no desenvolvimento de A,, B, e Jy (v,),
obtivemos a correspondente parcela no desenvolvimento de Jy (uy).

Iy (un) = Jx (v,) + A, + B, para todo n € N.

Assim, segue que

Afirmacao: u < uy < @ em €.
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De fato, para mostrar que u < uy em €, é suficiente usar que u é solucdo fraca de (2.31) e
que uy € solucdo fraca de (Py) e proceder de maneira andloga ao que fizemos para mostrar
que u < W em Q. Agora, para mostrar que uy < % em §), notemos que como u é solucao
minimal de (P,), entdo @ é solugao fraca de (P),). Além disso, considerando @ no lugar de

uy, nas definicoes de G, e hy dadas em (2.23) e (2.24), respectivamente, temos que
G, (7,uy (7)) < g (u(x)), para x € Qe hy (x,uy (7)) < A\ (z)u? (z), para z € Q. (2.44)

Usando que 7 é solucdo fraca de (Py,) e que uy é minimo global de .Jy, temos que, para todo

0 € HY Q) com ¢ >0,
/V(E—u,\)V@dqu/(ﬂ—u)\)godx:
Q Q

/VﬂVgpdx—l—/ﬂgpdx—/Vngpdx—/u)\gpdx:
Q Q Q Q

/g(ﬂ)(pdx—i-)\g Yule dx—/?/\(x,u)\)godx—/ EA(x,u)\)@dx.
Q Q o

o0N Q

Disto, e de (2.44), obtemos que, para todo ¢ € HY(Q), ¢ > 0,
/V(ﬂ—UA)VQO dx—i—/ (@ —uy) @ dx > 0.
Q Q

Logo, pelo Lema 2.3.5, —A (@ — uy) 4+ (@ — uy) > 0 em € no sentido fraco. Obtemos também
de (2.44) e do fato de Ay > A que

a (ﬂ - u)\) 8ﬂ a’LL)\ —g —
glu—uy) _ou Oux _ B - |
v o Ov Ao’ — hy (z,uy) > 0, sobre 0

De maneira analoga ao que fizemos na demonstracao do Lema 2.5.2 para mostrar que
uy # uy,, mostra-se que u # uy. Assim, pelo Lema 2.3.6, & — uy > 0 em Q. E a afirmacao

segue.

Desde que uy é minimo global de .J, garantido pelo Lema 2.5.2, temos que Jy (uy) < Jy (u),
para todo u € HY(Q). Em particular, Jy (uy) < Jy(u), para todo u € Ny. Por outro
lado, também na demonstracio do Lema 2.5.2, obtivemos que Jy (u) = J\ (u) para todo
vy < u < uy,, com vy solucao fraca de (2.21). Logo, considerando @ no lugar de uy, no

Lema 2.5.2, obtemos que Jy (u) = Jy (u) para todo vy < u < u. Usando que vy é solucio
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fraca de (2.21) e que u ¢ solucao fraca de (2.31) e, procedendo de maneira similar ao que
fizemos no Lema 2.5.2 para mostrar que vy < uy em (2, obtém-se que vy < u em Q. Assim,
Jx (u) = Jy (u), para todo u € Ny.Portanto,

uy € Ny. Entdo, Jy (uy) = Jy (uy). Logo, Jy (uy) < Jy (u), para todo u € Ny. Disto

segue que Jy (uy) = inf,en, Jy (u). Consequentemente,
N (un) > Jy (u,\) + A, + B,,. (245)

Agora, como u, — uy em H'(Q), entao u, — uy em L?(Q2). Assim, pelo Teorema 1.1.7,
a menos de subsequéncia, u, (r) — uy (x) quase sempre em €. Fixemos z¢ € S, definido
em (2.40). Entdo, existe uma sequéncia (xy) C C, = {x € Q:u, (z) >u(z)} tal que
xp — xo. Desde que (zx) C Cp, uy, (zx) > u(zg). Como u, (xr) — uy () quase sempre em
2, temos que uy () > w(xg). Disto, e da continuidade das fungoes uy e @, obtemos que
limy, uy (25) > limy, @ (2) implica uy (29) > % (7), pois 7 — x9. Como xq € S, é arbitrario,
temos que uy (r) > % (z), para todo z € S,,. Por outro lado, temos que uy < % em Q. Entdo,
para n suficientemente grande, temos que S,, = @. O que implica que ’gn’ — 0.

Similarmente, fixando zy € S,, e usando que u < uy em Q, prova-se que |S, | — 0.
Afirmacgao: ||w,| — 0 e ||w,| — 0.

Com efeito, usando novamente que u, — uy em H'(), temos que u, — uy em L*(Q) e
Vu, — Vuy em (L2(9))°. Desde que Q é limitado, u, — uy em LY(Q) e Vu, — Vuy em
(L)), Assim, |u, —al®> = |uy —u]* em LH(Q) e |[Vu, — Va|]* = |Vuy — Va|* em LY(Q).
Destas convergéencias e sabendo que

|ywnu2=/g(vany2+\wny“’) dx:/ (1Y (u — D)2+ Jun — ) da,

Sn

obtemos

1j_>m (‘V (ty, — ﬂ)|2 + |ty — H|2) dr = / (|V (ux —ﬂ)]g + |uy — H|2) dz.

Pelo Teorema 1.1.7, existe h € L'(Q) tal que |V (u, (z) — @ (2))|° + |un () — @ (z)]* < h(2)

quase sempre em 2. Assim,

/ (IV (un — @) + |1, — @)% dz < / h dz.
- .

Sn
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Como |§n| —0e f§n hdx < [,hdr < oo, segue do Teorema 1.1.5 que lim,, f§n hdz = 0.
Logo,
0 < |[w,|* = / (IV (up =) + |, — 1% dz < / h dz — 0.
Sn S

Sn

O que implica que |w, || — 0. Similarmente, mostra-se que ||w, || — 0. Portanto, a afirmagao

esta provada.
No que segue, mostraremos que A,, > 0.

De fato, como W, = u, — @ em S, entdo u, = U + W,. Assim, voltando a (2.43), obtemos

que
1 2 —12 T+ w17 — [ul?
Aﬁﬁ/ [(IV @+ )" = [Val) + ([a+w." - [al")] de
Sn
_/ G (@+T) — G (@)] do— —— v [(@+w,)" —a] da.
- q+1 J3,n00

O que implica

1
Anzé/ (IV@,|* + [w,]%) dx+/ (VavVw, +u w,) dx
Q Q
+/ G (W) — G (u+w,)] dx—L o [(@+@,)" -t da.
Sn q+1 J3,n00

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0,1) tal que

G (u+w,) — G () = g (u+ 0w,) W, e (@ +7w@,)""" — 7™ = o (T + 0w,)" @,

qg+1

Logo, para algum 6 € (0, 1),

1
Av=5 @2 +/ (Vavw, + 7 w,) dz —/ g9 (@ + 0w,) W, dz
Q

n

— /\/ Y (u+ bw,) w, dr.

$,N00
Desde que @ é solugao fraca de (Py,), temos que

/ (VuVw, +u w,) dz = / g (w)w, dr+ AQ/ Yutw, dx
Q Sn SrNOQ

> / g (w)w, dz + )\/ Yulw, dz.

Sn SnNo
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Substituindo este resultado em (2.6), obtemos
vz 3w+ [ g —g@+omm e [ gl om,) - wm, d.
2 Su 5000

Usando novamente o Teorema do Valor Médio, obtemos da igualdade acima que

1
A, > = [, —/ J (u+0w,) w? dv — A/ Y [(T+ 0w,)?! — u?)w, du.
2 Sn S, NON

Disto segue que

1
A, > @) — / J (u+0w,)w? dv — A/ Y (u+ 6w,)* w, d. (2.46)
2 S, SrnNOQ
Usando a desigualdade de Holder, temos que

/ V(@ + 0,)0 T, dx < ||¢||OO/ (@ + 0,)' T, dz

SnNo2 SnNo2

1/2 1/2
< ¥l (/ 7+ 6, dx> (/ @, [ dx) |
SnNOQ aQ

Além disso, W,, = u, — @ em S,. E, como u, — u, em H'(Q), pela imersao continua de
Sobolev H'(Q2) < L*(09), u, — uy em L*(9). Como ) é limitado, u, — uy em L'(99).
Assim, pelo Teorema 1.1.7, existe h € L'(99) tal que |u, (z)| < h(z) quase sempre em 0.

Entao,
(T + 0w,) (z)] < |[u(x)|+ |0 (u, — @) ()| < |u(z)|+ |6 (h —u) ()| quase sempre em OS2

Usando a estimativa anterior e a desigualdade de Holder, obtemos

1/2 ) 1/2¢
(/ @ + 0, dx) <|S.noql (/ ([a + 16 (h —@)|)*" dx)
Sp,NO0N i)

=[S, 009" 7] + 16 (b~ D)%

onder >1e % + 7% = 1. Consequentemente,

| (U4 0w,) Wy dz < C |5, N O [[Wnll 20 -
Sn
Pela imersao continua de Sobolev H'(2) — L*(0Q), para todo s € [1, +00), segue que

/ ¥ (@ + 0w,) W, dv < Cy [S, N 0Q|" @] - (2.47)
Sn
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Agora, pela hipétese (Hs) (f), dado € > 0 existe C' > 0 tal que ¢’ (s) < Cel+95* para s

suficientemente grande. Assim,

/o — I\ =2 < (1+€) (u+0'w,, ) ? -2 < (1+€) (T+[wn|)? -2
g (@+0w,)w, de <C [ e w, de <C [ e w; d.
77l §’!L

Sn
Como u,, — uy em H'(), pela Proposigao 1.3.5, a menos de subsequéncia, existe he H(Q)

tal que |u, ()| < h(z) quase sempre em 2. Entdo, em S,,,
@, ()] = |u, (z) =@ ()| < |h(2)| + [T ()] quase sempre em .
Assim,

/ 6(1+€)(ﬂ+|ﬁn|)2wi dxg/ 6(1+e)(2ﬂ+|ﬁ|)2wi de.
Sn Sn

Usando a desigualdade de Holder, temos que

— _ , 1/7,./
/ e(l+e)(2ﬂ+|h|)zwi dz < (/ 6r(1+e)(2ﬂ+|h|)2 dx) </ |wn|2r dx)
Sn Sn Q

1/r
. 1/r
_ ( / or+e) (2a+|R]) dx) H@nHiw(m,

onder >1e % + 1% = 1. Usando novamente a desigualdade de Holder, obtemos
_ _ 1/p'
/ 6r(1+e)(2m|h|)2 do < ‘gn‘p </ 6p’r(1+6)(2ﬂ+|h|)2 dx) 7
Sn Shn
onde p > 1 e ]l) + % = 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), segue que

5 LI ) Py Assim,
/S g @+ 0w,) W, dv < C[S,|” |[Wal 72 g -
Pela imersao continua de Sobolev H'(2) < L*(Q), para todo s € [1, 4+00), obtemos que
/ J @+ 00T, da < Co |5, | w2 (2.48)
Voltando a (2.46) e usando (2.47) e (2.48), temos que
A, > (% — Cy \?n\’”) [@n||” — ACy |8, 0 09" || -

Sabendo que |[w,|| — 0 e que |S,| — 0, quando n — oo, temos que para n suficientemente

grande, segue da estimativa acima que A,, > 0. Similarmente, mostra-se que B,, > 0. Segue
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destes resultados e de (2.45), que Jy (u,) > Jy (uy). Com este resultado, chegamos a uma
contradicao, pois tinhamos suposto que Jy (u,) < Jy (uy). Portanto, uy é minimo local de

Jy. E o teorema esta provado. |

2.7 Existéncia de uma solucao do tipo Passo da

Montanha

Nesta se¢ao, mostraremos que (Py) possui uma solucao do tipo Passo da Montanha. No

que segue, fixaremos A € (0, A) e uy sera o minimo local de J, obtido no Teorema 2.6.1.
Definamos gy : 2 x R — R por

(2, 5) = 9(s +u(z)) = glur(z)), ses>0 (2.49)

0, se s <0

eﬁ,\:anR—HRpor

EA(I7 S) =
0, se s <0
Sejam
G (z, 5) = / a(z.t) dt e Fy (z, ) = / Fin(a, ) dt. (2.50)
0 0

Definamos o funcional Jy : H(Q) — R por

- 1 - -

Jy(v) = —/ (IVo|* + v*) da — / Gi(z,v) de — | Hy(z,v) dx. (2.51)

2 Ja Q o0

De maneira similar ao que foi provado no Apéndice A (ver (A.9)) para obter a derivada de

Jy, obtém-se a derivada de j:\, isto é, para todo p € H*(Q),

=57

Jy(v)p = / VoV daH—/vgo dx —/ﬁ,\(x,v)gp dx—/ ha(z,v)p dz.
Q Q Q o9
Assim, um ponto critico vy de Jy é solucao fraca do problema

—Au+u=g(u+uy) —g(uy)

em (),
u>0 (2.52)
Qu — ha(z,u) sobre 9.
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Observagao 2.7.1 Se vy € solugao fraca de (2.52), procedendo de maneira similar a prova
do Lema 2.3.3, obtemos que vy > 0 quase sempre em §). Prova-se ainda que vy € C*? (ﬁ)

para algum 0 € (0,1) e que —Avy + vy >0 em Q.

Em seguida, usaremos uma versao generalizada do Teorema do Passo da Montanha para
encontrar uma funcao positiva que é um ponto critico de Jy. Depois, usaremos esta funcao

para mostrar a multiplicidade de solugoes fracas de (Py).

Definigao 2.7.2 Dado F C H'(2) um conjunto fechado. Dizemos que a sequéncia (v,) C

HY(Q) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale para Jy no nivel ¢ em F ((PS)F’C> se

= 0. (2.53)

n—oo n—oo n—00 *

lim dist (v,, F) =0, lim Jy (v,) =c e lim ’jz\ (va)

2.7.1 Resultado de compacidade

O lema seguinte fornece um resultado de compacidade.

Lema 2.7.3 Dado F C H'(Q) um conjunto fechado e ¢ € R. Sendo (v,) C H' () uma

sequéncia (PS) . para Jy, entdo, a menos de subsequéncia, v, — vy em H'(Q2) e

lim §mw@m:/%@mﬂx (2.54)
lim EA(x,vn) dz :/ E,\(x,vo) dz (2.55)
n=o0 Jan l9)

lim | Gy(z,v,) dz = / Gz, vp)dz (2.56)
lim ff)\(at,vn) dr = fb\(z,vo) dzx. (2.57)

oo Jaq 9]

Demonstracao: Sendo (v,,) uma sequéncia (PS), . para Jy, temos que limy, o0 Jy (vn) = ¢,

ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que para n > ny,

1 - -
‘—/ (|an|2+vi) dx—/G,\(:B,vn) dz — H)y (z,v,) de —¢| <e.
2 Ja 0 B

49



2.7. EXISTENCIA DE UMA SOLUCAO DO TIPO PASSO DA MONTANHA

Isto implica que

1 - -

_/ (\Vv,f +v7) dz — / Gi(z,v,) doe — H) (z,v,) dz < c+e. (2.58)

2 Ja Q o9
Usando novamente a condigao (PS),, temos que lim, ‘ j;\(vn) = 0. Assim, dado
e > 0, existe ny € N tal que, para n > ny, j;\(vn) < €. Consequentemente, para cada
© € HY(), temos que

T ()¢
sup ———— < €,
el

0 que mostra que ‘j:’\(vn)gp‘ < e||¢|l, isto é, para todo v € H* (),

<ellell,  (2.59)

/anV<p d:c+/vngo d:c—/:(jA(:c,vn)go d:c—/ (v da
0 Q 0 o9

A partir daqui, dividiremos a prova em duas etapas.

Etapa 1: Nesta etapa, mostraremos que

sup ||v,|| < oo, sup/ ga(z, v,)v, dr < 00 e sup/ Ia(2, vp)vy da < oo,
n n Q n JoxQ

De fato, na demonstragao do item (iv) do Lema A.1.1, temos que, dado € > 0, existe s, > 0
tal que, para s > s, é)\(l‘, s) < €ga(z, s)s uniformemente em x € Q. Além disso, como hy 6

crescente na segunda variavel, temos que

?[A(x,vn) dx:/ (/ 71,\(3:,15) dt) dxg/ EA(x,vn)vn dz.
80 a0 \Jo 80

Assim, voltando a desigualdade (2.58), temos que

1 ~ ~
sl [ Gwu)dete [ Geuudo
2 QN[vn <se] QN[vn>se]

+/ ;L/)\({B,Un)vn dr+c+e
a0

<C.+ e/ gz, v,)v, do + / I (@, v)0n Az + ¢ + €. (2.60)
0 o9

Escolhendo ¢ = v,, como funcao teste em (2.59), obtemos

‘/ |V1jn\2 da:—i—/ |vn|2 dx—/’gv)\(x,vn)vn dx—/ TL)\(JI,UTL)U” dx
Q Q Q 99
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e disto segue que

/ﬁ,\(:c,vn)vn do +/ Tox (2, 0a)om dz < [[un® + € [on] (2.61)
Q o2

Agora, consideremos x € D,,, onde D,, := {z € 9 : v, (x) < uy ()}, para cada n. Entao,

T, vn) 0 = A (2) (v + ux (2))" — ul (x)) v,
< Ml (2 (@) — uf (2))ux (2) = Cuf*! (a),

onde C'= A [|¢||, > 0. Desde que D,, C 02, para cada n, entao D,, é limitado. Além disso,
uy (7) é limitada em R, pois uy € C*¢ (ﬁ) Assim,
/ (2, vp) vy da < Cul™ (z) da < C’o/ dx = Cy |D,| = C4.

n DTL n

Agora, para x € DS = {x € 00 : uy () < v, (z)}, temos que

ﬁk(ﬂvn)vn = M () ((vn +ux ()" = u)\ () v < A ||¢|| 20, (2)" — U()I\ ()] vn
< 2N |9 o, v (2) = Cof™ (2),

onde C' = 29\ ||¢]| . > 0. Usando este resultado, o fato de D¢ C 9€2 ser limitado e a imersao

continua de Sobolev H' (Q) — L* (99), para todo s € [1,+00), obtemos que
/ Iz, v ) vy da < / Col™ dx < C'|v, %, ooy < O v, ]| 7
Logo,
/ I (, vn)vp da = / ha(, vn)vp da +/ ha(,v)0n dz < Cy 4 Cy [|ug |47
) n o
Consequentemente, existe C' > 0 tal que
~ 1 )
h(x,vp)v, doz < C 4 = ||, ||” -
) 4
Usando esta estimativa e a desigualdade (2.61), voltamos a (2.60) e obtemos que
= ||vnH < Cetelval? +€llval + C + anH +c+e,
de onde segue que

1
(5] lonl® = ellonll < Gt e
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Afirmagao: (v,) é limitada em H'(2).
Suponhamos, por absurdo, que (v,) nao seja limitada em H'(Q). Assim, dividindo ambos
os membros da desigualdade anterior por ||v,]||, temos que

1 C.+c+e
(— )uvnug—%

1" foul
Escolhendo € < % e fazendo n — 00, obtemos que o lado direito da estimativa anterior tende
a € enquanto que o lado esquerdo tende ao infinito, o que gera uma contradicao. Logo, a
afirmacao segue.
Desde que (v,) é limitada em H'(€2), entao sup,, ||v,|| < co. Além disso, pelas definigoes de

g e hy, vemos que

/E]}\(m,vn)vn dx e/ E\(x,vn)vn dx
Q

o0N

sdo nao-negativas e como (v,) é limitada em H'(Q), segue de (2.61) que

dz < oo. (2.62)

sup/ |gx(z, vp)vy| dz < o0 e sup/ ’?L,\(a:,vn)vn
n Q o0

n

Com este resultado, concluimos a Etapa 1.

Usando mais uma vez que (v,) é limitada em H'(f2), pelo Teorema 1.2.3, a menos de
subsequéncia, v, — vy em H'(Q), para algum vy € H'(Q), pois H!(Q) é um espaco de

Hilbert.
FEtapa 2: Nesta etapa, mostraremos as convergéncias de (2.54) a (2.57).

Com efeito, observe que, se a menos de subsequéncia, v, — vy em H?'(Q), pela imersao
compacta de Sobolev H' () — L*(Q), para todo s € [2,+00), temos que v, — vy em
L? (). Usando que ) é limitado, temos que v,, — vg em L! (). Por definicao, gy ¢ continua

e, pelo item (i77) do Lema A.1.3, gx(z,v,), gx(z,v0) € L' (©). Além disso, como

sup / 6 (2 0n)on| da < oo,
n (9]

pelo item (i) do Lema A.3.1, temos que

lim g/\(x7vn) do = / §A<x71}0) dz.
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Agora, pelo item (iii) do Lema A.1.1, existe C' > 0 tal que ’é)\(x,vn) < Cga(z,vy)]

uniformemente em x € Q. Disto e de (2.62), obtemos que

dz < oo.

ap [ [
Q

n

Por outro lado, pelo item (iii) do Lema A.1.3, Gy(z,v,), Gz, v0) € L* (). Além disso,

por definicao, G, também é continua. Logo, segue do item (i) do Lema A.3.1 que

lim [ Ga(z,v,) dz = / G (z,v0) dz.

Mostraremos agora que

lim Iy (,0n) da :/ x(, v0) da. (2.63)

o0 Jaq i)
Com efeito, considerando novamente que v,, — vg em H' (Q) e usando a imersao compacta de
Sobolev H' (Q) < L* (99), para todo s € [2 + c0), obtemos que, a menos de subsequéncia,
v, — vg em L?(99). Como  é limitado, temos que v, — vy em L'(99Q). Assim,
pelo Teorema 1.1.7, v,(z) — vo(x) quase sempre sobre 9 e existe h € L' (99Q) tal que
|vn(z)| < h(z) quase sempre sobre 02. Agora, sendo Iy continua na segunda variavel, temos
que

)E,\(x,vn(x)) - ﬁx(:p,vo(x))‘ — 0 quase sempre sobre 0.

Além disso, usando a desigualdade triangular, obtemos
[7r(@, vn () = a(a, v0(2) | < [, va (@) + [fa . vo(e)|

Por outro lado,

(. 0a(@)| = N () (0 (2) + 13 (2))7 = W (@2)] < N [l [A(2) + ur(@)]” + [ ()]

Ex(ﬂv;vo(x))‘ = [M() (vo(@) + ua(2))? = ud (@) < MJ9ll o [lvo(2) + ur(z)[* + [ux ()]
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quase sempre sobre 0f).
Afirmagao: A [l [[h(z) +ua(2)]* + 2 [uf(2)] + [vo(x) + ur(2)|] € L' (90).

De fato, usando a desigualdade de Holder, temos que

1/p 1/p
el o< ([ e ac) ([ ae) T =l g 001 <,

[2/9] [2}9]

onde p = % e % + % = 1. De maneira andloga, mostra-se que ul, [vg + uy|? € L' (09). E,

sendo L' (0Q2) um espago vetorial, temos que a afirmagao vale.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos (2.63).

Em seguida, utilizaremos novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
para provar que

lim Hy(z,v,)dz = Hy(z,v0) dz.
e J o0 o0

De fato, sendo H Az, v,) = fOU” ﬁA(x, t) dt continua na segunda varidvel, obtemos
Hy(z,v,(x)) = Hy(x,v0(z)) quase sempre sobre 9.

Por outro lado, se v, — vy em L* (0N2), para todo s € [1,+00), pelo Teorema 1.1.7, temos
que, a menos de subsequéncia, v,(x) — vo(z) quase sempre sobre 0f) e existe | € L* (0f)

tal que |v,(z)| < I(x) quase sempre sobre 0f2, para todo s € [1,+00). Agora, notemos que

[, 0n)| = /0 Ta(, ) dt‘ - /0 MO [t + un(2))7 — ul(2)] dt
<Al [ €+ oy o
Consequentemente,
‘ﬁ[,\(x,vn) <C /0 (t+ up(2)) dt’ < C (v + ur(2))0n] < C (1 (x) + ux(x)) (z)
com C' = A4 -

Denotando w = C (I + uy)?1, afirmamos que w € L' (99Q). Com efeito,

|w| dm:/ Cll+uy?|l| de.
o0 o0
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Como [ € L* (09), para todo s € [1,+00), podemos escolher p = % tal que [, uy € LP (092).
Assim, [ + uy € LP(09). Usando novamente a imersao continua de Sobolev H' (Q) —

L? (092), para todo s € [1,400), e a desigualdade de Holder, obtemos

/ ] dz < C 1+ sl oo ] oo < .

1

onde +§ — 1. Logo, |Hx(z,v,)

< w(zx) € L' (09) quase sempre sobre 9. Assim, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Hy(z,v,) dz = Hy(z,v0) dz.
o0 Jan a0
Com este resultado, terminamos a Etapa 2 e a prova do lema. |

2.7.2 Nivel minimax

No que segue, apresenteremos alguns resultados e lemas que serao fundamentais para

obter o resultado principal desta se¢ao.

Consideremos o funcional Jy definido em (2.51). Afirmamos que 0 é minimo local de
Jy. Para provar esta afirmacao, mostraremos que, em uma vizinhanca da origem, J) é

nao-negativo. Com efeito, como
Iy (uy) = —||u)\H —/G uy) dac—— ¢u?\+1 dz

e, além disso,
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destas identidades e da definicao de Jy, obtemos que

1 1 A
Ia(v+uy) == ||v||2+ (v,up) + = ||u,\||2 — / G((v+uy) de — —— ¢(v+u,\)q+1 dx
2 2 Q q+1 Joq
1 A
= S Il )+ (w) + [ Glan) dot = [t do
2 0 q+1 Joa

_/Qék(‘”’“) dg;_/ﬂa(m) dx—/ﬂg(uﬂvdx— agﬁ,\(:v,v) do
A

a1 Yud™ da — /c'm Apuiv da.

Isto mostra que
1 ~
Iy (v+uy) = 3 017 + (v, w)) + Jy (uy) — / Gi(z,v) dx
Q

— | Hi(z,v) dx—/

g (uy)v dz — / Apulv dz.
20 Q 20

Desde que uy é minimo local de J,, temos

(v, uy) :/(Vu,\Vv—i-u)\v) dx:/g(u,\)v dx—l—/ Apuiv de.
0 0

o0

Disto e de (2.7.2), obtemos

1 ~ ~
(v +uy) = 3 0[] + Jx (uy) — / Gi(z,v) de — [ Hy(z,v) dz.
0 o9

Assim, usando a definicao de Jy, segue que Jy (v +uy) = Jy (v) + Jy (uy). Entdo, usando
novamente que uy € minimo local de Jy, temos que

Iy () = Jy (v+u) — Jy (uy) >0,

para v € H' (Q2), com ||v]|| suficientemente pequena. Segue assim a afirmagao.
Em seguida, mostraremos que lim;_, Iy (tv) = —o0, para v € C*™ (ﬁ), v > 0.

Iniciaremos esta prova mostrando que, para todo s > 0 e para p > 2, existem Cy, Cy > 0
tais que é)\(:t, s) > CysP — Cy.

De fato, pela demonstragdo do item (iii) do Lema A.1.1, temos que dado € > 0, existe
se > 0 tal que, CNJA(x,s) < Cga(z,s) uniformemente em x € €, para todo s > s, e para

algum C > 0. Assim, usando a defini¢ao de G A, obtemos da desigualdade anterior que
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CNJ,\(x, s) < C’%é,\(x, s) uniformemente em = € Q e para todo s > s.. Consequentemente,

/dt /dGAa:t
S0 G)\.Z't

de onde segue que, para todo s > s,

para sg > 0,

1

e (s=s0) < EN;/\(:L", s).
GA('I780)

Assim, existe C; > 0 tal que Ciec < éA(x, s) uniformemente em z € Q e para todo s > s..
Por outro lado, consideremos s, suficientemente grande e p > 1 tal que s” < e¢, para todo
s > sp. Entao, podemos escolher sg > s. e p > 2 tal que Cs? < Ciec < é)\(a:, s), para todo
s > so. Agora, para s € [0, so|, sendo éA e (18P continuas, pelo Teorema de Weierstrass,
existe Cy > 0 tal que é,\(x,s) — 8P| < 5. Assim, ék(x, s) > Cys? — Cy uniformemente
em z € Q) e para todo s € [0, so]. Além disso, se C;s? < ék(x, s) uniformemente em € Q) e
para todo s > sg e para p > 2, entao é,\(:c, s) > CysP — Cy, para todo s > sq e para p > 2.

Logo, para todo s > 0 e para p > 2, temos que
Ga(z,s) > Cys? — Cy. (2.64)
Agora, considerando v € C* (ﬁ), com v > 0, temos que

~ 2 ~ ~
Iy (tv) = 3 Jv]|* — / Gi(z,tv) do — Hy(z,tv) dz.
Q )

Desde que H A(z,tv) > 0, obtemos da identidade anterior que

~ 2 ~
Jy (tv) < by lv]|* — / Ga(z, tv) dz.
Q
Disto e de (2.64), obtemos
~ 2
Iy (tv) < = |v|)* = / C (tv)? dx+/02 dz
2 Q Q
2,
= Dol - Cltp/ o o+ Gy 9
2 0
Como p > 2, fazendo t — +00 na estimativa acima, segue que
lim Jy (tv) = —oc. (2.65)

t—+00
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Com este tltimo resultado, podemos considerar e € H* (2) tal que J, (¢) < 0. Seja
L= {y:[0,1] = H"(Q) : v é continua, v (0) =0 e v (1) = e}.
Desta forma, definamos o nivel do Passo da Montanha
¢ = inf sup Jy (7 (1)). (2.66)
7€ te(0,1]
Fixado v € T', notemos que, sendo « (t) continua, entao, usando Wieirstrass, temos que  (t)
atinge maximo e minimo em [0, 1]. Por outro lado, j,\ também ¢é continuo. Assim, usando
novamente Wieirstrass, temos que Jy (7 (t)) atinge maximo e minimo para ¢ € [0,1] e v € I".
Além disso, v (0) = 0 e J, (0) = 0. Logo, maxye(o,1] Jx (7 (£)) > 0. Assim, 0 é cota inferior de
maXe|o,1] Jx (7 (£)). Logo, por (2.66) segue que ¢, > 0.
Seja Ry = |le]. Se ¢ = 0, temos que inf{J, (v) : |[v]| = R } = 0, para R € (0, Ry).
Assim, se ¢,, > 0, consideraremos F' = H' (). Se ¢,, =0, F = {v € H' (Q) : ||v|| = Ry/2}.

O proximo objetivo é estimar o nivel minimax c¢,,.
Lema 2.7.4 Seja o = 2. Entao, ¢, < 7.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, assumiremos que 0 € 0€2. Suponha, por
absurdo, que ¢, > 7. Desde que 0 é minimo local de j,\ e ¢y > m >0, existe dg > 0 tal que
Jx (v) > 0, para ||v|| = dy. Agora, para cada n, temos que f,, (£) = Jy (twy) é continua. Destes
resultados e de (2.65), usamos o Teorema do Valor Intermedidrio e obtemos 0 < &, € R, tal
que f, (§,) = 0. Assim, pelo Teorema de Wieirstrass, existe ¢, € [0,&,] ponto de maximo
da funcao f, (t). Notemos que, t, > 0, pois, se t, = 0, entao f, (0) = 0 e isso contradiz o
fato de 0 ser minimo local de j,\ Mais adiante, temos uma figura que ilustra uma ideia da
geometria do funcional J.
Pela definicao de ¢, temos que sup, A (twy) > ¢ > . Entao, sendo t,, ponto de méximo
de f, (t) = Jy (tw,), temos que, para todo n,

t

Q

(\an\2 + \wnIQ) dx — / é,\(x,tnwn) do — ﬁ[,\(x,tnwn) dx > .
Q 89

Denotemos

t2
p2 = 5” (|chn|2 + |wn|2) dz.
Q
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0sc

HY(Q)

nepr-—— 77777

Figura 2.1: Geometria do funcional j,\

Por definicao, éA e [:B\ sdo nao-negativas, entao p2 > m, para todo n. E, pelo Lema 2.1.6,

|lw.|| = 1, para n suficientemente grande. Logo,
t2 > 2m, (2.67)

para n suficientemente grande. Recorrendo novamente ao fato de ¢, ser ponto méaximo de

fn (1), temos que f! (t,) = 0, para todo n. Equivalentemente,

d i

il (JA (mn>) = T (ttwn) wn = 0,
t=tn

de onde segue que, para todo n,

/ V (thwn) Vw, dx + / tyw? do — / aa(z, thwy,)w, dz —/ Z,\(:U,tnwn)wn dz = 0.
Q Q Q a0

Multiplicando a ultima igualdade por t,, obtemos

/[V(tnwn)|2 d:c—l—/ ]tnwn|2 dx:/ﬁ,\(a:,tnwn)tnwn dx—l—/ TLA(aj,tnwn)tnwn dz.
Q Q Q a0
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Como h A ¢ nao-negativa, segue da igualdade anterior que, para todo n,

/ﬁ,\(x,tnwn)tnwn dz < / IV (tnwn)|? dx+/ |tpwn|” dz = 2u2. (2.68)
Q Q Q
Afirmamos agora que, para s suficientemente grande,

¢® < inf §i(z, s) uniformemente em z € 0. (2.69)
e

De fato, como

gz, s) — e = p(s+uy) els+un)® _ p(uy) Ui — ¢’

2 2 2
uy+2suy __ 1| e® u

= |p(s+uy)e e’ — p(uy)e™

uniformemente em z € Q e, pela condicio (Hs) (¢), p(s) > 0, para s suficientemente grande,
temos que

2
p(s+uy) et — 1> 0,
ara s suficientemente grande. Além disso, e também para s suficientemente grande, temos
b b
2 2 . P . .
ue €5 > e¥, pois uy é limitada. Assim
) b

2

[p (s + uy) eUAT2sun _ 1| ¢ —p(uy) x> 0,

. ~ 2 .
para s suficientemente grande. Consequentemente, gy(z,s) — e® > 0 uniformemente em
x € () e para s suficientemente grande. Disto, segue a afirmacao.

Pelo Lema 2.1.6, quando n — 0o, w, (x) = 400, para = € {|z| < 1/n}. Além disso, como
para todo n, t, > 0 e, para n suficientemente grande, ¢ > 27, entdo t, - 0. Assim, para
x € {|z] < 1/n}, temos que t,w, (r) — +oo. Voltando a (2.68) e usando a convergéncia

anterior e (2.69), temos que, para todo n,

Zui > / etiwitnwn dz.
{lz|<1/n}NQ

Para n suficientemente grande, utilizamos o Lema 2.1.6 e obtemos da ultima estimativa que

2> / L ACGRen)y (nnD)Y? da.
(z1<1/myr@ VT
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Consequentemente,

25 VT i (men)y ()2 \/;L%(?”‘Q) el (nnL)Y?, (2.70)

Afirmagao: (t,) é uma sequéncia de nimeros reais limitada.

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que (¢,) nao seja limitada. Entao, dividindo (2.70)

por t2, terfamos
2
%72) In(nL)

> ﬁLQe( (InnL)"?

tn

Fazendo n — oo na estimativa anterior e usando a Regra de L’Hopital, temos que

2 é— In(n
1> lim 2 o (F2) "t (n (nL))*2.

n—oo T

Usando (2.67), e a desigualdade acima, obtemos

2
1> lim ﬁL%n (In (nL))** = +o0,

n—o0 v

o que é um absurdo. Logo, a afirmacao segue.

Agora, voltando a (2.70) e utilizando novamente (2.67), temos que
2 > /mL’, (In (nL))"?,
para n suficientemente grande. Assim, dividindo a desigualdade anterior por t,, obtemos
tn > /7L? (In (nL))"*.

Portanto, quando n — oo, o lado direito da desigualdade acima vai para o infinito e,
consequentemente, t, — +00. O que é uma contradicao. Com este resultado, concluimos a

prova do lema. |

Observacao 2.7.5 Se 0 pertence ao interior de ), procedemos de maneira andloga ao que

foi feito no Lema 2.7.4, porém usando a sequéncia de fungoes de Moser (ver [20]).
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2.7.3 Existéncia de um ponto critico para jA do tipo Passo da

Montanha

A solucao do tipo Passo da Montanha do nosso problema é obtida com o lema seguinte.
Lema 2.7.6 j,\ tem wm ponto critico vy do tipo Passo da Montanha, com vy > 0 em Q.

Demonstragao: Dividiremos a prova em duas etapas.
FEtapa 1: Nesta etapa, a € (0, 2).

Consideremos inicialmente F' = H' () e (v,) C F uma sequéncia que satisfaz a condigio
(PS)p., para Jy (para a existéncia de tal sequéncia, veja [16] e [14]). Entdo, pelo Lema
2.7.3, a menos de subsequéncia, v, — vy em H'(Q), para algum vy € H'(Q). Logo,
pela Proposicao 1.2.2, (v,) é limitada em H' () e, pela imersao compacta de Sobolev
H'(Q) < L*(Q), para todo s € [2,+00), a menos de subsequéncia, v, — vy em L? ().

Como € é limitado, segue que v, — vy em L' (Q).

Afirmacgao: Existe uma constante C' > 0 tal que, para todo s > 0, 5 > 0 e a € (0,2),

tem-se que
B < 0™ (2.71)
Com efeito, como a < 2, lims_>+oo:f+; = 0. Assim, dado € > 0, existe s, > 0 tal que

ePs

@ 2 . . @
eP** < ee?™” para todo s > s.. Por outro lado, usando a continuidade de ——= €0
e

Teorema de Weierstrass, existe C; > 0 tal que %% < 0162”2, para todo s € [0, s¢]. Fazendo
C' = max{e,C1}, temos que e < C'e2™” para todo s > 0, 8 > 0 e a € (0,2). E estd

provada a afirmacao.

Em seguida, mostraremos que

lim [ gx(z,0,)v, dz = / ga(z,vy)vy dz. (2.72)

De fato, pelo item (ii7) do Lema A.1.3, temos que gx(z, v,), ga(z, vy) € L' (). Além disso,
a menos de subsequéncia, v, — vy em L' (Q). Por outro lado, usando a definicao de gy e o

item (i) do Lema A.1.3, obtemos que
/‘gk(l‘yvnyvi‘ dl’ S C/GQ(UR—’_U/)\)D‘U?Z dl‘
@ Q
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Pela desigualdade de Holder, obtemos da estimativa anterior que

« 1/p 1/pf
onuy || [ e , p
/ ‘%(m,vn)vi‘ de < C (/ €2pH el (H”n“AH) dg;) (/ | dx) . (2.73)
Q Q Q

comp>1le %—1—1% = 1. Usando (2.71) e a desigualdade de Trudinger-Moser (2.2), segue que

[e% 2
2 + oc( vntuy ) 2 ( vntuy )
/ e Ponta ™ onrad de <C [ e \Tontall) dz < oo.
Q

Q

Disto e da imersdao continua de Sobolev H! () < L* (2), para todo s € [1,+00), segue de
(2.73) que

/ ’%(%%)1}3’ de < C ||Un||2.
Q
Assim, como (v,) ¢ limitada em H' (2), temos da tltima desigualdade que
sup/ |97 (z,0,)v2| dz < oo.
n Jo

Logo, pelo item (i) do Lema A.3.1, obtemos (2.72).

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, mostraremos que

lim (0,0, dz = / hx (05 )0y dz. (2.74)
e Jon o0

Com efeito, uma vez que v, — vy em H' (Q), pela imersao compacta de Sobolev H! (Q) —
L? (09), a menos de subsequéncia, v,, — vy em L? (9€)). Assim, pelo Teorema 1.1.7, obtemos
que, a menos de subsequéncia, v, (x) — vy (z) quase sempre sobre I e existe h € L* (0N)

tal que |v, ()| < h (x) quase sempre sobre 9. Logo, pela continuidade de hy, temos
‘%,\(x,vn (2))vn () — ha(z,0) (2))0s (x)‘ — 0 quase sempre sobre 0f.
Usando a desigualdade triangular, obtemos

‘h}(x,vn (@))0n (2) — Tox (2,01 (2) )05 (:1:)‘ < ‘EA(:E,U,L ())vn (x)‘ + \h}(x,w () o (x)‘

< ‘E,\(x,h (x))h (95)‘ + ‘%x(ﬂf,%\ ())va (1’)‘

quase sempre sobre 0f).

Afirmagao: VL,\(QJ,h)h) e L'(09).
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De fato,

/ ey dx:/ MO [(h + ) — ul] B da
o oN
gxuwnm/ (h+w)'h du.
o0

Usando a desigualdade de Holder, obtemos

[ @] dz < €+ s 20

Como h € L? (09Q) e Q é limitado, temos que h € L2 (99), pois 2¢q < 2. Assim, segue da
estimativa acima que faﬂ ‘ﬁ)\(x,h)h‘ dr < co. E a afirmacao esta provada.

Ex(x,h)h‘ + ‘EA(x,UA)UA‘ €

Analogamente, mostra-se que "fL)\(QZ,’U)\)U,\‘ € L' (09). Logo,

L' (09). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos (2.74).
Afirmacao: v, é solucao fraca de (2.52).

Com efeito, como (v,) satisfaz a condi¢ao (PS)p . para JN)\, pelo Lema 2.7.3,

lim [ g\(z,v,) dz = / ga(z,vy) dz e lim ha(z,0,) do = / Iy (z,0y) dz.

Escolhendo ¢ € C*° (ﬁ), obtemos, da convergéncia anterior, que

0<

/ﬁ,\(x,vn)go dr — / ga(zvy)p do
Q Q

< el / |G (200) — Ga(@oa))] dar = 0,

< / |G (@.00) — Ga(@on)) @] da

o que implica

lim [ gx(z,v,)p dox = / ga(z,u)e de.

Por um argumento de densidade, temos que, para todo ¢ € H' (Q2),

i [ Gy do = [ G do (2.75)

n—oo Q 0

Analogamente, mostra-se que, para todo ¢ € H* (Q),

lim I (z,0,) ¢ da = / ha(z,0x)p dz. (2.76)
e Jaq 0
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Agora, como v, — vy em H' (), temos que f (v,) — f (vy), para todo f € H~ (). Assim,

pelo Teorema da Representacao de Riesz,

f (vn) = <Un790> € f (U)\) = <’U/\790>7
para todo ¢ € H' (). Entao, (v,,) — (vy,) e obtemos que

lim [ (Vu, Ve +u,p) do = / (VuaVp + uyp) dz. (2.77)

Usando novamente o fato de que (v,) satisfaz a condigao (P.S), , para Jy, temos que

lim,, o0 Hj& (v,)|| = 0. Equivalentemente,

lim </ (Vu,Vo + v,p) do — / axn(z,0,)p dx —/ INCESE dx) =0, (2.78)
Q Q 20

n—oo

para todo ¢ € H' (Q). Disto e de (2.75), (2.76) e (2.77), obtemos

/ (VuaVo + vyp) do — / ga(z,v\)e do — / ha(m,00) dz = 0,
Q Q o9

para todo ¢ € H* (). Desta identidade, segue a afirmagao.

Fazendo ¢ = v, em (2.78) e usando a identidade anterior, temos

lim HU”HZ = lim (/ ga(z,v,)v, d:z;—l—/ %,\(x,vn)vn dg;)
n—o00 n—oo Q 90
:/ﬁ,\(ZE,UA)UA d£E+/ EA(QZ,U)\)UA dx
Q o0

= [0l +10) do = sl
Q

Assim, |[|v,|| — Jjva]l. Usando esta convergéncia, juntamente com o fato de v, — vy em

H' (Q), temos que
lon = oall” = lloall® = 2 {va,va) + [loall® = [loall® = 2 {va00) + [loal* = 0,

de onde obtemos que v, — vy em H' (). Agora, suponhamos que vy = 0. Entao, v, — 0
em H' (). Pela continuidade do funcional Jy, temos que Jy (v,) — Jy (0) = 0. Por outro
lado, sabemos que lim,,_, o A (vn) = €. Assim, pela unicidade do limite, obtemos ¢, = 0,

o que contradiz a escolha que fizemos para F' e para a sequéncia (v, ). Portanto, vy # 0.
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Agora, sabendo que v, é solucao fraca nao-trivial de (2.52), que %Llj = %\(x,v,\) > 0 sobre
00 e que, pela Observacao 2.7.1, —Avy + vy > 0 em 2, obtemos do Lema 2.3.4 que vy > 0
em ().

Consideremos agora

F={ve H (Q):|v|=Ro/2}.

Neste caso, procedemos de maneira similar ao que fizemos para F' = H' (Q) até concluirmos
que ||v,|] = [lvall- Como (v,) C F, temos que |v,|| = Ro/2, para todo n. Assim,
luall = Ro/2 > 0. Logo, vy # 0. Com este resultado, usamos novamente o fato de v,
ser solucdo fraca de (2.52) e em seguida a Observacdo 2.7.1 e concluimos que vy > 0 em ().

E termina a Etapa 1.
Etapa 2: Nesta etapa, a = 2.

Nesta etapa, (v,) C F' ¢ novamente uma sequéncia que satisfaz a condigao (PS). . para J.
E, usando o mesmo argumento inicial da Etapa 1, obtemos que, a menos de subsequéncia,
v, — vy em L' (Q), para algum vy € H'(Q). No que segue, iremos supor que vy = 0 e
encontraremos uma contradi¢ao que nos permitira concluir que vy # 0. Consideremos para

tanto dois casos.
Caso 1: ¢,, = 0.

Neste caso, F = {v € H"(Q) : [[v]| = Ro/2} e como (v,) satisfaz a condigao (PS), , para
Jy, pelo Lema 2.7.3, se v, — 0 em H* (Q), entao

lim [ Gi(z,v,) dz = / Ga(2,0) dz =0 (2.79)
e
lim Hy(z,v,) dz = Hy(z,0) dz = 0. (2.80)
o0 Joq o0

Também pela condigao (PS)p . , temos que

1 _ ~
lim <— anH2 — / Gi(zv,) dz — Hy(z,vy) dx) = ¢, =0,
n—oo \ 2 9) o0

. . 2 . , .
o que implica %||vn|| — 0. Assim, v, — 0 em H'(Q), o que é um absurdo, pois como

(v,) C F, e, assim, ||v,]| = Ro/2 > 0, para todo n. Portanto, vy # 0.
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Caso 2: ¢,, > 0.

Como a = 2, pelo Lema 2.7.4, ¢,, < 7. Usando novamente o fato de v, — 0 em H' (),
obtemos as convergéncias em (2.79) e (2.80). Por outro lado, como (v,,) satisfaz a condic¢ao

(PS)p,., para j)\, segue que

. 1 9 ~
| — vl = [ Ga(z,v,) doe —
i (Gl = [ Gatow) do

Consequentemente, ||vn||2 — 2¢,,. Assim, dado 0 > 0, existe ng € N tal que, para n > ny,

[:ﬁ(yc,vn) dx> = Cpp-
80

|vnll* < 2¢m + 0. Fazendo § — 0, obtemos que |[v,||* < 26, < 27. Logo, existe € > 0 tal

que, para n suficientemente grande, anH2 < 21 — €. Sejam

0<d<—er= 2n
27 T_(1+5)(27T—e)'

Notemos que r > 1, pois

(1+68) (27 —¢) < (1+i) (27 —€) = (2”6) (27 — €)

2

1 9 o €
:%(zm —6):27T—%<27T.
Do item (i) do Lema A.1.3, existe C' > 0 tal que, paratodo s € R, sup, g |gx(2,s)| < Clel+0)s?
uniformemente em z € Q. Disto segue que
/ |9x(,0)[" da < C/ eV g = (J/ ¢ Ol (7227)" gz
Q Q Q
Como
(14 0) ol € s (149) (27— ) =2
r v||” < T —€) = 2m,
(14+9) (27 —¢)
pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.2), obtemos que
Un 2
/ e?“(1+5)\|vn||2(m) dr < oo.
Q
Logo,
sup/ [gx(z,0,)]" da < oo. (2.81)
n Jo

Usando a desigualdade de Holder, temos

1/r 1/r
/ G () vn| da < < / G (@)l dx) ( / o dx)
Q Q Q

1/r

< ( [ty dx) . (2.82)
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onde 7 = ¢ 2z el

9 @e=9 + 7% = 1. Agora, como v, — 0 em H' (), pela imersao compacta

de Sobolev H! () < L*(Q), para todo s € [2,+00), a menos de subsequéncia, v,, — 0 em
L? (), para todo s € [2,+00). Como (2 é limitado, v,, — 0 em L* (), para todo s € [1,400).
Em particular, v, — 0 em L" (). Entdo, [vall L) — 0. Deste resultado, juntamente com

(2.81), voltamos a (2.82), e obtemos que

lim / [gx(z,v,)v,| da = 0.
Q

n—o0

Disto segue que

0< /’gv,\(:z;,vn)vn dz| < / |gx(x,0,)v,| dz— 0,
Q Q
donde,
lim | ga(z,0,)v, do = 0. (2.83)
n—oo Q

Além disso, usando a imersao compacta de Sobolev H! (2) < L* (02), para todo s € [2,400)

e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtém-se que

lim [ h(z,0.)v, dz = 0. (2.84)

n—oo Q

Desde que

lim (HUHHQ dz —/ﬁ,\(x,vn)vn dz —/ (2,00 dx) =0,

pois (v,) satisfaz a condi¢ao (PS)y,, , usando (2.83) e (2.84), obtemos que vl = 0, 0
que é um absurdo, pois tinhamos que [|v,||* = 2¢,, > 0. Concluimos, assim, que vy # 0 em

Q.

Em seguida, nosso objetivo é mostrar que, para o = 2, vy é solucao fraca de (2.52).
De fato, tal resultado ocorre, pois como (v,) satisfaz a condigao (PS)FCm, pelo Lema 2.7.3,

v, — vy em H!(Q) e, além disso,

lim [ ga(z,v,) dz = / gr(zvy) dz e lim 7L,\(3:,vn) dr = /}L/,\(x,w) dz.

Procedendo como antes, tomemos ¢ € C (ﬁ) e em seguida, usando argumento de

densidade, obtemos das convergéncias acima que

lim ax(zv,)e do = / gr(z,vy)p dr e lim %,\(x,vn)gp do = /ﬁk(x,vk)cp dzx,
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para todo o € H' (Q2). Também, j& vimos que, se v, — vy em H' (), pelo Teorema da

Representacao de Riesz,

lim | (Vu,Vp+uv,p) do = / (VuaVp + uyp) de,

para todo ¢ € H' (). Destes resultados e usando novamente (2.78), obtemos que, para

todo ¢ € H* (Q),

/ (VuaVo +uyp) do — / gx(z,o0)p do — / E,\(»’WA)@ dr = 0.
Q Q o0

Portanto, vy é solugao fraca de (2.52). Deste resultado, juntamente do fato de vy # 0, usamos
a Observacio 2.7.1 e concluimos, pelo Lema 2.3.4, que vy > 0 em Q. Com isto, termina a

Etapa 2 e a prova do lema. |
No lema seguinte, obteremos a segunda solucao fraca de (Py).

Lema 2.7.7 Sejam vy e uy solugoes fracas de (2.52) e (P\), respectivamente. Entdo

wy = uy + vy € solugao fraca de (Py).

Demonstragao: Desde que vy e uy sao solugoes fracas de (2.52) e (Py), respectivamente,

temos que, para todo ¢ € H (),

0:/(VUAVSD+UAS0) dx—/%(%wﬁﬁ dﬂf—/ Iz, v)) g dz
0 Q

o0

_ / (VorVep + vp) da — / [g(ur +02) — g da

- /\/ [ [ux 4+ val" = ¥ [un]] ¢ da
a0

/ (VurV +uyp) do — / glun)p dz = A [ Y luy|*p dz = 0.
Q Q 0
Somando estas duas identidades, obtemos que
0= / [V (ux +vx) Vo + (ux +vx) 9] do — / glux +va)p dz — A Y |ux + x| @ da
Q Q o0

:/(VwAVgo—l—wAcp) dx—/
Q

g(wy)p dox — )\/ W |wa|? ¢ du,
Q 0

onde wy = uy + vy. Logo, wy = uy + vy é solugao fraca de (Py). [ |
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2.8 Prova do teorema principal

No que segue, provaremos o principal teorema deste capitulo.

Prova do Teorema 2.1.4

Pelo Teorema 2.6.1, (P,) tem uma soluc¢do fraca u, que é minimo local de J,, para
cada A € (0,A). Pelo Lema 2.7.7, encontramos a segunda solugao fraca para (Py) dada por
wy = uy + vy. Por definicao de A, (Py) nao tem solucao fraca para A > A. Agora, nosso
objetivo é mostrar que (Py) tem ao menos uma solugao fraca, para A = A.

Com efeito, inicialmente consideremos a seguinte afirmacao:
Afirmacao: Para t > 0 pequeno e u € H' (Q)\{0}, temos que J, (tu) < 0.

De fato, como G (z,ts) > 0, entdao — [, Gx(z, tu) dz < 0. Assim,

_ +2 _ _
Jy (tu) = = (|Vu|2—|— ]u|2) dx—/G,\ (x,tu) do — [ Hy(z,tu) dz
2 Ja Q Gl
t? —
< — (]Vu]2 + |u|2) de — | H)(z,tu) da. (2.85)
2 Ja o)
Pela definicdo de H, temos que
(
Mt [oq Ypu da, tu (z) < vy (z),
/ H)y (2, tu) dz = Aqtj: Joq ut™ dz, vy (z) < tu(z) < uy, (2),
o0
| A Joq Yul,u dz, tu (x) > uy, (x).

Para t > 0 pequeno, t? < t7"1. Assim,

- t? 2 2

Hy (z,tu) dz > = [ (|Vu|" + [u]") dz.

o0 2 Jo

Disto e de (2.85), obtemos que J) (tu) < 0.
Por outro lado, obtivemos na demonstracdo do Lema 2.5.2 que, para cada A € (0,A), uy é
minimo global de J,. Entdo, Jy (uy) < 0. Além disso, temos que uy € Ny, onde N, estd
definido em (2.42). Assim, se considerarmos a sequéncia (\,) C (0,A) tal que \, — A e

(uy, ) a correspondente sequéncia de solugoes fracas de (P)), podemos obter, para cada n,

70



2.8. PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

uy, minimo global de Jy,. Assim, Jy, (uy,) < 0 e uy, € Ny,. No Teorema 2.6.1, mostramos
também que Jy (u) = Jy (u), para todo u € Ny. Assim, Jy, (uy,) = Jx, (uy,) < 0. Logo,

limsup,,_,, Jx, (uy,) < 0.
Afirmagao: (uy,) é limitada em H' ().

De fato, pelo resultado anterior, temos que, para n grande,

1 2 / )\n
- € dz —
ol = [ G ar— 2

Por outro lado, sendo uy, solugao fraca de (Py), J} (ux,) ¢ = 0, para todo ¢ € H' (Q). Em

Y luy, | dz < 0.

particular, temos que

2 / g(un)un, de— Ao | @ lun, [ de =0 (2.86)
(9] o0

e, pela demonstracao do item (i7) do Lema A.1.1, temos que dado € > 0, existe s, > 0 tal

que, para s > s., G (s) < eg(s)s. Logo,

1 An
~lua, |I” < / G (uy,) dz + 6/ g (un,) uy, do + Y luy, | da
2 QNfuy,, <sc} QN{uy,, >sc} q+ 1 o0
O que implica
1 2 An q+1
Sl " < Cete | glun,)un, do+ U luy, [ da. (2.87)
2 Q q+1 Joq

Além disso, usando (2.86), temos que

/ g (un,) wn, dz < Jus, |
Q

e, j& vimos na demonstragao do Lema 2.3.1 (ver 2.7) que existe C' > 0 tal que

¥ lun, | de < C luy, |7
o0

Consequentemente, existem C7, Cy > 0 tais que

¥ luy, | de < Cy+ Gy fluy, ||

o9
Escolhamos C7 > 0 tal que Cy = %. Assim, voltando a (2.87) e usando que A, C (0, A),
obtemos
S unl? < Gt el P+ =22 (G4 o flun, )
2 " - " q _I_ 1 n
A q+1 2
< C. i mp— g AT ,
< C+elluy, || +q+1 ( T |, || )
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O que implica

1 9 ACl
: < '
(4 e) Ilua, || _06+q+1

1

Disto, do fato de A < oo e considerando € < 7, segue que |luy,| é limitada. Assim, a

afirmacao esta provada.

Sendo (uy,) limitada em H'(Q) e H'(Q) Hilbert, pelo Teorema 1.2.3, a menos de
subsequéncia, uy, — upy em H' (Q), para algum uy € H!(Q) e, além disso, pela imersao
compacta de Sobolev H'(Q2) < L* (), para todo s € [2,4+00), uy, — us em L? (2). Desde
que Q ¢ limitado, temos que uy, — uy em L' (Q).
Afirmamos agora que uy é solugao fraca de (Py).
Com efeito, como uy, — uy em H'(Q), usando o Teorema da Representagao de Riesz (ver

Lema 2.7.6, (2.77)),

lim [ (Vuy, Vo +uy,p) de= / (VuaV 4+ upp) de, (2.88)

para todo ¢ € H' () e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Lema

2.3.2, (2.14)), mostra-se que

n—o0

lim Yluy, |t de= [ |upl? da.
o0 00

Por outro lado, como J§ (uy,)¢ = 0, temos que lim, ,o J3 (ux,)p = 0, para todo
© € H' (). Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que, para n > ng, e fazendo ¢ = uy,,
temos que

Q o0

Consequentemente,

sup/ g (uy,) uy, dor < oco.
Q

n

Agora, pelo item (zi4) do Lema A.1.3, g (uy,), g (ua) € L' (Q). Portanto, pelo item (i) do
Lema A.3.1,

lim [ g(uy,) d:l::/g(uA) dz.
Q

n—o0 0
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Usando estas convergéncias e escolhendo primeiramente ¢ € C* (ﬁ) e depois usando
argumentos de densidade obtemos, de maneira andloga ao que fizemos no Lema 2.7.6 (ver

(2.75)), que

lim [ g(uy,)e de= / g (up) p dz e lim U luy, |Yp de = / W lup|? ¢ dx,
o0 o0

n—0o0 [¢) 0 n—oo

para todo ¢ € H' (Q).
Assim, usando novamente que lim,,_,. J /'\n (uy, ) ¢ = 0, obtemos das dltimas convergéncias e

de (2.88) que

/ (VuaVo +upyp) do — / g (up)p dz — / Y lupl®p dz =0,
Q O 09

para todo ¢ € H' (). Disto, segue que uy ¢ solugao fraca de (Py). Assim, para A = A,

(Py) tem ao menos uma solugao fraca e isto conclui a prova do teorema.
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Capitulo 3

Sobre uma classe de problemas
elipticos singulares em R? com

condicao de Neumann

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas positivas

para a seguinte classe de problemas:

CAut = h(:l:,u;e
|| em (),
u >0 (@)
ou
— = Mpuf, sobre 0f),
\ 8V

onde © C R? é um dominio limitado com fronteira C?, 0 € 9, u € H' (), 8 €[0,2), A > 0,

q € [0,1) e h tem grau superlinear no infinito.

Em seguida, enunciaremos as principais condiges sob as quais (@), ) serd estudado:

(Hy) v é uma funcao Hélder continua nao-negativa e nao-trivial em 0.

(Hy) h:Q xR — R éuma funcio que satisfaz:
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(a) h(z,s) e C! (ﬁ X R), h(x,s) > 0 para todo s € R, h(x,s) =0 se s < 0;

(b) 2(z,s) >0, para todo s > 0 e z € §;

Os
(¢) liminfg . @ > 0, uniformemente em z € €;
(d) limsupg_, h(sz,;s) = 0, uniformemente em z € €2, para algum k > 1;

(e) Dado € > 0, limsup,_, %(I, s)e” (179 — (0, uniformemente em = € Q\{0}, onde
hz,s)es

g(x,s) = ;
2|

(f) lim,_o+ h(:,gs) = 0, uniformemente em z € (, para algum k > 1.
A seguir, apresentaremos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.1.1 Sob as hipdteses (Hy) — (Hz), existe 0 < A < oo tal que (Q)) tem pelo
menos duas solugoes fracas para todo A € (0,A), nenhuma solu¢do fraca para A > A e pelo

menos uma solugao fraca para X = A.

Observagao 3.1.2 Destacamos que os resultados deste capitulo sao baseados no artigo [18]

devido a B. S. Kaur e K. Sreenadh.

Assim como no Capitulo 2, estamos interessados em encontrar solugoes fracas positivas.

Portanto consideraremos o problema

u2
Auu= M0 g
5 |z
a—z =h(u), sobre 01,
onde
Mpul, u >0,
h() = (8 >
0, u < 0.

Procedendo de maneira similar ao Capitulo 2, obtemos que u € H* (Q) é solugao fraca

de (Q)) se, para cada p € H' (Q),

/ VuVp dx + / up do — / gx,u)pdz — X [ Yulp dx = 0. (3.1)
Q Q Q o0
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Seja I : H' () — R o funcional dado por

1 A
I u:—/ Vul? + |ul? dx—/Gm,u dr — —— ul™ da,
v =3 [ (vaP ) do— [ Glowy ar- 25 [ v
onde
s t2
Glars) = [ otw.) dt e gty = LI (32)
0 ||

Pelo Apéndice (A.10), temos que, para cada o € H* (Q),

I (u)p = /QVquo dz + /ngo dz — /Qg(x,u)go dz — )\/89 U |ul ugp da. (3.3)

Consequentemente, pontos criticos de I, sao solugoes fracas de (Q,).

Observagao 3.1.3 Neste capitulo, usaremos as sequintes notagoes: se p € (1,+400),
P = gty onde p' € (1, +00) e l + l =1; L» <Q |:E|_*B> ¢ o espago de Lebesque com

1/p
medida ||~ dz e norma HuHLP QU ?) = (fQ ::"Z dx) , para todo u € LP (Q, \x|_'8>.

Observacao 3.1.4 Neste capitulo, para garantir a existéncia de solugoes fracas positivas
e (Qy), usaremos ideias e métodos andlogos aqueles usados no Capitulo 2. Portanto,
omitiremos a prova de alguns resultados. Qutras demonstracoes, porém, serdo repetidas

devido a existéncia de singularidade no problema (Q)).

3.1.1 Desigualdade de Hardy-Sobolev

Neste capitulo, podemos ter 5 # 0. Assim, precisaremos recorrer a desigualdade de

Hardy-Sobolev dada no lema a seguir.

Lema 3.1.5 Sejam Q CR?* uwe H' (Q) ep € (1,+00). Entao, existe uma constante C' > 0

|u|p 1/p
—5dr | < Cul,
o ||’

tal que

para B € [0,2).
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Demonstragao: Usando a desigualdade de Holder, temos que

p 1/r 1/r! 1/r
/ud <(/|u|p7"dx) /de = |Jul® /de
|| Q o |z|™ 2\ Ja f2)™ ’

onde 7" > 1 é escolhido de maneira que fr’ < 2 e % + % = 1. Desde que €2 ¢é limitado,

tomemos Bpg (0) C R? tal que Q2 C Bg (0) e, usando coordenadas polares, temos que

1 f r f 1-8r’ 27 2—fr!
Wdzz%r Wdrz%r T dr = R < 00,
o |z o T 0 2—pr

pois Br’ < 2. Assim,
fuf? 1/p
( e ) < 1 il

Pela imersao continua de Sobolev H' () — L* (Q2), para todo s € [1,+00), obtemos

| » 1/p

3.2 Desigualdade singular de Trudinger-Moser

Nesta secao, mostraremos uma versao singular da desigualdade de Trudinger-Moser em

H'(Q). Para tanto, faremos uso do Lema 2.1.6.
Teorema 3.2.1 Seja u € H' (Q). Entao, para cada o> 0 e B € [0,2), temos que

/ e_ﬁ dr < 0. (3.4)
o |z|

Além disso, para todo 5 € [0,2),

sup {a : 21”151/ W dr < oo} =n(2-70). (3.5)

Demonstragao: Para efeito de simplificacao, denotaremos

Qa: sup / —3 dx < 00
lull<1Ja |z
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Desde que 8 € [0,2), podemos tomar ¢t > 1 tal que St < 2. Entao, pela desigualdade de

Holder,
au? (t;U 1 %
/eﬁdxg(/etm“ﬁdx> / ﬂtdx ,

at

com % + % = 1. Como 2% > 0, pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), temos que

—1
_at .2
/et—lu dz < oco.
Q

Sendo 2 limitado, tomemos By (0) C R? tal que Q C Bg (0) e, usando coordenadas polares,

obtemos que

1 R R 2
/ tdx:27T/ Ldr:27r/ rlfﬁth:—WR276t<ooa
9) |$|B o 7Ot 0 2—pt

eCXU2
/ —7 dx < o0
a |z|

e a primeira parte do teorema estd provada. Agora, suponha que sup A < 7 (2 — ). Entao,

pois At < 2. Logo,

existe a tal que a < 7 (2 — ), ou seja, 5= + g < 1. Desde que § € [0,2), podemos tomar

o Bt . . .
t > 1 tal que 5= + 5 = 1. Assim, pela desigualdade de Holder,

o’ :  \ 7 1
/eﬁdxg(/e%“ dx) / - dx

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.2),

I\D‘E

2
sup /62’”‘ dx < oo.
Q

flull<1

Além disso, como t > 1, % < 2. Entao, usando novamente o fato de €2 ser limitado, tomemos

Br (0) C R? tal que Q C Bg (0) e, usando coordenadas polares, temos que

1 R R, ot
/?dx—%r/ %dr—%r/ ri=1t dr:LRQ*Z/t<oo.
Q|x|/ o T 0 2(t—1)

Logo,

eau2
sup / —7 dr < oo.
lulj<1Ja [zl
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Suponhamos agora que sup A > 7 (2 — ). Assim, existe a tal que 5= +§ > 1. Consideremos

a sequéncia de func¢oes dada no Lema 2.1.6. Entao,

/ 5 dz >e- n(”)/ —de—(nL)aW/ — dz.
o |z| B1(0) |7] B, (0) |7]

1
n

Usando novamente coordenadas polares, obtemos

Assim,

Desde que 5= + g > 1, fazendo n — 400 na desigualdade anterior, temos que o lado direito

tende para +o0o. Consequentemente,

2

eawn(x)
sup/ 3 dr = +o0.
lonli<t Jo ||

Deste resultado, concluimos que, se 3= + g > 1, existem fungoes (w,) C H' () tal que
a identidade acima ocorre. O que é um absurdo, pois contradiz a definicao de o € A.
Entao, podemos concluir que (3.5) ocorre, pois, supondo que sup A < 7 (2 — f3), existe

sup A < ap < 7 (2 — ) tal que

ea0u2
dx < oo,
)

sup
ull<1 /0

o que contradiz a defini¢ado de supremo. Logo, (3.5) vale e termina a prova do teorema. H

3.3 Existéncia de solugao para (Q,), para A € (0, \)

Nesta se¢ao, mostraremos que (Q),) possui solucao fraca para A > 0 pequeno.

3.3.1 Existéncia de um minimo local para I,

O seguinte lema mostra que [, possui um minimo local numa vizinhanca da origem de

H' (Q), para A pequeno.
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Lema 3.3.1 Assumindo as hipdteses (Hy)—(Ha), existe Ao > 0 tal que I admite um minimo
local prézimo a origem de H* (Q) para cada X € (0, \g).
Demonstracgao: Dividiremos a prova em duas etapas.

FEtapa 1: Nesta etapa, mostraremos que existem \g, Ry, § > 0 tais que I, (u) > 4, para todo

lul| = Ro e A < Xo.

52 .
De fato, pelo item (ii) do Lema A.1.5, temos que G (x,s) < C |s|*™' ;7 uniformemente em

r € Q\{0}, para algum k > 1, 8 € [0,2) e para todo s € R. Assim,

u2
/G(x,u) de < C/ |u|k+16—5 dz.

Usando a desigualdade de Holder e considerando % + z% = 1, obtemos da estimativa anterior

que
k41 42
/G(x,U) dz < C |uyﬁ/’ eﬂ/
o Q|ﬂf’ P ’13‘ :
. Y2 1/p
| . pllul®(72)
<o( [ o)™ | [ a
1
C lullF CARMLI ’
= ”UHL(H””,(QVVB) /QT '

Desde que < 2, podemos escolher p > 1 e R > 0 tal que z;i: + % < 1. O que implica que
R € (O, (2-7) 7T). Assim, para HuH2 < R? < (2 — ) m, podemos obter p > 1 tal que
pllull> < (2 — B)w. Disto e de (3.5), obtemos que

u

Pl (1)
/ —_— diL‘ < 0Q.
Q

]

Por outro lado, usando a desigualdade de Hardy-Sobolev, temos que

k+1 k+1
||u||Lp'(Q’|x‘—5) < CHUH :
Destes resultados segue que
/G(x,u) dz < Cy ||ul|*", para todo |ul| < R. (3.6)
Q
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Vimos em (2.7) que, usando a imersao continua de Sobolev H'(Q2) < L* (992), para todo
s € [1,400), existe Cy > 0 tal que
Y |ul™ dz < Cy ful| " (3.7)
Ge)

Assim, escolhendo R2 € (0, (2 — ) 7) temos que

A
Ii(u ):—Hu” —/G z,u) do — —— por w\uyqﬂ da
1
> 5 llull” = Gy flul ™ = 2C, ||qu+17 (3.8)
para ||u|| = Rp. Como k > 1, escolhamos e fixemos RZ € (0,(2—8)7) e A > 0

suficientemente pequeno tal que

1
§ = 533 — CyREYL — \CLRIT! > 0,
para todo A € (0, Ag). Logo, com tais escolhas para Ry e para Ao, por (3.8), obtemos 6 > 0
tal que I,(u) > 0, para todo ||u|| = Ry, o que finaliza a Etapa 1.

Etapa 2: Nesta etapa, mostraremos que I, possui um minimo local proximo a origem de

H'(Q) para todo A € (0, \o).

Inicialmente, mostraremos que I, (tu) < 0, para t pequeno e para todo u € H*(2)\{0}.

Com efeito, sejam Ry, A\g e 6 como na Etapa 1 e u € H'(Q)\{0}. Assim,

1 A
Iy (tu) = 5/ (|szu|2 + |tu\2) dz — / G(z,tu) do — ) O |tu]" da
Q 00

/\tq+l
q+1

t2
D)

(]Vu| + [uf?) dx—/G:z: tu) dz — O |u| da.
00

Por definigao, G' é nao-negativa. Logo, fQ x,tu) dz < 0. Assim,

)\tq+1
q+1

2
Iy (tu) < t—/ (IVul® + |uf?) do — Y |u) da.
2 Ja o9

Além disso, como ¢ + 1 < 2, temos t? < t97! para t < 1 e, consequentemente

Wl/ ¢ lul™ d >t2/(|v I+ [ul?) d
U x> — u U x
q+1 Joq 2 Ja
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para t suficientemente pequeno. Assim,

2

t Atat!
I (tu) < 5/ (|Vu|2 + |u|2) dx —
Q

S Y |u|™ dz <0,
o0N

para t suficientemente pequeno. Em particular, temos I (u) < 0, para algum u € H'(f2)
com |lu|| < Ry e A € (0,)). Se I atingir minimo em algum uy, com |ju,|| < Ry, entao

|lux|| < Ro, pois, pela Etapa 1, I (u) > § > 0, para ||ul| = Ro.

Nosso objetivo agora é mostrar que I, atinge um minimo local para todo A € (0, \g).
Com efeito, consideremos Br, = {u € H'(Q) : |Ju|| < Ry} e uma sequéncia (u,) C Bg, tal
que

I (u,) N\ inf I (u) = a. (3.9)

UEBRO
Sendo H'(2) um espago reflexivo e a sequéncia (u,,) limitada em H'(Q), pelo Teorema 1.2.3,

a menos de subsequéncia, u,, — uy em H'(2). Logo, pela Proposigao 1.2.2,

|lual| < liminf ||u,| < Rp.

Consequentemente,

|ual® < liminf ||u,|* < R2. (3.10)
Afirmacao: I, (u) é limitado em Bp,.

De fato, seja u € Bg,. Assim, por (3.6) e (3.7), existem C;, Cy > 0 tais que

/Q|G(x,u)| dr < C1RE ! e agw lu|"™ de < ORI

Entao,
@< gl + [ 166wl drr = [l a
g ~ 2 Q 7 q+1 Jaa
1 ACy
< —R2 C Rk’—i—l Rq+1

e a afirmacao segue.

Em seguida, mostraremos que

lim | G(z,u,) de = / G(z,uy) dz. (3.11)
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De fato, pelo item (ii) do Lema A.1.5, existe C > 0 tal que |G (x,s)] < Cs*! lzlﬁ

uniformemente em x € Q\{0}, para todo s € R, 8 € [0,2) e para algum k > 1. Assim,

/|G(x,un)un| deC’/ |Un|k+2€—ﬁ q
Q Q |I

Pela desigualdade de Holder, temos que

(k+2)
| |k+2 u% | | (k+2)p’ da (k+2)P
Unp, |{L‘|ﬂp Unp, )

onde Il) + % = 1 e escolhemos p > 1 tal que Bp < 2. Usando a imersao continua de Sobolev

H* () — L* (Q), para todo s € [1,+00), segue que

2

1
P||UnH (m) P
<cC /—B dz | fua|"*>.
o |z

2

k+2 €
U — dx
Az o

2
Por outro lado, como (u,) C Bg,, podemos escrever que % + % < 1. Nestas condigoes,

segue de (3.5) que
2
PHunH (m)
/ ——— dzr < 0.
Q

| T | Bp
Assim,

/ G (2, u) | dz < C |un||"™? < CREF.
Q

Consequentemente,

sup/ |G (2, un) uy| do < oco.
n Ja

Desde que u,, — uy em H'(2), pela imersao compacta de Sobolev H' () < L* (), para
todo s € [2,+00), a menos de subsequéncia, u,, — uy em L*(Q2). Usando que € é limitado,
obtemos que u, — wuy em L'(Q2). Além disso, pelo item (7ii) do Lema A.1.4, G (z,u,),
G (z,uy) € L' (). Assim, pelo item (i) do Lema A.3.2, obtemos (3.11).

Provamos no Lema 2.3.2, (2.14), que

lim O || dx:/ ¥ |uy| T da. (3.12)
00

Além disso, desde que [|u,|| < Ry, pelo Teorema de Weierstrass, a menos de subsequéncia,

||un|| converge. Deste fato, juntamente com os resultados obtidos em (3.11) e (3.12), segue
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de (3.9) que

1. 2 A 1
~lim |Ju, ||* = +/G do + —— w1 dy,
limlnal® =a+ [ Gl ars 2 [ wpnl

Consequentemente, por (3.10), temos
1 ||u,\||2 <a-+ / G(uy) dx + A P |uA|qul dx
2 N Q q+1 Jan ’

o que mostra I (uy) < a. Por outro lado, I, (uy) > a. Assim, I, (uy)) = a e uy é minimo

local para I préximo & origem do H'(). |

3.3.2 Regularidade das solucoes

Nosso objetivo agora é obter um resultado de regularidade que encontra-se no Lema 3.3.3
abaixo. Iniciaremos introduzindo um lema, cuja prova segue de maneira analoga a prova do

Lema 2.3.3.
Lema 3.3.2 Seja uy solugdo fraca de (Q)). Entao, uy > 0 quase sempre em §Q.

Lema 3.3.3 Seja uy solugdo fraca de (Q,). Entdo uy € C*? (Q\{0}) para algum 6 € (0,1).

Além disso, se uy € nao-trivial, entao uy > 0 em €.

Demonstragao: Seja uy solugao fraca de (@)y). Provaremos inicialmente que, g (z,uy) —
uy € LP (Q\Bg (0)), com R > 0 suficientemente pequeno e para todo 1 < p < +o00. De fato,
pelo item (i) do Lema A.1.5, temos que g (z,s) < C |s|* % uniformemente em Q\{0}, para
algum k£ > 1, § € [0,2) e para todo s € R. Denotemos Qr = Q\Bg (0). Assim,

2

pu C 2
/ g (z,u))[” dz < C [ Jup™ < B dz < —/ un|P" eP"s da. (3.13)
O ’x|p RpB On

Usando a desigualdade de Holder e a imersao continua de Sobolev H'(Q) < L* (Q), para

todo s € [1,+00), temos que

1/r 1/r
/ |u,\|pk P dz < (/ ‘m’prk dI) (/ ePra dx)
Qr QR Qr
k 1,2 1/7‘/
< O JJunl|™ </ el dx) ,
Qr
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r>1le %—1—% = 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), temos que fQR e da < 0.

Disto e da estimativa anterior, obtemos de (3.13) que

/ lg (z,uy)|" da < oco.
Qr

Logo, g (x,uy) € LP(Qg) para todo 1 < p < +4o0o. Agora, pela imersdao continua de
Sobolev H'(Q)) — L*(Q), para todo s € [l,+00), temos que uy € LP(Qg). Assim,
g(x,uy) —uy € LP(QR). Logo, pelo Teorema de Calderon-Zygmund, uy € WP (Qr) e
—Auy = g (z,uy) — uy quase sempre em Qp.

Escolhamos p > 1 de modo que % <le 123 seja nao-inteiro. Assim, 2 > % e desde que

2

uy € W2? (Qpg), pelo Teorema 1.3.4, temos que uy € c2-[3]-1e (Qr), com 6 = []23] +1— %.
Entdo, uy € C1Y (QR). Assim, u, € C% (QR) e, por composicao, g (r,uy) € C*° (QR).
Entdo, pelo Teorema de Schauder, u, € C*? (QR), para algum 6 € (0,1). Agora, como R é
arbitrério e 0 € 992, temos que uy € C*? (2\{0}).

Desde que uy € C? () e é solucao fraca de (Q,), temos que

/(VuAVgo—i-uAgo) dx:/g(ac,u,\)gp dx—i—A/ ¥ lup|? o dax >0,
Q Q o0

para cada ¢ € H'(Q2) com ¢ > 0. Assim, pelo Lema 2.3.5, —Auy +uy > 0 em ) no sentido

fraco. Além disso, aallj = h (uy) > 0 sobre 09 e, desde que u, é nao-trivial, pelo Lema 2.3.4,
obtemos que uy > 0 em . |

3.4 Nao existéncia de solucao

Definamos

A :=sup{\>0:(Q),) tem solugao fraca} . (3.14)

O lema a seguir garantira que, para A > A, (@),) nao tem solucao fraca.
Lema 3.4.1 Seja A definido em (3.14). Entao 0 < A < co.

Demonstracao: Seja uy solucdo fraca de (Q,). Tomemos ¢ = 1 como fungao teste em

(3.3). Entéao, obtemos que
/uA dz = / g(z,uy) de+ X [ ud de. (3.15)
Q Q o9
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Pela imersao continua de Sobolev H' () — L*(Q), para todo s € [1,+00), temos que

uy € L* (Q2), para todo s > 1. Como {2 é limitado, existe C; = C} (p, ) > 0 tal que

||u/\||L1(Q) <C ”UAHLP(Q) 5
para todo p > 1.
Afirmagao: Existe Cy = C5 (p, Q) > 0 tal que
[ 9@ ) do= Gl (3.16)
Q

Com efeito, prova-se facilmente que, para todo s > 0 e para todo p > 1, existe C' = C' (p,2) >

0 tal que

uniformemente em x € Q\{0} e 8 € [0,2). Consequentemente,

/ wf? de < C (p, Q) / o (e,uy) da.
Q Q

Desta desigualdade obtemos (3.16), com Cy = &. Entéo, usando (3.15), temos que

Co sl < / g(e,w) do < / ur o = sl < Ci sl

o que implica

Ca luallzri) = Cr lluall 1oy < 0.

Denotando t = ||u, || Lr(e)> Obtemos da estimativa anterior que
t(Cot’t =) <0.
Como as solugdes da inequacdo acima pertencem ao intervalo [0, (C1/Cs)"®™Y], temos que
luall oy < (C1/Co)" P

Assim, concluimos que, para todo p > 1, existe C' > 0 que nao depende de A\ tal que

[uall 2oy < €. Além disso,

HUAHLl(Q) <Ci ||u>\||L;D(Q) <, (3.17)
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o que implica que ||u,|| Lr(o) € limitada por uma constante que nao depende de A para todo

p > 1. Agora, fazendo ¢ = u,? como funcao teste em (3.3), obtemos

/VuAV (uy ) d:z:—i—/u}\_q da::/u;qg (x,uy) de+ X [ 9 da.
Q Q Q

o

Como
/ Vu,V (u;q) dx = —q/ u;kq |Vu,\]2 dx <0,
Q Q

pois uy > 0e g € [0,1), temos que

/ui—q dz >\ [ 1 dx.
Q o0

Pela hipétese (Hp) e pelo fato de Q ser limitado, temos que fm@b dr < oo. Logo,
A< C fQ uf\fq dz. Entao, usando a desigualdade de Hélder e (3.17), obtemos que

1/r 1/r
A< C/ ui_q de < C (/ (ui_q)r dx) (/ 1" dx)
Q Q Q

1/r’ 1—
< YY" Juall ey < C,

1

onde C' é uma constante positiva que nao depende A, r = l—iq e -+ % = 1. Logo, pela

<

definicao de A e pelo resultado anterior, temos 0 < A < oo . ]

3.5 Existéncia de uma solucao minimal

Nesta secao, nosso objetivo principal é provar o teorema a seguir que garante a existéncia

de uma solugdo minimal para (Q,). Para tanto, usaremos o método de sub e supersolugao.

Teorema 3.5.1 (Q,) admite solugdo minimal uy, para todo A € (0,A).

3.5.1 Existéncia de solugao para (@)) para A € (0,A)

O lema seguinte sera utilizado para provarmos o Teorema 3.5.1.

Lema 3.5.2 Existe uma solucao fraca para (Q») para todo A € (0, A).
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Demonstragao: Fixemos \ € (0, A). Pela caracterizacao de A, podemos obter A < Ay < A
tal que (@,,) tem solucdo fraca ndo-trivial. Seja wy, tal solugao fraca. Consideremos p o
menor valor assumido por wuy, em 9€2. Pelo Lema 3.3.3, temos que uy, > 0 em Q.

Recorramos novamente ao problema dado em (2.21). No Lema 2.5.2, provamos que tal
problema tem uma tnica solugao fraca v, nao-trivial. De maneira inteiramente analoga, ao
que fizemos no Lema 2.5.2 para mostrar que u,, é supersolucao de (2.21) e que vy < uy, em

(2, mostra-se que estes resultados ocorrem agora considerando u,, solucdo fraca de (Qy,).

Definamos as fungdes g, : 2 x R — R e hy : 9Q x R — R dadas por:

g (z, vy (2)), t <wy(x),
gx (z,t) = glz,t), on(z)<t<uy, (z), (3.18)
g (z,uy, (x)), t > uy, (x)
A () pl, t<wy(x),
Fala,t) = M) ()17, oy (z) <t <uy, (2), (3.19)
M (z) uf, (), t>uy, (x).
Sejam

Gy (z,s) :/ gy (z,t) dt e Fy (z,5) :/ fo(z,t) dt.
0 0
Afirmamos que o funcional I : H'(€2) — R definido por
— 1 — —
Iy (u) = —/ (|Vu|2 + |u|2) dz — / G (z,u) dx—/ Fy(z,u) dox
2 Ja Q )

é coercivo e sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente.

De fato, pela definigdo (3.18), temos que g, (z,t) < g(x,uy, ()), uniformemente em x €

— 203, (x)
O\{0}. E, pelo item (i) do Lema A.1.4, temos que g(z,u,, (z)) < C* l;fﬁ uniformemente
em z € Q\{0} e B € [0,2). Assim,
_ s o213, (@) B
Gy (z,5) = / g, (z,t) dt < C|s e uniformemente em = € Q\{0},
0 x

o que implica
e

2u§
/@,\ (x,u) de < C’/ |ul ; dx.
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Usando a desigualdade de Hélder, obtemos que

. , 2pu)\ 1/p 2pu/\
/GA (7, u) deC(/ |ul? dx) < e :IZ‘) = Cllull 1 ( 2 ) :
0 Q

onde }17 + :r% = 1ep > 1 ¢ escolhido de maneira que fp < 2. Logo, pela desigualdade

2pu
de Trudinger-Moser (3.4), segue que fQ elg:—;pz dr < oo. Disto, da estimativa anterior e da

imersdo continua de Sobolev H'()) < L*({2), para todo s € [1,+00), obtemos
/@)\ (x,u) de < C ||u.
Q

Agora, pela definigao (3.19), temos que f (z,t) < M (x) v}, (=) uniformemente em z € 9.

Assim,
(z,5) /fot dt<)\/¢ x) dt < C'|s|uf, (z) uniformemente em = € 0Q.

Logo,

/ Fy(z,u) de < C [ |u|uf, da.
20 o9

Pela desigualdade de Holder, temos

1/r 1/r
/ Fy(z,u) de <C </ |y, |7 dx) (/ |u|” dx) —C ||u>\2||L1 o) ||u||LT’(GQ) ,
o o0 oN

onde r = 1+ L =1. Disto e da imersao continua de Sobolev H'(Q2) < L*(012), para
00),

1e
q s

todo s € [1,+ obtemos

/ T (z,0) do < C |lul].
o9
Assim, segue que

()2 3 JulP = €l = Gl = fu? (5 — 4 EC)

Fazendo |ju]| — +4oo na desigualdade anterior, obtemos que I (u) — +4oo. Logo,
Iy(u) é coercivo. A prova de que I, é sequencialmente fracamente semicontinuo
inferiormente é andloga ao que foi feito no Lema 2.5.2 quando mostramos que Jy é

sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente Assim, pelo Teorema 1.5.2, I, é
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limitado inferiormente e atinge minimo em H'(f2). Seja uy o minimo global de I, sobre

H*(Q). Como I é o funcional associado ao problema

—Au+u= 9x (ZL‘,U)
em (),
u >0 (3.20)

0 —
6_u = f\(z,u), sobre 09,
v
entdo uy ¢ solugao fraca de (3.20). De forma analoga ao que fizemos com o problema (Q)),
verifica-se que uy € C*? (ﬁ\{O}), para algum 6 € (0,1) e que, para uy # 0, uy > 0 em
Q. Desde que g é nao-decrescente, pela definicio (3.18), temos g, (7,t) < g (z,uy, (7))

uniformemente em x € Q\{0} e para todo t € R. Em particular, temos
9y (z,uy (2)) < g (2, uy, (z)) uniformemente em x € Q\{0}. (3.21)

Pela definigao de (3.19),

[ (@ ux (2) < M (z) uf, () uniformemente emz € JQ (3.22)

No que segue, mostraremos que vy < uy em Q\{0} e uy < uy, em .

Com efeito, desde que uy é solucao fraca de (3.20) e vy e (2.21), temos que
/ V(uy —v))Ve dz +/ (uy —vy) @ doz =
Q Q

/Vu,\th dx+/uyp dx—/Vv,\Vgp dx—/v,\go dr =
Q Q Q Q

/ G@u)edet | Fo@mu)ede—x [ duie da,
Q o0 o0

para todo ¢ € H' (). Escolhendo ¢ = (uy —v))~ = max{0, — (uy — vy)}, temos que

/mmwmm:/ %@mmw%/ 9 (&, u)  da
Q [va<uy]

[u>\<v>\]

= / g (x,vy) (—uy +vy) do
[ur<vy]

ﬂmmmm:/ ﬂ@wWM%/ Tt dr

0Q [va<un]

= )\/ Ppd (—up +vy) da.
[ur<va]
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Além disso,

A vt de = - / P da — A / Yo do
[va<uy]

LY [ux<wa]

= —)\/ ”(/},uq (—U/)\ + U)\) dl’
[ur<wvi]

Somando estas ultimas igualdades, obtemos

[an@ueds [ Fiawpdr-a [ vitpdo= [ glom) (cutn) de
0 o0 o0 [ux<wv]

Como ¢ ¢é nao-negativa e, para u, < wv,, tem-se que —uy + vy > 0, entao

f[ux<vx] g (z,v)) (—uy + vy) dz > 0. Por outro lado,

/QV(U)\—U)\)V(U)\—U)\)_ dx—i—/ (U)\—U)\) (u,\—v,\)_ dz = —||(U)\—U)\)_H2 SO

Q
Assim,
0< / 9 (@.0) (—ur +va) de =~ [[(ur —v) 7| < 0.
[ux<wvi]
Consequentemente, ‘(u,\ —U,\)_H2 = 0. Disto, segue que (uy —wvy)~ = 0 quase sempre

em €. Logo, uy — vy > 0 quase sempre em (). Assim, infq (u)y —vy) > 0 quase sempre
em . Agora, como uy e vy satisfazem —Auy + uy = g, (z,uy) e —Avy + vy = 0
no sentido fraco, subtraindo a primeira destas igualdades pela segunda, obtemos que
—A (uy —vy) + (ux —vx) = Gy (z,ux) > 0. O que implica que A (uy —wvy) — (ux —vy) <0
no sentido fraco. No que segue, mostraremos que uy # vy. De fato, supondo o contrario, e
usando novamente o fato de que uy é solugao fraca de (3.20) e vy de (2.21), terfamos que
[aGaugdes [ Fauwypdr=2 [ vwrpds, (3.23)
Q o9 o9
para todo ¢ € H'(Q). Escolhamos ¢ € C§° (ﬁ), ¢ > 0, tal que supp(yp) CC €. Entao,
¢lao = 0. Assim, segue de (3.23) que [, gy (z,ux) ¢ dz = 0, o que é um absurdo, pois,
usando a hipétese (Hy) (f) e os fatos de que uy > 0 em Q, g, é ndo-decrescente e ¢ > 0,

temos que [, Gy (2, un) ¢ dz > 0. Logo, uy # vj.

Afirmacao: uy — vy, > 0 em .
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De fato, suponhamos que existe zg € € tal que (uy —vy) (29) = 0. Assim, desde que Q2 é

aberto, existe Bg (1) CC € tal que

inf (uy —wvy) =inf (uy —v)) > 0 quase sempre em .
Br(zo) Q

Disto e do fato de A (uy — v)) — (uy — vy) < 0 no sentido fraco, segue do Teorema 1.4.3 que
(uy — vy) é constante em Q. Logo, como (uy — vy) (zg) =0 e xg € Q, entdo (uy —vy) =0, 0

que contradiz o fato de que uy # vy. Logo, a afirmagao segue.

Agora, desde que uy, vy € C*? (Q\{0}), mostraremos que uy > vy sobre 9Q\{0}. Com
efeito, supondo o contrario, existiria zo € 09, xg # 0, tal que wuy (xg) < vy (xp). Como
xo € 01, existe uma sequéncia (xy) C € tal que xx — xo. Como, uy > v, em €2, temos que
uy (zg) > vy (xg). Disto e da continuidade das fungdes uy e vy, segue que uy (o) > vy (z9), 0
que é uma contradigao. Logo, uy > vy em 0Q\{0}. Disto e do fato de uy > vy em Q, temos

que uy > vy em Q\{0}.

Usando que uy, € uy sdo solugdes fracas de (@,,) e (3.20), respectivamente, temos que
/V(u,\2 —uy) Vo da:+/ (ux, —up) p do =
Q Q
/ Vuy, Ve dr + / Uy, dr — / VuVp dr — / uyp do =
Q Q Q Q

/g(:c,uAQ)(p dx+)\2/ Yus,p do — (/ Oy (z,ux) o de 4+ [ fy (z,un) @ dx) :
Q o9 Q o9

para todo ¢ € H' (). Assim, por (3.21) e (3.22), obtemos da igualdade anterior que

/V(U)\Q—U)\)vgodl’—i-/(U)\Q—U)\)QOdIZO,
Q Q

para todo ¢ € H' () com ¢ > 0. Logo, pelo Lema 2.3.5, —A (uy, — uy) + (ur, — uy) >0

em 2. Usando novamente (3.22), temos que

8 (U)\Q — U,\)

o = Xvul, — fy (x,un) > 0 sobre 9.

Além disso, notemos que uy, # uy, pois supondo que uy, = uy € sabendo que uy e uy, sao,

respectivamente, solugoes fracas de (3.20) e de (Qy,), terfamos que Aoul, = f, (x,u,) sobre
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9. Disto segue que, para todo p € H'(Q),

)\2/ Yui,p dz = / I (z,un) o da +/ I (@,up) @ da
oQ [ux<wvy] [UASUASUAQ
+/ I (@, u)) ¢ da.
[U)\>u>\2]

Como vy, < uy em Q\{0}, entao f[uKUA] fi(w,uy) o do = 0. Logo, para todo ¢ € H'(Q),

/\2/ Yuf, @ dr = A / Yule do —|—/ Yul, o dr | .
N ['U)\SUASU/\Q] [“A>“>\2]

Escolhendo ¢ € C*(€2), ¢ > 0, e considerando que ¥ é ndo-negativa, uy, > 0e Ay > X > 0,
temos que a igualdade anterior nao pode ocorrer. Assim, uy, # uy. Logo, pelo Lema 2.3.4,

uy, > uy em €. Concluimos entdo que vy < uy em Q\{0} e uy < uy, em .

Mostraremos agora que Iy (u) = I, (u), para todo vy < u < uy,.
Com efeito, notemos que, para vy < u < uy,,

/a,\ (x,u) dx:/ G (z,u) dx+/ G (z,u) dx—i—/ Gy (z,u) dz
Q [u<wvy] [va<uLuy,] [u>uz,]

:/ G (z,u) dx:/G(x,u) dz
[va<u<uy,] Q

e
/ F (z,u) dx:/ Fy (x,u) dx—i—/ F(z,u) dx+/ Fy(z,u) do
o0 [u<wy] [vA<u<uy,] [u>un,]
N / Fa(ou) do=—— [ g™ do,
[vaZu<un,] q+1 Jaq
de onde segue que
_ 1 2 2 A g+1
L(u)== [ (|Vu|"+[u) dz = | G(z,u) do — —— [ [u"" dz
2 Q 0 q + 1 o0
1 — — -
= —/ (\Vu\2 + [uf?) dz - / Gy (z,u) de— [ Hy(x,u) de =1, (u),
2 Ja Q )

Assim, desde que vy < uy em Q\{0} e uy < uy, em Q., temos que I (uy) = I (uy). Logo,

como uy ¢ minimo global de Ty, temos que Ty (1) = 0. Assim, I{ (uy) = 0. Ou seja,

/VU)\VQO dx+/u,\g0 dx—/g(w,uA)cpdx—)\ Yulep dz = 0.
Q Q Q o9

Disto segue que u, € solugao fraca de (Q),) e termina a prova do lema. ]
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3.5.2 Prova do Teorema 3.5.1

Antes de provarmos o Teorema 3.5.1, enunciaremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 3.5.3 Dizemos que uma solu¢ao u* € solu¢ao minimal de (Qy) em [u,u] se,
u* < u, para cada u < u < u, onde u, u e uw sao, respectivamente, solucao fraca, sub e

supersolucdo de (Q)).

Observacao 3.5.4 Pela demonstragdo do Lema 2.5.3 (veja [17], Lema 3.4), vemos que este

também € vdlido se considerarmos Q\{0} no lugar de Q.

Prova do Teorema 3.5.1
Pelo Lema 3.5.2, existe u, solugao fraca de (@) ), para todo A € (0, A). Na demonstragao
do Lema 2.5.2, vimos que (2.21), tem uma tnica solucao fraca. De maneira similar, mostra-se

que o problema

—Au+u=0
e em (),
u >0 (3.24)
ou

— = \puf? sobre Of2.
ov

tem uma unica solugao fraca que denotaremos por vy. De maneira andloga ao que foi feito
para uy, mostra-se que 0, € C*? (Q), para algum 6 € (0,1), e que 0y > 0 em Q.
Mostraremos agora que uy é supersolugao de (3.24). De fato, sendo u, solugao fraca de (@),
temos que

/ VuVe dr + / uyp dr = / g(x,u)pde+ X [ Yule de,

Q Q Q o9

para todo ¢ € H'(Q). Como g é ndo-negativa, [, g (z,ur)¢ dz > 0, para todo ¢ > 0.
Assim,

/Vu,\V@ dm—i—/u,\gp dr — A Yulp dx:/g(x,u,\)godxzo,
Q Q o0 Q

para todo ¢ € H*(2) com ¢ > 0. Desta estimativa segue que

/ Vu Vo dz + / uye do > /\/ Yulp dz,
Q Q o9

para todo ¢ € H'(Q) com ¢ > 0. Logo, uy é supersolucao de (3.24).
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Desde que uy e Uy, sdo respectivamente, solucao fraca de (Q,) e (3.24) e, além disso,
uy € C*(Q\{0}) e v, € C*(Q) para algum 6 € (0,1), entdo —Auy + uy > 0 e
—Avy, + vy, = 0 em  no sentido fraco. Por outro lado, temos que

% = \uj e % = A0} sobre 0.
Além disso, uy e Uy sdo positivas em Q\{0}. Assim, pelo Observacio 3.5.4, temos que uy > Uy
em Q\{0}.

Em seguida, usando iteragao mondtona e o mesmo argumento do Capiulo 2, contruimos
uma sequéncia (u,) tal que

ulziﬂk

_Aun-i-l + Un1 = g(xa un)a em ()
aunJrl
ov

Além disso, procedendo de maneira similar ao que foi feito no Lema 3.5.2 quando obtivemos

(3.25)
= \pul, sobre Of).

que vy < uy em Q\{0}, obtém-se que u; < up em Q\{0}. Procedendo com o mesmo
raciocinio, mostra-se que u; < us < ... < Uy < Upgq... < Uy em Q\{O}

Afirmagao: (u,) é uma sequéncia limitada em H' (Q).

De fato, como u,, ¢é solugao fraca de (3.25), tomemos ¢ = u,+1 como fungio teste e obtemos

que, para todo n € N,

i ||* = / g (z,up) Upyy de + XN [ Yulu,,q do.
Q
Pela hipétese (Hs) (b), h é ndo-decrescente. Logo, g é nao-decrescente e como u,, < uy, segue
da igualdade anterior que, para todo n € N,

||un+1||2 < / g (z,uy) uy dz+ A Yuduy deo.
Q o0

Usando novamente o item (i) do Lema A.1.4, temos que, para § > 0 e 5 € [0,2),

6(1+6)u§
/g(l’,U,\)UAdISC/ F—uy do.
e o |zl

Consequentemente, para todo n € N,

€(1+5)u§

[thaa ||* < C/ 7 Ux dx—l—/\/ Yul™ da.
o |z o0
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Pela desigualdade de Holder, obtemos que, para todo n € N,

2 er(os v g udt!
il <o [ S0 [l dr) Aol dr
o |z o0

p(1+8)uf q+1
<C /QW dz Hu,\HLPI(Q) + Cs [[uallza+1(a0) »

onde p > 1 e é escolhido de tal maneira que Bp < 2 e ]%—1—]% = 1. Como fBp < 2, pela
desigualdade de Trudinger-Moser (3.4) fQ % dx < co. Assim, pelas imersoes continuas
de Sobolev H' (Q) < L* (0Q) e H' (Q) — L* (), para todo s € [1,+00), segue da estimativa

anterior que, para todo n € N,
1| < Culluall + Co un]| "

Disto segue a afirmacao.

Agora, como (u,) ¢ limitada em H' (Q), pelo Teorema 1.2.3, a menos de subsequéncia,
u, — ui em H'(Q), com ui € H'(Q), pois H' () é Banach reflexivo. No que segue,
mostraremos que u} é solugao fraca de (@,). Com efeito, ja mostramos (ver (2.77) que se

u, — u} em H'(Q), entao

lim [ (Vu,Vo+u,p) de = / (VurVp +uyp) do, (3.26)

n—oo Q Q
para todo ¢ € H' (). De maneira similar ao que fizemos no Lema 2.3.2 (ver 2.14), usando

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, mostra-se que

lim A [ Yuftdz =X [ @) da. (3.27)

n=oo Jo0 BlY)

No que segue, mostraremos que

lim [ g(x,u,) dx:/g(:v,u’;\) dz. (3.28)
Q

n—oo 0
De fato, como, a menos de subsequéncia, u, — u} em H'(Q), pela imersao compacta de
Sobolev H' (Q) — L# (Q), para todo s € [2 + 00), u, — u} em L? (€2). Como Q ¢ limitado,
u, — ui em L' (Q). Assim, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequéncia, u, (r) — u} ()

quase sempre em ). Usando a continuidade na segunda variavel de g, obtemos
lg (z,up, () — g (x,u) (z))| = 0 quase sempre em .
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Desde que g é nao-decrescente e u,, < uy, temos que, para todo n € N|

19 (2,10 (2)) — g (2,0} (2))] < |g (@, un (2))] + |g (2,5 (2))] quase sempre em €.

Recorrendo novamente ao item (i) do Lema A.1.4, temos que, para é > 0 e § € [0,2),

e(1+6)u3 (2) e(lJré)(u;(ac))2

+ quase sempre em §).
| |

lg (2, ux ()] + |g (2, ux ()] <

Além disso, pela desigualdade de Trudinger-Moser (3.4),

N 040)(u3)”
3 dr < oo e —5 dx < oo.
o |zl o |z

Q12 (140) (1)

| |
Lebesgue, obtemos (3.28).

Logo, ) € L'(Q). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Usando (3.27) e (3.28) e escolhendo inicialmente ¢ € C*(Q) e depois, usando um
argumento de densidade, e procedendo de maneira andloga ao que fizemos para obtermos as

convergéncias em (2.75) e (2.76), temos que, para todo ¢ € H' (Q2),

lim A [ Yullode=X[ o u)™ ¢ de (3.29)
oo Jon i)
e
lim [ g(x,u,) e de = / g (z,uy) ¢ dz. (3.30)

Como u,,41 é solugio fraca de (3.25), para todo ¢ € H! (),

/ (Vup1Vo + upip) do —/
0

g(z,u,)p de — /\/ Yultty dz = 0.
Q o0
Fazendo n — oo, na igualdade acima e usando (3.26), (3.29) e (3.30), obtemos que, para
todo ¢ € H (Q),
[ e+ ue) do- [ g do- [ w03t oo,
Q Q o0
Concluimos, entao, que u} ¢é solucao fraca de (@Q))). Além disso, como no Capitulo 2, u} é

solugdo minimal de (@,) em [uy,uy], ou seja, u}y < w, para cada u; < u < wuy, onde u é

solucdo fraca de (Q,). E o teorema estd provado.
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3.6 Existéncia de um minimo local para I,, com )\ €
(0,A)

Nesta secao, utilizaremos o teorema seguinte para garantir a existéncia de minimo local

para I para todo A € (0, A).

Teorema 3.6.1 Seja uy a solug¢ao fraca para (Q))) encontrada no Lema 3.5.2. Entdo, uy €

um minimo local para I em H' (Q).

Demonstragao: Seja Ay > A e uj}, solucao minimal de (Q)y,) garantida pelo Teorema 3.5.1.
Se considerarmos u}, no lugar de uy, na demonstragao do Lema 3.5.2, obteremos uy solugao
fraca de (@) para cada A € (0,A). Supondo que uy nao é minimo local para I, chegaremos
a uma contradicao. Para tanto, notemos que se u) nao é minimo local para I, existe uma
sequéncia (u,) C H' () tal que u, — uy em H' (Q) e Iy (u,) < I, (uy). Definamos @ := uj,
e u := vy, onde Uy é a unica solugao fraca de (3.24). Inicialmente, mostraremos que u < @
em Q. De fato, usando que u é solucio fraca de (3.24) e que U é solugao fraca de (Qy,),
pois é solucao minimal deste problema, temos que estas fungoes sao continuas e positivas em

O\{0}. Além disso, u, u € C* (Q\{0}) e satisfazem

—Au+u >0, em —Au+u<0, em 2
ou _ € Ou
— > M\pul, sobre OS2 — < Mpul, sobre OS2
v v

no sentido fraco. Logo, pela Observacio 3.5.4, u < W em Q\{0}. Assim, para todo
o€ H'(9), com ¢ >0,

/{)V(E—Q)Vgodx—i-/ﬁ(ﬂ—g)godx:

/VﬂVgpdz+/ﬂgpdx—/Vngodx—/gg0da::
Q Q Q Q

/g<x,a>¢dx+<A2—A> b (@ — ut) o do > 0,
(9] o0

pois g é ndo-negativa, Ay > A e u < W em Q\{0}. Logo, pelo Lema 2.3.5, —A (7 — u) +
(@ —u) > 0 em 2 no sentido fraco. Obtemos também que

J(u—w) Jdu OJu g g
N = T I= = — >
ov ov Ov Ay = dpu’ = 0.
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Além disso, temos que © — u # 0, pois, do contrario, escolhendo ¢ € C* (ﬁ), 0 >0, e
usando o fato de u ser solugao fraca de (3.24) e w ser solugao fraca de (@Q,,), terfamos que
/ g (z, @) @ doe + Ay Yulp de =\ [ yYule dz,

Q o9 o9

o que implica

0>—/g(x,ﬂ)¢dx=(A2—A) Yulp dz > 0,
Q [s)9)

pois g é nao-negativa, u > 0 e Ay > A. Isto é um absurdo. Logo, @ — u # 0. Usando estes
resultados, segue do Lema 2.3.4 que u < 7 em .

Consideremos as seguintes funcoes

u(z), up () < ulz),
0 (0) =3 (1), u (@) <o) <T(),
u(x), Uy () > u ()

e definamos @, = (u, —u)", w, = (u, —u)~, S, = supp(w,) e S, = supp(w,). Entdo,

para todo n € N|

S,, = fecho {z € Q : W, (z) # 0} = fecho {zx € Q : u, (z) > u (v)} (3.31)
e
S, = fecho{r € Q:w, () # 0} =fecho{x € Q:u, () <u(z)}. (3.32)
Por definigao,
v, € My ={ue H(Q):u<u<u}, (3.33)

para todo n € N. Além disso, verifica-se facilmente que u,, = v, —w,, +w,, para todon € N.

Sejam
1
o= [ L0Vl = 190 + (unf® )] da
— G(x,u,) — G(x,u)] de — —— Y (ud™ —u? dx
| ) p j\_ L n+1 +1
n S"
© 1
Brn = 5/ [(IVunl* = [Vul®) + (Jua|* = |u*)] dz
_ / G (2, un) — G ()] d:c—qT)\l P (ul — ut) da,
S, S,
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para todo n € N. Procedendo de forma anéloga ao Teorema 2.6.1, obtém-se que I, (u,) =

I (v,) + A, + B,, para todo n € N.
Afirmacao: u < uy <7 em Q.

De fato, para mostrar que u < uy em €, é suficiente usar que u é solugao fraca de (3.24) e
que uy é solugao fraca de (Q,,) e proceder de maneira andloga ao que fizemos para mostrar
que u < W em Q. Agora, para mostrar que uy < U em §), notemos que como T é solucao
minimal de (Q),), entdo @ é solucdo fraca de (Qy,). Além disso, pelas definicdes de g, e f,

dadas em (3.18) e (3.19) e, considerando @ no lugar de u,, nestas defini¢des, temos que

9 (z,ux (7)) < g (,u(2)) e fi(z,ux () < Aot () U () . (3.34)

Usando que 7 é solugdo fraca de (Qy,) e que uy é minimo global de I, temos que, para todo

peH (Q), 920,
/V(ﬂ—u,\)V@dx—i—/(ﬂ—uA)@dw:
0 0

/VEVQOdx—i—/ﬂgpdx—/Vu,\Vgodx—/u,\(pdx:
Q Q ) Q

/ g (z,w) ¢ dx + Ay Yulp dr — / gy (z,uy) p do — TA (x,uy) ¢ dx.
Q Q

o0 o0

Disto e de (3.34), obtemos que, para todo p € H' (), ¢ > 0,

/V(U—UA)Vnger/(ﬂ—u,\)goda:ZO.
0 Q

Logo, pelo Lema 2.3.5, —A (@ — uy) + (@ — uy) > 0 em 2 no sentido fraco. Obtemos também
de (3.34) que

a (ﬂ - ’U,)\) aﬂ 8u>\ g —
olu—uyx) _ ou oux _ B . |
v o Ov Aapu? — f\ (z,uy) > 0 sobre 9Q

De maneira analoga ao que fizemos na demonstracao do Lema 2.5.2 para mostrar que
uy # Uy,, mostra-se que U # uy. Assim, pelo Lema 2.3.4, @ — uy > 0 em Q. E a afirmacdo

segue.

Desde que uy é minimo global de I garantido pelo Lema 3.5.2, temos que I (uy) < Iy (u),

para todo v € H'(Q). Em particular, Iy (uy) < Iy (u), para todo u € M,. Por outro
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lado, também na demonstracido do Lema 3.5.2, obtivemos que Iy (u) = I, (u) para todo
vy < u < wy,, com vy solucdo fraca de (2.21). Logo, considerando w no lugar de wy,
no Lema 3.5.2, obteremos que I, (u) = Iy (u) para todo vy < u < u. Usando que vy é
solugao fraca de (2.21) e que u é solugado fraca de (3.24) e, procedendo de maneira similar
ao que fizemos no Lema 3.5.2 para mostrar que vy < uy em 2, obtém-se que vy < u em
Q. Entdo, destes resultados e da afirmacio anterior, temos que vy < u < uy < @ em ).
Assim, Iy (u) = I, (u), para todo u € M,. Agora, desde que u < uy < U em {2, segue que
uy € My. Entdo, I, (uy) = Iy (uy). Logo, Iy (uy) < I, (u), para todo u € M. Disto segue

que Iy (uy) = inf,ep, Iy (u). Consequentemente,

Agora, de maneira andloga ao que foi feito no Teorema 2.6.1, obtém-se que }gn} — 0,
1S,| = 0, ||[w,|| = 0e ||w,| — 0. Usando estes resultados e desenvolvendo uma ideia similar
ao que fizemos também no Teorema 2.6.1, obtemos que A,,, B, > 0.

Segue destes resultados e de (3.35) que I, (uy,) > Iy (uy). O que é uma contradicdo, pois
tinhamos suposto que I (u,) < I, (uy). Portanto, u) é minimo local de I,. O teorema esté

provado. |

3.7 Existéncia de solucao do tipo Passo da Montanha

Nesta se¢ao, mostraremos alguns resultados que serao utilizados para encontrar a segunda
solugao fraca de (@). No que segue, fixaremos A € (0,A) e uy serd o minimo local de I
obtido no Teorema 3.6.1.

Definamos gy : 2 x R — R por

_ g(z,s +ux(z)) — g(z,ur()), ses>0,
gx(z,s) = (3.36)
0, se s <0

ef)\:ﬁQxR—HRpor

() (s + ur(z))? — ui(z), ses>0,

0, se s < 0.

f/\(l‘v S) =
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Dadas
Ga(z, s) = / O(z,t) dt e Fy (z,s) = / Flz,t) dt, (3.37)
0 0

definamos o funcional I, : H'(€2) — R por

L(v) = %/Q(|Vv|2 + |v|2) dz —/QCNJ,\(m,v) dz — /89 F) (z,v) dz. (3.38)

De maneira similar ao que fizemos no Apéndice A para obter a derivada de Jy, obtemos a
derivada de I, (ver (A.10)) que &
Lwe= [vovedrt [wpar— [aopdo- [ R dn
Q Q Q o9
para todo ¢ € H'().

Assim, um ponto critico vy de Iy é solucao fraca do problema

—Au +u= g(x,u + U)\) -9 ('1:7u/\)
u>0 (3.39)
0 ~
a—z = fa(x,u), sobre S
Observagao 3.7.1 Sew, € solugdo fraca de (3.39), procedendo de maneira similar a prova do
Lema 2.3.3, obteremos que vy > 0 quase sempre em ). Prova-se ainda que vy € C*? (ﬁ\{()})

para algum 0 € (0,1) e que —Avy + vy >0 em Q.

Em seguida, usaremos uma versao generalizada do Teorema do Passo da Montanha para
encontrar uma funcgao positiva que é um ponto critico de I,. Depois, usaremos esta funcao

para mostrar a multiplicidade de solugoes fracas de (Q)).

3.7.1 Resultado de compacidade

Lema 3.7.2 Dado F C H'(Q) um conjunto fechado e ¢ € R. Sendo (v,) C H'(Q) uma
sequéncia (PS)p,. para I, (ver Definigao 2.7.2 ), entdo, a menos de subsequéncia, v, — vy
em H'(Q) e

lim [ gi(z,v,) dv = / x(x,v) dx (3.40)
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lim Pz, vy) do = Az, vo) dz (3.41)
e Jaq 0

lim [ Ga(z,v,) dz = / ENCRDLE: (3.42)
lim [ Fi(z,v,) dz = / Fy(z,v0) d. (3.43)
e Jon 0

Demonstragao: Sendo (v,) uma sequéncia (P5S5) . Dara T,\, temos que lim,,_, Z\(vn) =c.

Ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que para n > ng,

1 ~ ~
’—/ (IVon)? + v2) dx—/G,\(x,vn) dx—/ F)\(z,v,) dz —c| <,
2 Ja Q o9

o que implica

1

—/ (]an\2+vi) dx—/é,\(:&,vn) dx—/ Ey (z,v,) dz < c+e. (3.44)
2 Ja Q o9

= 0. Assim, dado € > 0,

Usando novamente a condicao (PS) ., temos que lim,, H.T L (vn)

existe ng € N tal que, paran > ny, Z’\(vn) < e. Consequentemente, para cada ¢ € H'(Q),
temos que
T(w)e)
sup ———— < €,
el

donde Tf\(vn)go‘ < €ll¢l|, para todo ¢ € H*(Q); ou seja,

/ Vv,V dx + / Upp do — / ga(z,v,)p dox — Az v dz| < el (3.45)

Q Q Q G

A partir daqui, a prova sera dividida em duas etapas.

Etapa 1: Nesta etapa, mostraremos que

sup ||vn|| < oo, Sup/ ga(z,v,)v, dr < 00 e sup f,\(x,vn)vn dr < cc.
n n QO n o0
De fato, desenvolvendo a demonstragao do item (iv) do Lema A.1.2 de maneira similar a
demonstragao do item (iv) do Lema A.1.1, temos que, dado ¢ > 0, existe s, > 0 tal que,

para s > s., Gi(z, s) < €ga(z, s)s uniformemente em z € Q\{0}.

Além disso, como f) é crescente na segunda variavel, temos que

/89 Fy(z,v,) do = /89 </0”n ) dt> da < mﬁ(x,vn)vn dz.
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Assim, pela desigualdade (3.44), temos que

1 ~ -
- Hyn||2 < / Gi(z,v,) dx + 6/ ax(z,v,)v, da
2 QN[vn <s¢ QN[vn >s]
+ f;(a:, Up)Up dx +c+ €
o0

< C’€—|—e/§,\(m,vn)vn dx + ﬁ(m,vn)vn dr+c+e.
Q 89

Escolhendo ¢ = v,, como funcao teste em (3.45), obtemos

< €onll

‘/ |an|2 dx—i—/ |Un|2 dx—/gA(x,vn)vn dz — ﬁ(m,vn)vn dz
Q Q Q o0

e disto segue que

/’ga(x,vnm det [ Falwvn)on dz < [onl® + € [Jon]. (3.46)
Q o)

Agora, consideremos x € D,,, onde D,, := {z € 9 : v, (x) < uy ()}, para cada n. Entao,

(@, vn)vn = M (@) (vn + up (2))" = uf (2)) v
< AWl [2un (2))? = uf (2)] ux (2) = Cuf™ (2),
onde C' = 29\ ||¢]|, > 0. Assim,
; Az, o), dz < C’/ it dz < C ||u,\||‘ﬂ'i1(m) .
Logo, pela imersdo continua de Sobolev H' () < L* (0R2), para todo s € [1,+00), segue

que

J?;\(-Ta Vp) U, dz < C HuAHqul .
Dy,

Agora, para x € DS = {x € 00 : uy () < v, (z)}, temos que

(@, vn)vn = A (@) ((vn +ux (2))" = uf (@) v < APl (200 (2))" = 0} (2))vn
< 2N Yl vi" () = Cvi™ (),

onde C' = 29\ ||¢]| . > 0. Usando este resultado, o fato de DS C 0f2 ser limitado e a imersao

continua de Sobolev H' (Q) — L* (99), para todo s € [1,+00), obtemos que

/D (@, va)on de < [ Ottt de < Cllunll oy < Ca lloall

c c
n Dn

104



3.7. EXISTENCIA DE SOLUCAO DO TIPO PASSO DA MONTANHA

Logo,
fﬂ‘;\(xﬂ)n)vn dr = ]?;\(xavn)vn dx + f;\(xavn)vn dx < Cl ||Un||q+l :
o9 D, Dg
Consequentemente, existe C' > 0 tal que
~ 1 )
Kz, vp)v, de < C+ = ||ua]|”-
o0 4

Voltando a (3.7.1) e usando a tltima estimativa e a desigualdade (3.46), obtemos
1 2 2 1 2
5 loall™ = Ce +elva]l” + €lflvnll + C + Fflvall” +c +e,

de onde segue que

1
(5] Ionl? = ellonll < Gt e

Afirmagao: (v,) é limitada em H'(Q).

Suponhamos, por absurdo, que (v,,) nio seja limitada em H'(€). Assim, dividindo ambos

os membros da desigualdade anterior por ||v,]|, temos que

1 Ce+c+e
(— )||vn||s—+e.

— €
4 [[on|

Escolhendo € < % e fazendo n — oo, obtemos que o lado direito da estimativa anterior tende
a € enquanto que o lado esquerdo tende ao infinito, o que gera uma contradicao. Logo, a
afirmacao segue.

Desde que (v,) ¢ limitada, entdo sup, ||v.|| < co. Além disso, pelas definicdes de gy e fi,

vemos que

/5)\(58,1}”)”0” dz e f\(Lvn)vn dz
Q a0

sdo nao-negativas e como (v,,) é limitada em H'(Q), segue de (3.46) que

dz < oc. (3.47)

sup/ |gx(z, vp)v,| do < o0 e sup/ ’f,\(a:,vn)vn
n Q o0

n

Com este resultado, concluimos a FEtapa 1.

Usando mais uma vez que (v,) é limitada em H'(Q), pelo Teorema 1.2.3, a menos de

subsequéncia, v, — vy em H'({), para algum vy € H'(2), pois H*(Q) é Hilbert.
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FEtapa 2: Nesta etapa, mostraremos as convergéncias de (3.40) a (3.43).

Com efeito, observemos que, se a menos de subsequéncia, v, — vy em H' (), pela imersao
compacta de Sobolev H' () — L*(Q), para todo s € [2,400), temos que v, — vy em
L?(€). Como ) ¢ limitado, v, — vy em L' (Q). Por definicdo, gy é continua e, pelo item

(17) do Lema A.1.4, gx(x,v,), gx(z,vo) € L* (Q). Além disso, pela Etapa 1,
Sup/ |gx(x, v)v,| do < 0.
n Jo
Entao, pelo item (i) do Lema A.3.2,

lim [ g\(z,v,) do = / ga(z,v9) da.

< Clga(z, va)|

Agora, pelo item (i7i) do Lema A.1.2, existe C' > 0 tal que ‘é,\(x,vn)

uniformemente em x € Q\{0}. Disto e de (3.47), obtemos que

dzr < 0.

sup/ ’é,\(.ﬁE, Up)Un,
Q

n

Pelo item (iii) do Lema A.1.4, Gy(x,v,), Ga(z,v0) € L' (Q) e, por defini¢ao, G também &

continua. Logo, segue do item (i) do Lema A.3.2 que

lim [ Ga(z,v,) dz = / Ga(z,vo) dz.
0

n—oo 0

Em seguida, mostraremos que

lim ﬁ(x,vn) dx = ﬁ(x,vo) dx. (3.48)

n=0 Jan o0

Considerando novamente que v, — vy em H' () e usando a imersao compacta de Sobolev
H'(Q) — L*(09), temos que, a menos de subsequéncia, v, — vy em L*(992). Como
é limitado, v, — vy em L' (99). Entao, pelo Teorema 1.1.7, v, (z) — vo(x) quase sempre
sobre €. Sendo fy continua na segunda varigvel, temos que ’fj\(x, vn(2)) — falz, vo(:p))’ —0

quase sempre sobre 0€). Além disso, usando a desigualdade triangular, obtemos

A va@)) = falvo(@)] < | Al v(@)| + | A (@)

Por outro lado,
‘fx(fm vn(w))‘ = [M (@) (vn(2) + ur(@))? = ul(2)] < MYl [|P(z) + ur(@)] + |ul(2)]]
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)ﬁ(%vo(w))‘ = [M() ((vo(@) + ua(2))? = ud (@) < MJ9ll o [lvo(2) + urz)[* + [ux ()]

Assim,

’fx(% vn(2)) = fa(@,v0(@) | < MYl () + ua(@)| + 2 [ul ()] + [vo(x) + ua ()],
quase sempre sobre 0f).
Afirmagao: Ao [[h(z) + ur(@)[" + 2 [uf ()] + |vo(@) + ua(2)[*] € L' (0Q).

De fato, usando a desigualdade de Holder, temos que

1/p 1/p
el do< ([ e an) ([ 0as) T =il g 001 <o

o0N o0N

1+ 1 = 1. De maneira andloga, mostra-se que uf, vy +uy|? € L' (0Q). E,

ondep:%ep .

sendo L' (92) um espago vetorial, temos que a afirmagao vale.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos (3.48).

Em seguida, utilizaremos novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
para provar que

lim ﬁk(x,vn)dx:/ Fy(z,v0) dz.
o0 Jaq o0

Sendo F), (z,v,) = Ov" f;\(aj, t) dt continua na segunda variavel, obtemos
Fx(z,vn(2)) = F)\(x,v0(z)) quase sempre sobre 052

Por outro lado, se v, — vy em L* (0N2), para todo s € [1,+00), pelo Teorema 1.1.7, temos
que, a menos de subsequéncia, v,(x) — vo(z) quase sempre sobre 0f2 e existe | € L® (0f)

tal que |v,(z)| < I(z) quase sempre sobre 0f, para todo s € [1,+00). Agora, note que

B, 0| = /0 A t) dt‘ - /0 NG [+ ur(2))? — ul ()] dt
<Al | [+ oy af
Consequentemente,
a0 <€ /0 (t+ uy(2))? dt‘ < O |(vn + (@) 100] < O (1(x) +un (@) (x),
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com €' = Af[u] .

Denotando w = C (I 4+ uy)?1, afirmamos que w € L' (99). Com efeito,

/ lw| da::/ Cll+ uy|"|l| de.
20 o0

Como [ € L* (09), para todo s € [1,+00), podemos escolher p = % tal que [, uy € LP (092).
Assim, [+uy € LP (952). Como § é limitado, [+uy € L (0€). Assim, usando a desigualdade
de Holder, obtemos

/8 ful do < O+ s 1l <

ﬁA(x,vn) < w € L' (09), quase sempre sobre 9. Assim, pelo

11 _
onde sty = 1. Logo,

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Fy(z,v,) da :/ Fy(z,v0) dz.
e Joq o)

Com este resultado, concluimos a Etapa 2 e a prova do lema. |

3.7.2 Nivel minimax

Antes de estimarmos o nivel minimax de I, notemos que I (0) = 0. Além disso, usando
um argumento analogo ao que foi feito no Capitulo 2 (ver subsegao: Nivel minimax), obtemos

que 0 é minimo local de I e que
lim I, (tv) = —o0,
t—00

para v € H' (Q)\{0}. Assim, podemos novamente considerar e € H* () tal que I, (¢) < 0.
Seja
[={y:[0,1] = H"(Q) : v é continua, v (0) =0 e v (1) = e}.

Desta forma, definamos o nivel do Passo da Montanha

¢ = inf sup I, (v (t)). (3.49)
V€l te(0,1)
Também, como no Capitulo 2, mostra-se que ¢,, > 0. E, denotando Ry = ||e]|, temos que se

¢m = 0, entdo inf{I, (v); ||v]| = R} =0, para R € (0, Ry). Assim, se ¢,, > 0, consideraremos

F=H"(Q). E;sec,, =0, F={ve H (Q):||v] = Ro/2}.
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Com o seguinte lema estimaremos o nivel minimax ¢,,. Para tanto, usaremos novamente o

Lema 2.1.6.
Lema 3.7.3 O nivel minimax c,, < 5 (2 — f3).

Demonstragao: Sabemos que 0 € d€2. Suponhamos, por absurdo, que c,, > 7 (2 — f3).
Desde que 0 ¢ minimo local de I, ¢ ¢, > 5(2— ) >0, existe 6 > 0 tal que I, (v) > 0, para
|v]| = do. Agora, para cada n, temos que f, (t) = Jy (tw,) ¢ continua. Destes resultados
e desde que limy;_, o TA (tv) = —oo, usamos o Teorema do Valor Intermedidrio e obtemos
0 < &, € R, tal que f,(§) = 0. Assim, pelo Teorema de Wieirstrass, existe t, € [0,&,]
ponto de méximo da funcao f, (t). Note que, ¢, > 0, pois, se t,, = 0, entao f, (0) =0 e isso
contradiz o fato de 0 ser minimo local de j;

Pela defini¢ao de ¢, temos que sup,. Iy (fwy) > ¢ > % (2 — ). Entao, sendo t,, ponto de

méximo de f, (t) = I (tw,), temos que, para todo n,

t2 ~ ~

= (|an|2 + |wn|2) dx — / Gz, tywy,) doe — / F\(x, t,w,) de > T (2-0).

2 Jo Q a0 2
Denotemos

.t P 2 2 2
2 =2 [ (Ve 4 lnl?) do =2 P,
Q

Por definicao, é,\ e f,\ sdo nao-negativas, entao p? > % (2—pB), para todo n. Pelo Lema

2.1.6, ||wy|| = 1, para n suficientemente grande. Logo,
th>m(2-0), (3.50)

para n suficientemente grande. Recorrendo novamente ao fato de ¢, ser ponto maximo de

fn (1), temos que f! (t,) = 0, para todo n. Equivalentemente,

L] (fA (twn)> = I} (tpwn) wn = 0,

t=tn

de onde segue que, para todo n,

/ V (t,wn) Vw, dx + / tow? do — / g (z, tywy)w, do — f;(:v,tnwn)wn dz = 0.
Q Q Q a0
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Multiplicando a ultima igualdade por t,, obtemos

/|V(tnwn)|2 dx+/ |tnwn|2 dx :/ﬁ,\(x,tnwn)tnwn dx + f\(x,tnwn)tnwn dz.
Q Q Q a0

Como ]7)\ ¢ nao-negativa, segue da igualdade anterior que, para todo n,

/ gz, thwp ) taw, de < / IV (tpwn)|? da +/ |tpwn|® dz = 2u2. (3.51)
Q Q Q
De maneira similar a prova de (2.69), temos que, para s suficientemente grande,

¢® < inf ga(z,s) |z|° uniformemente em z € Q\{0}. (3.52)
x€)

Pelo Lema 2.1.6, quando n — 00, wy, () — +o00, para z € {|z] < 1/n}. Além disso, como
para todo n, t, > 0 e, para n suficientemente grande, t2 > (2 — 3) > 0, entdo t, - 0.
Assim, para x € {|z| < 1/n}, temos que t,w, (r) — +oo. Voltando a (3.51) e usando a

ultima convergéncia e (3.52), temos que

et%w%
Zui > / —ﬁtnwn dzx.
{lo|<1/n}n00 |7

Como, para n suficientemente grande, 2u> = t2, utilizando o Lema 2.1.6 e a estimativa

anterior, obtemos

1 et% ( % ln(nL))

2 2/ — 4 (nnl)"? da.
(o< VT |z?

Consequentemente,

Qﬁ 2 (l

2 t2(Ln(nL)) 1/2
t: > 2= B)nEH oh° t, (InnL)

t

——(2—6)) ln(nL)t

= CL<2—ﬂ>e< " (InnL)"?. (3.53)

Afirmacao: (t,) é uma sequéncia de nimeros reais limitada.

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que (f,) nao seja limitada. Entao, dividindo (3.53)

2

-, teriamos

por t

o (ECo0) i)

1/2
1> t (InnL) '
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Fazendo n — oo na estimativa anterior e usando a Regra de L’Hopital, temos que

t2
o (2— In(nL
1> lim C’e(” ( B)> ( )tn

n—oo

(In (nL))*?.
Usando (3.50) e a desigualdade acima, obtemos

1> lim Ct, (In (nL))*? = 400,

n—oo

o que é um absurdo. Logo, a afirmacao segue.

Agora, voltando a (3.53) e utilizando mais uma vez (3.50), temos que
t2 > Ct, (In (nL))"?,

para n suficientemente grande. Assim, dividindo a desigualdade anterior por t,, obtemos
tn > C (In(nL))"?.

Portanto, quando n — oo, o lado direito da desigualdade acima vai para o infinito e,
consequentemente, t, — 400, 0 que é uma contradigao, pois (t,) é limitada. Deste resultado,

concluimos a prova do lema. |

3.7.3 Existéncia de um ponto critico para T,\ do tipo Passo da
Montanha

O lema seguinte garante a existéncia de uma solucgao positiva do tipo Passo da Montanha

para o funcional .7;
Lema 3.7.4 f)\ tem wm ponto critico vy do tipo Passo da Montanha, com vy > 0 em Q.

Demonstragao: Seja (v,) C H! () uma sequéncia que satisfaz a condigao (PS) e, Dara
I, (para a existéncia de tal sequéncia, veja [16] e [14]). Entao, pelo Lema 3.7.2, a menos de
subsequéncia, v, — vy em H!(Q), para algum vy € H'(Q). Logo, pela Proposigao 1.2.2,
(v,) é limitada em H'(Q). E, pela imersiao compacta de Sobolev H' (Q) < L* (), para

todo s € [2,400), a menos de subsequéncia, v,, — vy em L? (). Como € é limitado, segue
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que v, — vy em L' (Q). Logo, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequéncia, v, (z) — vy (z)

quase sempre em §2.

Afirmacao: vy # 0.

Suponhamos que vy = 0. No que segue, consideraremos dois casos.
Caso 1: ¢, = 0.

Neste caso, F' = {v € H'(Q) : [[v]| = Ro/2} e como (v,) satisfaz a condigao (PS), , para

I, pelo Lema 3.7.2, se v, — 0 em H* (), entdo

lim [ Gi(zv,) dz = / Ga(2,0) dz =0 (3.54)
e
lim Hy(zw,) dz = Hy(2,0) dz = 0. (3.55)
o0 Jan 0
Também pela condicao (PS)y . , temos que
(1 ~ _
lim (— v ||” — / Ga(z,v,) dz — Hy(xv,) dz) =c¢n =0,
n—oo \ 2 Q 90

o que implica 1 va]|?> = 0. Assim, ||v,| = 0 em H' (Q). O que é um absurdo, pois como

(vy) C F, |lua]| = Ro/2 > 0, para todo n. Portanto, vy # 0.
Caso 2: ¢y € (0,5 (2 - B)).

Usando novamente o fato de v, — 0 em H' (), obtemos as convergéncias em (3.54) e (3.55).

Por outro lado, como (v,) satisfaz a condi¢ao (PS), . para I, segue que

1 - -
lim (— l|vnll* = / Ga(z,v,) dz — Hy(x,v,) dx) = Cp.
n—oo \ 2 Q

o0N

Disto e das convergéncias em (3.54) e (3.55) segue que ||[v,||> = 2¢m,. Assim, dado & > 0,
existe ng € N tal que, para n > ng, an|]2 < 2¢, + 0. Fazendo 6 — 0, obtemos que
|val|> < 26, < 7(2—p). Logo, existe € > 0 tal que, para n suficientemente grande,

lval* < 7 (2 — B) — €. Sejam

€ W(z—ﬂ)

0<d< ——er=

m(2—P) - (1+0)(m(2-8)—¢€)
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Notemos que r > 1, pois

(I1+0)(m(2—0)—¢) < (1+m) (m(2—05)—¢)

_ (W(Q—ﬂ)—e—l—e
T(2—0)—¢

Do item (i) do Lema A.1.4, temos que existe C' > 0 tal que, para todo s € R, § > 0 e

)(W(2—B)—6)=ﬂ(2—6)-

e(148)s2

B €10,2), sup,cq |or(z,8)] < C P uniformemente em x € Q\{0}. Entdo,

/ |9\ (z,0,)v,| dz < C ||$Tﬂ| (+0)0% 4. (3.56)

Por outro lado, como (14 0) (7 (2 — 8) —€) < 7 (2 — ), podemos escolher 1 < ry < r tal que
ro(14+8)(m(2—0)—¢€) < 7m(2—73). Logo, 1o (L+8) [|ual®> < ro(1+8) (m(2—8) —¢€) <
(2 — ). Além disso, como f € [0,2), podemos ter que TO(H(S)(;?_@_E) + g < 1. Usando a

desigualdade de Holder, temos que, para % + % =1lefp<?2,

1/p 1/7
p 0
:UT; 1+ Qg < ( :UTb"p dg;) (/ ero(1+o)vy dZL’)
xr Q| Q

1/70
2 vn 2
= ||U”HLP(Q’|I‘_5) (/{; 6T0(1+5)||'Un” (”UnH) dl‘) )

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (3.5), [, o HOlnl*(7ing)” 4 < 00. Logo,

‘Un‘ p(146)v
< .
|£L’|ﬁ " dx CHUNHLP(Q e 7)) - (3.57)
Agora, como v, — 0 em H' (Q2), pela imersao compacta de Sobolev H' (Q) < L* (Q, |x\_5>,
para todo s € [2,40), v, — 0 em L* (Q, |a7|_6>, para todo s € [2,400). Como € é limitado,
v, — 0 em L?* (Q, ]93|7B>, para todo 1 < s < 2. Em particular, v,, — 0 em L? <Q, |a:\7ﬁ>.

Logo, H’UnHLp(QMrB) — 0. Usando este resultado e (3.57), voltamos a (3.56) e obtemos que

lim / [gx(x,00)v,] dz = 0.
n—oo 0

Disto segue que

0<

/ﬁ,\(x,vn)vn dz| < / |gx(z,0,)v,| dz — 0,
Q Q
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o que implica

lim [ g\(z,v,)v, dz = 0. (3.58)

Usando que v, — 0 em H'(Q) e a imersao compacta de Sobolev H!(Q2) < L%(09Q) e
procedendo como no Lema 2.7.6 (ver 2.74), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, concluimos que

lim 7L,\(a:,vn)vn dr = 0. (3.59)

n—oo Q

Desde que (v,) satisfaz a condi¢ao (PS)y,, , temos que

lim (||vn||2 dz —/ﬁA(x,vn)vn dz —/ (2,00 )0, dx) = 0.

Assim, usando (3.58) e (3.59), obtemos do limite anterior que ||v,]*> — 0. O que é um
absurdo, pois tinhamos que ||vn||2 — 2¢,, > 0. Concluimos, assim, que vy # 0 em (2, e a

afirmacao segue.

No segue, nosso objetivo é mostrar que vy é solugao fraca de (3.39). De fato, como (v,)

satisfaz a condigdo (PS)y,, , pelo Lema 3.7.2, v, — vy em H' (Q) e, além disso,

lim [ g\(z,v,) dz = / Ga(zoy) dze lim [ hy(z,w,) do = /ﬁA(az,v,\) dz.

Procedendo como no Lema 2.7.6 ( ver 2.75), tomemos ¢ € C™ (ﬁ) e em seguida, usando

argumento de densidade, obteremos das convergéncias acima que, para todo ¢ € H* (),

lim [ ga(z,v,)p do = / gr(zvy)p dr e lim E,\(aj,vn)go dz = /ﬁA(x,vA)@ dz.

Também, j& vimos que, se v, — vy em H' () (ver Lema 2.7.6, 2.77) pelo Teorema da

Representagao de Riesz,

lim [ (Vu, Ve +u,p) do = / (VuaVo +uzp) dz,

= 0, pois (vy)

*

para todo ¢ € H' (). Destes resultados e usando que lim, ., HR\ (vn)

satisfaz a condicao (PS)chm para Z\, obtemos que, para todo p € H' (Q),

/ (VuaVo +uyp) do — / gx(z,o0)p do — / ?LA(%UA)SD dz = 0.
Q Q 80
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Portanto, vy é solugao fraca de (3.39). Deste resultado, juntamente do fato de v, # 0, usamos
a Observacao 3.7.1 e concluimos, pelo Lema 2.3.4, que vy > 0 em Q. Com isto, terminamos

a prova do lema. |

No lema seguinte, cuja prova segue de forma analoga a prova do Lema 2.7.7, obteremos

a segunda solugao fraca de (Q,).

Lema 3.7.5 Sejam vy e uy solugoes fracas de (3.39) e (Q)), respectivamente. Entao

wy = uy + vy € solugdo fraca de (Q)).

3.8 Prova do teorema principal

No que segue, faremos a prova do principal teorema deste capitulo.

Prova do Teorema 3.1.1

Pelo Lema 3.5.2, (@,) tem uma solugao fraca uy que é minimo local de I, para cada
A€ (0,A). E, pelo Lema 3.7.5, encontramos a segunda solucao fraca para (Q,) dada por
wy = uy + vy. Por definigdo de A, (@) ndo tem solucdo fraca para A > A. No que segue,
nosso objetivo é mostrar que (@) tem ao menos uma solugao fraca para A = A.
Com efeito, procedendo de maneira similar ao que fizemos na prova do Teorema 2.1.4,
obteremos que, para t > 0 pequeno e u € H' (Q)\{0}, I (tu) < 0. Por outro lado, obtivemos
na demonstracio do Lema 3.5.2 que, para cada A € (0, A), uy é minimo global de . Entdo,
1, (uy) < 0. Além disso, mostramos no Teorema 3.6.1 que uy, € M), onde M), estd definido
em (3.33). Assim, se considerarmos a sequéncia (A,) C (0,A) tal que A\, — A e (uy,)
a correspondente sequéncia de solugoes fracas de (@), podemos obter, para cada n, uy,

minimo global de Iy,. Assim,
Iy, (uy,) <0ewuy, €M,,.

No Teorema 3.6.1, mostramos também que I, (u) = I, (u), para todo u € M. Assim,

I, (uy,) = 1, (uy,) < 0. Logo, limsup,, ., I, (uy,) <O0.

Afirmagao: (uy,) é limitada em H' ().
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De fato, pelo resultado anterior, temos que, para n suficientemente grande,

1
2

An
s, |2 — / Glom,) dr= 2 [y s <0

Por outro lado, sendo u,, solugao fraca de (@), I3 (ux,) ¢ = 0, para todo ¢ € H' (Q). Em

particular, para ¢ = u,, . Assim,

lus, I — /Qg(x,u,\n)u,\n dr=d [ s, [ dz = 0. (3.60)

Pelo do item (ii) do Lema A.1.2, temos que dado € > 0, existe s > 0 tal que, para s > s,

G (x,5) < eg (v, s) s uniformemente em z € Q\{0}. Logo,

1 A,
S llua, |1” S/ G (z,uz,) d$+€/ g9(z,u,) uy, dz+ ¥ luy, |7 da,
2 QN{uy, <se} QN{uy,, >s} q+1 Jsoa

o que implica

1 An
—us? < C+ 6/ g (z,uy,) uy, do + ¥ luy, [T da. (3.61)
2 Q q+1 Joq

Além disso, usando (3.60), temos que

/ g (2, ux,) ux, d < [Jus, |
Q

e, j& vimos na demonstragao do Lema 2.3.1 (ver 2.7) que existe C' > 0 tal que
U lun, [T dz < Oy, ||
o0
Consequentemente, existem C, Cy > 0 tais que
2/1 |U)\n|q+1 dx S Cl + CQ ||U)\n H2 .
o0
Escolhamos C; > 0 tal que Cy, = 2. Assim, voltando a (3.61) e usando que A, C (0,A),

4A

obtemos

1 2 2 )\n 2
- <C. Cy+C

g lonal” < Ceeflun 17+ =57 (Cr 4 Ca s )
A

qg+1 2
< 2, 2 (¢ ,
< Cotellun I+ 7 (€0 S )
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mostrando que

1 9 ACl
: < '
(4 e) Ilua, || _06+q+1

1

Disto, do fato de A < oo e considerando € < 7, segue que |luy,| é limitada. Assim, a

afirmacao esta provada.

Sendo (uy,) limitada em H'(Q) e H'(Q) Hilbert, pelo Teorema 1.2.3, a menos de
subsequéncia, uy, — uy em H' (Q), para algum uy € H' (). Além disso, pela imersao
compacta de Sobolev H'(Q2) < L* (), para todo s € [2,4+00), uy, — us em L? (2). Desde
que Q ¢ limitado, temos que uy, — uy em L' (Q).
Afirmamos agora que uy é solugao fraca de (Qy).
Com efeito, como uy, — uy em H'(Q), usando o Teorema da Representagao de Riesz (ver

Lema 2.7.6, (2.77)),

lim [ (Vuy, Vo +uy,p) de= / (VupaV + upyp) de, (3.62)

para todo p € H' (Q2) e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, mostra-se

que (veja Lema 2.3.2, (2.14))

n—o0

lim Yluy, |t de= [ |upl? da.
o0 00

Por outro lado, como I} (ux,)¢ = 0, temos que lim, o I} (ux,)¢ = 0, para todo
© € H' (). Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que, para n > ng, e fazendo ¢ = uy,,
temos que
/g(x,%)% dz+ Ay [ Oluy, | de < e lun, | <e+ C.
Q o9

Consequentemente,

sup/ g (z,uy, ) uy, dr < oco.
0

n

Agora, pelo item (ii4) do Lema A.1.4, g (x,uy,), g (x,up) € L' (). Portanto, pelo item (i)
do Lema A.3.2,
lim [ g(x,uy,) dx:/g(x,uA) dz.
Q

n—oo Q

117



3.8. PROVA DO TEOREMA PRINCIPAL

Usando estas convergéncias e escolhendo primeiramente ¢ € C* (ﬁ) e depois usando
argumentos de densidade obtemos, de maneira andloga ao que fizemos no Lema 2.7.6 (ver

(2.75)), que

lim [ g(z,uy,)e de= / g (z,up)p dze lim Y luy,|Yp do = / W lupa|? e de,
o0 o0

para todo ¢ € H' (Q2).
Assim, usando novamente que lim,,_ o [ f\n (uy, ) ¢ = 0, obtemos das tultimas convergéncias e

de (3.62) que

/(VUAVSOJFUASO) dx—/g(aﬁ,uA)so dx—/ ¥ lual*e dz =0,
Q Q i)

para todo ¢ € H'(2). Disto segue que u, é solucao fraca de (Q,). Assim, para A = A,

(Qx) tem ao menos uma solugao fraca, o que conclui a prova do teorema.
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Apeéendice A
Resultados fundamentais

Neste apéndice, demostraremos alguns resultados que foram usados nesta dissertacao.

A.1 Desigualdades

Nesta secao, provaremos algumas desigualdades que utilizamos ao longo deste trabalho.
Para o lema seguinte, consideraremos a = 2. Porém, o resultado também é valido para

a € (0,2) e pode ser provado de maneira andloga ao caso o = 2.

Lema A.1.1 Sejam g, G, Gr e Gx as fungdes definidas em (2.4), (2.49) e (2.50),
respectivamente. Entao, para o = 2 e para todo s € R, existem constantes positivas C,

Cs, C35 e Cy tais que

(i) 1G(s) < Cilg(s)l,

(i) |G(s)] < Calg(s)sl,

(vi) ‘é,\(x, s)) < O3 [gr(, )| uniformemente em = € Q,
(1v) ‘é,\(x, s)’ < C4|9a(z, 5)s| uniformemente em x € Q.

Demonstracao: Provaremos os itens (¢) e (iii), pois os itens (ii) e (iv) sdo andlogos aos

itens (i) e (ii1), respectivamente.
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Para a prova do item (i), notemos que, se s < 0, g(s) = G(s) = 0 e o resultado segue.

Fixando sg > 0, temos que

s 50 s t2
G(s) = / p(t)e” dt = / p(t)e” dt + / tp(’?e dr.
0 0 s

0

Como p(s) é continua, pelo Teorema de Weierstrass, existe C' > 0, tal que [;° p(t)e’” dt < C.

Pela hipétese (P»)(b), p(s) é nao-decrescente, entao

G(s) < C+ ]ﬁ/ 2te” dt.
280 S0

Ecrevendo v = t2, temos dv = 2t dt. Assim,

/ otet” dt = / e¥ dy = e — %,
S0 S0

2

G(s) < C+ pls) <632 — €SO> :

Logo,

Uma vez que ¢(s) é nao-decrescente, dividindo a estimativa anterior por g(s) e fazendo

s — +00, obtemos

G(s) _ C Lp(s) (652 - e%%) 1
o5 S 9 T p()e” 250

Assim, dado € > 0, existe s > 0 tal que, para s > s,

‘G(S) 1
g(s)  2s9

Logo, |G(s)| < Ci|g(s)|, onde Cy = €+ ﬁ > 0, para todo s > s.. Agora, para s € [0, s],

<e. (A.1)

usando a definicao de G e o fato de g ser nao-decrescente, obtemos que

G(s) = [ alt) dt < gl)s < g(s)s.
0
Fazendo C' = max{C}, s.}, temos que |G(s)| < C|g(s)|, para todo s € R, e o item (i) segue.

Para o item (7i7), notemos que, por defini¢ao, se t < 0, entao gx(x,t) = 0 e o resultado segue.

Agora, se t > 0,
Gl 1) = p (1 4 ux (2)) 70" — p (uy () 4.
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Agora, como uy (r) é limitada em R, pois wuy(z) é continua em €, e além disso,
p(uy () 3@ > 0, temos que ga(z,t) < p(t+ uy () e @) Tomemos novamente

sg > 0. Assim,
0 0

S0 s
— / [ (t + uy (IL‘)) e(t+u>\(x))2 dt + / P (t + uy ($)) e(t—&-ux(a:))z it
0

s0
Como p (t + uy (z)) eT2@)* & continua e ndo-negativa, pelo Teorema de Weierstrass,

JUp(t+un(x)) @) qf < €. Assim,

é/\(% s) <C -l—/ p(t+uy(x)) et @)* g,

S0

Sendo uy (z) > 0 e p(s) nao-decrescente, obtemos

5 (4w (@)
G)\(I’,S> §C+/SO m

p(s+u(2))
SO+ 2 (so + uy (x))

Dt + uy (x)) T @) g

/ 2p (t + uy (x)) D" g,
S0

Escrevendo v = (¢ + uy (z))?, temos dv = 2 (t 4 uy (x)) dt. Assim,

/S 2p (t + uy (z)) Tt = /S eldy = e(stua@)? _ g(sotua(@)?

S0 S0

Substituindo este resultado na tltima estimativa, temos que

éx(l’a s) < C+ w [e(s“*(x))z — e(soﬂx(ff))Q] .
2 (sg + uy (v))

Agora, dividindo a desigualdade anterior por gy, obtemos

éx(I s) C p(s+uy(z)) [e(sﬂx(ﬂv)f _ 6(80+u/\(:l:))2:|
= < =
g,\(a:, 8)

9 (. 5) T2 (s0+ux () [p (s + up (2)) eltma@)® —p(uy () eA@] (A.2)

Sendo g(s) nao-decrescente e uy (x) limitada em R, temos que
p (S + uy, ($)) [e(s—l—ux(m))z _ e(so+u>\(w))2] <p (S + uy (ZE)) €(s+u>\(:v))2 —p (u)\ (:E)) eui(w).

Fazendo s — +o00 em, (A.2), temos
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p(s +uy (2)) [lHnr@? — lontun@)]
2 (50 + ux (1)) [p (5 1 up (2) T — p (un (2)) 3]

Portanto, pelas convergéncias acima, voltamos a (A.2) e obtemos que, dado € > 0, existe

— 0.

se > 0 tal que, para todo s > s,

é,\(x,s)

< €.
galz,s)

Assim, ’é,\(z:,s) < €[g\(w, s)| uniformemente em z € ) e para todo s > s.. Agora, para

s € [0, s¢], usando a defini¢ao de G » € o fato de g, ser nao-decrescente, obtemos que

Ga(z,s) = / ax(z,t) dt < ga(z,s)s < ga(z, 5)s. uniformemente em z € Q.
0

Tomando C' = max{e, s}, temos que ‘éx(x,s)‘ < C'|ga(z, s)|, uniformemente em = € Q e

para todo s € R. Disto, o item (7ii) segue. |

A prova do lema a seguir é similar a prova do lema anterior.

Lema A.1.2 Sejam g, G, Gy e Gy as funcoes definidas em (3.2), (3.36) e (3.37),
respectivamente. Entao, para todo s € R, existem constantes positivas Cy, Cy, Cs e Cy

tais que

(i) |G(x,s)|] < Cy|g(x,s)| uniformemente em x € Q\{0},

(ii) |G(x,s)| < Cyl|g(z, s)s| uniformemente em z € Q\{0},
(vit) ‘é,\(x, 3)’ < O3 [gr(, )| uniformemente em x € Q\{0},
(iv) ‘é,\(x, s)’ < Oy [9r(, 5)s| uniformemente em x € Q\{0}.

Lema A.1.3 Sejam g, G, g\ e Gy as funcées definidas em (2.4), (2.49) e (2.50),

respectivamente. Entao, para o € (0,2] e 6 > 0, temos que
(i) existem constantes positivas C e Cy tais que, para todo s € R,

lg(s)| < C1ePT5% ¢ |G (x, 5)| < Coe™ " uniformemente em z € Q,
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(7i) existem constantes positivas Cy e Cy tais que, para todo s € R,

1G(s)| < CysetH9" ¢ )é,\(x, s)’ < Cyse1T95% yniformemente em z € Q
(i17) e, para u € H' (Q2), temos que
g(“) 7G<U’) ’§>\ (,U) € é)\ (,U) € Ll (Q> :

Demonstracao: Para a prova do item (i), notemos que se s < 0, pela hipétese (P»)(b)
temos p(s) = 0 e, assim, ¢g(s) = 0. E o resultado segue. Para s > 0, o € (0,2] e 6 > 0, temos

que

o op(s)e”
Jm e = 0
Assim, dado € > 0, existe s, > 0, tal que, para s > s, |g(s)] = ‘p(s)esa‘ < eellH0)s®

Para s € [0, s.] como (f’+(539a é continua, pelo Teorema de Weierstrass, existe C' > 0 tal que

lg(s)| < Celt+9)s" Tomando C; = max{e, C'}, obtemos que, para todo s € R,
lg(s)| < Crelltos®, (A.3)

A prova de que existe Cy > 0 tal que |gi(z, s)| < Coe'™)" uniformemente em z € Q, segue
de maneira analoga. Logo, o item (i) estd provado.
Para mostrar o item (ii), ¢ suficiente usar as defini¢des de G e G, ¢ o item (7). De fato,

temos que

G@Z/ U&<C/ (L) 4t < Osell+9)s”
0 0

G (z,s) = / ga(z,t) dt < C/ ()" 4t < C5e1H9)s
0 0

uniformemente em z € Q.
Para a prova do item (7ii), notemos inicialmente que, pelo ietm (i) e pela desigualdade de

Trudinger-Moser (2.1), segue que

/]g(u)\ dangl/ (e gy < 0.
0
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Logo, g(u) € L' (€). De maneira andloga, mostra-se que gy(x,u) € L' (). Agora, usando o

/]G(u)] dr < C/ue(1+6)“a d.
Q Q

Pela desigualdade de Holder e pela imersao continua de Sobolev H' () < L* (2), para todo

item (7), obtemos

s € [1,400), segue da estimativa anterior que

1/r ’ 1/r 1/r
[iewlarse( e a) ([ra) <o [emo )
Q Q Q

onde % + % =1 er > 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), segue que f r(1+0)ut
dxr < co. Logo,
/ |G(u)| dz < C'||lu|| < oo.
Q
Assim, G (u) € L' (Q). De maneira similar, obtém-se que G,(z,u) € L' (Q). Portanto, o
item (i77) estd provado. |

Também omitiremos a prova do proximo lema, pois esta é andloga a prova do Lema A.1.3.

Lema A.1.4 Sejam g, G, §r e Gy as funcoes definidas em (3.2), (3.36) e (3.37),

respectivamente. Entao, para § € [0,2) e § > 0, temos que

(i) existem constantes positivas Cy e Cy tais que, para todo s € R,

o (146)s o(1+6)s? _
o e |gx(z,s)| < Oy W uniformemente em x € Q\{0},

(71) existem constantes positivas C3 e Cy tais que, para todo s € R,
6(1+5)82

El

6(1+5)82
B

|G (z,8)] < Css

e ‘é,\(az, 5)‘ < Cys uniformemente em z € Q\{0}

|z]

(i) e, para u € H' (Q2), temos que
g(,U) 7G('7U’) 7§A (7“) € éA (,’LL) € Ll (Q> :

Lema A.1.5 Sejam g e G as fungdes definidas em (3.2). FEntdo, para f € [0,2) e para

algum k > 1, temos que

124



A.2. FUNCIONAIS DIFERENCIAVEIS

(1) existe constante positiva Cy tal que, para todo s € R,

s2

(&

]

lg(z,5)| < Oy uniformemente em x € Q\{0}

(7i) e existe constante positiva Cy tal que, para todo s € R,

82
|G(z,s)| < C’gsk+1e—|ﬁ uniformemente em x € Q\{0}.
T

Demonstragao: Se s < 0, pela hipétese (Hs) (a), h é nula. Logo, g e G sdo nulas e
assim os itens (i) e (i7) seguem. Agora, pela hipdtese (Hs) (d), dado € > 0, existe s, > 0 tal
que |h(z,s)| < els|", para todo s > s, e para algum k > 1. Por outro lado, pela hipétese
(H3)(f), dado €; > 0, existe § > 0 tal que |h(z,s)| < €%, para todo s € (0,6] e para

algum k& > 1. Além disso, desde que h(:,gs) ¢ continua, pelo Teorema de Weierstrass, existe

constante positiva C (d,¢€) tal que |h(z,s)| < C;(d,¢) s*, para s € [0,s]. Entdo, fazendo
C = max{e, €;,C} (0, €)}, obtemos |h(z, s)| < Cs* uniformemente em z € Q\{0}, para todo

s € R. Assim,

s2

k
|

lg(x,s)| = uniformemente em x € Q\{0},

para todo s € R. E o item (i) esta provado.
Para a prova do item (i), é suficiente usar a definicio de G e o item (i). Ou seja, como

G(z,s) = [, g(x,t) dt, pelo item (i), temos que
2

s s t
G(x,s):/ gz, 1) dth/ = dt,
0 o |z
o que implica
2 2

S S C 82 S .
G(z,s) < C’|6 7 / th dt < ms’““ﬁ = C'stﬂ‘eT uniformemente em z € Q\{0}.
z|” Jo T T

Disto, segue o item (ii). |

A.2 Funcionais diferenciaveis

Consideremos os funcionais Iy, Iy e I3 definidos em H' (Q) por

1

L (u) = 5/9 (|Vu|2 + |u|2) dz, I (u) = /QG(U) dre I3(u) =

A

m P |U|qul dz,
o0
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onde G é a funcao definida em (2.4) e ¢ uma fungao que satisfaz a hipdtese (Fy).
Nosso objetivo é mostrar que estes funcionais sao de classe C*(H* (©) ,R). Inicialmente,

mostraremos que tais funcionas estao bem definidos. Com efeito, notemos que:
(i) dada u € H' (), entdo 3 [, (|Vu| + |ul ) de =1 |ul]* < oo
(i7) pelo item (i) do Lema A.1.3, temos que G(s) < C'se®”, entiio

/G(u) dz < C’/ ue® dz.
Q Q

Pela desigualdade de Holder e pela imersao continua de Sobolev H' () < L* (2), para todo

s € [1,400), segue da estimativa anterior que

1/r ’ 1/r 1/r
/ G(w)| de < C </ e dx) (/ fuff d:c) <c (/ (2 dx> lul,
Q Q Q Q

onde % — =1el < rr < +oo. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1) fQ

1/r
/ G(w)| do < C (/ (2 d:c> lul| < oo.
Q Q

Assim, I, estd bem definido.

dxr < oo. Logo,

(iii) pela hipStese (Py), [¢ ()| < ||¢].., para @ € Q. Usando a imersio continua de Sobolev
H'(Q) — L* (09), para todo s € [1,400), obtemos que

A A
m aﬂw |u|q+1 d:(: ||¢|| / | |q+1 dr = Cl ||u| %—:il o) < C Hu“q—i-l < o0,
Logo, os funcionais Iy, I e I3 estao bem definidos.
Afirmacgao 1: O funcional I; é de classe C'(H' (), R).

Existéncia da derivada de Gateaux de [

Seja u € H' (), entao para cada v € H* (Q),

oL (u) 1 {Il(u%—tv) - ]1(u)] R e ||u||2]
= —lim = —lim
ov 2 t— t 2 t—0 t
1 (u+tv,u+tv) —(u,u)| 1
—élr%[ ; —5%%[2<uv>+t||u”] (u,v)
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Al (u)

Logo, =5,

= (u,v) é a candidata a derivada de I;.
Existéncia da derivada de Fréchet de I

Seja u € H' (Q). Para cada v € H' (Q), temos que

1 2 1 2 2
sllu+v|” — 5 [lul|” — (u,v . ) 1

o] =0 o] T el=0 2 ||l =0 2
Assim, I; é diferencidvel em H' (Q2) com I](u)v = (u,v).
Continuidade de ]
Consideremos a sequéncia (u,) C H' (), com u, — u em H'(Q). Afirmamos que
I[(u,) — I (u) em H'(Q). Com efeito, desde que u,, — u em H'(Q), dado € > 0 e

v e H'(Q) tal que ||v]| < 1, temos que
(L1 () = 13 (u)) v] = [ (un)v = 15 () 0] = [{un = u,0)| < [Jun — ull [Jo]] <
para n suficientemente grande. Entao,

11 (un) = I (W), = sup |([{(un) = 17 (u)) v] <€
veEH(Q)
[vll<1

e disto segue que I} (u,) — I} (u) em H~'(Q). Portanto, I, € C*(H' (Q),R).
Afirmagao 2: O funcional I, é de classe C'(H! () ,R).
Existéncia da derivada de Fréchet de I,

Fixado u € H'(Q), seja v € H'(Q). Consideremos
r(v) = I(u+v) — Ir(u) — / g(u)v dx.
Q

Nosso objetivo é mostrar que
i @I _ 0.

wi=o flofl

ou, equivalentemente,
r(on)l _

loal=>0 [Jva]l

Consideremos h : [0,1] — R, tal que h(t) = G(u + tv,). Como G(u) = [, g(s) ds, pelo

Teorema Fundamental do Célculo, G é diferenciavel. Logo, G é continua. Assim, h é continua
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e h'(t) = G'(u+ tv,) = g(u + tv,)v,. Entao, usando novamente o Teorema Fundamental do

Calculo, obtemos

/1 }(t) dt = h(1) — h(0).

Como
1 1 d
/ R'(t) dt :/ —G(u+ tv,) dt,
segue que
1
h(1) — h(0) = / iG(u + tvy,) dt.
o dt
Logo,
1 d 1
Gu+v,) — Gu) = / %G(u + tu,) dt = / g(u+ tu,)vy, dt.
0 0
Entao,

r(on) = Io(u + o) — Ip(u) /Qg(u)vn dz = /Q/O1 g+ ton)o, dt dz — /Qg(u)vn dz
= /Q/Ol (g(u+ tv,) — g(u)) v, dt dz,

o que implica
1
7 (vp)| < / / lg(u + tv,) — g(u)| |v,| dt dz.
Jo
Pelo Teorema de Fubini e pela desigualdade de Holder, obtemos

1 1
|mwﬂs[lémm+w%»—mwu%MMdugAHmu+ww—gwmyﬁn%mﬂ@du

onde%+%:1e1<'r,r’<oo. Assim,

1
IMwNSWMLA\mw+wm—gwmym<ﬁ

Pela imersao continua de Sobolev H!(Q) < L* (Q2), para todo s € [1,+00), existe C' > 0 tal

que
1
[r(vn)| < Cllvnll/o g(u+tvn) — g(w)]| () di. (A.4)

Por outro lado, segue do item (i) do Lema A.1.3 que

‘g<u + tvn) N g(u)‘r <cr (62(u+tvn)°‘ + eu")r < or=1cr (€2r(u+vn)"‘ + 6ruo‘)

—C (62r(u+vn)“ + 6ru") ) (A5)
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Desde que |[v,|| = 0 em HY(Q), v, — 0 em H'(Q). Assim, pela Proposi¢ao 1.3.5, temos
que, a menos de subsequéncia, existe h € H*() tal que |v,(z)| < h(z) quase sempre em Q.

Logo, por (A.5), temos que
|g(u + tvn) . g(u)|r S C <627‘(‘u|+i1)a + 67‘ua> ‘

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), obtemos

/ 627"(‘“'“;)& dzr < oo e/ ™ dr < oo.
Q Q

Logo, (GQT(‘UHE)Q + e”‘a> e L' ().

Agora, como v, — 0 em H'(Q), pela imersao compacta de Sobolev H'(Q)) — L*(Q),
para todo s € [2,+00), temos que, a menos de subsequéncia, v, — 0 em L*(Q2). Usando
que € é limitado, temos que v, — 0 em L'(Q2). Assim, pelo Teorema 1.1.7, a menos de
subsequéncia, v, (r) — 0 quase sempre em 2. Logo, pela continuidade da fungao g, temos

que |g(u(z) + tv,(z)) — g(u(z))| — 0 quase sempre em §2 e disto segue que
lg(u(z) + tv,(x)) — g(u(z))|” — 0 quase sempre em (.
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

[lg(u+ton) = g(u)ll (@) —= 0.

Voltando a (A.4), temos

[ (vn)|

[[on]

1
<c / g+ t) — 90) |y

o que implica

1
(vy, _
[r{vn)] < C’/ lim |[g(u + tvn) — g(u)|[ g dt =0.
0 llvnll=0

E fécil ver que o funcional T (u) : H(Q) — R dado por

T (uw)v= /Qg(u)v dz

é linear. Além disso, T'(u) é continuo. De fato, como

/Q gluy dz| < / l9w)| o] da,
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segue, da desigualdade de Holder e da imersao continua de Sobolev H'(Q)) < L* (2), para
todo s € [1,4+00), que existe C; > 0 tal que,

/Q!g(U)l ol dz < lg()ll @) 10l @) < Crllg(@)]] ey 101l

onde %—l— % =1lel < rr < oo Poroutro lado, temos de Trudinger-Moser (2.1) que
lg(W| -y < o0. Assim, |T(u)v| < Clv]|, onde C' = C1 [|g(u)]]rq)- Entao, o funcional I

é diferencidvel em H'(Q), com
L(u)v = / g(u)v du.
Q

Afirmagao: I, : H(Q)) — H1(Q) é continuo.

De fato, consideremos a sequéncia (u,) C H*(2) tal que u,, — v em H'(§). Assim,

I13(u) = B, = sup | [ (9t0,) = a(w)o do

flvlI<1

< Sup/lgun —g(w)| |v] da.

l[oll<1
Pela desigualdade de Holder e pela imersao continua de Sobolev H!(Q) < L* (Q2), para todo
s € [1,4+00) , existe C' > 0 tal que

113(un) = L(w)|l, < sup [lg(un) = g(u)ll 1o IVl] 1 (@) < sup Cllg(un) = g(u)l -y IVl -

lvll<1 l[oll<

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), [|g(u,) — g(u)][ ) < 00. Assim,

15 (un) = I (w)ll, < C'llg(un) = g(u)l| 1r(q) < 00

Usando novamente a desigualdade de Trudinger-Moser (2.1) e, procedendo de maneira

andloga aos célculos anteriores, obtemos que
1£3(un) = L ()], — 0.

Logo, I} é continuo e a Afirmagao 2 segue.

Observagao A.2.1 De forma andloga, mostra-se que o funcional I : H' () — R dado por

fw= [ e

estd bem definido e € de classe C*(H" () ,R), onde G(x,s) = [ g(x,t) dt e g(a,t) =

h(z,t)et”
|
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Afirmacgao 3: O funcional I3 é de classe C'(H' (), R).

Existéncia da derivada de Gateaux de I3

Seja f : (0,1) — R dada por f(t) = 1 |u + tv|""", onde u,v € H'(Q). Sendo f continua,
pelo Teorema do Valor Médio, existe tg € (0,¢) tal que f(t) — f(0) = f'(to)t. Assim,

(&) = FO) _ [(fu+ to]"™ — ™)
t t ‘

|f ()| =

Escrevendo to = €t e, sendo f(t) = ¢¥(q+ 1) |u + tv|”" (u + tv)v, obtemos

[9(ju + o] — Jul)]
t

= [0(g+ 1) [u+ etv|"™" (u+ eto)o| = (¢ + 1) [¢] |v] [u + etv]”
< (q+ 1) Wl ol (Jul + et )" < (g + 1) [ o] (Ju] + [v])?.
Pela hipétese (Py), existe C7 > 0 tal que [¢ (x)| < C}. Assim,
|¢(q + 1) |u + eto]" " (u+ etv)v‘ < C'v| (Ju] + [v])9,
onde C' = (¢ + 1)C}. Entao,
/m (g +1) Ju+ eto|]" (u+ eto)v| da < /{m Cv| (Ju| + |v])? dz.

Em seguida, mostraremos que f'(to) € L'(0f). Pela desigualdade anterior, ¢ suficiente

mostrar que
/‘MHM+Wde<m.
a0

De fato, se ¢ = 0, usamos a imersao continua de Sobolev H!(Q) — L*(0f2), para todo

s € [1,4+00), e obtemos que

[ telul + Jely do = [ o] do = ol < C el < .
o0 o0

Agora, se g € (0, 1), consideremos p = %, com %4—1% = 1. Usando a desigualdade de Hélder e

novamente a imersao continua de Sobolev H*(2) < L*(99Q), para todo s € [1, 4+00), temos
/ i 1P %
ol (Jul + Ju])? de < ( o dx) ( [ [+ 101] d:c)
a0 a0 a0
~ ol ([ (1l 410D d )
a0

= [lvll Lo oy 1l + W1 T oy < ClwITul + o] < o0
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Logo, f'(to) € L*(99). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

[ _ ]’ q+1 _ q+1
lim 3(u+ t,v) — Iz(u) — lim A P(Ju + t,v] lu]T) dz
tn—0 tn tn—0 (q =+ 1) 90 tn
= lm A [ Y|u+tet, o' (uteto)oder=\ [ ¥u" " uw da.
=0 Jaa o9
Consequentemente,
ol _
s (v) =\ [ lu ww de
v a0

¢ a canditada a derivada de I3.
Existéncia da derivada de Fréchet de I;

Fixe u € H'(Q2) e seja v € H'(Q). Consideremos
r(v) = Lu+v) = Lu) — A [ ¢ul' " w da.
o9

Mostraremos que

L)
=0 flofl
ou, equivalentemente,
Il _ (A.6)

loal=>0 [Jva]

Notemos que

r(vn) = —— /miﬁ (Ju+ v, |1 — |u!q+1) dz — )\/mw lul" uv, de

A / (/ld o ) / /1 !
-~ — 9 (lu+ to, dt ) dz — A\ ul*" uv,, dtdz,
q+1 Jaa \Jo dtw“ ) 20 Jo vl

0 que mostra

A 1 1
r(v,) = — / (g+ )¢ (Ju+tv,|v,) dt ) da — )\/ / O |u|" " uv, dtdz
o0 ¢+ 1 \Jo 20 Jo

1
= / A (/ ¥ (Ju+ tog |7 = [u" " u) vy dt) dz.
20 0

Disto, segue que
1
/ A (/ Y (|u + tug T — |u) u) U dt) dx
09 0

1
S/ )\/ | (|u+tvn|q—|u|q71u)vn} dt dz.
o Jo

[ (on)| =
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Assim, pelo Teorema de Fubini,

1
|7 (vn)| = )\/ / [0 (Ju + tv,|? — 7! u)| |v,| dz dt.
o Joo

Pela desigualdade de Holder e pela imersao continua de Sobolev H'(Q)) — L*(dN), para

todo s € [1,+00), temos que

dt

L™ (09) ||Un ||LT(89)

1
e <3 [ o+ tonf? = ul"" )

o A (A7)

1
gxuwuéiwwm+wwv—hm”uﬂ

onde £ + & =1el < rr < oo Desdeque v, = 0em H(Q), v, — 0 em H'(Q).
Assim, pela imersao continua de Sobolev H'(Q) < L?# (02), para todo s € [1,+00), a menos
de subsequéncia, v, — 0 em L'(992). Entao, pelo Teorema 1.1.7, temos que, a menos de
subsequéncia, v, (r) — 0 quase sempre sobre J e existe h € L'(99) tal que |v,(z)| < h(x)
quase sempre sobre 0f). Logo,

,',./

4 (Je + ol =l ) | < Rl |+ 07+l )

<C <|u + |+ |u|qu> <C <‘u + tmqw + |u|qr,> .

Desde que u € H' (Q2), pela imersao continua de Sobolev H'(Q) — L' (09Q), u € L' (09).
u+th
‘u—i—tﬁ‘qr,, lu|” € LT (89) e como Q ¢ limitado, }u+tﬁ|qr/, lu|™ € L'(09). Logo,
C (|u + tﬁ|qr, + |u|qu> € L' (09). Por outro lado, se v, (r) — 0 quase sempre sobre 9,

Assim, , |u| € L' (09). Escolhendo s € (1,+00) tal que s¢ > 1, obtemos que

entao

,,,/
— 0

[0 (2) (Ju (@) + ton (@)]* = |u (@) u(2))]

quase sempre sobre 0. Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

Hw (|u—{—tvn|q— |u|q71u)’ 0.

' (oq)
Deste resultado e de (A.7), obtemos (A.6).

Afirmacgao: O funcional T3(u) : H' () — R dado por
Ti(wv =X [ ¢u/" " ww dz
o0
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¢ linear e continuo.
Com efeito, nota-se facilmente que T5(u) é linear. Para mostrar que T3(u) é continuo, note

que

|T3(u)v| = A ‘/ O |u|” " uo da
o0N

<Al / uf?fo] de = C / [o] da,
o0 o0

onde C' = A|[¢||,. Analisemos dois casos. Seja ¢ = 0. Usando a imersao continua de

Sobolev H*(Q) — L*(99), para todo s € [1,+00), temos

[ tultiel de = [ ol do = ol my < ol
o0 o0

Logo, |Ts5(u)v] < C||v||. Agora, se ¢ € (0,1), pela desigualdade de Holder e pela imersao
continua de Sobolev H'(Q)) — L*(9R), para todo s € [1,+00), segue que

[ Ts(uw)o] < C ol lul® = C o]
Assim, T3(u) é continuo. Logo, I3 é diferenciavel e

Lwov =X\ [ ou"" uw dz.
20

Afirmagao: I} : H' (Q) — H ' (Q) é continuo.
Seja (u,) C H'(Q2) uma sequéncia tal que u, — u em H' (). Mostraremos que
I(un) — Ii(u) em H™' (). De fato, sendo
Apud, u >0
flu) = ,
0, u <0

temos que

30n) = 250) o) = 3| [ 6 (il = 0) v

<) / o1 |(unl” — )] o] da
o0

<Al ([ bl do- [l as). )

134



A.2. FUNCIONAIS DIFERENCIAVEIS

Desde que, u, — u em H' (), pela imersao compacta de Sobolev H'(Q) — L* (99), para
todo s € (1,+00), a menos de subsequéncia, u, — u em L*(0f2), para todo s € (1,400).
Assim, pelo Teorema 1.1.7, temos que, a menos de subsequéncia, u, (x) — wu(x) quase
sempre sobre 02 e existe | € L* (09) tal que |u,(x)| < I(z) quase sempre sobre 0S), para

todo s € [1,4+00). Logo, |ul (z)v (z) — u? (z) v ()] — 0 quase sempre sobre 092. Além disso,
Jug, (2) v () = w? (2) v (2)] < fug (2) v ()] + [0 (2) v ()] < V(@) [0 (2)] + [u? (2) v ()]

quase sempre sobre 9. Em seguida, nosso objetivo é mostrar que (7 |v| € L' (99). De fato,

procedendo como antes, consideremos ¢ = 0 e obtemos

/ [1|? |v] dz = lv| dz < co.
o o0N

Para ¢ € (0,1), usamos a desigualdade de Hoélder e a imersdo continua de Sobolev

H'(Q) — L* (092), para todo s € [1,+00), e obtemos que

/BQ 7 vl de < (1212060 10112 60y < C NI To@g) 0l < oo,

com p = % e %—I—}% = 1. Logo, l?|v] € L'(9Q). De maneira similar, prova-se que
lul?|v| € L' (09Q). Entao, 1|v| + |u|?|v| € L' (9€). Assim, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue,

lim [ Jun? ol dx:/ ul? |o| dz.
=00 J o0 o0

Por (A.8), obtemos
|(Z3(un) = I3(u)) v =0,

o que implica
13(un) — I(w)|[, = sup  [(I5(un) — I5(u)) v| — 0.
veEH1(00)
lvl<1

Logo, I}(u,) — I}(u) em H! () e isto prova a afirmagao. Assim, I3 € C'(H' (Q),R).

Entao, os funcionais Jy : H' (Q) = Re I, : H' () — R dados por

Iy(u) =1 (u) — Iz (u) — I3 (u)

1/ 2 2 / A +1
=— Vul"+ ul”) dz— [ G(u) de — —— | ¢ |ul!™ dz
S [ (9uf ) ar— [ G ar- 2 [ u
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Iy(u) =16 (u) = I (u) — I3 (u)

1/ 9 2 / A +1
== Vul®+ |ul”) de— | G(x,u) do — —— Y lul™ dx,
5 Q(! |+ Jul®) g (2, u) i1 |ul

sao de classe C1(H' (Q),R) e,.além disso, temos que

J5 (u)v = /Q (VuVo 4+ uwv) dz — / gwv dz =X [ ¢ u|" " dz (A.9)

Q o0

I;(u)v:/Q(VqujLuv) dx—/

g(x,u)v dx — )\/ Y [u| o d, (A.10)
Q 09

para todo v € H* (Q).

A.3 Resultados de convergéncia
Nesta secao mostraremos alguns resultados de convergéncia que usamos nesta disertagao.

Lema A.3.1 Seja Q C R? um dominio limitado e suave e f : Q x R — R uma funcdo
continua. Dada uma sequéncia (v,) C L'(Q) tal que v, — v em L'(Q) e f(z,v,),

f(zw) e L' (Q), temos que
(i) se sup, [ |f (@,0,) vy] dz < 00, entdo

lim fxvn dx—/f x,v)

n—o0

(i) e se sup, [, |f (z,v,) V2| dz < 00, entdo

lim [ f(xv,) Undx—/f zw) v de.

n—o0 9]

Demonstragao:  Daremos apenas a prova do item (i), pois o item (ii) segue como
consequéncia do item (7) e da desigualdade de Trudinger-Moser.

Consideremos

azsup/ | f(z,v,)v,] do < oco.
n Jo
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Dado € > 0, definamos

pe = max |f(z,s)|.
LSRN
|s|<2&

Entao, para A C Q , com |A] < 5%, temos
He

/um%ﬂms/ AL&ﬂﬂﬂm+/ (@) de.
A An{Jva|>22} |vn| An{|on|<2E}

Se |v,| > %, temos |v—1| < =. Logo,

2
/ ) Lf (@, vn v de < i |f(z,v0)vn| da
An{|vn|>25}

|vn| An{lon|>29}

I/\

/|f T,0,) Uy dz < %625

Por outro lado,

/' Alﬂﬁwﬂdxé/ pedr < Al
Anfloa|<2E} Anfloa| <25}

Entao, obtemos que

€
2/t

Agora, consideremos B = ). Assim, B = & e | B| < co. Entao, dado € > 0 e n € N, temos

/|fzzcvn|d96<2—|—,uE|A|_——|—,u6 =e. (A.11)

|f (z,vn)] dz =0 <e. (A.12)

Be

Como v, — vem L' (), pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequéncia, v,(r) — v(x) quase
sempre em ). Entao, desde que f continua, f(z,v,(z)) = f(z,v(x)) quase sempre em ).
Agora, como || < oo, pelo Teorema de Egorov, f(z,v,) — f(z,v) quase uniforme em €.

Assim, pela Proposicao 1.1.6,
f(z,v,) = f(z,v) em medida. (A.13)

Pelos resultados obtidos em (A.11), (A.12) e (A.13), usamos o Teorema da Convergéncia de

Vitali e obtemos que

n—oo

lim f (z,v,) doz = / f(z,v) dz
Q
|

O lema seguinte foi usado no Capitulo 3 desta dissertacao e a prova segue de maneira

similar a prova do lema anterior.
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Lema A.3.2 Seja Q C R? um dominio limitado e suave e f : Q x R — R wma funcdo

continua ¢ 8 € [0,2). Dada uma sequéncia (v,) C L' (Q) tal que v, — v em L (Q) ¢ L&)

B
% € L' (Q), temos que

(1) se sup, fQ f(x‘f_ﬁ)vn

. f T,0y,) [ (z,0)
l d
im /Q T

(i1) e se sup, [, |1 xlv"}j)v

dr < oo, entao

| — 7 dx.
m /Q T

S T
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