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Curso de Mestrado em Matemática
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Resumo

Nesta dissertação, provamos a existência e multiplicidade de soluções fracas positivas

para algumas classes de problemas eĺıpticos no plano envolvendo crescimento exponencial do

tipo Trudinger-Moser com condição de Neumann na fronteira. Para isso, usaremos o método

de sub e supersolução em combinação com métodos variacionais e o prinćıpio do máximo.

Palavras-chaves: Teoria dos pontos cŕıticos, passo da montanha, desigualdade de

Trudinger-Moser, Sub e supersolução.
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Abstract

In this work, we prove the existence and multiplicity of positive weak solutions for some

classes of elliptic problems in plane involving exponential growth of the Trudinger-Moser type

with Neumann boundary condition. To do this, we use the method of sub and supersolution

in combination with variational methods and the maximum principle.

Keywords: Theory of critical points, mountain pass, Moser-Trudinger inequality, Sub

and supersolution.
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Notações

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

• C,C0, C1, ... denotam constantes positivas (possivelmente distintas);

• |A| denota a medida de Lebesgue de um conjunto A em R2;

• supp(f) denota o suporte da função f ;

• Bδ (x) denota a bola aberta de centro x e raio δ;

• ⇀,→ denotam convergência fraca e forte, respectivamente;

• 〈 , 〉 denota o produto interno em H1 (Ω);

• [u < v] = {x ∈ A ⊂ R2 : u (x) < v (x)};

• ∂u
∂xi

ou uxi denota a derivada parcial de u em relação a xi;

• ∇u =
(
∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

)
denota o gradiente de u;

• ∆u =
2∑
i=1

∂2u
∂x2i

denota o laplaciano de u;

• u+ = max {u, 0} e u− = max {−u, 0};

• ν denota o vetor normal exterior unitário a Ω;

• ∂u
∂ν

= ∇u · ν denota a derivada normal exterior de u;

• C∞
(
Ω
)

denota o espaço das funções infinitamente diferenciáveis;

• C∞0
(
Ω
)

denota o espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto;
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• C0,σ
(
Ω
)

=
{
u ∈ C

(
Ω
)

: sup |u(x)−u(y)|
|x−y|σ <∞

}
com 0 < σ < 1 e

Ck,σ
(
Ω
)

= {u ∈ Ck (Ω) : Dju ∈ C0,σ
(
Ω
)
∀ j; |j| ≤ k};

• Lp (Ω) =
{
u : Ω→ R mensurável :

∫
Ω
|u|p dx <∞

}
, em que 1 ≤ p < +∞ e Ω ⊂ R2 é

um aberto conexo com norma dada por

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx

)1/p

;

• L∞ (Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre em

Ω com norma

‖u‖∞ = inf{C > 0| |u (x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• Para 1 ≤ p < +∞,

W 1,p (Ω) =

u ∈ Lp (Ω)

∣∣∣∣∣∣ ∃gi ∈ L
p (Ω) tais que

∫
Ω
u ∂ϕ
∂xi

dx = −
∫

Ω
giϕ dx,

∀ϕ ∈ C∞0
(
Ω
)

e i = 1, ..., N

 com

norma dada por

‖u‖1,p =

[∫
Ω

(|∇u|p + |u|p) dx

]1/p

.

Quando p = 2, W 1,2 (Ω) = H1 (Ω) e escreveremos ‖u‖ =
(∫

Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx
)1/2

;

• H−1 (Ω) denota o espaço dual de H1 (Ω), com norma ‖·‖∗.
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Introdução

Nesta dissertação, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções positivas para

algumas classes de problemas eĺıpticos no plano envolvendo crescimento exponencial do tipo

Trudinger-Moser com condição de Neumann na fronteira.

As técnicas aqui utilizadas são: métodos variacionais, mais precisamente, teoria dos

pontos cŕıticos e passo da montanha. Usamos também o método de sub e supersolução e o

prinćıpio do máximo.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos e um apêndice.

O Caṕıtulo 1 contém as preliminares, onde enunciaremos alguns resultados conhecidos e

que serão utilizados no decorrer do texto.

No Caṕıtulo 2, com base nos artigos de Prashanth e Sreenadh [25] e [26], estudaremos a

existência e multiplicidade de soluções positivas para a seguinte classe de problemas eĺıpticos

com condição de Neumann na fronteira:
−∆u+ u = p(u)eu

α

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψuq sobre ∂Ω,

(Pλ)

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado com fronteira C2, u ∈ H1 (Ω), α ∈ (0, 2], λ > 0,

q ∈ [0, 1), ψ é uma função Hölder cont́ınua não-negativa em Ω e p ∈ C1 (R) é uma

pertubação polinomial de eu
α
. O crescimento da não-linearidade g (s) = p(s)es

α
é motivado

pela Desigualdade de Trudinger-Moser (veja [3], [20] e [34]) a qual diz que, se u ∈ H1(Ω),

então, para β ≤ 2π, existe uma constante positiva C (Ω) tal que

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

eβu
2 ≤ C (Ω) .
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Problemas desse tipo foram estudados por Adimurthi e Yadava no artigo [3], de

Figueiredo, Miyagaki e Ruf no artigo [12] e Prashanth e Sreenadh no artigo [27]. No artigo

[3], os autores estabeleceram a existência de soluções para a classe de problemas eĺıpticos

não-linear  −∆u+ a (x)u = f(x, u) em Ω,
∂u

∂ν
+ bu = g (y, u) sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado com fronteira C2, a é uma função limitada e o operador

diferencial −∆+a (x) I é positivo. Neste trabalho, foram usadas técnicas de minimização e o

Prinćıpio de Concentração-Compacidade de P. L. Lions. Em [12], os autores usaram a teoria

dos pontos cŕıticos, mais precisamente, o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema do

Ponto de Sela para estudar a existência de soluções para a classe de problemas de Dirichlet −∆u = f(x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado e f satisfaz a condição de crescimento cŕıtico ou

subcŕıtico. E, em [27], provou-se a existência de números positivos λ∗ ≤ λ∗, tais que o

problema 
−∆u = µu |u|p eu2 + λh (x)

u > 0

 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

tem pelo menos duas soluções para todo λ ∈ (0, λ∗) e nenhuma solução fraca para λ > λ∗,

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado, 0 ≤ p <∞, µ, λ > 0 e h ≥ 0 em Ω, com ‖h‖L2(Ω) = 1.

Existem na literatura vários trabalhos envolvendo não-linearidades com crescimento

exponencial do tipo Trudinger-Moser. Entre outros, podemos citar os artigos de Adimurthi

[1], J. M. do Ó [22] e suas referências. Estes artigos, tratam problemas de Dirichlet

envolvendo o operador N -Laplaciano em domı́nios limitados do RN . No caso de domı́nios

não-limitados, veja os artigos de J. M. do Ó [23], Ruf [28], Yang [24] e suas referências.

No Caṕıtulo 3, motivados pelo problema (Pλ) e por uma versão singular da desigualdade

de Trudinger-Moser, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas positivas
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para a seguinte classe de problemas eĺıpticos singular com condição de Neumann na fronteira:
−∆u+ u =

h(x, u)eu
2

|x|β

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψuq sobre ∂Ω,

(Qλ)

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado com fronteira C2, 0 ∈ ∂Ω, u ∈ H1 (Ω), β ∈ [0, 2),

λ > 0, q ∈ [0, 1), ψ é uma função Hölder cont́ınua não-negativa em Ω e h ∈ C1
(
Ω× R

)
tem

crescimento superlinear no infinito. Este caṕıtulo foi baseado no artigo [18] devido a Kaur e

Sreenadh. Diferente do problema dado no Cat́ıtulo 2, onde β = 0, este problema apresenta

a singularidade |x|−β. Assim, não podemos usar a desigualdade de Trudinger-Moser do

caṕıtulo anterior. Recorreremos então à versão singular da desigualdade de Trudinger-Moser

dada a seguir.

Desigualdade singular de Trudinger-Moser (veja [2] e [35]): Seja u ∈ H1 (Ω).

Então, para β ∈ [0, 2), temos que

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx ≤ C (Ω) ,

onde C (Ω) é uma constante positiva e
α

2π
+
β

2
≤ 1.

Este tipo de problema foi estudado por Adimurthi e Sandeep no artigo [2]. Neste trabalho,

que foi motivado pelo artigo de Adimurthi [1], os autores estabeleceram que

sup
‖∇u‖N≤1

∫
Ω

eα|u|
N
N−1

|x|β
dx <∞ se, e somente se,

α

αN
+
β

N
≤ 1,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, u ∈ W 1,N
0 (Ω), com N ≥ 2, α > 0 e β ∈ [0, N). Além

disso, eles estudaram o problema de Dirichlet
−∆Nu =

f(u)uN−2

|x|β

u ≥ 0

em Ω,

onde f é uma função com crescimento cŕıtico. Recentemente, outros problemas que tratam

esta desigualdade foram abordados por M. de Souza [30] e por M. de Souza e J. M. do Ó [32]
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em domı́nios limitados. Para o caso de domı́nios não-limitados, podemos citar os artigos de

Adimurthi e Yunyan Yang [4], M. de Souza [31] e suas referências.

Para obtermos a existência e multiplicidade de soluções fracas para as classes de

problemas abordadas nos Caṕıtulos 2 e 3, usaremos, inicialmente, métodos variacionais e

o método de sub e supersolução para encontrar pontos cŕıticos para os funcionais energia

associados, respectivamente, a (Pλ) e (Qλ). Em seguida, usaremos teoremas do tipo minimax,

mais precisamente, o Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-Smale.

No Apêndice, demonstraremos algumas desigualdades importantes que serão utilizadas

ao longo deste trabalho. Estudaremos a diferenciabilidade dos funcionais energia associados

aos problemas propostos nos Caṕıtulos 2 e 3. Por fim, provaremos alguns resultados de

convergência que serão fundamentais para o desenvolvimento desta dissertação.

No decorrer deste trabalho, faremos referências aos resultados utilizados.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, enunciaremos alguns resultados necessários para uma melhor compreensão

deste trabalho.

1.1 Resultados de Medida e Integração

Teorema 1.1.1 ([6], Teorema 5.6 (Convergência Dominada de Lebesgue)) Seja

(fn) uma sequência de funções em L1 (Ω) tal que

(i) fn (x)→ f (x) quase sempre em Ω,

(ii) e existe g ∈ L1 (Ω) tal que, para todo n ∈ N, |fn (x)| ≤ g (x) quase sempre em Ω.

Então, f ∈ L1 (Ω) e ‖fn − f‖L1(Ω) → 0. Consequentemente,∫
Ω

f dx = lim
n→∞

∫
Ω

fn dx.

Teorema 1.1.2 ([8], Teorema 4.6 (Desigualdade de Hölder)) Sejam f ∈ Lp (Ω) e

g ∈ Lp′ (Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞. Então, fg ∈ L1 (Ω) e

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lp′ (Ω) .

Teorema 1.1.3 ([15], Teorema 15.30 (Convergência de Vitali)) Consideremos 1 ≤

p < +∞. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida, (fn) uma sequência em Lp (Ω,A, µ) e

1



1.1. RESULTADOS DE MEDIDA E INTEGRAÇÃO

f : Ω → R uma função A-mensurável. Então f ∈ Lp (Ω,A, µ, ) e fn → f em Lp (Ω,A, µ, )

se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

(i) fn → f em medida;

(ii) dado ε > 0 existe δ > 0 tal que se A ∈ A e µ (A) < δ então, para n ∈ N,∫
A

|fn|p dµ < ε;

(iii) dado ε > 0 existe algum B ∈ A, com µ (B) <∞, tal que, para n ∈ N,∫
Bc
|fn|p dµ < ε.

Teorema 1.1.4 ([15], Teorema 15.2 (Egorov)) Seja (Ω,A, µ) um espaço de medida tal

que µ (Ω) < ∞ e as funções fn, f : Ω ⊂ RN → R A-mensuráveis, sendo f finita. Então

fn → f quase sempre se, e somente se, fn → f quase uniformemente.

Teorema 1.1.5 ([11], Corolário 4.12) Se f é uma função não-negativa, mensurável e∫
Ω
f dµ < ∞, então f é absolutamente cont́ınua em relação a µ, ou seja, para todo ε > 0,

existe δ > 0 tal que µ (Ω) < δ implica
∫

Ω
f dµ < ε.

Proposição 1.1.6 ([11], Proposição 3.19) Se fn → f quase uniformemente, então

fn → f em medida.

Teorema 1.1.7 ([8], Teorema 4.9) Sejam (fn) uma sequência em Lp (Ω) e f ∈ Lp (Ω)

tais que ‖fn − f‖Lp(Ω) → 0. Então, existe uma subsequência (fnk) e uma função h ∈ Lp (Ω)

tal que

(i) fnk (x)→ f (x) quase sempre em Ω,

(ii) |fnk (x)| ≤ h (x) quase sempre em Ω, para todo k ∈ N.

2



1.2. RESULTADOS DE ANÁLISE FUNCIONAL

1.2 Resultados de Análise Funcional

Em determinados pontos deste trabalho, faremos referência aos seguintes resultados:

Teorema 1.2.1 ([13], Teorema 5.7 (Teorema da Representação de Riesz)) Seja H

um espaço de Hilbert munido do produto interno (x, y), com x, y ∈ H. Dado T um funcional

linear e limitado em H, existe um único z ∈ H tal que T (x) = (x, z), para todo x ∈ H.

Além disso, ‖T‖ = ‖z‖, onde ‖z‖ = (z, z)1/2.

Proposição 1.2.2 ([8], Proposição 3.5) Sejam E um espaço de Banach e (xn) uma

sequência em E. Se xn ⇀ x em E, então ‖xn‖ é limitada e

‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖ .

Teorema 1.2.3 ([8], Teorema 3.18) Se E é um espaço de Banach reflexivo e (xn) uma

sequência limitada em E, então existe uma subsequência (xnk) que converge na topologia

fraca de E.

1.3 Resultados de Espaços de Sobolev

Teorema 1.3.1 ([8], Teorema 9.16 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω ⊂ RN aberto

limitado com fronteira C1. Então, para todo p ≤ q <∞, temos a seguinte injeção compacta:

W 1,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) , se p = N .

Em particular, W 1,p (Ω) ⊂ Lp (Ω) com injeção compacta, para todo p e para todo N .

Observação 1.3.2 Se Ω ⊂ RN é um aberto limitado e f ∈ Lp (Ω), então f ∈ Lq (Ω), para

todo 1 ≤ q ≤ p.

Teorema 1.3.3 ([7], Imersão de Sobolev) Seja Ω ⊂ R2 aberto limitado com fronteira

C1. Então existe um operador linear e cont́ınuo

T : H1 (Ω) ↪→ Lq (∂Ω)
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para 1 ≤ q < ∞ tal que T (u) = u|∂Ω se u ∈ H1 (Ω) ∩ C
(
Ω
)

(De fato, o operador traço

T : H1 (Ω)→ Lq (∂Ω) é compacto para 1 < q <∞ e cont́ınuo para q =∞. Para obter estes

resultados de compacidade é necessário considerar espaços de Sobolev de Ordem Fracionária).

Teorema 1.3.4 ([10], Teorema 5.6 ) Seja Ω ⊂ RN aberto limitado com fronteira C1.

Assuma que u ∈ W k,p (Ω).

(i) Se k < N
p

, então u ∈ Lq (Ω) e

‖u‖Lq(Ω) ≤ C ‖u‖Wk,p(Ω) ,

onde 1
q

= 1
p
− k

N
e C é uma constante positiva que depende de k, p, N e Ω.

(ii) Se k > N
p

, então u ∈ Ck−[Np ]−1,θ
(
Ω
)

e

‖u‖
C
k−[Np ]−1,θ

(Ω)
≤ C ‖u‖Wk,p(Ω) ,

onde

θ =


[
N
p

]
+ 1− N

p
, se N

p
é não-inteiro

um número positivo menor que 1, se N
p

é inteiro,

e C = C (k, p,N, θ,Ω) é uma constante positiva.

Proposição 1.3.5 ([29], Proposição A.2.2) Seja (un) uma sequência que converge forte

em H1
(
RN
)
. Então existe uma subsequência (unk) de (un) e existe h ∈ H1

(
RN
)

tal que

|unk (x)| ≤ h (x) quase sempre em RN .

1.4 Resultados da teoria de regularidade

Teorema 1.4.1 ([13], Identidade 2.10 (Representação de Green)) Seja Ω ⊂ RN

aberto limitado com fronteira C1 e sejam u, v ∈ C2
(
Ω
)
. Então

∫
Ω

v∆u dx = −
∫

Ω

∇u∇v dx+

∫
∂Ω

v
∂u

∂ν
dS.
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1.5. RESULTADOS DA TEORIA DOS PONTOS CRÍTICOS

Teorema 1.4.2 ([13], Teorema 9.9 (Calderon-Zygmund)) Sejam Ω ⊂ RN um domı́nio

limitado, f ∈ Lp (Ω), com 1 < p < +∞, e w o potencial Newtoniano de f . Então,

w ∈ W 2,p (Ω), ∆w = f quase sempre em Ω e

∥∥D2w
∥∥
p
≤ C ‖f‖p ,

onde D2w = [Dijw] matriz Hessiana das derivadas de segunda ordem Dijw = ∂2w
∂xi∂xj

,

i, j = 1, 2, ..., n e C é uma constante positiva que depende apenas de n e p. Além disso,

quando p = 2, temos que ∫
RN

∣∣D2w
∣∣2 dx =

∫
Ω

f 2 dx.

Teorema 1.4.3 ([13], Teorema 8.19) Sejam u ∈ H1 (Ω) e ∆u− u ≤ 0 (∆u− u ≥ 0) em

Ω. Se para alguma bola B ⊂⊂ Ω vale que

inf
B
u = inf

Ω
u ≥ 0

(
sup
B
u = sup

Ω
u ≥ 0

)
,

u é constante em Ω.

Teorema 1.4.4 ([8], Teorema 9.33 (Schauder)) Suponha que Ω é um domı́nio de classe

C2,θ, 0 < θ < 1. Então, para cada f ∈ C0,θ
(
Ω
)
, existe uma única solução fraca u ∈ C2,θ

(
Ω
)

para o problema  −∆u+ u = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Além disso, se Ω é de classe Cm+2,θ (m ≥ 1 inteiro) e se f ∈ Cm,θ
(
Ω
)
, então u ∈ Cm+2,θ

(
Ω
)
,

com

‖u‖Cm+2,θ ≤ C ‖f‖Cm,θ .

1.5 Resultados da teoria dos pontos cŕıticos

Enunciaremos agora alguns resultados que utilizaremos para encontrar pontos cŕıticos de

funcionais associados aos problemas que trataremos nesta dissertação.
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Teorema 1.5.1 ([5], Teorema do Passo da Montanha sem a condição de Palais-

Smale) Seja E um espaço de Banach real e I ∈ C1 (E,R) co I (0) = 0. Suponha que existe

uma vizinhança U de 0 em E e δ > 0 que satisfazem as seguintes condições:

(i) I (u) ≥ δ na fronteira de U ,

(ii) Existe e /∈ U tal que I (e) < 0.

Então, para o número c definido por

c = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

I (γ (t)) ≥ δ,

onde Γ = {γ ∈ C ([0, 1] , E) : γ (0) = 0 e γ (1) = e}, existe uma sequência (un) ⊂ E tal

que

I (un)→ c e I ′ (un)→ 0.

Teorema 1.5.2 ([33], Teorema 1.2) Sejam E um espaço de Banach reflexivo, com

norma ‖·‖, e F ⊂ E um subconjunto fracamente fechado de E. Suponha que o funcional

T : E → R ∪ {+∞} é coercivo em F com respeito a E, isto é,

(i) T (u)→ +∞ quando ‖u‖ → +∞, para u ∈ F ,

e T é sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente em F com respeito a E, ou

seja,

(ii) dada uma sequência (un) ⊂ F tal que un ⇀ u em E, para algum u ∈ F , temos que

T (u) ≤ lim inf T (un) .

Então T é limitado inferiormente em F e atinge mı́nimo neste conjunto.

Teorema 1.5.3 ([14], Teorema 1) Sejam E um espaço de Banach e φ : E → R uma

função cont́ınua e Gâteaux diferenciável tal que φ′ : E → E∗ é cont́ınua na topologia forte

de E e na toplogia fraca-∗ de E∗. Sejam u, v ∈ E e considere

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I (γ (t)) ,
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1.5. RESULTADOS DA TEORIA DOS PONTOS CRÍTICOS

onde Γ = Γvu é o conjunto de todos os caminhos cont́ınuos que ligam u a v. Suponha que F

é um subconjunto fechado de E tal que F ∩ {x ∈ E : φ (x) ≥ c} separa u e v. Então existe

uma sequência (xn) ⊂ E tal que

(i) limn→∞ dist (xn, F ) = 0

(ii) limn→∞ φ (xn) = c

(iii) limn→∞ ‖φ′ (xn)‖∗ = 0.
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Caṕıtulo 2

Sobre uma classe de problemas

eĺıpticos em R2 com condição de

Neumann

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas positivas

para a seguinte classe de problemas:
−∆u+ u = p(u)eu

α

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψuq sobre ∂Ω,

(Pλ)

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado com fronteira C2, u ∈ H1 (Ω), α ∈ (0, 2], λ > 0,

q ∈ [0, 1) e p (s) é uma pertubação polinomial de eu
α
.

A seguir, enunciaremos as principais condições sob as quais (Pλ) será estudado:

(H1) ψ é uma função Hölder cont́ınua não-negativa e não-trivial em ∂Ω.

(H2) p : R→ R é uma função que satisfaz:

(a) p(s) é localmente Hölder cont́ınua em R;
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2.1. INTRODUÇÃO

(b) p(s) ≥ 0, para todo s ∈ R e p(s) = 0 se s < 0 e p′(s) ≥ 0 para todo s > 0;

(c) lim infs→∞
p(s)
s
> 0;

(d) lim sups→∞
p(s)
sk

= 0 para algum k > 1;

(e) lims→0+
p(s)
sk

= 0 para algum k > 1;

(f) Dado ε > 0, lims→∞ g
′(s)e−(1+ε)sα = 0, onde g(s) = p(s)es

α
.

Para (Pλ), trataremos de não-linearidades com crescimentos cŕıtico e subcŕıtico, os quais

definimos a seguir.

Definição 2.1.1 Seja f : R → R uma função. Dizemos que f (s) tem crescimento

subcŕıtico em +∞ se

lim
s→+∞

|f (s)|
eβs2

= 0, para todo β > 0

e dizemos que f (s) tem crescimento cŕıtico em +∞ se existe β0 > 0 tal que

lim
s→+∞

|f (s)|
eβs2

=

 0, para todo β > β0,

+∞, para todo β < β0.

β0 é chamado expoente cŕıtico de f (s).

Observação 2.1.2 Essa noção de criticalidade do tipo exponencial foi introduzida nos

trabalhos de [1], [3], [12] e [22].

Observação 2.1.3 Ao longo deste caṕıtulo, omitiremos algumas provas para o caso em que

α ∈ (0, 2), uma vez que, a demonstração segue de maneira similar ao caso α = 2.

Notemos que, sob as hipóteses (H1) − (H2), g(s) = p(s)es
α

tem crescimento cŕıtico em

+∞ quando α = 2 e crescimento subcŕıtico em +∞ quando α ∈ [0, 2).

Com efeito, considerando α = 2 e observando a hipótese (H2)(b), para β > 1, temos

lim
s→∞

p(s)es
2

eβs2
= lim

s→∞
p(s)es

2(1−β) = 0

9
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e, para β < 1,

lim
s→∞

p(s)es
2(1−β) = +∞.

Consequentemente, β0 = 1 é o expoente cŕıtico de g(s).

Para α ∈ [0, 2), temos que

lim
s→∞

p(s)es
α

e−βs
2

= 0, para todo β > 0.

Neste caso, g(s) tem crescimento subcŕıtico em +∞.

No teorema seguinte, apresentaremos o resultado principal deste caṕıtulo.

Teorema 2.1.4 Sob as hipóteses (H1) − (H2), existe 0 < Λ < ∞ tal que (Pλ) tem pelo

menos duas soluções fracas positivas para todo λ ∈ (0,Λ), nenhuma solução fraca positiva

para λ > Λ e pelo menos uma solução fraca positiva para λ = Λ.

Observação 2.1.5 Destacamos que os resultados deste caṕıtulo são baseados nos artigos

[25] e [26] devidos a S. Prashanth e K. Sreenadh.

Como estamos interessados em encontrar soluções fracas positivas, consideraremos o

problema

 −∆u+ u = p(u)eu
α

em Ω,
∂u

∂ν
= f (u) sobre ∂Ω,

onde

f(u) =

 λψuq, u ≥ 0,

0, u < 0.

2.1.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Um resultado muito importante que será usado ao longo deste caṕıtulo é a desigualdade

de Trudinger-Moser (ver [1], [20] e [34]) dada no Teorema 2.1.8. Para provar este teorema

usaremos o lema e o teorema seguintes.
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Lema 2.1.6 Seja Ω um domı́nio limitado em R2 com fronteira C1,α. Para cada x0 ∈ ∂Ω,

podemos encontrar um L > 0 tal que, para cada n tal que 0 < 1
n
< L, existe uma função

ωn ∈ H1 (Ω) satisfazendo

(a) ωn ≥ 0 e supp(ωn) ⊂ BL (x0) ∩ Ω

(b) ‖ωn‖ = 1

(c) para todo x ∈ B 1
n

(x0) ∩Ω, ωn é constante e ω2
n (x) = 1

π
ln (nL) + o (1), quando n→∞,

onde BL (x0) = {x ∈ R2 : |x− x0| < L}.

Demonstração: Veja Lema 3.3 em [3]. �

Teorema 2.1.7 Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado com fronteira C2 e u ∈ H1 (Ω). Sejam

‖∇u‖2
2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx,

m1 (u) =
1

|Ω|

∫
Ω

u dx,

v1 =

{
u ∈ H1 (Ω) :

∫
Ω

u dx = 0

}
e

A1 =

{
δ : sup

u∈v1, ‖∇u‖2≤1

∫
Ω

eδu
2

dx <∞

}
,

então supA1 = 2π.

Demonstração: Veja Teorema 4.1 em [3]. �

Teorema 2.1.8 Seja u ∈ H1(Ω). Então, para todo β > 0, vale que∫
Ω

eβu
α

dx ≤ C, (2.1)

onde C = C (u,Ω) é uma constante positiva e α ∈ (0, 2]. Além disso,

sup

{
β : sup

‖u‖≤1

∫
Ω

eβu
2

dx <∞

}
= 2π, (2.2)

com ‖u‖ =
(∫

Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx
)1/2

.
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Demonstração: Para provar (2.1), consideremos R > 0 tal que Ω ⊂ BR (0) e

H1(Ω) = {u|Ω : u ∈ H1
0 (BR (0))}. Por Moser [20], obtemos que se u ∈ H1

0 (BR (0), então

eβu
2 ∈ L1 ((BR (0)), com β > 0. Como R é arbitrário, temos que eβu

2 ∈ L1 (Ω), com β > 0.

Sendo α ∈ (0, 2], temos que ∫
Ω

eβu
α

dx ≤
∫

Ω

eβu
2

dx ≤ C,

onde C = C (u,Ω).

Agora, para provar (2.2), definamos

Ã1 =

{
β : sup

‖u‖≤1

∫
Ω

eβu
2

dx <∞

}
.

Dado β < 2π, escolhamos ε > 0 tal que β (1 + ε)2 < 2π. Dados

c1 = sup
‖u‖≤1

|m1 (u)| e c2 = sup
‖∇ϕ‖2≤1, m1(u)=0

∫
Ω

eβ(1+ε)2ϕ2

dx,

onde m1 (u) está definido no Teorema 2.1.7. Por este lema, c2 < +∞. Seja u ∈ H1(Ω), com

‖u‖ ≤ 1. Então, ‖∇u‖2 ≤ ‖u‖ ≤ 1. Escrevendo ϕ = u−m1 (u), temos que ϕ ∈ v1, pois∫
Ω

ϕ dx =

∫
Ω

[u−m1 (u)] dx =

∫
Ω

u dx− 1

|Ω|
|Ω|
∫

Ω

u dx = 0.

Além disso, ‖∇ϕ‖2 = ‖∇u‖2 ≤ ‖u‖ ≤ 1. Assim,∫
Ω

eβu
2

dx =

∫
Ω

eβ(ϕ+m1(u))2 dx ≤
∫

Ω

eβ(|u|+c1)2 dx ≤
∫

Ω

eβ(1+ε)2ϕ2

dx

≤
∫
|ϕ|≥ c1

ε

eβ(1+ε)2ϕ2

dx+

∫
|ϕ|≤ c1

ε

eβ(1+ε)2ϕ2

dx.

Disto, e do fato de ‖∇ϕ‖2 ≤ 1, obtemos∫
Ω

eβu
2

dx ≤ c2 + |Ω| eβc21(1+ 1
ε )

2

,

o que implica que β ∈ Ã1. Logo, sup Ã1 ≥ 2π.

Afirmação: sup Ã1 = 2π.

Com efeito, suponhamos que sup Ã1 6= 2π. Como sup Ã1 ≥ 2π, temos que sup Ã1 > 2π.

Seja ε > 0 tal que β = (1 + ε) 2π < sup Ã1 e

c3 = sup
‖u‖≤1

∫
Ω

eβu
2

dx.
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Consideremos a sequência (ωn) dada no Lema 2.1.6. Então,

c3 ≥
∫

Ω

eβω
2
n dx ≥

∫
B 1
n

(x0)∩Ω

e(1+ε)2πω2
n dx ≥

∣∣∣B 1
n

(x0) ∩ Ω
∣∣∣ e(1+ε)2πω2

n(x0).

Logo, para n suficientemente grande, temos que

c3 ≥
∣∣∣B 1

n
(x0) ∩ Ω

∣∣∣ e(1+ε)2 ln(nL) = C (nL)2(1+ε) .

Quando n→ +∞, o lado direito da desigualdade anterior tende para mais infinito, o que é

uma contradição, pois c3 < +∞. Portanto, a afirmação segue. �

2.2 Formulação variacional

Para obtermos a formulação variacional de (Pλ), assumiremos inicialmente que u é uma

função de classe C2
(
Ω
)
. Assim, multiplicando (Pλ) por uma função ϕ ∈ C∞(Ω), obtemos

−∆uϕ+ uϕ = p(u)eu
α

ϕ em Ω e
∂u

∂ν
ϕ = λψuqϕ sobre ∂Ω.

Integrando estas equações, temos∫
Ω

−∆uϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx =

∫
Ω

p(u)eu
α

ϕ dx e

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψuqϕ dx.

Pelo Teorema de Green,∫
Ω

−∆uϕ dx =

∫
Ω

∇u∇ϕ dx−
∫
∂Ω

∂u

∂ν
ϕ dx.

Logo, ∫
Ω

∇u∇ϕ dx−
∫
∂Ω

∂u

∂ν
ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx =

∫
Ω

p(u)eu
α

ϕ dx.

Disto, segue que, para qualquer ϕ ∈ C∞(Ω),∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

p(u)eu
α

ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqϕ dx = 0.

Então, por um argumento de densidade, obtemos que, para toda ϕ ∈ H1(Ω),∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

p(u)eu
α

ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqϕ dx = 0. (2.3)

Motivados por (2.3), temos a seguinte definição:
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Definição 2.2.1 Dizemos que u ∈ H1 (Ω) é solução fraca de (Pλ) se satisfaz a igualdade

(2.3), para toda ϕ ∈ H1(Ω).

Seja Jλ : H1 (Ω)→ R o funcional dado por

Jλ (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G(u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx,

onde

G(s) =

∫ s

0

g(t) dt e g(t) = p(t)et
α

. (2.4)

Pelo Apêndice (A.9), temos que, para cada ϕ ∈ H1 (Ω),

J ′λ (u)ϕ =

∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

g(u)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uϕ dx. (2.5)

Consequentemente, pontos cŕıticos de Jλ são soluções fracas de (Pλ).

2.3 Existência de um mı́nimo local para Jλ, para λ ∈

(0, λ0)

Nesta seção, mostraremos que Jλ possui um mı́nimo local numa vizinhança da origem

de H1 (Ω) quando λ é positivo e pequeno. O lema a seguir, será essencial para garantir a

existência de tal mı́nimo.

Lema 2.3.1 Assumindo as hipóteses (H1)− (H2), existem λ0 > 0, R0 ∈ (0,
√
π) e δ > 0 tal

que Jλ(u) ≥ δ para todo ‖u‖ = R0 e λ ∈ (0, λ0).

Demonstração: Pela hipótese (H2)(d), temos que, dado ε > 0, existe sε > 0 tal que

|p (s)| ≤ εsk, para todo s ≥ sε e para algum k > 1. Assim, |g(s)| ≤ εskes
2
, para todo s ≥ sε e

para algum k > 1. Por outro lado, pela hipótese (H2)(e), temos que lims→0+
p(s)
sk

= 0. Assim,

dado ε1 > 0, existe δ > 0 tal que |p (s)| ≤ ε1s
k, para todo s ∈ (0, δ] e para algum k > 1. Logo,

|g(s)| ≤ ε1s
kes

2
, para todo s ∈ (0, δ] e para algum k > 1. Para o caso em que s ≤ 0, temos

g(s) = 0 e a estimativa anterior vale. Além disso, desde que g(s)

skes2
é cont́ınua sobre [δ, sε], pelo

Teorema de Weierstrass, existe constante positiva C1 (δ, ε) tal que |g(s)| ≤ C1 (δ, ε) |s|k es2 ,
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para s ∈ [δ, sε]. Então, fazendo C = max{ε, ε1, C1 (δ, ε)}, obtemos |g(s)| ≤ C |s|k es2 , para

todo s ∈ R. Assim,

G(s) =

∫ s

0

g(t) dt ≤
∫ s

0

C |t|k et2 dt ≤ C |s|k es2
∫ s

0

dt = C |s|k+1 es
2

.

Integrando esta última estimativa e usando a desigualdade de Hölder, obtemos∫
Ω

G(u) dx ≤ C

∫
Ω

|u|k+1 eu
2

dx ≤ C

(∫
Ω

|u|2(k+1) dx

) (k+1)
2(k+1)

(∫
Ω

e2u2 dx

) 1
2

= C

[(∫
Ω

|u|2(k+1) dx

) 1
2(k+1)

]k+1(∫
Ω

e2‖u‖2( u
‖u‖)

2

dx

) 1
2

= C ‖u‖k+1
L2(k+1)(Ω)

(∫
Ω

e2‖u‖2( u
‖u‖)

2

dx

) 1
2

.

Agora, escolhamos R > 0 tal que R2 ≤ π. Então, pela desigualdade de Trudinger-Moser

(2.2), temos que, para ‖u‖ ≤ R, ∫
Ω

e2‖u‖2( u
‖u‖)

2

dx <∞.

Disto e da imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos

que, para todo ‖u‖ ≤ R e para algum C1 > 0,∫
Ω

G(u) dx ≤ C1 ‖u‖k+1 . (2.6)

Usando a imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞) e o fato de

que ψ é cont́ınua em ∂Ω, obtemos∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx ≤ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

|u|q+1 dx = ‖ψ‖∞ ‖u‖
q+1
Lq+1(∂Ω) ≤ C2 ‖u‖q+1 . (2.7)

Desta estimativa e de (2.6), segue que, para R2
0 ∈ (0, π) e para todo ‖u‖ = R0,

Jλ(u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C1 ‖u‖k+1 − λC2 ‖u‖q+1 . (2.8)

Como k > 1, escolhamos e fixemos R2
0 ∈ (0, π) e λ0 > 0 suficientemente pequeno tal que,

para todo λ ∈ (0, λ0),

δ :=
1

2
R2

0 − C1R
k+1
0 − λC2R

q+1
0 > 0.

Com tais escolhas para R0 e para λ0, por (2.8), obtemos δ > 0 tal que, para todo ‖u‖ = R0,

Jλ(u) ≥ δ. �
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Lema 2.3.2 Sob as hipóteses (H1) − (H2), temos que, para todo λ ∈ (0, λ0), Jλ possui um

mı́nimo local próximo a origem de H1(Ω).

Demonstração: Sejam R0, λ0 e δ como no Lema 2.3.1. Dado λ ∈ (0, λ0), notemos que,

para t > 0 pequeno, tem-se Jλ (tu) < 0, para u ∈ H1(Ω)\{0}. De fato,

Jλ (tu) =
1

2

∫
Ω

(
|∇tu|2 + |tu|2

)
dx−

∫
Ω

G(tu) dx − λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |tu|q+1 dx

=
t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G(tu) dx − λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx. (2.9)

Sendo g(s) ≥ 0, para todo s ∈ R, temos G(s) ≥ 0, para todo s ∈ R. Além disso, como

q + 1 < 2, temos t2 < tq+1, para t > 1 e, consequentemente,

λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx >
t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx,

para t suficientemente pequeno. Assim,

Jλ (tu) ≤ t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx− λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx < 0,

para t > 0 suficientemente pequeno. Em particular, temos Jλ (u) < 0, para algum u ∈ H1(Ω)

com ‖u‖ ≤ R0. Se Jλ atingir mı́nimo local em algum uλ, com ‖uλ‖ ≤ R0, então ‖uλ‖ < R0,

pois, pelo Lema 2.3.1, Jλ (u) ≥ δ > 0, para ‖u‖ = R0.

Nosso objetivo agora é mostrar que Jλ atinge um mı́nimo local para todo λ ∈ (0, λ0).

Com efeito, consideremos BR0 := {u ∈ H1(Ω) : ‖u‖ ≤ R0} e uma sequência (un) ⊂ BR0 tal

que

Jλ (un)↘ inf
u∈BR0

Jλ (u) = a. (2.10)

Sendo H1(Ω) um espaço reflexivo e a sequência (un) limitada em H1(Ω), pelo Teorema

1.2.3, a menos de subsequência, un ⇀ uλ em H1(Ω). Logo, pela Proposição 1.2.2,

‖uλ‖ ≤ lim inf ‖un‖. Consequentemente,

‖uλ‖2 ≤ lim inf ‖un‖2 ≤ R2
0. (2.11)

Afirmação: Jλ é limitado em BR0 .
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2.3. EXISTÊNCIA DE UM MÍNIMO LOCAL PARA Jλ, PARA λ ∈ (0, λ0)

De fato, seja u ∈ BR0 . Assim, por (2.6) e (2.7), existem C1, C2 > 0 tais que∫
Ω

|G(u)| dx ≤ C1R
k+1
0 e

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx ≤ C2R
q+1
0 .

Então,

|Jλ (u)| ≤ 1

2
‖u‖2 +

∫
Ω

|G(u)| dx+
λ

q + 1

∫
∂Ω

|ψ| |u|q+1 dx

≤ 1

2
R2

0 + C1R
k+1
0 +

λC2

q + 1
Rq+1

0

e a afirmação segue.

Em seguida, mostraremos que

lim
n→∞

∫
Ω

G(un) dx =

∫
Ω

G(uλ) dx.

De fato, pelo item (i) do Lema A.1.3, existe C > 0 tal que |g (un)| ≤ Ce2u2n . Disto e do item

(i) do Lema A.1.1, segue que |G (un)| ≤ Ce2u2n . Consequentemente,∫
Ω

|G (un)un| dx ≤ C

∫
Ω

e2u2n |un| dx. (2.12)

Pela desigualdade de Hölder, temos∫
Ω

e2u2n |un| dx ≤
(∫

Ω

e2pu2n dx

) 1
p
(∫

Ω

|un|p
′
dx

) 1
p′

=

(∫
Ω

e2p‖un‖2( un
‖un‖)

2

dx

) 1
p

‖un‖Lp′ (Ω) ,

com p > 1 e 1
p

+ 1
p′

= 1. Assim, usando a imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω),

para todo s ∈ [1,+∞), segue que∫
Ω

e2u2n |un| dx ≤ C

(∫
Ω

e2p‖un‖2( un
‖un‖)

2

dx

) 1
p

‖un‖ .

Por outro lado, como ‖un‖2 ≤ R2
0 < π, existe p > 1 tal que 2p ‖un‖2 ≤ 2π. Então, usando a

desigualdade de Trudinger-Moser (2.2) e o fato de (un) ser limitada em H1 (Ω), obtemos da

desigualdade anterior que ∫
Ω

e2u2n |un| dx <∞.

Desta estimativa e de (2.12) segue que

sup
n

∫
Ω

|G (un)un| dx <∞.

17



2.3. EXISTÊNCIA DE UM MÍNIMO LOCAL PARA Jλ, PARA λ ∈ (0, λ0)

Desde que un ⇀ uλ em H1(Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para

todo s ∈ [2,+∞), a menos de subsequência, un → uλ em L2(Ω). Como Ω é limitado,

un → uλ em L1(Ω). Além disso, pelo item (iii) do Lema A.1.3, g (un), g (uλ) ∈ L1 (Ω). E,

deste resultado e do item (i) do Lema A.1.1, segue que G (un), G (uλ) ∈ L1 (Ω). Assim,

usando o item (i) do Lema A.3.1,

lim
n→∞

∫
Ω

G(un) dx =

∫
Ω

G(uλ) dx. (2.13)

Em seguida, mostraremos que

lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |un|q+1 dx =

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 dx. (2.14)

Com efeito, como (un) ⊂ H1(Ω), pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ L2 (∂Ω),

(un) ⊂ L2 (∂Ω). Sendo Ω limitado, (un) ⊂ Lq+1 (∂Ω), para todo q ∈ [0, 1). Assim,

|un|q+1 ∈ L1 (∂Ω), para todo q ∈ [0, 1). Então,∫
∂Ω

ψ |un|q+1 dx ≤ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

|un|q+1 dx <∞.

Consequentemente, para todo q ∈ [0, 1), ψ |un|q+1 ∈ L1 (∂Ω) e, uma vez que, un ⇀ uλ em

H1(Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ L2 (∂Ω), a menos de subsequência,

un → uλ em L2 (∂Ω). Logo, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequência, un(x) → uλ(x)

quase sempre sobre ∂Ω e existe h ∈ L2 (∂Ω) tal que |un(x)| ≤ h(x) quase sempre sobre ∂Ω.

Assim, ∣∣(ψ |un|q+1) (x)−
(
ψ |uλ|q+1) (x)

∣∣→ 0

e ∣∣(ψ (|un|q+1 − |uλ|q+1)) (x)
∣∣ ≤ |ψ(x)|

(
|un(x)|q+1 + |uλ(x)|q+1)

≤ ‖ψ‖∞
(
hq+1(x) + |uλ(x)|q+1)

quase sempre em ∂Ω. Agora, como h, uλ ∈ L2 (∂Ω) e Ω é limitado, temos que h, uλ ∈ Ls (∂Ω),

para todo s ∈ [1, 2]. Como q+1 ∈ [1, 2), então h, uλ ∈ Lq+1 (∂Ω). Logo, hq+1, uq+1
λ ∈ L1 (∂Ω).

Portanto, ‖ψ‖∞ hq+1 + |uλ|q+1 ∈ L1 (∂Ω). Então, pelo Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |un|q+1 dx =

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 dx.
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2.3. EXISTÊNCIA DE UM MÍNIMO LOCAL PARA Jλ, PARA λ ∈ (0, λ0)

Além disso, desde que ‖un‖ ≤ R0, pelo Teorema de Weierstrass, a menos de subsequência,

‖un‖ converge e deste fato, juntamente com os resultados obtidos em (2.13) e (2.14), segue

de (2.10) que
1

2
lim
n
‖un‖2 = a+

∫
Ω

G(uλ) +
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 .

Consequentemente, por (2.11), temos

1

2
‖uλ‖2 ≤ a+

∫
Ω

G(uλ) +
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 ,

o que implica que Jλ (uλ) ≤ a. Por outro lado, Jλ (uλ) ≥ a. Assim, Jλ (uλ) = a e uλ é

mı́nimo local para Jλ próximo à origem do H1 (Ω). �

2.3.1 Regularidade das soluções

Nosso objetivo agora é obter um resultado de regularidade para as soluções fracas de

(Pλ).

Lema 2.3.3 Seja uλ uma solução fraca de (Pλ). Então, uλ ≥ 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Desde que uλ é uma solução fraca de (Pλ), considerando ϕ = u−λ como

função teste em (2.5), obtemos∫
Ω

∇uλ∇u−λ dx+

∫
Ω

uλu
−
λ dx =

∫
Ω

g(uλ)u
−
λ dx+ λ

∫
∂Ω

ψ |uλ|q−1 uλu
−
λ dx.

Pela hipótese (H2)(b), temos que, em A− := {x ∈ Ω : uλ (x) < 0}, g (uλ) = 0. Logo,∫
A−
g(uλ)u

−
λ dx = 0

e, em A+ := {x ∈ Ω : uλ (x) ≥ 0} =
{
x ∈ Ω : u−λ (x) = 0

}
,∫

A+

g(uλ)u
−
λ dx = 0.

Assim, em Ω = A+ ∪ A−, ∫
Ω

g(uλ)u
−
λ dx = 0.
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Agora, usando a função

h(u) =

 ψ |u|q−1 u, u > 0,

0, u ≤ 0,

e defindo os conjuntos B− := {x ∈ ∂Ω : uλ (x) < 0} e B+ := {x ∈ ∂Ω : uλ (x) ≥ 0},

conclúımos, de forma análoga ao caso anterior, que∫
∂Ω

ψ |uλ|q−1 uλu
−
λ dx = 0,

em ∂Ω = B+ ∪B−. Destes resultados e usando que∫
Ω

∇uλ∇u−λ dx+

∫
Ω

uλu
−
λ dx = −

(∫
Ω

∣∣∇u−λ ∣∣2 dx+

∫
Ω

∣∣u−λ ∣∣2 dx

)
= −

∥∥u−λ ∥∥2
,

obtemos que
∥∥u−λ ∥∥ = 0. Logo, u−λ = 0 quase sempre em Ω e, portanto, uλ = u+

λ−u
−
λ = u+

λ ≥ 0

quase sempre em Ω. �

O lema seguinte será muito usado ao longo deste trabalho. Para uma prova, confira [19].

Lema 2.3.4 Seja u ∈ C2,θ
(
Ω
)
, para algum θ ∈ (0, 1), com u ≥ 0 e u 6= 0. Se −∆u+ u ≥ 0

em Ω no sentido fraco e ∂u
∂ν
≥ 0 sobre ∂Ω, então u > 0 em Ω.

Demonstração: Segue do Lema de Hopf (ver [10]) em combinação com o Teorema 1.3 em

[19]. �

Lema 2.3.5 Seja u ∈ C2 (Ω). Se∫
Ω

(∇u∇ϕ+ uϕ) dx ≥ 0, (2.15)

para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0, então −∆u+ u ≥ 0 em Ω no sentido fraco.

Demonstração: Se u ∈ C2 (Ω), dado x0 ∈ Ω, existe 2R > 0 tal que BR (x0) ⊂ Ω, pois Ω

é limitado. Assim, u ∈ C2
(
BR (x0)

)
. Logo, pelo Teorema 1.4.1,∫

BR(x0)

(∇u∇ϕ+ uϕ) dx = −
∫
BR(x0)

(∆u− u)ϕ dx,

para todo ϕ ∈ C∞0 (BR (x0)). Da igualdade anterior e desde que (2.15) ocorra, obtemos

−
∫
BR(x0)

(∆u− u)ϕ dx ≥ 0,
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para todo ϕ ∈ C∞0 (BR (x0)), ϕ ≥ 0. Assim, −∆u + u ≥ 0 em BR (x0). Logo,

−∆u (x0) + u (x0) ≥ 0 para x0 ∈ Ω. Como x0 é arbitrário, temos que −∆u + u ≥ 0

em Ω. �

Lema 2.3.6 Seja uλ solução fraca de (Pλ). Então uλ ∈ C2,θ
(
Ω
)

para algum θ ∈ (0, 1).

Além disso, se uλ é não-trivial, então uλ > 0 em Ω.

Demonstração: Seja uλ solução fraca de (Pλ). Provaremos inicialmente que p (uλ) e
u2λ −

uλ ∈ Lp (Ω), para todo 1 < p < +∞. De fato, usando que g (uλ) = p (uλ) e
u2λ e o item (i) do

Lema A.1.3, temos que ∫
Ω

|g (uλ)|p dx ≤ C

∫
Ω

epβu
2
λ dx,

com β > 0 e 1 < p < +∞. Agora, usando a desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), temos

que
∫

Ω
epβu

2
λ dx <∞. Assim, ∫

Ω

|g (uλ)|p dx <∞.

Logo, g (uλ) ∈ Lp (Ω) para todo 1 < p < +∞. Pela imersão cont́ınua de Sobolev

H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), temos que uλ ∈ Lp (Ω) para todo 1 < p < +∞.

Assim, g (uλ) − uλ ∈ Lp (Ω) para todo 1 < p < +∞. Logo, pelo Teorema de Calderon-

Zygmund (Teorema 1.4.2), uλ ∈ W 2,p (Ω) e −∆uλ = p (uλ) e
u2λ − uλ quase sempre em Ω.

Escolhamos p de modo que 2
p
< 1 e 2

p
seja não-inteiro. Assim, 2 > 2

p
e, desde que

uλ ∈ W 2,p (Ω), pelo Teorema 1.3.4, temos que uλ ∈ C2−[ 2p ]−1,θ
(
Ω
)
, com θ =

[
2
p

]
+ 1 − 2

p
.

Então, uλ ∈ C1,θ
(
Ω
)
. Além disso, como uλ ∈ C1,θ

(
Ω
)

temos que uλ ∈ C0,θ
(
Ω
)

e,

por composição, g (uλ) ∈ C0,θ
(
Ω
)
. Então, pelo Teorema de Schauder (Teorema 1.4.4),

uλ ∈ C2,θ
(
Ω
)
, para algum θ ∈ (0, 1). Agora, sendo uλ ∈ C2 (Ω) solução fraca de (Pλ), temos

que ∫
Ω

(∇uλ∇ϕ+ uλϕ) dx =

∫
Ω

g(uλ)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψ |uλ|q ϕ dx ≥ 0,

para cada ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0. Assim, pelo Lema 2.3.5, −∆uλ + uλ ≥ 0 em Ω no sentido

fraco. Além disso, ∂uλ
∂ν

= f (uλ) ≥ 0 sobre ∂Ω e, desde que uλ é não-trivial, pelo Lema 2.3.4,

obtemos que uλ > 0 em Ω. �
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2.4 Não existência de solução

Definamos

Λ := sup {λ > 0 : (Pλ) tem solução fraca} . (2.16)

O lema a seguir garantirá que, para λ > Λ, (Pλ) não tem solução fraca.

Lema 2.4.1 Seja Λ definido em (2.16). Então 0 < Λ <∞.

Demonstração: Seja uλ solução fraca de (Pλ). Façamos ϕ = 1 como função teste em

(2.5). Então, por (2.3), obtemos∫
Ω

uλ dx =

∫
Ω

g (uλ) dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqλ dx. (2.17)

Como uλ ∈ H1 (Ω), pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo

s ∈ [1,+∞), temos que uλ ∈ Ls (Ω), para todo s ≥ 1. Como Ω é limitado, existe

C1 = C1 (p,Ω) > 0 tal que

‖uλ‖L1(Ω) ≤ C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ,

para todo p > 1. Mostraremos agora que existe C2 = C2 (p,Ω) > 0 tal que∫
Ω

g (uλ) dx ≥ C2 ‖uλ‖pLp(Ω) . (2.18)

Com efeito, prova-se facilmente que, para todo s ≥ 0 e p ≥ 1, existe C = C (p,Ω) > 0 tal

que sp ≤ Cp (s) es
2
. Consequentemente,∫

Ω

upλ dx ≤ C

∫
Ω

g (uλ) dx,

donde obtém-se a desigualdade (2.18), com C2 = 1
C

. Então, usando (2.17), temos que

C2 ‖uλ‖pLp(Ω) ≤
∫

Ω

g (uλ) dx ≤
∫

Ω

uλ dx = ‖uλ‖L1(Ω) ≤ C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ,

o que implica

C2 ‖uλ‖pLp(Ω) − C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ≤ 0.

Denotando t = ‖uλ‖Lp(Ω), obtemos da estimativa acima que t (C2t
p−1 − C1) ≤ 0. Como

as soluções da inequação anterior pertencem ao intervalo [0, (C1/C2)1/(p−1)], temos que
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‖uλ‖Lp(Ω) ≤ (C1/C2)1/(p−1). Assim, conclúımos que, para todo p > 1, existe C > 0 que

não depende de λ tal que ‖uλ‖Lp(Ω) ≤ C. Além disso,

‖uλ‖L1(Ω) ≤ C1 (p,Ω) ‖uλ‖Lp(Ω) ≤ C, (2.19)

o que implica que ‖uλ‖Lp(Ω) é limitada por uma constante que não depende de λ para todo

p ≥ 1. Agora, fazendo ϕ = u−qλ como função teste em (2.5), obtemos∫
Ω

∇uλ∇
(
u−qλ
)

dx+

∫
Ω

u1−q
λ dx =

∫
Ω

u−qλ g (uλ) dx+ λ

∫
∂Ω

ψ dx.

Como ∫
Ω

∇uλ∇
(
u−qλ
)

dx = −q
∫

Ω

u−1−q
λ |∇uλ|2 dx ≤ 0,

pois uλ > 0 e q ∈ [0, 1), temos que∫
Ω

u1−q
λ dx ≥ λ

∫
∂Ω

ψ dx. (2.20)

Pela hipótese (H1),
∫
∂Ω
ψ dx <∞. Então, usando (2.19) e a desigualdade de Hölder, obtemos

de (2.20) que

λ ≤ C

∫
Ω

u1−q
λ dx ≤ C

(∫
Ω

(
u1−q
λ

)r
dx

)1/r (∫
Ω

1r
′

dx

)1/r′

≤ C |Ω|1/r
′
‖uλ‖1−q

L1(Ω) < C,

onde C é uma constante que não depende de λ, r = 1
1−q e 1

r
+ 1

r′
= 1. Logo, Λ <∞ e Λ > 0,

pois λ > 0. �

2.5 Existência de uma solução minimal

Nesta seção, usaremos o método de sub e supersolução para garantir a existência de

uma solução minimal para (Pλ), para cada λ ∈ (0,Λ). Para tanto, consideremos o seguinte

problema:


−∆u+ u = 0

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψµq sobre ∂Ω,

(2.21)
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onde µ é uma constante positiva.

Uma função u ∈ H1(Ω) é dita uma subsolução de (2.21) se, para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx ≤ λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx.

Dizemos que u ∈ H1(Ω) é supersolução de (2.21) se, para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx ≥ λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx.

O próximo teorema é o resultado principal desta seção. Antes de prová-lo, mostraremos

um lema que será fundamental para a prova deste teorema.

Teorema 2.5.1 (Pλ) admite solução minimal uλ, para todo λ ∈ (0,Λ).

2.5.1 Existência de solução para (Pλ) para λ ∈ (0,Λ)

Lema 2.5.2 Seja Λ definido em (2.16). Então (Pλ) possui uma solução fraca para cada

λ ∈ (0,Λ).

Demonstração: Fixemos λ ∈ (0,Λ). Pela caracterização de Λ, podemos obter λ < λ2 < Λ

tal que (Pλ2) tem solução fraca não-trivial. Seja uλ2 tal solução. Pelo Lema 2.3.6,

uλ2 ∈ C2,θ
(
Ω
)

para algum θ ∈ (0, 1) e uλ2 > 0 em Ω. Consideremos µ como sendo o

menor valor assumido por uλ2 em ∂Ω. Mostraremos inicialmente que (2.21) tem uma única

solução fraca. Com efeito, consideremos o funcional f : H1(Ω)→ R tal que

f(ϕ) = λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx.

Verifica-se facilmente que f é linear. Além disso, f é cont́ınuo. De fato, usando a imersão

cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos

|f(ϕ)| =
∣∣∣∣λ∫

∂Ω

ψµqϕ dx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
∂Ω

|ϕ| dx ≤ C ‖ϕ‖L1(∂Ω) ≤ C ‖ϕ‖ ,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Assim, f ∈ H−1(Ω) e, pelo Teorema da Representação de Riesz

(Teorema 1.2.1), existe um único vλ ∈ H1(Ω) tal que, para todo ϕ ∈ H1(Ω), f(ϕ) = 〈vλ, ϕ〉.

Então, para todo ϕ ∈ H1(Ω), obtemos

〈vλ, ϕ〉 =

∫
Ω

∇vλ∇ϕ dx+

∫
Ω

vλϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx. (2.22)
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Com este resultado, conclúımos que vλ é a única solução fraca de (2.21). Logo, vλ é

não-trivial, pois, do contrário, por (2.22), teŕıamos que f(ϕ) = 0, para todo ϕ ∈ H1(Ω).

Consequentemente, ∫
∂Ω

ψµqϕ dx = 0, para todo ϕ ∈ H1(Ω),

pois λ 6= 0. Assim, ψµq = 0 quase sempre sobre ∂Ω. Como ψ é não-negativa e ψ 6= 0, então

µq = 0, o que é um absurdo, pois uλ2 > 0 em Ω.

Agora, prosseguindo de maneira análoga ao que foi feito no Lema 2.3.6, podemos mostrar

que vλ ∈ C2,θ
(
Ω
)

para algum θ ∈ (0, 1). Além disso, por (2.22), temos que∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx ≥ 0,

para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0. Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆vλ + vλ ≥ 0 em Ω no sentido fraco.

Deste resultado, juntamente do fato de
∂vλ
∂ν

= λψµq ≥ 0 sobre ∂Ω e de vλ 6= 0, pelo Lema

2.3.4, segue que vλ > 0 em Ω.

Afirmação: uλ2 é supersolução de (2.21) e vλ < uλ2 em Ω.

Com efeito, sendo uλ2 solução fraca de (Pλ), temos que∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx =

∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Como g é não-negativa,
∫

Ω
g (uλ2)ϕ dx ≥ 0, para todo ϕ ≥ 0. Assim,∫

Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx− λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx =

∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx ≥ 0,

para todo ϕ ≥ 0. Desta estimativa e usando a definição de µ e o fato de λ2 > λ, obtemos∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx ≥ λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx ≥ λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0. Logo, uλ2 é supersolução de (2.21).

Notemos que∫
Ω

∇ (uλ2 − vλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ2 − vλ)ϕ dx =∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx−
∫

Ω

∇vλ∇ϕ dx−
∫

Ω

vλϕ dx =∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx ≥ 0,
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para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0, pois uλ2 é supersolução de (2.21). Então, pelo Lema 2.3.5,

obtemos que −∆ (uλ2 − vλ) + (uλ2 − vλ) ≥ 0 em Ω no sentido fraco. Além disso, como

µ ≤ uλ2 sobre ∂Ω, temos que

∂ (uλ2 − vλ)
∂ν

=
∂uλ2
∂ν
− ∂vλ

∂ν
= λψuqλ2 − λψµ

q ≥ 0, sobre ∂Ω.

Agora, notemos que uλ2 6= vλ, pois, do contrário, uλ2 seria solução fraca de (2.21). Por outro

lado, temos que uλ2 é solução fraca de (Pλ2). Com estes resultados, e escolhendo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

tal que ϕ > 0, teŕıamos

λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx =

∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx =

∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx.

Disto, e do fato de λ2 > λ, temos que, para ϕ ∈ H1(Ω) com ϕ > 0,

λ2

∫
∂Ω

ψ
(
uqλ2 − µ

q
)
ϕ dx ≤ −

∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx.

Por outro lado, temos que, para ϕ > 0,

λ2

∫
∂Ω

ψ
(
uqλ2 − µ

q
)
ϕ dx ≥ 0 e

∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx > 0,

pois g é não-decrescente, (H2) (e) ocorre e uλ2 > 0 em Ω. Logo,

0 ≤ λ2

∫
∂Ω

ψ
(
uqλ2 − µ

q
)
ϕ dx = −

∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx < 0,

chegando a uma contradição. Portanto, uλ2 6= vλ. Assim, pelo Lema 2.3.4, vλ < uλ2 em Ω e

está provada a afirmação.

Agora, definamos as funções gλ : Ω× R→ R e hλ : ∂Ω× R→ R por:

gλ (x, t) =


g (vλ (x)) , t < vλ (x) ,

g (t) , vλ (x) ≤ t ≤ uλ2 (x) ,

g (uλ2 (x)) , t > uλ2 (x)

(2.23)

e

hλ (x, t) =


λψ (x)µq, t < vλ (x) ,

λψ (x) tq, vλ (x) ≤ t ≤ uλ2 (x) ,

λψ (x)uqλ2 (x) , t > uλ2 (x) .

(2.24)
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Sejam

Gλ (x, s) =

∫ s

0

gλ (x, t) dt e Hλ (x, s) =

∫ s

0

hλ (x, t) dt.

Afirmamos que o funcional Jλ : H1(Ω)→ R definido por

Jλ (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

Gλ (x, u) dx−
∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx

é coercivo e sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente.

De fato, como uλ2 ∈ C2,θ
(
Ω
)
, pela continuidade de g e de λψuqλ2 e pelas definições (2.23) e

(2.24), temos que existem C1, C2 > 0 tais que

gλ (x, t) ≤ g(uλ2 (x)) ≤ C1, para x ∈ Ω e hλ (x, t) ≤ λψ (x)uqλ2 (x) ≤ C2, para x ∈ ∂Ω,

o que implica

Gλ (x, s) =

∫ s

0

gλ (x, t) dt ≤ C1 |s| , para todo x ∈ Ω

e

Hλ (x, s) =

∫ s

0

hλ (x, t) dt ≤ C2 |s| , para todo x ∈ ∂Ω.

Usando as imersões cont́ınuas de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(Ω) e H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo

s ∈ [1,+∞), obtemos∫
Ω

Gλ (x, u) dx ≤ C1

∫
Ω

|u| dx ≤ C1 ‖u‖ e

∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx ≤ C2

∫
∂Ω

|u| dx ≤ C2 ‖u‖ .

Destes resultados, segue que

Jλ (u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C1 ‖u‖ − C2 ‖u‖ = ‖u‖2

(
1

2
− (C1 + C2)

‖u‖

)
.

Fazendo ‖u‖ → +∞ na desigualdade anterior, obtemos Jλ (u) → +∞. Assim, Jλ (u)

é coercivo. Agora, seja un ⇀ u em H1(Ω). Pela Proposição 1.2.2, temos que ‖u‖ ≤

lim inf ‖un‖. Consequentemente,

‖u‖2 ≤ lim inf ‖un‖2 . (2.25)

Pela imersão compacta de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(Ω), para todo s ∈ [2,+∞), temos que, a

menos de subsequência, un → u em L2 (Ω). Como Ω é limitado, segue que un → u em

L1 (Ω). Logo, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequência,

un (x)→ u (x) quase sempre em Ω (2.26)
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e existe h1 ∈ L1 (Ω) tal que |un (x)| ≤ h1 (x) quase sempre em Ω. Disto e da definição (2.23),

temos

Gλ (x, un (x)) =

∫ un(x)

0

gλ (x, t) dt

=

∫ vλ(x)

0

gλ (x, t) dt+

∫ uλ2 (x)

vλ(x)

gλ (x, t) dt+

∫ un(x)

uλ2 (x)

gλ (x, t) dt

≤
∫ vλ(x)

0

g (vλ (x)) dt+

∫ uλ2 (x)

vλ(x)

g (uλ2 (x)) dt+

∫ un(x)

uλ2 (x)

g (uλ2 (x)) dt.

Consequentemente,

Gλ (x, un (x)) ≤ g (vλ (x)) vλ (x) + g (uλ2 (x)) (uλ2 (x)− vλ (x)) + g (uλ2 (x)) |un (x)− uλ2 (x)|

≤ C1 + C2 + C3 |un (x)− uλ2 (x)| ≤ C + C3h1(x), para todo x ∈ Ω.

De maneira análoga, obtemos C > 0 tal que Gλ (x, u (x)) ≤ Ch1(x), para todo x ∈ Ω.

Usando (2.26) e o fato de Gλ ser cont́ınua na segunda variável, obtemos

Gλ (x, un (x))→ Gλ (x, u (x)) quase sempre em Ω.

Além disso, como h1 ∈ L1 (Ω) e |Ω| <∞, temos que∣∣Gλ (x, un (x))−Gλ (x, u (x))
∣∣ ≤ C + Ch1(x) ∈ L1 (Ω) .

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
Ω

Gλ (x, un) dx =

∫
Ω

Gλ (x, u) dx.

Para mostrar que

lim
n→∞

∫
∂Ω

Hλ (x, un) dx =

∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx,

é suficiente utilizar a imersão compacta de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo s ∈ [2,+∞),

e proceder de maneira similar ao que fizemos para obter a convergência anterior. Destas

convergências e de (2.25), temos que

lim inf Jλ (un) = lim inf

(
1

2
‖un‖2 −

∫
Ω

Gλ (x, un) dx−
∫
∂Ω

Hλ (x, un) dx

)
≥ 1

2
lim inf ‖un‖2 + lim inf

[
−
(∫

Ω

Gλ (x, un) dx+

∫
∂Ω

Hλ (x, un) dx

)]
≥ 1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

Gλ (x, u) dx−
∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx = Jλ (u) .
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Assim, Jλ é sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente. Logo, pelo Teorema

1.5.2, Jλ é limitado inferiormente e atinge mı́nimo em H1(Ω). Seja uλ o mı́nimo global de

Jλ sobre H1(Ω). Como Jλ é o funcional associado ao problema
−∆u+ u = gλ (x, u)

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= hλ (x, u) sobre ∂Ω,

(2.27)

então uλ é solução fraca de (2.27). De forma análoga ao que fizemos com o problema (Pλ),

verifica-se que uλ ∈ C2,θ (Ω), para algum θ ∈ (0, 1).

Agora, como g é não-decrescente, pela definição (2.23), temos gλ (x, t) ≤ g (uλ2 (x)), para

todo t ∈ R e x ∈ Ω. Em particular, temos

gλ (x, uλ (x)) ≤ g (uλ2 (x)) , para todo x ∈ Ω. (2.28)

Pela definição de (2.24),

hλ (x, uλ (x)) ≤ λψ (x)uqλ2 (x) , para todo x ∈ ∂Ω. (2.29)

Afirmação: vλ ≤ uλ < uλ2 em Ω.

Com efeito, para mostrar que vλ ≤ uλ em Ω, notemos que sendo uλ e vλ soluções fracas de

(2.27) e (2.21), respectivamente, encontramos∫
Ω

∇(uλ − vλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ − vλ)ϕ dx =∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx−
∫

Ω

∇vλ∇ϕ dx−
∫

Ω

vλϕ dx =∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

hλ (x, uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Escolhendo ϕ = (uλ − vλ)− = max{0,− (uλ − vλ)}, temos que∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx =

∫
[vλ≤uλ]

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
[uλ<vλ]

gλ (x, uλ)ϕ dx

=

∫
[uλ<vλ]

g (vλ) (−uλ + vλ) dx
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e ∫
∂Ω

hλ (x, uλ)ϕ dx =

∫
[vλ≤uλ]

hλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
[uλ<vλ]

hλ (x, uλ)ϕ dx

= λ

∫
[uλ<vλ]

ψµq (−uλ + vλ) dx.

Além disso,

−λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx = −λ
∫

[vλ≤uλ]

ψµqϕ dx− λ
∫

[uλ<vλ]

ψµqϕ dx

= −λ
∫

[uλ<vλ]

ψµq (−uλ + vλ) dx.

Somando estas últimas igualdades, obtemos∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

hλ (x, uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx =

∫
[uλ<vλ]

g (vλ) (−uλ + vλ) dx.

Como g é não-negativa e, para uλ < vλ, tem-se que −uλ + vλ > 0, então∫
[uλ<vλ]

g (vλ) (−uλ + vλ) dx ≥ 0. Por outro lado,∫
Ω

∇ (uλ − vλ)∇ (uλ − vλ)− dx+

∫
Ω

(uλ − vλ) (uλ − vλ)− dx = −
∥∥(uλ − vλ)−

∥∥2 ≤ 0.

Assim,

0 ≤
∫

[uλ<vλ]

g (vλ) (−uλ + vλ) dx = −
∥∥(uλ − vλ)−

∥∥2 ≤ 0.

Consequentemente,
∥∥(uλ − vλ)−

∥∥2
= 0. Disto, segue que (uλ − vλ)− = 0 quase sempre

em Ω. Logo, uλ − vλ ≥ 0 quase sempre em Ω. Assim, infΩ (uλ − vλ) ≥ 0 quase sempre

em Ω. Agora, como uλ e vλ satisfazem −∆uλ + uλ = gλ (x, uλ) e −∆vλ + vλ = 0

no sentido fraco, subtraindo a primeira destas igualdades pela segunda, obtemos que

−∆ (uλ − vλ) + (uλ − vλ) = gλ (x, uλ) ≥ 0. O que implica que ∆ (uλ − vλ) − (uλ − vλ) ≤ 0

no sentido fraco. No que segue, mostraremos que uλ 6= vλ. De fato, supondo o contrário, e

usando novamente o fato de que uλ é solução fraca de (2.27) e vλ de (2.21), teŕıamos que∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

hλ (x, uλ)ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx, (2.30)

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Escolhamos ϕ ∈ C∞0
(
Ω
)
, ϕ > 0, tal que supp(ϕ) ⊂⊂ Ω. Então,

ϕ|∂Ω = 0. Assim, segue de (2.30) que
∫

Ω
gλ (x, uλ)ϕ dx = 0, o que é um absurdo, pois,
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usando a hipótese (H2) (e) e os fatos de que uλ > 0 em Ω, gλ é não-decrescente e ϕ > 0,

temos que
∫

Ω
gλ (x, uλ)ϕ dx > 0. Logo, uλ 6= vλ.

Afirmação: uλ − vλ > 0 em Ω.

De fato, suponha que existe x0 ∈ Ω tal que (uλ − vλ) (x0) = 0. Assim, desde que Ω é aberto,

existe BR (x0) ⊂⊂ Ω tal que

inf
BR(x0)

(uλ − vλ) = inf
Ω

(uλ − vλ) ≥ 0, quase sempre em Ω.

Disto, e do fato de ∆ (uλ − vλ)− (uλ − vλ) ≤ 0 no sentido fraco, segue do Teorema 1.4.3 que

(uλ − vλ) é constante em Ω. Logo, como (uλ − vλ) (x0) = 0 e x0 ∈ Ω, então (uλ − vλ) = 0, o

que contradiz o fato de que uλ 6= vλ. Logo, a afirmação segue.

Agora, desde que uλ, vλ ∈ C2,θ
(
Ω
)
, mostraremos que uλ ≥ vλ sobre ∂Ω. Com efeito, supondo

o contrário, existiria x0 ∈ ∂Ω tal que uλ (x0) < vλ (x0). Como x0 ∈ ∂Ω, existe uma sequência

(xk) ⊂ Ω tal que xk → x0. Como, uλ > vλ em Ω, temos que uλ (xk) > vλ (xk). Disto e da

continuidade das funções uλ e vλ, segue que uλ (x0) ≥ vλ (x0). O que é uma contradição.

Logo, uλ ≥ vλ em ∂Ω. Disto e do fato de uλ > vλ em Ω, temos que uλ ≥ vλ em Ω.

Agora, usando que uλ2 e uλ são soluções fracas de (Pλ) e (2.27), respectivamente, temos

que∫
Ω

∇ (uλ2 − uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ2 − uλ)ϕ dx =∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx−
∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx−
∫

Ω

uλϕ dx =∫
Ω

g (uλ2)ϕ dx+

∫
∂Ω

λψuqλ2ϕ dx−
(∫

Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

hλ (x, uλ)ϕ dx

)
,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Assim, por (2.28) e (2.29), obtemos da igualdade anterior que∫
Ω

∇ (uλ2 − uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ2 − uλ)ϕ dx ≥ 0,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω), ϕ ≥ 0. Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆ (uλ2 − uλ) + (uλ2 − uλ) ≥ 0 em Ω

no sentido fraco. Usando novamente (2.29), temos que

∂ (uλ2 − uλ)
∂ν

= λ2ψu
q
λ2
− hλ (x, uλ) ≥ 0, sobre ∂Ω.
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Além disso, notemos que uλ2 6= uλ, pois supondo que uλ2 = uλ e sabendo que uλ e uλ2 são,

respectivamente, soluções fracas de (2.27) e de (Pλ), temos que

λ2ψu
q
λ2

= hλ (x, uλ) sobre ∂Ω.

Disto segue que, para todo ϕ ∈ H1(Ω),∫
∂Ω

λ2ψu
q
λ2
ϕ dx =

∫
[uλ<vλ]

hλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
[vλ≤uλ≤uλ2 ]

hλ (x, uλ)ϕ dx

+

∫
[uλ>uλ2 ]

hλ (x, uλ)ϕ dx.

Como vλ ≤ uλ, então
∫

[uλ<vλ]
hλ (x, uλ)ϕ dx = 0. Logo,

λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx = λ

(∫
[vλ≤uλ≤uλ2 ]

ψuqλϕ dx+

∫
[uλ>uλ2 ]

ψuqλ2ϕ dx

)
,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Escolhendo ϕ ∈ C∞(Ω), ϕ > 0, e considerando que ψ é não-negativa,

uλ2 > 0 e λ2 > λ > 0, temos que a igualdade anterior não pode ocorrer. Assim, uλ2 6= uλ.

Logo, pelo Lema 2.3.4, uλ2 > uλ em Ω. E a afirmação segue.

Mostraremos agora que Jλ (u) = Jλ (u), para todo vλ ≤ u ≤ uλ2 .

Com efeito, notemos que, para vλ ≤ u ≤ uλ2 ,∫
Ω

Gλ (x, u) dx =

∫
[u<vλ]

Gλ (x, u) dx+

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

Gλ (x, u) dx+

∫
[u>uλ2 ]

Gλ (x, u) dx

=

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

Gλ (x, u) dx =

∫
Ω

G(u) dx

e ∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx =

∫
[u<vλ]

Hλ (x, u) dx+

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

Hλ (x, u) dx+

∫
[u>uλ2 ]

Hλ (x, u) dx

=

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

Hλ (x, u) dx =
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx,

o que implica

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G (u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx

=
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

Gλ (x, u) dx−
∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx = Jλ (u) .
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Assim, desde que vλ ≤ uλ < uλ2 em Ω, temos que Jλ (uλ) = Jλ (uλ). Logo, como uλ é

mı́nimo global de Jλ, temos que J
′
λ (uλ) = 0. Assim, J ′λ (uλ) = 0. Ou seja,∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx−
∫

Ω

g (uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqλϕ dx = 0.

Disto, segue que uλ é solução fraca de (Pλ) e o lema está provado. �

2.5.2 Prova do Teorema 2.5.1

O Teorema 2.5.1 garantirá a existência de solução minimal para (Pλ), mas antes de prová-

lo enunciaremos o lema, cuja prova encontra-se em [17] (Lema 3.4), e a definição seguintes.

Lema 2.5.3 Sejam u e v funções cont́ınuas e positivas em Ω tais que

−∆u+ u ≥ 0, em Ω,
∂u

∂ν
≥ λψuq, sobre ∂Ω

e

−∆v + v ≤ 0, em Ω,
∂v

∂ν
≤ λψvq, sobre ∂Ω.

Então, u ≥ v em Ω.

Definição 2.5.4 Dizemos que uma solução u∗ é solução minimal de (Pλ) em [u, u] se u∗ ≤ u,

para cada u ≤ u ≤ u, onde u, u e u são, respectivamente, solução fraca, sub e supersolução

de (Pλ).

Prova do Teorema 2.5.1

Pelo Lema 2.5.2, existe uλ solução fraca de (Pλ), para todo λ ∈ (0,Λ). Na demonstração

do Lema 2.5.2, vimos que (2.21), tem uma única solução fraca. De maneira similar, mostra-se

que o problema 
−∆u+ u = 0

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψuq, sobre ∂Ω.

(2.31)
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tem uma única solução fraca não-trivial que denotaremos por ṽλ. De maneira análoga ao

que foi feito para uλ, mostra-se que ṽλ ∈ C2,θ
(
Ω
)
, para algum θ ∈ (0, 1) e que ṽλ > 0 em Ω.

Mostraremos agora que uλ é supersolução de (2.31). De fato, sendo uλ solução fraca de (Pλ),

temos que ∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx =

∫
Ω

g (uλ)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqλϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Como g é não-negativa,
∫

Ω
g (uλ)ϕ dx ≥ 0, para todo ϕ ≥ 0. Assim,∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqλϕ dx =

∫
Ω

g (uλ)ϕ dx ≥ 0,

para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0. Desta estimativa segue que∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx ≥ λ

∫
∂Ω

ψuqλϕ dx,

para todo ϕ ≥ 0. Logo, uλ é supersolução de (2.31).

Desde que uλ e ṽλ são respectivamente, solução fraca de (Pλ) e (2.31) e, além disso, uλ,

ṽλ ∈ C2,θ
(
Ω
)

para algum θ ∈ (0, 1), então −∆uλ +uλ ≥ 0 e −∆ṽλ + ṽλ = 0 em Ω no sentido

fraco. Por outro lado, temos que
∂uλ
∂ν

= λψuqλ e
∂ṽλ
∂ν

= λψṽλ sobre ∂Ω. Além disso, uλ e ṽλ

são positivas em Ω. Assim, pelo Lema 2.5.3, temos que uλ ≥ ṽλ em Ω.

Em seguida, usando iteração monótona, construiremos uma sequência (un) ⊂ H1 (Ω) tal que

−∆un+1 + un+1 = g(un), em Ω
∂un+1

∂ν
= λψuqn, sobre ∂Ω.

(2.32)

De fato, para n = 1, seja u1 = ṽλ e consideremos o problema

−∆u2 + u2 = g(ṽλ) em Ω
∂u2

∂ν
= λψṽqλ sobre ∂Ω.

(2.33)

Se u2 é solução fraca de (2.33), então, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇u2∇ϕ+ u2ϕ) dx−
∫

Ω

g (ṽλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψṽqλϕ dx = 0.

Notemos que ∫
Ω

(∇u2∇ϕ+ u2ϕ) dx = 〈u2, ϕ〉 .
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Definamos o funcional f : H1 (Ω)→ R tal que

f (ϕ) =

∫
Ω

g (ṽλ)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψṽqλϕ dx.

Mostraremos que f é linear e cont́ınuo. Com efeito, facilmente verifica-se que f é linear.

Agora, temos que

|f (ϕ)| ≤
∣∣∣∣∫

Ω

g (ṽλ)ϕ dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣λ∫
∂Ω

ψṽqλϕ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|g (ṽλ)| |ϕ| dx+ λ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

|ṽλ|q |ϕ| dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Usando o item (i) do Lema A.1.3, temos que, para δ > 0,∫
Ω

|g (ṽλ)| |ϕ| dx ≤ C

∫
Ω

e(1+δ)ṽ2λ |ϕ| dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Disto e da desigualdade de Hölder, obtemos

|f (ϕ)| ≤ C

(∫
Ω

ep(1+δ)ṽ2λ dx

)1/p(∫
Ω

|ϕ|p
′
dx

)1/p′

+ C

(∫
∂Ω

|ṽλ|qr dx

)1/r (∫
∂Ω

|ϕ|r
′
dx

)1/r′

,

para todo ϕ ∈ H1(Ω) e com r = 1
q
, p > 1, 1

r
+ 1

r′
= 1 e 1

p
+ 1

p′
= 1. Assim, para todo

ϕ ∈ H1(Ω),

|f (ϕ)| ≤ C

(∫
Ω

ep(1+δ)ṽ2λ dx

)1/p

‖ϕ‖Lp′ (Ω) + C2 ‖ṽλ‖qL1(∂Ω) ‖ϕ‖Lr′ (∂Ω) , (2.34)

Logo, segue da desigualdade de Trudinger-Moser (2.1) que
∫

Ω
ep(1+δ)ṽ2λ dx <∞. Assim, pelas

imersões cont́ınuas de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω) e H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞),

obtemos de (2.34) que

|f (ϕ)| ≤ C1 ‖ϕ‖+ C2 ‖ṽλ‖q ‖ϕ‖ = (C1 + C2 ‖ṽλ‖q) ‖ϕ‖ ,

para todo ϕ ∈ H1(Ω) e com C1 = C1 (Ω, ṽλ). Disto segue que f é cont́ınua. Logo,

f ∈ H−1 (Ω) e, pelo Teorema da Representação de Riesz, existe um único u2 ∈ H1 (Ω)

tal que f (ϕ) = 〈u2, ϕ〉, para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Consequentemente, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇u2∇ϕ+ u2ϕ) dx =

∫
Ω

g (ṽλ)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψṽqλϕ dx.

Logo, u2 é solução fraca de (2.33). Usando o mesmo argumento, obteremos que un+1 é

solução fraca de (2.32), para cada n = 1, 2, 3, ....
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Agora, desde que u1 e u2 são soluções fracas de (2.31) e de (2.33), respectivamente, escolhendo

ϕ = (u2 − u1)− como função teste, podemos proceder de maneira similar ao que foi feito na

demonstração da desigualdade vλ ≤ uλ em Ω no Lema 2.5.2, para mostrar que u1 ≤ u2 em Ω.

E, procedendo com o mesmo racioćınio, mostra-se que u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ un ≤ un+1 ≤ ... ≤ uλ

em Ω.

Afirmação: (un) é uma sequência limitada em H1 (Ω).

De fato, como un é solução fraca de (2.32), tomemos ϕ = un+1 como função teste e assim,

para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 =

∫
Ω

g (un)un+1 dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqnun+1 dx.

Pela hipótese (H2) (b), g é não-decrescente. Logo, como un ≤ uλ, segue da igualdade anterior

que, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤
∫

Ω

g (uλ)uλ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqλuλ dx.

Usando novamente o item (i) do Lema A.1.3 e o fato de uλ > 0, temos que, para δ > 0,∫
Ω

g (uλ)uλ dx ≤ C

∫
Ω

e(1+δ)u2λuλ dx.

Consequentemente, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤ C

∫
Ω

e(1+δ)u2λuλ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuq+1
λ dx.

Pela desigualdade de Hölder, obtemos que, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤ C

(∫
Ω

ep(1+δ)u2λ dx

)1/p(∫
Ω

|uλ|p
′

dx

)1/p′

+ λ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

uq+1
λ dx

≤ C

(∫
Ω

ep(1+δ)u2λ dx

)1/p

‖uλ‖Lp′ (Ω) + C2 ‖uλ‖q+1
Lq+1(∂Ω) ,

onde p > 1 e 1
p

+ 1
p′

= 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1),
∫

Ω
ep(1+δ)u2λ dx < ∞.

Assim, pelas imersões cont́ınuas de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω) e H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para

todo s ∈ [1,+∞), segue da estimativa anterior que

‖un+1‖2 ≤ C1 ‖uλ‖+ C2 ‖uλ‖q+1 ,
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para todo n ∈ N. Portanto, a afirmação segue.

Agora, como (un) é limitada em H1 (Ω), pelo Teorema 1.2.3, a menos de subsequência,

un ⇀ u∗λ em H1 (Ω), com u∗λ ∈ H1 (Ω), pois H1 (Ω) é Banach reflexivo. No que segue,

mostraremos que u∗λ é solução fraca de (Pλ). Com efeito, como un ⇀ u∗λ em H1 (Ω), então

f (un) → f (u∗λ), para todo f ∈ H−1 (Ω). Assim, pelo Teorema da Representação de Riesz,

considerando uma identificação entre os espaços H1 (Ω) e H−1 (Ω), encontramos

f (un) = 〈un,ϕ〉 e f (u∗λ) = 〈u∗λ,ϕ〉 ,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Então, 〈un,ϕ〉 → 〈u∗λ,ϕ〉 e obtemos que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

∫
Ω

(∇un∇ϕ+ unϕ) dx =

∫
Ω

(∇u∗λ∇ϕ+ u∗λϕ) dx. (2.35)

De maneira similar ao que fizemos no Lema 2.3.2 (ver (2.14)), usando o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, mostra-se que

lim
n→∞

λ

∫
∂Ω

ψuq+1
n dx = λ

∫
∂Ω

ψ (u∗λ)
q+1 dx. (2.36)

No que segue, mostraremos que

lim
n→∞

∫
Ω

g (un) dx =

∫
Ω

g (u∗λ) dx. (2.37)

De fato, como, a menos de subsequência, un ⇀ u∗λ em H1 (Ω), pela imersão compacta de

Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2 +∞), un → u∗λ em L2 (Ω). Como Ω é limitado,

un → u∗λ em L1 (Ω). Assim, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequência, un (x) → u∗λ (x)

quase sempre em Ω. Logo, usando a continuidade de g, obtemos |g (un (x))− g (u∗λ (x))| → 0

quase sempre em Ω. Desde que g é não-decrescente e un ≤ uλ, temos que

|g (un (x))− g (u∗λ (x))| ≤ |g (uλ (x))|+ |g (u∗λ (x))| , para todo n ∈ N e x ∈ Ω.

Recorrendo novamente ao item (i) do Lema A.1.3, temos que, para δ > 0,

|g (uλ (x))|+ |g (u∗λ (x))| ≤ e(1+δ)u2λ(x) + e(1+δ)(u∗λ(x))
2

, para todo x ∈ Ω.

Além disso, pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1),∫
Ω

e(1+δ)u2λ dx <∞ e

∫
Ω

e(1+δ)(u∗λ)
2

dx <∞.
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Logo, e(1+δ)u2λ , e(1+δ)(u∗λ)
2

∈ L1 (Ω). Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, obtemos (2.37).

Usando (2.37) e escolhendo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)
, obtemos que

0 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

g (un)ϕ dx−
∫

Ω

g (u∗λ)ϕ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|(g(un)− g(u∗λ))ϕ| dx

≤ ‖ϕ‖∞
∫

Ω

|(g(un)− g(u∗λ))| dx→ 0,

o que implica

lim
n→∞

∫
Ω

g(un)ϕ dx =

∫
Ω

g (u∗λ)ϕ dx,

para todo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)
. Por um argumento de densidade, temos que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

∫
Ω

g(un)ϕ dx =

∫
Ω

g (u∗λ)ϕ dx. (2.38)

Similarmente, usando (2.36), obtém-se que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

λ

∫
∂Ω

ψuq+1
n ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψ (u∗λ)
q+1 ϕ dx. (2.39)

Por outro lado, como un+1 é solução fraca de (2.32), para todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇un+1∇ϕ+ un+1ϕ) dx−
∫

Ω

g (un)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuq+1
n ϕ dx = 0.

Fazendo n → ∞, na igualdade acima e usando (2.35), (2.38) e (2.39), obtemos que, para

todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇u∗λ∇ϕ+ u∗λϕ) dx−
∫

Ω

g (u∗λ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ (u∗λ)
q+1 ϕ dx = 0.

Conclúımos, então, que u∗λ é solução fraca de (Pλ).

Nosso objetivo agora é mostrar que u∗λ é solução minimal de (Pλ). Ou seja, u∗λ ≤ u, para

cada u1 ≤ u ≤ uλ, onde u é solução fraca de (Pλ). Para tanto, será suficiente mostrar que

un ≤ u. Já temos que u1 ≤ u. Agora, mostraremos que u2 ≤ u. Com efeito, como u2 e u

são soluções fracas de (2.33) e (Pλ), respectivamente, então∫
Ω

∇ (u− u2)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− u2)ϕ dx =∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

∇u2∇ϕ dx−
∫

Ω

u2ϕ dx =∫
Ω

g (u)ϕ dx−
∫

Ω

g (u1)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuq+1ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuq+1
1 ϕ dx ≥ 0,
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para todo ϕ ∈ H1 (Ω), ϕ ≥ 0, pois u1 ≤ u e g é não-decrescente. Então, pelo Lema 2.3.5,

temos que −∆ (u− u2) + (u− u2) ≥ 0 em Ω no sentido fraco. Além disso, como u1 ≤ u e

λψ ≥ 0, então
∂ (u− u2)

∂ν
= λψ (uq − uq1) ≥ 0.

Agora, notemos que u 6= u2, pois, do contrário, u seria solução fraca de (2.33). Por outro

lado, temos que u é solução fraca de (Pλ). Com estes resultados, teŕıamos que∫
Ω

g (u)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuq+1ϕ dx =

∫
Ω

g (u1)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuq+1
1 ϕ dx,

o que mostra ∫
Ω

[g (u)− g (u1)]ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψ
(
uq+1

1 − uq+1
)
ϕ dx.

De maneira análoga ao que foi feito para mostrar que u1 < u2 em Ω, prova-se que u1 < u em

Ω. Assim, escolhendo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

tal que ϕ > 0 e usando que g é não-decrescente, segue da

igualdade anterior que

0 <

∫
Ω

[g (u)− g (u1)]ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψ
(
uq+1

1 − uq+1
)
ϕ dx ≤ 0,

o que é um absurdo. Logo, u 6= u2. Assim, pelo Lema 2.3.4, u2 ≤ u em Ω. Continuando com

o mesmo processo, obtém-se que un ≤ u, para todo n ∈ N e para cada u1 ≤ u ≤ uλ, onde u é

solução fraca de (Pλ). Agora, desde que un (x)→ u∗λ (x) quase sempre em Ω e un ≤ u, para

todo n ∈ N, fazendo n→∞, temos que u∗λ (x) ≤ u (x) quase sempre em Ω. Disto segue que

u∗λ é solução minimal de (Pλ).

2.6 Existência de um mı́nimo local para Jλ, com λ ∈

(0,Λ)

Nesta seção, utilizaremos o teorema seguinte para garantir a existência de mı́nimo local

para Jλ para todo λ ∈ (0,Λ).

Teorema 2.6.1 Seja uλ a solução fraca para (Pλ) encontrada no Lema 2.5.2. Então, uλ é

um mı́nimo local para Jλ em H1 (Ω).
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Demonstração: Seja λ2 > λ e u∗λ2 solução minimal de (Pλ2) garantida pelo Teorema 2.5.1.

Se considerarmos u∗λ2 no lugar de uλ2 na demonstração do Lema 2.5.2, obteremos uλ solução

fraca de (Pλ) para cada λ ∈ (0,Λ). Supondo que uλ não é mı́nimo local para Jλ, chegaremos

a uma contradição. Para tanto, notemos que se uλ não é mı́nimo local para Jλ, existe uma

sequência (un) ⊂ H1 (Ω) tal que un → uλ em H1 (Ω) e Jλ (un) < Jλ (uλ). Definamos u = u∗λ2

e u = ṽλ, onde ṽλ é a única solução fraca de (2.31). Inicialmente, mostraremos que u < u

em Ω. De fato, usando que u é solução fraca de (2.31) e que u é solução fraca de (Pλ2), pois

é solução minimal deste problema, temos que estas funções são cont́ınuas e positivas em Ω

(ver Lema 2.3.6). Além disso, u e u satisfazem no sentido fraco

−∆u+ u ≥ 0, em Ω
∂u

∂ν
≥ λψuq, sobre ∂Ω

e
−∆u+ u ≤ 0, em Ω
∂u

∂ν
≤ λψuq, sobre ∂Ω.

Logo, pelo Lema 2.5.3, u ≤ u em Ω. Assim, para ϕ ∈ H1 (Ω), ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇ (u− u)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− u)ϕ dx =∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

∇u∇ϕ dx−
∫

Ω

uϕ dx =∫
Ω

g (u)ϕ dx+ (λ2 − λ)

∫
∂Ω

ψ (uq − uq)ϕ dx ≥ 0,

pois g é não-negativa, λ2 > λ e u ≤ u em Ω. Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆ (u− u)+(u− u) ≥ 0

em Ω no sentido fraco. Obtemos também que

∂ (u− u)

∂ν
=
∂u

∂ν
− ∂u

∂ν
= λ2ψu

q − λψuq ≥ 0, sobre ∂Ω.

Além disso, temos que u − u 6= 0, pois, do contrário, escolhendo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)
, ϕ > 0, e

usando o fato de u ser solução fraca de (2.31) e u ser solução fraca de (Pλ2), teŕıamos que∫
Ω

g (u)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψuqϕ dx.

O que implicaria

0 > −
∫

Ω

g (u)ϕ dx = (λ2 − λ)

∫
∂Ω

ψuqϕ dx ≥ 0,

pois g é não-negativa, u > 0 e λ2 > λ. O que é um absurdo. Logo, u− u 6= 0. Usando estes

resultados, segue do Lema 2.3.4 que u < u em Ω.
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Agora, consideremos as seguintes funções para todo n ∈ N

vn (x) =


u (x) , un (x) ≤ u (x) ,

un (x) , u (x) ≤ un (x) ≤ u (x) ,

u (x) , un (x) ≥ u (x)

e definamos wn = (un − u)+, wn = (un − u)−, Sn = supp(wn) e Sn = supp(wn). Então,

Sn = fecho {x ∈ Ω : wn (x) 6= 0} = fecho {x ∈ Ω : un (x) > u (x)} (2.40)

e

Sn = fecho {x ∈ Ω : wn (x) 6= 0} = fecho {x ∈ Ω : un (x) < u (x)} , (2.41)

para todo n ∈ N. Por definição,

vn ∈ Nλ =
{
u ∈ H1(Ω) : u ≤ u ≤ u

}
. (2.42)

Além disso, verifica-se facilmente que un = vn − wn + wn. Sejam

An =
1

2

∫
Sn

[(
|∇un|2 − |∇u|2

)
+
(
|un|2 − |u|2

)]
dx (2.43)

−
∫
Sn

[G (un)−G (u)] dx− λ

q + 1

∫
Sn∩∂Ω

ψ
(
uq+1
n − uq+1

)
dx

e

Bn =
1

2

∫
Sn

[(
|∇un|2 − |∇u|2

)
+
(
|un|2 − |u|2

)]
dx

−
∫
Sn

[G (un)−G (u)] dx− λ

q + 1

∫
Sn∩∂Ω

ψ
(
uq+1
n − uq+1

)
dx,

para todo n ∈ N. No que segue, mostraremos que Jλ (un) = Jλ (vn) + An + Bn, para todo

n ∈ N. Com efeito, como

Jλ (vn) =
1

2
‖vn‖2 −

∫
Ω

G(vn) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |vn|q+1 dx,

‖vn‖2 =

∫
[un<u]

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx+

∫
[u≤un≤u]

(
|∇vn|2 + |vn|2

)
dx+

∫
[un>u]

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx,
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−
∫

Ω

G(vn) dx = −
∫

[un<u]

G(u) dx−
∫

[u≤un≤u]

G(vn) dx−
∫

[un>u]

G(u) dx

e ∫
∂Ω

ψ |vn|q+1 dx =

∫
[un<u]

ψ |u|q+1 dx+

∫
[u≤un≤u]

ψ |vn|q+1 dx+

∫
[un>u]

ψ |u|q+1 dx,

então

1

2

(∫
Sn

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx+

∫
[u≤un≤u]

(
|∇vn|2 + |vn|2

)
dx+

∫
Sn

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx

)
+

1

2

∫
Sn

[(
|∇un|2 − |∇u|2

)
+
(
|un|2 − |u|2

)]
dx+

1

2

∫
Sn

[(
|∇un|2 − |∇u|2

)
+
(
|un|2 − |u|2

)]
dx

=
1

2

(∫
Sn

(
|∇un|2 + |un|2

)
dx+

∫
[u≤un≤u]

(
|∇un|2 + |un|2

)
dx+

∫
Sn

(
|∇un|2 + |un|2

)
dx

)
=

1

2
‖un‖2 ,

−
∫

[un<u]

G(u) dx−
∫

[u≤un≤u]

G(vn) dx−
∫

[un>u]

G(u) dx

−
∫
Sn

[G (un)−G (u)] dx−
∫
Sn

[G (un)−G (u)] dx

= −
∫
Sn

G (un) dx−
∫

[u≤un≤u]

G (un) dx−
∫
Sn

G (un) dx = −
∫

Ω

G(un) dx

e

− λ

q + 1

(∫
[un<u]

ψ |u|q+1 dx+

∫
[u≤un≤u]

ψ |vn|q+1 dx+

∫
[un>u]

ψ |u|q+1 dx

)
− λ

q + 1

(∫
Sn

ψ
(
uq+1
n − uq+1

)
dx+

∫
Sn

ψ
(
uq+1
n − uq+1

)
dx

)

= − λ

q + 1

(∫
Sn

ψ |un|q+1 dx+

∫
[u≤un≤u]

ψ |un|q+1 dx+

∫
Sn

ψ |un|q+1 dx

)
= − λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |un|q+1 dx.

Notemos que, somando as parcelas equivalentes no desenvolvimento de An, Bn e Jλ (vn),

obtivemos a correspondente parcela no desenvolvimento de Jλ (un). Assim, segue que

Jλ (un) = Jλ (vn) + An +Bn, para todo n ∈ N.

Afirmação: u < uλ < u em Ω.
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De fato, para mostrar que u < uλ em Ω, é suficiente usar que u é solução fraca de (2.31) e

que uλ é solução fraca de (Pλ) e proceder de maneira análoga ao que fizemos para mostrar

que u < u em Ω. Agora, para mostrar que uλ < u em Ω, notemos que como u é solução

minimal de (Pλ2), então u é solução fraca de (Pλ2). Além disso, considerando u no lugar de

uλ2 nas definições de gλ e hλ dadas em (2.23) e (2.24), respectivamente, temos que

gλ (x, uλ (x)) ≤ g (u (x)) , para x ∈ Ω e hλ (x, uλ (x)) ≤ λψ (x)uq (x) , para x ∈ ∂Ω. (2.44)

Usando que u é solução fraca de (Pλ2) e que uλ é mı́nimo global de Jλ, temos que, para todo

ϕ ∈ H1(Ω) com ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇ (u− uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− uλ)ϕ dx =∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx−
∫

Ω

uλϕ dx =∫
Ω

g (u)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqϕ dx−
∫

Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx−
∫
∂Ω

hλ (x, uλ)ϕ dx.

Disto, e de (2.44), obtemos que, para todo ϕ ∈ H1(Ω), ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇ (u− uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− uλ)ϕ dx ≥ 0.

Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆ (u− uλ)+(u− uλ) ≥ 0 em Ω no sentido fraco. Obtemos também

de (2.44) e do fato de λ2 > λ que

∂ (u− uλ)
∂ν

=
∂u

∂ν
− ∂uλ

∂ν
= λ2ψu

q − hλ (x, uλ) ≥ 0, sobre ∂Ω.

De maneira análoga ao que fizemos na demonstração do Lema 2.5.2 para mostrar que

uλ 6= uλ2 , mostra-se que u 6= uλ. Assim, pelo Lema 2.3.6, u − uλ > 0 em Ω. E a afirmação

segue.

Desde que uλ é mı́nimo global de Jλ garantido pelo Lema 2.5.2, temos que Jλ (uλ) ≤ Jλ (u),

para todo u ∈ H1(Ω). Em particular, Jλ (uλ) ≤ Jλ (u), para todo u ∈ Nλ. Por outro

lado, também na demonstração do Lema 2.5.2, obtivemos que Jλ (u) = Jλ (u) para todo

vλ ≤ u ≤ uλ2 , com vλ solução fraca de (2.21). Logo, considerando u no lugar de uλ2 no

Lema 2.5.2, obtemos que Jλ (u) = Jλ (u) para todo vλ ≤ u ≤ u. Usando que vλ é solução
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fraca de (2.21) e que u é solução fraca de (2.31) e, procedendo de maneira similar ao que

fizemos no Lema 2.5.2 para mostrar que vλ ≤ uλ em Ω, obtém-se que vλ ≤ u em Ω. Assim,

Jλ (u) = Jλ (u), para todo u ∈ Nλ.Portanto,

uλ ∈ Nλ. Então, Jλ (uλ) = Jλ (uλ). Logo, Jλ (uλ) ≤ Jλ (u), para todo u ∈ Nλ. Disto

segue que Jλ (uλ) = infu∈Nλ Jλ (u). Consequentemente,

Jλ (un) ≥ Jλ (uλ) + An +Bn. (2.45)

Agora, como un → uλ em H1(Ω), então un → uλ em L2(Ω). Assim, pelo Teorema 1.1.7,

a menos de subsequência, un (x) → uλ (x) quase sempre em Ω. Fixemos x0 ∈ Sn, definido

em (2.40). Então, existe uma sequência (xk) ⊂ Cn := {x ∈ Ω : un (x) > u (x)} tal que

xk → x0. Desde que (xk) ⊂ Cn, un (xk) > u (xk). Como un (x) → uλ (x) quase sempre em

Ω, temos que uλ (xk) ≥ u (xk). Disto, e da continuidade das funções uλ e u, obtemos que

limk uλ (xk) ≥ limk u (xk) implica uλ (x0) ≥ u (x0), pois xk → x0. Como x0 ∈ Sn é arbitrário,

temos que uλ (x) ≥ u (x), para todo x ∈ Sn. Por outro lado, temos que uλ < u em Ω. Então,

para n suficientemente grande, temos que Sn = ∅. O que implica que
∣∣Sn∣∣→ 0.

Similarmente, fixando x0 ∈ Sn e usando que u < uλ em Ω, prova-se que |Sn| → 0.

Afirmação: ‖wn‖ → 0 e ‖wn‖ → 0.

Com efeito, usando novamente que un → uλ em H1(Ω), temos que un → uλ em L2(Ω) e

∇un → ∇uλ em (L2(Ω))
2
. Desde que Ω é limitado, un → uλ em L1(Ω) e ∇un → ∇uλ em

(L1(Ω))
2
. Assim, |un − u|2 → |uλ − u|2 em L1(Ω) e |∇un −∇u|2 → |∇uλ −∇u|2 em L1(Ω).

Destas convergências e sabendo que

‖wn‖2 =

∫
Ω

(
|∇wn|2 + |wn|2

)
dx =

∫
Sn

(
|∇ (un − u)|2 + |un − u|2

)
dx,

obtemos

lim
n→∞

∫
Sn

(
|∇ (un − u)|2 + |un − u|2

)
dx =

∫
Sn

(
|∇ (uλ − u)|2 + |uλ − u|2

)
dx.

Pelo Teorema 1.1.7, existe h ∈ L1(Ω) tal que |∇ (un (x)− u (x))|2 + |un (x)− u (x)|2 ≤ h (x)

quase sempre em Ω. Assim,∫
Sn

(
|∇ (un − u)|2 + |un − u|2

)
dx ≤

∫
Sn

h dx.
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Como
∣∣Sn∣∣→ 0 e

∫
Sn
h dx ≤

∫
Ω
h dx <∞, segue do Teorema 1.1.5 que limn→∞

∫
Sn
h dx = 0.

Logo,

0 ≤ ‖wn‖2 =

∫
Sn

(
|∇ (un − u)|2 + |un − u|2

)
dx ≤

∫
Sn

h dx→ 0.

O que implica que ‖wn‖ → 0. Similarmente, mostra-se que ‖wn‖ → 0. Portanto, a afirmação

está provada.

No que segue, mostraremos que An ≥ 0.

De fato, como wn = un − u em Sn, então un = u + wn. Assim, voltando a (2.43), obtemos

que

An =
1

2

∫
Sn

[(
|∇ (u+ wn)|2 − |∇u|2

)
+
(
|u+ wn|2 − |u|2

)]
dx

−
∫
Sn

[G (u+ wn)−G (u)] dx− λ

q + 1

∫
Sn∩∂Ω

ψ
[
(u+ wn)q+1 − uq+1

]
dx.

O que implica

An =
1

2

∫
Ω

(
|∇wn|2 + |wn|2

)
dx+

∫
Ω

(∇u∇wn + u wn) dx

+

∫
Sn

[G (u)−G (u+ wn)] dx− λ

q + 1

∫
Sn∩∂Ω

ψ
[
(u+ wn)q+1 − uq+1

]
dx.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe θ ∈ (0, 1) tal que

G (u+ wn)−G (u) = g (u+ θwn)wn e
ψ

q + 1

[
(u+ wn)q+1 − uq+1

]
= ψ (u+ θwn)q wn.

Logo, para algum θ ∈ (0, 1),

An =
1

2
‖wn‖2 +

∫
Ω

(∇u∇wn + u wn) dx−
∫
Sn

g (u+ θwn)wn dx

− λ
∫
Sn∩∂Ω

ψ (u+ θwn)q wn dx.

Desde que u é solução fraca de (Pλ2), temos que∫
Ω

(∇u∇wn + u wn) dx =

∫
Sn

g (u)wn dx+ λ2

∫
Sn∩∂Ω

ψuqwn dx

≥
∫
Sn

g (u)wn dx+ λ

∫
Sn∩∂Ω

ψuqwn dx.
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Substituindo este resultado em (2.6), obtemos

An ≥
1

2
‖wn‖2 +

∫
Sn

[g (u)− g (u+ θwn)]wn dx− λ
∫
Sn∩∂Ω

ψ [(u+ θwn)q − uq]wn dx.

Usando novamente o Teorema do Valor Médio, obtemos da igualdade acima que

An ≥
1

2
‖wn‖2 −

∫
Sn

g′ (u+ θ′wn)w2
n dx− λ

∫
Sn∩∂Ω

ψ [(u+ θwn)q − uq]wn dx.

Disto segue que

An ≥
1

2
‖wn‖2 −

∫
Sn

g′ (u+ θ′wn)w2
n dx− λ

∫
Sn∩∂Ω

ψ (u+ θwn)q wn dx. (2.46)

Usando a desigualdade de Hölder, temos que∫
Sn∩∂Ω

ψ (u+ θwn)q wn dx ≤ ‖ψ‖∞
∫
Sn∩∂Ω

(u+ θwn)q wn dx

≤ ‖ψ‖∞
(∫

Sn∩∂Ω

|u+ θwn|2q dx

)1/2(∫
∂Ω

|wn|2 dx

)1/2

.

Além disso, wn = un − u em Sn. E, como un → uλ em H1(Ω), pela imersão cont́ınua de

Sobolev H1(Ω) ↪→ L2(∂Ω), un → uλ em L2(∂Ω). Como Ω é limitado, un → uλ em L1(∂Ω).

Assim, pelo Teorema 1.1.7, existe h ∈ L1(∂Ω) tal que |un (x)| ≤ h (x) quase sempre em ∂Ω.

Então,

|(u+ θwn) (x)| ≤ |u (x)|+ |θ (un − u) (x)| ≤ |u (x)|+ |θ (h− u) (x)| quase sempre em ∂Ω.

Usando a estimativa anterior e a desigualdade de Hölder, obtemos(∫
Sn∩∂Ω

|u+ θwn|2q dx

)1/2

≤
∣∣Sn ∩ ∂Ω

∣∣r (∫
∂Ω

(|u|+ |θ (h− u)|)2qr′ dx

)1/2r′

=
∣∣Sn ∩ ∂Ω

∣∣r ‖|u|+ |θ (h− u)|‖q
L2qr′ (∂Ω)

,

onde r > 1 e 1
r

+ 1
r′

= 1. Consequentemente,∫
Sn

ψ (u+ θwn)q wn dx ≤ C
∣∣Sn ∩ ∂Ω

∣∣r ‖wn‖L2(∂Ω) .

Pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), segue que∫
Sn

ψ (u+ θwn)q wn dx ≤ C1

∣∣Sn ∩ ∂Ω
∣∣r ‖wn‖ . (2.47)
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Agora, pela hipótese (H2) (f), dado ε > 0 existe C > 0 tal que g′ (s) ≤ Ce(1+ε)s2 , para s

suficientemente grande. Assim,∫
Sn

g′ (u+ θ′wn)w2
n dx ≤ C

∫
Sn

e(1+ε)(u+θ′wn)2w2
n dx ≤ C

∫
Sn

e(1+ε)(u+|wn|)2w2
n dx.

Como un → uλ em H1(Ω), pela Proposição 1.3.5, a menos de subsequência, existe h ∈ H1(Ω)

tal que |un (x)| ≤ h (x) quase sempre em Ω. Então, em Sn,

|wn (x)| = |un (x)− u (x)| ≤
∣∣h (x)

∣∣+ |u (x)| quase sempre em Ω.

Assim, ∫
Sn

e(1+ε)(u+|wn|)2w2
n dx ≤

∫
Sn

e(1+ε)(2u+|h|)2

w2
n dx.

Usando a desigualdade de Hölder, temos que∫
Sn

e(1+ε)(2u+|h|)2

w2
n dx ≤

(∫
Sn

er(1+ε)(2u+|h|)2

dx

)1/r (∫
Ω

|wn|2r
′

dx

)1/r′

=

(∫
Sn

er(1+ε)(2u+|h|)2

dx

)1/r

‖wn‖2
L2r′ (Ω) ,

onde r > 1 e 1
r

+ 1
r′

= 1. Usando novamente a desigualdade de Hölder, obtemos∫
Sn

er(1+ε)(2u+|h|)2

dx ≤
∣∣Sn∣∣p(∫

Sn

ep
′r(1+ε)(2u+|h|)2

dx

)1/p′

,

onde p > 1 e 1
p

+ 1
p′

= 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), segue que∫
Sn
ep
′r(1+ε)(2u+|h|)2

dx <∞. Assim,∫
Sn

g′ (u+ θ′wn)w2
n dx ≤ C

∣∣Sn∣∣p ‖wn‖2
L2r′ (Ω) .

Pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos que∫
Sn

g′ (u+ θ′wn)w2
n dx ≤ C2

∣∣Sn∣∣p ‖wn‖2 . (2.48)

Voltando a (2.46) e usando (2.47) e (2.48), temos que

An ≥
(

1

2
− C2

∣∣Sn∣∣p) ‖wn‖2 − λC1

∣∣Sn ∩ ∂Ω
∣∣r ‖wn‖ .

Sabendo que ‖wn‖ → 0 e que
∣∣Sn∣∣→ 0, quando n→∞, temos que para n suficientemente

grande, segue da estimativa acima que An ≥ 0. Similarmente, mostra-se que Bn ≥ 0. Segue
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destes resultados e de (2.45), que Jλ (un) ≥ Jλ (uλ). Com este resultado, chegamos a uma

contradição, pois t́ınhamos suposto que Jλ (un) < Jλ (uλ). Portanto, uλ é mı́nimo local de

Jλ. E o teorema está provado. �

2.7 Existência de uma solução do tipo Passo da

Montanha

Nesta seção, mostraremos que (Pλ) possui uma solução do tipo Passo da Montanha. No

que segue, fixaremos λ ∈ (0,Λ) e uλ será o mı́nimo local de Jλ obtido no Teorema 2.6.1.

Definamos g̃λ : Ω× R→ R por

g̃λ(x, s) =

 g(s+ uλ(x))− g(uλ(x)), se s ≥ 0

0, se s < 0
(2.49)

e h̃λ : ∂Ω× R→ R por

h̃λ(x, s) =

 λψ(x) ((s+ uλ(x))q − uqλ(x)) , se s ≥ 0

0, se s < 0.

Sejam

G̃λ(x, s) =

∫ s

0

g̃λ(x, t) dt e H̃λ (x, s) =

∫ s

0

h̃λ(x, t) dt. (2.50)

Definamos o funcional J̃λ : H1(Ω)→ R por

J̃λ(v) =
1

2

∫
Ω

(
|∇v|2 + |v|2

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, v) dx−
∫
∂Ω

H̃λ (x, v) dx. (2.51)

De maneira similar ao que foi provado no Apêndice A (ver (A.9)) para obter a derivada de

Jλ, obtém-se a derivada de J̃λ, isto é, para todo ϕ ∈ H1(Ω),

J̃
′

λ(v)ϕ =

∫
Ω

∇v∇ϕ dx+

∫
Ω

vϕ dx−
∫

Ω

g̃λ(x, v)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x, v)ϕ dx.

Assim, um ponto cŕıtico vλ de J̃λ é solução fraca do problema
−∆u+ u = g(u+ uλ)− g (uλ)

u > 0

 em Ω,

∂u
∂ν

= h̃λ(x, u) sobre ∂Ω.

(2.52)
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Observação 2.7.1 Se vλ é solução fraca de (2.52), procedendo de maneira similar à prova

do Lema 2.3.3, obtemos que vλ ≥ 0 quase sempre em Ω. Prova-se ainda que vλ ∈ C2,θ
(
Ω
)

para algum θ ∈ (0, 1) e que −∆vλ + vλ ≥ 0 em Ω.

Em seguida, usaremos uma versão generalizada do Teorema do Passo da Montanha para

encontrar uma função positiva que é um ponto cŕıtico de J̃λ. Depois, usaremos esta função

para mostrar a multiplicidade de soluções fracas de (Pλ).

Definição 2.7.2 Dado F ⊂ H1(Ω) um conjunto fechado. Dizemos que a sequência (vn) ⊂

H1(Ω) é uma sequência de Palais-Smale para J̃λ no ńıvel c em F
(

(PS)F,c

)
se

lim
n→∞

dist (vn, F ) = 0, lim
n→∞

J̃λ (vn) = c e lim
n→∞

∥∥∥J̃ ′λ (vλ)
∥∥∥
∗

= 0. (2.53)

2.7.1 Resultado de compacidade

O lema seguinte fornece um resultado de compacidade.

Lema 2.7.3 Dado F ⊂ H1(Ω) um conjunto fechado e c ∈ R. Sendo (vn) ⊂ H1(Ω) uma

sequência (PS)F,c para J̃λ, então, a menos de subsequência, vn ⇀ v0 em H1(Ω) e

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x, v0) dx (2.54)

lim
n→∞

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

h̃λ(x, v0) dx (2.55)

lim
n→∞

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

G̃λ(x, v0)dx (2.56)

lim
n→∞

∫
∂Ω

H̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

H̃λ(x, v0) dx. (2.57)

Demonstração: Sendo (vn) uma sequência (PS)F,c para J̃λ, temos que limn→∞ J̃λ(vn) = c,

ou seja, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para n ≥ n0,∣∣∣∣12
∫

Ω

(
|∇vn|2 + v2

n

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ (x, vn) dx− c
∣∣∣∣ < ε.
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Isto implica que

1

2

∫
Ω

(
|∇vn|2 + v2

n

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ (x, vn) dx < c+ ε. (2.58)

Usando novamente a condição (PS)F,c, temos que limn→∞

∥∥∥J̃ ′λ(vn)
∥∥∥
∗

= 0. Assim, dado

ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0,
∥∥∥J̃ ′λ(vn)

∥∥∥
∗
< ε. Consequentemente, para cada

ϕ ∈ H1(Ω), temos que

sup

∣∣∣J̃ ′λ(vn)ϕ
∣∣∣

‖ϕ‖
< ε,

o que mostra que
∣∣∣J̃ ′λ(vn)ϕ

∣∣∣ < ε ‖ϕ‖, isto é, para todo ϕ ∈ H1(Ω),∣∣∣∣∫
Ω

∇vn∇ϕ dx+

∫
Ω

vnϕ dx−
∫

Ω

g̃λ(x, vn)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)ϕ dx

∣∣∣∣ < ε ‖ϕ‖ , (2.59)

A partir daqui, dividiremos a prova em duas etapas.

Etapa 1 : Nesta etapa, mostraremos que

sup
n
‖vn‖ <∞, sup

n

∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx <∞ e sup
n

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx <∞.

De fato, na demonstração do item (iv) do Lema A.1.1, temos que, dado ε > 0, existe sε > 0

tal que, para s ≥ sε, G̃λ(x, s) ≤ εg̃λ(x, s)s uniformemente em x ∈ Ω. Além disso, como h̃λ é

crescente na segunda variável, temos que∫
∂Ω

H̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

(∫ vn

0

h̃λ(x, t) dt

)
dx ≤

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx.

Assim, voltando à desigualdade (2.58), temos que

1

2
‖vn‖2 ≤

∫
Ω∩[vn≤sε]

G̃λ(x, vn) dx+ ε

∫
Ω∩[vn≥sε]

g̃λ(x, vn)vn dx

+

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx+ c+ ε

≤ Cε + ε

∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx+

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx+ c+ ε. (2.60)

Escolhendo ϕ = vn como função teste em (2.59), obtemos∣∣∣∣∫
Ω

|∇vn|2 dx+

∫
Ω

|vn|2 dx−
∫

Ω

g̃λ(x, vn)vn dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx

∣∣∣∣ < ε ‖vn‖

50



2.7. EXISTÊNCIA DE UMA SOLUÇÃO DO TIPO PASSO DA MONTANHA

e disto segue que ∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx+

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx ≤ ‖vn‖2 + ε ‖vn‖ . (2.61)

Agora, consideremos x ∈ Dn, onde Dn := {x ∈ ∂Ω : vn (x) ≤ uλ (x)}, para cada n. Então,

h̃λ(x, vn)vn = λψ (x) ((vn + uλ (x))q − uqλ (x)) vn

≤ λ ‖ψ‖∞ (2uλ (x))q − uqλ (x))uλ (x) = Cuq+1
λ (x) ,

onde C = λ ‖ψ‖∞ > 0. Desde que Dn ⊂ ∂Ω, para cada n, então Dn é limitado. Além disso,

uλ (x) é limitada em R, pois uλ ∈ C2,θ
(
Ω
)
. Assim,∫

Dn

h̃λ(x, vn)vn dx ≤
∫
Dn

Cuq+1
λ (x) dx ≤ C0

∫
Dn

dx = C0 |Dn| = C1.

Agora, para x ∈ Dc
n := {x ∈ ∂Ω : uλ (x) < vn (x)}, temos que

h̃λ(x, vn)vn = λψ (x) ((vn + uλ (x))q − uqλ (x)) vn ≤ λ ‖ψ‖∞ [2vn (x)q − uqλ (x))] vn

≤ 2qλ ‖ψ‖∞ v
q+1
n (x) = Cvq+1

n (x) ,

onde C = 2qλ ‖ψ‖∞ > 0. Usando este resultado, o fato de Dc
n ⊂ ∂Ω ser limitado e a imersão

cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos que∫
Dcn

h̃λ(x, vn)vn dx ≤
∫
Dcn

Cvq+1
n dx ≤ C ‖vn‖q+1

Lq+1(∂Ω) ≤ C2 ‖vn‖q+1 .

Logo,∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx =

∫
Dn

h̃λ(x, vn)vn dx+

∫
Dcn

h̃λ(x, vn)vn dx ≤ C1 + C2 ‖vn‖q+1 .

Consequentemente, existe C > 0 tal que∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx ≤ C +
1

4
‖vn‖2 .

Usando esta estimativa e a desigualdade (2.61), voltamos a (2.60) e obtemos que

1

2
‖vn‖2 ≤ Cε + ε ‖vn‖2 + ε ‖vn‖+ C +

1

4
‖vn‖2 + c+ ε,

de onde segue que (
1

4
− ε
)
‖vn‖2 − ε ‖vn‖ ≤ Cε + c+ ε.
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Afirmação: (vn) é limitada em H1(Ω).

Suponhamos, por absurdo, que (vn) não seja limitada em H1(Ω). Assim, dividindo ambos

os membros da desigualdade anterior por ‖vn‖, temos que(
1

4
− ε
)
‖vn‖ ≤

Cε + c+ ε

‖vn‖
+ ε.

Escolhendo ε < 1
4

e fazendo n→∞, obtemos que o lado direito da estimativa anterior tende

a ε enquanto que o lado esquerdo tende ao infinito, o que gera uma contradição. Logo, a

afirmação segue.

Desde que (vn) é limitada em H1(Ω), então supn ‖vn‖ <∞. Além disso, pelas definições de

g̃λ e h̃λ, vemos que ∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx e

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn)vn dx

são não-negativas e como (vn) é limitada em H1(Ω), segue de (2.61) que

sup
n

∫
Ω

|g̃λ(x, vn)vn| dx <∞ e sup
n

∫
∂Ω

∣∣∣h̃λ(x, vn)vn

∣∣∣ dx <∞. (2.62)

Com este resultado, conclúımos a Etapa 1.

Usando mais uma vez que (vn) é limitada em H1(Ω), pelo Teorema 1.2.3, a menos de

subsequência, vn ⇀ v0 em H1(Ω), para algum v0 ∈ H1(Ω), pois H1(Ω) é um espaço de

Hilbert.

Etapa 2 : Nesta etapa, mostraremos as convergências de (2.54) a (2.57).

Com efeito, observe que, se a menos de subsequência, vn ⇀ v0 em H1 (Ω), pela imersão

compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞), temos que vn → v0 em

L2 (Ω). Usando que Ω é limitado, temos que vn → v0 em L1 (Ω). Por definição, g̃λ é cont́ınua

e, pelo item (iii) do Lema A.1.3, g̃λ(x, vn), g̃λ(x, v0) ∈ L1 (Ω). Além disso, como

sup
n

∫
Ω

|g̃λ(x, vn)vn| dx <∞,

pelo item (i) do Lema A.3.1, temos que

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x, v0) dx.
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Agora, pelo item (iii) do Lema A.1.1, existe C > 0 tal que
∣∣∣G̃λ(x, vn)

∣∣∣ ≤ C |g̃λ(x, vn)|

uniformemente em x ∈ Ω. Disto e de (2.62), obtemos que

sup
n

∫
Ω

∣∣∣G̃λ(x, vn)vn

∣∣∣ dx <∞.

Por outro lado, pelo item (iii) do Lema A.1.3, G̃λ(x, vn), G̃λ(x, v0) ∈ L1 (Ω). Além disso,

por definição, G̃λ também é cont́ınua. Logo, segue do item (i) do Lema A.3.1 que

lim
n→∞

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

G̃λ(x, v0) dx.

Mostraremos agora que

lim
n→∞

∫
∂Ω

h̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

h̃λ(x, v0) dx. (2.63)

Com efeito, considerando novamente que vn ⇀ v0 em H1 (Ω) e usando a imersão compacta de

Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [2 +∞), obtemos que, a menos de subsequência,

vn → v0 em L2 (∂Ω). Como Ω é limitado, temos que vn → v0 em L1 (∂Ω). Assim,

pelo Teorema 1.1.7, vn(x) → v0(x) quase sempre sobre ∂Ω e existe h ∈ L1 (∂Ω) tal que

|vn(x)| ≤ h(x) quase sempre sobre ∂Ω. Agora, sendo h̃λ cont́ınua na segunda variável, temos

que ∣∣∣h̃λ(x, vn(x))− h̃λ(x, v0(x))
∣∣∣→ 0 quase sempre sobre ∂Ω.

Além disso, usando a desigualdade triangular, obtemos∣∣∣h̃λ(x, vn(x))− h̃λ(x, v0(x))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣h̃λ(x, vn(x))

∣∣∣+
∣∣∣h̃λ(x, v0(x))

∣∣∣ .
Por outro lado,∣∣∣h̃λ(x, vn(x))

∣∣∣ = |λψ(x) ((vn(x) + uλ(x))q − uqλ(x))| ≤ λ ‖ψ‖∞ [|h(x) + uλ(x)|q + |uqλ(x)|]

e ∣∣∣h̃λ(x, v0(x))
∣∣∣ = |λψ(x) ((v0(x) + uλ(x))q − uqλ(x))| ≤ λ ‖ψ‖∞ [|v0(x) + uλ(x)|q + |uqλ(x)|] .

Assim,∣∣∣h̃λ(x, vn(x))− h̃λ(x, v0(x))
∣∣∣ ≤ λ ‖ψ‖∞ [|h(x) + uλ(x)|q + 2 |uqλ(x)|+ |v0(x) + uλ(x)|q] ,
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quase sempre sobre ∂Ω.

Afirmação: λ ‖ψ‖∞ [|h(x) + uλ(x)|q + 2 |uqλ(x)|+ |v0(x) + uλ(x)|q] ∈ L1 (∂Ω).

De fato, usando a desigualdade de Hölder, temos que∫
∂Ω

|h+ uλ|q dx ≤
(∫

∂Ω

|h+ uλ|qp dx

)1/p(∫
∂Ω

1p
′

dx

)1/p′

= ‖h+ uλ‖qL1(∂Ω) |∂Ω|1/p
′
<∞,

onde p = 1
q

e 1
p

+ 1
p′

= 1. De maneira análoga, mostra-se que uqλ, |v0 + uλ|q ∈ L1 (∂Ω). E,

sendo L1 (∂Ω) um espaço vetorial, temos que a afirmação vale.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos (2.63).

Em seguida, utilizaremos novamente o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

para provar que

lim
n→∞

∫
∂Ω

H̃λ(x, vn)dx =

∫
∂Ω

H̃λ(x, v0) dx.

De fato, sendo H̃λ(x, vn) =
∫ vn

0
h̃λ(x, t) dt cont́ınua na segunda variável, obtemos

H̃λ(x, vn(x))→ H̃λ(x, v0(x)) quase sempre sobre ∂Ω.

Por outro lado, se vn → v0 em Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), pelo Teorema 1.1.7, temos

que, a menos de subsequência, vn(x) → v0(x) quase sempre sobre ∂Ω e existe l ∈ Ls (∂Ω)

tal que |vn(x)| ≤ l(x) quase sempre sobre ∂Ω, para todo s ∈ [1,+∞). Agora, notemos que∣∣∣H̃λ(x, vn)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ vn

0

h̃λ(x, t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ vn

0

λψ [(t+ uλ(x))q − uqλ(x)] dt

∣∣∣∣
≤ λ ‖ψ‖∞

∣∣∣∣∫ vn

0

(t+ uλ(x))q dt

∣∣∣∣ .
Consequentemente,∣∣∣H̃λ(x, vn)

∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∫ vn

0

(t+ uλ(x))q dt

∣∣∣∣ ≤ C |(vn + uλ(x))qvn| ≤ C (l (x) + uλ(x))ql (x) ,

com C = λ ‖ψ‖∞.

Denotando w = C (l + uλ)
q l, afirmamos que w ∈ L1 (∂Ω). Com efeito,∫

∂Ω

|w| dx =

∫
∂Ω

C |l + uλ|q |l| dx.
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Como l ∈ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), podemos escolher p = 1
q

tal que l, uλ ∈ Lp (∂Ω).

Assim, l + uλ ∈ Lp (∂Ω). Usando novamente a imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→

Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), e a desigualdade de Hölder, obtemos∫
∂Ω

|w| dx ≤ C ‖l + uλ‖qLp(∂Ω) ‖l‖Lp′ (∂Ω) <∞,

onde 1
p

+ 1
p′

= 1. Logo,
∣∣∣H̃λ(x, vn)

∣∣∣ ≤ w (x) ∈ L1 (∂Ω) quase sempre sobre ∂Ω. Assim, pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
∂Ω

H̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

H̃λ(x, v0) dx.

Com este resultado, terminamos a Etapa 2 e a prova do lema. �

2.7.2 Nı́vel minimax

No que segue, apresenteremos alguns resultados e lemas que serão fundamentais para

obter o resultado principal desta seção.

Consideremos o funcional J̃λ definido em (2.51). Afirmamos que 0 é mı́nimo local de

J̃λ. Para provar esta afirmação, mostraremos que, em uma vizinhança da origem, J̃λ é

não-negativo. Com efeito, como

Jλ (uλ) =
1

2
‖uλ‖2 −

∫
Ω

G (uλ) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψuq+1
λ dx

e, além disso, ∫
Ω

G̃λ(x, v) dx =

∫
Ω

∫ v

0

(g (t+ uλ (x))− g (uλ (x))) dtdx

=

∫
Ω

(G (v + uλ)−G (uλ)− g (uλ) v) dx

e ∫
∂Ω

H̃λ(x, v) dx =

∫
∂Ω

∫ v

0

λψ ((t+ uλ (x))q − uqλ (x)) dtdx

=

∫
∂Ω

(
λ

q + 1
ψ (v + uλ)

q+1 − λ

q + 1
ψuq+1

λ − λψuqλv
)

dx,
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destas identidades e da definição de Jλ, obtemos que

Jλ (v + uλ) =
1

2
‖v‖2 + 〈v, uλ〉+

1

2
‖uλ‖2 −

∫
Ω

G (v + uλ) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ (v + uλ)
q+1 dx

=
1

2
‖v‖2 + 〈v, uλ〉+ Jλ (uλ) +

∫
Ω

G (uλ) dx+
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψuq+1
λ dx

−
∫

Ω

G̃λ(x, v) dx−
∫

Ω

G (uλ) dx−
∫

Ω

g (uλ) v dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x, v) dx

− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψuq+1
λ dx−

∫
∂Ω

λψuqλv dx.

Isto mostra que

Jλ (v + uλ) =
1

2
‖v‖2 + 〈v, uλ〉+ Jλ (uλ)−

∫
Ω

G̃λ(x, v) dx

−
∫
∂Ω

H̃λ(x, v) dx−
∫

Ω

g (uλ) v dx−
∫
∂Ω

λψuqλv dx.

Desde que uλ é mı́nimo local de Jλ, temos

〈v, uλ〉 =

∫
Ω

(∇uλ∇v + uλv) dx =

∫
Ω

g (uλ) v dx+

∫
∂Ω

λψuqλv dx.

Disto e de (2.7.2), obtemos

Jλ (v + uλ) =
1

2
‖v‖2 + Jλ (uλ)−

∫
Ω

G̃λ(x, v) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x, v) dx.

Assim, usando a definição de J̃λ, segue que Jλ (v + uλ) = J̃λ (v) + Jλ (uλ). Então, usando

novamente que uλ é mı́nimo local de Jλ, temos que

J̃λ (v) = Jλ (v + uλ)− Jλ (uλ) ≥ 0,

para v ∈ H1 (Ω), com ‖v‖ suficientemente pequena. Segue assim a afirmação.

Em seguida, mostraremos que limt→+∞ J̃λ (tv) = −∞, para v ∈ C∞
(
Ω
)
, v > 0.

Iniciaremos esta prova mostrando que, para todo s ≥ 0 e para p > 2, existem C1, C2 > 0

tais que G̃λ(x, s) ≥ C1s
p − C2.

De fato, pela demonstração do item (iii) do Lema A.1.1, temos que dado ε > 0, existe

sε > 0 tal que, G̃λ(x, s) ≤ Cg̃λ(x, s) uniformemente em x ∈ Ω, para todo s ≥ sε e para

algum C > 0. Assim, usando a definição de G̃λ, obtemos da desigualdade anterior que

56
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G̃λ(x, s) ≤ C d
ds
G̃λ(x, s) uniformemente em x ∈ Ω e para todo s ≥ sε. Consequentemente,

para s0 > 0, ∫ s

s0

dt

C
≤
∫ s

s0

dG̃λ(x, t)

G̃λ(x, t)
,

de onde segue que, para todo s ≥ sε,

e
1
C

(s−s0) ≤ G̃λ(x, s)

G̃λ(x, s0)
.

Assim, existe C1 > 0 tal que C1e
s
C ≤ G̃λ(x, s) uniformemente em x ∈ Ω e para todo s ≥ sε.

Por outro lado, consideremos s0 suficientemente grande e p ≥ 1 tal que sp ≤ e
s
C , para todo

s ≥ s0. Então, podemos escolher s0 ≥ sε e p > 2 tal que C1s
p ≤ C1e

s
C ≤ G̃λ(x, s), para todo

s ≥ s0. Agora, para s ∈ [0, s0], sendo G̃λ e C1s
p cont́ınuas, pelo Teorema de Weierstrass,

existe C2 > 0 tal que
∣∣∣G̃λ(x, s)− C1s

p
∣∣∣ ≤ C2. Assim, G̃λ(x, s) ≥ C1s

p − C2 uniformemente

em x ∈ Ω e para todo s ∈ [0, s0]. Além disso, se C1s
p ≤ G̃λ(x, s) uniformemente em x ∈ Ω e

para todo s ≥ s0 e para p > 2, então G̃λ(x, s) ≥ C1s
p − C2, para todo s ≥ s0 e para p > 2.

Logo, para todo s ≥ 0 e para p > 2, temos que

G̃λ(x, s) ≥ C1s
p − C2. (2.64)

Agora, considerando v ∈ C∞
(
Ω
)
, com v > 0, temos que

J̃λ (tv) =
t2

2
‖v‖2 −

∫
Ω

G̃λ(x, tv) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x, tv) dx.

Desde que H̃λ(x, tv) ≥ 0, obtemos da identidade anterior que

J̃λ (tv) ≤ t2

2
‖v‖2 −

∫
Ω

G̃λ(x, tv) dx.

Disto e de (2.64), obtemos

J̃λ (tv) ≤ t2

2
‖v‖2 −

∫
Ω

C1 (tv)p dx+

∫
Ω

C2 dx

=
t2

2
‖v‖2 − C1t

p

∫
Ω

vp dx+ C2 |Ω| .

Como p > 2, fazendo t→ +∞ na estimativa acima, segue que

lim
t→+∞

J̃λ (tv) = −∞. (2.65)
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Com este último resultado, podemos considerar e ∈ H1 (Ω) tal que J̃λ (e) < 0. Seja

Γ = {γ : [0, 1]→ H1 (Ω) : γ é cont́ınua, γ (0) = 0 e γ (1) = e}.

Desta forma, definamos o ńıvel do Passo da Montanha

cm = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

J̃λ (γ (t)) . (2.66)

Fixado γ ∈ Γ, notemos que, sendo γ (t) cont́ınua, então, usando Wieirstrass, temos que γ (t)

atinge máximo e mı́nimo em [0, 1]. Por outro lado, J̃λ também é cont́ınuo. Assim, usando

novamente Wieirstrass, temos que J̃λ (γ (t)) atinge máximo e mı́nimo para t ∈ [0, 1] e γ ∈ Γ.

Além disso, γ (0) = 0 e J̃λ (0) = 0. Logo, maxt∈[0,1] J̃λ (γ (t)) ≥ 0. Assim, 0 é cota inferior de

maxt∈[0,1] J̃λ (γ (t)). Logo, por (2.66) segue que cm ≥ 0.

Seja R0 = ‖e‖. Se cm = 0, temos que inf{J̃λ (v) : ‖v‖ = R } = 0, para R ∈ (0, R0).

Assim, se cm > 0, consideraremos F = H1 (Ω). Se cm = 0, F = {v ∈ H1 (Ω) : ‖v‖ = R0/2}.

O próximo objetivo é estimar o ńıvel minimax cm.

Lema 2.7.4 Seja α = 2. Então, cm < π.

Demonstração: Sem perda de generalidade, assumiremos que 0 ∈ ∂Ω. Suponha, por

absurdo, que cm ≥ π. Desde que 0 é mı́nimo local de J̃λ e cm ≥ π > 0, existe δ0 > 0 tal que

J̃λ (v) > 0, para ‖v‖ = δ0. Agora, para cada n, temos que fn (t) = J̃λ (tωn) é cont́ınua. Destes

resultados e de (2.65), usamos o Teorema do Valor Intermediário e obtemos 0 < ξn ∈ R, tal

que fn (ξn) = 0. Assim, pelo Teorema de Wieirstrass, existe tn ∈ [0, ξn] ponto de máximo

da função fn (t). Notemos que, tn > 0, pois, se tn = 0, então fn (0) = 0 e isso contradiz o

fato de 0 ser mı́nimo local de J̃λ. Mais adiante, temos uma figura que ilustra uma ideia da

geometria do funcional J̃λ.

Pela definição de cm, temos que supt>0 J̃λ (tωn) ≥ cm ≥ π. Então, sendo tn ponto de máximo

de fn (t) = J̃λ (tωn), temos que, para todo n,

t2n
2

∫
Ω

(
|∇ωn|2 + |ωn|2

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, tnωn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x, tnωn) dx ≥ π.

Denotemos

µ2
n =

t2n
2

∫
Ω

(
|∇ωn|2 + |ωn|2

)
dx.
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Figura 2.1: Geometria do funcional J̃λ

Por definição, G̃λ e H̃λ são não-negativas, então µ2
n ≥ π, para todo n. E, pelo Lema 2.1.6,

‖ωn‖ = 1, para n suficientemente grande. Logo,

t2n ≥ 2π, (2.67)

para n suficientemente grande. Recorrendo novamente ao fato de tn ser ponto máximo de

fn (t), temos que f ′n (tn) = 0, para todo n. Equivalentemente,

d

dt

(
J̃λ (tωn)

)
t=tn

= J̃ ′λ (tnωn)ωn = 0,

de onde segue que, para todo n,∫
Ω

∇ (tnωn)∇ωn dx+

∫
Ω

tnω
2
n dx−

∫
Ω

g̃λ(x, tnωn)ωn dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x, tnωn)ωn dx = 0.

Multiplicando a última igualdade por tn, obtemos∫
Ω

|∇ (tnωn)|2 dx+

∫
Ω

|tnωn|2 dx =

∫
Ω

g̃λ(x, tnωn)tnωn dx+

∫
∂Ω

h̃λ(x, tnωn)tnωn dx.
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Como h̃λ é não-negativa, segue da igualdade anterior que, para todo n,∫
Ω

g̃λ(x, tnωn)tnωn dx ≤
∫

Ω

|∇ (tnωn)|2 dx+

∫
Ω

|tnωn|2 dx = 2µ2
n. (2.68)

Afirmamos agora que, para s suficientemente grande,

es
2 ≤ inf

x∈Ω
g̃λ(x, s) uniformemente em x ∈ Ω. (2.69)

De fato, como

g̃λ(x, s)− es
2

= p (s+ uλ) e
(s+uλ)2 − p (uλ) e

u2λ − es2

=
[
p (s+ uλ) e

u2λ+2suλ − 1
]
es

2 − p (uλ) e
u2λ

uniformemente em x ∈ Ω e, pela condição (H2) (c), p (s) > 0, para s suficientemente grande,

temos que

p (s+ uλ) e
u2λ+2suλ − 1 > 0,

para s suficientemente grande. Além disso, e também para s suficientemente grande, temos

que es
2 ≥ eu

2
λ , pois uλ é limitada. Assim,[

p (s+ uλ) e
u2λ+2suλ − 1

]
es

2 − p (uλ) e
u2λ ≥ 0,

para s suficientemente grande. Consequentemente, g̃λ(x, s) − es
2 ≥ 0 uniformemente em

x ∈ Ω e para s suficientemente grande. Disto, segue a afirmação.

Pelo Lema 2.1.6, quando n → ∞, ωn (x) → +∞, para x ∈ {|x| ≤ 1/n}. Além disso, como

para todo n, tn > 0 e, para n suficientemente grande, t2n ≥ 2π, então tn 9 0. Assim, para

x ∈ {|x| ≤ 1/n}, temos que tnωn (x) → +∞. Voltando a (2.68) e usando a convergência

anterior e (2.69), temos que, para todo n,

2µ2
n ≥

∫
{|x|≤1/n}∩Ω

et
2
nω

2
ntnωn dx.

Para n suficientemente grande, utilizamos o Lema 2.1.6 e obtemos da última estimativa que

t2n ≥
∫
{|x|≤1/n}∩Ω

1√
π
et

2
n( 1

π
ln(nL))tn (lnnL)1/2 dx.
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Consequentemente,

t2n ≥
√
π

n2
et

2
n( 1

π
ln(nL))tn (lnnL)1/2 =

√
πL2e

(
t2n
π
−2

)
ln(nL)

tn (lnnL)1/2 . (2.70)

Afirmação: (tn) é uma sequência de números reais limitada.

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que (tn) não seja limitada. Então, dividindo (2.70)

por t2n, teŕıamos

1 ≥
√
πL2e

(
t2n
π
−2

)
ln(nL)

(lnnL)1/2

tn
.

Fazendo n→∞ na estimativa anterior e usando a Regra de L’Hôpital, temos que

1 ≥ lim
n→∞

2
√
π

π
L2e

(
t2n
π
−2

)
ln(nL)

tn (ln (nL))3/2 .

Usando (2.67), e a desigualdade acima, obtemos

1 ≥ lim
n→∞

2
√
π

π
L2tn (ln (nL))3/2 = +∞,

o que é um absurdo. Logo, a afirmação segue.

Agora, voltando a (2.70) e utilizando novamente (2.67), temos que

t2n ≥
√
πL2tn (ln (nL))1/2 ,

para n suficientemente grande. Assim, dividindo a desigualdade anterior por tn, obtemos

tn ≥
√
πL2 (ln (nL))1/2 .

Portanto, quando n → ∞, o lado direito da desigualdade acima vai para o infinito e,

consequentemente, tn → +∞. O que é uma contradição. Com este resultado, conclúımos a

prova do lema. �

Observação 2.7.5 Se 0 pertence ao interior de Ω, procedemos de maneira análoga ao que

foi feito no Lema 2.7.4, porém usando a sequência de funções de Moser (ver [20]).
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2.7.3 Existência de um ponto cŕıtico para J̃λ do tipo Passo da

Montanha

A solução do tipo Passo da Montanha do nosso problema é obtida com o lema seguinte.

Lema 2.7.6 J̃λ tem um ponto cŕıtico vλ do tipo Passo da Montanha, com vλ > 0 em Ω.

Demonstração: Dividiremos a prova em duas etapas.

Etapa 1 : Nesta etapa, α ∈ (0, 2).

Consideremos inicialmente F = H1 (Ω) e (vn) ⊂ F uma sequência que satisfaz a condição

(PS)F ,cm
para J̃λ (para a existência de tal sequência, veja [16] e [14]). Então, pelo Lema

2.7.3, a menos de subsequência, vn ⇀ vλ em H1 (Ω), para algum vλ ∈ H1 (Ω). Logo,

pela Proposição 1.2.2, (vn) é limitada em H1 (Ω) e, pela imersão compacta de Sobolev

H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞), a menos de subsequência, vn → vλ em L2 (Ω).

Como Ω é limitado, segue que vn → vλ em L1 (Ω).

Afirmação: Existe uma constante C > 0 tal que, para todo s ≥ 0, β > 0 e α ∈ (0, 2),

tem-se que

eβs
α ≤ Ce2πs2 . (2.71)

Com efeito, como α < 2, lims→+∞
eβs

α

e2πs2
= 0. Assim, dado ε > 0, existe sε > 0 tal que

eβs
α ≤ εe2πs2 , para todo s ≥ sε. Por outro lado, usando a continuidade de eβs

α

e2πs2
e o

Teorema de Weierstrass, existe C1 > 0 tal que eβs
α ≤ C1e

2πs2 , para todo s ∈ [0, sε]. Fazendo

C = max{ε, C1}, temos que eβs
α ≤ Ce2πs2 , para todo s ≥ 0, β > 0 e α ∈ (0, 2). E está

provada a afirmação.

Em seguida, mostraremos que

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)vn dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ)vλ dx. (2.72)

De fato, pelo item (iii) do Lema A.1.3, temos que g̃λ(x, vn), g̃λ(x, vλ) ∈ L1 (Ω). Além disso,

a menos de subsequência, vn → vλ em L1 (Ω). Por outro lado, usando a definição de g̃λ e o

item (i) do Lema A.1.3, obtemos que∫
Ω

∣∣g̃λ(x,vn)v2
n

∣∣ dx ≤ C

∫
Ω

e2(vn+uλ)αv2
n dx.
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2.7. EXISTÊNCIA DE UMA SOLUÇÃO DO TIPO PASSO DA MONTANHA

Pela desigualdade de Hölder, obtemos da estimativa anterior que∫
Ω

∣∣g̃λ(x,vn)v2
n

∣∣ dx ≤ C

(∫
Ω

e
2p‖vn+uλ‖α

(
vn+uλ
‖vn+uλ‖

)α
dx

)1/p(∫
Ω

|vn|2p
′

dx

)1/p′

, (2.73)

com p > 1 e 1
p

+ 1
p′

= 1. Usando (2.71) e a desigualdade de Trudinger-Moser (2.2), segue que

∫
Ω

e
2p‖vn+uλ‖α

(
vn+uλ
‖vn+uλ‖

)α
dx ≤ C

∫
Ω

e
2π

(
vn+uλ
‖vn+uλ‖

)2

dx <∞.

Disto e da imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), segue de

(2.73) que ∫
Ω

∣∣g̃λ(x,vn)v2
n

∣∣ dx ≤ C ‖vn‖2 .

Assim, como (vn) é limitada em H1 (Ω), temos da última desigualdade que

sup
n

∫
Ω

∣∣g̃λ(x,vn)v2
n

∣∣ dx <∞.

Logo, pelo item (ii) do Lema A.3.1, obtemos (2.72).

Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, mostraremos que

lim
n→∞

∫
∂Ω

h̃λ(x,vn)vn dx =

∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ)vλ dx. (2.74)

Com efeito, uma vez que vn ⇀ vλ em H1 (Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→

L2 (∂Ω), a menos de subsequência, vn → vλ em L2 (∂Ω). Assim, pelo Teorema 1.1.7, obtemos

que, a menos de subsequência, vn (x) → vλ (x) quase sempre sobre ∂Ω e existe h ∈ L2 (∂Ω)

tal que |vn (x)| ≤ h (x) quase sempre sobre ∂Ω. Logo, pela continuidade de h̃λ, temos∣∣∣h̃λ(x,vn (x))vn (x)− h̃λ(x,vλ (x))vλ (x)
∣∣∣→ 0 quase sempre sobre ∂Ω.

Usando a desigualdade triangular, obtemos∣∣∣h̃λ(x,vn (x))vn (x)− h̃λ(x,vλ (x))vλ (x)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣h̃λ(x,vn (x))vn (x)

∣∣∣+
∣∣∣h̃λ(x,vλ (x))vλ (x)

∣∣∣
≤
∣∣∣h̃λ(x,h (x))h (x)

∣∣∣+
∣∣∣h̃λ(x,vλ (x))vλ (x)

∣∣∣
quase sempre sobre ∂Ω.

Afirmação:
∣∣∣h̃λ(x,h)h

∣∣∣ ∈ L1 (∂Ω).
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De fato, ∫
∂Ω

∣∣∣h̃λ(x,h)h
∣∣∣ dx =

∫
∂Ω

λψ [(h+ uλ)
q − uqλ]h dx

≤ λ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

(h+ uλ)
q h dx.

Usando a desigualdade de Hölder, obtemos∫
∂Ω

∣∣∣h̃λ(x,h)h
∣∣∣ dx ≤ C ‖h+ uλ‖qL2q(∂Ω) ‖h‖L2(∂Ω) .

Como h ∈ L2 (∂Ω) e Ω é limitado, temos que h ∈ L2q (∂Ω), pois 2q < 2. Assim, segue da

estimativa acima que
∫
∂Ω

∣∣∣h̃λ(x,h)h
∣∣∣ dx <∞. E a afirmação esta provada.

Analogamente, mostra-se que
∣∣∣h̃λ(x,vλ)vλ

∣∣∣ ∈ L1 (∂Ω). Logo,
∣∣∣h̃λ(x,h)h

∣∣∣ +
∣∣∣h̃λ(x,vλ)vλ

∣∣∣ ∈
L1 (∂Ω). Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos (2.74).

Afirmação: vλ é solução fraca de (2.52).

Com efeito, como (vn) satisfaz a condição (PS)F ,cm
para J̃λ, pelo Lema 2.7.3,

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ) dx e lim
n→∞

∫
∂Ω

h̃λ(x,vn) dx =

∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ) dx.

Escolhendo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)
, obtemos, da convergência anterior, que

0 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

g̃λ(x,vn)ϕ dx−
∫

Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|(g̃λ(x,vn)− g̃λ(x,vλ))ϕ| dx

≤ ‖ϕ‖∞
∫

Ω

|(g̃λ(x,vn)− g̃λ(x,vλ))| dx→ 0,

o que implica

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx.

Por um argumento de densidade, temos que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx. (2.75)

Analogamente, mostra-se que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

∫
∂Ω

h̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ)ϕ dx. (2.76)

64
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Agora, como vn ⇀ vλ em H1 (Ω), temos que f (vn)→ f (vλ), para todo f ∈ H−1 (Ω). Assim,

pelo Teorema da Representação de Riesz,

f (vn) = 〈vn,ϕ〉 e f (vλ) = 〈vλ,ϕ〉 ,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Então, 〈vn,ϕ〉 → 〈vλ,ϕ〉 e obtemos que

lim
n→∞

∫
Ω

(∇vn∇ϕ+ vnϕ) dx =

∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx. (2.77)

Usando novamente o fato de que (vn) satisfaz a condição (P .S)F ,cm
para J̃λ, temos que

limn→∞

∥∥∥J̃ ′λ (vn)
∥∥∥
∗

= 0. Equivalentemente,

lim
n→∞

(∫
Ω

(∇vn∇ϕ+ vnϕ) dx−
∫

Ω

g̃λ(x,vn)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x,vn)ϕ dx

)
= 0, (2.78)

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Disto e de (2.75), (2.76) e (2.77), obtemos∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx−
∫

Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ)ϕ dx = 0,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Desta identidade, segue a afirmação.

Fazendo ϕ = vn em (2.78) e usando a identidade anterior, temos

lim
n→∞

‖vn‖2 = lim
n→∞

(∫
Ω

g̃λ(x,vn)vn dx+

∫
∂Ω

h̃λ(x,vn)vn dx

)
=

∫
Ω

g̃λ(x,vλ)vλ dx+

∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ)vλ dx

=

∫
Ω

(
|∇vλ|2 + |vλ|2

)
dx = ‖vλ‖2 ,

Assim, ‖vn‖ → ‖vλ‖. Usando esta convergência, juntamente com o fato de vn ⇀ vλ em

H1 (Ω), temos que

‖vn − vλ‖2 = ‖vn‖2 − 2 〈vn,vλ〉+ ‖vλ‖2 → ‖vλ‖2 − 2 〈vλ,vλ〉+ ‖vλ‖2 = 0,

de onde obtemos que vn → vλ em H1 (Ω). Agora, suponhamos que vλ = 0. Então, vn → 0

em H1 (Ω). Pela continuidade do funcional J̃λ, temos que J̃λ (vn) → J̃λ (0) = 0. Por outro

lado, sabemos que limn→∞ J̃λ (vn) = cm. Assim, pela unicidade do limite, obtemos cm = 0,

o que contradiz a escolha que fizemos para F e para a sequência (vn). Portanto, vλ 6= 0.
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Agora, sabendo que vλ é solução fraca não-trivial de (2.52), que ∂vλ
∂ν

= h̃λ(x, vλ) ≥ 0 sobre

∂Ω e que, pela Observação 2.7.1, −∆vλ + vλ ≥ 0 em Ω, obtemos do Lema 2.3.4 que vλ > 0

em Ω.

Consideremos agora

F = {v ∈ H1 (Ω) : ‖v‖ = R0/2}.

Neste caso, procedemos de maneira similar ao que fizemos para F = H1 (Ω) até concluirmos

que ‖vn‖ → ‖vλ‖. Como (vn) ⊂ F , temos que ‖vn‖ = R0/2, para todo n. Assim,

‖vλ‖ = R0/2 > 0. Logo, vλ 6= 0. Com este resultado, usamos novamente o fato de vλ

ser solução fraca de (2.52) e em seguida a Observação 2.7.1 e conclúımos que vλ > 0 em Ω.

E termina a Etapa 1.

Etapa 2 : Nesta etapa, α = 2.

Nesta etapa, (vn) ⊂ F é novamente uma sequência que satisfaz a condição (PS)F ,cm
para J̃λ.

E, usando o mesmo argumento inicial da Etapa 1, obtemos que, a menos de subsequência,

vn → vλ em L1 (Ω), para algum vλ ∈ H1 (Ω). No que segue, iremos supor que vλ = 0 e

encontraremos uma contradição que nos permitirá concluir que vλ 6= 0. Consideremos para

tanto dois casos.

Caso 1 : cm = 0.

Neste caso, F = {v ∈ H1 (Ω) : ‖v‖ = R0/2} e como (vn) satisfaz a condição (PS)F ,cm
para

J̃λ, pelo Lema 2.7.3, se vn ⇀ 0 em H1 (Ω), então

lim
n→∞

∫
Ω

G̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

G̃λ(x,0) dx = 0 (2.79)

e

lim
n→∞

∫
∂Ω

H̃λ(x,vn) dx =

∫
∂Ω

H̃λ(x,0) dx = 0. (2.80)

Também pela condição (PS)F ,cm
, temos que

lim
n→∞

(
1

2
‖vn‖2 −

∫
Ω

G̃λ(x,vn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x,vn) dx

)
= cm = 0,

o que implica 1
2
‖vn‖2 → 0. Assim, vn → 0 em H1 (Ω), o que é um absurdo, pois como

(vn) ⊂ F , e, assim, ‖vn‖ = R0/2 > 0, para todo n. Portanto, vλ 6= 0.
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Caso 2 : cm > 0.

Como α = 2, pelo Lema 2.7.4, cm < π. Usando novamente o fato de vn ⇀ 0 em H1 (Ω),

obtemos as convergências em (2.79) e (2.80). Por outro lado, como (vn) satisfaz a condição

(PS)F ,cm
para J̃λ, segue que

lim
n→∞

(
1

2
‖vn‖2 −

∫
Ω

G̃λ(x,vn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x,vn) dx

)
= cm.

Consequentemente, ‖vn‖2 → 2cm. Assim, dado δ > 0, existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0,

‖vn‖2 < 2cm + δ. Fazendo δ → 0, obtemos que ‖vn‖2 ≤ 2cm < 2π. Logo, existe ε > 0 tal

que, para n suficientemente grande, ‖vn‖2 ≤ 2π − ε. Sejam

0 < δ <
ε

2π
e r =

2π

(1 + δ) (2π − ε)
.

Notemos que r > 1, pois

(1 + δ) (2π − ε) <
(

1 +
ε

2π

)
(2π − ε) =

(
2π + ε

2π

)
(2π − ε)

=
1

2π

(
4π2 − ε2

)
= 2π − ε2

2π
< 2π.

Do item (i) do Lema A.1.3, existe C > 0 tal que, para todo s ∈ R, supx∈Ω |g̃λ(x,s)| ≤ Ce(1+δ)s2

uniformemente em x ∈ Ω. Disto segue que∫
Ω

|g̃λ(x,vn)|r dx ≤ C

∫
Ω

er(1+δ)v2n dx = C

∫
Ω

er(1+δ)‖vn‖2( vn
‖vn‖)

2

dx.

Como

r (1 + δ) ‖vn‖2 ≤ 2π

(1 + δ) (2π − ε)
(1 + δ) (2π − ε) = 2π,

pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.2), obtemos que∫
Ω

er(1+δ)‖vn‖2( vn
‖vn‖)

2

dx <∞.

Logo,

sup
n

∫
Ω

|g̃λ(x,vn)|r dx <∞. (2.81)

Usando a desigualdade de Hölder, temos∫
Ω

|g̃λ(x,vn)vn| dx ≤
(∫

Ω

|g̃λ(x,vn)|r dx

)1/r (∫
Ω

|vn|r
′

dx

)1/r′

≤
(∫

Ω

|g̃λ(x,vn)|r dx

)1/r

‖vn‖Lr′ (Ω) , (2.82)
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onde r = 2π
(1+δ)(2π−ε) e 1

r
+ 1

r′
= 1. Agora, como vn ⇀ 0 em H1 (Ω), pela imersão compacta

de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞), a menos de subsequência, vn → 0 em

Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞). Como Ω é limitado, vn → 0 em Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞).

Em particular, vn → 0 em Lr
′
(Ω). Então, ‖vn‖Lr′ (Ω) → 0. Deste resultado, juntamente com

(2.81), voltamos a (2.82), e obtemos que

lim
n→∞

∫
Ω

|g̃λ(x,vn)vn| dx = 0.

Disto segue que

0 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

g̃λ(x,vn)vn dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|g̃λ(x,vn)vn| dx→ 0,

donde,

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)vn dx = 0. (2.83)

Além disso, usando a imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [2,+∞)

e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtém-se que

lim
n→∞

∫
Ω

h̃λ(x,vn)vn dx = 0. (2.84)

Desde que

lim
n→∞

(
‖vn‖2 dx−

∫
Ω

g̃λ(x,vn)vn dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x,vn)vn dx

)
= 0,

pois (vn) satisfaz a condição (PS)F ,cm
, usando (2.83) e (2.84), obtemos que ‖vn‖2 → 0, o

que é um absurdo, pois t́ınhamos que ‖vn‖2 → 2cm > 0. Concluimos, assim, que vλ 6= 0 em

Ω.

Em seguida, nosso objetivo é mostrar que, para α = 2, vλ é solução fraca de (2.52).

De fato, tal resultado ocorre, pois como (vn) satisfaz a condição (PS)F ,cm
, pelo Lema 2.7.3,

vn ⇀ vλ em H1 (Ω) e, além disso,

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ) dx e lim
n→∞

∫
Ω

h̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

h̃λ(x,vλ) dx.

Procedendo como antes, tomemos ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

e em seguida, usando argumento de

densidade, obtemos das convergências acima que

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx e lim
n→∞

∫
Ω

h̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
Ω

h̃λ(x,vλ)ϕ dx,
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para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Também, já vimos que, se vn ⇀ vλ em H1 (Ω), pelo Teorema da

Representação de Riesz,

lim
n→∞

∫
Ω

(∇vn∇ϕ+ vnϕ) dx =

∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Destes resultados e usando novamente (2.78), obtemos que, para

todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx−
∫

Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ)ϕ dx = 0.

Portanto, vλ é solução fraca de (2.52). Deste resultado, juntamente do fato de vλ 6= 0, usamos

a Observação 2.7.1 e conclúımos, pelo Lema 2.3.4, que vλ > 0 em Ω. Com isto, termina a

Etapa 2 e a prova do lema. �

No lema seguinte, obteremos a segunda solução fraca de (Pλ).

Lema 2.7.7 Sejam vλ e uλ soluções fracas de (2.52) e (Pλ), respectivamente. Então

wλ = uλ + vλ é solução fraca de (Pλ).

Demonstração: Desde que vλ e uλ são soluções fracas de (2.52) e (Pλ), respectivamente,

temos que, para todo ϕ ∈ H1(Ω),

0 =

∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx−
∫

Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x, vλ)ϕ dx

=

∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx−
∫

Ω

[g(uλ + vλ)− g(uλ)]ϕ dx

− λ
∫
∂Ω

[ψ |uλ + vλ|q − ψ |uλ|q]ϕ dx

e ∫
Ω

(∇uλ∇ϕ+ uλϕ) dx−
∫

Ω

g(uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ |uλ|q ϕ dx = 0.

Somando estas duas identidades, obtemos que

0 =

∫
Ω

[∇ (uλ + vλ)∇ϕ+ (uλ + vλ)ϕ] dx−
∫

Ω

g(uλ + vλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ |uλ + vλ|q ϕ dx

=

∫
Ω

(∇wλ∇ϕ+ wλϕ) dx−
∫

Ω

g(wλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ |wλ|q ϕ dx,

onde wλ = uλ + vλ. Logo, wλ = uλ + vλ é solução fraca de (Pλ). �
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2.8 Prova do teorema principal

No que segue, provaremos o principal teorema deste caṕıtulo.

Prova do Teorema 2.1.4

Pelo Teorema 2.6.1, (Pλ) tem uma solução fraca uλ que é mı́nimo local de Jλ, para

cada λ ∈ (0,Λ). Pelo Lema 2.7.7, encontramos a segunda solução fraca para (Pλ) dada por

wλ = uλ + vλ. Por definição de Λ, (Pλ) não tem solução fraca para λ > Λ. Agora, nosso

objetivo é mostrar que (Pλ) tem ao menos uma solução fraca, para λ = Λ.

Com efeito, inicialmente consideremos a seguinte afirmação:

Afirmação: Para t > 0 pequeno e u ∈ H1 (Ω) \{0}, temos que Jλ (tu) < 0.

De fato, como Gλ (x, ts) ≥ 0, então −
∫

Ω
Gλ(x, tu) dx ≤ 0. Assim,

Jλ (tu) =
t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

Gλ (x, tu) dx−
∫
∂Ω

Hλ (x, tu) dx

≤ t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
∂Ω

Hλ (x, tu) dx. (2.85)

Pela definição de Hλ, temos que

∫
∂Ω

Hλ (x, tu) dx =



λt
∫
∂Ω
ψµqu dx, tu (x) < vλ (x) ,

λtq+1

q+1

∫
∂Ω
ψuq+1 dx, vλ (x) ≤ tu (x) ≤ uλ2 (x) ,

λt
∫
∂Ω
ψuqλ2u dx, tu (x) > uλ2 (x).

Para t > 0 pequeno, t2 < tq+1. Assim,∫
∂Ω

Hλ (x, tu) dx >
t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx.

Disto e de (2.85), obtemos que Jλ (tu) < 0.

Por outro lado, obtivemos na demonstração do Lema 2.5.2 que, para cada λ ∈ (0,Λ), uλ é

mı́nimo global de Jλ. Então, Jλ (uλ) < 0. Além disso, temos que uλ ∈ Nλ, onde Nλ está

definido em (2.42). Assim, se considerarmos a sequência (λn) ⊂ (0,Λ) tal que λn → Λ e

(uλn) a correspondente sequência de soluções fracas de (Pλ), podemos obter, para cada n,
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uλn mı́nimo global de Jλn . Assim, Jλn (uλn) < 0 e uλn ∈ Nλn . No Teorema 2.6.1, mostramos

também que Jλ (u) = Jλ (u), para todo u ∈ Nλ. Assim, Jλn (uλn) = Jλn (uλn) < 0. Logo,

lim supn→∞ Jλn (uλn) ≤ 0.

Afirmação: (uλn) é limitada em H1 (Ω).

De fato, pelo resultado anterior, temos que, para n grande,

1

2
‖uλn‖

2 −
∫

Ω

G (uλn) dx− λn
q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ 0.

Por outro lado, sendo uλn solução fraca de (Pλ), J
′
λn

(uλn)ϕ = 0, para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Em

particular, temos que

‖uλn‖
2 −

∫
Ω

g (uλn)uλn dx− λn
∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx = 0 (2.86)

e, pela demonstração do item (ii) do Lema A.1.1, temos que dado ε > 0, existe sε > 0 tal

que, para s ≥ sε, G (s) ≤ εg (s) s. Logo,

1

2
‖uλn‖

2 ≤
∫

Ω∩{uλn≤sε}
G (uλn) dx+ ε

∫
Ω∩{uλn≥sε}

g (uλn)uλn dx+
λn
q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx.

O que implica

1

2
‖uλn‖

2 ≤ Cε + ε

∫
Ω

g (uλn)uλn dx+
λn
q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx. (2.87)

Além disso, usando (2.86), temos que∫
Ω

g (uλn)uλn dx ≤ ‖uλn‖
2

e, já vimos na demonstração do Lema 2.3.1 (ver 2.7) que existe C > 0 tal que∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ C ‖uλn‖

q+1 .

Consequentemente, existem C1, C2 > 0 tais que∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ C1 + C2 ‖uλn‖

2 .

Escolhamos C1 > 0 tal que C2 = q+1
4Λ

. Assim, voltando a (2.87) e usando que λn ⊂ (0,Λ),

obtemos

1

2
‖uλn‖

2 ≤ Cε + ε ‖uλn‖
2 +

λn
q + 1

(
C1 + C2 ‖uλn‖

2)
≤ Cε + ε ‖uλn‖

2 +
Λ

q + 1

(
C1 +

q + 1

4Λ
‖uλn‖

2

)
.
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O que implica (
1

4
− ε
)
‖uλn‖

2 ≤ Cε +
ΛC1

q + 1
.

Disto, do fato de Λ < ∞ e considerando ε < 1
4
, segue que ‖uλn‖ é limitada. Assim, a

afirmação está provada.

Sendo (uλn) limitada em H1 (Ω) e H1 (Ω) Hilbert, pelo Teorema 1.2.3, a menos de

subsequência, uλn ⇀ uΛ em H1 (Ω), para algum uΛ ∈ H1 (Ω) e, além disso, pela imersão

compacta de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞), uλn → uΛ em L2 (Ω). Desde

que Ω é limitado, temos que uλn → uΛ em L1 (Ω).

Afirmamos agora que uΛ é solução fraca de (PΛ).

Com efeito, como uλn ⇀ uΛ em H1 (Ω), usando o Teorema da Representação de Riesz (ver

Lema 2.7.6, (2.77)),

lim
n→∞

∫
Ω

(∇uλn∇ϕ+ uλnϕ) dx =

∫
Ω

(∇uΛ∇ϕ+ uΛϕ) dx, (2.88)

para todo ϕ ∈ H1 (Ω) e, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Lema

2.3.2, (2.14)), mostra-se que

lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q dx =

∫
∂Ω

ψ |uΛ|q dx.

Por outro lado, como J ′λn (uλn)ϕ = 0, temos que limn→∞ J
′
λn

(uλn)ϕ = 0, para todo

ϕ ∈ H1 (Ω). Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0, e fazendo ϕ = uλn ,

temos que ∫
Ω

g (uλn)uλn dx+ λn

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ ε+ ‖uλn‖

2 ≤ ε+ C.

Consequentemente,

sup
n

∫
Ω

g (uλn)uλn dx <∞.

Agora, pelo item (iii) do Lema A.1.3, g (uλn), g (uΛ) ∈ L1 (Ω). Portanto, pelo item (i) do

Lema A.3.1,

lim
n→∞

∫
Ω

g (uλn) dx =

∫
Ω

g (uΛ) dx.
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Usando estas convergências e escolhendo primeiramente ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

e depois usando

argumentos de densidade obtemos, de maneira análoga ao que fizemos no Lema 2.7.6 (ver

(2.75)), que

lim
n→∞

∫
Ω

g (uλn)ϕ dx =

∫
Ω

g (uΛ)ϕ dx e lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q ϕ dx =

∫
∂Ω

ψ |uΛ|q ϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω).

Assim, usando novamente que limn→∞ J
′
λn

(uλn)ϕ = 0, obtemos das últimas convergências e

de (2.88) que ∫
Ω

(∇uΛ∇ϕ+ uΛϕ) dx−
∫

Ω

g (uΛ)ϕ dx−
∫
∂Ω

ψ |uΛ|q ϕ dx = 0,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Disto, segue que uΛ é solução fraca de (PΛ). Assim, para λ = Λ,

(PΛ) tem ao menos uma solução fraca e isto conclui a prova do teorema.
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Caṕıtulo 3

Sobre uma classe de problemas

eĺıpticos singulares em R2 com

condição de Neumann

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas positivas

para a seguinte classe de problemas:
−∆u+ u =

h(x, u)eu
2

|x|β

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψuq, sobre ∂Ω,

(Qλ)

onde Ω ⊂ R2 é um domı́nio limitado com fronteira C2, 0 ∈ ∂Ω, u ∈ H1 (Ω), β ∈ [0, 2), λ > 0,

q ∈ [0, 1) e h tem grau superlinear no infinito.

Em seguida, enunciaremos as principais condições sob as quais (Qλ) será estudado:

(H1) ψ é uma função Hölder cont́ınua não-negativa e não-trivial em ∂Ω.

(H2) h : Ω× R→ R é uma função que satisfaz:

74



3.1. INTRODUÇÃO

(a) h(x, s) ∈ C1
(
Ω× R

)
, h(x, s) ≥ 0 para todo s ∈ R, h(x, s) = 0 se s < 0;

(b) ∂h
∂s

(x, s) ≥ 0, para todo s > 0 e x ∈ Ω;

(c) lim infs→∞
h(x,s)

s
> 0, uniformemente em x ∈ Ω;

(d) lim sups→∞
h(x,s)
sk

= 0, uniformemente em x ∈ Ω, para algum k > 1;

(e) Dado ε > 0, lim sups→∞
∂g
∂s

(x, s)e−(1+ε)s2 = 0, uniformemente em x ∈ Ω\{0}, onde

g(x, s) =
h(x, s)es

2

|x|β
;

(f) lims→0+
h(x,s)
sk

= 0, uniformemente em x ∈ Ω, para algum k > 1.

A seguir, apresentaremos o resultado principal deste caṕıtulo.

Teorema 3.1.1 Sob as hipóteses (H1) − (H2), existe 0 < Λ < ∞ tal que (Qλ) tem pelo

menos duas soluções fracas para todo λ ∈ (0,Λ), nenhuma solução fraca para λ > Λ e pelo

menos uma solução fraca para λ = Λ.

Observação 3.1.2 Destacamos que os resultados deste caṕıtulo são baseados no artigo [18]

devido a B. S. Kaur e K. Sreenadh.

Assim como no Caṕıtulo 2, estamos interessados em encontrar soluções fracas positivas.

Portanto consideraremos o problema


−∆u+ u =

h(x, u)eu
2

|x|β
, em Ω,

∂u

∂ν
= h (u) , sobre ∂Ω,

onde

h(u) =

 λψuq, u ≥ 0,

0, u < 0.

Procedendo de maneira similar ao Caṕıtulo 2, obtemos que u ∈ H1 (Ω) é solução fraca

de (Qλ) se, para cada ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

g(x, u)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqϕ dx = 0. (3.1)
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Seja Iλ : H1 (Ω)→ R o funcional dado por

Iλ (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G(x, u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx,

onde

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t) dt e g(x, t) =
h(x, t)et

2

|x|β
. (3.2)

Pelo Apêndice (A.10), temos que, para cada ϕ ∈ H1 (Ω),

I ′λ (u)ϕ =

∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

g(x, u)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uϕ dx. (3.3)

Consequentemente, pontos cŕıticos de Iλ são soluções fracas de (Qλ).

Observação 3.1.3 Neste caṕıtulo, usaremos as seguintes notações: se p ∈ (1,+∞),

p′ = p
(p−1)

, onde p′ ∈ (1,+∞) e 1
p

+ 1
p′

= 1; Lp
(

Ω, |x|−β
)

é o espaço de Lebesgue com

medida |x|−β dx e norma ‖u‖Lp(Ω,|x|−β) =
(∫

Ω
|u|p

|x|β dx
)1/p

, para todo u ∈ Lp
(

Ω, |x|−β
)

.

Observação 3.1.4 Neste caṕıtulo, para garantir a existência de soluções fracas positivas

de (Qλ), usaremos ideias e métodos análogos àqueles usados no Caṕıtulo 2. Portanto,

omitiremos a prova de alguns resultados. Outras demonstrações, porém, serão repetidas

devido a existência de singularidade no problema (Qλ).

3.1.1 Desigualdade de Hardy-Sobolev

Neste caṕıtulo, podemos ter β 6= 0. Assim, precisaremos recorrer à desigualdade de

Hardy-Sobolev dada no lema a seguir.

Lema 3.1.5 Sejam Ω ⊂ R2, u ∈ H1 (Ω) e p ∈ (1,+∞). Então, existe uma constante C > 0

tal que (∫
Ω

|u|p

|x|β
dx

)1/p

≤ C ‖u‖ ,

para β ∈ [0, 2).
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Demonstração: Usando a desigualdade de Hölder, temos que∫
Ω

|u|p

|x|β
dx ≤

(∫
Ω

|u|pr dx

)1/r
(∫

Ω

1

|x|βr′
dx

)1/r′

= ‖u‖pLpr(Ω)

(∫
Ω

1

|x|βr′
dx

)1/r′

,

onde r′ > 1 é escolhido de maneira que βr′ < 2 e 1
r

+ 1
r′

= 1. Desde que Ω é limitado,

tomemos BR (0) ⊂ R2 tal que Ω ⊂ BR (0) e, usando coordenadas polares, temos que∫
Ω

1

|x|βr′
dx = 2π

∫ R

0

r

rβr′
dr = 2π

∫ R

0

r1−βr′ dr =
2π

2− βr′
R2−βr′ <∞,

pois βr′ < 2. Assim, (∫
Ω

|u|p

|x|β
dx

)1/p

≤ C1 ‖u‖Lpr(Ω) .

Pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos(∫
Ω

|u|p

|x|β
dx

)1/p

≤ C ‖u‖ .

�

3.2 Desigualdade singular de Trudinger-Moser

Nesta seção, mostraremos uma versão singular da desigualdade de Trudinger-Moser em

H1 (Ω). Para tanto, faremos uso do Lema 2.1.6.

Teorema 3.2.1 Seja u ∈ H1 (Ω). Então, para cada α > 0 e β ∈ [0, 2), temos que∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx <∞. (3.4)

Além disso, para todo β ∈ [0, 2),

sup

{
α : sup

‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx <∞

}
= π (2− β) . (3.5)

Demonstração: Para efeito de simplificação, denotaremos

A =

{
α : sup

‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx <∞

}
.
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Desde que β ∈ [0, 2), podemos tomar t > 1 tal que βt < 2. Então, pela desigualdade de

Hölder, ∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx ≤

(∫
Ω

e
αt
t−1

u2 dx

) (t−1)
t

(∫
Ω

1

|x|βt
dx

) 1
t

,

com t−1
t

+ 1
t

= 1. Como αt
t−1

> 0, pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), temos que∫
Ω

e
αt
t−1

u2 dx <∞.

Sendo Ω limitado, tomemos BR (0) ⊂ R2 tal que Ω ⊂ BR (0) e, usando coordenadas polares,

obtemos que∫
Ω

1

|x|βt
dx = 2π

∫ R

0

r

rβt
dr = 2π

∫ R

0

r1−βt dr =
2π

2− βt
R2−βt <∞,

pois βt < 2. Logo, ∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx <∞

e a primeira parte do teorema está provada. Agora, suponha que supA < π (2− β). Então,

existe α tal que α < π (2− β), ou seja, α
2π

+ β
2
< 1. Desde que β ∈ [0, 2), podemos tomar

t > 1 tal que α
2π

+ βt
2

= 1. Assim, pela desigualdade de Hölder,

∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx ≤

(∫
Ω

e2πu2 dx

) α
2π

(∫
Ω

1

|x|
2
t

dx

)βt
2

.

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.2),

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

e2πu2 dx <∞.

Além disso, como t > 1, 2
t
< 2. Então, usando novamente o fato de Ω ser limitado, tomemos

BR (0) ⊂ R2 tal que Ω ⊂ BR (0) e, usando coordenadas polares, temos que∫
Ω

1

|x|2/t
dx = 2π

∫ R

0

r

r2/t
dr = 2π

∫ R

0

r1− 2
t dr =

2πt

2 (t− 1)
R2−2/t <∞.

Logo,

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

eαu
2

|x|β
dx <∞.
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Suponhamos agora que supA > π (2− β). Assim, existe α tal que α
2π

+ β
2
> 1. Consideremos

a sequência de funções dada no Lema 2.1.6. Então,∫
Ω

eαω
2
n(x)

|x|β
dx ≥ e

α
π

ln(nL)

∫
B 1
n

(0)

1

|x|β
dx = (nL)α/π

∫
B 1
n

(0)

1

|x|β
dx.

Usando novamente coordenadas polares, obtemos∫
B 1
n

(0)

1

|x|β
dx =

2π

2− β
1

n2−β .

Assim, ∫
Ω

eαω
2
n(x)

|x|β
dx ≥ 2πLα/π

2− β
n2( α

2π
+β

2
−1).

Desde que α
2π

+ β
2
> 1, fazendo n→ +∞ na desigualdade anterior, temos que o lado direito

tende para +∞. Consequentemente,

sup
‖ωn‖≤1

∫
Ω

eαω
2
n(x)

|x|β
dx = +∞.

Deste resultado, conclúımos que, se α
2π

+ β
2
> 1, existem funções (ωn) ⊂ H1 (Ω) tal que

a identidade acima ocorre. O que é um absurdo, pois contradiz a definição de α ∈ A.

Então, podemos concluir que (3.5) ocorre, pois, supondo que supA < π (2− β), existe

supA < α0 < π (2− β) tal que

sup
‖u‖≤1

∫
Ω

eα0u2

|x|β
dx <∞,

o que contradiz a definição de supremo. Logo, (3.5) vale e termina a prova do teorema. �

3.3 Existência de solução para (Qλ), para λ ∈ (0, λ0)

Nesta seção, mostraremos que (Qλ) possui solução fraca para λ > 0 pequeno.

3.3.1 Existência de um mı́nimo local para Iλ

O seguinte lema mostra que Iλ possui um mı́nimo local numa vizinhança da origem de

H1 (Ω), para λ pequeno.
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Lema 3.3.1 Assumindo as hipóteses (H1)−(H2), existe λ0 > 0 tal que Iλ admite um mı́nimo

local próximo à origem de H1 (Ω) para cada λ ∈ (0, λ0).

Demonstração: Dividiremos a prova em duas etapas.

Etapa 1 : Nesta etapa, mostraremos que existem λ0, R0, δ > 0 tais que Iλ (u) ≥ δ, para todo

‖u‖ = R0 e λ < λ0.

De fato, pelo item (ii) do Lema A.1.5, temos que G (x, s) ≤ C |s|k+1 es
2

|x|β uniformemente em

x ∈ Ω\{0}, para algum k > 1, β ∈ [0, 2) e para todo s ∈ R. Assim,∫
Ω

G (x, u) dx ≤ C

∫
Ω

|u|k+1 e
u2

|x|β
dx.

Usando a desigualdade de Hölder e considerando 1
p

+ 1
p′

= 1, obtemos da estimativa anterior

que ∫
Ω

G (x, u) dx ≤ C

∫
Ω

|u|k+1

|x|β/p′
eu

2

|x|β/p
dx

≤ C

(∫
Ω

|u|(k+1)p′ |x|−β dx

) k+1
(k+1)p′

∫
Ω

ep‖u‖
2( u
‖u‖)

2

|x|β
dx

1/p

= C ‖u‖k+1

L(k+1)p′(Ω,|x|−β)

∫
Ω

ep‖u‖
2( u
‖u‖)

2

|x|β
dx

1/p

.

Desde que β < 2, podemos escolher p > 1 e R > 0 tal que pR2

2π
+ β

2
< 1. O que implica que

R ∈
(

0,
√

(2− β) π
)

. Assim, para ‖u‖2 ≤ R2 < (2− β) π, podemos obter p > 1 tal que

p ‖u‖2 < (2− β) π. Disto e de (3.5), obtemos que∫
Ω

ep‖u‖
2( u
‖u‖)

2

|x|β
dx <∞.

Por outro lado, usando a desigualdade de Hardy-Sobolev, temos que

‖u‖k+1

Lp′(Ω,|x|−β) ≤ C ‖u‖k+1 .

Destes resultados segue que∫
Ω

G (x, u) dx < C1 ‖u‖k+1 , para todo ‖u‖ ≤ R. (3.6)
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Vimos em (2.7) que, usando a imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo

s ∈ [1,+∞), existe C2 > 0 tal que∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx ≤ C2 ‖u‖q+1 . (3.7)

Assim, escolhendo R2
0 ∈ (0, (2− β) π) temos que

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω

G (x, u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx

≥ 1

2
‖u‖2 − C1 ‖u‖k+1 − λC2 ‖u‖q+1 , (3.8)

para ‖u‖ = R0. Como k > 1, escolhamos e fixemos R2
0 ∈ (0, (2− β) π) e λ0 > 0

suficientemente pequeno tal que

δ :=
1

2
R2

0 − C1R
k+1
0 − λC2R

q+1
0 > 0,

para todo λ ∈ (0, λ0). Logo, com tais escolhas para R0 e para λ0, por (3.8), obtemos δ > 0

tal que Iλ(u) ≥ δ, para todo ‖u‖ = R0, o que finaliza a Etapa 1.

Etapa 2 : Nesta etapa, mostraremos que Iλ possui um mı́nimo local próximo à origem de

H1(Ω) para todo λ ∈ (0, λ0).

Inicialmente, mostraremos que Iλ(tu) < 0, para t pequeno e para todo u ∈ H1(Ω)\{0}.

Com efeito, sejam R0, λ0 e δ como na Etapa 1 e u ∈ H1(Ω)\{0}. Assim,

Iλ (tu) =
1

2

∫
Ω

(
|∇tu|2 + |tu|2

)
dx−

∫
Ω

G(x, tu) dx − λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |tu|q+1 dx

=
t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G(x, tu) dx − λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx.

Por definição, G é não-negativa. Logo, −
∫

Ω
G(x, tu) dx ≤ 0. Assim,

Iλ (tu) ≤ t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx− λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx.

Além disso, como q + 1 < 2, temos t2 < tq+1, para t < 1 e, consequentemente

λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx >
t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx,
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para t suficientemente pequeno. Assim,

Iλ (tu) ≤ t2

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx− λtq+1

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx < 0,

para t suficientemente pequeno. Em particular, temos Iλ (u) < 0, para algum u ∈ H1(Ω)

com ‖u‖ ≤ R0 e λ ∈ (0, λ0). Se Iλ atingir mı́nimo em algum uλ, com ‖uλ‖ ≤ R0, então

‖uλ‖ < R0, pois, pela Etapa 1, Iλ (u) ≥ δ > 0, para ‖u‖ = R0.

Nosso objetivo agora é mostrar que Iλ atinge um mı́nimo local para todo λ ∈ (0, λ0).

Com efeito, consideremos BR0 = {u ∈ H1(Ω) : ‖u‖ ≤ R0} e uma sequência (un) ⊂ BR0 tal

que

Iλ (un)↘ inf
u∈BR0

Iλ (u) = a. (3.9)

Sendo H1(Ω) um espaço reflexivo e a sequência (un) limitada em H1(Ω), pelo Teorema 1.2.3,

a menos de subsequência, un ⇀ uλ em H1(Ω). Logo, pela Proposição 1.2.2,

‖uλ‖ ≤ lim inf ‖un‖ ≤ R0.

Consequentemente,

‖uλ‖2 ≤ lim inf ‖un‖2 ≤ R2
0. (3.10)

Afirmação: Iλ (u) é limitado em BR0 .

De fato, seja u ∈ BR0 . Assim, por (3.6) e (3.7), existem C1, C2 > 0 tais que∫
Ω

|G(x, u)| dx ≤ C1R
k+1
0 e

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx ≤ C2R
q+1
0 .

Então,

|Iλ (u)| ≤ 1

2
‖u‖2 +

∫
Ω

|G(x, u)| dx+
λ

q + 1

∫
∂Ω

|ψ| |u|q+1 dx

≤ 1

2
R2

0 + C1R
k+1
0 +

λC2

q + 1
Rq+1

0

e a afirmação segue.

Em seguida, mostraremos que

lim
n→∞

∫
Ω

G(x, un) dx =

∫
Ω

G(x, uλ) dx. (3.11)
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De fato, pelo item (ii) do Lema A.1.5, existe C > 0 tal que |G (x, s)| ≤ Csk+1 es
2

|x|β

uniformemente em x ∈ Ω\{0}, para todo s ∈ R, β ∈ [0, 2) e para algum k > 1. Assim,∫
Ω

|G (x, un)un| dx ≤ C

∫
Ω

|un|k+2 e
u2n

|x|β
dx.

Pela desigualdade de Hölder, temos que

∫
Ω

|un|k+2 e
u2n

|x|β
dx ≤

(∫
Ω

epu
2
n

|x|βp
dx

) 1
p (∫

Ω

|un|(k+2)p′ dx

) (k+2)

(k+2)p′

,

onde 1
p

+ 1
p′

= 1 e escolhemos p > 1 tal que βp < 2. Usando a imersão cont́ınua de Sobolev

H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), segue que

∫
Ω

|un|k+2 e
u2n

|x|β
dx ≤ C

∫
Ω

ep‖un‖
2( un
‖un‖)

2

|x|βp
dx

 1
p

‖un‖k+2 .

Por outro lado, como (un) ⊂ BR0 , podemos escrever que p‖un‖2
2π

+ βp
2
< 1. Nestas condições,

segue de (3.5) que ∫
Ω

ep‖un‖
2( un
‖un‖)

2

|x|βp
dx <∞.

Assim, ∫
Ω

|G (x, un)un| dx ≤ C ‖un‖k+2 ≤ CRk+2
0 .

Consequentemente,

sup
n

∫
Ω

|G (x, un)un| dx <∞.

Desde que un ⇀ uλ em H1(Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para

todo s ∈ [2,+∞), a menos de subsequência, un → uλ em L2(Ω). Usando que Ω é limitado,

obtemos que un → uλ em L1(Ω). Além disso, pelo item (iii) do Lema A.1.4, G (x, un),

G (x, uλ) ∈ L1 (Ω). Assim, pelo item (i) do Lema A.3.2, obtemos (3.11).

Provamos no Lema 2.3.2, (2.14), que

lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |un|q+1 dx =

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 dx. (3.12)

Além disso, desde que ‖un‖ ≤ R0, pelo Teorema de Weierstrass, a menos de subsequência,

‖un‖ converge. Deste fato, juntamente com os resultados obtidos em (3.11) e (3.12), segue
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de (3.9) que
1

2
lim
n
‖un‖2 = a+

∫
Ω

G(uλ) dx+
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 dx.

Consequentemente, por (3.10), temos

1

2
‖uλ‖2 ≤ a+

∫
Ω

G(uλ) dx+
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλ|q+1 dx,

o que mostra Iλ (uλ) ≤ a. Por outro lado, Iλ (uλ) ≥ a. Assim, Iλ (uλ) = a e uλ é mı́nimo

local para Iλ próximo à origem do H1(Ω). �

3.3.2 Regularidade das soluções

Nosso objetivo agora é obter um resultado de regularidade que encontra-se no Lema 3.3.3

abaixo. Iniciaremos introduzindo um lema, cuja prova segue de maneira análoga à prova do

Lema 2.3.3.

Lema 3.3.2 Seja uλ solução fraca de (Qλ). Então, uλ ≥ 0 quase sempre em Ω.

Lema 3.3.3 Seja uλ solução fraca de (Qλ). Então uλ ∈ C2,θ
(
Ω\{0}

)
para algum θ ∈ (0, 1).

Além disso, se uλ é não-trivial, então uλ > 0 em Ω.

Demonstração: Seja uλ solução fraca de (Qλ). Provaremos inicialmente que, g (x, uλ) −

uλ ∈ Lp (Ω\BR (0)), com R > 0 suficientemente pequeno e para todo 1 < p < +∞. De fato,

pelo item (i) do Lema A.1.5, temos que g (x, s) ≤ C |s|k es
2

|x|β uniformemente em Ω\{0}, para

algum k > 1, β ∈ [0, 2) e para todo s ∈ R. Denotemos ΩR = Ω\BR (0). Assim,∫
ΩR

|g (x, uλ)|p dx ≤ C

∫
ΩR

|uλ|pk
epu

2
λ

|x|pβ
dx ≤ C

Rpβ

∫
ΩR

|uλ|pk epu
2
λ dx. (3.13)

Usando a desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para

todo s ∈ [1,+∞), temos que∫
ΩR

|uλ|pk epu
2
λ dx ≤

(∫
ΩR

|uλ|prk dx

)1/r (∫
ΩR

epr
′u2λ dx

)1/r′

≤ C1 ‖uλ‖kp
(∫

ΩR

epr
′u2λ dx

)1/r′

,
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r > 1 e 1
r
+ 1
r′

= 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), temos que
∫

ΩR
epr
′u2λ dx <∞.

Disto e da estimativa anterior, obtemos de (3.13) que∫
ΩR

|g (x, uλ)|p dx <∞.

Logo, g (x, uλ) ∈ Lp (ΩR) para todo 1 < p < +∞. Agora, pela imersão cont́ınua de

Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), temos que uλ ∈ Lp (ΩR). Assim,

g (x, uλ) − uλ ∈ Lp (ΩR). Logo, pelo Teorema de Calderon-Zygmund, uλ ∈ W 2,p (ΩR) e

−∆uλ = g (x, uλ)− uλ quase sempre em ΩR.

Escolhamos p > 1 de modo que 2
p
< 1 e 2

p
seja não-inteiro. Assim, 2 > 2

p
e desde que

uλ ∈ W 2,p (ΩR), pelo Teorema 1.3.4, temos que uλ ∈ C2−[ 2p ]−1,θ
(
ΩR

)
, com θ =

[
2
p

]
+ 1− 2

p
.

Então, uλ ∈ C1,θ
(
ΩR

)
. Assim, uλ ∈ C0,θ

(
ΩR

)
e, por composição, g (x, uλ) ∈ C0,θ

(
ΩR

)
.

Então, pelo Teorema de Schauder, uλ ∈ C2,θ
(
ΩR

)
, para algum θ ∈ (0, 1). Agora, como R é

arbitrário e 0 ∈ ∂Ω, temos que uλ ∈ C2,θ
(
Ω\{0}

)
.

Desde que uλ ∈ C2 (Ω) e é solução fraca de (Qλ), temos que∫
Ω

(∇uλ∇ϕ+ uλϕ) dx =

∫
Ω

g(x, uλ)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψ |uλ|q ϕ dx ≥ 0,

para cada ϕ ∈ H1(Ω) com ϕ ≥ 0. Assim, pelo Lema 2.3.5, −∆uλ + uλ ≥ 0 em Ω no sentido

fraco. Além disso, ∂uλ
∂ν

= h (uλ) ≥ 0 sobre ∂Ω e, desde que uλ é não-trivial, pelo Lema 2.3.4,

obtemos que uλ > 0 em Ω. �

3.4 Não existência de solução

Definamos

Λ := sup {λ > 0 : (Qλ) tem solução fraca} . (3.14)

O lema a seguir garantirá que, para λ > Λ, (Qλ) não tem solução fraca.

Lema 3.4.1 Seja Λ definido em (3.14). Então 0 < Λ <∞.

Demonstração: Seja uλ solução fraca de (Qλ). Tomemos ϕ = 1 como função teste em

(3.3). Então, obtemos que∫
Ω

uλ dx =

∫
Ω

g (x, uλ) dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqλ dx. (3.15)
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Pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), temos que

uλ ∈ Ls (Ω), para todo s ≥ 1. Como Ω é limitado, existe C1 = C1 (p,Ω) > 0 tal que

‖uλ‖L1(Ω) ≤ C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ,

para todo p > 1.

Afirmação: Existe C2 = C2 (p,Ω) > 0 tal que∫
Ω

g (x, uλ) dx ≥ C2 ‖uλ‖pLp(Ω) . (3.16)

Com efeito, prova-se facilmente que, para todo s ≥ 0 e para todo p ≥ 1, existe C = C (p,Ω) >

0 tal que

sp ≤ Ch (x, s)
es

2

|x|β
= Cg (x, s)

uniformemente em x ∈ Ω\{0} e β ∈ [0, 2). Consequentemente,∫
Ω

|uλ|p dx ≤ C (p,Ω)

∫
Ω

g (x, uλ) dx.

Desta desigualdade obtemos (3.16), com C2 = 1
C

. Então, usando (3.15), temos que

C2 ‖uλ‖pLp(Ω) ≤
∫

Ω

g (x, uλ) dx ≤
∫

Ω

uλ dx = ‖uλ‖L1(Ω) ≤ C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ,

o que implica

C2 ‖uλ‖pLp(Ω) − C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ≤ 0.

Denotando t = ‖uλ‖Lp(Ω), obtemos da estimativa anterior que

t
(
C2t

p−1 − C1

)
≤ 0.

Como as soluções da inequação acima pertencem ao intervalo [0, (C1/C2)1/(p−1)], temos que

‖uλ‖Lp(Ω) ≤ (C1/C2)1/(p−1) .

Assim, conclúımos que, para todo p > 1, existe C > 0 que não depende de λ tal que

‖uλ‖Lp(Ω) ≤ C. Além disso,

‖uλ‖L1(Ω) ≤ C1 ‖uλ‖Lp(Ω) ≤ C, (3.17)
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o que implica que ‖uλ‖Lp(Ω) é limitada por uma constante que não depende de λ para todo

p ≥ 1. Agora, fazendo ϕ = u−qλ como função teste em (3.3), obtemos∫
Ω

∇uλ∇
(
u−qλ
)

dx+

∫
Ω

u1−q
λ dx =

∫
Ω

u−qλ g (x, uλ) dx+ λ

∫
∂Ω

ψ dx.

Como ∫
Ω

∇uλ∇
(
u−qλ
)

dx = −q
∫

Ω

u−1−q
λ |∇uλ|2 dx ≤ 0,

pois uλ > 0 e q ∈ [0, 1), temos que∫
Ω

u1−q
λ dx ≥ λ

∫
∂Ω

ψ dx.

Pela hipótese (H1) e pelo fato de Ω ser limitado, temos que
∫
∂Ω
ψ dx < ∞. Logo,

λ ≤ C
∫

Ω
u1−q
λ dx. Então, usando a desigualdade de Hölder e (3.17), obtemos que

λ ≤ C

∫
Ω

u1−q
λ dx ≤ C

(∫
Ω

(
u1−q
λ

)r
dx

)1/r (∫
Ω

1r
′

dx

)1/r′

≤ C |Ω|1/r
′
‖uλ‖1−q

L1(Ω) < C,

onde C é uma constante positiva que não depende λ, r = 1
1−q e 1

r
+ 1

r′
= 1. Logo, pela

definição de Λ e pelo resultado anterior, temos 0 < Λ <∞ . �

3.5 Existência de uma solução minimal

Nesta seção, nosso objetivo principal é provar o teorema a seguir que garante a existência

de uma solução minimal para (Qλ). Para tanto, usaremos o método de sub e supersolução.

Teorema 3.5.1 (Qλ) admite solução minimal uλ, para todo λ ∈ (0,Λ).

3.5.1 Existência de solução para (Qλ) para λ ∈ (0,Λ)

O lema seguinte será utilizado para provarmos o Teorema 3.5.1.

Lema 3.5.2 Existe uma solução fraca para (Qλ) para todo λ ∈ (0,Λ).
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Demonstração: Fixemos λ ∈ (0,Λ). Pela caracterização de Λ, podemos obter λ < λ2 < Λ

tal que (Qλ2) tem solução fraca não-trivial. Seja uλ2 tal solução fraca. Consideremos µ o

menor valor assumido por uλ2 em ∂Ω. Pelo Lema 3.3.3, temos que uλ2 > 0 em Ω.

Recorramos novamente ao problema dado em (2.21). No Lema 2.5.2, provamos que tal

problema tem uma única solução fraca vλ não-trivial. De maneira inteiramente análoga, ao

que fizemos no Lema 2.5.2 para mostrar que uλ2 é supersolução de (2.21) e que vλ < uλ2 em

Ω, mostra-se que estes resultados ocorrem agora considerando uλ2 solução fraca de (Qλ2).

Definamos as funções gλ : Ω× R→ R e hλ : ∂Ω× R→ R dadas por:

gλ (x, t) =


g (x, vλ (x)) , t < vλ (x) ,

g (x, t) , vλ (x) ≤ t ≤ uλ2 (x) ,

g (x, uλ2 (x)) , t > uλ2 (x)

(3.18)

e

fλ (x, t) =


λψ (x)µq, t < vλ (x) ,

λψ (x) tq, vλ (x) ≤ t ≤ uλ2 (x) ,

λψ (x)uqλ2 (x) , t > uλ2 (x) .

(3.19)

Sejam

Gλ (x, s) =

∫ s

0

gλ (x, t) dt e F λ (x, s) =

∫ s

0

fλ (x, t) dt.

Afirmamos que o funcional Iλ : H1(Ω)→ R definido por

Iλ (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

Gλ (x, u) dx−
∫
∂Ω

F λ (x, u) dx

é coercivo e sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente.

De fato, pela definição (3.18), temos que gλ (x, t) ≤ g(x, uλ2 (x)), uniformemente em x ∈

Ω\{0}. E, pelo item (i) do Lema A.1.4, temos que g(x, uλ2 (x)) ≤ C e
2u2λ2

(x)

|x|β uniformemente

em x ∈ Ω\{0} e β ∈ [0, 2). Assim,

Gλ (x, s) =

∫ s

0

gλ (x, t) dt ≤ C |s| e
2u2λ2

(x)

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0},

o que implica ∫
Ω

Gλ (x, u) dx ≤ C

∫
Ω

|u| e
2u2λ2

|x|β
dx.
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Usando a desigualdade de Hölder, obtemos que

∫
Ω

Gλ (x, u) dx ≤ C

(∫
Ω

|u|p
′

dx

)1/p′
(∫

Ω

e2pu2λ2

|x|βp
dx

)1/p

= C ‖u‖Lp′ (Ω)

(∫
Ω

e2pu2λ2

|x|βp
dx

)1/p

,

onde 1
p

+ 1
p′

= 1 e p > 1 é escolhido de maneira que βp < 2. Logo, pela desigualdade

de Trudinger-Moser (3.4), segue que
∫

Ω
e
2pu2λ2

|x|βp dx < ∞. Disto, da estimativa anterior e da

imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos∫
Ω

Gλ (x, u) dx ≤ C1 ‖u‖ .

Agora, pela definição (3.19), temos que fλ (x, t) ≤ λψ (x)uqλ2 (x) uniformemente em x ∈ ∂Ω.

Assim,

F λ (x, s) =

∫ s

0

fλ (x, t) dt ≤ λ

∫ s

0

ψ (x)uqλ2 (x) dt ≤ C |s|uqλ2 (x) uniformemente em x ∈ ∂Ω.

Logo, ∫
∂Ω

F λ (x, u) dx ≤ C

∫
∂Ω

|u|uqλ2 dx.

Pela desigualdade de Hölder, temos∫
∂Ω

F λ (x, u) dx ≤ C

(∫
∂Ω

|uλ2|
qr dx

)1/r (∫
∂Ω

|u|r
′

dx

)1/r′

= C ‖uλ2‖
q
L1(∂Ω) ‖u‖Lr′ (∂Ω) ,

onde r = 1
q

e 1
r

+ 1
r′

= 1. Disto e da imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para

todo s ∈ [1,+∞), obtemos ∫
∂Ω

F λ (x, u) dx ≤ C2 ‖u‖ .

Assim, segue que

Iλ (u) ≥ 1

2
‖u‖2 − C1 ‖u‖ − C2 ‖u‖ = ‖u‖2

(
1

2
− (C1 + C2)

‖u‖

)
.

Fazendo ‖u‖ → +∞ na desigualdade anterior, obtemos que Iλ (u) → +∞. Logo,

Iλ (u) é coercivo. A prova de que Iλ é sequencialmente fracamente semicont́ınuo

inferiormente é análoga ao que foi feito no Lema 2.5.2 quando mostramos que Jλ é

sequencialmente fracamente semicont́ınuo inferiormente Assim, pelo Teorema 1.5.2, Iλ é
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limitado inferiormente e atinge mı́nimo em H1(Ω). Seja uλ o mı́nimo global de Iλ sobre

H1(Ω). Como Iλ é o funcional associado ao problema
−∆u+ u = gλ (x, u)

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= fλ (x, u) , sobre ∂Ω,

(3.20)

então uλ é solução fraca de (3.20). De forma análoga ao que fizemos com o problema (Qλ),

verifica-se que uλ ∈ C2,θ
(
Ω\{0}

)
, para algum θ ∈ (0, 1) e que, para uλ 6= 0, uλ > 0 em

Ω. Desde que g é não-decrescente, pela definição (3.18), temos gλ (x, t) ≤ g (x, uλ2 (x))

uniformemente em x ∈ Ω\{0} e para todo t ∈ R. Em particular, temos

gλ (x, uλ (x)) ≤ g (x, uλ2 (x)) uniformemente em x ∈ Ω\{0}. (3.21)

Pela definição de (3.19),

fλ (x, uλ (x)) ≤ λψ (x)uqλ2 (x) uniformemente emx ∈ ∂Ω (3.22)

No que segue, mostraremos que vλ ≤ uλ em Ω\{0} e uλ < uλ2 em Ω.

Com efeito, desde que uλ é solução fraca de (3.20) e vλ e (2.21), temos que∫
Ω

∇(uλ − vλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ − vλ)ϕ dx =∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx−
∫

Ω

∇vλ∇ϕ dx−
∫

Ω

vλϕ dx =∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

fλ (x, uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Escolhendo ϕ = (uλ − vλ)− = max{0,− (uλ − vλ)}, temos que∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx =

∫
[vλ≤uλ]

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
[uλ<vλ]

gλ (x, uλ)ϕ dx

=

∫
[uλ<vλ]

g (x, vλ) (−uλ + vλ) dx

e ∫
∂Ω

fλ (x, uλ)ϕ dx =

∫
[vλ≤uλ]

fλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
[uλ<vλ]

fλ (x, uλ)ϕ dx

= λ

∫
[uλ<vλ]

ψµq (−uλ + vλ) dx.
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Além disso,

−λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx = −λ
∫

[vλ≤uλ]

ψµqϕ dx− λ
∫

[uλ<vλ]

ψµqϕ dx

= −λ
∫

[uλ<vλ]

ψµq (−uλ + vλ) dx

Somando estas últimas igualdades, obtemos∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

fλ (x, uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψµqϕ dx =

∫
[uλ<vλ]

g (x, vλ) (−uλ + vλ) dx.

Como g é não-negativa e, para uλ < vλ, tem-se que −uλ + vλ > 0, então∫
[uλ<vλ]

g (x, vλ) (−uλ + vλ) dx ≥ 0. Por outro lado,∫
Ω

∇ (uλ − vλ)∇ (uλ − vλ)− dx+

∫
Ω

(uλ − vλ) (uλ − vλ)− dx = −
∥∥(uλ − vλ)−

∥∥2 ≤ 0.

Assim,

0 ≤
∫

[uλ<vλ]

g (x, vλ) (−uλ + vλ) dx = −
∥∥(uλ − vλ)−

∥∥2 ≤ 0.

Consequentemente,
∥∥(uλ − vλ)−

∥∥2
= 0. Disto, segue que (uλ − vλ)− = 0 quase sempre

em Ω. Logo, uλ − vλ ≥ 0 quase sempre em Ω. Assim, infΩ (uλ − vλ) ≥ 0 quase sempre

em Ω. Agora, como uλ e vλ satisfazem −∆uλ + uλ = gλ (x, uλ) e −∆vλ + vλ = 0

no sentido fraco, subtraindo a primeira destas igualdades pela segunda, obtemos que

−∆ (uλ − vλ) + (uλ − vλ) = gλ (x, uλ) ≥ 0. O que implica que ∆ (uλ − vλ) − (uλ − vλ) ≤ 0

no sentido fraco. No que segue, mostraremos que uλ 6= vλ. De fato, supondo o contrário, e

usando novamente o fato de que uλ é solução fraca de (3.20) e vλ de (2.21), teŕıamos que∫
Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

fλ (x, uλ)ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψµqϕ dx, (3.23)

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Escolhamos ϕ ∈ C∞0
(
Ω
)
, ϕ > 0, tal que supp(ϕ) ⊂⊂ Ω. Então,

ϕ|∂Ω = 0. Assim, segue de (3.23) que
∫

Ω
gλ (x, uλ)ϕ dx = 0, o que é um absurdo, pois,

usando a hipótese (H2) (f) e os fatos de que uλ > 0 em Ω, gλ é não-decrescente e ϕ > 0,

temos que
∫

Ω
gλ (x, uλ)ϕ dx > 0. Logo, uλ 6= vλ.

Afirmação: uλ − vλ > 0 em Ω.
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De fato, suponhamos que existe x0 ∈ Ω tal que (uλ − vλ) (x0) = 0. Assim, desde que Ω é

aberto, existe BR (x0) ⊂⊂ Ω tal que

inf
BR(x0)

(uλ − vλ) = inf
Ω

(uλ − vλ) ≥ 0 quase sempre em Ω.

Disto e do fato de ∆ (uλ − vλ)− (uλ − vλ) ≤ 0 no sentido fraco, segue do Teorema 1.4.3 que

(uλ − vλ) é constante em Ω. Logo, como (uλ − vλ) (x0) = 0 e x0 ∈ Ω, então (uλ − vλ) = 0, o

que contradiz o fato de que uλ 6= vλ. Logo, a afirmação segue.

Agora, desde que uλ, vλ ∈ C2,θ
(
Ω\{0}

)
, mostraremos que uλ ≥ vλ sobre ∂Ω\{0}. Com

efeito, supondo o contrário, existiria x0 ∈ ∂Ω, x0 6= 0, tal que uλ (x0) < vλ (x0). Como

x0 ∈ ∂Ω, existe uma sequência (xk) ⊂ Ω tal que xk → x0. Como, uλ > vλ em Ω, temos que

uλ (xk) > vλ (xk). Disto e da continuidade das funções uλ e vλ, segue que uλ (x0) ≥ vλ (x0), o

que é uma contradição. Logo, uλ ≥ vλ em ∂Ω\{0}. Disto e do fato de uλ > vλ em Ω, temos

que uλ ≥ vλ em Ω\{0}.

Usando que uλ2 e uλ são soluções fracas de (Qλ2) e (3.20), respectivamente, temos que∫
Ω

∇ (uλ2 − uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ2 − uλ)ϕ dx =∫
Ω

∇uλ2∇ϕ dx+

∫
Ω

uλ2ϕ dx−
∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx−
∫

Ω

uλϕ dx =∫
Ω

g (x, uλ2)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx−
(∫

Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
∂Ω

fλ (x, uλ)ϕ dx

)
,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Assim, por (3.21) e (3.22), obtemos da igualdade anterior que∫
Ω

∇ (uλ2 − uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(uλ2 − uλ)ϕ dx ≥ 0,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω) com ϕ ≥ 0. Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆ (uλ2 − uλ) + (uλ2 − uλ) ≥ 0

em Ω. Usando novamente (3.22), temos que

∂ (uλ2 − uλ)
∂ν

= λ2ψu
q
λ2
− fλ (x, uλ) ≥ 0 sobre ∂Ω.

Além disso, notemos que uλ2 6= uλ, pois supondo que uλ2 = uλ e sabendo que uλ e uλ2 são,

respectivamente, soluções fracas de (3.20) e de (Qλ2), teŕıamos que λ2ψu
q
λ2

= fλ (x, uλ) sobre
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∂Ω. Disto segue que, para todo ϕ ∈ H1(Ω),

λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx =

∫
[uλ<vλ]

fλ (x, uλ)ϕ dx+

∫
[vλ≤uλ≤uλ2 ]

fλ (x, uλ)ϕ dx

+

∫
[uλ>uλ2 ]

fλ (x, uλ)ϕ dx.

Como vλ ≤ uλ em Ω\{0}, então
∫

[uλ<vλ]
fλ (x, uλ)ϕ dx = 0. Logo, para todo ϕ ∈ H1(Ω),

λ2

∫
∂Ω

ψuqλ2ϕ dx = λ

(∫
[vλ≤uλ≤uλ2 ]

ψuqλϕ dx+

∫
[uλ>uλ2 ]

ψuqλ2ϕ dx

)
.

Escolhendo ϕ ∈ C∞(Ω), ϕ > 0, e considerando que ψ é não-negativa, uλ2 > 0 e λ2 > λ > 0,

temos que a igualdade anterior não pode ocorrer. Assim, uλ2 6= uλ. Logo, pelo Lema 2.3.4,

uλ2 > uλ em Ω. Conclúımos então que vλ ≤ uλ em Ω\{0} e uλ < uλ2 em Ω.

Mostraremos agora que Iλ (u) = Iλ (u), para todo vλ ≤ u ≤ uλ2 .

Com efeito, notemos que, para vλ ≤ u ≤ uλ2 ,∫
Ω

Gλ (x, u) dx =

∫
[u<vλ]

Gλ (x, u) dx+

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

Gλ (x, u) dx+

∫
[u>uλ2 ]

Gλ (x, u) dx

=

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

Gλ (x, u) dx =

∫
Ω

G(x, u) dx

e ∫
∂Ω

F λ (x, u) dx =

∫
[u<vλ]

F λ (x, u) dx+

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

F λ (x, u) dx+

∫
[u>uλ2 ]

F λ (x, u) dx

=

∫
[vλ≤u≤uλ2 ]

F λ (x, u) dx =
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx,

de onde segue que

Iλ(u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G (x, u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx

=
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

Gλ (x, u) dx−
∫
∂Ω

Hλ (x, u) dx = Iλ (u) ,

Assim, desde que vλ ≤ uλ em Ω\{0} e uλ < uλ2 em Ω., temos que Iλ (uλ) = Iλ (uλ). Logo,

como uλ é mı́nimo global de Iλ, temos que I
′
λ (uλ) = 0. Assim, I ′λ (uλ) = 0. Ou seja,∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx−
∫

Ω

g (x, uλ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqλϕ dx = 0.

Disto segue que uλ é solução fraca de (Qλ) e termina a prova do lema. �
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3.5.2 Prova do Teorema 3.5.1

Antes de provarmos o Teorema 3.5.1, enunciaremos a seguinte definição:

Definição 3.5.3 Dizemos que uma solução u∗ é solução minimal de (Qλ) em [u, u] se,

u∗ ≤ u, para cada u ≤ u ≤ u, onde u, u e u são, respectivamente, solução fraca, sub e

supersolução de (Qλ).

Observação 3.5.4 Pela demonstração do Lema 2.5.3 (veja [17], Lema 3.4), vemos que este

também é válido se considerarmos Ω\{0} no lugar de Ω.

Prova do Teorema 3.5.1

Pelo Lema 3.5.2, existe uλ solução fraca de (Qλ), para todo λ ∈ (0,Λ). Na demonstração

do Lema 2.5.2, vimos que (2.21), tem uma única solução fraca. De maneira similar, mostra-se

que o problema 
−∆u+ u = 0

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= λψuq sobre ∂Ω.

(3.24)

tem uma única solução fraca que denotaremos por ṽλ. De maneira análoga ao que foi feito

para uλ, mostra-se que ṽλ ∈ C2,θ
(
Ω
)
, para algum θ ∈ (0, 1), e que ṽλ > 0 em Ω.

Mostraremos agora que uλ é supersolução de (3.24). De fato, sendo uλ solução fraca de (Qλ),

temos que ∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx =

∫
Ω

g (x, uλ)ϕ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqλϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω). Como g é não-negativa,
∫

Ω
g (x, uλ)ϕ dx ≥ 0, para todo ϕ ≥ 0.

Assim, ∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuqλϕ dx =

∫
Ω

g (x, uλ)ϕ dx ≥ 0,

para todo ϕ ∈ H1(Ω) com ϕ ≥ 0. Desta estimativa segue que∫
Ω

∇uλ∇ϕ dx+

∫
Ω

uλϕ dx ≥ λ

∫
∂Ω

ψuqλϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω) com ϕ ≥ 0. Logo, uλ é supersolução de (3.24).
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Desde que uλ e ṽλ são respectivamente, solução fraca de (Qλ) e (3.24) e, além disso,

uλ ∈ C2,θ
(
Ω\{0}

)
e ṽλ ∈ C2,θ

(
Ω
)

para algum θ ∈ (0, 1), então −∆uλ + uλ ≥ 0 e

−∆ṽλ + ṽλ = 0 em Ω no sentido fraco. Por outro lado, temos que

∂uλ
∂ν

= λψuqλ e
∂ṽλ
∂ν

= λψṽqλ sobre ∂Ω.

Além disso, uλ e ṽλ são positivas em Ω\{0}. Assim, pelo Observação 3.5.4, temos que uλ ≥ ṽλ

em Ω\{0}.

Em seguida, usando iteração monótona e o mesmo argumento do Caṕıulo 2, contrúımos

uma sequência (un) tal que

u1 = ṽλ

−∆un+1 + un+1 = g(x, un), em Ω
∂un+1

∂ν
= λψuqn, sobre ∂Ω.

(3.25)

Além disso, procedendo de maneira similar ao que foi feito no Lema 3.5.2 quando obtivemos

que vλ ≤ uλ em Ω\{0}, obtém-se que u1 ≤ u2 em Ω\{0}. Procedendo com o mesmo

racioćınio, mostra-se que u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ un ≤ un+1... ≤ uλ em Ω\{0}.

Afirmação: (un) é uma sequência limitada em H1 (Ω).

De fato, como un é solução fraca de (3.25), tomemos ϕ = un+1 como função teste e obtemos

que, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 =

∫
Ω

g (x, un)un+1 dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqnun+1 dx.

Pela hipótese (H2) (b), h é não-decrescente. Logo, g é não-decrescente e como un ≤ uλ, segue

da igualdade anterior que, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤
∫

Ω

g (x, uλ)uλ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuqλuλ dx.

Usando novamente o item (i) do Lema A.1.4, temos que, para δ > 0 e β ∈ [0, 2),∫
Ω

g (x, uλ)uλ dx ≤ C

∫
Ω

e(1+δ)u2λ

|x|β
uλ dx.

Consequentemente, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤ C

∫
Ω

e(1+δ)u2λ

|x|β
uλ dx+ λ

∫
∂Ω

ψuq+1
λ dx.
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Pela desigualdade de Hölder, obtemos que, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤ C

(∫
Ω

ep(1+δ)u2λ

|x|pβ
dx

)1/p(∫
Ω

|uλ|p
′

dx

)1/p′

+ λ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

uq+1
λ dx

≤ C

(∫
Ω

ep(1+δ)u2λ

|x|pβ
dx

)1/p

‖uλ‖Lp′ (Ω) + C2 ‖uλ‖q+1
Lq+1(∂Ω) ,

onde p > 1 e é escolhido de tal maneira que βp < 2 e 1
p

+ 1
p′

= 1. Como βp < 2, pela

desigualdade de Trudinger-Moser (3.4),
∫

Ω
ep(1+δ)u

2
λ

|x|βp dx <∞. Assim, pelas imersões cont́ınuas

de SobolevH1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω) eH1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), segue da estimativa

anterior que, para todo n ∈ N,

‖un+1‖2 ≤ C1 ‖uλ‖+ C2 ‖uλ‖q+1 .

Disto segue a afirmação.

Agora, como (un) é limitada em H1 (Ω), pelo Teorema 1.2.3, a menos de subsequência,

un ⇀ u∗λ em H1 (Ω), com u∗λ ∈ H1 (Ω), pois H1 (Ω) é Banach reflexivo. No que segue,

mostraremos que u∗λ é solução fraca de (Qλ). Com efeito, já mostramos (ver (2.77) que se

un ⇀ u∗λ em H1 (Ω), então

lim
n→∞

∫
Ω

(∇un∇ϕ+ unϕ) dx =

∫
Ω

(∇u∗λ∇ϕ+ u∗λϕ) dx, (3.26)

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). De maneira similar ao que fizemos no Lema 2.3.2 (ver 2.14), usando

o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, mostra-se que

lim
n→∞

λ

∫
∂Ω

ψuq+1
n dx = λ

∫
∂Ω

ψ (u∗λ)
q+1 dx. (3.27)

No que segue, mostraremos que

lim
n→∞

∫
Ω

g (x, un) dx =

∫
Ω

g (x, u∗λ) dx. (3.28)

De fato, como, a menos de subsequência, un ⇀ u∗λ em H1 (Ω), pela imersão compacta de

Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2 +∞), un → u∗λ em L2 (Ω). Como Ω é limitado,

un → u∗λ em L1 (Ω). Assim, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequência, un (x) → u∗λ (x)

quase sempre em Ω. Usando a continuidade na segunda variável de g, obtemos

|g (x, un (x))− g (x, u∗λ (x))| → 0 quase sempre em Ω.
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Desde que g é não-decrescente e un ≤ uλ, temos que, para todo n ∈ N,

|g (x, un (x))− g (x, u∗λ (x))| ≤ |g (x, uλ (x))|+ |g (x, u∗λ (x))| quase sempre em Ω.

Recorrendo novamente ao item (i) do Lema A.1.4, temos que, para δ > 0 e β ∈ [0, 2),

|g (x, uλ (x))|+ |g (x, u∗λ (x))| ≤ e(1+δ)u2λ(x)

|x|β
+
e(1+δ)(u∗λ(x))

2

|x|β
quase sempre em Ω.

Além disso, pela desigualdade de Trudinger-Moser (3.4),∫
Ω

e(1+δ)u2λ

|x|β
dx <∞ e

∫
Ω

e(1+δ)(u∗λ)
2

|x|β
dx <∞.

Logo,
e(1+δ)u2λ

|x|β
,
e(1+δ)(u∗λ)

2

|x|β
∈ L1 (Ω). Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, obtemos (3.28).

Usando (3.27) e (3.28) e escolhendo inicialmente ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

e depois, usando um

argumento de densidade, e procedendo de maneira análoga ao que fizemos para obtermos as

convergências em (2.75) e (2.76), temos que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

λ

∫
∂Ω

ψuq+1
n ϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψ (u∗λ)
q+1 ϕ dx. (3.29)

e

lim
n→∞

∫
Ω

g (x, un)ϕ dx =

∫
Ω

g (x, u∗λ)ϕ dx. (3.30)

Como un+1 é solução fraca de (3.25), para todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇un+1∇ϕ+ un+1ϕ) dx−
∫

Ω

g (x, un)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψuq+1
n ϕ dx = 0.

Fazendo n → ∞, na igualdade acima e usando (3.26), (3.29) e (3.30), obtemos que, para

todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫
Ω

(∇u∗λ∇ϕ+ u∗λϕ) dx−
∫

Ω

g (x, u∗λ)ϕ dx− λ
∫
∂Ω

ψ (u∗λ)
q+1 ϕ dx = 0.

Conclúımos, então, que u∗λ é solução fraca de (Qλ). Além disso, como no Caṕıtulo 2, u∗λ é

solução minimal de (Qλ) em [u1, uλ], ou seja, u∗λ ≤ u, para cada u1 ≤ u ≤ uλ, onde u é

solução fraca de (Qλ). E o teorema está provado.
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3.6 Existência de um mı́nimo local para Iλ, com λ ∈

(0,Λ)

Nesta seção, utilizaremos o teorema seguinte para garantir a existência de mı́nimo local

para Iλ para todo λ ∈ (0,Λ).

Teorema 3.6.1 Seja uλ a solução fraca para (Qλ) encontrada no Lema 3.5.2. Então, uλ é

um mı́nimo local para Iλ em H1 (Ω).

Demonstração: Seja λ2 > λ e u∗λ2 solução minimal de (Qλ2) garantida pelo Teorema 3.5.1.

Se considerarmos u∗λ2 no lugar de uλ2 na demonstração do Lema 3.5.2, obteremos uλ solução

fraca de (Qλ) para cada λ ∈ (0,Λ). Supondo que uλ não é mı́nimo local para Iλ, chegaremos

a uma contradição. Para tanto, notemos que se uλ não é mı́nimo local para Iλ, existe uma

sequência (un) ⊂ H1 (Ω) tal que un → uλ em H1 (Ω) e Iλ (un) < Iλ (uλ). Definamos u := u∗λ2

e u := ṽλ, onde ṽλ é a única solução fraca de (3.24). Inicialmente, mostraremos que u < u

em Ω. De fato, usando que u é solução fraca de (3.24) e que u é solução fraca de (Qλ2),

pois é solução minimal deste problema, temos que estas funções são cont́ınuas e positivas em

Ω\{0}. Além disso, u, u ∈ C2
(
Ω\{0}

)
e satisfazem

−∆u+ u ≥ 0, em Ω
∂u

∂ν
≥ λψuq, sobre ∂Ω

e
−∆u+ u ≤ 0, em Ω
∂u

∂ν
≤ λψuq, sobre ∂Ω

no sentido fraco. Logo, pela Observação 3.5.4, u ≤ u em Ω\{0}. Assim, para todo

ϕ ∈ H1 (Ω), com ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇ (u− u)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− u)ϕ dx =∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

∇u∇ϕ dx−
∫

Ω

uϕ dx =∫
Ω

g (x, u)ϕ dx+ (λ2 − λ)

∫
∂Ω

ψ (uq − uq)ϕ dx ≥ 0,

pois g é não-negativa, λ2 > λ e u ≤ u em Ω\{0}. Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆ (u− u) +

(u− u) ≥ 0 em Ω no sentido fraco. Obtemos também que

∂ (u− u)

∂ν
=
∂u

∂ν
− ∂u

∂ν
= λ2ψu

q − λψuq ≥ 0.
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Além disso, temos que u − u 6= 0, pois, do contrário, escolhendo ϕ ∈ C∞
(
Ω
)
, ϕ > 0, e

usando o fato de u ser solução fraca de (3.24) e u ser solução fraca de (Qλ2), teŕıamos que∫
Ω

g (x, u)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqϕ dx = λ

∫
∂Ω

ψuqϕ dx,

o que implica

0 > −
∫

Ω

g (x, u)ϕ dx = (λ2 − λ)

∫
∂Ω

ψuqϕ dx ≥ 0,

pois g é não-negativa, u > 0 e λ2 > λ. Isto é um absurdo. Logo, u − u 6= 0. Usando estes

resultados, segue do Lema 2.3.4 que u < u em Ω.

Consideremos as seguintes funções

vn (x) =


u (x) , un (x) ≤ u (x) ,

un (x) , u (x) ≤ un (x) ≤ u (x) ,

u (x) , un (x) ≥ u (x)

e definamos wn = (un − u)+, wn = (un − u)−, Sn = supp(wn) e Sn = supp(wn). Então,

para todo n ∈ N,

Sn = fecho {x ∈ Ω : wn (x) 6= 0} = fecho {x ∈ Ω : un (x) > u (x)} (3.31)

e

Sn = fecho {x ∈ Ω : wn (x) 6= 0} = fecho {x ∈ Ω : un (x) < u (x)} . (3.32)

Por definição,

vn ∈Mλ =
{
u ∈ H1(Ω) : u ≤ u ≤ u

}
, (3.33)

para todo n ∈ N. Além disso, verifica-se facilmente que un = vn−wn+wn, para todo n ∈ N.

Sejam

An =
1

2

∫
Sn

[(
|∇un|2 − |∇u|2

)
+
(
|un|2 − |u|2

)]
dx

−
∫
Sn

[G (x, un)−G (x, u)] dx− λ

q + 1

∫
Sn

ψ
(
uq+1
n − uq+1

)
dx

e

Bn =
1

2

∫
Sn

[(
|∇un|2 − |∇u|2

)
+
(
|un|2 − |u|2

)]
dx

−
∫
Sn

[G (x, un)−G (x, u)] dx− λ

q + 1

∫
Sn

ψ
(
uq+1
n − uq+1

)
dx,
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para todo n ∈ N. Procedendo de forma análoga ao Teorema 2.6.1, obtém-se que Iλ (un) =

Iλ (vn) + An +Bn, para todo n ∈ N.

Afirmação: u < uλ < u em Ω.

De fato, para mostrar que u < uλ em Ω, é suficiente usar que u é solução fraca de (3.24) e

que uλ é solução fraca de (Qλ2) e proceder de maneira análoga ao que fizemos para mostrar

que u < u em Ω. Agora, para mostrar que uλ < u em Ω, notemos que como u é solução

minimal de (Qλ2), então u é solução fraca de (Qλ2). Além disso, pelas definições de gλ e fλ

dadas em (3.18) e (3.19) e, considerando u no lugar de uλ2 nestas definições, temos que

gλ (x, uλ (x)) ≤ g (x, u (x)) e fλ (x, uλ (x)) ≤ λ2ψ (x)uq (x) . (3.34)

Usando que u é solução fraca de (Qλ2) e que uλ é mı́nimo global de Iλ, temos que, para todo

ϕ ∈ H1 (Ω), ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇ (u− uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− uλ)ϕ dx =∫
Ω

∇u∇ϕ dx+

∫
Ω

uϕ dx−
∫

Ω

∇uλ∇ϕ dx−
∫

Ω

uλϕ dx =∫
Ω

g (x, u)ϕ dx+ λ2

∫
∂Ω

ψuqϕ dx−
∫

Ω

gλ (x, uλ)ϕ dx−
∫
∂Ω

fλ (x, uλ)ϕ dx.

Disto e de (3.34), obtemos que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω), ϕ ≥ 0,∫
Ω

∇ (u− uλ)∇ϕ dx+

∫
Ω

(u− uλ)ϕ dx ≥ 0.

Logo, pelo Lema 2.3.5, −∆ (u− uλ)+(u− uλ) ≥ 0 em Ω no sentido fraco. Obtemos também

de (3.34) que

∂ (u− uλ)
∂ν

=
∂u

∂ν
− ∂uλ

∂ν
= λ2ψu

q − fλ (x, uλ) ≥ 0 sobre ∂Ω.

De maneira análoga ao que fizemos na demonstração do Lema 2.5.2 para mostrar que

uλ 6= uλ2 , mostra-se que u 6= uλ. Assim, pelo Lema 2.3.4, u − uλ > 0 em Ω. E a afirmação

segue.

Desde que uλ é mı́nimo global de Iλ garantido pelo Lema 3.5.2, temos que Iλ (uλ) ≤ Iλ (u),

para todo u ∈ H1(Ω). Em particular, Iλ (uλ) ≤ Iλ (u), para todo u ∈ Mλ. Por outro

100
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lado, também na demonstração do Lema 3.5.2, obtivemos que Iλ (u) = Iλ (u) para todo

vλ ≤ u ≤ uλ2 , com vλ solução fraca de (2.21). Logo, considerando u no lugar de uλ2

no Lema 3.5.2, obteremos que Iλ (u) = Iλ (u) para todo vλ ≤ u ≤ u. Usando que vλ é

solução fraca de (2.21) e que u é solução fraca de (3.24) e, procedendo de maneira similar

ao que fizemos no Lema 3.5.2 para mostrar que vλ ≤ uλ em Ω, obtém-se que vλ ≤ u em

Ω. Então, destes resultados e da afirmação anterior, temos que vλ ≤ u < uλ < u em Ω.

Assim, Iλ (u) = Iλ (u), para todo u ∈ Mλ. Agora, desde que u < uλ < u em Ω, segue que

uλ ∈ Mλ. Então, Iλ (uλ) = Iλ (uλ). Logo, Iλ (uλ) ≤ Iλ (u), para todo u ∈ Mλ. Disto segue

que Iλ (uλ) = infu∈Mλ
Iλ (u). Consequentemente,

Iλ (un) ≥ Iλ (uλ) + An +Bn. (3.35)

Agora, de maneira análoga ao que foi feito no Teorema 2.6.1, obtém-se que
∣∣Sn∣∣ → 0,

|Sn| → 0, ‖wn‖ → 0 e ‖wn‖ → 0. Usando estes resultados e desenvolvendo uma ideia similar

ao que fizemos também no Teorema 2.6.1, obtemos que An, Bn ≥ 0.

Segue destes resultados e de (3.35) que Iλ (un) ≥ Iλ (uλ). O que é uma contradição, pois

t́ınhamos suposto que Iλ (un) < Iλ (uλ). Portanto, uλ é mı́nimo local de Iλ. O teorema está

provado. �

3.7 Existência de solução do tipo Passo da Montanha

Nesta seção, mostraremos alguns resultados que serão utilizados para encontrar a segunda

solução fraca de (Qλ). No que segue, fixaremos λ ∈ (0,Λ) e uλ será o mı́nimo local de Iλ

obtido no Teorema 3.6.1.

Definamos g̃λ : Ω× R→ R por

g̃λ(x, s) =

 g(x, s+ uλ(x))− g(x, uλ(x)), se s ≥ 0,

0, se s < 0
(3.36)

e f̃λ : ∂Ω× R→ R por

f̃λ(x, s) =

 λψ(x)(s+ uλ(x))q − uqλ(x), se s ≥ 0,

0, se s < 0.
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Dadas

G̃λ(x, s) =

∫ s

0

g̃λ(x, t) dt e F̃λ (x, s) =

∫ s

0

f̃λ(x, t) dt, (3.37)

definamos o funcional Ĩλ : H1(Ω)→ R por

Ĩλ(v) =
1

2

∫
Ω

(
|∇v|2 + |v|2

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, v) dx−
∫
∂Ω

F̃λ (x, v) dx. (3.38)

De maneira similar ao que fizemos no Apêndice A para obter a derivada de Jλ, obtemos a

derivada de Ĩλ (ver (A.10)) que é

Ĩ ′λ(v)ϕ =

∫
Ω

∇v∇ϕ dx+

∫
Ω

vϕ dx−
∫

Ω

g̃λ(x, v)ϕ dx−
∫
∂Ω

f̃λ(x, v)ϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1(Ω).

Assim, um ponto cŕıtico vλ de Ĩλ é solução fraca do problema
−∆u+ u = g(x, u+ uλ)− g (x, uλ)

u > 0

 em Ω,

∂u

∂ν
= f̃λ(x, u), sobre ∂Ω.

(3.39)

Observação 3.7.1 Se vλ é solução fraca de (3.39), procedendo de maneira similar à prova do

Lema 2.3.3, obteremos que vλ ≥ 0 quase sempre em Ω. Prova-se ainda que vλ ∈ C2,θ
(
Ω\{0}

)
para algum θ ∈ (0, 1) e que −∆vλ + vλ ≥ 0 em Ω.

Em seguida, usaremos uma versão generalizada do Teorema do Passo da Montanha para

encontrar uma função positiva que é um ponto cŕıtico de Ĩλ. Depois, usaremos esta função

para mostrar a multiplicidade de soluções fracas de (Qλ).

3.7.1 Resultado de compacidade

Lema 3.7.2 Dado F ⊂ H1(Ω) um conjunto fechado e c ∈ R. Sendo (vn) ⊂ H1(Ω) uma

sequência (PS)F,c para Ĩλ (ver Definição 2.7.2 ), então, a menos de subsequência, vn ⇀ v0

em H1(Ω) e

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x, v0) dx (3.40)
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lim
n→∞

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

f̃λ(x, v0) dx (3.41)

lim
n→∞

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

G̃λ(x, v0)dx (3.42)

lim
n→∞

∫
∂Ω

F̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

F̃λ(x, v0) dx. (3.43)

Demonstração: Sendo (vn) uma sequência (PS)F,c para Ĩλ, temos que limn→∞ Ĩλ(vn) = c.

Ou seja, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para n ≥ n0,∣∣∣∣12
∫

Ω

(
|∇vn|2 + v2

n

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx−
∫
∂Ω

F̃λ (x, vn) dx− c
∣∣∣∣ < ε,

o que implica

1

2

∫
Ω

(
|∇vn|2 + v2

n

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx−
∫
∂Ω

F̃λ (x, vn) dx < c+ ε. (3.44)

Usando novamente a condição (PS)F,c, temos que limn→∞

∥∥∥Ĩ ′λ(vn)
∥∥∥
∗

= 0. Assim, dado ε > 0,

existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0,
∥∥∥Ĩ ′λ(vn)

∥∥∥
∗
< ε. Consequentemente, para cada ϕ ∈ H1(Ω),

temos que

sup

∣∣∣Ĩ ′λ(vn)ϕ
∣∣∣

‖ϕ‖
< ε,

donde
∣∣∣Ĩ ′λ(vn)ϕ

∣∣∣ < ε ‖ϕ‖, para todo ϕ ∈ H1(Ω); ou seja,∣∣∣∣∫
Ω

∇vn∇ϕ dx+

∫
Ω

vnϕ dx−
∫

Ω

g̃λ(x, vn)ϕ dx−
∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)ϕ dx

∣∣∣∣ < ε ‖ϕ‖ . (3.45)

A partir daqui, a prova será dividida em duas etapas.

Etapa 1 : Nesta etapa, mostraremos que

sup
n
‖vn‖ <∞, sup

n

∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx <∞ e sup
n

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx <∞.

De fato, desenvolvendo a demonstração do item (iv) do Lema A.1.2 de maneira similar à

demonstração do item (iv) do Lema A.1.1, temos que, dado ε > 0, existe sε > 0 tal que,

para s ≥ sε, G̃λ(x, s) ≤ εg̃λ(x, s)s uniformemente em x ∈ Ω\{0}.

Além disso, como f̃λ é crescente na segunda variável, temos que∫
∂Ω

F̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

(∫ vn

0

f̃λ(x, t) dt

)
dx ≤

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx.
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Assim, pela desigualdade (3.44), temos que

1

2
‖vn‖2 ≤

∫
Ω∩[vn≤sε]

G̃λ(x, vn) dx+ ε

∫
Ω∩[vn≥sε]

g̃λ(x, vn)vn dx

+

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx+ c+ ε

≤ Cε + ε

∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx+

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx+ c+ ε.

Escolhendo ϕ = vn como função teste em (3.45), obtemos∣∣∣∣∫
Ω

|∇vn|2 dx+

∫
Ω

|vn|2 dx−
∫

Ω

g̃λ(x, vn)vn dx−
∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx

∣∣∣∣ < ε ‖vn‖

e disto segue que ∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx+

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx ≤ ‖vn‖2 + ε ‖vn‖ . (3.46)

Agora, consideremos x ∈ Dn, onde Dn := {x ∈ ∂Ω : vn (x) ≤ uλ (x)}, para cada n. Então,

f̃λ(x, vn)vn = λψ (x) ((vn + uλ (x))q − uqλ (x)) vn

≤ λ ‖ψ‖∞ [(2uλ (x))q − uqλ (x)]uλ (x) = Cuq+1
λ (x) ,

onde C = 2qλ ‖ψ‖∞ > 0. Assim,∫
Dn

f̃λ(x, vn)vn dx ≤ C

∫
Dn

uq+1
λ dx ≤ C ‖uλ‖q+1

Lq+1(∂Ω) .

Logo, pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), segue

que ∫
Dn

f̃λ(x, vn)vn dx ≤ C ‖uλ‖q+1 .

Agora, para x ∈ Dc
n := {x ∈ ∂Ω : uλ (x) < vn (x)}, temos que

f̃λ(x, vn)vn = λψ (x) ((vn + uλ (x))q − uqλ (x)) vn ≤ λ ‖ψ‖∞ (2vn (x))q − uqλ (x))vn

≤ 2qλ ‖ψ‖∞ v
q+1
n (x) = Cvq+1

n (x) ,

onde C = 2qλ ‖ψ‖∞ > 0. Usando este resultado, o fato de Dc
n ⊂ ∂Ω ser limitado e a imersão

cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos que∫
Dcn

h̃λ(x, vn)vn dx ≤
∫
Dcn

Cvq+1
n dx ≤ C ‖vn‖q+1

Lq+1(∂Ω) ≤ C2 ‖vn‖q+1 .
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Logo, ∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx =

∫
Dn

f̃λ(x, vn)vn dx+

∫
Dcn

f̃λ(x, vn)vn dx ≤ C1 ‖vn‖q+1 .

Consequentemente, existe C > 0 tal que∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx ≤ C +
1

4
‖vn‖2 .

Voltando a (3.7.1) e usando a última estimativa e a desigualdade (3.46), obtemos

1

2
‖vn‖2 ≤ Cε + ε ‖vn‖2 + ε ‖vn‖+ C +

1

4
‖vn‖2 + c+ ε,

de onde segue que (
1

4
− ε
)
‖vn‖2 − ε ‖vn‖ ≤ Cε + c+ ε.

Afirmação: (vn) é limitada em H1(Ω).

Suponhamos, por absurdo, que (vn) não seja limitada em H1(Ω). Assim, dividindo ambos

os membros da desigualdade anterior por ‖vn‖, temos que(
1

4
− ε
)
‖vn‖ ≤

Cε + c+ ε

‖vn‖
+ ε.

Escolhendo ε < 1
4

e fazendo n→∞, obtemos que o lado direito da estimativa anterior tende

a ε enquanto que o lado esquerdo tende ao infinito, o que gera uma contradição. Logo, a

afirmação segue.

Desde que (vn) é limitada, então supn ‖vn‖ < ∞. Além disso, pelas definições de g̃λ e f̃λ,

vemos que ∫
Ω

g̃λ(x, vn)vn dx e

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn)vn dx

são não-negativas e como (vn) é limitada em H1(Ω), segue de (3.46) que

sup
n

∫
Ω

|g̃λ(x, vn)vn| dx <∞ e sup
n

∫
∂Ω

∣∣∣f̃λ(x, vn)vn

∣∣∣ dx <∞. (3.47)

Com este resultado, conclúımos a Etapa 1.

Usando mais uma vez que (vn) é limitada em H1(Ω), pelo Teorema 1.2.3, a menos de

subsequência, vn ⇀ v0 em H1(Ω), para algum v0 ∈ H1(Ω), pois H1(Ω) é Hilbert.
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Etapa 2 : Nesta etapa, mostraremos as convergências de (3.40) a (3.43).

Com efeito, observemos que, se a menos de subsequência, vn ⇀ v0 em H1 (Ω), pela imersão

compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞), temos que vn → v0 em

L2 (Ω). Como Ω é limitado, vn → v0 em L1 (Ω). Por definição, g̃λ é cont́ınua e, pelo item

(iii) do Lema A.1.4, g̃λ(x, vn), g̃λ(x, v0) ∈ L1 (Ω). Além disso, pela Etapa 1,

sup
n

∫
Ω

|g̃λ(x, vn)vn| dx <∞.

Então, pelo item (i) do Lema A.3.2,

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x, v0) dx.

Agora, pelo item (iii) do Lema A.1.2, existe C > 0 tal que
∣∣∣G̃λ(x, vn)

∣∣∣ ≤ C |g̃λ(x, vn)|

uniformemente em x ∈ Ω\{0}. Disto e de (3.47), obtemos que

sup
n

∫
Ω

∣∣∣G̃λ(x, vn)vn

∣∣∣ dx <∞.

Pelo item (iii) do Lema A.1.4, G̃λ(x, vn), G̃λ(x, v0) ∈ L1 (Ω) e, por definição, G̃λ também é

cont́ınua. Logo, segue do item (i) do Lema A.3.2 que

lim
n→∞

∫
Ω

G̃λ(x, vn) dx =

∫
Ω

G̃λ(x, v0) dx.

Em seguida, mostraremos que

lim
n→∞

∫
∂Ω

f̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

f̃λ(x, v0) dx. (3.48)

Considerando novamente que vn ⇀ v0 em H1 (Ω) e usando a imersão compacta de Sobolev

H1 (Ω) ↪→ L2 (∂Ω), temos que, a menos de subsequência, vn → v0 em L2 (∂Ω). Como Ω

é limitado, vn → v0 em L1 (∂Ω). Então, pelo Teorema 1.1.7, vn(x) → v0(x) quase sempre

sobre ∂Ω. Sendo f̃λ cont́ınua na segunda variável, temos que
∣∣∣f̃λ(x, vn(x))− f̃λ(x, v0(x))

∣∣∣→ 0

quase sempre sobre ∂Ω. Além disso, usando a desigualdade triangular, obtemos∣∣∣f̃λ(x, vn(x))− f̃λ(x, v0(x))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣f̃λ(x, vn(x))

∣∣∣+
∣∣∣f̃λ(x, v0(x))

∣∣∣ .
Por outro lado,∣∣∣f̃λ(x, vn(x))

∣∣∣ = |λψ(x) ((vn(x) + uλ(x))q − uqλ(x))| ≤ λ ‖ψ‖∞ [|h(x) + uλ(x)|q + |uqλ(x)|]
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e ∣∣∣f̃λ(x, v0(x))
∣∣∣ = |λψ(x) ((v0(x) + uλ(x))q − uqλ(x))| ≤ λ ‖ψ‖∞ [|v0(x) + uλ(x)|q + |uqλ(x)|] .

Assim,∣∣∣f̃λ(x, vn(x))− f̃λ(x, v0(x))
∣∣∣ ≤ λ ‖ψ‖∞ [|h(x) + uλ(x)|q + 2 |uqλ(x)|+ |v0(x) + uλ(x)|q] ,

quase sempre sobre ∂Ω.

Afirmação: λ ‖ψ‖∞ [|h(x) + uλ(x)|q + 2 |uqλ(x)|+ |v0(x) + uλ(x)|q] ∈ L1 (∂Ω).

De fato, usando a desigualdade de Hölder, temos que∫
∂Ω

|h+ uλ|q dx ≤
(∫

∂Ω

|h+ uλ|qp dx

)1/p(∫
∂Ω

1p
′

dx

)1/p′

= ‖h+ uλ‖qL1(∂Ω) |∂Ω|1/p
′
<∞,

onde p = 1
q

e 1
p

+ 1
p′

= 1. De maneira análoga, mostra-se que uqλ, |v0 + uλ|q ∈ L1 (∂Ω). E,

sendo L1 (∂Ω) um espaço vetorial, temos que a afirmação vale.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos (3.48).

Em seguida, utilizaremos novamente o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue

para provar que

lim
n→∞

∫
∂Ω

F̃λ(x, vn)dx =

∫
∂Ω

F̃λ(x, v0) dx.

Sendo F̃λ(x, vn) =
∫ vn

0
f̃λ(x, t) dt cont́ınua na segunda variável, obtemos

F̃λ(x, vn(x))→ F̃λ(x, v0(x)) quase sempre sobre ∂Ω.

Por outro lado, se vn → v0 em Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), pelo Teorema 1.1.7, temos

que, a menos de subsequência, vn(x) → v0(x) quase sempre sobre ∂Ω e existe l ∈ Ls (∂Ω)

tal que |vn(x)| ≤ l(x) quase sempre sobre ∂Ω, para todo s ∈ [1,+∞). Agora, note que∣∣∣F̃λ(x, vn)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ vn

0

f̃λ(x, t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ vn

0

λψ [(t+ uλ(x))q − uqλ(x)] dt

∣∣∣∣
≤ λ ‖ψ‖∞

∣∣∣∣∫ vn

0

(t+ uλ(x))q dt

∣∣∣∣ .
Consequentemente,∣∣∣F̃λ(x, vn)

∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∫ vn

0

(t+ uλ(x))q dt

∣∣∣∣ ≤ C |(vn + uλ(x))qvn| ≤ C (l (x) + uλ(x))ql (x) ,
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com C = λ ‖ψ‖∞.

Denotando w = C (l + uλ)
q l, afirmamos que w ∈ L1 (∂Ω). Com efeito,∫

∂Ω

|w| dx =

∫
∂Ω

C |l + uλ|q |l| dx.

Como l ∈ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), podemos escolher p = 1
q

tal que l, uλ ∈ Lp (∂Ω).

Assim, l+uλ ∈ Lp (∂Ω). Como Ω é limitado, l+uλ ∈ L1 (∂Ω). Assim, usando a desigualdade

de Hölder, obtemos ∫
∂Ω

|w| dx ≤ C ‖l + uλ‖qL1(∂Ω) ‖l‖Lp′ (∂Ω) <∞,

onde 1
p

+ 1
p′

= 1. Logo,
∣∣∣F̃λ(x, vn)

∣∣∣ ≤ w ∈ L1 (∂Ω), quase sempre sobre ∂Ω. Assim, pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
∂Ω

F̃λ(x, vn) dx =

∫
∂Ω

F̃λ(x, v0) dx.

Com este resultado, conclúımos a Etapa 2 e a prova do lema. �

3.7.2 Nı́vel minimax

Antes de estimarmos o ńıvel minimax de Ĩλ, notemos que Ĩλ (0) = 0. Além disso, usando

um argumento análogo ao que foi feito no Caṕıtulo 2 (ver subseção: Nı́vel minimax), obtemos

que 0 é mı́nimo local de Ĩλ e que

lim
t→∞

Ĩλ (tv) = −∞,

para v ∈ H1 (Ω) \{0}. Assim, podemos novamente considerar e ∈ H1 (Ω) tal que Ĩλ (e) < 0.

Seja

Γ = {γ : [0, 1]→ H1 (Ω) : γ é cont́ınua, γ (0) = 0 e γ (1) = e}.

Desta forma, definamos o ńıvel do Passo da Montanha

cm = inf
γ∈Γ

sup
t∈[0,1]

Ĩλ (γ (t)) . (3.49)

Também, como no Caṕıtulo 2, mostra-se que cm ≥ 0. E, denotando R0 = ‖e‖, temos que se

cm = 0, então inf{Ĩλ (v); ‖v‖ = R } = 0, para R ∈ (0, R0). Assim, se cm > 0, consideraremos

F = H1 (Ω). E, se cm = 0, F = {v ∈ H1 (Ω) : ‖v‖ = R0/2}.
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Com o seguinte lema estimaremos o ńıvel minimax cm. Para tanto, usaremos novamente o

Lema 2.1.6.

Lema 3.7.3 O ńıvel minimax cm < π
2

(2− β).

Demonstração: Sabemos que 0 ∈ ∂Ω. Suponhamos, por absurdo, que cm ≥ π
2

(2− β).

Desde que 0 é mı́nimo local de Ĩλ e cm ≥ π
2

(2− β) > 0, existe δ0 > 0 tal que Ĩλ (v) > 0, para

‖v‖ = δ0. Agora, para cada n, temos que fn (t) = J̃λ (tωn) é cont́ınua. Destes resultados

e desde que limt→∞ Ĩλ (tv) = −∞, usamos o Teorema do Valor Intermediário e obtemos

0 < ξn ∈ R, tal que fn (ξn) = 0. Assim, pelo Teorema de Wieirstrass, existe tn ∈ [0, ξn]

ponto de máximo da função fn (t). Note que, tn > 0, pois, se tn = 0, então fn (0) = 0 e isso

contradiz o fato de 0 ser mı́nimo local de J̃λ.

Pela definição de cm, temos que supt>0 Ĩλ (tωn) ≥ cm ≥ π
2

(2− β). Então, sendo tn ponto de

máximo de fn (t) = Ĩλ (tωn), temos que, para todo n,

t2n
2

∫
Ω

(
|∇ωn|2 + |ωn|2

)
dx−

∫
Ω

G̃λ(x, tnωn) dx−
∫
∂Ω

F̃λ(x, tnωn) dx ≥ π

2
(2− β) .

Denotemos

µ2
n =

t2n
2

∫
Ω

(
|∇ωn|2 + |ωn|2

)
dx =

t2n
2
‖ωn‖2 .

Por definição, G̃λ e F̃λ são não-negativas, então µ2
n ≥ π

2
(2− β), para todo n. Pelo Lema

2.1.6, ‖ωn‖ = 1, para n suficientemente grande. Logo,

t2n ≥ π (2− β) , (3.50)

para n suficientemente grande. Recorrendo novamente ao fato de tn ser ponto máximo de

fn (t), temos que f ′n (tn) = 0, para todo n. Equivalentemente,

d

dt

(
Ĩλ (tωn)

)
t=tn

= Ĩ ′λ (tnωn)ωn = 0,

de onde segue que, para todo n,∫
Ω

∇ (tnωn)∇ωn dx+

∫
Ω

tnω
2
n dx−

∫
Ω

g̃λ(x, tnωn)ωn dx−
∫
∂Ω

f̃λ(x, tnωn)ωn dx = 0.
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Multiplicando a última igualdade por tn, obtemos∫
Ω

|∇ (tnωn)|2 dx+

∫
Ω

|tnωn|2 dx =

∫
Ω

g̃λ(x, tnωn)tnωn dx+

∫
∂Ω

f̃λ(x, tnωn)tnωn dx.

Como f̃λ é não-negativa, segue da igualdade anterior que, para todo n,∫
Ω

g̃λ(x, tnωn)tnωn dx ≤
∫

Ω

|∇ (tnωn)|2 dx+

∫
Ω

|tnωn|2 dx = 2µ2
n. (3.51)

De maneira similar à prova de (2.69), temos que, para s suficientemente grande,

es
2 ≤ inf

x∈Ω
g̃λ(x, s) |x|β uniformemente em x ∈ Ω\{0}. (3.52)

Pelo Lema 2.1.6, quando n → ∞, ωn (x) → +∞, para x ∈ {|x| ≤ 1/n}. Além disso, como

para todo n, tn > 0 e, para n suficientemente grande, t2n ≥ π (2− β) > 0, então tn 9 0.

Assim, para x ∈ {|x| ≤ 1/n}, temos que tnωn (x) → +∞. Voltando a (3.51) e usando a

última convergência e (3.52), temos que

2µ2
n ≥

∫
{|x|≤1/n}∩Ω

et
2
nω

2
n

|x|β
tnωn dx.

Como, para n suficientemente grande, 2µ2
n = t2n, utilizando o Lema 2.1.6 e a estimativa

anterior, obtemos

t2n ≥
∫
{|x|≤1/n}∩Ω

1√
π

et
2
n( 1

π
ln(nL))

|x|β
tn (lnnL)1/2 dx.

Consequentemente,

t2n ≥
2
√
π

(2− β)n(2−β)
et

2
n( 1

π
ln(nL))tn (lnnL)1/2

= CL(2−β)e

(
t2n
π
−(2−β)

)
ln(nL)

tn (lnnL)1/2 . (3.53)

Afirmação: (tn) é uma sequência de números reais limitada.

Com efeito, suponhamos, por absurdo, que (tn) não seja limitada. Então, dividindo (3.53)

por t2n, teŕıamos

1 ≥ Ce

(
t2n
π
−(2−β)

)
ln(nL)

(lnnL)1/2

tn
.
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Fazendo n→∞ na estimativa anterior e usando a Regra de L’Hôpital, temos que

1 ≥ lim
n→∞

Ce

(
t2n
π
−(2−β)

)
ln(nL)

tn (ln (nL))3/2 .

Usando (3.50) e a desigualdade acima, obtemos

1 ≥ lim
n→∞

Ctn (ln (nL))3/2 = +∞,

o que é um absurdo. Logo, a afirmação segue.

Agora, voltando a (3.53) e utilizando mais uma vez (3.50), temos que

t2n ≥ Ctn (ln (nL))1/2 ,

para n suficientemente grande. Assim, dividindo a desigualdade anterior por tn, obtemos

tn ≥ C (ln (nL))1/2 .

Portanto, quando n → ∞, o lado direito da desigualdade acima vai para o infinito e,

consequentemente, tn → +∞, o que é uma contradição, pois (tn) é limitada. Deste resultado,

conclúımos a prova do lema. �

3.7.3 Existência de um ponto cŕıtico para Ĩλ do tipo Passo da

Montanha

O lema seguinte garante a existência de uma solução positiva do tipo Passo da Montanha

para o funcional Ĩλ.

Lema 3.7.4 Ĩλ tem um ponto cŕıtico vλ do tipo Passo da Montanha, com vλ > 0 em Ω.

Demonstração: Seja (vn) ⊂ H1 (Ω) uma sequência que satisfaz a condição (PS)F ,cm
para

Ĩλ (para a existência de tal sequência, veja [16] e [14]). Então, pelo Lema 3.7.2, a menos de

subsequência, vn ⇀ vλ em H1 (Ω), para algum vλ ∈ H1 (Ω). Logo, pela Proposição 1.2.2,

(vn) é limitada em H1 (Ω). E, pela imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para

todo s ∈ [2,+∞), a menos de subsequência, vn → vλ em L2 (Ω). Como Ω é limitado, segue
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que vn → vλ em L1 (Ω). Logo, pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequência, vn (x)→ vλ (x)

quase sempre em Ω.

Afirmação: vλ 6= 0.

Suponhamos que vλ = 0. No que segue, consideraremos dois casos.

Caso 1 : cm = 0.

Neste caso, F = {v ∈ H1 (Ω) : ‖v‖ = R0/2} e como (vn) satisfaz a condição (PS)F ,cm
para

Ĩλ, pelo Lema 3.7.2, se vn ⇀ 0 em H1 (Ω), então

lim
n→∞

∫
Ω

G̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

G̃λ(x,0) dx = 0 (3.54)

e

lim
n→∞

∫
∂Ω

H̃λ(x,vn) dx =

∫
∂Ω

H̃λ(x,0) dx = 0. (3.55)

Também pela condição (PS)F ,cm
, temos que

lim
n→∞

(
1

2
‖vn‖2 −

∫
Ω

G̃λ(x,vn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x,vn) dx

)
= cm = 0,

o que implica 1
2
‖vn‖2 → 0. Assim, ‖vn‖ → 0 em H1 (Ω). O que é um absurdo, pois como

(vn) ⊂ F , ‖vn‖ = R0/2 > 0, para todo n. Portanto, vλ 6= 0.

Caso 2 : cm ∈
(
0, π

2
(2− β)

)
.

Usando novamente o fato de vn ⇀ 0 em H1 (Ω), obtemos as convergências em (3.54) e (3.55).

Por outro lado, como (vn) satisfaz a condição (PS)F ,cm
para Ĩλ, segue que

lim
n→∞

(
1

2
‖vn‖2 −

∫
Ω

G̃λ(x,vn) dx−
∫
∂Ω

H̃λ(x,vn) dx

)
= cm.

Disto e das convergências em (3.54) e (3.55) segue que ‖vn‖2 → 2cm. Assim, dado δ > 0,

existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0, ‖vn‖2 < 2cm + δ. Fazendo δ → 0, obtemos que

‖vn‖2 ≤ 2cm < π (2− β). Logo, existe ε > 0 tal que, para n suficientemente grande,

‖vn‖2 ≤ π (2− β)− ε. Sejam

0 < δ <
ε

π (2− β)− ε
e r =

π (2− β)

(1 + δ) (π (2− β)− ε)
.
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3.7. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO DO TIPO PASSO DA MONTANHA

Notemos que r > 1, pois

(1 + δ) (π (2− β)− ε) <
(

1 +
ε

π (2− β)− ε

)
(π (2− β)− ε)

=

(
π (2− β)− ε+ ε

π (2− β)− ε

)
(π (2− β)− ε) = π (2− β) .

Do item (i) do Lema A.1.4, temos que existe C > 0 tal que, para todo s ∈ R, δ > 0 e

β ∈ [0, 2), supx∈Ω |g̃λ(x,s)| ≤ C e(1+δ)s
2

|x|β uniformemente em x ∈ Ω\{0}. Então,∫
Ω

|g̃λ(x,vn)vn| dx ≤ C

∫
Ω

|vn|
|x|β

e(1+δ)v2n dx. (3.56)

Por outro lado, como (1 + δ) (π (2− β)− ε) < π (2− β), podemos escolher 1 < r0 < r tal que

r0 (1 + δ) (π (2− β)− ε) < π (2− β). Logo, r0 (1 + δ) ‖vn‖2 ≤ r0 (1 + δ) (π (2− β)− ε) <

π (2− β). Além disso, como β ∈ [0, 2), podemos ter que r0(1+δ)(π(2−β)−ε)
2π

+ β
2
< 1. Usando a

desigualdade de Hölder, temos que, para 1
p

+ 1
r0

= 1 e βp < 2,

∫
Ω

|vn|
|x|β

e(1+δ)v2n dx ≤

(∫
Ω

|vn|p

|x|βp
dx

)1/p(∫
Ω

er0(1+δ)v2n dx

)1/r0

= ‖vn‖Lp(Ω,|x|−β)

(∫
Ω

er0(1+δ)‖vn‖2( vn
‖vn‖)

2

dx

)1/r0

.

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (3.5),
∫

Ω
er0(1+δ)‖vn‖2( vn

‖vn‖)
2

dx <∞. Logo,∫
Ω

|vn|
|x|β

e(1+δ)v2n dx ≤ C ‖vn‖Lp(Ω,|x|−β) . (3.57)

Agora, como vn ⇀ 0 em H1 (Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls
(

Ω, |x|−β
)

,

para todo s ∈ [2,+∞), vn → 0 em Ls
(

Ω, |x|−β
)

, para todo s ∈ [2,+∞). Como Ω é limitado,

vn → 0 em Ls
(

Ω, |x|−β
)

, para todo 1 ≤ s < 2. Em particular, vn → 0 em Lp
(

Ω, |x|−β
)

.

Logo, ‖vn‖Lp(Ω,|x|−β) → 0. Usando este resultado e (3.57), voltamos a (3.56) e obtemos que

lim
n→∞

∫
Ω

|g̃λ(x,vn)vn| dx = 0.

Disto segue que

0 ≤
∣∣∣∣∫

Ω

g̃λ(x,vn)vn dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|g̃λ(x,vn)vn| dx→ 0,
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o que implica

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)vn dx = 0. (3.58)

Usando que vn ⇀ 0 em H1 (Ω) e a imersão compacta de Sobolev H1 (Ω) ↪→ L2 (∂Ω) e

procedendo como no Lema 2.7.6 (ver 2.74), pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, conclúımos que

lim
n→∞

∫
Ω

h̃λ(x,vn)vn dx = 0. (3.59)

Desde que (vn) satisfaz a condição (PS)F,cm , temos que

lim
n→∞

(
‖vn‖2 dx−

∫
Ω

g̃λ(x,vn)vn dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x,vn)vn dx

)
= 0.

Assim, usando (3.58) e (3.59), obtemos do limite anterior que ‖vn‖2 → 0. O que é um

absurdo, pois t́ınhamos que ‖vn‖2 → 2cm > 0. Concluimos, assim, que vλ 6= 0 em Ω, e a

afirmação segue.

No segue, nosso objetivo é mostrar que vλ é solução fraca de (3.39). De fato, como (vn)

satisfaz a condição (PS)F ,cm
, pelo Lema 3.7.2, vn ⇀ vλ em H1 (Ω) e, além disso,

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ) dx e lim
n→∞

∫
Ω

h̃λ(x,vn) dx =

∫
Ω

h̃λ(x,vλ) dx.

Procedendo como no Lema 2.7.6 ( ver 2.75), tomemos ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

e em seguida, usando

argumento de densidade, obteremos das convergências acima que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),

lim
n→∞

∫
Ω

g̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx e lim
n→∞

∫
Ω

h̃λ(x,vn)ϕ dx =

∫
Ω

h̃λ(x,vλ)ϕ dx.

Também, já vimos que, se vn ⇀ vλ em H1 (Ω) (ver Lema 2.7.6, 2.77) pelo Teorema da

Representação de Riesz,

lim
n→∞

∫
Ω

(∇vn∇ϕ+ vnϕ) dx =

∫
Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Destes resultados e usando que limn→∞

∥∥∥Ĩ ′λ (vn)
∥∥∥
∗

= 0, pois (vn)

satisfaz a condição (PS)F ,cm
para Ĩλ, obtemos que, para todo ϕ ∈ H1 (Ω),∫

Ω

(∇vλ∇ϕ+ vλϕ) dx−
∫

Ω

g̃λ(x,vλ)ϕ dx−
∫
∂Ω

h̃λ(x,vλ)ϕ dx = 0.
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Portanto, vλ é solução fraca de (3.39). Deste resultado, juntamente do fato de vλ 6= 0, usamos

a Observação 3.7.1 e conclúımos, pelo Lema 2.3.4, que vλ > 0 em Ω. Com isto, terminamos

a prova do lema. �

No lema seguinte, cuja prova segue de forma análoga à prova do Lema 2.7.7, obteremos

a segunda solução fraca de (Qλ).

Lema 3.7.5 Sejam vλ e uλ soluções fracas de (3.39) e (Qλ), respectivamente. Então

wλ = uλ + vλ é solução fraca de (Qλ).

3.8 Prova do teorema principal

No que segue, faremos a prova do principal teorema deste caṕıtulo.

Prova do Teorema 3.1.1

Pelo Lema 3.5.2, (Qλ) tem uma solução fraca uλ que é mı́nimo local de Iλ, para cada

λ ∈ (0,Λ). E, pelo Lema 3.7.5, encontramos a segunda solução fraca para (Qλ) dada por

wλ = uλ + vλ. Por definição de Λ, (Qλ) não tem solução fraca para λ > Λ. No que segue,

nosso objetivo é mostrar que (Qλ) tem ao menos uma solução fraca para λ = Λ.

Com efeito, procedendo de maneira similar ao que fizemos na prova do Teorema 2.1.4,

obteremos que, para t > 0 pequeno e u ∈ H1 (Ω) \{0}, Iλ (tu) < 0. Por outro lado, obtivemos

na demonstração do Lema 3.5.2 que, para cada λ ∈ (0,Λ), uλ é mı́nimo global de Iλ. Então,

Iλ (uλ) < 0. Além disso, mostramos no Teorema 3.6.1 que uλ ∈ Mλ, onde Mλ está definido

em (3.33). Assim, se considerarmos a sequência (λn) ⊂ (0,Λ) tal que λn → Λ e (uλn)

a correspondente sequência de soluções fracas de (Qλ), podemos obter, para cada n, uλn

mı́nimo global de Iλn . Assim,

Iλn (uλn) < 0 e uλn ∈Mλn .

No Teorema 3.6.1, mostramos também que Iλ (u) = Iλ (u), para todo u ∈ Mλ. Assim,

Iλn (uλn) = Iλ (uλn) < 0. Logo, lim supn→∞ Iλn (uλn) ≤ 0.

Afirmação: (uλn) é limitada em H1 (Ω).
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De fato, pelo resultado anterior, temos que, para n suficientemente grande,

1

2
‖uλn‖

2 −
∫

Ω

G (x, uλn) dx− λn
q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ 0.

Por outro lado, sendo uλn solução fraca de (Qλ), I
′
λn

(uλn)ϕ = 0, para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Em

particular, para ϕ = uλn . Assim,

‖uλn‖
2 −

∫
Ω

g (x, uλn)uλn dx− λn
∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx = 0. (3.60)

Pelo do item (ii) do Lema A.1.2, temos que dado ε > 0, existe sε > 0 tal que, para s ≥ sε,

G (x, s) ≤ εg (x, s) s uniformemente em x ∈ Ω\{0}. Logo,

1

2
‖uλn‖

2 ≤
∫

Ω∩{uλn≤sε}
G (x, uλn) dx+ε

∫
Ω∩{uλn≥sε}

g (x, uλn)uλn dx+
λn
q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx,

o que implica

1

2
‖uλn‖

2 ≤ Cε + ε

∫
Ω

g (x, uλn)uλn dx+
λn
q + 1

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx. (3.61)

Além disso, usando (3.60), temos que∫
Ω

g (x, uλn)uλn dx ≤ ‖uλn‖
2

e, já vimos na demonstração do Lema 2.3.1 (ver 2.7) que existe C > 0 tal que∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ C ‖uλn‖

q+1 .

Consequentemente, existem C1, C2 > 0 tais que∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ C1 + C2 ‖uλn‖

2 .

Escolhamos C1 > 0 tal que C2 = q+1
4Λ

. Assim, voltando a (3.61) e usando que λn ⊂ (0,Λ),

obtemos

1

2
‖uλn‖

2 ≤ Cε + ε ‖uλn‖
2 +

λn
q + 1

(
C1 + C2 ‖uλn‖

2)
≤ Cε + ε ‖uλn‖

2 +
Λ

q + 1

(
C1 +

q + 1

4Λ
‖uλn‖

2

)
,
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mostrando que (
1

4
− ε
)
‖uλn‖

2 ≤ Cε +
ΛC1

q + 1
.

Disto, do fato de Λ < ∞ e considerando ε < 1
4
, segue que ‖uλn‖ é limitada. Assim, a

afirmação está provada.

Sendo (uλn) limitada em H1 (Ω) e H1 (Ω) Hilbert, pelo Teorema 1.2.3, a menos de

subsequência, uλn ⇀ uΛ em H1 (Ω), para algum uΛ ∈ H1 (Ω). Além disso, pela imersão

compacta de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [2,+∞), uλn → uΛ em L2 (Ω). Desde

que Ω é limitado, temos que uλn → uΛ em L1 (Ω).

Afirmamos agora que uΛ é solução fraca de (QΛ).

Com efeito, como uλn ⇀ uΛ em H1 (Ω), usando o Teorema da Representação de Riesz (ver

Lema 2.7.6, (2.77)),

lim
n→∞

∫
Ω

(∇uλn∇ϕ+ uλnϕ) dx =

∫
Ω

(∇uΛ∇ϕ+ uΛϕ) dx, (3.62)

para todo ϕ ∈ H1 (Ω) e, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, mostra-se

que (veja Lema 2.3.2, (2.14))

lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q dx =

∫
∂Ω

ψ |uΛ|q dx.

Por outro lado, como I ′λn (uλn)ϕ = 0, temos que limn→∞ I
′
λn

(uλn)ϕ = 0, para todo

ϕ ∈ H1 (Ω). Assim, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para n ≥ n0, e fazendo ϕ = uλn ,

temos que ∫
Ω

g (x, uλn)uλn dx+ λn

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q+1 dx ≤ ε+ ‖uλn‖

2 ≤ ε+ C.

Consequentemente,

sup
n

∫
Ω

g (x, uλn)uλn dx <∞.

Agora, pelo item (iii) do Lema A.1.4, g (x, uλn), g (x, uΛ) ∈ L1 (Ω). Portanto, pelo item (i)

do Lema A.3.2,

lim
n→∞

∫
Ω

g (x, uλn) dx =

∫
Ω

g (x, uΛ) dx.
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Usando estas convergências e escolhendo primeiramente ϕ ∈ C∞
(
Ω
)

e depois usando

argumentos de densidade obtemos, de maneira análoga ao que fizemos no Lema 2.7.6 (ver

(2.75)), que

lim
n→∞

∫
Ω

g (x, uλn)ϕ dx =

∫
Ω

g (x, uΛ)ϕ dx e lim
n→∞

∫
∂Ω

ψ |uλn|
q ϕ dx =

∫
∂Ω

ψ |uΛ|q ϕ dx,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω).

Assim, usando novamente que limn→∞ I
′
λn

(uλn)ϕ = 0, obtemos das últimas convergências e

de (3.62) que∫
Ω

(∇uΛ∇ϕ+ uΛϕ) dx−
∫

Ω

g (x, uΛ)ϕ dx−
∫
∂Ω

ψ |uΛ|q ϕ dx = 0,

para todo ϕ ∈ H1 (Ω). Disto segue que uΛ é solução fraca de (QΛ). Assim, para λ = Λ,

(QΛ) tem ao menos uma solução fraca, o que conclui a prova do teorema.
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Apêndice A

Resultados fundamentais

Neste apêndice, demostraremos alguns resultados que foram usados nesta dissertação.

A.1 Desigualdades

Nesta seção, provaremos algumas desigualdades que utilizamos ao longo deste trabalho.

Para o lema seguinte, consideraremos α = 2. Porém, o resultado também é válido para

α ∈ (0, 2) e pode ser provado de maneira análoga ao caso α = 2.

Lema A.1.1 Sejam g, G, g̃λ e G̃λ as funções definidas em (2.4), (2.49) e (2.50),

respectivamente. Então, para α = 2 e para todo s ∈ R, existem constantes positivas C1,

C2, C3 e C4 tais que

(i) |G(s)| ≤ C1 |g(s)|,

(ii) |G(s)| ≤ C2 |g(s)s|,

(iii)
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ C3 |g̃λ(x, s)| uniformemente em x ∈ Ω,

(iv)
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ C4 |g̃λ(x, s)s| uniformemente em x ∈ Ω.

Demonstração: Provaremos os itens (i) e (iii), pois os itens (ii) e (iv) são análogos aos

itens (i) e (iii), respectivamente.
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Para a prova do item (i), notemos que, se s ≤ 0, g(s) = G(s) = 0 e o resultado segue.

Fixando s0 > 0, temos que

G(s) =

∫ s

0

p(t)et
2

dt =

∫ s0

0

p(t)et
2

dt+

∫ s

s0

tp(t)et
2

t
dt.

Como p(s) é cont́ınua, pelo Teorema de Weierstrass, existe C > 0, tal que
∫ s0

0
p(t)et

2
dt ≤ C.

Pela hipótese (P2)(b), p(s) é não-decrescente, então

G(s) ≤ C +
p(s)

2s0

∫ s

s0

2tet
2

dt.

Ecrevendo v = t2, temos dv = 2t dt. Assim,∫ s

s0

2tet
2

dt =

∫ s

s0

ev dv = es
2 − es20 .

Logo,

G(s) ≤ C +
p(s)

2s0

(
es

2 − es20
)

.

Uma vez que g(s) é não-decrescente, dividindo a estimativa anterior por g(s) e fazendo

s→ +∞, obtemos

G(s)

g(s)
≤ C

g(s)
+

1

2s0

p(s)
(
es

2 − es20
)

p(s)es2
→ 1

2s0

.

Assim, dado ε > 0, existe sε > 0 tal que, para s ≥ sε,∣∣∣∣G(s)

g(s)
− 1

2s0

∣∣∣∣ < ε. (A.1)

Logo, |G(s)| ≤ C1 |g(s)|, onde C1 = ε + 1
2s0

> 0, para todo s ≥ sε. Agora, para s ∈ [0, sε],

usando a definição de G e o fato de g ser não-decrescente, obtemos que

G(s) =

∫ s

0

g(t) dt ≤ g(s)s ≤ g(s)sε.

Fazendo C = max{C1, sε}, temos que |G(s)| ≤ C |g(s)|, para todo s ∈ R, e o item (i) segue.

Para o item (iii), notemos que, por definição, se t < 0, então g̃λ(x, t) = 0 e o resultado segue.

Agora, se t ≥ 0,

g̃λ(x, t) = p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 − p (uλ (x)) eu
2
λ(x).
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Agora, como uλ (x) é limitada em R, pois uλ (x) é cont́ınua em Ω, e além disso,

p (uλ (x)) eu
2
λ(x) ≥ 0, temos que g̃λ(x, t) ≤ p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 . Tomemos novamente

s0 > 0. Assim,

G̃λ(x, s) =

∫ s

0

g̃λ(x, t) dt ≤
∫ s

0

p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt

=

∫ s0

0

p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt+

∫ s

s0

p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt.

Como p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 é cont́ınua e não-negativa, pelo Teorema de Weierstrass,∫ s0
0
p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt ≤ C. Assim,

G̃λ(x, s) ≤ C +

∫ s

s0

p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt.

Sendo uλ (x) > 0 e p(s) não-decrescente, obtemos

G̃λ(x, s) ≤ C +

∫ s

s0

(t+ uλ (x))

(t+ uλ (x))
p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt

≤ C +
p (s+ uλ (x))

2 (s0 + uλ (x))

∫ s

s0

2p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2 dt.

Escrevendo v = (t+ uλ (x))2, temos dv = 2 (t+ uλ (x)) dt. Assim,∫ s

s0

2p (t+ uλ (x)) e(t+uλ(x))2dt =

∫ s

s0

evdv = e(s+uλ(x))2 − e(s0+uλ(x))2 .

Substituindo este resultado na última estimativa, temos que

G̃λ(x, s) ≤ C +
p (s+ uλ (x))

2 (s0 + uλ (x))

[
e(s+uλ(x))2 − e(s0+uλ(x))2

]
.

Agora, dividindo a desigualdade anterior por g̃λ, obtemos

G̃λ(x, s)

g̃λ(x, s)
≤ C

g̃λ(x, s)
+

p (s+ uλ (x))
[
e(s+uλ(x))2 − e(s0+uλ(x))2

]
2 (s0 + uλ (x))

[
p (s+ uλ (x)) e(s+uλ(x))2 − p (uλ (x)) eu

2
λ(x)
] . (A.2)

Sendo g(s) não-decrescente e uλ (x) limitada em R, temos que

p (s+ uλ (x))
[
e(s+uλ(x))2 − e(s0+uλ(x))2

]
< p (s+ uλ (x)) e(s+uλ(x))2 − p (uλ (x)) eu

2
λ(x).

Fazendo s→ +∞ em, (A.2), temos

C

g̃λ(x, s)
→ 0
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e
p (s+ uλ (x))

[
e(s+uλ(x))2 − e(s0+uλ(x))2

]
2 (s0 + uλ (x))

[
p (s+ uλ (x)) e(s+uλ(x))2 − p (uλ (x)) eu

2
λ(x)
] → 0.

Portanto, pelas convergências acima, voltamos a (A.2) e obtemos que, dado ε > 0, existe

sε > 0 tal que, para todo s ≥ sε, ∣∣∣∣∣G̃λ(x, s)

g̃λ(x, s)

∣∣∣∣∣ < ε.

Assim,
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ ε |g̃λ(x, s)| uniformemente em x ∈ Ω e para todo s ≥ sε. Agora, para

s ∈ [0, sε], usando a definição de G̃λ e o fato de g̃λ ser não-decrescente, obtemos que

G̃λ(x, s) =

∫ s

0

g̃λ(x, t) dt ≤ g̃λ(x, s)s ≤ g̃λ(x, s)sε uniformemente em x ∈ Ω.

Tomando C = max{ε, sε}, temos que
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ C |g̃λ(x, s)|, uniformemente em x ∈ Ω e

para todo s ∈ R. Disto, o item (iii) segue. �

A prova do lema a seguir é similar à prova do lema anterior.

Lema A.1.2 Sejam g, G, g̃λ e G̃λ as funções definidas em (3.2), (3.36) e (3.37),

respectivamente. Então, para todo s ∈ R, existem constantes positivas C1, C2, C3 e C4

tais que

(i) |G(x, s)| ≤ C1 |g(x, s)| uniformemente em x ∈ Ω\{0},

(ii) |G(x, s)| ≤ C2 |g(x, s)s| uniformemente em x ∈ Ω\{0},

(iii)
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ C3 |g̃λ(x, s)| uniformemente em x ∈ Ω\{0},

(iv)
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ C4 |g̃λ(x, s)s| uniformemente em x ∈ Ω\{0}.

Lema A.1.3 Sejam g, G, g̃λ e G̃λ as funções definidas em (2.4), (2.49) e (2.50),

respectivamente. Então, para α ∈ (0, 2] e δ > 0, temos que

(i) existem constantes positivas C1 e C2 tais que, para todo s ∈ R,

|g(s)| ≤ C1e
(1+δ)sα e |g̃λ(x, s)| ≤ C2e

(1+δ)sα uniformemente em x ∈ Ω,
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(ii) existem constantes positivas C3 e C4 tais que, para todo s ∈ R,

|G(s)| ≤ C3se
(1+δ)sα e

∣∣∣G̃λ(x, s)
∣∣∣ ≤ C4se

(1+δ)sα uniformemente em x ∈ Ω

(iii) e, para u ∈ H1 (Ω), temos que

g (u) , G (u) , g̃λ (·, u) e G̃λ (·, u) ∈ L1 (Ω) .

Demonstração: Para a prova do item (i), notemos que se s < 0, pela hipótese (P2)(b)

temos p(s) = 0 e, assim, g(s) = 0. E o resultado segue. Para s ≥ 0, α ∈ (0, 2] e δ > 0, temos

que

lim
s→+∞

p(s)es
α

e(1+δ)sα
= 0.

Assim, dado ε > 0, existe sε > 0, tal que, para s ≥ sε, |g (s)| =
∣∣p(s)esα∣∣ ≤ εe(1+δ)sα .

Para s ∈ [0, sε] como g(s)

e(1+δ)s
α é cont́ınua, pelo Teorema de Weierstrass, existe C > 0 tal que

|g(s)| ≤ Ce(1+δ)sα . Tomando C1 = max{ε, C}, obtemos que, para todo s ∈ R,

|g(s)| ≤ C1e
(1+δ)sα . (A.3)

A prova de que existe C2 > 0 tal que |g̃λ(x, s)| ≤ C2e
(1+δ)sα uniformemente em x ∈ Ω, segue

de maneira análoga. Logo, o item (i) está provado.

Para mostrar o item (ii), é suficiente usar as definições de G e G̃λ e o item (i). De fato,

temos que

G (s) =

∫ s

0

g(t) dt ≤ C

∫ s

0

e(1+δ)tα dt ≤ Cse(1+δ)sα

e

G̃λ (x, s) =

∫ s

0

g̃λ(x, t) dt ≤ C

∫ s

0

e(1+δ)tα dt ≤ Cse(1+δ)sα

uniformemente em x ∈ Ω.

Para a prova do item (iii), notemos inicialmente que, pelo ietm (i) e pela desigualdade de

Trudinger-Moser (2.1), segue que∫
Ω

|g(u)| dx ≤ C1

∫
Ω

e(1+δ)uα dx <∞.
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Logo, g(u) ∈ L1 (Ω). De maneira análoga, mostra-se que g̃λ(x, u) ∈ L1 (Ω). Agora, usando o

item (ii), obtemos ∫
Ω

|G(u)| dx ≤ C

∫
Ω

ue(1+δ)uα dx.

Pela desigualdade de Hölder e pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo

s ∈ [1,+∞), segue da estimativa anterior que∫
Ω

|G(u)| dx ≤ C

(∫
Ω

er(1+δ)uα dx

)1/r (∫
Ω

|u|ŕ dx

)1/r′

≤ C

(∫
Ω

er(1+δ)uα dx

)1/r

‖u‖

onde 1
r

+ 1
r′

= 1 e r > 1. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), segue que
∫

Ω
er(1+δ)uα

dx <∞. Logo, ∫
Ω

|G(u)| dx ≤ C ‖u‖ <∞.

Assim, G (u) ∈ L1 (Ω). De maneira similar, obtém-se que G̃λ(x, u) ∈ L1 (Ω). Portanto, o

item (iii) está provado. �

Também omitiremos a prova do próximo lema, pois esta é análoga à prova do Lema A.1.3.

Lema A.1.4 Sejam g, G, g̃λ e G̃λ as funções definidas em (3.2), (3.36) e (3.37),

respectivamente. Então, para β ∈ [0, 2) e δ > 0, temos que

(i) existem constantes positivas C1 e C2 tais que, para todo s ∈ R,

|g(x, s)| ≤ C1
e(1+δ)s2

|x|β
e |g̃λ(x, s)| ≤ C2

e(1+δ)s2

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0},

(ii) existem constantes positivas C3 e C4 tais que, para todo s ∈ R,

|G(x, s)| ≤ C3s
e(1+δ)s2

|x|β
e
∣∣∣G̃λ(x, s)

∣∣∣ ≤ C4s
e(1+δ)s2

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0}

(iii) e, para u ∈ H1 (Ω), temos que

g (·, u) , G (·, u) , g̃λ (·, u) e G̃λ (·, u) ∈ L1 (Ω) .

Lema A.1.5 Sejam g e G as funções definidas em (3.2). Então, para β ∈ [0, 2) e para

algum k > 1, temos que
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(i) existe constante positiva C1 tal que, para todo s ∈ R,

|g(x, s)| ≤ C1s
k e

s2

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0}

(ii) e existe constante positiva C2 tal que, para todo s ∈ R,

|G(x, s)| ≤ C2s
k+1 e

s2

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0}.

Demonstração: Se s ≤ 0, pela hipótese (H2) (a), h é nula. Logo, g e G são nulas e

assim os itens (i) e (ii) seguem. Agora, pela hipótese (H2) (d), dado ε > 0, existe sε > 0 tal

que |h(x, s)| ≤ ε |s|k, para todo s ≥ sε e para algum k > 1. Por outro lado, pela hipótese

(H2)(f), dado ε1 > 0, existe δ > 0 tal que |h (x, s)| ≤ ε1s
k, para todo s ∈ (0, δ] e para

algum k > 1. Além disso, desde que h(x,s)
sk

é cont́ınua, pelo Teorema de Weierstrass, existe

constante positiva C1 (δ, ε) tal que |h(x, s)| ≤ C1 (δ, ε) sk, para s ∈ [δ, sε]. Então, fazendo

C = max{ε, ε1, C1 (δ, ε)}, obtemos |h(x, s)| ≤ Csk uniformemente em x ∈ Ω\{0}, para todo

s ∈ R. Assim,

|g(x, s)| =

∣∣∣∣∣h(x, s)
es

2

|x|β

∣∣∣∣∣ ≤ C1s
k e

s2

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0},

para todo s ∈ R. E o item (i) está provado.

Para a prova do item (ii), é suficiente usar a definição de G e o item (i). Ou seja, como

G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt, pelo item (i), temos que

G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t) dt ≤ C

∫ s

0

tk
et

2

|x|β
dt,

o que implica

G(x, s) ≤ C
es

2

|x|β

∫ s

0

tk dt ≤ C

k + 1
sk+1 e

s2

|x|β
= C2s

k+1 e
s2

|x|β
uniformemente em x ∈ Ω\{0}.

Disto, segue o item (ii). �

A.2 Funcionais diferenciáveis

Consideremos os funcionais I1, I2 e I3 definidos em H1 (Ω) por

I1 (u) =
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx, I2 (u) =

∫
Ω

G(u) dx e I3 (u) =
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx,
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onde G é a função definida em (2.4) e ψ uma função que satisfaz a hipótese (P1).

Nosso objetivo é mostrar que estes funcionais são de classe C1(H1 (Ω) ,R). Inicialmente,

mostraremos que tais funcionas estão bem definidos. Com efeito, notemos que:

(i) dada u ∈ H1 (Ω), então 1
2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx = 1

2
‖u‖2 <∞;

(ii) pelo item (ii) do Lema A.1.3, temos que G(s) ≤ Cse2s2 , então∫
Ω

G(u) dx ≤ C

∫
Ω

ue2u2 dx.

Pela desigualdade de Hölder e pela imersão cont́ınua de Sobolev H1 (Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo

s ∈ [1,+∞), segue da estimativa anterior que∫
Ω

|G(u)| dx ≤ C

(∫
Ω

e2ru2 dx

)1/r (∫
Ω

|u|ŕ dx

)1/r′

≤ C

(∫
Ω

e2ru2 dx

)1/r

‖u‖ ,

onde 1
r

+ 1
r′

= 1 e 1 < r, r′ < +∞. Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1),
∫

Ω
e2ru2

dx <∞. Logo, ∫
Ω

|G(u)| dx ≤ C

(∫
Ω

e2ru2 dx

)1/r

‖u‖ <∞.

Assim, I2 está bem definido.

(iii) pela hipótese (P1), |ψ (x)| ≤ ‖ψ‖∞, para x ∈ Ω. Usando a imersão cont́ınua de Sobolev

H1(Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), obtemos que

λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx ≤ λ ‖ψ‖∞
q + 1

∫
∂Ω

|u|q+1 dx = C1 ‖u‖q+1
Lq+1(∂Ω) ≤ C ‖u‖q+1 <∞.

Logo, os funcionais I1, I2 e I3 estão bem definidos.

Afirmação 1: O funcional I1 é de classe C1(H1 (Ω) ,R).

Existência da derivada de Gateaux de I1

Seja u ∈ H1 (Ω), então para cada v ∈ H1 (Ω),

∂I1(u)

∂v
=

1

2
lim
t→0

[
I1(u+ tv)− I1(u)

t

]
=

1

2
lim
t→0

[
‖u+ tv‖2 − ‖u‖2

t

]

=
1

2
lim
t→0

[
〈u+ tv, u+ tv〉 − 〈u, u〉

t

]
=

1

2
lim
t→0

[
2 〈u, v〉+ t ‖u‖2] = 〈u, v〉 .
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Logo, ∂I1(u)
∂v

= 〈u, v〉 é a candidata a derivada de I1.

Existência da derivada de Fréchet de I1

Seja u ∈ H1 (Ω). Para cada v ∈ H1 (Ω), temos que

lim
‖v‖→0

[
1
2
‖u+ v‖2 − 1

2
‖u‖2 − 〈u, v〉

‖v‖

]
= lim
‖v‖→0

‖v‖2

2 ‖v‖
= lim
‖v‖→0

1

2
‖v‖ = 0.

Assim, I1 é diferenciável em H1 (Ω) com I ′1(u)v = 〈u, v〉.

Continuidade de I ′1

Consideremos a sequência (un) ⊂ H1 (Ω), com un → u em H1 (Ω). Afirmamos que

I ′1(un) → I ′1 (u) em H−1 (Ω). Com efeito, desde que un → u em H1 (Ω), dado ε > 0 e

v ∈ H1 (Ω) tal que ‖v‖ ≤ 1, temos que

|(I ′1(un)− I ′1 (u)) v| = |I ′1(un)v − I ′1 (u) v| = |〈un − u, v〉| ≤ ‖un − u‖ ‖v‖ < ε,

para n suficientemente grande. Então,

‖I ′1(un)− I ′1 (u)‖∗ = sup
v∈H1(Ω)
‖v‖≤1

|(I ′1(un)− I ′1 (u)) v| < ε

e disto segue que I ′1(un)→ I ′1 (u) em H−1 (Ω). Portanto, I1 ∈ C1(H1 (Ω) ,R).

Afirmação 2: O funcional I2 é de classe C1(H1 (Ω) ,R).

Existência da derivada de Fréchet de I2

Fixado u ∈ H1(Ω), seja v ∈ H1(Ω). Consideremos

r(v) = I2(u+ v)− I2(u)−
∫

Ω

g(u)v dx.

Nosso objetivo é mostrar que

lim
‖v‖→0

|r(v)|
‖v‖

= 0,

ou, equivalentemente,

lim
‖vn‖→0

|r(vn)|
‖vn‖

= 0.

Consideremos h : [0, 1] −→ R, tal que h(t) = G(u + tvn). Como G(u) =
∫ u

0
g(s) ds, pelo

Teorema Fundamental do Cálculo, G é diferenciável. Logo, G é cont́ınua. Assim, h é cont́ınua
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e h′(t) = G′(u+ tvn) = g(u+ tvn)vn. Então, usando novamente o Teorema Fundamental do

Cálculo, obtemos ∫ 1

0

h′(t) dt = h(1)− h(0).

Como ∫ 1

0

h′(t) dt =

∫ 1

0

d

dt
G(u+ tvn) dt,

segue que

h(1)− h(0) =

∫ 1

0

d

dt
G(u+ tvn) dt.

Logo,

G(u+ vn)−G(u) =

∫ 1

0

d

dt
G(u+ tvn) dt =

∫ 1

0

g(u+ tvn)vn dt.

Então,

r(vn) = I2(u+ vn)− I2(u)−
∫

Ω

g(u)vn dx =

∫
Ω

∫ 1

0

g(u+ tvn)vn dt dx−
∫

Ω

g(u)vn dx

=

∫
Ω

∫ 1

0

(g(u+ tvn)− g(u)) vn dt dx,

o que implica

|r(vn)| ≤
∫

Ω

∫ 1

0

|g(u+ tvn)− g(u)| |vn| dt dx.

Pelo Teorema de Fubini e pela desigualdade de Hölder, obtemos

|r(vn)| ≤
∫ 1

0

∫
Ω

|g(u+ tvn)− g(u)| |vn| dx dt ≤
∫ 1

0

||g(u+ tvn)− g(u)||Lr(Ω) ||vn||Lr′ (Ω) dt,

onde 1
r

+ 1
r′

= 1 e 1 < r, r′ <∞. Assim,

|r(vn)| ≤ ||vn||s
∫ 1

0

||g(u+ tvn)− g(u)||Lr(Ω) dt.

Pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo s ∈ [1,+∞), existe C > 0 tal

que

|r(vn)| ≤ C ||vn||
∫ 1

0

||g(u+ tvn)− g(u)||Lr(Ω) dt. (A.4)

Por outro lado, segue do item (i) do Lema A.1.3 que

|g(u+ tvn)− g(u)|r ≤ Cr
(
e2(u+tvn)α + eu

α)r ≤ 2r−1Cr
(
e2r(u+vn)α + eru

α)
= C

(
e2r(u+vn)α + eru

α)
. (A.5)
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Desde que ‖vn‖ → 0 em H1(Ω), vn → 0 em H1(Ω). Assim, pela Proposição 1.3.5, temos

que, a menos de subsequência, existe ĥ ∈ H1(Ω) tal que |vn(x)| ≤ ĥ(x) quase sempre em Ω.

Logo, por (A.5), temos que

|g(u+ tvn)− g(u)|r ≤ C
(
e2r(|u|+ĥ)α + eru

α
)

.

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), obtemos∫
Ω

e2r(|u|+ĥ)α dx <∞ e

∫
Ω

eru
α

dx <∞.

Logo,
(
e2r(|u|+ĥ)α + eru

α
)
∈ L1 (Ω).

Agora, como vn → 0 em H1(Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω),

para todo s ∈ [2,+∞), temos que, a menos de subsequência, vn → 0 em L2(Ω). Usando

que Ω é limitado, temos que vn → 0 em L1(Ω). Assim, pelo Teorema 1.1.7, a menos de

subsequência, vn (x) → 0 quase sempre em Ω. Logo, pela continuidade da função g, temos

que |g(u(x) + tvn(x))− g(u(x))| → 0 quase sempre em Ω e disto segue que

|g(u(x) + tvn(x))− g(u(x))|r → 0 quase sempre em Ω.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos

||g(u+ tvn)− g(u)||Lr(Ω) → 0.

Voltando a (A.4), temos

|r(vn)|
‖vn‖

≤ C

∫ 1

0

||g(u+ tvn)− g(u)||Lr(Ω) dt,

o que implica

lim
‖vn‖→0

|r(vn)|
‖vn‖

≤ C

∫ 1

0

lim
‖vn‖→0

||g(u+ tvn)− g(u)||Lr(Ω) dt = 0.

É fácil ver que o funcional T (u) : H1(Ω)→ R dado por

T (u) v =

∫
Ω

g(u)v dx

é linear. Além disso, T (u) é cont́ınuo. De fato, como

|T (u)v| =
∣∣∣∣∫

Ω

g(u)v dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|g(u)| |v| dx,
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segue, da desigualdade de Hölder e da imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para

todo s ∈ [1,+∞), que existe C1 > 0 tal que,∫
Ω

|g(u)| |v| dx ≤ ||g(u)||Lr(Ω) ||v||Lr′ (Ω) ≤ C1 ||g(u)||Lr(Ω) ||v|| ,

onde 1
r

+ 1
r′

= 1 e 1 < r, r′ < ∞. Por outro lado, temos de Trudinger-Moser (2.1) que

||g(u)||Lr(Ω) <∞. Assim, |T (u)v| ≤ C ||v||, onde C = C1 ||g(u)||Lr(Ω). Então, o funcional I2

é diferenciável em H1(Ω), com

I ′2(u)v =

∫
Ω

g(u)v dx.

Afirmação: I ′2 : H1(Ω)→ H−1(Ω) é cont́ınuo.

De fato, consideremos a sequência (un) ⊂ H1(Ω) tal que un → u em H1(Ω). Assim,

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖∗ = sup
‖v‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(g(un)− g(u))v dx

∣∣∣∣ ≤ sup
‖v‖≤1

∫
Ω

|g(un)− g(u)| |v| dx.

Pela desigualdade de Hölder e pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (Ω), para todo

s ∈ [1,+∞) , existe C > 0 tal que

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖∗ ≤ sup
‖v‖≤1

‖g(un)− g(u)‖Lr(Ω) ‖v‖Lr′ (Ω) ≤ sup
‖v‖≤1

C ‖g(un)− g(u)‖Lr(Ω) ‖v‖ .

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.1), ‖g(un)− g(u)‖Lr(Ω) <∞. Assim,

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖∗ ≤ C ‖g(un)− g(u)‖Lr(Ω) <∞.

Usando novamente a desigualdade de Trudinger-Moser (2.1) e, procedendo de maneira

análoga aos cálculos anteriores, obtemos que

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖∗ → 0.

Logo, I ′2 é cont́ınuo e a Afirmação 2 segue.

Observação A.2.1 De forma análoga, mostra-se que o funcional I : H1 (Ω)→ R dado por

I (u) =

∫
Ω

G(x, u) dx

está bem definido e é de classe C1(H1 (Ω) ,R), onde G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t) dt e g(x, t) =

h(x,t)et
α

|x|β .
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Afirmação 3: O funcional I3 é de classe C1(H1 (Ω) ,R).

Existência da derivada de Gateaux de I3

Seja f : (0, 1) → R dada por f(t) = ψ |u+ tv|q+1, onde u, v ∈ H1 (Ω). Sendo f cont́ınua,

pelo Teorema do Valor Médio, existe t0 ∈ (0, t) tal que f(t)− f(0) = f ′(t0)t. Assim,

|f ′(t0)| = |f(t)− f(0)|
t

=

∣∣ψ(|u+ tv|q+1 − |u|q+1)
∣∣

t
.

Escrevendo t0 = εt e, sendo f ′(t) = ψ(q + 1) |u+ tv|q−1 (u+ tv)v, obtemos∣∣ψ(|u+ tv|q+1 − |u|q+1)
∣∣

t
=
∣∣ψ(q + 1) |u+ εtv|q−1 (u+ εtv)v

∣∣ = (q + 1) |ψ| |v| |u+ εtv|q

≤ (q + 1) |ψ| |v| (|u|+ εt |v|)q ≤ (q + 1) |ψ| |v| (|u|+ |v|)q.

Pela hipótese (P1), existe C1 > 0 tal que |ψ (x)| ≤ C1. Assim,∣∣ψ(q + 1) |u+ εtv|q−1 (u+ εtv)v
∣∣ ≤ C |v| (|u|+ |v|)q,

onde C = (q + 1)C1. Então,∫
∂Ω

∣∣ψ(q + 1) |u+ εtv|q−1 (u+ εtv)v
∣∣ dx ≤

∫
∂Ω

C |v| (|u|+ |v|)q dx.

Em seguida, mostraremos que f ′(t0) ∈ L1(∂Ω). Pela desigualdade anterior, é suficiente

mostrar que ∫
∂Ω

|v| (|u|+ |v|)q dx <∞.

De fato, se q = 0, usamos a imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo

s ∈ [1,+∞), e obtemos que∫
∂Ω

|v| (|u|+ |v|)q dx =

∫
∂Ω

|v| dx = ‖v‖L1(∂Ω) ≤ C ‖v‖ <∞.

Agora, se q ∈ (0, 1), consideremos p = 1
q
, com 1

p
+ 1

p′
= 1. Usando a desigualdade de Hölder e

novamente a imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), temos∫
∂Ω

|v| (|u|+ |v|)q dx ≤
(∫

∂Ω

|v|p
′

dx

) 1
p′
(∫

∂Ω

[
(|u|+ |v|)

1
p

]p
dx

) 1
p

= ‖v‖Lp′ (∂Ω)

(∫
∂Ω

(|u|+ |v|) dx

) 1
p

= ‖v‖Lp′ (∂Ω) ‖|u|+ |v|‖
q
L1(∂Ω) ≤ C ‖v‖ ‖|u|+ |v|‖q <∞.
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Logo, f ′(t0) ∈ L1(∂Ω). Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
tn→0

I3(u+ tnv)− I3(u)

tn
= lim

tn→0

λ

(q + 1)

∫
∂Ω

ψ(|u+ tnv|q+1 − |u|q+1)

tn
dx

= lim
tn→0

λ

∫
∂Ω

ψ |u+ εtnv|q−1 (u+ εtnv)v dx = λ

∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx.

Consequentemente,
∂I3 (u)

∂v
= λ

∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx

é a canditada a derivada de I3.

Existência da derivada de Fréchet de I3

Fixe u ∈ H1(Ω) e seja v ∈ H1(Ω). Consideremos

r(v) = I3(u+ v)− I3(u)− λ
∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx.

Mostraremos que

lim
‖v‖→0

|r(v)|
‖v‖

= 0,

ou, equivalentemente,

lim
‖vn‖→0

|r(vn)|
‖vn‖

= 0. (A.6)

Notemos que

r(vn) =
λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ
(
|u+ vn|q+1 − |u|q+1) dx− λ

∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uvn dx

=
λ

q + 1

∫
∂Ω

(∫ 1

0

d

dt
ψ
(
|u+ tvn|q+1) dt

)
dx− λ

∫
∂Ω

∫ 1

0

ψ |u|q−1 uvn dtdx,

o que mostra

r(vn) =

∫
∂Ω

λ

q + 1

(∫ 1

0

(q + 1)ψ (|u+ tvn|q vn) dt

)
dx− λ

∫
∂Ω

∫ 1

0

ψ |u|q−1 uvn dtdx

=

∫
∂Ω

λ

(∫ 1

0

ψ
(
|u+ tvn|q − |u|q−1 u

)
vn dt

)
dx.

Disto, segue que

|r(vn)| =
∣∣∣∣∫
∂Ω

λ

(∫ 1

0

ψ
(
|u+ tvn|q − |u|q−1 u

)
vn dt

)
dx

∣∣∣∣
≤
∫
∂Ω

λ

∫ 1

0

∣∣ψ (|u+ tvn|q − |u|q−1 u
)
vn
∣∣ dt dx.
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Assim, pelo Teorema de Fubini,

|r(vn)| = λ

∫ 1

0

∫
∂Ω

∣∣ψ (|u+ tvn|q − |u|q−1 u
)∣∣ |vn| dx dt.

Pela desigualdade de Hölder e pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para

todo s ∈ [1,+∞), temos que

|r(vn)| ≤ λ

∫ 1

0

∥∥ψ (|u+ tvn|q − |u|q−1 u
)∥∥

Lr′ (∂Ω)
‖vn‖Lr(∂Ω) dt

≤ λ ‖vn‖
∫ 1

0

∥∥ψ (|u+ tvn|q − |u|q−1 u
)∥∥

Lr′ (∂Ω)
dt, (A.7)

onde 1
r

+ 1
r′

= 1 e 1 < r, r′ < ∞. Desde que ‖vn‖ → 0 em H1(Ω), vn → 0 em H1(Ω).

Assim, pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), a menos

de subsequência, vn → 0 em L1(∂Ω). Então, pelo Teorema 1.1.7, temos que, a menos de

subsequência, vn (x)→ 0 quase sempre sobre ∂Ω e existe h ∈ L1(∂Ω) tal que |vn(x)| ≤ h(x)

quase sempre sobre ∂Ω. Logo,∣∣ψ (|u+ tvn|q − |u|q−1 u
)∣∣r′ ≤ ‖ψ‖r′∞ ∣∣(|u+ tvn|q + |u|q−1 u

)∣∣r′
≤ C

(
|u+ tvn|qr

′
+ |u|qr

′
)
≤ C

(∣∣u+ th
∣∣qr′ + |u|qr′) .

Desde que u ∈ H1 (Ω), pela imersão cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ L1 (∂Ω), u ∈ L1 (∂Ω).

Assim,
∣∣u+ th

∣∣, |u| ∈ L1 (∂Ω). Escolhendo s ∈ (1,+∞) tal que sq > 1, obtemos que∣∣u+ th
∣∣qr′ , |u|qr′ ∈ Lqr

′
(∂Ω) e como Ω é limitado,

∣∣u+ th
∣∣qr′ , |u|qr′ ∈ L1 (∂Ω). Logo,

C
(∣∣u+ th

∣∣qr′ + |u|qr′) ∈ L1 (∂Ω). Por outro lado, se vn (x) → 0 quase sempre sobre ∂Ω,

então ∣∣ψ (x)
(
|u (x) + tvn (x)|q − |u (x)|q−1 u (x)

)∣∣r′ → 0

quase sempre sobre ∂Ω. Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,∥∥ψ (|u+ tvn|q − |u|q−1 u
)∥∥

Lr′ (∂Ω)
→ 0.

Deste resultado e de (A.7), obtemos (A.6).

Afirmação: O funcional T3(u) : H1 (Ω)→ R dado por

T3(u)v = λ

∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx
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é linear e cont́ınuo.

Com efeito, nota-se facilmente que T3(u) é linear. Para mostrar que T3(u) é cont́ınuo, note

que

|T3(u)v| = λ

∣∣∣∣∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx

∣∣∣∣ ≤ λ ‖ψ‖∞
∫
∂Ω

|u|q |v| dx = C

∫
∂Ω

|u|q |v| dx,

onde C = λ ‖ψ‖∞. Analisemos dois casos. Seja q = 0. Usando a imersão cont́ınua de

Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), temos∫
∂Ω

|u|q |v| dx =

∫
∂Ω

|v| dx = ‖v‖L1(∂Ω) ≤ C1 ‖v‖ .

Logo, |T3(u)v| ≤ C ‖v‖. Agora, se q ∈ (0, 1), pela desigualdade de Hölder e pela imersão

cont́ınua de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls(∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), segue que∫
∂Ω

|u|q |v| dx ≤
(∫

∂Ω

|u|qp dx

)1/p(∫
∂Ω

|v|p
′

dx

)1/p′

≤ C2 ‖u‖q ‖v‖ ,

com p = 1
q

e 1
p

+ 1
p′

= 1. Então,

|T3(u)v| ≤ C ‖v‖ ‖u‖q = C ‖v‖ .

Assim, T3(u) é cont́ınuo. Logo, I3 é diferenciável e

I ′3(u)v = λ

∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx.

Afirmação: I ′3 : H1 (Ω)→ H−1 (Ω) é cont́ınuo.

Seja (un) ⊂ H1 (Ω) uma sequência tal que un → u em H1 (Ω). Mostraremos que

I ′3(un)→ I ′3(u) em H−1 (Ω). De fato, sendo

f(u) =

 λψuq, u ≥ 0

0, u < 0
,

temos que

|(I ′3(un)− I ′3(u)) v| = λ

∣∣∣∣∫
∂Ω

ψ
(
|un|q−1 un − |u|q−1 u

)
v dx

∣∣∣∣
≤ λ

∫
∂Ω

|ψ| |(|un|q − |u|q)| |v| dx

≤ λ ‖ψ‖∞
(∫

∂Ω

|un|q |v| dx−
∫
∂Ω

|u|q |v| dx

)
. (A.8)
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Desde que, un → u em H1 (Ω), pela imersão compacta de Sobolev H1(Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para

todo s ∈ (1,+∞), a menos de subsequência, un → u em Ls(∂Ω), para todo s ∈ (1,+∞).

Assim, pelo Teorema 1.1.7, temos que, a menos de subsequência, un (x) → u (x) quase

sempre sobre ∂Ω e existe l ∈ Ls (∂Ω) tal que |un(x)| ≤ l(x) quase sempre sobre ∂Ω, para

todo s ∈ [1,+∞). Logo, |uqn (x) v (x)− uq (x) v (x)| → 0 quase sempre sobre ∂Ω. Além disso,

|uqn (x) v (x)− uq (x) v (x)| ≤ |uqn (x) v (x)|+ |uq (x) v (x)| ≤ lq(x) |v (x)|+ |uq (x) v (x)|

quase sempre sobre ∂Ω. Em seguida, nosso objetivo é mostrar que lq |v| ∈ L1 (∂Ω). De fato,

procedendo como antes, consideremos q = 0 e obtemos∫
∂Ω

|l|q |v| dx =

∫
∂Ω

|v| dx <∞.

Para q ∈ (0, 1), usamos a desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua de Sobolev

H1(Ω) ↪→ Ls (∂Ω), para todo s ∈ [1,+∞), e obtemos que∫
∂Ω

|l|q |v| dx ≤ ‖l‖qLp(∂Ω) ‖v‖Lp′ (∂Ω) ≤ C ‖l‖qLp(∂Ω) ‖v‖ <∞,

com p = 1
q

e 1
p

+ 1
p′

= 1. Logo, lq |v| ∈ L1 (∂Ω). De maneira similar, prova-se que

|u|q |v| ∈ L1 (∂Ω). Então, lq |v| + |u|q |v| ∈ L1 (∂Ω). Assim, pelo Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
∂Ω

|un|q |v| dx =

∫
∂Ω

|u|q |v| dx.

Por (A.8), obtemos

|(I ′3(un)− I ′3(u)) v| → 0,

o que implica

||I ′3(un)− I ′3(u)||∗ = sup
v∈H1(∂Ω)
‖v‖≤1

|(I ′3(un)− I ′3(u)) v| → 0.

Logo, I ′3(un)→ I ′3(u) em H−1 (Ω) e isto prova a afirmação. Assim, I3 ∈ C1(H1 (Ω) ,R).

Então, os funcionais Jλ : H1 (Ω)→ R e Iλ : H1 (Ω)→ R dados por

Jλ (u) = I1 (u)− I2 (u)− I3 (u)

=
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G(u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx
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e

Iλ (u) = I1 (u)− I (u)− I3 (u)

=
1

2

∫
Ω

(
|∇u|2 + |u|2

)
dx−

∫
Ω

G(x, u) dx− λ

q + 1

∫
∂Ω

ψ |u|q+1 dx,

são de classe C1(H1 (Ω) ,R) e,.além disso, temos que

J ′λ (u) v =

∫
Ω

(∇u∇v + uv) dx−
∫

Ω

g(u)v dx− λ
∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx (A.9)

e

I ′λ (u) v =

∫
Ω

(∇u∇v + uv) dx−
∫

Ω

g(x, u)v dx− λ
∫
∂Ω

ψ |u|q−1 uv dx, (A.10)

para todo v ∈ H1 (Ω).

A.3 Resultados de convergência

Nesta seção mostraremos alguns resultados de convergência que usamos nesta disertação.

Lema A.3.1 Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e suave e f : Ω × R → R uma função

cont́ınua. Dada uma sequência (vn) ⊂ L1 (Ω) tal que vn → v em L1 (Ω) e f (x,vn),

f (x,v) ∈ L1 (Ω), temos que

(i) se supn
∫

Ω
|f (x,vn) vn| dx <∞, então

lim
n→∞

∫
Ω

f (x,vn) dx =

∫
Ω

f (x,v) dx

(ii) e se supn
∫

Ω
|f (x,vn) v2

n| dx <∞, então

lim
n→∞

∫
Ω

f (x,vn) vn dx =

∫
Ω

f (x,v) v dx.

Demonstração: Daremos apenas a prova do item (i), pois o item (ii) segue como

consequência do item (i) e da desigualdade de Trudinger-Moser.

Consideremos

Ĉ = sup
n

∫
Ω

|f(x, vn)vn| dx <∞.
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Dado ε > 0, definamos

µε := max
x∈Ω

|s|≤ 2Ĉ
ε

|f(x, s)| .

Então, para A ⊂ Ω , com |A| ≤ ε
2µε

, temos∫
A

|f(x, vn)| dx ≤
∫
A∩{|vn|≥ 2Ĉ

ε
}

|f(x, vn)vn|
|vn|

dx+

∫
A∩{|vn|≤ 2Ĉ

ε
}
|f(x, vn)| dx.

Se |vn| ≥ 2Ĉ
ε

, temos 1
|vn| ≤

ε

2Ĉ
. Logo,∫

A∩{|vn|≥ 2Ĉ
ε
}

|f(x, vn)vn|
|vn|

dx ≤ ε

2Ĉ

∫
A∩{|vn|≥ 2Ĉ

ε
}
|f(x, vn)vn| dx

≤ ε

2Ĉ

∫
Ω

|f (x,vn) vn| dx ≤ ε

2Ĉ
Ĉ =

ε

2
.

Por outro lado, ∫
A∩{|vn|≤ 2Ĉ

ε
}
|f(x, vn)| dx ≤

∫
A∩{|vn|≤ 2Ĉ

ε
}
µε dx ≤ µε |A| .

Então, obtemos que ∫
A

|f(x, vn)| dx ≤ ε

2
+ µε |A| ≤

ε

2
+ µε

ε

2µε
= ε. (A.11)

Agora, consideremos B = Ω. Assim, Bc = ∅ e |B| <∞. Então, dado ε > 0 e n ∈ N, temos∫
Bc
|f (x, vn)| dx = 0 < ε. (A.12)

Como vn → v em L1 (Ω), pelo Teorema 1.1.7, a menos de subsequência, vn(x)→ v(x) quase

sempre em Ω. Então, desde que f cont́ınua, f(x, vn(x)) → f(x, v(x)) quase sempre em Ω.

Agora, como |Ω| < ∞, pelo Teorema de Egorov, f(x, vn) → f(x, v) quase uniforme em Ω.

Assim, pela Proposição 1.1.6,

f(x, vn)→ f(x, v) em medida. (A.13)

Pelos resultados obtidos em (A.11), (A.12) e (A.13), usamos o Teorema da Convergência de

Vitali e obtemos que

lim
n→∞

∫
Ω

f(x, vn) dx =

∫
Ω

f(x, v) dx.

�

O lema seguinte foi usado no Caṕıtulo 3 desta dissertação e a prova segue de maneira

similar à prova do lema anterior.
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Lema A.3.2 Seja Ω ⊂ R2 um domı́nio limitado e suave e f : Ω × R → R uma função

cont́ınua e β ∈ [0, 2). Dada uma sequência (vn) ⊂ L1 (Ω) tal que vn → v em L1 (Ω) e f(x,vn)

|x|β ,

f(x,v)

|x|β ∈ L
1 (Ω), temos que

(i) se supn
∫

Ω

∣∣∣f(x,vn)vn

|x|β

∣∣∣ dx <∞, então

lim
n→∞

∫
Ω

f (x,vn)

|x|β
dx =

∫
Ω

f (x,v)

|x|β
dx

(ii) e se supn
∫

Ω

∣∣∣f(x,vn)v2n
|x|β

∣∣∣ dx <∞, então

lim
n→∞

∫
Ω

f (x,vn) vn

|x|β
dx =

∫
Ω

f (x,v) v

|x|β
dx.
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