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Resumo

Esta dissertacao ¢ dedicada a provar a controlabilidade exata local as trajetorias
para um sistema acoplado do tipo Boussinesq. No sistema estado, as variaveis des-
conhecidas sao o campo velocidade e pressao do fuido (y, p), a temperatura 6 e uma
variavel adicional ¢ que pode ser vista como uma concentragao de um soluto conta-
minante. A propriedade de controlabilidade nula desse sistema sera obtida por meio
de uma desigualdade de Carleman para um sistema apropriado e de um teorema de
funcao inversa.

Palabras-Chave:

Sistema de Boussinesq, Controlabilidade, Desigualdade de Calerman.
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Abstract

This dissertation is devoted to prove the local exact controllability to the tra-
jectories for a coupled system, of the Boussinesq kind. In the state system, the
unknowns are the velocity field and pressure of the fluid (y,p), the temperature
and an additional variable ¢ that can be viewed as the concentration of a contami-
nant solute. We prove several results, that essentially show that it is sufficient to act
locally in space on the equations satisfied by # and c¢. The controllability property
of this system will be obtained by means of a Carleman inequality for apropriate
system and of a inverse function theorem.

Key-words:

Boussinesq system, Controllability, Carleman inequality.
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Introducao

Ao longo desta dissertacao, discutiremos alguns resultados relacionados & con-
trolabilidade de um sistema do tipo Boussinesq. Do ponto de vista das aplicagoes, o
sistema que apresentaremos pode ser interpretado como um modelo de escoamento
de um fluido Newtoniano incompressivel sofrendo efeitos térmicos e possuindo uma
concentragao (por exemplo, contaminante). Este modelo é descrito pelo seguinte

sistema de EDP’s:

(yt—Ay—l—(y-V)y+Vp:v1w+9e0+cB> em  Qx(0,7),
V-y=0 em  Qx(0,7),
0, — A0 +y-VO=wl, em Q% (0,7), )
¢t —Ac+y-Ve=wsl, em Q% (0,7),
y=0,0=c=0 sobre 09 x (0,7,
\ y(0) = yo, 6(0) = by, ¢(0) = ¢ em €
em que

e O é um dominio limitado de RY (N = 2 ou N = 3), interpretado como um

recipiente por onde o fluido escoa;

0f) é a fronteira de €2, interpretada como as “paredes”do recipiente;

e w ¢ um subdominio de §2 onde irao atuar os controles (Regido de controle);

T > 0 representa o tempo final da observacao do escoamento do fluido;

e As varidveis dependentes y = (y1,...,yn), p, 0 e ¢ representam, respectiva-
mente, o campo de velocidade, a pressao do fluido, a temperatura do fluido e

a concentracao do soluto;



e v=(vq,...,u0y), w ewsyrepresentam as fungoes controles, interpretadas como

densidades de forcas externas;

e e representa vetor do RY na direcao da forga gravitacional (no nosso caso,
consideraremos a direcao da forca gravitacional sendo a do n-ésimo vetor da

base canonica de RY, o ey);
g x N
e b representa um vetor nao nulo de R*.

A presenca de uma equagao de Navier-Stokes acoplada ao sistema traz gran-
des dificuldades para obter resultados de controlabilidade para o sistema em questao
(veja [21), 22]). Em vista disso, no préximo capitulo apresentaremos resultados inte-
ressantes obtidos para as equagcoes de Navier-Stokes, os quais servirao para obtermos
resultados semelhantes para o sistema .

Os resultados de controlabilidade das equacoes de Navier-Stokes tem sido o ob-
jetivo de intensas atividades de pesquisas nestes tltimos anos. Uma das primeiras
questoes foi considerada por Jacques-Louis Lions no trabalho [36] apresentado du-
rante as jornadas Hispano-Francesas, onde foi feita a seguinte conjectura relativa a

controlabilidade aproximada das equacoes de Navier-Stokes:

Em um tempo finito, pode-se conduzir uma solugao do sistema de Navier-
Stokes de um dado estado inicial a uma vizinhanca arbitrdria de um dado

estado final, por meio da a¢do de uma fungdao controle.

Esta conjectura gerou frutiferos trabalhos onde vérias respostas parciais (positivas)
foram fornecidas (veja as reféncias [5], 4], 6, @] e [38]). Desdes trabalhos podemos
destacar [5], 4] de Jean-Michel Coron. Nestes trabalhos, Coron provou a contro-
labilidade aproximada para a equacao de Euler bidimensional. Dai, estendeu esse
resultado para provar um resultado de controlabilidade aproximada para o sistema
de Navier-Stokes bidimensional com condi¢oes de fronteira adequadas. Também
nestes trabalhos, Coron prova um resultado de controlabilidade exata na fronteira
para a equagao de Euler. Posteriormente Olivier Glass, no trabalho [24], provou a
controlabilidade aproximada para a equacao de Euler tridimensional.

Nesta dissertacao a principal ferramenta para obter resultados de controlabili-

dade sera a desigualdade de Carleman cujo uso popularizou-se gragas aos trabalhos



de Fursikov Andrei Vladimirovich e Imanuvilov Oleg Yur’evich (veja [19], [30] e [28]).
Com essa nova ferramenta, em [21], Fursikov e Imanuvilov provaram a controlabi-
lidade exata local a trajetérias C'* do sistema de Navier-Stokes. Posteriormente,
Enrique Fernandez Cara, Sergio Guerrero, O. Yu. Imanuvilov e Jean-Pierre Puel, em
[12], melhoraram este resultado provando o mesmo resultado para trajetérias L°°.
E em seguida, inspirado em [12 21], Guerrero prova, em [26], a controlabilidade
exata local a trajetérias do sistema de Boussinesq. E por tultimo, usando os resul-
tados dados em [12], Fernandez-Cara, Guerrero, Imanuvilov e Puel provaram, sob
algumas condicoes geométricas, a controlabilidade exata local para as trajetorias
dos sistemas N-dimensionais de Navier-Stokes e Boussinesq com uma quantidade
reduzida de controles escalares (veja [14]).

O Capitulo 1 contém alguns aspectos histéricos da teoria do controle, notagoes,
alguns resultados da analise funcional, da teoria das EDP’s e de teoria do controle
visando tornar a leitura da dissertacao o mais auto-suficiente possivel.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da controlabilidade exata local a trajetérias
de . Primeiramente, provaremos uma desigualdade de Carleman e como con-
sequéncia obteremos a controlabilidade nula para uma versao linear de (1. Dai,
deduziremos os resultados a respeito da controlabilidade exata local a trajetorias
por meio de um teorema da funcao inversa. Ao final, apresentaremos comentarios

muito interessantes e as questoes que ainda estao em aberto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos basicos e resultados relevantes
da andlise funcional, da teoria das equacoes diferenciais parciais e da teoria do
controle, os quais poderao ser usados nos capitulos posteriores. Por serem de uso
frequente, omitiremos as demonstragoes, contudo, indicaremos as referéncias que as

contém.

1.1 Funcoes testes e distribuicoes

Comecamos esta se¢ao introduzindo algumas terminologias e conceitos que serao
usado ao longo deste capitulo.

Primeiramente, sejam ) um subconjunto aberto nao-vazio de RY e u : Q — R
uma fungdo mensuravel. Seja (K;);c; a familia de todos os subconjuntos abertos
K; de Q tais que u = 0 quase sempre em K;. Considerando o subconjunto aberto
K = |J K; temos que u = 0 quase sempre em K. Assim, o suporte de u é definido

el
comozf) subconjunto fechado

supp u = Q\ K,

e serd denotado por supp u. Notemos que se u, além de mensuravel, é continua
entao supp u coincide com o fecho do conjunto { = € ; u(z) # 0 }.

A notacao w CC 2 significa que w é um compacto de RY contido em 2, em que
W é o fecho de w em RY.

O termo multi-indice denota uma N-upla

a=(ag,ag,...,ay)

>



de inteiros nao negativos «;. A cada multi-indice o esta associado um operador

o [ O\ o\

lal = a1+ ... + an.

diferencial

cuja ordem é

Uma fungao real u definida em (2 pertence a C'*°(2) quando D*u é continua
para todo multi-indice .. Representaremos por C§°(2) o subconjunto das fungoes
de C*(£2) cujo suporte é um conjunto compacto de 2. Com as operagoes usuais de
soma de fungoes e de multiplicagdo por escalar, C§°(£2) é um espago vetorial sobre
o corpo dos nimeros reais.

Se K ¢ um subconjunto compacto de RV, entdao Dy denota o espaco de todas
[ € C=(RY) cujo suporte estd em K. Se K C Q, entao Dy pode ser identificado
com um subespago de C§°(€2).

Agora apresentaremos uma nogao de convergéncia para o espago C5(€).

Definicao 1.1.1. Diz-se que uma sequéncia de fungoes (up,)nen em C§°(§2) converge

para u em C§°(Q2) se as sequintes condigoes forem satisfeitas:

1. Ezxiste um compacto K C ) tal que supp v C K e supp u, C K, Vn € N;

2. D%, — D%u, uniformemente em K, para todo multi-indice .

Agora vamos definir uma topologia sobre C§°(2) cuja nogao de convergéncia

dessa topologia coincida com a nogao de convergéncia dada na definicao anterior.

Para isto, escolha conjuntos compactos K; (i = 1,2,3,...) tais que K; estd
no interior de K;1; e Q@ = |J K;. Definamos as seminormas p,, sobre C5°(Q),
ieN

n=1273,.., por
pn(f) = max{‘Daf@()’?X € Ky, ’C“’ < n}

Estas seminormas definem uma topologia localmente convexa metrizavel sobre C§°(€2)
(ver p. 26 de [48]) cuja nogao de convergéncia coincide com a noc¢ao da definigdo
1.1.1, O espago espaco C§°(£2) com essa topologia serd denotado por D(Q2) e é

chamado de espaco das funcoes testes.

Defini¢ao 1.1.2. Um funcional linear sobre D(QQ) que é continuo (com respeito a

topologia descrita acima) é chamado de uma distribui¢ao sobre Q.
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O espaco de todas as distribuigoes sobre 2 é denotado por D'(£2).
Denota-se o valor da distribuigao T" em ¢ por (T, ¢).
Considerando D'(2) com a topologia fraca-* induzida por D(f2), temos a seguinte

no¢ao de convergéncia para D'(€2).

Definigao 1.1.3. Diz-se que uma sequéncia de distribuicoes (1y,)nen em D'(Q)
converge para T em D'(2) se a sequéncia numérica ({1, u))nen convergir para (T', u)

em R para toda u € D(S).

Definicao 1.1.4. Sejam T uma distribuicdo sobre ) e o um multi-indice. Define-se
a derivada D*T (no sentido das distribui¢oes) de ordem « da distribui¢ao T como

sendo o funcional definido por
<DaT7 <P> = (_1)|a‘<Ta Dagp% V(p € D(Q)
Observagao 1.1.5.

1. A defini¢ao acima nos diz que uma distribuicao sobre €0 possui derivada de

todas as ordens.
2. Se T € D'(Q) entao D*T € uma distribuicdo sobre €.

3. A aplicagao D* : D'(Q2) — D'(Q), tal que T +— DT, € linear e continua

(com respeito a topologia fraca-* de D'(2)).

1.2 Os espacgos LF(12)

Nesta dissertacao, qualquer integracao sobre qualquer aberto Euclidiano serd en-
tendida como uma integracao no sentido de Lebesgue, bem como a mensurabilidade

das fungoes envolvidas.

Definicao 1.2.1. Sejam Q um conjunto aberto mensurdvel de RY e 1 < p < 4o00.
Indicamos por LP(Q)) o conjunto de todas as fungoes mensurdveis f : Q — R tais

que || fll, < +oo, em que

1Al = ( / |f(X)|”dX)p se1<p< oo,

| fll.. =supess|f(x)| =inf{C > 0;|f(x)| < C, quase sempre em Q}.

xeN



Observagao 1.2.2.
1. Os espagos LP()) sao espagos de Banach;

2. Quando p = 2, temos que L*(2) é um espaco de Hilbert com o produto interno
usual da integral. Em que, (-,-) representa o produto interno em L*(Q) e | - |

representaremos a norma associada;
3. LP(Q) € reflexivo, sempre que 1 < p < +o0.

Agora definiremos o produto convolucao de uma funcao f € L'(RY) com uma

fungao g € LP(RY).

Teorema 1.2.3. Sejam f € LY(RY) e g € LP(RY), with 1 < p < +oo. Entdo, para

quase todo x € RY a funcao y— f(x —y)g(y) € integravél em RN e definamos

(Fra)) = [ fx=Rig(R)dx (1)

Além disso, f*ge LP(RY) e

1F*gll, < [1£1l, [lgll,

Prova: Ver p. 66 de [3]. u

A funcao f * g é chamada de convolucao de f e g.

Teorema 1.2.4. Sejam 1 < p,q,r < 400 tais que

1 1 1
—+-=1+-.
poq r

Se f € LP(RY), g € LYRYN) entao f*ge L"(RY) e
I/ *gHLT(RN) < HfHLP(]RN) ||9||Lq(RN)'

Prova: Ver p. 19 de [31]. u

Por meio das convolugoes, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.5. Seja Q C RY um conjunto aberto qualquer. Entdo, C5°(Q) é denso

em LP(Q) para 1 < p < +oo.

Prova: Ver p. 71 de [3]. |



Agora definiremos o espaco das funcoes localmente integraveis.

Definicao 1.2.6. Seja Q um subconjunto aberto de RY e 1 < p < +o00. Indicamos

p
loc

por LY (2) o conjunto de todas as funcoes f :  — R tais que flx € LP(Q)), para

todo compacto K C ), em que 1x representa a fungdo caracteristica de K.

Notemos que para cada u € L (Q), o funcional T, : D(2) — R dado por:

loc

(T, ) = / u(x)p(x)dx, Vi € D(S),

define uma distribuigao sobre (2.

Lema 1.2.7 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, (). Tem-se que T,, = 0 se e s6 se

loc

u =0 quase sempre em Q.
Prova: Ver p. 10 de [44]. n

Observacao 1.2.8. Como consequéncia do Lema|1.2.7, a aplicacdo

VRN

loc

(@) — D'(Q)
u — Y(u)=1T,

¢ linear, continua e injetiva. Em decorréncia disso é comum identificar a distri-
buicio T, com a fungio u € L}, (). Nesse sentido tem-se que L}, (Q) C D'(9).

loc loc

Desde que LP(Q) C L} (), para todo 1 < p < oo, temos que todas as fungio de
LP(Q) define uma distribui¢ao sobre €1, isto €, toda fun¢do de LP(S)) pode ser vista
como uma distribuicdo. Assim, toda funcdo de LP(S) possui derivadas de todas as

ordens no sentido das distribuicoes.

1.3 Espacos de Sobolev

Definicao 1.3.1. Sejam m € N e 1 < p < oo. Define-se o espaco de Sobolev
WmP(Q) como sendo o conjunto de todas as fungoes w € LP(SY) tais que para todo
multi-indice o cuja ordem é menor ou igual que m tem-se que D®u pertence a LP(S),

sendo D*u a deriwvada distribucional de u de ordem «. Em sintese,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), VY « tal que o] < m}.



Para os espagos de Sobolev W"P(Q)) definimos as seguintes normas

P
el = | D 1D%ull} |+ se1<p < +oo

|a|<m

e = D D%l -

laj<m

Observagao 1.3.2.
1. (Wmr(€), ||||mp) é um espago de Banach, para 1 < p < oo.

2. Quando p = 2, o espago de Sobolev W™?(Q) torna-se um espago de Hilbert

com o produto interno dado por

(U, V)2 = Z (D%u, D*v), com u,v € W™?*(Q).

laj<m

E, usualmente, W™?2(Q) € representado por H™ ().

Definicao 1.3.3. Definimos o espago Wy"*(Q) como sendo o fecho de C§°(2) em
WmP(Q).

Observacao 1.3.4.
1. Quando p =2, W)™*(Q) € representado por Hi"(Q).

2. Se WiP(Q2) = W™P(Q) entdo o conjunto complementar de 0 em RN possui

medida de Lebesgue igual a zero.
3. Wy (RN) = WmP(RN).

4. O dual topoldgico de WP (Q) é denotado por W= (Q), em que p’ € o con-
Jugado de p (quando p = 2, (Hgi(Q))/ =H ™(Q)).

Teorema 1.3.5 (Desigualdade de Poincaré-Friedricks). Seja Q@ um aberto limitado

de RY e 1 < p < oo, entdo existe uma constante C(Q,p) > 0 tal que
HuHi <C HVUHIQ), para todo u € Wy ().

Prova: Ver p. 70 de [31]. u
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A proposicao a seguir é uma caracterizacao de W‘m’p/(ﬂ).

Proposicao 1.3.6. Seja f uma distribuicio de Q. Entdo, f € W (Q) se, e
somente se, existem fungoes f, € LP(QQ), |a| < m, tais que
f = Z Da(foz)-
lo]<m

Prova: Ver p. 31 de [44]. u

Teorema 1.3.7 (Poincaré-Wirtinger). Se @ C RN ¢é um dominio limitado com
fronteira de classe C'. Entdao existe uma constante C > 0 tal que para todo

ueWh?(Q), 1<p< +oo,
|lu —all, < C[|[Vullp,

em que
1

u= m/ﬁu(aj)dx

é a média de u sobre ().

Prova: Ver p. 88 de [31]. |

Dados dois espacos de Banach (X, ||| ) e (Y, [||ly), dizemos que X esta imerso
continuamente em Y se X C Y e existe uma constante C > 0 tal que
|zlly, < Clz|ly, para todo z € X. Neste caso, escrevemos X — Y. Diz-se
que a imersao de X em Y é compacta quando cada sequéncia limitada em X é
pré-compacta em Y, isto é, cada sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia
convergente em Y.

Agora, enuciaremos um dos teoremas importantes teoremas de compacidade no

contexto de EDP’s.
Teorema 1.3.8 (Rellich-Kondrachov). Sejam 1 < p < oo e Q C RY um conjunto
aberto limitado de classe C™. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

Np
N—mp

1. WmP(Q) — L1(Q2),com 1 < ¢ < , semp < N;
2. WmP(Q) — L1(Q), com 1 < g < 400, se mp= N;

3. WmP(Q) — CFQ), se mp > N, em que k € um inteiro ndo negativo e

k<m—%§k+L

11



Prova: Ver p. 84 [44]. u

Teorema 1.3.9 (Teorema do Traco). Seja Q um subconjunto de RY aberto e li-

mitado cujo fronteira OX), denotada por T, de classe C™"'. Entao, a aplicagio

m—1
v :D(Q) — H H™ 3T dada por
=0

o1y,
r on

ou

Y(u) = (vo(u), n(u), ..., Ym-1(u)) = <“|r7 _“

F), Y u € D(Q),

em que n € o vetor normal exterior a fronteira I, prolonga-se, por continuidade,
m—1

a uma aplicagdo linear, continua e sobrejetiva de H™(2) em H Hm_j_%(f‘) cujo
§=0

nicleo € HJ' ().

Prova: Ver p. 101 de [31]. u

O prolongamento da aplicacao v é chamado de aplicacao traco.

1.4 Espacgos C([0,T]; X), LP(0,T;X) e W™P(0,T; X)

Dado um espaco de Banach (X, ||| ), denotaremos por C([0,7T]; X') o espaco de

Banach das fungoes continuas u : [0,7] — X. Definimos em tal espago a norma

o= )l x.
| tg%%HU()IIx

De forma andloga, denotaremos por LP(0,7;X), 1 < p < +o0, o espaco de
Banach das (classes de) fungoes u : (0,7) — X que sao fortemente mensurdveis com

|lu(t)]|x € LP(0,T). Nesse espago, a norma é dada por

[ull, x = (/OT [ u(t)[|% dt); .

Por L>(0,T; X) representa-se o espago de Banach de fungoes u : (0,7) — X

mensuraveis e essencialmente limitadas em (0,7), isto é,

sup ess |[u(t)|y < 400,
te(0,T)

cuja norma ¢ dada por

[u(t)]| o x = sup ess|lu(t)|x -
te(0,T)
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Observagao 1.4.1.
1. Se X for reflexivo entao LP(0,T;X), 1 < p < 400, € reflexivo;
2. Se X € separavel entao podemos identificar
[LP(0,T; X)] =~ L9(0,T; X'),
onde 1 < p < +oo e%—l—%:l.
Agora, vamos apresentar alguns lemas de imersoes entre esse espagos.

Lema 1.4.2. Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos que X — Y. Se

1<s<r<+o00, entao
L"(0,T;X) — L°(0,T;Y).
Prova: Ver p. 172 de [41]. |

Lema 1.4.3. Se i —i—% =1, ue LP0,T;X) ev e LI0,T; X’'), entao a funcao

numérica t — (v(t),u(t))x x estd em L'(0,T).

Prova: Ver p. 172 de [41]. n
Teorema 1.4.4. Sejam X e Y espacos de Banach com X — Y. Seu € LP(0,T; X),
com u, € LP(0,T;Y), entio u € C([0,T];Y).

Prova: Ver p. 172 de [41]. u
Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, com o produto interno ((-,-))x, o

espago L*(0,T; X) é um espaco de Hilbert com o produto interno
T
((w.0) = [ (wle), o(0)) . com . € HO.T5X).
0

Indica-se por D’'(0,7; X) o espago das distribui¢oes vetoriais sobre (0,7") com
valores X, isto é, o espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) em X.
Seue LP(0,T;X), 1 <p<+o0, entdo associa-se a u a distribuigao vetorial T},
definida por .
Tug) = [ uiolt)ir, ¢ € DO.T)
em que a integral é tomada no sentido de Bochner em X. Demonstra-se que T, é

univocamente definida por u, e entao, identificando u com T, , pode-se dizer que
LP(0,T; X) C D'(0,T; X).
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Defini¢ao 1.4.5. Dada S € D'(0,T; X), define-se a derivada de ordem n de S (no

sentido das distribuicoes vetoriais) como sendo a distribuicdo vetorial dada por

ars d"p
— =(=1)" — D(0,T).
(o) = O (S 52)  para todo € DO.T)
Para cada m € N, podemos definir o seguinte espaco

J

d
WmP0,T; X) = {u € LP(O,T;X)'—T% e LP(0,T;X), j= 1,2...,m},

" dtd
1
P
LP(O,T;X)> '

O espago W™P(0,T; X), com a norma acima, é um espago de Banach.

cuja a norma ¢ dada por

m

||u||Wm,p(o,T;X) - (Z

diu
dti

Jj=0

1.5 Teoremas de representacao e integracao por
partes

Teorema 1.5.1 (Teorema de representacao de Riesz-Fréchet). Seja H um espago

de Hilbert. Entao, para todo ¢ € H' existe um unico h € H
(p,v) = (h,v)g, Yv € H.
Além disso, ||9||m = ||h||1.
Prova: Ver p. 81 de [3]. n

Teorema 1.5.2 (Lema de Lax-Milgram). Seja a : H x H — R uma forma bilinear,

continua e coerciva. Entao, para todo ¢ € H' existe um tnico h € H tal que
a(h,v) = (¢p,v), Yv € H.
Prova: Ver p. 84 de [3]. |

Teorema 1.5.3 (Gauss-Green). Seja Q C RY aberto, limitado e com fronteira T' de

classe C*. Suponha que u € C*(Q), entdo

/uxid:c:/unids (t=1,...,N).
) r

Prova: Ver p. 629 de [§]. u
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1.6 Um pouco sobre as equacoes do tipo Stokes

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados relacionados a existéncia, unici-
dade e regularidade de solugoes de equacgoes do tipo Stokes.

Quanto estivermos lidando com vetores de RY, funcoes vetoriais de RY ou
espacos de funcoes vetoriais de RY usaremos letras em negrito para representa-los.

Introduzamos o seguintes espacos

V = {p e HYQ): V- p=0em 0},
H={peLl?Q); V-¢p=0em Qe ¢ -n=0sobre 90} ;

p= {7? e LZ(Q);/QW(X)CZX = o} .

Primeiramente, apresentamos a seguinte sistema:

;

yt—Ay—l—vp:f em QX(O,T),
V-v=0 e Qx(0,7T),
y m (0.7) (1.2)
y=0 sobre 90 x (0,7T),
y(0) = ¥yo em €.

\
Este sistema é conhecido como sistema de Stokes.
O préximo lema apresenta um resultado mostra que o sistema de Stokes esta

bem posto.

Lema 1.6.1. Assumamos que yo € V e f € L*(0,T;H). Entao, o sistema (1.2)

possui uma unica solugao forte (y,p), isto €,
e y e L*(0,T;H3(Q)NC([0,T); V), y: € L*(0,T; H);
e pc L*0,T; PN HYN));
oy, —Ay+Vp=~F eV -y=0 quase sempre em Q x (0,T);
e y(0) = yo.
Além disso, existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de €2, tal que
¥l 220,mm200)) + 1ell2xomry) + [Pl z20mm @) < C (1yollar @) + [IfllL2@xo.r)) -

Prova: Ver [51]. n
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Observagao 1.6.2. Seyy € H e f € L*(0,T;H), entdo o sistema (1.2) possui uma

unica solucao fraca, isto €,
e ye L0, 7;V)NC([0,T]; H) ey, € L*(0,T,V');

o pe L20,T;P);

o %(y(t),v) + (Vy(t),Vv) = (£(t),v), Vv €V no sentido de D'(0,T);
* y(0) = yo.

Lema 1.6.3. Sejam yo € W2 (Q)NH e f € L9(0,T;L%2(Q)) tal que V - £ = 0,
onde 1 < q1,q2 < +00. Entao, a unica solug¢ao (y,p) do sistema (1.2) satisfaz

y € L7(0, T; W*(9Q)), y, € L”(0,T;L®(Q2)), Vp € L"(0,T; L*(92)).

Prova: Veja o Teorema 2.8 de [23]. n

1.7 Desigualdade de Carleman

Nesta secao, serao apresentadas algumas desigualdades do tipo Carleman para
algumas equacoes que serao usadas nesta desta dissertacao.

Uma desigualdade de Carleman é uma estimativa L?-ponderada contendo gran-
des parametros para uma solucao de uma equacao diferencial parcial.

Primeiramente, apresentaremos um resultado de existéncia de uma determinada
fungao necessaria nas desigualdades de Carleman descritas abaixo. Assim, temos o

seguinte resultado:

Lema 1.7.1. Seja wy um aberto ndo-vazio de RN, com wy CC Q. Entdo, existe

uma fungdio n° € C*(Q) tal que
e °(x) >0, VxeQ
o 1° =0 sobre 09);
o |Vn°(x)| >0, Vx€EQ—w.

Prova: Veja p. 4 de [19]. u
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Com essa funcao 1° podemos definir as seguintes funcoes peso que serao usadas

nas desigualdades de Carleman. Para certos nimeros reais positivos s e A, definamos

/Mo _ A(mln® oo +n°(x))

a(x,t) = t |
4(T _ t)4
Al oo (0) (1.3)
g(X, t) = t4(T _ t)4 )

em que m > 4 é um numero real fixo. Note que a condi¢cao m > 4 torna o peso «
positivo.
Gracas a esta escolha dos pesos podemos encontrar a seguinte desigualdade de

Carleman:

Lema 1.7.2. [Desigualdade de Carleman para a equagdo do calor] Sejam Q C RN
um dominio limitado de classe C*, w um subconjunto aberto nao-vazio contido em
QeT > 0. Seja wy tal que wy CC w C Q e considere a fungdao n°, associada a w,
garantida pelo Lema m Entao, existem constantes positivas A\ = C(Q,w) > 1,
s1=C(Qw)(T"+T8) e C1(Q,w) > 0 tais que, para todo X\ > \; e todo s > sy, a

sequinte desigualdade vale:
8_1/ e (Joe]? + |Apl?) dadt
Qx(0,7)

+5A? / e B V|’ drdt + s°\? / e~ 23 o dadt
Qx(0,T) Q

x(0,T")

< (/ e~ 2% o, + Ap|dadt + 83)\4/ 6_25‘1§3|90]2da:dt) :
Qx(0,T) wx(0,T)
em que @ € C*(Q x [0,T]) com ¢ = 0 sobre IQ x (0,T).
Prova: Ver [13]. u

Observacao 1.7.3. Usando argumentos de densidade podemos garantir que a solugao
do problema adjunto da equagdo do calor, com dado inicial em L*(S)), verifica esta

desigualdade.

O préximo resultado serda uma desigualdade do tipo Carleman para a solucao de
uma equagao eliptica de segunda ordem geral com lado direito em H () e com
condigao de fronteira de Dirichlet em H %(89), em que {2 é um dominio limitado de

RN com fronteira I' de classe C2.
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Sejam g € HY?(T) e f, f; € L*(Q) para todo i = 1,ldots, N. Seja m uma solucio

da equacao eliptico:

N N N
O*m ( or 8(ci7r)) df;
Qjj=——— + bi— + +dr=f+» =2 em Q
T=g sobre T,

em que, a;; € C*(Q), b;, ¢;, d € L®(Q) parai, j=1,...,N e os a;; verificam

N
18>0, Z a;;(x)&& > BIEP?, VEERY, vx € Q.

ij=1

Seja w; um subconjunto aberto nao vazio de Q e n° a funcao dada pelo Lema
m, com wy CC wi. Considere a fun¢ao peso n(x) = ") em que A > 1 é um
parametro escolhido depois como um numero suficientemente grande. Assim, temos

o seguinte resultado:

Teorema 1.7.4. Assumindo as hipéteses acima, seja 7 € HY(Q)) uma solucao de
(1.4). Entdo, existem pardmetros A > 1, 6 > 1 e uma constante C > 0 (indepen-

dente de \ e o) tais que
2 2 22 2 (2 2 1/2 20 112 1 12 o
/ \Vr|Ze*dx 4+ o\ /7] [m[7e™dx < C'| o™ || g3z + —/ —e“7"dx
Q Q oN Jo
N
+Za/ |fj|277€2077dx+/ (|V7r|2+02/\2772\7T|2)620"dx>,
j=1 Q w1

‘v’)\>5\e‘v’02€r.

Prova: Veja [29]. u
Terminaremos este capitulo enunciando um teorema de funcao inversa utilizado

frequentemente na resolucao de problemas de controle:

Teorema 1.7.5. Sejam E e G dois espagos de Banach e seja A : E — G tal que
A€ CYE;G). Assumindo que eg € E, A(eg) = ho e A'(eg) : E — G € sobrejetiva.
Entao existe 6 > 0 tal que, para todo h € G satisfazendo ||h — hol|la < 9, existe uma
solugao da equacdo

Ale) =h, e€ E.

Prova: Ver [1]. |
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Capitulo 2

Controlabilidade exata local

Neste capitulo, apresentaremos um resultado sobre a controlabilidade exata local
a trajetérias para um sistema do tipo Boussinesq com controles distribuidos em
subconjuntos abertos de diametro pequeno. Em um primeiro passo, demonstraremos
uma nova desigualdade do tipo Carleman para um sistema adjunto associado ao
sistema em questao. Em seguida, obteremos um resultado sobre a controlabilidade
nula para um sistema linearizado em qualquer tempo T > 0. Ao final, gracas a um
teorema da funcao inversa, deduziremos o resultado a respeito da controlabilidade

exata local a trajetorias.

2.1 Formulacao do problema

Sejam 2 um dominio limitado de RY (N = 2 ou N = 3) cuja fronteira, 9%, é
de classe C? e T > 0. Seja w um subconjunto nao-vazio aberto de 2. Usaremos
as notagoes @ = 2 x (0,7) e ¥ = 0Q x (0,7T). representaremos por n = n(x) o
vetor normal unitario exterior a {2 no ponto x € 9€2. Denotaremos por C as varias
constantes positivas (usualmente dependendo somente de 2 e w).

Estamos interessados em obter resultados de controle para o sistema . Vamos
demonstrar que, sobre algumas condigoes geométricas, o sistema podera ser
controlado com N controles escalares em L?*(w x (0,T)), ou seja, vamos impor uma
condicao geométrica sobre o subconjunto w que diminui de N 42 a N o ntmero de
controles escalares necessarios para controlar o sistema (|1)).

Devemos impor algumas condig¢oes sobre a regularidade dos dados. Para este
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proposito, introduzimos o seguinte espaco:

H, se N =2,
LY(Q)NH, se N =3.

E=

Agora podemos estabelecer o conceito de controlabilidade exata local a tra-

jetorias do sistema . Primeiramente, definiremos uma trajetéria do sistema .

Definicao 2.1.1. Uma trajetoria para o sistema ¢ uma solugdo fraca (y,p,0,7¢)
do sistema com controles nulos, ou seja, € uma solucao do sistema

(

yt—Ay+(y-V)y+Vﬁ:§eN+E?, V:y=0 em Q,
0, —NO+5-VO=0 em @,
&% —At+y-Ve=0 em @, (2.1)
§:O,§:E:O sobre X,
y(0) =¥y, 0(0) = 0y, ¢(0) =7 em .

\

comy, € H e 0y, ¢ € L*(Q).

Defini¢ao 2.1.2. Seja (¥,7, 0, ¢) uma trajetoria do sistema . Dizemos que o
sistema (1)) ¢ exzatamente controldvel a trajetdria (¥, p,0,¢) quando existem controles
escalares v, wy, wy em L*(O x (0,T)) (v = (v1,...,vn)) tais que, toda solugdio de
(1)), satisfaca

y(T) =5(T), 0(T) = 0(T) e «(T) =(T). (2.2)

Quando esta propriedade é vdlida para todas as trajetorias de , dizemos que o

sistema tem a propriedade de controlabilidade exata a trajetorias.

Aqui temos um esbogo ilustrando como a solugao (y, p, 0, ¢) é dirigida a trajetoria

(¥,P,0,¢) no tempo T.

(Yo,00,Co)

(Yo,00,Co) (y,6,c)
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Para obtermos a controlabilidade local para as trajetorias do sistema com
N controles escalares deveremos impor algumas hipéteses sobre o subconjunto w e
sobre as trajetérias. Assumiremos que existe xg € J2 e £ > 0 tal que ny(xg) # 0

para algum k£ < N, e ainda,
wNoQ DO B.(x) N O, (2.3)

em que B.(xp) é a bola centrada em xy de raio ¢ e ng(x¢) é a k-ésima coordenada
de n no ponto x.
Antes de enunciar o principal resultado desta dissertacao, impomos algumas

hipéteses sobre a trajetéria:

_ _ 9 K > g, se N =3,
y € L*(Q), 7, € L*(0,T;L"(Q)), em que (2.4)
k>1,se N=2
e
_ _ ) K> g, se N = 3,
0, ce L>®(Q), 0y, ¢ € L*(0,T;L"()), em que (2.5)

k>1, se N=2.

Teorema 2.1.3. Seja (V,7,0,¢) uma trajetéria de (1) satisfazendo as condigoes
(2.4) e (2.5). Entdo, para cada T > 0, existe uma constante 6 > 0 tal que, para
qualquer (yo, 0o, co) € E x L2(Q) x L*(Q)) satisfazendo

|(y0, 6o, co) — (?o,50,50)|!L2(Q)xL2(Q)xL2(Q) <9,

o sistema (1) ¢ exatamente controldvel a trajetéria (¥,p,0,¢). Além disso, se su-
pormos que o subconjunto w C Q satisfaz (2.3), o resultado seque valendo com os

controles v, wy e wy tais que vy = vy = 0.

Para provar este resultado, primeiramente trasformaremos o problema de contro-
labilidade exata local a trajetoérias para o sistema em um problema de controla-
bilidade nula local para um sistema equivalente. Em seguida, a partir deste sistema,
definiremos uma aplicacao e entao, a tarefa sera verificar que esta aplicacao satisfaz
as hipoteses do Teorema Veremos que para obter uma determinada hipdtese

do Teorema [1.7.5] sera suficiente provarmos um resultado de controlabilidade nula
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para a seguinte linearizacao do sistema em torno da trajetéria (¥, p, 0, C):

(yt—Ay—l—(y-V)?Jr(V-V)y+Vp:F+v1w+9eN+cB> em Q,
V.y=0 em @,
O, —AO+5-VO+y V0= fi+wl, em  Q, (26)
¢ —Ac+y-Ve+y-Ve=fy+wsl, em Q,
y=0,0=c=0 sobre 33,

L ¥(0) =yo, 0(0) = by, c(0) = co em ()

em que Fj, fi e fo sao fungoes apropriadas que decaem exponencialmente a zero
quando t — T~
Provar o resultado de controlabilidade nula para o sistema ([2.6) reduz-se a ob-

termos uma desigualdade de Carleman para o sistema adjunto de ([2.6)):

(

—p, —Ap — Dy +Vr=G+0Vy+eV( em Q,

V-p=0 em Q,

=AY -y - V=g +p-eyx em @,
_ — (2.7)

G —AC=yY-V(=ga+¢-b em @,

p=0 v=C=0 sobre I,

| @(T) = @ W(T) =4, ¢(T) = Go em  Q

em que D é o gradiente simétrico ( D = Ve + (V)™) e Gy, g1, g2 € L*(Q).

2.2 Estimativas de Carleman para o sistema (2.7

Nesta secao iremos obter uma desigualdade de Carleman para o sistema adjunto
R.7), em que Gy, g1 e go serao funcoes em L*(Q)). Antes de apresentarmos essa

desigualdade de Carleman, introduzimos algumas funcgoes peso:

~ _ S/mIPlls0 _ Mmoo
a(t) = min a(x, t) = AT 1) :
i ed/4am|n’lloe _ oAmln°]loo
a*(t) = I}I{leaga(x, t) = AT 1) :
) . Amln e
§(t) = I}Ile%lf(xa t) = HT 1 (28)
i} A (m+1)[1n°loo
§(t) = ngf(X, t) = (T

a(t) = 5)\678@5*’ p(t) = 815/46728d+sa*£*15/47
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em que s e A reais positivos, a e § foram definidas em (1.3), m > 4 é um nimero
real fixo e n° € C?(Q) é uma funcao dada pelo Lema com wy CC w.

Ao longo desta dissertacao usaremos as seguintes notagoes:
I(s,\; f) = 3_1/ e 28l (|ft|2 + |Af|2) dxdt
Q
+ s\? / e~ BV f|Pdadt 4 s3A\* / e~ 28| f|2dxdt
Q Q

I(f,g,h) = 1(s, X f) + I(s,A;9) + (s, A h),

em que f, g, h: (@ — R sao funcoes em que as integrais acima fazem sentido.

A desigualdade de Carleman citada acima ¢é estabelecida pelo seguinte resultado:

Teorema 2.2.1. Suponhamos que a trajetoria (y, p, 0, €) do sistema satisfaz as

condigoes 1' e 1' Entao existem trés constantes positivas S, 5\, 6, dependendo
somente de w e (2, tais que, para todo (g, o, (o) € HXx L2(Q)x L*(Q) e (G, g1, 92) €

L2(Q) x L*(Q) x L*(Q), a solucao (yp, m, ¥, () de verifica

I(‘wayC) S 5 (815/2)\24/ 6—43&—&-2504*5*15/2(’G’2 + ‘91‘2 + ’92’2)dth

Q (2.9)

+ 516)\48/ 67856&65&*5*16(’@’2_’_ ‘w’2+ \C|2)dxdt>,
wx(0,T)

para C = 6(1 +T?), para todo s > §(T* +T%) e

A=A (1 + [[Flloe + 10lloc + I€lloe + ||yt||%2(0,T;L*”~(Q)) + Hgt”%Q(O,T;L“(Q))

_ — by =12 2112 212
ey + B2 4 TR )

Prova: Para compreendermos melhor, a prova sera dividida em algumas etapas

visando a eliminacao de um termo que envolvera a pressao.
Etapa 1. Estimativas de Carleman para as equacoes do calor

Primeiramente, vamos olhar a primeira equacao do sistema (2.7) da seguinte

forma

—p, — Ap = G + OVi) + eV ( + Dypy — V.

Assim, podemos aplicar a desigualdade de Carleman para a equacao do calor,

dada no Lema [1.7.2] a equacgao satisfeita (. Dai, temos que existem constantes
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C=C(Quw), \g >1esy>0 tais que

Hoxig) < € ([ e (Dgsl + 1Va + IGE + [F0P + [e¥ ) d
Q

(2.10)
+ 83)\4/ 6_28“§3|¢]2dxdt) ,
wx(0,T)
para todo s > so(T7 + T%) e todo A > \o.
Observemos que, em virtude da defini¢ao de £ (veja (1.3])), temos que
¢ <OT, (2.11)

para algum C' > 0, independente de \.
Assim, podemos eliminar o termo envolvendo D¢y no lado direito de ([2.10]).

Para s > 517% e A > A\{||¥]|oo; com 57 >0 e Ay > 8¢ obtemos

sy

N

C|Dgy|* = C (Z (Vi -y + 0ip - y>2> < 40|35 Vel?

i=1
4C? 1
S1 OTS

4C

= s T ITIIel <

slI¥ 15 Vel

N sE[Vep|*.

N | —

4C*
< S—lfSH}’Hio’v‘P\z <

Combinando a desigualdade anterior e o termo envolvendo D¢y no lado direito
de (2.10]), obtemos um termo que serd absorvido pelo termo com s\? que aparece
na expressao de (s, A; ¢). Assim, deduzimos facilmente de (2.10) que

I(s,\;) < C (/ 6_28°‘|V7T|2dxdt—|—/ e~ 3| G|*dxdt
Q Q

+ I|§HZO/Qe_28°‘|V¢]2dxdt+|]E||C2,O/Qe_2w\VC]2dxdt (2.12)

+ s\ / on e‘25a§3|go|2dxdt),
wXx (0,

para todo s > so(T7 + T®) e para todo A > Aa(1 + [|¥]|o0)-
Anélogamente podemos aplicar o Lema as equacgoes satisfeitas por ¢ e (,

dai encontramos

I(s,\0) < C(HyHio/ ezsa]VWdedt—l—/ e~ 2% oy Pdxdt
Q Q

+/e‘25"|gl|2dxdt~|—33)\4/ 6_25“§3|w|2dxdt)
Q wx(0,T)
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I(s,X¢) < C(||y\|§o/e2sa|vg|2dxdt+/e2”|<p-6>|2dxdt
Q Q

+ / e~ 2% go| Pdxdt 4 s3\* / eQS%B\gy?dxdt),
Q wx(0,T)

para todo s > s3(T7 +T%) e A > A3, em que pn = ¢ - ey. Aplicando o argumento
anterior, obtemos
I(s,\;9) < C (/ 6_25a|g0N|2)dxdt+/ e~ 2% gy |Pdxdt
Q

N (2.13)

+ 53\ / on 6_28a53|1/1|2dxdt>
wx (0,

I(s,\;¢) < C (/ e 2% - ﬁ|2dxdt—|—/ e~ 2% go|Pdxdt
“ N (2.14)

+ 53\ / 625“£3K\2dxdt> ,
wx(0,T)
para todo s > s4(T7 + T®) e para todo A > (1 + [|7]|o0)-
Combinando (2.12)), (2.13)) e (2.14)), podemos concluir que

6.0 < [ 2 (GP + 11 + b

Q

x| o [+ (gt
wx(0,T)
_>
+/6230‘|V7T|2dxdt+|]b||2/e23a]<p]2dxdt (2.15)
Q Q

+ +/ e‘zsa\g0N|2dxdt+||5||zo/ e~ 25| Vap|Pdxdt

Q Q

T e /Q emrvq?dxdt) |

para todo s > s5(T7 + T?) e para todo A > A\5(1 + [|¥]|~)-
Vérios calculos semelhantes aos anteriores levarao a absor¢ao dos quatro ultimos
termos do lado direito de (2.15]), fazendo uso das integral globais de ¢, Vi) e V(

que aparecem em I (¢, 1, (). Dessa forma, temos

I(p,9,() < C (/ 6_250‘|V7T|20b<0h‘+/ eGP + [0 + |gof*)dxdt
© N (2.16)

e / R R |<|2>dxdt) |
wx (0,

- —
para todo s > sg(T7 +T8%) e A > \g (1 + [|¥]loe + 10|00 + [IT]|oc + || B H1/2).
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Etapa 2. Estimativa da pressao

Até agora, os argumentos usados foram classicos. A parte mais delicada desta
se¢ao comegard agora, onde iremos estimar a integra global ponderada de |V7|? na
desigualdade (2.16)) em termos de: integrais locais ponderadas de |7|? e |V7|?; um
termo relativo ao trago de 7; e outras quatro integrais globais ponderadas envolvendo
G2, [Ve|?, [VY]? e [V(|>. Com um argumento similar ao da etapa anterior, elimi-
naremos as integrais globais envolvendo [V|?, [V1|? e |[V(|?. Para isto, usaremos
argumentos semelhantes aos usados em [12] e [26].

Aplicando o operador divergéncia na primeira equagao em (2.7), vemos que
A7 (t) = V - (Depz(t)y(t) + 0(t)V(t) + E(t)V((t) + G(t)) em Q, (2.17)

para quase todo t € (0,7T).
Desde que o lado direito de (2.17) pode ser visto como um termo de H'(Q)
(w(t) € H'Y(Q), para quase todo t € (0,T)), podemos aplicar Teorema [1.7.4] Da,

existem trés constantes C(2,w;) > 0,7 > 1 e A > 1, tais que
/ (V7| dx < / V72?7 dx + o* \? / n*|m|2e® M dx
9) Q Q
<C (0/ ne*” (DY + OV + V(¢ + G) (1) [Pdx (2.18)
Q
—}-0‘1/2620—”71-(.[;)||?—Il/2(8ﬂ)+/(|V7T|2 + 0‘2)\2772|7T|2)620'77dx) ,
w1

q. s. em (0,T), para todo A > X e 0 > 7, onde wy CC w; CC w e 1 dada em (1.4).

Vamos conectarmos esta tltima estimativa com ([2.16]). Para isto, tomemos

S

2 e 219
T T - (2.19)

e multipliquemos a desigualdade ([2.18]) por e, onde

B/4mn°|oo

P
ST — 1)

r=—
Note que

6207767“ — e—250¢7 on = 857

0.1/2 — 81/251/2, eTe20 — p—2sa
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Assim, integrando, em ¢, a desigualdade (2.18)), obtemos

/625a|v7r\2dxdt§ C {s/ (10112722 Vb |* + |[el2 e~ > V¢ [?) dxdt
Q@ Q@

b5 [ (PGP + 7] eIVl axi
¢ (2.20)

T
+ 81/2/0 672301 51/2H7T<t>”§{1/2(39)dt
+/ (6_2‘(”0‘|V7T|2 + 82)\26_2sa§2]7r|2) dxdt| ,
W1><(0,T)
para A > \; e s > s;71°.

Observagao 2.2.2. Notemos que o definido por (2.19) serd maior que & se tomar-

— 0
mos s > e Ml e

Etapa 3. Estimativa do trago da pressao

Nesta etapa o objetivo ¢é eliminar o termo do traco da pressao. Para isso, usare-
mos estimativas classicas para as solugoes dos sistemas de Stokes.
Tomemos
= 81/467301*51/4

e consideremos as seguintes funcoes:

¢ =p, T =T,

onde (¢, m,1,() é solugdo do sistema (2.7)). Dessa forma, podemos concluir que

(¢*, ") é solugao do sistema:

;

—p; —Ap*+Vr*=G* em  Q,
V-p* =0 em Q,
p" =0 sobre Y,
e*(T)=0 em €,

com
G =79y (G + Dy + 0V +EVC) — Y.
Desde que G* € L%*(Q), podemos usar as propriedades de regularidade das
solugdes do sistema Stokes (Veja o Lema e deduzimos, em particular, que

/(]W*]2+ IV |?)dxdt < c/ |G*|? dxdt.
Q Q
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Combinando a continuidade do operador traco com a desigualdade anterior, te-

mos que
T
T ()12 /2o dt < C |+ |Vr*|?) dxdt < C | |G*|*dxdt
HY/2(09)
0 Q Q
<c (s1/2||y||2o [ e
Q

+sl/2|\9|\§o/ e~ 297 V2 Wy 2 dxdt
9 (2.21)
45 el [ e Pt
Q

+ 517 / e {12 G| dxdt
Q

- |%|2rso|2dxdt) .
Q

Pelas definicoes das funcdes o* e & (veja (2.8)), tendo em conta ([2.11]), temos
que

81/26_28(1*51/2 < 81/26—250151/2(CT8§)1/2 < Se—?sag‘

Assim, estimamos integrais (2.21)) envolvendo V¢, Vi), V( e G por
s [ (@26IGE + [ Vel + [Be > ¢ITuf + [elfe € V) dxc,
Q

para s > sg1°°.
Agora obteremos uma estimativa da derivada com relacao ao tempo da funcao
peso :

—sa* ~ en* %2 81/4 o ~
v = (81/46 sa 51/4)t — oS (—35/404t§1/4 + Té- 3/4£t) .

Notemos que

s/axm[n°] - |’ ]\ P
(& oo e oo (& oo A~
—af = 4T -2t S — — ATERA,
ar = 4 ) #5(T — 1) R YT &
5/4
. Al /M0 oo Al X
= AT -2)———s <A ———— < AT | ———— = 4T,
S ( )t5(T — )5 = 7 (T —t)5 t4(T — t)* ¢
Assim, temos
— 55/4042‘51/4 < AT$P/AE3/2, (2.22)
Sl/4 .
T@g*i”/‘* < TsY4el/?, (2.23)
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Dessa forma, usando (2.22), (2.23) e que 1 < C's§, concluimos que
v < e SVAT(EV? 4 45€3/2) < C¥/ A Te0e3/?,

em que s > s97® e C > 0 é uma constante independente de X e s. Com isto,

estimamos a integral envolvendo ¢ no direito de (2.21)) por
CT?s°/? / e~ 25083 || 2dxdL.
Q

Usando (2.20), (2.21)) e as estimativas acima, obtemos
/ e |\ Vr|dxdt < C [s/ (eGP + [[¥|I2e ¢ Ve|?) dxdt
Q Q

w5 [ (B 26 Vul + elfe 26V P) dxds
¢ (2.24)
‘I‘/ (G_QSQ‘VTFF+82)\2€_28a§2|ﬂ|2) dxdt
le(O,T)

+ T285/2/ 6_2sa§3|(‘0’2dth:| 7
Q
para A > A\jg e 5 > 51071,
Combinando ([2.16]) e (2.24)), encontramos
Mo, C (s [ emmGpasdt s [ e (laf + oyt
Q Q
+slFl [ et + Bl [ o vufax
Q Q
dlell [ oVt + 1252 [ e regpPaxdt (225)
Q Q
+/ e” 2| Vr|?dxdt + 52)\2/ e 25 )2 dxdt
w1 x(0,T) w1 %(0,T)

x| o |§|2>dxdt) ,
wx (0,

= —

para A > Al (1 + ¥ )le + 18I0 + IIElloo + | B H%) e s> sy (T7 +T9).
Como mencionado antes, vamos eliminar as integrais globais envolvendo V¢,
Vi, V(e pem (2.25). Assim, tomando s > s;2T% e A > Aia (|[¥]]oo + [|0]/c + [[E]|o0)

temos

1

_ 1 1
Cs™T? < 5%, Oyl < 5A% ClIOIE < 5A% e Cllels < 5A%

1
2
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Dessa forma, temos a seguinte desigualdade:

I(p,0,() < C (s/ 625“6\G\2dxdt+/ e (|g1f* + 1g2f*) dxat
Q Q

+ / e |\ Vr|2dxdt + s*\? / e P rPdxdt  (2.26)
le(O,T) UJ1><(O7T)

x| ol L) dxdt) |
wx(0,T

para A > Aa(1+ [Flloe + [l + 2l + [ B1/2) € 5 > s1a(T* + T%).

O resto da prova serd dedicado a eliminarmos as integrais locais envolvendo
a pressao e o gradiente da pressao que aparecem no lado direito de . Nossa
estratégia sera a seguinte: primeiro substituiremos a fungao peso na integral local da
pressao por outra que nao dependera da variavel espacial, mas apenas da varidvel

temporal. Isto permitird reduzirmos nosso problema a apenas estimarmos uma

integral envolvendo |V7|2. Dai, desde que (¢, 7,1, () ¢é solugao de (2.7)), a tarefa se

reduzird a estimarmos duas integrais locais envolvendo [Agl|? e |¢,|*.

As definigoes de &, £ e fi (ver (2.8])) nos dao

32)\2/ 6_28a§2|7r|2dxdt§/ ||| 7|2 dxdt.
w1 X (O,T) w1 X (O,T)

Vamos escolher a pressao m de maneira que sua média integral, em w;y, seja zero,

isto é,
/ m(t)dx =0,
le(O,T)

Assim, aplicando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (Teorema [1.3.7)), temos

para quase todo t € (0,7).

que existe C' > 0 tal que

/ 17(t)]Pdx < C/ |V (t)Pdx,
w1 w1
donde temos que

|12 |7|2dxdt < C |||V | 2dxdt.
w1 X(O,T) w1 ><(07T)

Desde que 1 < Cs?)\%2€2, faremos a seguinte estimativa para as duas ultimas

integrais do lado direito de (2.26)):

/ (e Vr P+ s?N?e 2 ¢?|x|?)dxdt < C / |V [? (s* N2> + | i]*) dxdt
wlx(O,T

) w1 X(O,T)

< C/ ||V Pdxdt.
w1 %X(0,T)
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Da desigualdade acima e de (2.26)), obtemos

I(,9,¢) < O(s / ™| GPdxdt + / ™ (|g1]* + lgaf?) dxdt
Q Q
+ 83A4/ 6—25a£3| (LP|2 + |,¢|2 + |C|2) dth (227)
wx(0,7)

+ / |ﬂ|2|V7r|2dxdt) ,
w1><(0,T)

= -
para A > Ay (14 [Fllo + [Pl + elloe + [ B11/2) € 5 > s14(T* + T%).

A primeira equagao de (2.7)), nos dé que
[ aPvePixa< | [ (GPIGE + ISRl dxa
w1 x(0,T) w1 x(0,T
+/ o (OB IV + llellZl a* IV ) dxdt  (2.28)
w1 X 0,

T / m|2|sot|2dxdt+/ AP ApPdxdt]|
(/J1><(0,T) (/J1><(O,T)

Etap 4. Estimativa da integral local de |A¢p|*

Nesta etapa, estimaremos o termo local envolvendo |A|* em (2.28). Para isto,

primeiramente introduzamos dois conjuntos abertos ws, ws satisfazendo
w1 CC wy CCwyg CC W,

e uma fungao p € D(ws), em que p = 1 em ws.

Assim, podemos definir
u(x, t) = () p(x) Ap(x, T — t) em RY x (0, 7).

Observemos que u é estendida a R sendo zero fora de w3 x (0,T"). O objetivo

serd estimarmos a seguinte integral:

/ lu|2dxdt.
w1 x(0,T)

Notemos que u satisfaz uma equagao do calor. De fato, aplicando o operador
laplaciano na primeira equagao do sistema ([2.7)), tendo em mente (2.17)), obtemos
que

(Ap(T — 1)), — A(A@(T — 1)) = h(t) em Q, (2.29)
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para quase todo t € (0,7), em que
h(t) =A((D@y)(T — 1) + AG(T — 1)) + A(@VH)T — 1)) + A(EVO)(T ~ 1)
— V[V (Dey)+V -G+ V- (Vy)+ V- (V)] (T —1).
Temos as seguintes identidades:

w(x, ) =u(t)p(x)(Ap(x, T=1)): + fu(t)p(x)Ap(x, T—1);

Au(x,t)

A)[Ap(x)Ap(x, T—t)+p(x) A(Ap(x, T—1)) +2Vp(x)-V(Ap(x, T—1))]
Assim, gracas a , deduzimos que u é solucao do sistema

w,—Au=L em RY x(0,7),

00 i (2.30)

em que
L(t) = pi(t)h(t) + pii (D A@(T — £) — 2(6)Vp - V(Ap(T — 1) — Apju(t) Ap(T — 1),
em 2 x (0,7).
Observacgao 2.2.3.
1. Notemos que L € L*(0, T; H2(RY)) e a priori temos que u € L*(0, T; L2(RY));

2. Da equagao (2.30), temos que u; € L*(0,T;H2(RY)). Assim, gracas ao
Teorema[1.4.4], o cdlculo de uw em t =0 faz sentido;

3. Da forma como definimos as fungoes a e &, podemos definir j1(0) = a(T) = 0,
0,

e assim, 1 € C[0,T). Portanto, é natural termos o dado inicial u(0) =
4. O sistema (2.30) possui exatamente uma solucio u € L?(0, T; L*(RY)).

Agora, reescreveremos L em uma forma mais apropriada, isto é, como a soma de
duas funcoes: na primeira, juntaremos todos os termos onde encontrarmos derivadas

parciais de segunda ordem de pG, pD@¥, pdV), peV( e pp; na segunda, incluiremos
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todos os outros termos. Mais precisamente, escreveremos L = L; + Lj, com

Li(t) = i(t)A (0Depy) (T—t) + i) A(pG)(T—t) + i) A(pBV)(T 1)
+ DA PRV (T —t) — )V [V - (0Dey)] (T—1)
— WOV [V - (p8V)] (T—t) — s(t)V [V - (pVO)] (T—1)

— WOV [V (9G)] (T—1) + () A (p0) (T 1)

La(t) = — A)Ap(Dy)(T — ) — 20(t)Vp - V(DY) (T — 1))
— ) APG(T — 1) — 2(H)Vp - V(G(T — 1)
— O AEVE)(T ~ t) — 20(t)Vp - V() (T ~ 1)
— AT ~ 1) = 20(t)Vp - V()T ~ 1)
— O AEVO)(T — 1) — 2(t)Vp - V(@VO(T — 1))
+t)V(Vp - (DeF)(T — 1)) + jlt)Vp(V - (Dpy)(T — 1))
AV (Vp- G)(T 1) + 4t)Vp(V - G(T — 1))
AN (Vo - (@VO)T — 1)) + 40)Vp(V - (FVH)(T ~ 1)
AV (Vo - (@VONT — 1) + At)Vp(V - @VC)(T 1))
— () Apip(T — 1) — 24 (1)V p - V(o (T — 1)
— 20(t)Vp- V(AQ)(T — t) — at) ApAgp(T — ).
Observemos que Ly (t) tem suporte contido em wg\wg para quase todo t € (0, T)
(p = 1 em wy e derivadas de p aparecem em todos os termos de Ly (#)). Notemos

que L, L; € L*(0,T; H2(RY)) e que Ly € L0, T; H(RY)).

Se encontrassemos duas fungoes u; e uy em L?(0, T; L*(RY)) satisfazendo

{mmAmLiwlRNme% 2o

u;(0)=0 em RY

para ¢ = 1, 2, entao teriamos u = u; + uy e seria suficiente estimarmos as integrais

/ lw|%dxdt, i =1, 2.
wx(0,T)

Nas proximas duas etapas nos concentraremos em encontrar e estimar as fungoes

u; € Ug.
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Etapa 4.1. Definicao e estimativa de u;

Desde que Ly € L?(0, T; H 2(RY)) temos que u; é a solugio por transposicao do
problema de Cauchy ([2.31]) (para i = 1).De fato, u; é uma funcao em L?(0, T; L2(RY))
tal que, para cada f € L2(0,T;L2(R")) vale a seguinte igualdade

/ u - f dxdt = / L, -z dxdt, (2.32)
RN x(0,T) RN % (0,T)

em que z € a Unica solugao do problema

—z;—Az=f em RY x(0,7),

o o (2.33)

Observagao 2.2.4. Para todo f € L*(0,T; L%(RY)), o problema (2.33)) possui uma

inica solugao z € L*(0,T; HA(RY)), e esta depende continuamente de f.

Dai, u; estd bem definida (gragas a unicidade de z) e

/ u; - f dxdt = / L, -z dxdt
RN % (0,T) RN x(0,T)

< Ll 220, mm-2@ ) || 2] 220,782 (YY)
< C||Lu|| 20,rm-2@™) Il 200,702 (mY))
Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que
Hu1 HLQ(O,T;LQ(RN)) S CHLl HLQ(O,T;H_Q(RN))' (234)

Além disso, desde que L; € L*(0,T;H 2(RY)), o Teorema [1.4.4] garante que
u; € C°[0, T]; H2(RY)). Assim, u; resolve (2.31)), para i = 1.
Usando o fato que

AT — 1) = ift), ¥ t € (0,7),
a partir de ([2.34]) deduzimos que

/ lw, *dxdt < C (/ |[L,0Dcpy]2dxdt+/ |1pG [2dxdt
RN % (0,T) RN x(0,T) RN x(0,T)

+ / |ipfV o 2dxdt + / |1peV ¢ [2dxdt
RN % (0,T) RN x(0,T)

- |mpso|2dxdt) ,
RN % (0,T)

para alguma constante C' > 0.
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Desde que p se anula fora de ws e é limitada, finalmente obtemos

/ lu, [Pdxdt < / lu, |2dxdt
w1 x(0,T) RN x(0,T)
<C (/ |ﬂG|2dxdt+/ |fieop|* dxdt
w3><(0,T) LUSX(O,T)

+ / |ﬂDgoy|2dxdt + / |,&§V¢\2dxdt
wz X (0,T) w3 x(0,T)

+ / |ﬂEVC|2dxdt> :
UJ3><(0,T)

para alguma constante C'(w, ) > 0.

(2.35)

Etapa 4.2. Definicao e estimativa de u,

Agora trataremos o caso ¢ = 2 do problema de Cauchy , onde o lado direito
é um elemento de L?(0, T; H 1(RY)). A existéncia e unicidade de solucao para esse
problema em L2(0,T; H'(R")) ¢ cldssica. Relembremos que Ly(t) tem suporte em
w3\ para quase todo t € (0,7) e que, w; e ws\Wy sd@o conjuntos disjuntos.

Primeiro escrevamos us em termos da solugdo fundamental H = H(x,t) da

equagao do calor. Para isso, primeiro reescrevamos Lg na seguinte forma
Ly = Ly + V- Lo,.

Observemos que Lo e Loy sao fungoes de quadrado integravel, com supp Loy e
supp Loy estao contidos em ws\wy x [0, 7], escritas como somas de derivadas até
segunda ordem de produtos D?pG, iDPpp, iDPpDey, iDPpdN Y, D peV( e
' DP pp, com 1 < |3 < 4.

Definamos d = dist(Ows, dws) > 0. Assim, para quaisquer X € ws\ws € X € wy,
temos |x — X| > d. Portanto, a solugdo da equagao calor pode ser escrita da

seguinte forma:
t
uy(x, t):// (H(x—X,t—7r)Lo (X, 7)—Loo(X,r) - VgH (x—X,t—1)) dxdr, (2.36)
0 wg\wz

para todo (x,t) € wy x (0,7"), onde

1

—1x|?
W@ I /4t, V(X, t) S RN X (0,+OO),

H(x,t) =
Vx ¢ o gradiente em relacao a X.
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Usando integragao por partes em (2.36)), isto é, passando todas as derivadas
espaciais de Lo e Loy para H e VxH (este cdlculo é possivel pois a integracao
estd sendo realizada em uma regiao onde H ¢é de classe C*°). Assim, obtemos uma

expressao para up da seguinte forma:

(x,1) / / DIH(x — X,t — r)DEp(X)z 5(X, 7)dXdr,  (2.37)
UJ3\LU2

EIXJ

em que todo v € I satisfaz |y| < 3, todo € J satisfaz 1 < || <4 e

Z%ﬁ(f, 7") = ﬂ(r) [C%gG(f, ’I“) + D%/ggo(i, ’I“) + E'y,ﬁDQOy(i, T) + N%/Bng(v’ ’I“)
+P,50V (X, )] + M, it (r) (X, 1),

com Cy g, Dy g, By g, Myg, Nyg, Pyg € R
Logo, de (2.37)) obtemos

|ugxt]<// Z|D7Hx—xt—r)\\(xr)|dxdr
w3\w2

para todo (x,t) € wy x (0,7, em que

z(X,r) = o(r) [C1G(X, 1) + Cop(X,7) + C3 D@y (X, 1) + C40V (v, 1)
+CSEVC(§7 T)] + CG/ALT (’I")Lp(f, ’I“).

Notemos que para 0 < d < d, existe uma constante C'(w) tal que
|ID"H(x — %, t —1)| < Ce /4=,

para todo (x,t) € wy x (0,7, (X,7) € (w3\w2) x (0,1) e qualquer vy € I.

Dessa forma, existe uma constante C' = C(w) > 0, tal que

wx o <C [ (@) 2%, 1) axdr.

(w3\w2)x(0,t)

Integrando |uy|* em w; x (0,7) e usando a desigualdade de Hélder, temos

T t 2
/ luy|?dxdt < C / ( / ( / e 05 (%, r)|di) dr) dt
w1 X (O,T) 0 UJ3\w2
t ) 2
< C/ (/ )/ (/ e™? M“”\z(i,rﬂdi) dr] dt
0 w3
t
<cT / ([ o late ) lgar )
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para algum C(w) > 0.
Agora, escrevamos o tltimo termo da desigualdade anterior como uma con-
volugao, isto é,

/T(hl * hg)(t)dt,

onde
hl(t) = 6_52/2t1(07+00) (t) - L1 (R),

ha(t) = 12, D72y Loy (1) € LH(R).
Assim, usando a desigualdade de Young (veja o Teorema [1.2.3)), obtemos

// [y [*dxdt < CT/ |z|*dxdt.
wi X (O,T) w3 X (O,T)

De acordo com a expressao de z, encontramos

/ [y |2dxdt < CT (/ |fieep|* dxdt +/ |i|?| Dy |>dxdt
w1x(0,T) w3 x(0,T)

w3 X(O,T)

+/ m|2|§w\2dxdt+/ |22V ¢|Pdxdt  (2.38)
w3 X (O,T) w3 X (OvT)

+/ |ﬂ|2|g0|2dxdt+/ m|2|G|2dxdt> :
w3 x(0,T) w3 x(0,T)

Juntando (2.35)) e (2.38)), temos a estimativa desejada para o laplaciano de ¢:
/ || Ap|Pdxdt < C(1+T) (/ |12 Doy | dxdt
w1 X (O,T) w3 X (O,T)

+ / |fiep|Pdxdt + / |12 |0V |*dxdt

w3 X(O,T) w3 X(O,T) (239>
o[ apevcPasa s [ s

w3 x(0,T") w3 x(0,T)

+/ |,a|2|G|2dxdt) :
OJ3><(U,T)

Etapa 5. Estimativa da integral local de |, |?

Nesta etapa, continuaremos seguindo as idéias dadas em [12], 26] para limitarmos
o termo envolvendo |¢,|* no lado direito de (2.28)). Para este fim, vamos decompor
nossa solu¢do como a soma de duas solugoes, (@, T, {E, E) e (@, T, 12, E), de

sistemas do mesmo tipo de (2.7). Em particular, olharemos para os sistemas de
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Stokes cujas solugoes sao (@, 7) e (@, 7). A solugdo @ receberda um tratamento
global e aplicaremos apenas estimativas de energia de sistemas do tipo Stokes. Por
outro lado, trabalharemos com termos locais de @, onde a vantagem estd no fato
que @, terd sentido.

Sejam (@, T, J, 5) e(p, T, 12, Z) as respectivas solugoes (tinicas) dos sistemas:

( _ ~ ~

—p, — Ap — Doy + V7 = uG +60Vy +eV( em  Q,
V.p=0 em  Q,
i — A —T -V = em :

%t f y f 191 Q (2.40)
—G— A=Y V(=g em @,
5520,122520 sobre X,
| (1) =0, (1) = 1) =0 om0

¢ (

—@, — AP — DPY + V7 = —p + 0V +eV¢ em  Q,
V-p=0 em  Q,
~ — A —F -V = —pb + pgp - ey em @,

¢ T N (2.41)
—G—A(—-Y-V(=—m(+up-b e @,
42:0,1;:6:0 sobre X,
@(T) =0, &(T) =((T) =0 em Q.

\

em que 7(t) e 7(t) tem média integral nula sobre wy, para todo t € (0,7).

Adicionando (2.40) e (2.41) veremos que (@ + @, 7 + T, O+, C+ Z) e
(up, pr, pab, pC) resolvem o mesmo sistema, em que (@, 7,1, ¢) é a solucao de (12.7)).
Assim, pela unicidade de solugao de sistemas do tipo (2.7)), concluimos que

pe =@+ @, pm =747, pp =0+, ¢ =(+C

Consequentemente, o termo a ser limitado sera

[ retaxit= [ P
w1 x(0,T) w1 x(0,T)

(2.42)
<[ W (B B el dxi
le(O,T)

em que /1'721&2 — 8711/2/\26725(1 +2sa(€*)711/2'
Concentraremos nossa atencao em encontrar estimativas para as derivadas com

relacao ao tempo de @ e @.
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Etapa 5.1. Estimativa de ¢,

Nesta etapa, vamos obter uma estimativa da integral local de ¢,. Para isto,
vamos estimar a integral local de ¢, por uma integral global em ) e em seguida,
combinaremos estimativas de regularidade para sistemas de Stokes e calor, sem o
uso da funcao peso, para obter a estimativa desejada.

Sendo mais preciso, tomaremos s e A de forma que s > s157° e A > )5 para

obtemos

0 0
Amln| (eAnn u,l) )

—2s T vi o
~2sa* 4256 _ ( (Tt o~ 2515 (ellm lloo —1)eAmlIn® oo

(&

IN

0
—_Cermlnlloo
e

3*11/2)\2(5*)711/2672504*%5& < 5711/2>\2(5*)’“/26*06*"1””0“00
< (515T8)*”/2)\2(CTS)ll/zefceAmnnOuoo
< ON\2e-CemIn e

m 0 oo P . . .
Observacao 2.2.5. Notemos que CN2e=CermIm e g uniformemente limitada para A

suficientemente grande.
Portanto, aplicando as estimativas de regularidade para a solugao de ([2.40) de-

duzimos que @;, 1 e ¢ pertencem a H'(0,T; L*(Q)) N L2(0, T; H%(2)) e, além disso,

HQBH?{1(07T;L2(Q))OL2(O,T;HQ(Q)) + ||wH%Jl(O,T;LQ(Q))OLQ(O,T;HQ(Q))

B (2.43)
+HCH?Jl((),T;L?(Q))QLQ(O,T;HQ(Q)) <R <H/LGH%2(Q) + ”Hm”%z(Q) + HN92H%2(Q)> )

em que
R=C [1 + (17012 + 10112 + [lel12.) eCT(HIl?HiQ+||éugo+||a||§o)} ‘

Combinado a desigualdade (2.43)) e a Observacao [2.2.5 obtemos a seguinte de-

sigualdade desejada:

/ ( )M_2ﬂ2’¢t|2dth <R (HMGH%Q(Q) +lug1ll2q) + HMQQ”%?(Q)) ;o (2.44)
w1 X(0,T

em que
R=C 1+ (1712 + 181 + [El2,) TSI PR ]
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Etapa 5.2. Estimativa de ¢,

Nesta etapa, o principal objetivo é obter uma estimativa da integral local do
—2A21 12 C . . . d ’ f b

termo p°i°|@,|*. Conseguir uma estimativa deste termo é uma tarefa bastante

dificil. Usando como ferramentas as estimativas a priori para o sistemas de Stokes e

calor obteremos uma estimativa da integral envolvendo ¢, em termos de outras inte-

grais que serao absorvidas posteriormente. Isto serd possivel gracas as hipoteses de

regularidade impostas sobre as trajetérias. Mais precisamente, no termo envolvendo

P, em (2.42)), integraremos duas vezes por partes em relagdo a t. Assim, obtemos

811/2)\2/ 672sa*+23d(£*)711/2|§5t|2dxdt

w1 % (0,T)
1 1944 ~

_ —8_11/2)\2 / (6—2504 +25a(§*)—11/2)tt“‘0|2dxdt (245)
2 w1 x(0,T)

—8_11/2>\2/ 6—2$a*+2$d(§*>—11/2§5tt . @dxdt.
UJ1><(0,T)

Tal integracdo é possivel porque e™25"+25¢(¢*)=11/2 ¢ gua derivada em relacdo a t
pertencem a C§°(0, 7).

Notemos que seguindo os mesmos passos feitos na etapa anterior, encontramos
que sT1/2)\2(g72sa"+2s6 (£4)=11/2) | ¢ limitado superiormente para s > s16(T* +T%) e
A > g, entao fixamos nossa atencao na ultima integral de . Primeiramente,
definamos a funcao

- 8711/2)\756728a*+2sd(£*)711/2.

Utilizando as desigualdades de Holder e Young, deduzimos heuristicamente, que

—)\7/ TPy - Pdxdt < N ||T¢tt||L2(O,T;LT(w1)) HSAOHL?(O,T;LT' (w1))
w1><(0,T) (246)

< Lo < 2 1)\14 ~ 112

=35 ||790tt||L2(0,T;LT(w1)) + 2 HSOHLQ(O,T;L’“/(M)) ’

emqueg<T</{seN:Z’)e1<r</<seN:2,comr’éoexpoenteconjugado
de r (k foi definido em ([2.4))).

Posteriormente, veremos que 79, € L*(0,T;L"(w;)). Dessa forma, desde que
® € L*(0,T; H*(Q2)), temos que a desigualdade é valida devido as seguintes
imersoes de Sobolev
1<l < +o00, se N =2;
1<1<6, se N=3.

H*(Q) — H'(Q) — LYQ), com
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Veremos que um ponto chave da prova foi a forma como aplicamos a desigualdade
de Holder. Observemos que a fungao peso agora acompanha somente @,,. Isto dard
consequencias desejaveis, uma vez que seremos capazes de fazermos um tratamento
local para termo em @, ao passo que apenas um argumento global serd possivel para
0 termo em ;.

Vamos analisar agora o ultimo termo do lado direito de . Para isso, consi-

deremos uma fungao v € C*(ws) tal que
wi Csupprv Cwy, 0<v<lemwyer=1em w.

Dessa forma, temos

~ 112 ~112 “ 2
H<P||L2(0,T;Lr’(w1)) < C HV‘P”Lz(o,T;H?(m)mHg)(wQ)) <C ||A(VQO>HL2(O,T;L2(LU2))
= C HZIBAU + 2(vl/ : V)@ + Z/AZIBHiQ(O,T;L%o.Q)) )

uma vez que H?(wy) N HY(w;) estd imerso continuamente em L™ (w;).
Agora, da mesma maneira que fizemos na etapa 4, obtemos uma estimativa de
||1/Ac/,5||ig(07T;L2(w2)). De fato, uma vez que @(7T) = 0, é suficiente aplicarmos a

estimativa " com @ = ;57 1/1 = {ﬂ\a C = Ea T = %7 ,a = 17 G = P, W1 = Wa,

Wy = W3 € W3 = Wy, em que wy € um conjunto aberto satisfazendo
w3 CCwy CCw.

Com isso temos
1B raen < C [ (1@ +VBF + AF) dxi
UJQX(O,T)
< C(1+T) U (lg)*+ |Ve]?) dxdt+/ | D@y | dxdt
sz(O,T) w4><(0,T)
b [ (VIR VTR + ol + upance].
w4><(O,T)

Lembrando da forma como definimos ¢, {D\ e E, temos que

I + Vet < 2021 +[Vel” + u*(lel” + Vel
VP < 2(0VOP + [uP Ve P);

IVCP? < 2(VCP + uPIVE).
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Assim, desde que (@, 1;, Z ) é a solucao fraca do sistema ([2.40)), podemos utilizar
os resultados da etapa 5.1 (veja (2.43))) para obtermos

HS/5||iz(o,T;Lw(w1)) < R(1+T) [HMGHi?(Q)"‘ HMQlH%%Q)"‘ “NQQH%?(Q)

" / (P + |el?) o2t (2.47)
wax(0,T)

[ PVl + VP + Vx|
wa % (0,T")

em que R é dado como em ([2.43)).

Os quatro primeiros termos do lado direito de ([2.47)) serdo mantidos até chegar-
mos a desigualdade final, enquanto o quinto serd analisado posteriormente.

Agora trataremos com o termo envolvendo @,, em ([2.46]).

Gracas a , temos que a quadrupla (¢,T, 0, 5) = (18, 7T, TiZt, Ta) é
solugao do sistema:

;

—p, —ANp—Dpy + Vi =G+ 0V +evV( em  Q,
V-p=0 em @,
—G—AC=Y V(=0 em @,
¢:0,YL:5:O sobre 3,
@(T) =0, %(T) = {(T) =0 em  Q

em que

G = —Tpesp + pep, — DPY, — EV@Z - Etva — TP

g1 = =7l + e — plpn)e — upn — Vi - VO = mithy;

9 — - ~ —~
g2 = —T[MttC + G — M(‘Pt : b) —mp-b -y, VC] — TGt

A fim de obtermos uma estimativa de @, em L*(0,T;L"(Q2)), primeiramente
deduziremos estimativas de Dy, §V1/v) e EV& neste mesmo espaco. Com efeito,

basta olharmos (¢, 7, ¥, ¢ ) como a solugao fraca de (2.48]). Assim, temos que

l@ll20.1:v) + ||¢||L2(0,T;H1(Q)) + ||C||L2(0,T;H1(Q)) (2.49)
<C <HéHL2(O,T;H—1(Q)) g1l 20,71 0)) + H§2HL2(0,T;H—1(Q))> ,

em que

O — CeCTOHTIEAHBIZ A elZ)
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Logo, temos uma limitagao para || D@||r2(q), HV@EHLz(Q) e |’V5HL2(Q)-

A partir de agora, vamos aceitar que os seguintes termos (7D@y,);, (T@tVzZ)i,
(re,V()i, 7V, - Vb, 7, - VC pertencem a L2(0,T; L"(2)), e isto serd provado na
etapa 6.

Agora, vamos decompor os termos da primeira equagao do sistema que
nao tem divergéncia nula. Mais precisamente, gracas a decomposicao de Helmholtz,

existem funcoes reais, hy e ho, e fungoes vetoriais, hz e hy, tais que

D@y + 0V +eV( = Vhy + hg;

D@y, + 10,V + 76,V = Vhy + hy

em que Vhy, hy € L(Q), V-hy = 0 e Vhy, hz dependem continuamente de
D@y + 6V + eVE em L3(Q); Vhy, hy € L20,T;L7(Q)), V-hy = 0 e Vhy, hy
dependem continuamente de 7 D@y, + T@tVzZ+ TEtVE em L2(0,T;L"()).

Desta forma, a primeira equagao do sistema (2.48|) pode ser escrita da seguinte
forma:

—p,— Ap+Vin =1,

em que m =7 — hy — ho ej:TuttQO—TﬂtQOt—TtQ/5t+h3+h4.

Notemos que J tem divergéncia nula, ou seja, V - J=o0 Assim, aplicando o
Lemal[1.6.3| podemos deduzir que ¢, € L?(0,T;L"(£2)) e temos a seguinte estimativa

1@l L2 0. ) < ClI 20 @), (2.50)

para uma constante positiva C' que depende somente de 2.

Uma vez que L"(Q) — H1(Q), (2.49) e (2.50) implicam que

7@l 20,75 0)) < C(HthSOHLQ(Q) + Iz @) + [T DLyl 20mr @)

+ 78V 20 + 176V 20 @) + 1@l
+ ||7'Mtt¢||L2(Q) + ||T,Ut¢t||L2(Q) + ||TM(‘PN)t||L2(Q)

+ T w2 + 175, - VIZHL?(O,T;LT(Q)) + ||Tt$t||L2(Q)
+lraallez + IrmGllzae + I - Bl

— . —~ —~
+ [T - b2y + 175, - V< L2027 0)) + ||7'tCtHL2(Q)>>

em que € = C[1+ (7|2 + 812 + [[e)eC (151 +1P1E el
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Combinando a ultima desigualdade com ([2.45)), (2.46)), (2.47) e fazendo algumas

estimativas, obtemos uma desigualdade de seguinte forma

/ ( M;2ﬂ2‘®t‘2dxdt < C|:)\14<1 + T) <H/LGH%2(Q) —+ HMQIH%Q(Q) + HMQQH%Q(Q)
w1 x(0,T

+ HMQO||%2(O,T;L2(W4))+ ”Mt(PH%2(O,T;L2(w4))+ H/JJVLPH%Q(O,T;L%UM))
Vel 201020 T H/LVCH%Q(O,T;L2(w4))> + [T llLz )
+ I epllne @ 17 DBY 2oz @yt I1T0:V 9 | 2o o)
+ ||TEtVE||L2(O,T;LT(Q)) + [17PellL2) + ITral L2 (@)
+ [T ebellz2@) + lI7nlen)il @) + I n | 2@
+ 117, - VOl r2oizry + Il zag) + 1T peeCll 2oy
Gl + e Bl + e - Bl
+[I7y: - VZHL?(O,T;LT(Q)) + HTtaﬁHLQ(Q) :

em que C' é da mesma forma como na desigualdade anterior.

Para finalizar esta etapa, combinamos (2.42)), (2.44)) e a desigualdade anterior

para obtemos a seguinte estimativa de ¢,

/ o it < C[A“u ) (I8G iz + lugrllFaigy + 1923
w1 X (U,

+ el T20,r12000) + 1Pl 2071200

+ ||Nv¢||%2(O,T;L2(w4)) + H/LVTPH%?(QT;L?(M))
+HMVCH%2(O,T;L2(¢U4))> el + ITmedlz @)
+ ITDPYl 120071 (0)) + HTgtVQZHL?(O,T;LT(ﬂ)) (2.51)
+ ||TEtVE||L2(0,T;LT(Q)) +Inlle2 @) + ITratlliz)

+ ITpetell o) + Imulen)illrz@) + ITrepn 2@

+ Iy, - Visz(o,T;Lr(Q)) + ||Tt{b\t||L2(Q) + 1Tl 2 ()
+lrailes + e, Bl + i - Bl

+ 1175, - V| 2omizr ey + 11|z |

em que C' é da mesma forma como na desigualdade anterior.
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Etapa 6. Estimativas de 7Dy, T?tVQZ, TY, VQZ, TEtVE, TY, VZ.

A estratégia que seguimos nesta etapa é deduzir uma estimativa de 7¢;, 7'12 e TZ,
em L>=(0,T; WH(Q)) para todo | < +o0o. Note que, uma vez que isto é alcancado,
das hipoteses e e da escolha que fizemos para r podemos obter, sem muita
dificuldade, uma estimativa de (71 D@y, );, (T?tV@i, (TEtVE)i, TY, V'(Z, TY, - VE em
L*(0,T; L"(Q)). Por exemplo, usando a desigualdade de Holder, temos

T N 2
< [ (B Ol OFOl )

T
S ] AOT A
< Il A
— LOO(OTW n 7" )) (OvTvL (Q))

Nesta etapa, precisaremos das seguintes imersoes:

L*(0, T; H*(Q)) N L>=(0, T; HY(Q)) < L*(0,T;L*(Q));

L*(0,T;L5(Q)) N L>=(0,T; LZ(Q)) — L*(0,T;L*(Q)); (2.52)
2 6 4/3
—1e L= — =1.
em que o + T e s + k;4

A quadrupla (7@, 77, T’(Z, TE) resolve o seguinte sistema:

;

—(1@) — A(rp) = D(7@)y +V(r7) =M em  Q,
V-(rg)=0 em Q,
—(ﬂf)t - (T@D) v (TA@/)) =m em (), (2.53)
—(70)¢ — A(rQ) = ¥ - V(7¢) = m» em @,
Tp =0, Tw = T( =0 sobre X,
(r@)(T) =0, (r)(T) = (7¢)(T) =0 em

em que
M = —7@ — T + OV (1) + 2V (70);
my =~ — T + Ti(en);
my = —7 — T ¢ + TP - B))
Vamos deduzir que 7g;, TQZ e TZ pertencem a L (0, T; W (Q)) por meio de um

argumento de bootstrap.

45



Primeiramente, olhando 712, T{D\ e ’/'E como a solugao forte de (2.53)) e usando

o fato que H'(Q) — L%(92), concluimos que
D(r@)y, 0V (r0), eV(r) € L*(0, T; L)) N L*(0, T3 LA (©).

Dai, por ([2.52)), estes termos também pertencem ao espaco L*(0,T; L¥(Q)).

Usando novamente a decomposicao de Helmholtz, escrevemos
D(r@)3 + 0V (1¢) + eV (7() = hs + Vhg,

para hs, Vhg € L*(0,T;L*(Q)), com V - hs = 0, em que hs e Vhg dependem
continuamente de D(7@)y + 0V (1) + &V (7C) no espago L* (0, T; L*(Q)).

Agora, olharemos a primeira equacao do sistema com uma pressao 77 — hg
e um lado direito —7:¢p — T + hs cuja divergéncia é nula. Portanto, usando o
Lema , deduzimos que 7@ pertence a L*(0,T; W2k1(Q)). Podemos também
concluir que TzZ e TZ pertencem a L* (0, T; W2 (Q)) e que

~

|7 (%, @7 )HLks(o,T;wZM(Q)) < C|lhs — nip — TMtSDHLks(o,T;LM(Q))
+ [y - V(T{D\)—Tt@Z—Tﬂt¢+7M90N||Lk3(o,T;Lk4(Q)) (2.54)
7T V== e+l Bl ks o4
Portanto, (D(7®));, V(T A) e V(TE) pertencem a L* (0, T; W1 (Q)).

Agora, podemos escolher ky € [3,6) e assim concluirmos que (D(7®));, V(T{b\) e
V(T/\) pertencem ao espago L*(0,T;LY(Q), com | > 6 e k3 € (2,4] (veja (2.52)).

Observacao 2.2.6. Acima, usamos o fato de que a condicdo 3 < k4 nos garante

que WL (Q) estd imerso continuamente em L'().

Em segundo lugar, vamos fazer outra decomposicao de Helmholtz aplicada ao

seguinte termo D(7r?)y + 0V (tw?) + &V (72%) e escrevemos
D(r@)¥ + 0V(r¢) +eV(r¢) = hy + Vhs,

para hy;, Vhg € L*(0,T;L{(Q)), com V - h; = 0, em que h; e Vhg dependem
continuamente de D(r@)y + 0V (1)) + &V(7¢) no espaco L* (0, T; L1(2)).
Assim, utilizando novamente o Lema [1.6.3, obtemos que V(77) pertencem a
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L¥(0, T; L)) e

IV (77 = hs)ll ks 0,700 < B (ITABlle2@) + 1A z0) + 1(78):lle2@)
+ | (m@)ellLa@ + ALz @)+ (Trep)illLz(@)
+ 788 20) + 17dllz2@) + (Tl 2@
+ m Vel + IVl + Irued ) 2.55)
+ [7ACN 2@) + 7€l 2@ + 1T Oell 2@
+ 7€l + I Vellez@) + 17wl @)
+lIrrenllzz@ + ITrVen|ez @)
+lrle Bl + V(e B) i) -
em que R = C(1+ [[7]|% + 1011% + [Ill3)-

Esta desigualdade é suficiente para assegurarmos que 7;, T?,/D\ e TQA“ estao no
espaco L°°(0,T; WH(Q)) com estimativas explicitas. Por exemplo, vamos encontrar
uma estimativa de 7% em L>*(0,7; Wh(Q)). Para este fim, olharemos para a
primeira equacao de como um sistema de N equagoes do calor em que o

lado direito é dado por
Bz’ = _Tt@i - TetQOZ' + <h7)@ + (9@(7'% - hg) € LkS (0, T, LZ(Q))

e representaremos a solugao através do semigrupo do operador da equacao do calor.

Assim, temos

t
T lwie) < 0/ (t = 5)"2IIB(3) lrqey ds, ¥ ¢ € (0,7).
0

em que B = (By,...,By). Desde que ||B(-)|lLi) € L™(0,T) e ks > 2, pois
tomamos k4 < 6, a desigualdade de Hélder garante que [|7(-)|lw1iq) € L=(0,T) e

HT@HLM(O,T;WU(Q)) < C(1 - kzls/2>71/kéT71/2+l/k/3”BHLkz(o,T;Ll(Q))a

1 1 _
em que k3+kg_1-

O mesmo é verdade para 7'1; e TZ . Entao, de ([2.55)), obtemos a regularidade
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desejada para 7@, Therle
172l oy < CT VSR (I ABlLagg) + 17 APl 2 g
+1TB)eleigy + 17 B)ellagy + I Al
e +||rad]| o+ |7 L.,

-
T R 78 7 o

LG P

) N (2.56)
+ [T 2 @t HTACH 2 ‘

| + e,

il o) + stoNIILZ(Q) + TVl g

L?(Q)) '

Como mencionamos anteriormente, combinando (2.4)), (2.5) e (2.56|) encontramos

que (TD@Y,):, (T@tV@i, (TEtVZ)i, Tyt‘VTZ, Tyt-VZE L3(0,T; L™(9)). Além disso,

L2(Q)

T@“

Q) "’ 171V Iz (q)

— —
+ HTM(SO' b)‘ . va(w- b)‘

em que R=C(1+ ||?HC2>O + ngzo + ||E||io)

I7D@.l|20rar o + |78V + v

L2(0,T;L7 () L2(0,T;L7(Q))

~]

+ nyt - V(¢

_ -VA‘
+ HTyt (0 L2017 () L2(0,T;L" ()

= » L2(Q) 'Ap L2(Q) ) L2(Q) ?): L2(Q
< K (7A@l ) + 1T APl L) + 1(78)illeg) + (7@l

Tw‘

/ / 7
i Al HIH ) + 727, + 7] .., .57

fe

—l—’T'VAH + [T’V + |7
20 (G @) TV g2 + | Ml/JHm(Q)

+rad] L+ +ed
CL?(Q) 2(Q) (r¢):

T’VAH
¢ L2(Q)

+ 1T VCllLe ) + IITH Cll 2y + 71N |12y + 71V o Iz (g

LQ(Q)) ’

R =TV 58 (15, a0 + 100 oz @y + 1ol i)

+ HT;LV((,D : ﬁ)‘

_>
+ HT - b
e b) 0

em que

with R = C(1+ [7)% + [[0]°. + [Iel1%).

Observagao 2.2.7. A poténcia de T depende somente de k, veja (2.4) e (2.5)),

uma vez que k determina os valores admissiveis de | e ks. Com efeito, do fato que

2 < k3 < 4 encontramos que 4/3 < kb < 2 e portanto, 0 < —1 4 2/k} < 1/2.
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Combinando as estimativas (2.51)) e , obtemos

R _ —=116 _ 3|2 all? +i1e)?
/ Lmiwczxdt < O+ 1S, + [[B]|°. + 1], eCT v+l el
w1 X O,T

— 2 3112 — 2
X <HYtHL2(0,T;L7"(Q)) + Het HL?(O,T;U(Q)) +le ||L2(07T;L"'(Q))>

2
N T) (I0G s + it + el

+ ||M¢||%2(O,T;L2(W4)) + |/~L/90|%2(0,T;L2(w4)) (2:58)
+ ||NV<P||%2(0,T;L2(¢U4)) + Huvw||%2(07T;L2(UJ4))
IV oz ) + (1+TV2) (h() + a(®)
F Q)+ Tu(@) + (@) + J6<E>] ,
em que
Ji(p) = 1" lliog) + 171 Plliaig + T eillia g
+ It Al +lITlon)ilFa@y+ I enl T2
+lruonliag + Irndenlia + [rute- B)|
2
+WMW77HM@+MWWP?ﬂm@+HwAw bﬂm@;
L) = Tl 72 + 71720
+ "TﬂlAw“i2(Q) + |’7/MI¢“i2(Q) ;
T3(C) = 71"l ) + 1T Gl 22 )
(2.59)

2 2
+ T Al L) + 171 ¢l gy 5
Ji(P) = ITAPlL2g) + 1T AP L) + 171l g

"X

~ 112 ~ 112
TPl + 17 90HL2 + HTQOtHLQ Q>%

0 = [0+ |25, + 0
[0 Hwt v

HO = | +H<T>’ B
Y i
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Etapa 7. Ultimos arranjamentos e conclusoes

Uma vez que (@, b, Z) = (—¢ + e, — + pp, —C + p¢), podemos estimar

Ji(@), J5(v) e Js((), respectivamente, por

~ 112 ~ 12
ITAPIr2g) + 7A@z (g
~ 2 ~ 2
+ 17 @ullrzg) + 17 Pllzg)

N~

2 ~ 112
+ 17" @2 ) + 17112 (q) (2.60)

2 2
+ITAeleg) + 117 Ae]lL2(g)
2 2
+ 17 eullrzg) + 17 llrz )
2 2
+ 17" 0llLe ) + 1Tt ) »

2

Jerad

Jra7)

2
L*(Q) L2(Q)

~|12
4

2

T/Jt

|

!

L2(Q
2
0 + ITAY |72 g

L*(Q)

n H”Zt (2.61)

2
L2(
2 2
+ () A2y + 17"YlI72(q)
2 2
+ 17l 2 i) + ITll72(g)

2

2]

o+ |erac

2

2
L*(@Q
~12

L2(Q)

- TIZt

|

|
L2(Q) L2(Q)

o T IPA ) (2.62)

+ HT&

2
L2(
+ 1) A 2q) + I17"¢ 72y
+ 117G 2 + 16l 2 -
Para todos os termos relativos a ¢, @Z e E , usaremos a estimativa desde

que 7, 7" e 7" sdo fungdes limitadas em [0, T, para s > s¢(T* +T°). Assim, usando
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(2.58)-(2.62), temos que

. ~ 2
|M(|02|T(A)0t|2dth <CK [)\14(1 +T) (||HG||L2(Q) + ||M91||%2(Q) + ||M92||%2(Q)
w1 X (U,

+||M90||%2(0,T;L2(UJ4))+|M,<P|%2(O,T;L2(w4))+||uv¢||%2(L2(w4))
T30 02wy + 1BV 0z

+ (14 T) (Il el ag) + Il g

+lri itz + ITnldellizg) + 17 nAPL2 q)

+ 17 e 120 + 17 el i2 ) + 17" 1 lE2 )

+ HT/J/SOHi?(Q) + HTNQOt”i?(Q) + HT//ALPH?J?(Q)

+ 17 w122y + ITHAD |72y + 1T 1 V|72

7 b3y + 7 il 3y + 170 2 (2.63)
+ Tl Te ) + ITbellizg) + 71" Yl 72 )

+ HT/L/Q/}t”%?(Q) + [T AY |22 ) + 1T AL q)

+ 17 A2 i) + ITAC T2 ) + 1711720

+ ||7'”M§||%2(Q) + ||T/MCt||2L2(Q) + ||T//C”%2(Q)

+ HTM/CH%%Q) + ||TMCt||2L2(Q) + ||7'M”<||2L?(Q)

1l T2 + lmule - ﬁ)t\liz(@ + |l (e - E))Him)
il - BBt ruA(e - B) [t Irnlon)ell3

i onlag) + 1T e 1220 + ||wA90N||2i2(Q>> }

em que
=~ — - _ _ - _ 12 1110112 |2
R = (1 I3 B3 N5 7l 2y g ey )OO PR,

Agora estimaremos os termos globais em ¢, ¥ e e mostraremos que eles podem
ser eliminados usando o lado esquerdo de (2.27). Para este fim, vamos primeiro

escrever abaixo algumas limitagoes das fungoes peso que aparecem em ([2.63)):

|T/i‘ < 018T8_7/4)\_56_Sa*(f*)_7/4,
|7_Iu/| + |7J,u| < 019T8_3/4/\_46_5a*(g*)_l/Q,

|T//~L/| + ’7'”/1| + |7_,u//| < 020T281/4)\_4€_sa*€3/4.
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Com isto, para 0 < § < 1/2, temos
T (| + |7} < Coys™ 200" (61)712
TB(‘T//,L/| + |T”M’ + |TM”D < 02283/2)\7467511*53/2’
para s > s;(T7 + T%).
Combinando isto com (12.63)), temos
T AN~
/0 APlpiPdxdt <CR [X4(1+T) (16Ga(g) + 1911320y + g2y
w2
+ ||H<P||%2(0,T;L2(w4) + |M,90|%2(0,T;L2(w4) + ||MV77Z)||2L2(L2(0J4))
+HNVS0H%2(0,T;L2(W4)) + ||MVCH%2(0,T;L2(W4)))>
A0 [ 2@l + ¢
Q
st [ e @) o + 18P + [P
Q
w57t [ e AU+ G + AP i
Q
para s > sg(T%+ T%) e
Desde que a*(t) = max «(z,t), tomando
€N

_ — _ _ = _ oT(1+1512+|8]1% +ial?
A> Ao (1+uyr|oo+HeHm+uc||m+||ytH%zwHetn%zw||ct||%z(m+e A+ F1EH[O A “w>),

vemos que

T
] il Pixar < €320+ T) (0GR + oy + Nigelleo
w2

+ ||/’1’(P||%2(0,T;L2(w4)) + ||N/S0||%2(0,T;L2(w4)) (2.64)
HIeVellLa 0 rn2w + 1BV L0102 (0))
+||MVCH%2(0,T;L2(O4))> +el(s A 0,0, 6),

para C' > 0, em que € é uma constante pequena que depende de () e w.

Finalmente, combinando (2.27)), (2.28)), (2.39) e (2.64)), encontramos

I(s,,0,0) < CA*(1+T) <HMG||¥J2(Q) + ||M91||%2(Q) + HNQzH%?(Q)

+ H:UJ(PH%Q(O,T;LQ(M;)) + ”M,QOH%Q(O,T;LQ(‘%)) (2 65)
+“,U/V<PH%2(O,T;L2(W4)) + Hﬂvw“%Q(O,T;LZ(M))

1V H%z(o,T;L?(wm) )
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para s > syo(T* + T%) e

A y 0 [ y 7] = CcT+1512 418117 He?
A > A<1+HyHoo+H9Hoo+Hclloo+||yt||iz(mk|!0t||%2(LT¢||Q||§2(U)+€ (+IgI2+]7]|” -+ oo))

Resta apenas livrar-nos dos termos locais de Vi, V¢ e V({ que aparecem no

lado direito de (2.65)). Entao, introduzimos uma fungao 9 € Ci(w) tal que
v=1lemwy, 0<9 <1,

Assim,

T T
/ 1P| Ve dxdt < / / P9|Vepl2dxdt
0 Jwy 0 Jw

1 [T T
= 5// |u|2Az9|go|2dxdt—//|M|219Acp-gadxdt.
0 Jw 0 Jw

Aplicando a desigualdade de Young na tltima integral obtemos seguinte estimativa:

T T
// |u|2]ch\2dxdt§C’s)\24(1+T)//e
0 Jwy
sTIATH 1+T //

para uma constante C'(Q,w) > 0. Calculos andlogos podem ser feitos para as inte-

grais de Vi e V( e obtemos

T T
// \u|?| V|2 dxdt < C’s)\24(1+T)//e
0 Jwy

¢ op|*dxat

7 AplPdxdt,

71)\ 24 1 T
i // V=1 Ap|Pdxdt,
€
T T .
// 2| V¢ Pdxdt < 03A24(1+T)//62w A" | 2t
0 Jwy
—1)\ 24 1 T
i // V1 A¢Pdxdt,

Consequentemente, para quaisquer
N _ = _ — - _ cT+712+H|9]|” Hiel?
A> A(1+||y||oo+HGHJ||c||oo+||yt||%2<mk||et||%z<m+||ct||%z<m+e sl w>),
e s > so(T* +T?), obtemos de (2.65]) que
I(s, 3 .6,0) <C (A/ e 1520 (G + |gn [ + | )l
Q
T ~
+ 816)\48//6—85a+65a 5*16(|¢|2_}_ |0|2+ |C|2)dxdt)
0 Jw
Esta é exatamente a desigualdade de Carleman dada no Teorema [2.2.1] [ ]
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2.3 Uma nova desigualdade de Carleman para o
sistema adjunto

Estabeleceremos uma nova desigualdades de Carleman para as solugoes de ([2.7))
e, a partir desta, obteremos um resultado de controlabilidade nula para o sistema

(2.6) com um nimero reduzido de controles escalares. Assumiremos que w, y, 6 e ¢

satisfazem (2.3)-(2.5) e, por simplicidade, que N = 3 e ny(xq) # 0 (veja (2.3)).

A desigualdade de Carleman que encontraremos terd a seguinte forma

I, ,0) < C ( / PGP + |ga[2)dxdt + / Rl Paxdt
Q Q

T T
+//p§!wz\2d><dt+//pilwdxdt
0 Jw 0 Jw
T
[ p§|<|2dxdt),
0 Jw

em que I(¢p,1,() foi definido na secao 2.2, e py1, p2, ps, ps € ps sdo apropriadas
fungoes peso que se anulam exponencialmente quando ¢ — 7'~. Na préxima segao,
utilizaremos estéd desigualdade para provarmos a controlabilidade nula de (2.6) com

controles v1,, wy1, e wyl,, satisfazendo v; = vy = 0.

Lema 2.3.1. Suponhamos que N = 3, ni(xo) # 0 e w, ¥, 0 e ¢ satisfazem ([2.3)-
[2.5). Entdo existem constantes positivas C, @ e & dependendo de Q, w, T, ¥, 0 e
¢ com0<a<aelba—15a >0 tais que, para quaisquer G € L*(Q), g1 € L*(Q),
g2 € L*(Q), ¢y € H, ¥ € L*(Q) e (o € L*(Q), a solugao associada de (2.7)) satisfaz
—4a+2a
I(s. X 0.6,() < C ( / eI O(T — 1) 0(|G? + g ) dxalt

/ €;3<2¥+—t3)4 = 252(T _ t)*252]g1]2dxdt

/ / AT 4192 _ )12 502 it (2.66)
// Hrsof - 268 (T _ =263y 2 dxdt

+ / / et4<Tt>4t64(T—t)64\§|2dxdt>.
0 Jw

Prova: Da desigualdade de Carleman ({2.9) (veja o Teorema |2 , é claro que,

tomando

— 0 0
@ = sl Paminllee _ il

)
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5/4x1m|[7°| oo Al(m+1)Hn°||oo)

a = so(e —e )

Gy = (1 + T2)sITAB A DIl
obtemos
| T =)+ ol G + 18+ 10+ 1)
+ /Qet‘*(TMW*t_‘l(T — )" (|IVel* + VY ? + |V(|?)dxdt
o T )l 4 ¢t 2.67)

—4a+42a
=G (/ T a0t (T — )" O(|GP + |g1 2 + |go]?)dxcdt

// eﬁﬁft—ﬁﬁt T —1)"%(|]? + 10)* + |§|2)dxdt> )

Notemos que 0 < a < @. Além disso, observando que \; pode ser tomado suficiente-
mente grande, 16a — 15a = soe™ (D"l (e%(m_‘l)”’?(]”w + 15e= Ml — 16) > 0.
Apliquemos (2.67)) para o conjunto aberto wy C w definido como segue. Escolha-

mos € > 0 tal que
ni(x) # 0 Vx € B.(x0) N 0w N O =: T..
Entao, definamos
={ze€Q: x=w+r7e, wel,, |7 <7} (2.68)
Tomando e, 7° > 0 suficientemente pequenos, ainda obtemos
wo C w e dy := dist(wp, dw N Q) > 0. (2.69)

Observemos que com esta escolha, para cada P € wy temos que um dos dois
pontos da reta { P + Re;}, que instersecta 0f), pertence a dwy.
Depois que aplicamos a desigualdade (2.67) ao conjunto wy, nosso objetivo sera

estimar o termo

—8a+6a
/ / eP 0TS (T — 1)764(| o, [2dxdt

em termos das integrais locais de @9 € 3.
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Agora apresentamos um esboco dessa situagao:

X,

Q

X4

Para este fim, para cada (x,t) € wy x (0,7") denotaremos por I(x,t) (respectiva-
mente, [(x,t)) o segmento que comeca em (x,t) com direcio e; no sentido positivo
(respectivamente, negativo) e termina em Owg x {t}. Assim, desde que ¢ tem di-

vergéncia nula e ¢ = 0 sobre X, obtemos

p1(x,t) = / (Oatp2 + O3403)(T1, T2, 73, 1)dT 1,
1(x,t)

para cada (x,t) = (x1, 22, 13,t) € wy X (0,T).

Para simplificar, introduzamos a notagao
—8a+6a
B(t) = e?@-0Tt=8(T — ¢)=64 vt € (0, T).

Agora, aplicando a desigualdade de Holder e o Teorema de Fubini, temos

T T
] swletasi<c, [ [ s ( / (|32902|2+|33<P3|2)d51> dxct
0 Jwg 0 Jwo I(x,t)

T
:C’g//(|@2<p2|2+|83<p3|2)( i ﬁ(t)dml) dZ dzodzsdt  (2.70)
0 Jwo

1(Z1)

T
<[] 500t + sl
0 wo

em que [(T;) representa o segmento [(Ty, 22, 23, t). Entdo, introduzamos um apro-

priado conjunto aberto nao-vazio wgg verificando
wo C wog C w, dy = diSt(woo, Ow N Q) >0edy:= d’ist(wo, 8&)00 N Q) >0
e uma funcao ¥ € C?*(wyy) tal que

9=1lemwy, 0<¥<1
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e ¥(x) = 0 em qualquer ponto x € wyy satisfazendo dist(x, dwg N Q) < do/2 , em
particular ¢ e suas derivadas se anulam em dwgy N 2. Disto e do fato que ¢|xs =0

segue que
/ / B(t) Ospi Paxdt < / / (1) i P
woo
1 2 1 2
WOO
/ (£)0:0 | i |Pdxdt — / (t)00;;pipidxdt,
woo woo

para i = 2, 3.
Finalmente, em vista da desigualdade de Young e das estimativas de regularida-

des para ¢; em §2
pi € Hy(Q) NH*(Q) e |loilluz) < CsllAgi|| 2@

temos

/ (8)|Ohpil 2t < c// B(t)| il dxdt+0// B(1)|spi| st
g—C/ / B(t)|ps|*dxdt
2 0 woo

1 T —2a
C|l—— ATt (T — )4 A, |Pdxdt
" |:200103/0/w ‘ ( ViAol dx

1 T —16&+14a
+_0010203// t4(T+i)4t 132(T )_132|g0i|2dxdt

/ / e THTOT 47182( ) LT OT 00 (] )00 o 2t

T (T — )| A 2t
+2€103/e (T - 1)1 Pax

+ = CClCZCg// ;i?;+t1;14at 132(T )_132’()02-|2dxdt

—l6a+1l4a
< 04/ e A=t 2T )72 | 2dxdt
0 Jwoo

+

1 T2 4 4 2
ATt (T — ¢t AQDZ dxdt.
2C1Cs / ¢ ( ) | |

8a—8a
Aqui, usamos que 0 < & < @ e que e @07 {96(T — )% ¢ limitada.
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Portanto, a desigualdade anterior combinada com ([2.67)) e , obtemos
—2a
/ e =TT — 1) (| + [0 + G + [Apl® + | A% + | AT )dxdt
[ AT (Tl 4 1V [V
/ eTETEIHT — )72 4 [l + [C[)dx
—4a+42a (271)
<c ( / AT T — () PGP + 51 + 19l
o Aot 132 132 2
HEDE 11927 ) 7192(1 g 2 4| )t
/ / T g 4 Pyt
Nossa ultima tarefa serd estimarmos a integral

T —164&
// . tI?T7+t1;14 - 152(T . t)—132’903‘2dxdt
woo

em termos de €/ (¢3) e das integrais locais de 1 e gs.

Para isto, definamos

VTP v vy ST D) —~132
B(t) = e df@-aT {—132(T — ) vVt € (0,7)

e uma fungao ¥y € C*(w) tal que

190 =1lem Woo, 0 S Y S 1 (272)

e Yo(x) = 0 em qualquer ponto x € w satisfazendo dist(x,0w N Q) < d;/2, em
particular Jg(x) = 0 em dw N Q. Da equagao diferencial satisfeita por ¢ (veja (2.7)),

temos

T T
/ B(t)|psPdxdt < / / B(t) 0ol oa et
e 0 (2.73)
= /0 /B(t)790903(—¢t — Ay =y -V — gy)dxdt.

Para terminar a prova, realizaremos integracoes por partes na iltima integral e

passaremos todas as derivadas de ¢ para (3.

Observemos que ¢ uma fungao que se anula em ¢t = 0 e em t = T, isto é

B(0) = B(T) =

0. Assim, pode integrar por parte no tempo e dai obtemos a
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seguinte desigualdade de ([2.73)

_/OT/MB(t)ﬁOSDiﬂbthdt = /()T/w B1¢(t)Dopspdxdt
T —_
+//5(t)190903,t@/)dxdt

< Cy / ot BT — 1) ¥ pgapdxdt

+ / / [(25)1/Qet4<T t)4t2(T—t)2<p3’t}
0 Jw

a+15

[07 28) 1/26 t4(T t)4 = 134<T )7134w:| dxdt

x [Ca(
g 1/2€t4Tt4— _ 1\—6 5
<//w[2s T=0" (T —t) go] .
X | Cr(

—16a+15a

[07 9¢) V2 W0t ¢~ 18L(T )71311/}] dxdt

T f>4t4 T — )3, |*dxdt
Q

—32a+30
+ 07(5 // H(T—nt t)4 t_268(T )_268|1/J|2dth
<e¢ [/ e tY(T — t)*| 34| Pdxdt
Q
—2a
+/ e @0t 12T — )71 | pg| 2 dxdt
—32a+30a
+Cy(e / / e T 0T 208 (T 4) 208 2 it

Observacao 2.3.2. Notemos que na desiqualdade acima aplicamos a desigualdade

de Young e o fato de a derivada temporal de [ verificar a sequinte estimativa

—16a

B ( ) < 056 t4(T t)4 t_137(T t)_137

Agora, vamos integrar por partes na variavel espacial. Neste passo, usamos o
fato que as propriedades da funcao 9y (veja (2.72)) juntamente com as condigdes de

fronteira de Dirichlet para ¢z implicam que o produto g3 = 0 em Jw.
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Assim, temos

/ /ﬁ Vo3 Atpdxdt = // A(Dops ¢dxdt+//w1909038nwd5dt
/ / A(Fops3)tpdxdt

:// Aﬁ0¢3—2V190 VQO3—’(90A§03)1/JCZth
{/ T HT — )YV ps|?dxdt

/6'54(T “475_12 t)_12]<p3|2dxdt

| /\

/ e t>4t4 — 1) Aps|?dxdt

C //€t2?;+t>4t 268 T )7268‘w’2dxdt.

Usando integracao por partes com respeito a varidvel espacial e a condicao de

incompressibilidade sobre y, obtemos

_/OT/WB(tWOW?)?-dexdt //5  (Wopsyb)dxdt

—/ / B(t)¥(9oV o3 + 03V )hdxdt
0 ; -
- / / B(t)0op30V - ydxdt
OTw_
=~ [ [ Bwwege) n asa
0Jw
T
+ / / B()Y (06V s + @3V )vdxdt (2.75)
0 Jw
T
= / / By (9oV o3 + 03V )bdxdt
0 Jw
=° V TTT(T — £) Vi Pt
Q
+/ T 2T — 1) 12y Pl
Q

T —32a
+ 09(5)/ e THTOT 208 (T — ) 72083 |2 dxdt.
0

w
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Finalmente aplicamos a desigualdade de Young no ultimo termo e temos

T —l6a+14a
//B Yopsgrdxdt < Clo/ Aot =BT )20 g dxdt

// 25 1/2 -8 = t~ (T—t)_6|<’p3’]

[010(28) 1/2, Aront 126( — )—126|gl|} dxdt  (2.76)

—32a+30a
+ Chi(e //etz‘(T of ¢~ 22T — )22 gy |Pdxdt.

De (2.71]) e (2.73))-(2.76]), levando em conta que £ > 0 é suficientemente pequeno,
deduzimos a desigualdade ([2.66]). ]
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2.4 Controlabilidade nula

Vamos obter um resultado de controlabilidade nula para o sistema linear
utilizando argumentos analogos aos utilizados em [12, [26].

Antes de provar a controlabilidade nula, apresentaremos uma desigualdade de
Carleman com fungoes peso que nao se anulam no tempo ¢t = 0. Esta desigualdade
sera importante pois reduziremos o problema de controlabilidade nula para o sis-
tema a um resultado de existéncia de solucao para problema de minimizacao
formulado em um espaco adequado. Em outras palavras, vamos considerar a fungao

T2
bty =4 4
t(T —t) para T <t<

para O§t<§,

~

e as seguintes funcgoes peso:

By(t) = Bl ()], Ba(t) = Bl b(B)°,  Bs(t) = ebort [b(e)]'",
Ba(t) = Bl b)), Ba(t) = e b [p(£)]%, Bo(t) = e boT [b()]",

2a—3a

Br(t) = e b0l [b(t)]*,

em que as constantes & e a foram fornecidas no lema [2.3.1].

Lema 2.4.1. Suponhamos que N =2 e que w, 7, 0 e € satisfazem (2.3)-(2.5) (com

n1(x°) # 0). Entao existem constantes positivas C, @ e & dependendo de Q, w, T,

y,0 et com0<a<aelba—15a > 0, tais que, para quaisquer G € L*(Q),

g1 92 € LX(Q), ¢y € H e o, G € L*(Q), a solugdo (¢, m,v,¢) de [2.7) verifica a
desigualdade:

/Q B2Vl + [V + [VC[?)dxdt + /Q B2l + [0 + | ) dxdt

+le )2 @) + V()22 + 1€O) 2@ < C (/Q By (G + |g2|")dxdt  (2.77)

T T
+/542|gl\2dxdt+//B62\¢]2dxdt+//572|C\2dxdt>.
Q 0 Jw 0 Jw

Também podemos apresentar um resultado semelhante para o caso N = 3.

Lema 2.4.2. Suponhamos que N =3 e que w, 7, 0 e ¢ satisfazem (2.3)-(2.5) (com

n1(x%) # 0). Entdo existem constantes positivas C, @ e & dependendo de Q, w, T,

v, 0 ec, com(0<a<aelba—15a > 0, tais que, para quaisquer G € L*(Q),
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91, 92 € Lz(Q)? $o € He 77”07 CO € LZ(Q)? a SOlquO (‘P7W7¢7C) de " vem’ﬁca a
desigualdade:

/QBIQ(IV¢|2+|W}|2+IVCIQ)dxdtJr/Qﬁ;?(ISOI“r|¢I2+IC|2)dxdt

Hp Ol + O o) + 16Oy < € [ HGE ¢ Py 278
T

o [ st [ (G52l 4 g2+ A1) ixit).

Para provar , é suficiente usar e as estimativas cldssicas para equagoes
parabolicas verificadas pelo sistema . O argumento para provar esta desigual-
dade ja foi usado nas referéncias [12] 19 26, 28] em situagoes bastante similares,
portanto omitiremos sua demonstracao.

A partir daqui, usaremos as seguintes notagoes:

Liy) = y1—Ay+(y-V)y+(F-V)y,
Ly(f) = 6,—A0+5 -V, (2.79)
Ls(c) = ¢ —Ac+y-Ve
Vamos agora apresentar um resultado de controlabilidade nula para em
que as solugoes sao bastante regulares. Na verdade, iremos provar um resultado de
existéncia de solugao para o sistema em um espaco com peso adequado que
dependera da dimensao da variavel espacial. Isto sera essencial para deduzirmos as
propriedades de controlabilidade para o sistema nao-linear (1)) na seguinte segao.
Para este fim, vamos definir os espacos em que o problema de controlabilidade nula

sera resolvido. Consideramos

By — {(y,9,c7vaw1,w2):(ﬂ3y¢), (819), (Bac). € I2(Q) (1< i< N),

(BSUilw)v (ﬂﬁwllw)v (ﬁ7w21w) S L2(Q) (1 S i S N>7
v =y =0, 5%y € L30,T; V) N L>(0,T; H)

129, B2 ¢ [2(0,T; HL()) A L0, T: L2<Q>>},

EQ = {(Y7p70707vaw17w2) : (Y797 C,V,wth) € E07

/81([11}’ + Vp — Vlw) € LQ(O, T, H_l(Q)),
Bi(Lyf +y - VO —wil,) € L2(0,T; H(Q)),
Bi(Lzc+y - Ve —wyl,) € L*0,T; H‘l(Q))},
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E; = {(y,p,ﬁ,c,v,wl,wQ) (y,0,c,v,wy,wsy) € Ey,
B’y € (0, T; L™(Q),
Bi(Lyy + Vp —vl,) € L*0,T; W=15(Q2))
Bi(Laf +y - VO —wil,) € L2(0,T; H1(Q)),
Bi(Lsc+y - Ve —wyly,) € L*0,T; Hl(Q))},
Aqui, E; é um espacgo quando a dimensao da variavel espacial é i, i = 2, 3.
Noés temos que Ey, Ey e E3 sao espagos de Banach com as respectivas normas
1(y,0,c, v, w1, wa)||5, = (HﬁS}’Hiz(Q) + 1184017 2q) + 1B3¢ll 22
HBsv1ullizig) + 1Bewilulliz(g) + 1Brwalullz g
18 00y + 1815 e 0.rm0
181201122 0 73 ey + 181

1/2
+H5 / C||L2 oTHl(Q + Hﬁ

Ol 0,722

1/2 1/2
cllzeorrz@y)

||<Y7p7 97 C,V, Wy, w2)HE2 = <H<Y7 ‘97 ¢, VvV, wr, w2)H2Eg

+[|B1(L1y + Vp — Vlw)”%?(QT;H*l(Q))
+H61<L29 + y- vg - w11w>H%2(0,T;H—1(Q))

1/2
AL+ ¥ - VE - w1 oy sy )

1,0, cv wnw)ls, = (11,6, v, w1, w3) [, + 181V 2o e,
+|B1(Lry + Vp — v, )HL?(OT-W*l 6(Q))
HB1(L20 +y - VO = w11) T2 110
HIBLae +y - V7 = w21 ) By

Em vista das desigualdades de Carleman (2.77)) e (2.78]), temos o seguinte resultado:
Proposigao 2.4.3. Suponhamos que w, ¥, 0 ¢ € satisfazem [2.3)), 2.4), [2.5) (com
n1(x%) #0). Sejam yo € E, 6y € L*(Q) e co € L*(Q) e vamos assumir que
L0, T;H7Y(Q)) x [L2(0, T H-H ()P, se N =2,
Bi(F, fi, fa) €
L0, T; W=18(Q)) x [L2(0,T; HY(Q))]?, se N =3.

Entao podemos encontrar controles v, wy e ws tal que a solugdo de (2.6|) junto com
esses controles satisfazem (y,p,0,c, v, wi,ws) € En. Em particular, vy = vy =0 e

y(T)=0,0(T)=0ec(T)=0.
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Prova: Usaremos os argumentos usados na referéncia [26], fazendo as devidas
adaptagoes ao nosso sistema. Por simplicidade, nesta prova consideramos somente
o caso N = 3.

Vamos introduzir agora o seguinte problema de controle optimo auxiliar:
(. 1
inf 5 (/ B3y 1” + |cl?) + 83107 + (B31v]? + Belws|* + 57 |wa]*)1.,] dxdt)
Q

sujeito a v;, wy, we € L*(w x (0,T)), com vy = v3 =0

e (y,6,c), junto com alguma p, verificando

(Ll(y)—kVp:F—f—QeN—i—cﬁ—l—vlw, V-y=0 em @, (2.80)
Ly(0) + V- (By) = f1 +wils, em @,
Li(c) + V- (cy) = fo + waly em Q,
y=0,0=c=0 sobre X,

| ¥(0) =0, 0(0) =0, c(0)=co, y(T)=0, 6(T) =c(T) =0 em Q.

Suponhamos que encontramos uma solucao (y, p, 0, ¢, v, wy, ws) para 1) Entao,

em vista do principio de Lagrange, existem varidveis duais @, q, 1 e ( tais que

(5= B2(Lip+ V-0V —oV0), V=0 em  Q
0 =B;%(Lyb — @ ex) em  Q
e=52(Li( - b) em  Q (2.81)
V=420, i = —f520, @ =—p7%C, em  wx (0,7)
\9/5:0,@/&\:5: sobre X

em que L é o operador adjunto de L; (i = 1,2, 3), isto é,
Lip = —p, — Ap — Dy,
Ly = =ty — A =y -V
Li¢=-G—AC-y- V(.

Agora vamos definir o espaco
Po={(00.0,0) € @) Voo =0em Q. (0,0l =0, [ alx.iix=o}.
Q
Também podemos definir uma forma bilinear a : Py X Py — R dada por

b

~ T o~ ~
a((@,9,%,¢), (¢, 4, ¢,()) = /0 / (B3> @apa + Bg Y + B72CC)dadt
+/ B2(LEp + VG — OV — V() - (Lip + Vg — OV — eV ¢)dxdt
Q

+ / Br2(L30 — ) (L3 — o )dxcdt + / B2 — - B)(LIC — - B )dxt,
Q Q
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para todo (¢, q, J, Z), (¢,q,9,C) € Py e a forma linear [ : Py — R dada por

T T
(o0t 0) = [ Fhmrmt+ [ (i
T
+/0 <f2,<>H—1,H3dt+/QYO<P(O)dI (2.82)

~

Entéao, (@, 4, 0, ) deverd satisfazer a seguinte formulagao de Lax-Milgram

~

a((@,3,%,C), (9, 4:9,0)) = (lo, (9, 0,%,C)), Y(0,4,%,C) € P (2.83)

Assim, a préxima etapa é demonstrar que existe uma unica (@, q, 1, () satisfa-

zendo . E dai definiremos (¥, @\, ¢, V, Wy, wy) usando e verificaremos que
(v, 0,¢,v, w5, Wwy), juntamente com alguma p, cumpre as propriedades desejadas.

De fato, consideramos o espago vetorial Py e a forma bilinear a(-,-) em P,.
Notemos que a(-,-) é um produto interno, pois a desigualdade Carleman é
vélida para todo (@, q,v,() € Py, ou seja,

/Qﬁfg(\VSOPHVw\er!VC\z)dde/Qﬁf(lsO\QJr!wl2+!C!2)d><dt

+e(0) Lz + 10(0) |22 ) + [I€(0)lz2) < Cal(w,q,v,C), (¢, 4,%,())

para todo (Cp, q, wa g) S PO'
Dai,

(2.84)

Bile € L0, T; Ho(Q), By 'v € L*(0,T; Hy (),
BriC € L*(0, Ty Hy(Q)), ¥(0) € L*(Q), ¢(0) € L*(Q) e (0) € H.
Introduzamos o espaco P dado pelo completamento de Py com a norma associada
ao produto interno a(-,-) (que denotamos por || - ||p). Este espago é um espago de
Hilbert e a(-,) é uma forma bilinear continua e coerciva sobre P.

Vamos também introduzir a forma linear [y dada por (2.82)), para todo (¢, ¢, v, ()

pertencente P. Apds um célculo simples, vemos que

[{lo, (¢, q,0,Q))| < ||61F||L2(0,T;H*1(Q))||61_190HL2(0,T;H(1)(Q))
+HIBufill 2.1 @ 18T N 20,72 )
+”61f2”L2(07T;H_1(Q))Hﬁl_lanz(O,T;H&(Q))
+lyollulleO)la + 100l L2 [V (0)|| 220)

+lcoll L2 1€ (0)] 22 (0,
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para todo (¢, q,1, () pertencente a Fy. Em particular, usando (2.84) e a densidade

de Py em P, encontramos que

[(lo, (2, 0,0, )| < CUIBF 2051 ) + 1Bufill 201810

HB1fall 2.1y + [[yolla + [16oll + llcol DI, ¢, 9, Ol p,

para todo (¢,q,¢,() € P.

Em outras palavras, [y ¢ uma forma linear continua sobre P. Consequentemente,
em vista do Lema de Lax-Milgram (veja o Teorema 1.5), existe um tnico (®,4q, @, Z )

pertencente a P satisfazendo

~

a((@,3,0,0), (¢,4,%,)) = llo, (¢, 4,0, C)), Y(p,¢,%,¢) € P. (2.85)

Assim, podemos definir

(

V=B L3+ V-0V —2eV(), V-p=0 emQ,
0=062Lip—p-e :

0 ﬂ42( Q@AZ) io _>N) em () (2.86)
c=p3"(Ls¢—@- b) em @,

V = (0, — 5523y, 0) @1 = —f5 20, @y = —B7%C, em w x (0,7).

o~ AN~~~

Logo, nos resta ver que (y, é\, ¢, V, w1, wsy) verifica
[ [R5+ 107+ 52012+ (GESF + 810+ ST e < oo (287
Q

e é solucao do sistema em ([2.80]) para alguma pressao p.

A primeira propriedade é facil de verificar, desde que (g, g, @//J\, ) pertence a P e

~ ~

a((@@ﬂl C)?(@?Z]: {ﬂ\a C)) = /Q [Bg('?’Q_'_ ‘aQ) +ﬁ2’§’2] dxdt
T
[ [ (G B+ P dxar

Para verificar a segunda propriedade, notemos que y € L*(Q), g e L*(Q),
ce L*Q), v e L*wx (0,7)), wy, wy € L*(w x (0,7)). Entao, introduzamos a

solugao fraca (y, p, 5, ¢) para o seguinte sistema:

(L1(§)+vﬁ:F+5eN+E€>+le, V.-y=0 em Q,
Ly(6) + V- (05) = fi + @l em  Q,
Ls(c) + V- (€y) = fo + W1, em  Q, (2.88)
y =0, 0=2c=0 sobre 3,

L ¥(0) = o, 0(0) = 6y, ¢(0) = co em Q.
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Sabemos que (?,5,5), junto com p, é a tnica solugao de (2.88)) definida por
transposicao. Isto significa que (¥, 6,¢) é a tnica funcio em L2(Q) x L2(Q) x L*(Q)

satisfazendo

T
[ 5emaxs [ 05 axiis [ @5 axt= [ R0 00}
Q Q Q 0

T T
+/0 (fl(t)7¢(t)>H—l,H5dt+/O <f2(t)aC(t)>H—1,H5dt—|—/QyO‘SO(O)dX (2.89)
+/KIHQ@D(O)CZX—F/QCQC(O)dX‘I—/Q(vlwgo—f—l/v\llwlﬁ‘f‘l/l}\gle)dth,

para todo (M, ji, j2) pertencente a L2(Q) x L%(Q) x L2(Q), em que (¢, v, (), junto

com alguma ¢, é a solugao de

( —
Li¢g+Vqg—0VYy—eV(=m, V-p=0 em Q,
Ly —p-en = J1 em @,

- o~
LiC—¢-b =7 em @,
p=0 v=C=0 sobre X,
| o) =0, (1) =¢(1) =0 om0

Notemos que (¢, q,1,() € P. Assim, de (2.85) e (2.86]), vemos que (y,Q ¢, V, W1, Ws)

satisfaz também . Da unicidade de solucao por transposicao temos que
(?,(9\,5) = (?,5,5). Portanto, (?,5,5), juntamente com p = p, é a solugdo para
o sistema em ([2.80)).
Finalmente, devemos verificar que (¥, é\ ¢, V, w1, ws) pertence a Ey. Ja sabemos
que
(Ba)is Baf, Bse, (BsV1n)is Botinla, Brital, € LA(Q),
L*0,T;H(Q)) se N =2,

~ ~ T A
ﬂl(Ll(y)+Vp—9€N—Cb —Vlw) &
L*0,T; W=16(Q)) se N = 3,

L*(0,T; H () se N = 2,

Bi(La(0) + V - (8y) — @11,) €
L*(0,T; H () se N = 3,

L*(0,T; H () se N =2,

Bi(Ls(c) + V- (cy) — wly,) €
L*(0,T; H1(Q2)) se N = 3.

Assim, resta-nos apenas verificar que
120, B1%e e L2(0,T; HL(Q)) N L>(0, T; L*()),
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125 € L2(0,T; V)N L™(0,T: H) e B1/*y € L*(0,T: L'*())(quando N = 3).

. . . ~ 1/2~ 1/2~ 1/27
Para isto, vamos introduzir as fungoes y* = /y, P = 1/ 0 = 1/ 0,

o= B2 Fr = BIA(F+V1), fr = B2 (fi+@11.) e f; = B> (fo+@1,). Entdo,

temos que

(Lly + Vp* —F*+9*eN+cB>+(1/2)ty, V.-y*=0 em Q,
Lot + V- (By") = fi + (50 em Q.
Lyc' +V - (ey") = f5 + (A1) em Q. (290)
y*=0,0"=c"=0 sobre Y,

y*(0) = B (0)yo. 6%(0) = B/*(0)8y, ¢*(0) = B*(0)cy em Q.

\

Desde que F* € L2(0, T H™(Q)), ff, f; € L*(0,T; HH(), (/%13 € LA(Q),
( 11/2)t§’ ( 11/2)t56 L*(Q), yo € H, 6y € L*(Q) e ¢y € L*(Q), temos que

y € L*(0,T; V)N L=(0,T;H) e 0*,¢* € L*(0,T; Hy(Q)) N L>(0,T; L*()).

Nossa tltima tarefa serd deduzir que y* € L*(0, T; L'?(Q2)). Para isto, consideremos

para cada g € LY3(0, T; L'?/11(Q2)), o sistema de Stokes

§
—w; —Aw+Vh=g em Q,
V-w=0 em ,
@ (2.91)
w=0 sobre 3,
w(T)=0 em €.

Temos o seguinte resultado:

Lema 2.4.4. Seja N =3 ey € L>®(Q). Entdo, para cada g € L*/3(0, T; L**/'1(Q)),
existe uma unica solugao w para o sistema de Stokes (2.91)) satisfazendo

w € L*(0, T; Wy () n C°([0, T]; LY (9))
que depende continuamente de g nesses espacos.

Prova: Veja [12], p. 1538. |
Assim, pelo lema [2.4.4] temos que

w e L2(0, T; W2 (Q)) n ([0, T]; LY3(Q)), (2.92)
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e esta depende continuamente de g nesses espacos. Entao y* deve ser idéntica a
solugao por transposicao da primeira equagao de (2.90)), a saber, a tnica fungao
yi e L*0,T;L2(Q)) satisfazendo

T
[ vigaxat= [ 8O0 wdx+ [ A0 00) 0 pgondt (299
Q Q 0 '
para todo g pertencente a L*/3(0, T; L'*'*(Q)). Em (2.90), temos que
* « | 17 1/2\ ~ . - = "
A'=F +0en+cb+(5)y - -V)y-(¥-V)y

e (w,h) é a solucao de (2.91]) associada a g. Observemos que, gracas as hipdteses
sobre F e yq, desde que 0*,c¢* € L*(Q) e y* € L*(0,T;L%(Q)), todos os termos da
definicao ([2.93)) fazem sentido em virtude de (2.92)). Portanto, y* € L*(0, T; L'?(Q)).

Isto finaliza a prova da Proposicao [2.4.3 [

Observagao 2.4.5. Observemos que, além da controlabilidade nula, temos duas
propriedades adicionais (e essenciais) para a solugao (¥, 9, c) de (2.7):
e Primeiro, encontramos que'y, 8 ¢ ¢ decrescem exponencialmente quando t — T~ .

e Sequndo, uma propriedade de regqularidade adicional foi obtida paray.
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2.5 Controlabilidade exata as trajetorias

Nesta se¢ao utilizaremos alguns argumentos semelhantes aos argumentos usados
na referéncia [2§]. Gragas a isto, seremos capazes de provar o Teorema

Primeiramente, facamos as seguintes mudancas de variaveisy =y +z, p = p+q,
0 = 0+pec==c+s. Desde que a quadrupla (¥,p, 0, ¢) resolve ([2-1), entao (y,p,0,c)

resolve se, e somente se, (z,q, p,s) resolve

;

L1z+(z-V)z+Vq:V1w+peN+§B> em Q,
V-z=0 em Q,
Lop+2z-Vp+2z-V0=uwl, em Q, (2.94)
Lss+2z-Vs+z-Ve=wsl, em Q,
z=0 p=¢=0 sobre 3,

L z(0) = 2o, p(0) = po, <(0) =< em Q,

em que Ly, Ly e L3 foram definidos em e os dados iniciais sao dados por
Zo = Yo — Yo, po = b — 0 e 5 = co — Go.
Entao, a controlabilidade exata local a trajetérias se reduz a um resultado de
controlabilidade nula local para o sistema nao-linear ([2.94)).
Para isto, aplicamos o teorema considerando os seguintes espacos F = Ey
e G = G; x Gy com
BT LA((0, T) HH(Q) x [BTLA(0, T HAQ))2, se N =2,
BrHLA((0,T); WH0(Q)) x [BrLA((0,T); HH(Q)2, se N =3,

Gy =

H x L*(Q) x L*(Q), se N =2,
(LY(Q)NH) x L?(Q) x L*(2), se N =3

e o operador A ¢ definido por
‘A(ZJ q,p,6,V, W, w?) - (Al(Z, q,pP,S, V)7 AQ(ZJ P, w1)7 A3(Z7 S, w2)7 Z(O>7 p<0)7 §(O))
para todo (Z7 q,p;s, Vv, w17w2) S EN7 em que

Ai(z,q,p,6,v) = L1z + (z-V)z + Vg —vl, — pex — b,
As(z, p,w1) = Lop +2z-Vp+V - (0z) — w1,
As(z,¢,wz) = L3s +2 - Vs + V- (Cz) — wsl,,.
Na proposicao seguinte, veremos que as escolhas anteriores serao suficientes para

aplicarmos o Teorema [1.7.5]
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Proposigao 2.5.1. Assumindo que ¥, 0, ¢ € L>(Q). Entdo, A € C'(E;G).

Prova: Comecamos observando que todos os termos que aparecem na definicao
de A sao lineares e continuos (e consequentemente C'(F;G)), exceto os seguintes

termos: (z-V)z, z-Vp e z- V. No entanto, a aplicagdo
((Za q, P7§7V7w17w2)a (i Cj ﬁ7§~ v w17w2))'_> ((Z ) V)i, z- Vﬁu Z- vf) (295)

é bilinear, entao é suficiente provarmos sua continuidade de Ey x Ey em G.

Primeiramente vamos considerar o caso em que a dimensao é N = 2. Notemos

|| (Z ° v)i||,31L2(O,T;H_1(Q)) S C’| |Z ® i| |51L2(07T§L2(Q))

= CHﬂi/QZ L4(Q)‘ 2 L’
12 Vllg 20mm-10)y < Cllozllsrzomriae)
< o, 475,
e
Iz - V<llg, 20—y < ClCElgr20,r129)
< €8] g, [ gy

Em segundo lugar vamos considerar o caso em que a dimensao é N = 3. Assim,

desde que ﬁll/z(z,i) € L*0,T;L*(Q)) e que 5i/2(z,i,,5, <) € L*(Q), encontramos

que
||<Z . v)z||61L2(07T;W71,6(Q)) S C(||Z ® i||ﬁlL2(07T7L6(Q))
< C ‘ 1/2, ‘ 11/22 7
L4(0,T;L12(Q)) L4(0,T;L12(Q))
|z - Vﬁ”,@’lL?(O,T;H*l(Q)) < C HﬁZ”BlLQ(QT;W(Q))
< C ’ 1/2, ’ 11/2 ~
L4(0,T;L6(2)) LA(0,T5L3(%))
e
HZ * v§‘|,31L2(0,T;H_1(Q)) S C ||€ZH,81L2 (O,T;LQ(Q))
B T .
L4(0,T;LS(Q)) LA(0,T;L3(Q))




Assim, obtemos a continuidade da aplicagao definida em ([2.95)) nos casos bidi-
mensional e tridimensional. Com isto terminamos a prova do teorema [2.5.1}

|

Com este resultado, aplicaremos o teorema [1.7.5|paraeg =0 € E e hg =0 € G.

Para isto, devemos mostrar que A'(eg) : £ — G é sobrejetiva. De fato, note

que A'(eg) : E — G é a aplicagdo que a cada (z,q, p,s, v, wy,wy) € E associa ao

seguinte termo de G:
— _
(L1z+Vq—vl,—pen—sb, Lop+V-(0z)—wi 1o, L3s+V-(¢z)—wyle, z(0), p(0),5(0)).

Gragas a controlabilidade nula para sistema (2.6 (veja a proposicao [2.4.3), temos

que A'(eg) é sobrejetiva. Assim, o teorema [1.7.5 garante que existe § > 0 tal que, se

1(0,0,0,2(0), p(0),<(0))llc = [I(2(0), p(0),5(0)) g, <6

entdo podemos encontrar um controle (v,wy,ws), com v; = vy = 0, tal que as
solugdes associadas & verificam (z(7T), p(T),<(T)) = (0,0,0) em Q. Isto es-
tabelece o resultado de controlabilidade nula para o sistema e, portanto,
concluimos a prova do teorema [2.1.3]
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2.6 Comentarios adicionais

Nesta secao faremos alguns comentarios importantes a respeito da controlabili-

dade do sistema , alguns deles ainda sao problemas em aberto.

a) O resultado de controlabilidade exata local para as tragetdrias do sistema
poderia ser obtido sem a hipdtese (2.4]), visto que esta foi utilizada somente para

reduzir o nimero de controles de N +1 a N;

b) No caso bidimensional, o sistema é localmente controlado com controles atu-
ando somente nas equacoes da temperatura e da concentracao; Isto é, existem con-

trole wy e wy tais que a solugao do sistema

’yt—Ay+(y-V)y+Vp:9eN+cB> em  Qx(0,7),
V.y=0 em  Qx(0,7),
0, — A0 +y-VO=uwl, em  Qx(0,7),

< ¢ —Ac+y-Ve=wsl, em Q x (0,7),
y=0 0=c=0 sobre 02 x (0,7,
y(0) = yo, 6(0) = o, c(0) = co em €,

\

verifica (2.2)) se os dados iniciais sdo ”pequenos”.

d) A partir do teorema pode-se provar um resultado de controlabilidade
nula global para T suficientemente grande, ou seja, para qualquer dado inicial
(y0,00,c0) € (L2N72(Q) N H) x L*(Q) x L*(Q), existem T > 0 (suficientemente
grande) e controles (v,wy,wy) em L? tais que a solucao (y,6,c) de satistaz a
condicao:

(y(T), 0(T), «(T)) = (0, 0, 0);

Para isto, basta observar que que o sistema (|1)) decai exponencialmente a zero quando
T — 4-o00.

f) Existe um outro método para obter um resultado andlogo para o sistema (1)
(veja [25]); Este método estd baseando em usar um controle adicional na equagao
da incompressibilidade para obter um resultado de controle. E depois eliminar este

controle atuando na equacao de incompressibilidade.
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g) Alguns problemas em aberto:

- Resultado analogo no caso tridimensional com v = 0, ou seja, com controles
atuando somente nas equacoes da temperatura e da concentragao;

- Controlabilidade exata local com as tragetérias nao necessariamente em L>°;

- Controlabilidade nula global;

- Controlabilidade aproximada global;

- Controlabilidade exata para as trajetorias com um nuimero reduzido de contro-

les escalares sem a hipotese sobre o subdominio.
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