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Resumo

Neste trabalho, estudamos um teorema de ponto fixo para operadores crescentes em
espagos vetoriais ordenados e o aplicamos para obter resultados de existéncia de solugao

fraca para problemas elipticos semilineares do tipo

—Au = f(z,u)+h, em £
u = 0, sobre 0f2

em que 2 C RY ¢ um dominio suave, f : © x R — R satisfaz algumas condicoes

convenientes e h € H~(Q).

Palavras-Chave: Espacos vetoriais ordenados; Ponto fixo; Equacgoes elipticas

semilineares.
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Abstract

In this work, we study a fixed point theorem for increasing operators in ordered normed
spaces and we apply it in order to obtain results of existence of weak solution for semilinear

elliptic equations of type

—Au = f(z,u)+h, in Q
u = 0, on 0,

where 2 C RY is a smooth domain, f : 2 x R — R satisfies some convenient conditions

and h € H1(Q).

Keywords: Ordered normed spaces; Fixed point; Semilinear elliptic equations.
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Notacoes

Abaixo, listamos as notagoes gerais que foram utilizadas nesse trabalho.

B [z, r] denota a bola fechada de centro z e raio r;

E denota um espago de Banach real,;

E* denota o dual topologico de E;

C([0,1],R) denota o espago das fungdes f : [0, 1] — R continuas;

— denota convergencia forte em um espaco vetorial normado F;

|-| denota a norma euclidiana em RY;

||-|| denota a norma de E;

|||, denota a norma de E*;

e F(,R) denota o espago das fungdes f: Q — R;

LP(Q2) denota o espaco das fungdes mensuraveis u : 2 — R tais que / lu(x) | de <
Q

0o, para p € [1,00);

Vu = a—u, %, cee 0_u denota o gradiente da funcao u;
81’1 8$2 81’]\]

N
0%u
Au = Z 922 denota o laplaciano da funcao u;
=1 ?

(-,+) denota produto interno e aplicagdo dualidade;



Notacoes

e ) C RY denota um dominio em RY;

e 01} fronteira de €;

I

o p = I% é o conjugado holderiano de p;

o WHP(Q) denota o espago das fungoes u € LP(Q) tais que existem g1, ¢o, " , gy €
0
LP(§2) satisfazendo /ua(p dr = /gigo dr, Yo € C*, Vi = -+, N com
a 0% Q

p € [1,00) ou p = oo,
e W,P(R) o completamento de C1(2) na norma de W?(Q), com p € [1,00);
o Wy*(Q) = Hy(9);

e H'(Q) denota o dual topologico de Hg();

N 1/p
o (1,22, ,2N)|, = (Z |a:j|”> denota a norma p em RY;
=1

/P
o |lull, = (/ lu(x)|” da:> denota a norma do espago de Lebesgue LP((2);

e ||-[l;, denota a norma dos espagos de Sobolev W'?(Q) e Wy (Q);

1/2
o [Vul, = (/ |Vul? dx) denota a norma do espago H} () equivalente & norma

usual ||ul| 3 (> quando €2 ¢ um dominio limitado;

Np
N —p’

*

e D =

se p € [1, N), é o expoente critico de Sobolev;

e .t.p. significa para quase todo ponto.



Introducao

Neste trabalho, baseados no artigo de Carl e Heikkilld [17] (veja também [25]),
estudamos um resultado abstrato de ponto fixo para operadores crescentes em espacos
normados ordenados. Em seguida, de posse deste teorema de ponto fixo, fazemos
algumas aplicagoes. Mais precisamente, mostramos a existéncia de solugao fraca para
uma certa classe de problemas elipticos nao homogéneos com crescimento critico, em
que consideramos dominios limitados e equagoes de Schrodinger. Os problemas aqui

abordados se caracterizam pela perda de compacidade e sao da forma

—Au = f(z,u)+h(z), em
u = 0, sobre 0,

(1)

em que 2 C RY ¢ um dominio suave, f : QO x R — R satisfaz hipoteses apropriadas
e h € H'(Q). No caso das esquagoes de Schrodinger também temos a perda de
compacidade, pois o dominio nao é limitado.

O Problema (1) tem sido exaustivamente investigado nas tltimas décadas por diversos
autores, veja por exemplo, [3], [5] e [18]. Resultados de existéncia tém sido obtidos
através de métodos variacionais, topologicos (técnicas de ponto fixo) e pela combinagao
desses métodos com métodos de subsolugao e supersolugao (para referéncias abordando
estes métodos e problemas com crescimento critico, veja [2, 4, 6, 12, 14, 19, 31]).
Uma caracteristica comum desses métodos refere-se a compacidade de um operador de
Nemytskij

F:H} Q) — HYQ), uw F(u)

associado a funcao f e definido por

(F(w), o) = / . w)e de, u,p € H(S).
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Neste caso, a compacidade desse operador desempenha um papel fundamental. Definindo

A:=-A:H}Q) — H Q) por

(Au, p) = / VuV dz,
Q

a correspondente formulagao fraca para o Problema (1) pode ser escrita como
uw€ Hy(Q): Au— F(u)=hem H Q). (2)

Na teoria dos operadores monétonos devido a Brezis e Browder, a compacidade do
operador F' garante a pseudo-monotonicidade do operador A—F' : H}(2) — H~*(Q), que
juntamente com a sua coercividade, garante um resultado de existéncia para o problema
(2).

A compacidade do operador F' também permite transformar o problema (2) em
uma equacao de ponto fixo envolvendo um operador G : K — K continuo, sendo
K um compacto, convexo e nao-vazio. Desta forma, o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder garante a existéncia de um ponto fixo para o operador GG e, consequentemente,
um resultado de existéncia para o problema (2). Quando o intuito é aplicar métodos
variacionais, uma condi¢ao de compacidade no funcional energia, associado ao problema
(2), faz se necessaria para garantirmos a convergéncia de uma subsequéncia de uma
sequencia minimizante. Essa condicao, que é conhecida como a condicao de Palais-Smale,
é também uma consequencia da compacidade do operador F', veja por exemplo [18|].
Condigoes suficientes na funcao f que garantem a compacidade do operador de Nemytskij

sao, por exemplo, as seguintes:
(i) f: QxR — R é uma fungao de Carathéodory.
(ii) f satisfaz uma condi¢ao de crescimento subcritico:
[f(,8)] < k(x) + s
com 2 <p<2* (NZ?))ekeLq(Q),com%jL%:l.

Quando p = 2* = 2N/(N — 2), o expoente critico de Sobolev, ou quando a
funcao f ¢, por exemplo, descontinua em relagdo a segunda variavel, o problema (1)

torna-se mais delicado, devido a perda da compacidade do operador F. Métodos
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especiais como, por exemplo, métodos de sub e supersolugao combinados com técnicas
de truncamento, principio de concentracao de compacidade, principio variacional dual e
teoria de pontos criticos nao suaves baseada no gradiente generalizado de Clark foram
desenvolvidos para superar a perda de compacidade na investigacao de solugoes para
problemas elipticos semelhantes ao (1), veja por exemplo [1]. Para problemas elipticos
em dominios nao-limitados, como em RY, a situacao torna-se ainda mais complicada,
visto que a compacidade, em geral, é violada devido a perda de compacidade da imersao
HY(RY) c L*(RY). Problemas elipticos em dominios nao-limitados, com nao-linearidades

descontinuas e/ou com crescimento critico, tém sido tratados por diferentes métodos, veja

7, 10, 13, 15, 21, 29].

Neste trabalho iremos estudar uma alternativa para esse problema de perda de
compacidade, via um resultado abstrato de ponto fixo, para garantirmos a existéncia de

solugao fraca para problemas elipticos em dominios limitados e equacoes de Schrodinger.

Nosso trabalho esté dividido em quatro capitulos e trés apéndices.

No Capitulo 1, utilizando conhecimentos sobre espacos normados ordenados, provamos
um resultado de ponto fixo para aplicagoes G : B — B, onde B é uma bola fechada de

um semireticulado vetorial E, com a ordem induzida por um cone ordenado FE.

No Capitulo 2, usando o resultado de ponto fixo, mostramos a existéncia de solugao
fraca para um problema eliptico do tipo (1), em que ©Q é um dominio limitado e

f(x,8) = alul* 2u+ |[ulP2u+h,sendo h € H}(Q),1<p<2ea>0.

O Capitulo 3 trata um problema eliptico em dominio limitado, mas considerando-se
uma nao-linearidade f(x,u) mais geral que a do capitulo anterior. Novamente, aplicamos
o resultado de ponto fixo para obtermos a existéncia de solugao fraca para este problema.
Aqui, f(z,s) satisfaz algumas condigoes convenientes, que estao destacadas no referido

capitulo.



Introducao

No capitulo 4, estudamos a existéncia de solugao fraca para uma equacao de
Schrodinger nao linear. Mais especificamente, de posse de nosso teorema de ponto fixo,

obtemos a existéncia de uma solucao para a seguinte equagao:
—Au+V(z)u = f(zr,u) +h(r) em R,

A funcdo f(z,s) satisfaz certas hipoteses apropriadas, que estao apresentadas no texto

do capitulo em questao.

No Apéndice A, sao apresentadas algumas defini¢des e resultados a respeito de espagos
topologicos ordenados. O Apéndice B traz algumas defini¢oes e resultados a respeito de
espacos topologicos ordenados e, finalmente, no Apéndice C, apresentamos um exemplo

de um espaco de Riesz dentro do contexto da Teoria da Medida e Integracao.

Finalizamos esta introducao chamando a aten¢ao de que as provas de alguns resultados
técnicos, que nao se encontram neste trabalho, estao devidamente indicadas em livros-

texto.



Capitulo 1

Analise em Espacos Vetoriais

Ordenados

Neste capitulo, apresentamos uma breve introdugao aos espacgos vetoriais ordenados e
cones ordenados, que sera utilizada como base para o resultado abstrato mais importante
deste capitulo. Esse resultado afirma que a bola fechada de centro 0 e raio R tem a
propriedade de ponto fixo, no sentido de que qualquer operador crescente G : B [0, R] —
B0, R] tem um ponto fixo. De posse desse resultado abstrato, vamos mostrar a existéncia
de solucao fraca para alguns problemas elipticos que envolvem crescimento critico em

dominios limitados e em todo o RY.

1.1 Espacos Vetoriais Ordenados e Cones Ordenados

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades basicas de espacos vetoriais
ordenados e cones ordenados. Dado um conjunto nao-vazio P, lembremos que uma relagao
< em P é uma relacao de ordem parcial, quando ela é reflexiva, simétrica e transitiva,
isto é, uma relacao binaria < em P é uma relacao de ordem parcial se para quaisquer
x,y, z pertencentes a P, valem as seguintes propriedades:

i) (Reflexividade) = < .
ii) (Antisimetria) Se z <y ey < z, entdo z = y.

iii) (Transitividade) Se z <y e y < z, entdo = < z.
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O par (P, <) é dito um conjunto parcialmente ordenado. quando nao houver perigo de
confusdo um conjunto parcialmente ordenado (P, <) sera denotado simplesmente por P.
Seja P um conjunto parcialmente ordenado e a,b € P. Entao, passaremos a utilizar a

seguinte notagao:
a)={zeP;a<z},bj={xeP; 2<b}elab={zeP;a<x<b}.

Definicao 1.1 Seja X um conjunto nao-vazio munido de uma relagao de ordem parcial
< e uma topologia T, em que os conjuntos [a) e (a] sao fechados para cada a € X. A

terna (X, <,7) € dito um espago topoldgico ordenado.

Observe que o conjunto [a, b] é fechado.

A proposicao, a seguir, fornece um exemplo de um espago topologico ordenado.

Proposigao 1.2 Sejam (E, ||-||) um espago de Banach nao-trivial e E um cone ordenado
de E. Considere o espago vetorial ordenado (E, <), onde < € a relagdo de ordem parcial
induzida pelo cone E,. Entao, a terna (E,<,0(E,E*)), onde o(E,E*) € a topologia

fraca, € um espago topologico ordenado.

Demonstracao: Sejam y,z € [a) et € [0,1]. Logo, z > a ey > a. Como t € [0,1]
e E é um espago vetorial ordenado, (1 — t)x 4+ ty > a. Segue que o conjunto [a) ¢
convexo. Mostremos que o conjunto [a) ¢ fechado na topologia induzida pela norma ||.||.
Seja z € [a). Logo, existe uma sequéncia (z,) em [a) tal que z = limz,. Note que
z —a = lim(x, —a) e E, é fechado. Segue que z — a € E, e, consequentemente, z € [a),
donde o conjunto [a) é fechado. Assim, como o conjunto [a) é fechado forte e convexo, ele

é fechado na topologia fraca. Analogamente, o conjunto (a] é fechado na topologia fraca.

Portanto, a terna (F, <,o(F, E*)) é um espago topologico ordenado. [ |

Definicao 1.3 Seja X um espago topologico ordenado. Diz-se que x € X € um ponto de
acumulagao de uma sequéncia (z,) em X, se para cada vizinhanga U de x e para cada

n € N, existe m > n tal que x,, € U.

Proposigao 1.4 Se uma sequéncia mondtona (x,), em um espago topoldgico ordenado
X, tem um ponto de acumula¢io x, entdo v = sup{r,},.y se (zn) € crescente, e

x = inf {z,}, .y se (z,) € decrescente.
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Demonstragao: Seja x um ponto de acumulagdo de uma sequéncia crescente (z,,).
Dado n € N e qualquer vizinhanca aberta U de x, existe m > n tal que z,, € U. Note que
Ty < Xy, entao [z,) NU # &. Assim, = € [x_n) Observe que [z,,) é fechado e dessa forma
x € [z,), ou seja, x,, < x para todo n € N. Logo, x é uma cota superior para o conjunto
{#n},en- Seja z uma cota superior para {w,} Entao, {x,},cy C (2]. Como (z] ¢

A

neN’

fechado e z € {x,}, .y, entao x € (2] e desta forma = < 2. Portanto, = sup {zn},oy -

demonstragao para o caso da sequéncia (x,,) ser decrescente é feita de modo analogo. W

Corolario 1.5 Uma sequéncia mondtona em um espaco topologico ordenado X converge,

se cada subsequéncia dessa sequéncia tem um ponto de acumulacao.

Demonstragao: Assuma que cada subsequéncia de uma sequéncia crescente (x,,) de X
tem um ponto de acumulagao. Seja z tal ponto de acumulagao de (z,). Afirmamos que
(x,,) converge para . De fato, se (z,) ndo convergisse para x existiria uma vizinhanga V'
de = e uma subsequéncia (z,, ) de (z,) tal que x,, ¢ V para cada k € N. Por hipotese,
(2,) tem um ponto de acumulacdo y, que também é um ponto de acumulacdo de (zy).
Logo, pela proposicao anterior x = y. Mas, isto contraria o fato que V nao contém
nenhum elemento de (z,, ). Assim, (z,,) converge pra = e a prova esta concluida. A prova
quando (z,) é decrescente é analoga. |

A partir de agora, vamos considerar um espaco vetorial real E/, munido de uma relagao

de ordem parcial que cumpre certas condigoes.

Definicao 1.6 Um espaco vetorial real E € dito um espago vetorial ordenado quando
ele estd munido de uma relagao de ordem parcial <, que € compativel com a estrutura
algébrica de E, no sentido de que < satisfaz os sequintes axiomas:

i) Sex <y, entio x + z <y + 2 para qualquer z € E.

it) Se x <y, entao \x < Ay para qualquer A > 0.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos de espacos vetoriais ordenados.

Exemplo 1.7 O conjunto dos nimeros reais R, com a relagdo de ordem usual, € um

espago vetorial ordenado.

Exemplo 1.8 Seja Q C RY (N > 1) e considere F(2,R) o conjunto de todas as fungoes

de Q em R. Defina a sequinte relacao de ordem parcial < em E:

10
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f<ge flo)<glr) Vel

Facilmente, vé-se que (F(2,R), <) € um espago vetorial ordenado.

Exemplo 1.9 Sejam z,y € RY tais que v = (21,22, ,2n) €y = (yi,¥2,"* ,Un)-

Defina a sequinte relacdo de ordem parcial em RY :
r<yeuz; <y Vje{l,2 - N}.
Uma andlise simples mostra que (RN, <) é um espaco vetorial ordenado.

Seja EF um espago vetorial real nao-trivial. A seguir, vamos considerar certos

subconjuntos de E os quais nos trarao mais exemplos de espagos vetoriais ordenados.

Definigao 1.10 Seja (E,||-||) uwm espago vetorial normado, nao-trivial, sobre R. Um
subconjunto E de E ¢é dito um cone ordenado se ele goza das sequintes propriedades:
i) B, é nao-vazio, diferente do subespago nulo, fechado e convexo;

i) Seu € EL e A\ > 0, entdo A\u € E;

i) Seu € Ey e —u € Ey, entio u= 0.

A proxima proposicao garante que sempre podemos considerar um cone ordenado em

um espago vetorial normado nao-trivial.
Proposicao 1.11 Todo espago vetorial normado nao-trivial admite um cone ordenado.

Demonstragao: Sejav € E, v # 0. O conjunto E, := {tv ; t > 0} é um cone ordenado.
De fato, mostremos que E. é fechado. Os outros axiomas presentes na definicao de cone
ordenado sao de facil verificacao.
Seja u € F,. Entdo, existe uma sequéncia (u,) em E, tal que ||u, —u| — 0. Neste
caso,
Uy, =t, v, t, > 0.
Além disso, escrevendo

[

n:

segue que t,, — ||ul| /||v|| -

Por outro lado,

" || I

il H
u
"l

11
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donde, u,, — (||ul| / ||v]]) v. Pela unicidade do limite, u = (||| / ||v]|) v. Assim, u € E, e,

consequentemente, £, é fechado. Portanto, £/, é um cone ordenado.

Observagao 1.12 Sejam (E, ||-||) wm espago vetorial normado, nao-trivial e E, um cone

ordenado de E. Claramente, a relagao < definida por
u<vesSv—ue by

¢ uma relagao de ordem parcial em E que torna o par (E, <) um espago vetorial ordenado.
Ademais, E € exatamente o conjunto {u € E ; u > 0} . Neste caso, dizemos que a relagdo

< € induzida pelo cone ordenado F, .
Vejamos mais alguns exemplos de cones ordenados.
Exemplo 1.13 Considere E = C([0,1],R) munido com a norma

= t)].
lull = masclu?)]

O conjunto E. = {ue€ E; u(t) >0V te€[0,1]} € um cone ordenado. De fato, seja
u € E_+ Entao, existe uma sequéncia (u,) em Ey que converge uniformemente para
a fungao u. Seque desse fato e de (u,) ser uma sequéncia em E, que u € FE. e,
consequentemente, E, é um conjunto fechado. Os demais axiomas presentes na defini¢ao
de cone ordenado sao de verificacao imediata. Portanto, o conjunto E, € um cone

ordenado.

Exemplo 1.14 Sejam Q C RY (N > 1) um dominio e p € [1,+00). Considere LP(Q),

munido com a norma ||-||,, o conjunto L% (Q) definido por:
LB (Q) ={ue LP(Q) ; u(z) >0 g.t.p. em Q}.

LE () é um cone ordenado em LP(QY). Com efeito, seja (un,) uma sequéncia de fungoes em
LE() tal que |[u, — ull, — 0. Entdo, a menos de subsequéncia, u,(xr) — u(z) para quase
todo x € Q. Seque desse fato e de (u,) ser uma sequéncia em LE () que uw € L% (Q)
e, consequentemente, o conjunto L% () é fechado. Os demais ariomas presentes na
defini¢ao de cone ordenado sao de facil verificagao. Portanto, o conjunto L% () é um
cone ordenado. Em particular, LP(SY) é um espago vetorial ordenado com a relagio <

induzida por L (£2).
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Capitulo 1 Espacos Vetoriais Ordenados e Cones Ordenados

Dado um subconjunto X C R nao-vazio e limitado, sao bem conhecidas as nocgoes
de cota inferior, cota superior, supremo e infimo de X. A seguir, vamos extender esses

conceitos para espacos vetoriais ordenados.

Defini¢ao 1.15 Sejam (F,<) um espago vetorial ordenado e X um subconjunto nao-
vazio de E. Dizemos que X € limitado superiormente (inferiormente) se eziste w € E tal

que © < w (w < x) para todo x € X. Neste caso, dizemos que w € uma cota superior

(cota inferior) de X.

Defini¢ao 1.16 Sejam (F,<) um espago vetorial ordenado e X um subconjunto nao-
vazio de E. Dizemos que a € o supremo (infimo) de X se

i) a é uma cota superior (inferior) de X.

it) Se b é uma cota superior (inferior) para X entio a < b (b < a).

Notagao: a = sup X (b = inf X).

De posse dessas defini¢goes, vamos & definicao de um Espaco de Riesz.

Defini¢ao 1.17 Seja (E, <) um espago vetorial ordenado. Se para quaisquer u,v € F,
existirem sup {u,v} e inf {u,v}, dizemos que (E,<) é um reticulado vetorial ou um

Espago de Riesz.
Vejamos alguns exemplos de Espacos de Riesz.

Exemplo 1.18 Pelo Ezemplo 1.9, o par (RY,<) com N > 1 é um espago vetorial

ordenado. E de verificacio imediata que

sup {xa y} = (max {901, yl} , max {$2, y2} o, Inax {$N> yN})

inf {xvy} = (mln {wlayl} 7min {$2>y2} y T 7min {:L‘vaN})

Entao, seque que o par (RN, <) é um Espago de Riesz.

Exemplo 1.19 (F(2,R), <) é um espago de Riesz. De fato, jda vimos que (F(Q,R), <)
¢ um espago vetorial ordenado e dadas f,g € F(2,R) considere as fungoes em F (£, R),

definidas por
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Capitulo 1 Espacos Vetoriais Ordenados e Cones Ordenados

sup {f, g9} = max{f,g} einf{f,g} = min{f,g}.

Exemplo 1.20 Sejam @ C RY um dominio e p € [1,+00). Considere o espago LP(£2)

munido com a relagao de ordem parcial < definida por
u<vev—uc LL(Q).

Pelo Exemplo 1.14, seque que (LP(QQ),<) € um espago vetorial ordenado.  Sejam
u,v fungoes em LP(Q2) e considere as fungoes f,g : Q@ — R definidas por f(x) =
max {u(x),v(z)} e g(x) = min {u(z),v(x)}. Note que f,g € LP(Q), pois

f=tlutvtlu—v) eg="40utv—|u—v].

Além disso, é facil ver que f = sup{u,v} e g =inf {u,v}. Logo, (LP(R2), <) é um espago
de Riesz.

A proposi¢io a seguir garante que os espagos de Sobolev W1?(Q) e VVO1 P(Q) sao

exemplos de Espacos de Riesz.

Proposigao 1.21 Sejam Q C RN (N > 1) um dominio e p € [1,+00). Entao, os Espagos
de Sobolev W'P(Q) e W, P(Q) sio espacos de Riesz.

Demonstracao: A relagao <, dada no Exemplo 1.20, induz uma relagao de ordem
parcial nos espacos W'(Q) e WyP(Q) de modo que (W'P(Q) <) e (WP (Q), <) sao
espacos vetoriais ordenados. Pelo Teorema A.2 do Apéndice A, temos que se u pertence a
WhP(Q), entao v e u~ também pertencem a W'P(2). Da mesma forma, se u pertence a
Wy (Q) entdo as funcoes u™ e u~ também pertencem a W, ?(€). Em particular, a funcao
lu| também pertence aos espagos WHP(Q) e W, P(Q), pois |u| = ut 4+ u~. Segue que as
fungoes f,g : 2 — R definidas por f(x) = max{u(z),v(z)} e g(x) = min{u(z),v(x)}
pertencem a W'(Q) e W, ?(Q), pois

f=53w+v+|u—v))eg=35u+v—|u—v]).

Além disso, ¢ facil ver que f = sup {u,v} e g = inf {u, v} . Portanto, W'?(Q) e Wy (),

com a relacao de ordem dada no Exemplo 1.20 sao espagos de Riesz. [ |

Seja £ um Espaco de Riesz. De agora em diante, passemos a utilizar a seguinte
notagao: xt =sup{0,x} e = = inf {0, 2} . De posse dessas notagoes, vamos definir um

semireticulado vetorial.
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Defini¢ao 1.22 Seja (E, ||.||) um espago vetorial normado munido de uma relagio de
ordem parcial <. Se (E,<) é um espago de Riesz e, além disso, ||z=| < ||z|| para todo x

em FE, entio E € dito wm semireticulado vetorial.
Vejamos alguns exemplos de semireticulados vetoriais.

Exemplo 1.23 De acordo com Exemplo 1.18, o par (RN, <), ¢ um Espacgo de Riesz. Seja

p em [1,00) e considere o espago normado (RY, |- ), em que

N 1/p
|(l’1,3}2,"' JxN>’p: (Z ":CJ’p) :
j=1

E facil ver que 2t < x|, e [z7], < |z|, para todo x em RN . Segue que (R, [|)) € um

semireticulado vetorial.

Exemplo 1.24 Pelo Ezemplo 1.20, temos que (LP(Q2), <) € um espago de Riesz e, para
qualquer fungao w em LP(Q), vale [lu*|, < |lull, e [u~[l, < [lull,. Assim, seque que

(LP(Q), [|-],) € um semireticulado vetorial.

A proxima proposicio garante que os espacos de Sobolev WP(Q) e W, (Q) sio

semireticulados vetoriais.

Proposigao 1.25 Sejam Q C RY (N > 1) um dominio e p € [1,+00). Entdo, os Espagos

de Sobolev (W'P(Q), ||[l,,) e (WyP (), Ill,,,) sao semireticulados vetoriais.

Demonstragao: Pela Proposigao 1.21, os espagos de Sobolev WP(Q) e VVO1 P(Q) com
a relacdo de ordem parcial <, induzida pelo cone ordenado L% (2), sdo espagos de Riesz.

Por outro lado, pelo Teorema A.2 do Apéndice A, temos que

ot Vu, se u>0
u =
0, se u<0

0, se u>0
Vu~ =
Vu, se u<D0.

Dai, [Vu™| < |Vu| e [Vu~| < |Vu| q.t.p. em § e, portanto,

lu

< lully, e flu™lly

1p = < Huﬂl,p'

P —
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Assim, W(Q) e Wy P(Q) sdo semireticulados vetoriais. |

A seguir, veremos algumas defini¢oes relativas aos cones ordenados.

Defini¢ao 1.26 Uma sequéncia (x,) em um espago vetorial ordenado é ordenadamente
limitada se existem a,b em E tais que a < x, < b para todo n € N. Um cone ordenado
E, de um espago vetorial ordenado E € regular, se cada sequéncia (x,) em E crescente

e ordenadamente limitada € fortemente convergente.

Definicao 1.27 Um cone ordenado FE, de wum espago wvetorial normado E é
completamente regular se cada sequéncia crescente e limitada de E, € fortemente

convergente.

Se uma sequéncia (x,) em um espago vetorial ordenado é ordenadamente limitada,
significa que ela é limitada no sentido da ordem parcial definida em E. Quando ela é
simplesmente limitada, significa que existe uma constante positiva C' tal que ||z,|| < C
para todo n € N. No primeiro caso, a estrutura envolvida é a de espaco vetorial ordenado

e no segundo ¢ a de espaco vetorial normado.

Definicao 1.28 Dizemos que um cone ordenado E. de um espacgo vetorial normado E é
fracamente completamente regular se cada sequéncia crescente e limitada de E, é

fracamente convergente.

Note que se E, é um cone completamente regular, entao F, é um cone fracamente
completamente regular, pois convergéncia forte implica em convergéncia fraca.
A proxima proposicao afirma que, em espagos vetoriais normados de dimensao finita,

cones ordenados sao completamente regulares.

Proposicao 1.29 Sejam E um espago vetorial normado e E. um cone ordenado de E.
Se E tem dimensao finita entao E, é completamente reqular. Em particular, E, € um

cone fracamente completamente reqular.

Demonstragao: Suponha que dim F = N e considere § = {ej,es, -+ , ey} uma base
de E. Dado z € FE, existem tnicos reais A, ..., Ay tais que x = A\je; +- - -+ Ayen. Desde

que todas as normas em FE sao equivalentes, podemos considerar
[/l = max{[Ax], -+ [An]}
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como uma norma em E e, sem perda de generalidade, podemos considerar £ = R¥, ou
seja, + = (A1,...,An). Agora, sejam (z,) uma sequéncia crescente e limitada em F, e
(#n;)jen uma subsequéncia de (x,). Denotemos a subsequéncia (x,,);en simplesmente por

(x;). Considere

Ty = ()\11,)\127 T 7)\1N)
To = ()\21,)\227 T a)\ZN)

zj = (A1, A2, AjN)

as coordenadas dos termos da sequéncia (z;) em relagdo a base (. Assim, obtemos
N sequéncias, (Agm)ren, m € {1,---, N}, de nameros reais. Note que para cada
m € {1,--- N} a sequéncia (Agn)ren € limitada, pois (z,) é uma sequéncia limitada.
Segue, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, que cada sequéncia (Agy,)reny com m €
{1,---, N} possui uma subsequéncia fortemente convergente. Considere em E o vetor
ro = (1, -+ ,0n) cujas coordenadas sdo exatamente os limites dessas subsequéncias.
Como dim £ ¢é finita podemos extrair uma subsequéncia da sequéncia (z;) convergindo
para xy. Deste modo, toda subsequéncia de (z,) tem um ponto de acumulac¢do. Pela
Proposicao 1.2 do Apéndice B, temos que F, com a relagao de ordem parcial induzida por
E., é um espago topologico ordenado. Pelo Corolario 1.5, segue que (z,) é fortemente

convergente e, portanto, £, é um cone completamente regular. [ |

Proposigao 1.30 Seja Q C RY um dominio e considere LP(§)) com p € (1,00). Entao,

L¥(2) é um cone ordenado fracamente completamente regular.

Demonstracao: Primeiramente, mostremos que L (£2) é um cone ordenado regular.
Seja (u,,) uma sequéncia crescente e ordenadamente limitada em L (), ou seja, existem
h,gem LP(Q) tais que g < u,, < h para todo n em N. Logo, para cada x em €2, a sequéncia
(un(z)) em R é crescente e limitada para quase todo x € €. Assim, estd bem definida a
funcdo u : @ — R dada por u(z) = supu,(z). Além disso, u ¢ mensuravel e estd em

LP(Q), pois g < u < h q.t.p. em Q. Mostremos que |lu, —ul|, — 0. E facil ver que
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(u,) € uma sequéncia limitada em LP(Q2) e u,(z) — u(x) para quase todo z € €. Por
outro lado, como g(x) < u,(z) < h(x) q.t.p. em Q vem que |u, — ul|’ < |g — ul’. Visto
que |g —ul? € LY(Q), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
[un — ull, — 0. Assim, L (Q2) ¢ um cone ordenado regular. Segue pelo Teorema A.4
do Apéndice A que L (€2) é um cone ordenado completamente regular. Em particular,

L*¥ (2) é um cone ordenado fracamente completamente regular. |

1.2 Um Teorema de Ponto Fixo

Nessa secao, estudamos um resultado abstrato que serd utilizado nos capitulos
seguintes para garantirmos a existéncia de solucao fraca para determinados problemas
elipticos. Inicialmente, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados técnicos que serao

utilizados na prova desse teorema.

Defini¢ao 1.31 Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um subconjunto C de
P ¢ dito uma cadeia se x < y ouy < x para quaisquer x,y € C. A cadeia C € dita
bem ordenada (inversamente bem ordenada) se cada subconjunto nao-vazio de C' admite

minimo (mdximo).

Definicao 1.32 Seja E = (E, |||, <) um espago vetorial ordenado. Um subconjunto
P de E ¢ dito fracamente sequencialmente ordenadamente compacto se toda sequéncia

mondtona de P possui limite fraco em P.

Exemplo 1.33 Considere E = (R,| - |,<) onde < € a relagio de ordem usual dos
reats. Seja P C R um conjunto compacto. Facilmente, temos que P € fracamente

sequencialmente ordenadamente compacto.

Defini¢ao 1.34 Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e M C P. Dizemos
que a € M € um supremo central (infimo central) de M se sup{a,y} (inf{a,y}) existe e

pertence a M para todo y € M.

Exemplo 1.35 Considere o conjunto R munido com a relagao de ordem wusual e um
intervalo I = [a,b] C R, com a,b € R. Claramente b é um supremo central do intervalo

I. Se J = la,b) vé-se facilmente que b nao é um supremo central do intervalo J.
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Defini¢ao 1.36 Sejam (P, <) e (P, <) conjuntos parcialmente ordenados. Uma aplica¢io

G : P — Py € crescente se para quaisquer x,y € P vale:
r<y=G(z)1G(y).

Definigao 1.37 Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que P possui

a propriedade do ponto fizo se cada operador crescente G : P — P tem um ponto fizo.

A seguir, apresentamos alguns resultados que serao utilizados na demonstracao de um

teorema de ponto fixo.

Teorema 1.38 Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, G : P — P uma
aplicagao e a € P. Entao, existe uma tunica cadeia bem-ordenada C' em P (chamada uma
bem-ordenada cadeia de G—iteragoes de a ) satisfazendo:

i)a=minC ea <z € C se, e somente se, vt =supG({y € C ; y < z}).

it) Se x, = sup G(C) existe e a < x, < G(x.), entao ., = maxC e x, € um ponto fixo do

operador G.

Demonstragao: Seja P(P) o conjunto das partes de P e f: P(P) — P uma aplicagao
tal que f(@) = ae f(U) = supG(U) se U C P, U # @ e supG(U) existe. Pelo
Lema A.3 do Apéndice A, existe C' uma bem-ordenada cadeia de G—iteracoes de a
em P. Neste caso, * € C se, e somente se, x = f({y € C; y <x}). Em particular,
minC = f({yeC; y<minC}). Logo, minC = f(&) = a. Seja = € P tal que
a < z. Deste modo, o conjunto U = {y € C'; y <z} é um subconjunto de P nao-
vazio. Se x = supG(U), entdo supG(U) existe e z = f(U). Logo, pelo item i) do
Lema A.3, z € C. Reciprocamente, se x € C temos que x = f(U). Além disso, note
que existe sup G(U). Assim, x = sup G(U) e segue o item i) da proposigdo. Suponha
agora que z, := supG(C) existe e a < x, < G(zi). Se x € C e x # a entdo
r =supG{yeC; y<a}) < supG(C) = z,. Logo, x, ¢ uma cota superior de C.
Note que supG({y € C'; y < z,}) = supG(C) = x,. Pelo item i), 2, € C e, assim,
z, = max C. Em particular, G(z,) < sup G(C) = z,. Porém, por hipotese, z,. < G(x.).

Portanto, z, = G(x,) e a prova esta finalizada.
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Corolario 1.39 Sejam P = (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e G : P — P um
operador crescente. Entao, para cada a € P, existe uma unica cadeia bem-ordenada C em
P (chamada uma bem-ordenada cadeia de G—iteragées de a satisfazendo: se a < G(a) e

se x, = sup G(C) existe, entio x, = maxC e x, € um ponto fixo de G.

Demonstracao: Suponha que a < G(a) e z, = sup G(C) existe. Pelo teorema anterior,
temos que a < x < x, para cada x € C, pois a = minC. Logo, G(z) < G(x,) para
todo z € C, pois G é um operador crescente. Assim, x, = sup G(C) < G(z,). Dessa
forma, temos que a < z, < G(z,). Portanto, pelo Teorema anterior, x, ¢ um ponto fixo

do operador G e x, = max C.

Agora, enunciamos uma teorema e um corolario que sao os resultados duais ao Teorema
1.38 e ao Corolario 1.39, respectivamente. As demonstracoes desse teorema e desse
corolario serao omitidas, pois sao feitas de modo anélogo as demonstragoes do Teorema

1.38 e do Corolario 1.39.

Teorema 1.40 Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, G : P — P uma
aplicacao e b € P. Entao, existe uma unica cadeia inversamente bem-ordenada D em P
(chamada uma inversamente bem-ordenada cadeia de G—iteragoes de b) satisfazendo:
i)b=maxD ex <be D se, e somente se, v =inf G({y € D ; = <y}).

i) Se a* = inf G(D) existe e G(2*) < x* < b, entdo z* = min D e x* é um ponto fixo do

operador G.

Corolario 1.41 Sejam P = (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e G : P — P
um operador crescente. Entao, para cada b € P, existe uma tunica cadeia inversamente
bem-ordenada D em P (chamada uma inversamente bem-ordenada cadeia de G—iteragoes
de b) satisfazendo: G(b) < b e se z* = inf G(D) existe, entdo x* = min D e z, € um ponto

fizo de G.
O proximo teorema é o resultado mais importante deste capitulo.

Teorema 1.42 Sejam (E, |||, <) um espago vetorial ordenado e P C E uwm conjunto
fracamente sequencialmente ordenadamente compacto. Se P admite um supremo-central

ou um infimo central, entao P tem a propriedade do ponto fizo.
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Demonstracgao: Sejam a € P um supremo central (se a é um infimo central a

demonstragao é analoga) e G : P — P um operador crescente. Defina a seguinte aplicagao:
F.P—P
z+— F(z) =sup{a,G(z)}.

Como a é um supremo-central, F' estd bem definida.

Sejam x,y € P tais que x < y. Entdo, G(x) < G(y), pois G é crescente. Por outro
lado, F(y) > a e F(y) > G(y). Assim, F(y) é cota superior para o conjunto {a,G(x)} e,
consequentemente, F(z) = sup {a, G(x)} < F(y) o que mostra que F' é crescente. Logo,
pelo Corolério 1.39 existe uma cadeia C' bem ordenada de F—iteracoes de a em P. Note
que G(C') é uma cadeia bem ordenada em P, pois G é crescente.

Seja (y,) uma sequéncia crescente em G(C). Em particular, (y,) ¢ uma sequéncia
crescente em P. Como P ¢é fracamente sequencialmente ordenadamente compacto, y, — y
com y € P. Assim, pelo Lema A.5 do Apéndice A, sup G(C) existe e G(C) contém
uma sequéncia crescente (z,) tal que z, — sup G(C). Novamente, como P é fracamente
sequencialmente ordenadamente compacto, sup G(C) € P.

Por outro lado, a ¢ um supremo-central de P. Neste caso, sup {a,supG(C)}
existe e pertence a P. Verifiquemos que sup{a,sup G(C)} = sup F(C). Temos que
sup{a,supG(C)} > G(z) para todo = € C e sup{a,supG(C)} > a. Dai, segue que
sup {a,sup G(C)} é cota superior para F'(C). Agora, mostremos que sup {a,sup G(C)} é
a menor das cotas superiores para F'(C). Seja d uma cota superior para F(C). Assim,
F(x) < d para todo x € C. Logo, sup{a,G(x)} < d para todo x € C. Segue que
a < deG(x) <dpara todo x € C. Dai, a < d e supG(C) < d e, consequentemente,
sup {a,supG(C)} < d. Dessa forma, sup {a,sup G(C)} = sup F(C) o que garante a
existéncia de sup F/(C'). Assim, como a < F(a) e aplicando o Corolario 1.39, obtemos que
w = sup F'(C) é um ponto fixo de F', ou seja, F(w) = w. Logo, w > G(w). Em seguida,
temos as seguintes possibilidades: w = G(w) ou w > G(w). Se w = G(w) entdo w é um
ponto fixo de G e a demonstra¢ao acaba. Suponha que w > G(w). Pelo Corolario 1.41,
existe uma cadeia inversamente bem-ordenada D de G—iteragoes de b em P. Como G é
crescente, G(D) ¢ uma cadeia inversamente bem ordenada em G(P).

Seja (t,) uma sequéncia decrescente em G(D). Em particular, (¢,) é uma sequéncia

decrescente em P. Como P é fracamente sequencialmente ordenadamente compacto,
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t, — t com t € P. Entdo, novamente pelo Lema A.5 do Apéndice A, inf G(D) existe.
Logo, como w > G(w) e inf G(D) existe, temos, pelo Corolario 1.41, que w é um ponto

fixo de G, finalizando a demonstracao. [ |

Observacao 1.43 A demonstracao do Teorema acima revela que podemos substituir a
hipdtese de P ser fracamente sequencialmente ordenadamente compacto pela hipdtese de
toda cadeia bem-ordenada e inversamente bem-ordenada de G(P) possuirem supremo e

mfimo em P.

Corolario 1.44 Sejam (E, ||-||) um espago vetorial normado nao-trivial e E, um cone
ordenado de E. Considere (E,<) onde < é a relagao de ordem parcial induzida por E..
Se E. € (fracamente) completamente regular, entao cada subconjunto P de E, limitado e
(fracamente) fechado que possui um supremo-central ou infimo-central tem a propriedade

do ponto fixo.

Demonstracgao: Todo cone completamente regular é, em particular, um cone fracamente
completamente regular. Dessa forma, suponhamos que E, seja um cone fracamente
completamente regular e seja (z,) uma sequéncia monotona em P. Sem perda de
generalidade, suponha (z,) crescente. Considere a sequéncia crescente (y,,) definida por
Yn = x, —x1. Note que (y,) é uma sequéncia em E., pois z; < z,, para todo n € N. Como
E. é um cone fracamente completamente regular e (y,) é limitada, pois P ¢é limitado,
segue que ¥y, — y. Porém, P é fracamente fechado. Logo, y € P. Assim, P é um conjunto
fracamente sequencialmente ordenadamente compacto. Além disso, por hipotese, P tem
um supremo central ou um infimo central. Assim, pelo Teorema 1.42, segue que P tem a
propriedade do ponto fixo.

[ |

Corolario 1.45 Seja E um semareticulado vetorial de Banach que é reflexivo ou tem
um cone ordenado fracamente completamente reqular E.. Entao, qualquer bola fechada

Bla,r|={ue E; ||u—al <r} tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstragao: Suponha que E tem um cone ordenado fracamente completamente

regular e considere a bola Bla,r] = {u € E; |[Ju—al| <r}. Mostremos que a ¢ um

22



Capitulo 1 Espacos Vetoriais Ordenados e Cones Ordenados

supremo-central e um infimo-central. Seja y € Bla,r]. Como E é um espago vetorial

ordenado, temos que

sup{a,y} —a=(y—a)" e inf{a,y} —a=—(a—y)*

onde (y —a)™ =sup {0,y —a} e (a —y)* =sup{0,a — y} . Logo,

Isup {a, y} — all = [|(y — a)*|| e [linf{a,y} —all = [|~(a —»)*|.

Porém, por hipétese, F é um semireticulado vetorial. Desse modo,
[y =) <lly—al e [[(a=y)"]| < lly—al.

Assim, segue que sup {a, y} e inf {a,y} pertencem a bola B [a,r]. Logo, a é um supremo-
central e um infimo-central. Por outro lado, o conjunto B [a,r] é limitado, convexo e
fracamento fechado. Portanto, pelo Corolario 1.44 a bola B [a,r] tem a propriedade do
ponto fixo. Agora, suponha que E seja um espaco reflexivo e seja E, um cone ordenado
de E. Mostremos que E, é um cone ordenado fracamente completamente regular. Seja
(7,,) uma sequéncia crescente e limitada em E, e considere (z,;) uma subsequéncia de
(7,). Em particular, a subsequéncia (z,;) ¢ limitada. Como o espago E ¢é reflexivo, a
sequéncia (xnj) possui uma subsequéncia que converge fracamente para algum a € E.
Em particular, a ¢ um ponto de acumulagdo para a subsequéncia (z,,). Logo, cada
subsequéncia da sequéncia (z,) tem um ponto de acumulagao. Assim, pelo Corolario 1.5
(veja também Proposicao 1.2), a sequéncia (x,,) é fracamente convergente. Portanto, F, é
um cone ordenado fracamente completamente regular e o resultado segue argumentando-
se de maneira analoga ao que foi feito acima.

Observagao 1.46 Sob as hipoteses do Coroldario 1.45, a monotonicidade do operador
G : P — P, onde P = Ba,r], pode ser enfraquecida pela sequinte hipdtese: eziste uma
constante positiva M tal que o operador ¢ : P — P definido por (z) = G(z) + Mz é

crescente. Se isso ocorre, entao o operador G : P — P dado por

. 1
Gl =130

(G(x) + Mx)
€ também crescente. Logo, existe xq € P tal que é(:}:o) =z e, portanto, G(xy) = .
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Coroléario 1.47 Sejam Q C RY um dominio e p € (1,00). Entdo, bolas fechadas, nos
espagos a sequir, tém a propriedade do ponto fixo:

i) (RY, <) onde < é a ordem dada no Exemplo 1.9.

i) (LP(2), <) onde < € a ordem induzida pelo cone ordenado L% ().

iii) (WHP(Q), <) e (WyP(R), <) onde < ¢ a ordem induzida pelo cone ordenado L¥.(S).

Demonstragao: Todos esses espagos sao semireticulados vetoriais (veja Exemplos 1.23
e 1.24 e Proposigao 1.25) e sao reflexivos. Assim, o resultado segue imediatemente pelo

Corolario 1.45. (]
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Capitulo 2

Um Problema Eliptico Nao-Homogéneo
Envolvendo o Expoente Critico de

Sobolev

Neste capitulo, vamos utilizar o resultado abstrato apresentado no capitulo anterior
para analisar a existéncia de uma solugao fraca para um problema eliptico nao-homogéneo
em um dominio limitado envolvendo o expoente critico de Sobolev. Mais precisamente,
sejam 2 C RY, N > 3, um dominio limitado com fronteira ) de classe C* e consideremos
o seguinte problema eliptico semilinear:

—Au = alul* Pu+ [uffPu+h, em

u = 0, sobre 01,

(2.1)

onde h € H71(Q), 2* = 2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev, 1 < p <2ea >0
¢ uma constante a ser determinada. Uma fungdo u € HJ () é dita uma solugao fraca do

problema (2.1) se, para toda ¢ € H}(Q), valer a igualdade

/ VuVe dr = /(a\u!Q*Qu + [uP~?u)p dx + (h, ) .
0 0

No intuito de mostrarmos que (2.1) possui uma solu¢ao fraca, considere o operador

F:H}Q) — H'(Q) definido por

(F(v), ) = / (o 20+ [0 20)p dz + (b0}, v, € HI(Q).

Dado v € H}(Q), a linearidade de h e da integral garantem que F'(v) ¢ um funcional

linear. Dada ¢ € Hg () e denotando por |||, [/, e [|-][,, respectivamente, as normas
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em LP(Q2), H}(Q2) e H~'(2), obtemos pela Desigualdade de Holder a seguinte estimativa:

2*—1

[(F(v), @) < alvll lle

—1
o+ [0l llell, + 1R Ml o - (2:2)

Como H; () esta imerso continuamente em L4((Q), para g € [1,2*], existe uma constante

positiva C' = C(||v

2% 9 ||U||p7N) tal que

[(E(), @) < (C+pl) el 2 -

Logo, F(v) € H™*(2) e o operador F' esta bem definido.

Verifiquemos que o operador F' é continuo. Sejam u € Hj(Q2) e (u,) uma sequéncia
em Hy(S2) tal que |lu, —ull,, — 0. Desde que Hg(f2) esta imerso continuamente em
LP(Q)) para qualquer p € [1,2*], temos que uw, — wu em LP(Q2). Entdo, a menos de
subsequéncia, u,(zr) — wu(z) para quase todo x em ) e existe uma fungao h € LP(Q2)

tal que |u,(z)| < h(z) para quase todo = em 2. Assim, para qualquer p € Hg({2) temos

(P (i), ) = (Pl )l < a [ [l = o] ol o

+ / P2 wn — JulP2 | o] da. (2.3)
Q

2*—-2 2% -2

Por outro lado, a sequéncia (z,) definida por x, = ||u, Uy, — |ul u‘ é uma

sequéncia em L%(Q) De fato, existe uma constante positiva M; tal que

*

2% 1 S Ml <|un|2* + |u|2*> .

2% -2 2% -2

Up — |ul” Tu

o

Dai,
2"
/ ‘]unl2*_2 Up — |u|2*_2u‘2 dr < Ml/ (]u,f + |u|2> dr.
0 0

Como H}(Q) esta imerso em L (2) segue que ¢, u € L¥ () e (u,,) é uma sequéncia em
L¥ (Q). Logo, () ¢ uma sequéncia em L237—1(Q) Argumentando-se de maneira anéloga,
segue que a sequéncia (y,) definida por y, = Hun\p 2w, — |ul? -2 u} ¢ uma sequéncia em

L71(). Desse modo, aplicando a Desigualdade de Holder na estimativa (2.3), obtemos

2% -1

2% _

(F(un), ) — (F(u), )| <a (/Q ‘|un|2*_2 Uy, — |u|2*_2u‘ 2 dm) E "

2*
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p—1

p—2 p—2 % B
+ [[nl” = ul” a7 d )l (2:4)
Q
Usando as imersdes de Sobolev na estimativa (2.4), temos que existem constantes

positivas C, Cy tais que

2% -1

2% 2%
1F(un) = F(u)], < aCy (/ ’|un 7w, — Ju 2*_2u’2 o dx>
Q

p—1

+ Oy (/ | P — |u]p_2u”’pf1 da:) L (2.5)
Q

Por outro lado, as sequéncias (z,) e (t,) definidas por

2
2*—2 2%—2 |2¥-1

u |p—2u|p%1

zn:“unl Up — |u etn:‘|un]p_2un—|u

sao sequéncias em L'(Q), pois as sequéncias (z,) e (y,) sao sequéncias em L%(Q) e
L%, respectivamente. Além disso, a menos de subsequéncia, z,(x) — 0 e t,(x) — 0
para quase todo x € e existem h; € L* () e hy € LP(Q), respectivamente, tais que
|un(x)] < hi(x) e |u,(z)] < ho(z) para todo n € N e para quase todo x € 2. Neste caso,
existem constantes positivas K, K5 tais que

%

2¢—2 |2F-1

a2 = ol 2l < Ky (B )

e

_p_
[P, — Jul”™ |7 < B (B + [uf”).

Passando o limite em (2.5) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
concluimos que ||F'(u,) — F(u)||, — 0. Portanto, F' é continuo.

Agora, dado g € H~ (), considere o problema de Dirichlet linear

—Au = g, em ()
u = 0, sobre 0f2

Dizemos que w € Hj(€) é uma solugao fraca de (2.6) se, e somente se,

/ VwVe de = (g,¢) Yo € Hy(9).
Q

Por outro lado, se g € H1(2), entdo, pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe

uma tnica fungao w, € Hy(Q) tal que (g, ) = (p,w,) para qualquer ¢ € H}(Q2), onde
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(-,+) € o produto interno usual em Hg (), ou seja, existe uma tnica fungdo w, € H} ()
tal que
(9.6 = [ Vu,Vo dn, ¥ o € HY(Q),
Q

Em particular, o problema (2.6) tem uma tnica solugao. Dessa forma, esta bem definido
o operador A™' : H™Y(Q) — H}(Q) dado por A~'g = w,, onde w, € H}(Q) é a tnica
solugdo fraca de (2.6). A linearidade do laplaciano, e o fato de (2.6) ter soluc¢do tunica
para cada g € H~ () garantem a linearidade do operador A~!. Por outro lado, sejam

feHQ) e A f =uy. Assim, uy é a tnica solugao fraca para o problema

—Au = f, em ¢
u = 0, sobre 0.0

(2.7)

Logo,
/Q V(A )V(ATL) de = (f, A7V f)

e, portanto,

VA= nl; < 171,

Ayl
Dai, e pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constante positiva C' tal que
AT < UL Ve HTH(Q).

Assim, o operador A~! ¢ limitado. Note que G : H}(Q) — H(Q), definido por
G := A7l o F, é continuo, pois é a composicao de operadores continuos.

Mostremos, agora, que A~! : H71(Q) — H}(Q) é um operador crescente. Sejam
hi,he € H™H(Q) tais que (hy,¢) < (he, ) para toda ¢ € Hg(Q) N L2 (). Denotemos

u; = A7'hy e ug = A 1hy. Neste caso, temos que

/ Vui Vo dr = (hy, @) e/ VusV dv = (hy, ) ¥V ¢ € Hy(Q).
Q Q

Logo,
/Q(Vul — Vuy)V dr < 0 para toda ¢ € Hy(2) N Li(Q)

Em particular, se tomarmos a fungao teste ¢ = (u; — uz)™*, obtemos

/ V(uy — u2)V(up — ug)™ da <0,
Q
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o que mostra que [|[V(u; —u2)™||, < 0, ou seja, (u; — u2)t = 0. Assim, u(z) < us(x)
para quase todo x € ) e, portanto, o operador A~! é crescente.
Para v € H}(Q), considere u = G(v). Pela definigao do operador A~!, temos que a

funcao u é a tnica solucao fraca para o problema

—Au = F(v), em

(2.8)
u = 0, sobre 0.
Dessa forma,
/ VuVe dr = (F(v),0) ¥V ¢ € Hy(Q).
Q
Em particular, para ¢ = u, segue que
IVull3 = (F(v),u).
Pela estimativa (2.2), temos
IVally < allollz ™" lullye + lolly~ e, + A1 el 2 - (2.9)

Aplicando as imersoes de Sobolev e a Desigualdade de Poincaré em (2.9), temos que

existem constantes positivas C, ¢ tais que

2 251 -1, -
Cllulliy < (allvlliy +I1lvlTy +Ellhll) lully, - (2.10)
Portanto,
251 -1, -
CIGW)y, < allvlliy + llvllfy +ellhll, - (2.11)

Teorema 2.1 O Problema (2.1) tem uma solugao fraca para a suficientemente pequeno.

Demonstragao: Desde que 0 < p—1 < 1 temos que Rlim (CR—RP'—E||h]|,) = +oo.
— 400
Assim, existe um Ry > 0, suficientemente grande , tal que ¢cRy — R — &||h||, > 0. Logo,

para a suficientemente pequeno, vale a estimativa
aRY 1+ R 4+ ¢||h|, < CR. (2.12)
Agora, consideremos a bola fechada em H; ()
B0, Ro] = {w € H(Q) ; [wll,5 < Ro}-
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Verifiquemos que o operador G : B [0, Ry] — B [0, Ro] esta bem definido, no sentido de
que G (B0, Ro]) € B[0, Ro]. Sejay € G (B0, Ry]) . Logo, existe x € H}(Q), ||z, , < Ry
tal que y = G(x). Por outro lado, note que a fungdo ¢ : [0,00) — R, definida
por (z) = az” "' + 2271 + ¢||h],, é crescente. Deste modo, ¥([|z[,,) < ¥(Ro).

Consequentemente,

2% — -1 ~ *_ — ~
allelyy +llzlT," +ellhll, < aRS + Ry + |l (2.13)

Usando as estimativas (2.11) e (2.12), temos que ||G(z)|| < Ry e, portanto, o operador
G : B[0, Ry] — B0, Ry| esta bem definido.

Observe que G é um operador crescente, pois os operadores A~! e F' sdo crescentes.
Ademais, H}(f2) é um semireticulado vetorial com a ordem induzida pelo cone L2 ().
Assim, pelo Corolario 1.45, o operador G tem um ponto fixo.

Seja w € H}(Q) um ponto fixo de G, isto é, G(w) = w. Assim, pela definicao do

operador A~!, w ¢ a tnica solucao para o problema

—Au = F(w), em

(2.14)
u = 0, em Of)
Em particular,
/ VuwVy dr = (F(w), ) para toda ¢ € Hj ().
0
de onde concluimos que w € Hy(f2) é solugao fraca do Problema (2.1).
|

Observagao 2.2 Observe que H}(Q) é um espago de Banach. Além disso, o operador
G : B[0,R] — B0, R] € continuo e B |0, R| € um conjunto convero ndao-vazio. Porém,
o conjunto B [0, R] nao é compacto. Logo, nao podemos aplicar o Teorema do Ponto Fizo
de Schauder. Note que, no teorema de ponto fixo que consideramos, nao foi necessdria a

compacidade do conjunto B0, R], nem mesmo a continuidade do operador G.
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Capitulo 3

Um Problema Eliptico com uma

Nao-Linearidade Critica Mais Geral

Seja © € RY um dominio limitado. Neste capitulo, aplicaremos o Corolario 1.45 do
Capitulo 2 para garantirmos a existéncia de uma solucao fraca para o seguinte problema

eliptico:

—Au = f(z,u), em Q
u = 0, sobre 0f),

(3.1)

onde f: ) xR — R é uma funcao satisfazendo as seguintes hipoteses:

(H1) Se u :  — R é mensurdvel, entdo a aplicagdo Ny(u) : 2 — R definida por

N¢(u)(z) := f(z,u) é mensuravel.

(Hy) |f(x,s)] < ki(x) + ¢ |s|” ™" para quase todo z € Q e para todo s € R, onde
1< p <2%, kIELP%l(Q)echO.

(H3) Para quase todo x € Q, a func¢do ¢ : R — R definida por ¢(s) := q(z,s) + f(x,s) é

crescente (a hipotese sobre a fungao ¢ esté descrita a seguir);

(q) ¢ : @ xR — R é uma fungao de Carathéodory, ¢(z,-) é crescente, ¢(-,0) = 0
e |q(z,s)] < kqo(x) + c2]s[”*"" para quase todo x € Q e para todo s € R, onde
ky € L2 1(Q),1 < pp < 2% e ¢y > 0.

Dizemos que u € H} () é uma solugdo fraca do Problema (3.1) se, e somente se,
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/ VuVov dx = / flz,u)v dx Y ve HyQ). (3.2)
Q Q

Considere o operador A : H}(2) — H~1(Q) definido por
(Au,v) = a(u,v) = / VuVu dr, u,v € Hi(Q).
Q

Dado u € H}(f2), a linearidade do gradiente e da integral garantem que Au é um funcional

linear. Ademais, pela Desigualdade de Poincaré, temos
[{Au, v)| < C[Vully o]l ¥ v € Hy(Q)

para alguma constante C' positiva. Logo, Au é um funcional linear limitado e, desta forma,
o operador A estd bem definido. Argumentando-se de forma semelhante, verifica-se que
A é um operador linear limitado.

Em seguida, considere o operador Ny : LP*(Q2) — L%(Q) dado por

Para u € LP'(Q2), a hip6tese (H;) garante a mensurabilidade da funcao Ny(u) e, para
x € (), temos

N7 () (@) AT < (Ra(@) + e [u(a) )P

P p
Desde que |uf”*™' € Lm%l(Q), segue da estimativa acima que Ny(u) € LTL(Q) e,
consequentemente, o operado Ny esta bem definido.

Agora, considere o operador F : Hj(Q2) — H'(Q) definido pela seguinte expressao:

(F(u),v) = /QNf(u)(x)v dz u,v € Hy(9).

Para u € H}(Q), a linearidade da integral garante que F(u) ¢ um funcional linear. Se
v € H}(Q), a Desigualdade de Hélder e o fato de H} () esta imerso continuamente em

LP1(§2) garantem a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
[(F(u), )] < CINs(@)]| o lvlly, Vo € Hy().

Logo, F(u) é um funcional linear limitado para u € H{(f). Dessa forma, o operador
F esta bem definido. Em seguida, considere o operador de Nemytskii N, : LP?(Q) —
L%(Q) definido por

Ny(u)(2) = g(z,w).
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Se u € LP(Q), pela hipotese (Hs3), ¢ é uma funcao de Carathéodory, o que garante
a mensurabilidade de N,(u). Um argumento anilogo ao utilizado com o operador Ny
garante que o operador de Nemytskii acima estd bem definido.

Agora, verifiquemos a continuidade do operador N,. Seja u € LP*(Q2) e (u,) uma

sequéncia em LP2(Q) tal que |lu, —ul|  — 0. Entao, a menos de subsequéncia, u, — u

p2
para quase todo z € ) e existe h € LP?(2) tal que |u,(x)| < h(x) para quase todo = € €.

Dai, pela hipotese (H3), obtemos
AB%T AB%T P2 AB%T
[N () (@) = No() (@) |72 < M (Jha (@) 7255 + ()] + [ Ny(u) ()] 7277 )

para alguma constante M maior do que zero. Logo, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, segue que || Ny(u,) — Ny(u)|| e — 0. Portanto, N, é continuo.
po—1

Seja Q : H}(Q) — H~1(Q) o operador definido por

(Q(u),v) = /Q N, (u)(x)vdz.

Dada u € H(Q), a linearidade da integral garante que Q(u) ¢ um funcional linear. Além
disso, a Desigualdade de Holder e o fato de Hj(£2) esta imerso continuamente em LF2((2)
implicam que Q(u) é limitado. Assim, o operador @ esta bem definido.

Verifiquemos que @) é um operador continuo. Seja u € Hj(Q) e (u,) uma sequéncia
em H(Q2) tal que [|u, —ull,, — 0. A Desigualdade de Hélder e o fato de H(Q) estar

imerso continuamente em LP?(€)) garante que

1Q(un) = Qu)ll, < C[[Ny(un) = Ny(w)| sz,

p2—1
Dai, e da continuidade de Vy, segue que () é continuo.
Vamos utilizar o seguinte resultado para garantir a existéncia de uma solucao fraca

para o Problema (3.1):

Lema 3.1 O operador A + Q : H}(Q) — H Q) € uma byecao. Ademais,
considerando os semireticulados wvetoriais (H 1(Q),<) e (H}(Q),<) onde <,< sdo

definidas, respectivamente, por
hy < hy & (hy,v) < (he,v) Yo € Hy(Q) NLA(Q) e
Uy AUy < upy — up € L2(Q),
tem-se que o operador (A + Q)" : H1(Q) — HL(Q) € crescente.
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Demonstragdo: Fixados u,v,w € H}(Q) arbtitrariamente, a funcio f : [0,1] — R
definida por f(t) = ((A+ Q)(u + tv),w) é continua, pois o operador A + @ é continuo.

Se u,v € H}(Q), temos
(A+Q)(u) = (A+ Q) (v),u —v) = alu—v,u—v)
+/ (Nyg(u)(@) = No(v)(x)) (u(z) — v(x)) dz.
Q
Porém, pela hipotese (H3), a func¢ao ¢(z,-) é crescente. Logo,
/Q(Nq(u)(x) — Ny(v)(2)) (u(z) — v(z)) dz = 0.

Assim,

(A+Q) (u) = (A+ Q) (v),u—v) > alu—v,u—v).

Pela Desigualdade de Poincaré,
(A+Q) (u) = (A+ Q) (v),u—v) > Cllu—wl, Yu,v € Hy(9),
para alguma constante positiva C'. Em particular, se v = 0, obtemos
(A+Q)(w),u) = Cllulli, Yue Hy(%). (3-3)

Dai,

i A+ Q)(u),w) _

lul| o0 [Jull
Logo, pelo Teorema A.10 do Apéndice A, existe o operador (A + Q).

Verifiquemos que (A + Q)~! é crescente. Sejam hy, hy € H~1(Q) tais que hy < hs, ou
seja, (hi,v) < (hg,v) para todo v € H}(2) N L% (£2). Denotemos u; = (A+ Q)" (h;), i =
1,2. Dessa forma, para qualquer v € Hy(Q) N L3 () vale

a(u; — ug,v) —I—/ (Ny(uq)(z) — Ny(ug)(x)) v(x)dx < 0.
Q
Em particular,
a(uy — ug, (uy — uz)™) + / (Ny(u1)(z) + Ny(uz)(x)) (ug — ug)*(x)dx < 0.
Q

Porém, pela hipotese (H3), a fungao ¢(z,-) é crescente. Logo,
/ (Ng(un)(w) = Ny(ua)(@)) (ur — uz) " (x)da > 0
Q
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e, dessa forma,

a(uy — g, (uy —uz)™) < 0.
Além disso,
a((ur —u2)t, (ug —u2) ™) = aluy — us, (ug —ug)™) +al(uy —uz) ™, (ug —uz) ™).

Observando que
a((ur —uz)™, (w1 —u)™) =0,
tem-se

a((uy —ug)™, (ug —ug)™) <0.

Por outro lado, pela Desigualdade de Poincaré,
2
a((ug —u2) ¥, (ur —u2)™) > O || (ug — “2)+H172'

Assim, [|(u1 —ug) "], , = 0. Portanto, o operador (A + Q)" & crescente.

Teorema 3.2 Sob as hipdteses (H1) — (Hs), o Problema (3.1) possui uma solugao fraca

nos sequintes casos:
(a) 1 <pi, p2 <2
(b) p1 = pa =2 e as constantes ¢; e c; em R sao suficientemente pequenas;
(c) 2 < p1, pa <2 e as normas ||k:1||% e ||k2||% em R sao suficientemente pequenas.

Demonstragao: Considere H}(€) munido com a relagao de ordem parcial <, induzida
pelo cone ordenado L2 (§2) e a norma

N 2\ 2
2
HMF:QWM+§: ) :
i=1 2

E de verificacdo imediata que (H(R2),].]|,<) é um semireticulado vetorial.

ou
al‘i

Considerando o operador F'+Q : H}(Q2) — H1(Q), sejam u,v € HJ () tais que u<v.
Pela hipotese (H3), a fungao ¢ definida por ¢(s) = q(x, s) + f(x, s) é crescente para quase

todo x € ). Assim,

l[q(x, u(x)) + (2, (w(@)]w(r) < lglz,v()) + f(z, (v(z))] w(z)

35



Capitulo 3 Um Problema Eliptico com uma Nao-Linearidade Critica Mais Geral

para qualquer w € H}(2)NL2 (). Dessa forma, (F+Q)(u) < (F4+Q)(v). Logo, o operador
F+Q é crescente. Por outro lado, pelo Lema 3.1, o operador (A+Q) ™! é crescente. Deste
modo, o operador G : H}(Q) — H(Q), definido por G := (A+ Q)™ ' o (F + @), também
é crescente, pois é a composi¢ao de operadores crescentes.

Nosso objetivo agora ¢ encontrar um R > 0 tal que G(B[0,R]) C B0, R], onde
B[0,R] ={z € H}(Q) ; ||z|| < R}. Pelas hipoteses (H;) e (Hs), Desigualdade de Holder

e o fato de Hj(f2) esta imerso continuamente em LP*()) e em LF'(2), obtemos

(F+Q@su)l < (Il +eolf") ull,, (3.4)

p2—1
+ (ko sz, + ez llollzz™) lul,,
Por (3.3) e pelo fato das normas ||-|| el|-[|; , serem equivalentes, temos que
(A+Q)(w),u) = C lul® Yu e Hy(%),

para alguma constante positiva C. Logo, tomando u = G(v) e usando a estimativa (3.4),

obtemos

2 1 -1 1 -1
lull® < = (el e, +exllol™ Yl + 25 (Ikell ez, + o 0l 7") ll,,.

Dai, e pelo fato de Hj()) estar imerso continuamente em LPi(Q)), i = 1,2, temos a

desigualdade
G < d ([Ikll o+ [lkell v+ ol + & ol
p1—1 po—1

onde d, ¢1, ¢3 sao constantes positivas.

Por outro lado, considere a fungdo ¢ : (0,00) — R definida por ¥(R) =
d (R + G RP271) . Neste caso, tomando M = d(“kl“%‘}‘”k&”%)? podemos
escrever

IG)I| < M +3(][o]). (3:5)

a) Sep; > 1lepy <2 entdop; —1 > 0e py —1 < 1. Logo, ]%im(R—Q/J(R)) = 0.
Assim, existe R > 0 tal que M + ¢(R) < R para R suficientemente grande.

b) Se p1 = pa = 2, entdo Y(R) = bR onde b = d(¢; + é2). Se existirem constantes ¢; e

co suficientemente pequenas tais que b < 1, entao existe R > 0 tal que R > ——

1—-b
) M M
Assim, 1 —b < = Deste modo, b < 1 — = Portanto, M + ¢¥(R) < R.
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c) Se p1,p2 € (2,2*] entdo existe R > 0 tal que ¥)(R) < R. Consequentemente, se as

normas || k|| _»._, ||ka|| »._ s@o suficientemente pequenas, entao M + ¢(R) < R.
pl—l p2—1

Em qualquer um dos casos acima, existe R > 0 tal que M + ¢(R) < R. Assim, dado
u € G (B0, R]), existe v € Hj(Q), ||v|| < R tal que v = G(v). Por outro lado, note que
Y ¢ uma fungdo crescente e, dessa forma M + ¥ (||v||) < M + ¢ (R). Logo, pela Equagao
(3.5) vale ||ul]| < M +¢(R) < R, de onde concluimos que G (B [0, R]) C B [0, R]. Dessa
forma, como G é crescente e (Hy(f2),].]|,<) é um semireticulado vetorial, pelo Corolario
1.45, existe w € B [0, R] tal que w = G(w), de onde segue que (A+ Q)(w) = (F + Q)(w).
Portanto, pela Equagao (3.2) w é uma solugao fraca para o Problema (3.1) e isto finaliza

a prova do teorema.
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Capitulo 4

Existéncia de Solucao para uma

Equacao de Schrodinger Semilinear

Neste capitulo, utilizamos o resultado abstrato obtido no Capitulo 1 para analisar
a existéncia de solugao fraca para uma equacao de Schrodinger semilinear. Mais
precisamente, sejam N > 3, 2* = 2N /(N —2) e consideremos o seguinte problema eliptico

em todo RV :
—Au+V(x)u = f(z,u) + h(zx). (4.1)

Aqui, trabalhamos no espaco de Hilbert X := D?(RY), definido como sendo o

completamento de C$°(RY) com respeito a norma

1

Jull = ( [ v das) .
RN

Equagoes do tipo (4.1) estao relacionadas a muitos problemas da Fisica-Matematica. Por
exemplo, as solugoes de (4.1) estao associadas a existéncia de solugoes do tipo onda

estacionaria para equagoes de Schrédinger nao-lineares da forma

0p
igr =Ap+W()p—g(lely, zeR".
Uma solucao do tipo onda estacionéria ¢ uma funcao ¢ : R x RY — C dada por

iEtu(Z),

p(t,z) =e
em que £ € R, u:RY — R é uma funcio e t € R.
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De agora em diante, vamos impor as seguintes hipoteses sobre as fungoes V, h e f :
(A) Ve L¥®RY) e h e LFT(RV).
(Ay) Para cada u : RY — R mensurdvel, a funcio ¢ : RY — R, definida por
Y(z) = f(z,u(zx)), é mensuravel.

(A3) Para cada x € RY, f(z,s) é crescente em s e, além disso, para todo (x,s) € RY x R,

|f(,9)] < Bla) s + s,
para algum ¢ > 0,2 <r <2*e ff € L%(RN).
Dizemos que u € X é uma solugao fraca do Problema (4.1) se, e somente se,
VuVp dx + V(z)up dx = / (h(z) + f(z,u)p dz ¥V ¢ € X. (4.2)
RN RN RN
Consideremos a aplicagao bilinear B : X x X — R dada por
B(u,p) = V(x)up dx.
RN
Desde que V € LN2(RY), u € L¥(RY), p € L¥ (RY) e 1/(N/2)+1/2*+1/2* = 1, temos,
pela desigualdade de Hoélder, que V(x)up € L*(RY). Em particular, a aplicacao B esta
bem definida. Além disso,

Ol ge - (4.3)

| B(u, )| < IV xjo llull,e

Por (4.3) e pelo fato de X esta imerso continuamente em L?" (RY), temos que existe uma

constante positiva 7y tal que

[B(u, )] < v [Vl lulllloll Vw0 € X. (4.4)

Por outro lado, pela hipotese (As), existe uma constante positiva M tal que

|f (2, v(z))

1 <0 (T ) F P ) veeRY. 49

Ademais, pela desigualdade de Young,

2" 2 (r—1) 2% 2* r—1 X
8 @) F5 < 2 @) L e (4.6)
Assim, pelas estimativas (4.5) e (4.6) obtemos
i 2% — * 2" =2 *
oDl <0 (=l + E 2 ) (@7)
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Porém, v € L* (RY), visto que X estd imerso em L? (RY). Além disso, pela hipotese (A3),
a aplicagdo [ pertence a L%(RN). Dessa forma, e por (4.7), temos que f(z,v(x)) €
L%(RN). Logo, a aplicagdo f(z,v(x)) + h(z) pertence a L%(RN). Assim, pela
desigualdade de Holder, para qualquer ¢ € X, a aplica¢do (f(z,v(x)) + h(zx))e pertence
a L'(RY). Portanto, estd bem definida a aplicacdo C': X x X — R dada por

Clv, ) = / (flav) + ) dr

Note que C' é uma aplicagao linear em relagao a segunda varidvel. Além disso, pela

hipotese (Ajs), obtemos a estimativa

Col < [ Bl ™ dot [ el ol dot [ plallel do. (48)

Aplicando a desigualdade de Holder em (4.8), temos

2*—1
T IRz 111 ) e

2%

C, ) < (el

e (4.9)

Por (4.9) e, desde que X estd imerso continuamente em L?" (RY), segue que

2% -1

1 r—1 27 -1 *_
C @) <94 (vF 181, + ey ™= ol ™" + I

)l (4.10)

Agora, considere o operador A : X — X* definido por

(A(u), p) = /RN VuVy dx + B(u, ¢).

Pelo Teorema A.20 do Apéndice A, o espago X pode ser caracterizado por

X = {v e I (RY); 2

c— e L*(RY), i=1,--- ,N&.
oL e IR, 4 }

Logo, para qualquer u € X, o funcional A(u) estd bem definido. Pela linearidade
do gradiente ¢ da integral, tem-se que o funcional A(u) ¢ um funcional linear. Pela

desigualdade de Holder e pela estimativa (4.3), existe uma constante positiva M tal que
[(A(u), )| < M o]l ¥V ¢ € X.

Portanto, o funcional Au é limitado e, consequentemente, o operador A estéa bem definido.
Ademais, pela linearidade da integral e do gradiente, segue que A é um operador linear.

Verifiquemos que A é um operador limitado. Seja (u,) uma sequéncia em X tal que
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|lun, —u|| — 0. Pela desigualdade de Hoélder e por (4.3), para qualquer ¢ € X com
lell = 1, obtemos

(Awn) = A@), @) < (147 IVIy ) fun = ull Yo € X, llpll =1 (411)
Assim, por (4.11), temos que
lAun) =A@, < (147 1VILy ) llun = u. (4.12)

Portanto, || Au,, — Aul|. — 0, o que mostra que A é um operador linear limitado.
7 * 9
A seguir, vamos apresentar dois resultados auxiliares que serao utilizados para
provarmos um teorema, que garante a existéncia de uma solugao fraca para o Problema

(4.1). Denotemos X como sendo um cone ordenado de X.

Lema 4.1 Se v ||V~ < 1, entdo o operador A : X — X* definido acima € invertivel e
2
A~ é lipschitiziano. Ademais, considerando os semireticulados vetoriais (X*, <) e (X, <)

onde <,< sao definidas, respectivamente, por

hi < hy & <h1,’U> < <h2,U> Y v GXﬂX+

U1<IUQ<:>U2—U1€X+,

tem-se que o operador A1 : X* — X € crescente.

Demonstragao: Pela desigualdade (4.4), temos
(Au,u) > (1= [V el ¥ u € X. (4.13)

Logo, A é fortemente mono6tono e

(Au, u) _

im
lull—co ull

Como A ¢é limitado, em particular A é hemicontinuo (veja defini¢do no Apéndice A).

Além disso, X é um espaco de Hilbert separavel, pois L?(RY) é separavel e a aplicagio

T: X — (LQ(RN))N, definida por
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¢ uma isometria linear sobre a sua imagem. Logo, pelo Teorema de Browder-Minty (veja
Apéndice A), existe o operador A™! e este ¢ lipschitiziano. Verifiquemos que o operador

A~1 & crescente. Sejam by, by € X* tais que
<bla 90> S <b2,Q0> Vgp exXn X+>

onde u; = A7'b;, i = 1,2. Em particular, tomando a fungao teste ¢ = (u; —u1)" e usando

a definicao do operador A, temos
(w1 — uo)*||” + B((ur — ua)™, (ur — ug)*) < 0. (4.14)

Porém, por (4.4),

2

—B((ur = u2) ™, (ur — uz) ") <AV | jo [[(wa —u2) ¥ (4.15)
Assim, por (4.14) e (4.15),
= w)*[* (1= [Vilyg2) <.
Mas, por hipétese, v[|V][y,, < 1, de onde segue que |[(u1 —u2)*| = 0 e, dessa forma,
uy <Quyp. Portanto, o operador A~! é crescente. [ |

Lema 4.2 Seja F': X — X* definido por

Entao, o operador F' estda bem definido, é limitado e crescente com as relagoes de ordem

parcial <,< definidas no Lema 4.1.

Demonstracao: Dada u € X, o funcional F(u) estd bem definido, pois a fungao C
estd bem definida. Além disso, a linearidade da fungao C, em relagao a segunda variavel,
garante que F'(u) ¢ um funcional linear. Por outro lado, pela Desigualdade (4.10), para

qualquer u € X, temos

(F(u). @) <2V (118

r—1 - 21 -
7Tl o Tl Al ) el
- 2% 1

Assim, para todo u € X segue que F'(u) é um funcional linear limitado. Logo, o operador

F' estd bem definido. Verifiquemos que F' é um operador crescente. Sejam wuy,u; € X tais
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que uq(x uy(r) para quase todo x € RN e p € X N X, . Entao, pela hipotese (43),

) <
f(z,uy) < f(z,us). Portanto,
<F<u1)7(p> S <F(u2)790> VQO €X mX—H
isto é, F' é um operador crescente. [ |

Teorema 4.3 Se as Hipdteses (A1), (Aa) sao satisfeitas, v||[V]x < 1 e ||h] 2= €
2 2% —1

suficientemente pequena, entio o Problema (4.1) admite uma solu¢ao fraca.

Demonstragao: Pela Equacao (4.2), u € X é uma solugao fraca para o Problema (4.1)
se A(u) = F(u) em X*. Assim, encontrar uma solugao fraca u € X para o Problema
(4.1) é equivalente a encontrar um ponto fixo para o operador G : X — X dado por
G(u) = (A7' o F)(u). Note que G ¢ um operador crescente, pois ¢ a composi¢ao de

operadores crescentes. Fazendo u = G(v) em (4.13) segue que

(1= 71Vl IGE)I? < €@, G- (4.16)

Por outro lado, pela estimativa (4.10), obtemos

1 e .
Co, Gl <7 (Y181 2 + ™= ol + bl Y IG@) . (417)
Logo, por (4.16) e (4.17) temos
1 r—1 r— 2% -1 *_
(1= IVl 16 < 4% (181 v Bl ™ + oy ™7 ol + o) - (4.38)
Se ||h|| 2= é suficientemente pequena, entao existe R > 0 tal que
2% —1
1
(I8l TR e TR ] e ) < R (4.19)
(1=~ llally) o

Agora, considere a fungao ¢ : (0,00) — R definida por

(1) = 18]l s A T 4 oy T

Se z € G(B0, R]), entao existe w € B [0, R] tal que z = G(w). Logo, por (4.18)

1

2
Il < =g (121,
1=V

Por outro lado, |w|| < R, pois w € B0, R]. Além disso, note que a fungao ¢ é crescente.

Tl e T el ] ) (4.20)

Em particular, ¢ (||w||) < 1(R). Dessa forma, pelas estimativas (4.19) e (4.20) segue que
|z|l < R e, portanto, G(B [0, R]) C B[0,R]. Como G : B[0,R] — B|0, R] é crescente, o
Corolario 1.45 assegura a existéncia de um ponto fixo para G e, consequentemente, uma

solucdo fraca para o Problema (4.1). Isto finaliza a prova de nosso resultado principal. B
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Apéndice A
Resultados Auxiliares

Neste apéndice, enunciamos os principais lemas e teoremas (alguns ja adaptados ao
nosso contexto) que foram utilizados em nosso trabalho. Aqui, 2 representa um dominio

de RV, com N > 1.

Teorema A.1 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(2) e seja f € LP(Q) tais que
| fro — f||Lp(Q) — 0. Entao, existe uma subsequéncia (fy,) e uma funcao h € LP(S2) tais
que

i) fo,(x) — f(x) para quase todo x € Q;

ii) | fu,. (2)| < h(z) para todo k € N e para quase todo = € Q.

Demonstracao: Veja [11], pagina 94. [ |

Teorema A.2 Sejam Q um dominio de RNe u € W'"(Q) (W, 7(Q)). Entdo, ut e u~
pertencem a WhP(Q) (W, P(Q)). Além disso,

Vu, se u>0

Vut =
0, se u<0
e
0, se u>0
Vu~ = )
Vu, se u<0
Demonstragao: Veja [30, ?| Teorema 1.56, pagina 79. [
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Lema A.3 Sejam P um conjunto parcialmente ordenado, D uma classe de subconjuntos
de P tal que & € D e f : D — P uma aplicagao. FEntao, existe uma unica

cadeia bem ordenada C' satisfazendo a sequinte propriedade: x € C se, e somente se,

v=f{yeC; y<ux})

Demonstragao: Veja [25] Lema 1.1.1, pagina 4. [ |

Teorema A.4 Seja E um espaco de Banach munido com uma relagao de ordem parcial
induzida por um cone ordenado F.. Se E. € reqular entao ele é completamente reqular.

Se E for reflexivo, entao vale a reciproca.

Demonstragao: Veja [30, 23, 20, 28| [ |

Lema A.5 Seja C' um subconjunto bem ordenado (inversamente bem ordenado) de
um espago normado E. Se toda sequéncia crescente (decrescente) em C' converge
fracamente em E, entao sup C (inf C') existem. Além disso, existe uma sequéncia crescente

(decrescente) em C' que converge fracamente para o sup C' (inf C).

Demonstracao: Veja [17] Lema A.3.1, pagina 281. |

Definicao A.6 Seja E um spagco de Banach real. Um operador A : E — E* € dito

COercivo se
A
lim —< (1), u)

= +00.
lull—oo  |Jul]

Definicao A.7 Seja E um espagco de Banach real. Um operador A : E — FE* é
dito hemicontinuo, se para quaisquer u,v,w € FE, a fun¢ao f : [0,1] — R dada por

f(t) = (A(u+ tv), w) € continua.

Definicao A.8 Seja E um espaco de Banach real. Um operador A : E — E* é dito
monotono se

(Au— Av,u —v) >0, Y u,v € E.
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Definicao A.9 Seja E um espaco de Banach real. Um operador A : E — E* ¢ dito

ortemente mondtono, se existe ¢ > 0 tal que
f ) q
(Au — Av,u —v) > c||u—v||2, vV u,v e k.

Teorema A.10 (Browder-Minty) Sejam E um espago de Banach (real), separdvel e
reflexivo e A : E — E* um operador fortemente mondtono, coercivo e hemicontinuo,

entdo existe o operador A™1 e ele € Lipschitziano.
Demonstracao: Veja [23] Teorema 26.A, pagina 557 e [33]. [ |

Teorema A.11 (Teorema do Ponto fixo de Schauder) Seja E  um  espago
de Banach, K C E um compacto, convexo e nao-vazio e f : K — K uma aplica¢ao

continua. Entao, f possui um ponto fixo.
Demonstragao: Veja [5] Teorema 3.4.1, pagina 79. [

Lema A.12 (Lema de Brezis-Lieb) Sejamp € [1,00) e (f,) uma sequéncia de fungoes
limitadas em LP(Q) tais que f, — [ q.t.p. em Q. Entao, f € LP(Q) e:

P _ 13 p p
112 = T (Ul — 17 = £ull2):
Demonstracao: Veja [26] Lema 4.6, pagina 10. |

Teorema A.13 (Desigualdade de Holder) Sejam Q um dominio em RN, 1 < p <
+oo el <qg<+o0 com%—k%:l. Se f € LP(Q) e g € LYN), entdo

A T P

Demonstragao: Veja [11], pagina 92. [

Teorema A.14 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia

de funcionais em LY(2). Suponhamos que

i) fule) = £(2) by em ;
i) Existe g € LY(Q) tal que, para todo n € N, |f,(z)] < g(x) qt.p. em Q. Entao,

f € L1<Q) e an — fHLI(Q) — 0.
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Demonstracao: Veja [8], pagina 44. [ |

Teorema A.15 (Desigualdade de Interpolagao) Sejam fi, fo, -, fr tais que f; €
Lri(Q),i=1,--- ,k com

Entao, o produto f = fi - fa--- fr pertence a LP(Q) e

11l < W illzos oy [ all ooy - - il oy -

Em particular, se f € LP(2) N LI(Q) com 1 < p < q < o0, entdo f € L"(Y) para todo
p<r<gqeuwvale
et l1-a
11 < o) 1 ooy

onde 1/r =a/p+ (1 —a)/q,a € 0,1].

Demonstracao: Veja [11], pagina 93. [ |

Teorema A.16 (Teorema da Representagao de Riesz) Seja H wum espaco de

Hilbert. Para qualquer o € H*, existe um unico f € H tal que
(p,u) = (f,u) Yu € H.

Além disso,

LA =Tl -

Demonstragao: Veja [11], pagina 135. [

Teorema A.17 (Desigualdade de Poincaré) Suponha quep € [1,00) e 2 € um aberto

limitado. Entdo, existe uma constante C' (dependendo de Q e p) tal que
17
HUHLP(Q) <C HquLp(Q) Vue WyP(Q).

. ~ 1 .
Em particular, a expressao ||Vul|,q define uma norma em Wy (Q) equivalente a norma

”U||W01,p(9). Em H} (), a expressio

i / du v
—1 /9 aZCZ le
€ o produto interno que induz a norma ||Vu| 2, @ qual € equivalente a norma HUHH(%(Q) :
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Demonstragao: Veja, por exemplo, [22]. [ |

Teorema A.18 (Sobolev - Gagliardo - Nirenberg) Se p € [1, N) entao

. 1 1 1
WhP(RN) ¢ LF(RY), onde p* é dado por — = — — —,
(BY) € 17 (BY) S=i-
e existe uma constante C' = C(p, N) tal que
[ull,. < C|Vull, Vu e Whe(RM).
Demonstracao: Veja [11], pagina 279 e também [27]. [ |

Teorema A.19 Se C € um subconjunto convexo de um espago vetorial normado E, entao

C' é fechado na topologia fraca o(E, E*) se, e somente se, C' € fechado na topologia forte.
Demonstracao: Veja [11], pagina 60. [ |
Teorema A.20 Seja X = DVY(RY) o completamento de C5°(RYN) com respeito a norma

HuHQ:/ Yl dr.
RN

Entao,
ou

o 2 mNy . YU
X_{UGL(R),a%

EL%RNL¢=1,~,N}.

Demonstracao: Veja [9)]. |
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Apéndice B

Um Exemplo de Espaco de Riesz em
Teoria da Medida e Integracao

Neste apéndice, apresentamos um exemplo de um espago de Riesz dentro do contexto
da Teoria da Medida e Integracdo. Sejam X um conjunto e A uma o—algebra de

subconjuntos de X.

Defini¢do B.1 Uma funcio p : A — R € dita aditiva, se para cada familia finita
{A1, Ay, ... AL} de subconjuntos de A, dois a dois disjuntos, com U A € A, vale
a iqualdade

PV Ai) = i pu(Ai).
i=1
Defini¢ao B.2 Seja A uma o—dlgebra e jp: A — R. A funcio p é dita wma carga com
sinal se p goza das sequintes propriedades:
i) p € aditiva.
it) p assume no mdzimo um dos valores 400 ou —o0.
iii) (@) = 0.
Se p assume apenas valores nao negativos, p € dita simplesmente uma carga.

Definicao B.3 Sejam A uma o—dlgebra de subconjuntos de um conjunto X e A € A.

Uma parti¢ao do conjunto A € uma colegao finita {Ay, Aa, -+, A} de subconjuntos de A,

dois a dois disjuntos, tal que U A, = A.
i=1
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Apéndice 1.1 Um exemplo de espaco de Riesz em Teoria da Medida e Integragao

Definicao B.4 Seja p1: A — R uma carga com sinal. A variacdo de pu € definida por

V, = sup {Z (A 5 {A1, Agy -+ An} € uma particao de X} )
i=1
Se V, for finita, diz-se que p € de variagao limitada.

Claramente, se 1 : A — R é uma carga com sinal de variagao limitada, entao p assume

apenas valores finitos. Passemos a utilizar a notacao
Char(A) = {,u : A — R ; 1 é&uma carga com sinal de variacio limitada} .

E imediato que Char(A), com as operacoes (u-+v)(A) = u(A)+v(A) e (Au)(A) = A\u(A),
é um espaco vetorial real.

Defina a seguinte relacdo de ordem parcial em Char(A): v < p se, e somente se,
v(A) < u(A) para todo A € A. Claramente, o par (Char(A),<) é um espago vetorial

ordenado.

Lema B.5 Seu: A — R uma carga com sinal e A, B € A sdo tais que A C B, B\A € A,

entao
n(B\ A) = u(B) — p(A).

Demonstragao: Segue imediatamente do fato de B = AU(B \ A). |
Proposicao B.6 O par (Char(A), <) € um espago de Riesz.

Demonstragao:  Sejam p,v € Char(A) e considere a funcio w : A — R definida
por w(A) = sup{u(B)+v(A\B); Be Ae BC A}. Mostremos que w € Char(A) e
w=sup{u,r}. Sejam A, B € A tais que AN B = &. Considere os conjuntos C, D € A
tais que C C A e D C B. Assim,

[1(C) + v(AN\ O) + [u(D) + v(B\ D)] = p(CU D) +v((AUB) \ (CU D))

<w(AUB).

Segue que w(A) + w(B) < w(A U B). Por outro lado, dado ¢ > 0 existe C' € A, com
C C AU B tal que
w(AUB) —e < u(C)—v((AUuB)\ C)
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Apéndice 1.1 Um exemplo de espaco de Riesz em Teoria da Medida e Integragao

= [N A) +v(A\O) + [(C N B)+v(B\C)

<w(A) 4+ w(B).

Pela arbitrariedade do e tomado, temos que w(AUB) < w(A)+w(B) e, consequentemente,
w(AUB) = w(A) + w(B). Donde, a fun¢ao w ¢ aditiva. Claramente, a fun¢do w admite
apenas valores reais e w(©@) = 0. Dessa forma, w € Char(A).

Agora, mostremos que w = sup {y, v}. E facil ver que p < w e v < w. Por outro lado,
sejam 6 € Char(A) tal que p < fev <60eAc A e considere B € A tal que B C A.
Assim,

W(B) + v(A\ B) < 0(B) +0(A\ B) = 0(A).

Segue que w(A) < 0(A). Portanto, w = sup{u,r}. Analogamente, mostra-se que
inf {p,v} = inf{u(B)+v(A\B); Be Ae BC A}. Portanto, o conjunto Char(A)

munido com a relagdo de ordem parcial <, definida acima, é um espaco de Riesz. [
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