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Resumo

A nocgao de lineabilidade surgiu nos anos 80, embora a esséncia da ideia seja bem
anterior, como uma forma de medir a existéncia de estruturas lineares em ambientes
a priori nao lineares. Mais precisamente, um subconjunto de um espago vetorial
topoldgico é linedvel (espagédvel) se ele contiver, exceto possivelmente pelo vetor nulo,
um subespago (subespago fechado) de dimensao infinita. Neste trabalho estudamos
resultados de lineabilidade e espacabilidade no contexto de operadores lineares que

atingem a norma e também em espagos de sequéncias.

Palavras-Chave: lineabilidade, espacabilidade, espacos de sequéncias, operadores

que atingem a norma.
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Abstract

The notion of lineability emerged in the eighties, albeit its essence is quite older, as a
method to measure the existence of linear structures in a priori nonlinear frameworks.
More precisely, a subset of a topological vector space is lineable (spaceable) if it
contains, except eventually for the null vector, an infinite-dimentional subspace (infinite-
dimensional closed subspace). In this work we investigate lineability and spaceability

in the context of norm attaining operators and sequence spaces.

Key-Words: lineability, spaceability, sequence spaces, norm attaining operators.
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Introducao

O estudo da existéncia de estruturas lineares em ambientes a priori nao lineares teve
inicio nos anos 80 como uma espécie de medida algébrica do tamanho de subconjuntos
de espagos vetoriais de dimensao infinita. A essa “medida” algébrica deu-se o nome
de lineabilidade, e diz-se que um subconjunto de um espaco vetorial topolégico é
linedvel (espagdvel) se ele contiver, exceto possivelmente pelo vetor nulo, um subespaco
(subespago fechado) de dimensao infinita. Neste trabalho apresentamos, de forma
detalhada, resultados de lineabilidade e espacabilidade no contexto de operadores
lineares que atingem a norma e também em espacos de sequéncias, pretendendo
transmiti-los de um modo acessivel.

Inicialmente discorremos sobre a teoria de operadores que atingem a norma e a
teoria de lineabilidade e espacabilidade num contexto mais amplo. Nessa linha, um
problema natural é constatar propriedades, sobre os espagos de Banach em questao,
que contribuam para que todos operadores lineares continuos, definidos em tais espacos,
atinjam suas normas. Entretanto, antes de estudarmos os operadores entre espacos
de Banach arbitrarios, tendo em vista a generalidade de tal estudo, achamos melhor
considerar primeiro, ainda que de um modo bem objetivo, o caso de funcionais lineares
sobre o corpo dos ntimeros reais. Mostramos como tais assuntos tém sido relacionados
em trabalhos recentes e fazemos um estudo da lineabilidade do conjunto dos operadores
que atingem a norma e da lineabilidade de classes gerais de espagos de sequéncias,
almejando obter um texto que contribua para esse estudo. O artigo [27], em que
estao baseados os principais resultados para o Capitulo 1, bem como as referéncias nele

contidas, nos deixam um legado importante dos vérios contextos em que a lineabilidade

X



aparece.
Inserimos ainda trés apéndices; os dois primeiros objetivando tornar a leitura deste
trabalho mais auto-suficiente e, o tltimo, visando complementar o Teorema 2.1.3.
As nossas principais fontes de referéncia sao os artigos [14] e [27].

Vejamos a estrutura em que apresentamos cada tépico desta dissertacao:
Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1 discorremos sobre lineabilidade no contexto do conjunto dos
operadores entre espacos de Banach que atingem a norma, e apresentamos resultados
de lineabilidade e espacabilidade relacionados a esse conjunto.

No Capitulo 2, além de espacos de Banach, trabalhamos também com espacos quasi-
Banach, na perspectiva de considerar classes mais gerais de espacos de sequéncias e,
nesse contexto, apresentamos resultados de lineabilidade e espacabilidade.

O primeiro apéndice trata de aplicagoes multilineares e polindbmios entre espacos
de Banach, que foi introduzido no intuito de facilitar o entendimento de algumas das
afirmacoes feitas na Se¢ao 1 do Capitulo 1.

No segundo apéndice fazemos uma breve exposi¢ao dos espagos [, para p > 0, dando
énfase ao caso 0 < p < 1, onde encontramos os espacos p-Banach e quasi-Banach.

Finalmente, no terceiro e 1ltimo apéndice destacamos uma demonstracao
construtiva (baseada em [13]) para o Teorema 2.1.3, isto ¢, estabelecemos um algoritmo
que gera muitos exemplos concretos de sequéncias que pertencem a [,,0 < p < oo, mas

que nao pertencem a l,, para 0 < ¢ < p.

Notacao e Terminologia

e Em todo este texto, K denotard o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.
Os espagos vetoriais sempre serao considerados sobre K = R ou C, a menos que

se mencione algo em contrario.

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “func¢ao”.



Na maior parte deste texto, X,Y, X;,Y;, ... denotarao espacos de Banach sobre
K. A norma de um espago de Banach X serd usualmente denotada por ||-||;
quando maior precisao for necessaria, nés usaremos |||y . O simbolo By denotard
a bola unitdria fechada {z € X ||z|| < 1} de um espago de Banach X. De maneira

semelhante, Sx denotard a esfera unitdria {x € X;||z|| = 1}.
O dual (topolégico) de um espago de Banach X sera denotado por X*.

Usaremos o simbolo N A(X; Y') para denotar o conjunto dos operadores lineares de
X em Y que atingem a norma. Dado xy € Sx, N A™(X;Y) denotard o conjunto

dos operadores que atingem a norma em .
L(X;Y) é o conjunto dos operadores lineares continuos de X em Y.

Denotamos por £ (X1, ..., X,,;Y) o espago de Banach de todas as aplicagoes m-

lineares continuas de X; x ... x X,, em Y, com a norma usual do sup.

l,,0 < p < 00, ¢ 0 espago das sequéncias x = (z,)5>; tais que Y~ |z,|" < oo
com norma (p-norma, se 0 < p < 1) |lz|| = 302, |xn|p)% :

Denotamos por ¢’ o conjugado de que ¢, isto ¢, ¢’ = qqu.



Capitulo 1

Lineabilidade no conjunto dos

operadores que atingem a norma

Neste capitulo dedicamos as duas secoes iniciais para descrever um pouco da teoria
de operadores que atingem a norma e da teoria de lineabilidade e espacabilidade. Na
Secao 1.3 mostramos como tais assuntos tém sido relacionados em trabalhos recentes.
Finalmente, na Secao 1.4, estudamos a lineabilidade do conjunto dos operadores que

atingem a norma.

1.1 Operadores que atingem a norma

A norma de um operador linear continuo u : X — Y entre espagos de Banach é definida
como sendo o supremo dos valores ||u(x)|| com x percorrendo os vetores da bola unitéria
fechada de X. A norma de u é denotada por ||u| . Nao ¢ dificil ver que nem sempre tal
supremo é atingido. Por exemplo, veremos na Secao 1.4 que, para 1 < p < g < o0, 0

operador linear contfnuo u : [, — [, definido por

wl((w;)720) = (/%)w

nao atinge sua norma. Esse tipo de acontecimento nao é surpreendente se nos
lembrarmos que a bola unitéria fechada em um espago de Banach de dimensao infinita

nunca é compacta.



Uma questao natural é averiguar propriedades sobre X e/ou Y que contribuam para
que todos operadores lineares continuos de X em Y atinjam suas normas. Antes de
mergulhar em toda a generalidade de operadores entre espacos de Banach arbitrarios
X e Y, é natural que o caso de funcionais lineares sobre o corpo dos nimeros reais
(K = R) seja estudado primeiro. Nessa dire¢ao temos uma caracterizagao definitiva dos

funcionais que atingem a norma:

Teorema 1.1.1 (R.C. James, 1972) (/23]) Seja X wum espa¢o de Banach. O
congunto dos funcionais lineares continuos u : X — R que atingem a norma coincide

com X* se, e somente se, X é um espago reflexivo.

Para espacos nao-reflexivos torna-se, portanto, interessante estudar propriedades
do conjunto dos funcionais lineares continuos que atingem a norma. Um resultado
fundamental nessa linha é o Teorema de Bishop—Phelps demonstrado em 1961 por E.

Bishop e R.R. Phelps:

Teorema 1.1.2 (Bishop—Phelps, 1961) (/12/) Dado um espago de Banach X, o
conjunto dos funcionais lineares continuos definidos em X que atingem a norma é

denso em X*.

A demonstracao mais conhecida do Teorema de Bishop—Phelps repousa em
ferramentas nao construtivas, como o Lema de Zorn (para uma referéncia em portugués,
sugerimos [18]).

Nao se deve esperar uma generalizacao do Teorema de Bishop—Phelps para
operadores lineares continuos entre espagos de Banach X e Y. Bishop e Phelps
levantaram esta questao no mesmo trabalho em que provaram seu resultado
fundamental (Teorema 1.1.2). Existem exemplos em [25] de espagos de Banach X e Y,
devidos a J. Lindenstrauss, para os quais o conjunto dos operadores lineares continuos
de X em Y ndo ¢ denso em L£(X;Y). Em seu trabalho, Lindenstrauss definiu duas
propriedades sobre os espagos de Banach X e Y, no intuito de tornar sua investigacao
mais criteriosa, j4 que a questao levantada por Bishop e Phelps era bem abrangente.

Essas propriedades ficaram conhecidas como propriedades A e B. Para exibi-las de forma



mais clara, vamos denotar por N'A(X;Y") o conjunto dos operadores lineares continuos

de X em Y que atingem a norma.

e Propriedade A.

Seja X um espaco de Banach. Diz-se que X tem a propriedade A se, para todo
espago de Banach'Y, o conjunto N A(X;Y) é denso com a norma do supremo em

L(X;Y).
e Propriedade B.

Seja Y um espaco de Banach. Diz-se que Y tem a propriedade B se, para todo
espago de Banach X, o conjunto NA(X;Y) é denso com a norma do supremo

em L(X;Y).

Vemos assim que o Teorema de Bishop—Phelps diz, precisamente, que R tem a
propriedade B. Mais adiante veremos que existem espagos de Banach que nao possuem
a propriedade B.

Ainda nessa linha, Lindenstrauss mostrou que todo espago de Banach reflexivo tem a
propriedade A. Para enunciar este resultado, recordemos que, dado um operador linear

continuo 7' : X — Y, definimos, a partir deste, os operadores
T:Y* — X*

freT(f)=foT

pr—T"(p) =poT"

Denotando por N**A(X;Y') o conjunto dos operadores lineares continuos 7' : X — Y
tais que 7** : X** — Y** atinge a norma, enunciamos o teorema:
Teorema 1.1.3 (Lindenstrauss, 1963) (/25]) O conjunto N**A(X;Y) é denso em

L(X;Y) para todos os espagos de Banach X e Y. Em particular, todo espago reflexivo
tem a propriedade A.



O fato de todo espaco reflexivo ter a propriedade A ¢é decorrente da inclusao
N*A(X;Y) € NA(X;Y), que ocorre para todo espaco de Banach Y sempre que
X é reflexivo. Como, neste caso, o teorema afirma que N*A(X;Y) é denso em
L(X;Y), com maior razdo obtemos a densidade de NA(X;Y) em L(X;Y), ou seja,
X tem a propriedade A. Provemos a validade da referida inclusao. Com efeito, dado
T e N*A(X;Y), e sendo X reflexivo, existe J,, € X** onde J,, é a inje¢do canodnica

aplicada no vetor unitario xg, tal que

[T =M (Jao) | = [[Jeg o T*| = sup [ Jag (T ()]

Iflly«<1
= sup || Jy (fo D)= sup |f(T(zo))ll = [T (o)l
I£lly=<1 lflly«<1
Por outro lado,
[T = sup [[T"(J;)|| = sup [|J;oT"
[z || xxx <1 [lzll x <1
= sup | sup [L(T(/) | = sup | sup [J(foT))
lzllx <1 \ I flly=<1 lzll x <1 \|Iflly=<1

= sup ( sup Hf(T(fU))H) = sup [[(T(x)[| = |71

lzll x <1 \Ilflly«<1 Izl x <1
Logo,
T[] = T[] = 17" (o)l
isto &, T € NA(X;Y), e isto nos déd a inclusao N* A(X;Y) C NA(X;Y) desejada.
A publicacao deste teorema despertou o interesse pelo estudo das propriedades A e

B. Ao estudar tais propriedades, W.T. Gowers mostrou o seguinte:

Teorema 1.1.4 (Gowers, 1990) (/21]) Os espagos l,, para 1 < p < oo, ndo tém a
propriedade B.

Para provar esta afirmagao, Gowers construiu um espago de Banach especial que,
em sua homenagem, é atualmente chamado de espaco G. Fazendo uso de tal espago, M.
D. Acosta, F. J. Aguirre e R. Pay4 [1] provaram que nao existe nenhum teorema do tipo

Bishop—Phelps para o caso de aplicagoes bilineares. A partir disso conseguiu-se provar
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o caso multilinear. Mais precisamente, provou-se que, se X é um espaco de Banach
estritamente convexo e GG é o espaco de Gowers, entao, para todo m > 1, o conjunto
NA(™G; X) das aplicagoes m-lineares continuas que atingem a norma nao é denso no
conjunto L(™G; X) das aplicagoes m-lineares continuas.

Mesmo nao existindo uma extensao do Teorema de Bishop—Phelps para o caso
multilinear, R. Aron, C. Finet e E. Werner [5] iniciaram uma pesquisa nessa linha,
conseguindo estabelecer condigbes suficientes (como, por exemplo, a propriedade de
Radon-Nikodym) sobre um espago de Banach X para que nele se verifique uma versao
multilinear do Teorema de Bishop—Phelps.

Houve ainda outros resultados nessa linha, mas queremos frisar o caso dos polinémios
2—homogéneos. Neste caso, R. Aron, D. Garcia e M. Maestre conseguiram obter um

resultado do tipo Bishop—Phelps, semelhante ao Teorema de Lindenstrauss:

Teorema 1.1.5 (Aron—Garcia—Maestre) ([6/) Seja X um espagco de Banach. O
congunto dos polindomios 2-homogéneos em X a wvalores em R, cuja extensao a X**

atinge a norma, é denso no correspondente conjunto dos polinémios 2-homogéneos.

No teorema acima, a extensao de polindmios refere-se a sua extensao canonica,
também conhecida como extensdo de Aron—Berner (ao leitor interessado, indicamos a
leitura de [4]).

Existem outros resultados, nessa linha, para polinomios e para funcoes holomorfas,

e ainda algumas questoes abertas para o caso das aplicagoes multilineares.

1.2 Lineabilidade e espacabilidade

O conceito de lineabilidade apareceu primeiramente em [22] como uma espécie de
medida algébrica do tamanho de subconjuntos de espacos vetoriais de dimensao infinita.
O termo linedvel parece ter sido usado pela primeira vez por V. Gurariy e tem sido
explorado de forma ampla em diversos contextos.

Recentemente tem-se publicado alguns trabalhos relativos a lineabilidade dos

conjuntos N A(X;K) e L(X;K)\NA(X;K) (veja [2]), onde a geometria de X tem um



papel essencial nesse estudo. Se substituirmos K por um espago de Banach Y com
dimensao infinita, entdao a geometria de Y parece ter um papel decisivo nesse estudo.
Isto serd esclarecido na Secao 1.4. Veremos que a presenca de um espaco de Banach
Y de dimensao infinita em lugar de um corpo K de escalares nos permite estudar a
lineabilidade do conjunto N A™(X;Y) dos operadores que atingem a norma em um
vetor unitério g fixo.

Para estudar se um subconjunto de um espago vetorial possui algum tipo de
estrutura linear, o conceito de lineabilidade é essencial. Vejamos, com precisao, a

definicao de lineabilidade e espacabilidade:

Definicao 1.2.1 Seja E um espaco vetorial de dimensao infinita. Diz-se que um
conjunto A C E ¢é lineqvel se AU {0} contém um subespago vetorial de dimensdio

nfinita.

Definigao 1.2.2 Um subconjunto S de um espaco de Banach E é chamado espag¢dvel se
existe um subespago vetorial fechado de dimensao infinita W C E tal que W C SU{0}.
De um modo mais geral, diz-se que um subconjunto S de um espago de Banach ou
quasi-Banach E é p-linedvel (espagdvel) se S U {0} contém um subespago vetorial pu-

dimensional (fechado de dimensao infinita) de E.

O termo espacabilidade de um subconjunto de um espaco vetorial topolégico foi
usado primeiramente em [20] e posteriormente em [6], onde foi mostrado que, mesmo
em conjuntos fortemente nao-lineares e, aparentemente, patolégicos, encontra-se com
frequéncia esta propriedade. Entretanto, o termo espa¢dvel s6 foi introduzido mais
tarde em [8]. Muitos outros trabalhos tém sido publicados envolvendo este conceito,
como por exemplo em [10], e sobre a sua no¢ao mais fraca, a lineabilidade, que omite a
condicao de ser fechado o subespaco em questao. Sobre esta nocao, G. Botelho, D. Diniz
e D. Pellegrino provaram, em [15], a lineabilidade (sob certas hipdteses) do conjunto
complementar

LOXYNL(X:Y)

dos operadores absolutamente p—somantes entre os espacos de Banach X e Y, com

1 < p < oo. Nessa linha, D. Kitson e R. M. Timoney (vide [24]) conseguiram melhorar
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este resultado ao provar a espacabilidade de conjuntos do tipo

LIX;Y)\ Uy I (X;Y).

1.3 Lineabilidade, espacabilidade & Funcionais que

atingem a norma

Sejam X um espago de Banach e N A(X) o conjunto dos funcionais lineares f : X — R
que atingem a norma em algum ponto da bola unitdria Bx. Na Secao 1.1 vimos o
Teorema de James, o qual diz que N A(X) = X* se, e somente se, X é um espago de
Banach reflexivo. Nesta Secao, porém, discorremos sobre algumas condigoes suficientes
para assegurar que o conjunto N A(X) ou X*\ N A(X) ¢ linedvel ou espagavel.

Ainda nao se sabe se o espago N A(X) sempre contém um subespago de dimensao
infinita, ou até mesmo um subespaco de dimensao 2. O leitor interessado deve ler
[9]. Por outro lado veremos que, em muitos casos, o seu complementar X*\N A(X)
unido com {0} contém um subespaco vetorial fechado de dimensao infinita, isto é, que
X*\NA(X) é espagavel para vérios tipos de espagos de Banach X. Também ainda nao
se sabe se o fato de X*\ W A(X) ser linedvel caracteriza os espagos nao-reflexivos X.

Vejamos alguns resultados sobre lineabilidade e espagabilidade do conjunto N A(X),
bem como do seu complementar X*\ N A(X), num contexto menos geral, onde X é um
espago de Banach especifico como, por exemplo, o espaco C(X) das fungoes continuas

sobre um espaco de Banach X :

Teorema 1.3.1 (Acosta—Aizpuru—Aron—Garcia, 2007)
Se K é um espago topoldgico de Hausdorff compacto e infinito, entao NA(C(K)) é
linedvel.

Observagao 1.3.2 FEste teorema e os prozimos resultados desta Se¢ao foram extraidos

de [2].

Vale ressaltar que existe algum espaco K, nas condigoes do Teorema 1.3.1, em que

NA(C(K)) nao é espagavel. Isto fica esclarecido na Proposigao 2.20 de [9].



H& um resultado semelhante a este para o complementar C(K)*\N A(C(K)), o qual
¢ ainda melhorado ao adicionarmos certa hipétese. Antes, porém, de enuncid-lo, vale

recordar que uma sequéncia convergente (a, )52, é dita nao-trivial se a; # a; para i # j.

Teorema 1.3.3 (Acosta—Aizpuru—Aron—Garcia, 2007) Se K ¢é wum espago
topoldgico de Hausdorff compacto e infinito, entao C(K)*\NA(C(K)) é linedvel. Se,
além disso, K possui uma sequéncia convergente nao-trivial, entao C(K)*\N A(C(K))

é espacavel.

Para fungoes integraveis, ha também resultados interessantes nessa linha.

Lema 1.3.4 (Acosta—Aizpuru—Aron—Garcia, 2007) Seja (€, 1) um espaco de
medida, onde p é uma medida o—finita. Entdo, dado um funcional f € Li(pu)* =
Loo(p), temos f € NA(L1(u)) se, e somente se, existe um conjunto A mensurdvel com
medida (A) > 0 tal que || f|| = |f(z)| para todo x € A.

Teorema 1.3.5 (Acosta—Aizpuru—Aron—Garcia, 2007) Se (Q, i) é um espaco de

medida tal que Li(u) tem dimensdo infinita e p é uma medida o—finita, entao

Ly ()" \N A(L1(11)) é espagdvel.

Num contexto mais geral existem varios outros resultados, os quais, em sua maioria,
estao relacionados a geometria dos espacos de Banach. Entretanto, destacamos apenas

o seguinte:

Teorema 1.3.6 (Acosta—Aizpuru—Aron—Garcia, 2007) Seja X um espa¢o de

Banach com base de Schauder (e,)nen. Se (€n)nen € mondtona, entdo o conjunto
NA(X) é linedvel.

Coroldrio 1.3.7 (Acosta—Aizpuru—Aron—Garcia, 2007) Seja X um espago de
Banach. Se X possui um um subespago complementado de dimensao infinita Y com
base de Schauder, entao X pode ser renormado, com uma norma equivalente, de forma

que seja linedvel o conjunto NA(X).



1.4 Lineabilidade no conjunto dos operadores que

atingem a norma

Embora ja tenhamos definido a nocao de operadores que atingem a norma, preferimos
isolar este conceito para facilitar a leitura do texto. Os resultados da presente Secao

sdo baseados em [27].

Definicao 1.4.1 Sejam E e F espag¢os normados. Um operador linear v : £ — F

atinge a norma em vy € E, ||xo|| = 1, quando
[[u (o) || = [l -

O conjunto dos operadores lineares u : £ — F' que atingem a norma em x( serd

denotado por N A (F; F'). Mais precisamente
NA®(E; F) ={u e LIE;F) : ||lul = |lu(zo)]|}-

Note que se E # {0}, entao NA™(E; F) # & , pois o operador nulo atinge sua
norma em qualquer ponto da esfera Sg.

O objetivo principal deste capitulo é desenvolver um estudo sobre a existéncia de
alguma estrutura linear no conjunto N A™(E; F), bem como no seu complementar
L(E; F)\NA™(E; F). E natural questionar se o préprio conjunto N A™ (E; F) é espaco

vetorial, e isto, em geral, nao ¢ verdade.

Exemplo 1.4.2 Sejam u : R* — R2 definido por u(z) = (0,2z3) para todo
r = (z1,19) € R?, ewv : R? — R? definido por v(z) = (x1,—2x5) para todo
r = (r1,72) € R%. A norma de u é dada por

[Jull = sup [u(2)]

= sup (0, 22,)]

;I:%—i—x%:l
= [1(0,2- )]
= [ule2)l] -

Logo, ||ul| = [Ju(e2)] e, por isso, u € NA?(R?* R?). A norma de v é
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[v]] = sup [[o(z)]]
Jall=1

= sup ||(z1, =2,)|
22 4z2=1
= sup /a?+ (—2x9)2

2, .2
ritrs=1

Ora, a fun¢ao dada por f(x,y) = \/x%+4y? é continua sobre o conjunto compacto
D = {(x,y); 2*> +y*> = 1}, logo assume valor mdzimo. Para encontrarmos o mdximo de
f, vamos utilizar o Método dos Multiplicadores de Lagrange. Para isto, sejam (o, o)

o mdzimo de f e g(x,y) = > + y*. Entao existe A € R tal que

V f(x0,y0) = AVg(zo,Y0).-

4
< 0 Yo ) = )\ (2.’,13'0, 2y0) .

Vg g Va4

Como 2 + y3 = 1, obtemos o sequinte sistema

Dat,

o -9
A /mg+4yg )\330
e = 2Ayo

\/ mg+4y3

vy s =1

cujas solugdes sao os pontos (£1,0) e (0,£1). Substituindo os pontos em f, vemos que

(0,1) é ponto de maximo. Logo

[v]f = sup /af+ (—222)?
w2 +ai=1
=0+ (—2-10
= [1(0,=2-1)|
= [[v(e2) ]l
ou seja, ||v]| = ||v(e2)| €, consequentemente, v € N A®*(R?* R?). Entdo, ambos, u € v

pertencem a N A% (R?* R?), mas, para (u+ v)(z) = (z1,0) temos

lu+ o] = sup ||(u+v)()]|

llz[l=1

= sup ||(z1,0)]

z%—&-:c%:l
= [[(1,0)]
= [[(u+v)(ed)]
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ou ainda,
Ju+ol = l(u+v)(e)]| =170 =|[(u+v)(e)]],
15to €,
[+ ol # [[(u+v)(e2) ] -
Logo, o vetor soma u+ v ndo pertence a N'A%?(R?; R?) e, portanto, N'A°*(R?;R?) nao

é espago vetorial.

Observagao 1.4.3 No ezemplo acima, o ponto (0,—1) também é ponto de mdximo da

funcao f e, assim,

loll = sup y/af + (—222)?

2, .2
zit+z5=1

— Vo2 (C1P

ou seja, v € NA?(R%R?) N NA(R% R?). Isto quer dizer que um operador pode,
eventualmente, atingir sua norma em mais de um ponto e, por isso, a interse¢cao dos
conjuntos NA™(E; F) NN A" (E; F) nao é, em geral, o conjunto {0}.

O subconjunto N A™(E; F) de L(F; F) é, aparentemente, bastante restrito, pois
seus elementos devem atingir a norma em um mesmo vetor xy. Nao obstante,
mostraremos que se F' = [, entdo N A (E; F)) é linedvel em L(E; F'). Mais geralmente,
provaremos que se [’ possui uma cépia isométrica de [, isto &, se existe uma aplicagao
linear f : 1, — F tal que || f(x)|| = ||z|| para todo z € l,, entdo N A™(E; F) é linedvel
em L(F;F). Como um caso particular, obtemos a lineabilidade de N A (l,;l,) em
L(ly;1,). O teorema a seguir trata do caso em que F' = [,. Para sua demonstracao,

faz-se necessdrio o seguinte resultado, que é uma consequéncia direta do Teorema de

Hahn—Banach.

Lema 1.4.4 Seja E um espaco de Banach. Para qualquer o € Sg, existe um funcional

linear fo # 0 que atinge sua norma em xo. Mais precisamente, dado xo € Sg, existe

fo € E*\ {0} tal que || fol| = | fo(zo)|-

12



Demonstragao. Com efeito, pelo Teorema de Hahn—Banach (coroldrio), existe fy € E*

tal que [| foll = [lzoll € fo(o) = l|zo[|*. Como [|zo|| = 1, temos
1foll = llzoll = [loll* = fo(wo) = [ fo(zo)l.

isto é,
[ foll = [fo(zo)l,

como querfamos. B

Teorema 1.4.5 Se E é um espago de Banach, entao N A™(E;1,) é lineqvel em L(E;1,)
para cada 1 < g < oo e todo xg € Sg.

Demonstracao. Comegamos verificando que o conjunto N A™(E;1,)\{0} & ndo vazio.
Pelo Lema 1.4.4, existe fo € E*\{0} tal que ||fo|l| = |fo(zo)|. Assim, a expressao
u(z) = (fo(x),0,0,...) define um operador linear u : E' — [, tal que
[ull = sup [|(fo(x),0,0,...)],
ll=l|<1

= sup (Lfo()* + [0]* + [0 4 - -+)
z|| <1

Qe

= HSl”lEl | fo()]

= [[follz= = | fo(o)]
= ([fowo)|* + |01 + [0 +---)

Q|

= [lu(zo)ll,
isto é,
[u(zo)llg = lull,

e, portanto, u € NA™(E;l,). Logo, NA™(E;1,)\{0} # @. A construcdo a seguir ¢
vélida para qualquer u € NA™(E;1,).

Agora escrevamos o conjunto N dos inteiros positivos como
o0
N=(Ja;,
j=1

13



onde cada

Aj:{agj)<a§j)<...<ai

é infinito e AyNA; = O se k # [. Isto é possivel pois basta tomarmos A; como o
conjunto dos nimeros primos uniao com {1} e, para cada j > 1, A; como o conjunto de
todos os possiveis produtos de j nimeros primos, e a afirmativa segue imediatamente
do Teorema Fundamental da Aritmética. Também, para cada j, consideremos o

subconjunto léj ) ly, dado por

l((jj) - {I - (xla coey Ty ) € lq C Tk = O’ se k ¢ AJ}’

)

e o operador u; : £ — lc(]j , definido pelas igualdades

U(ZE)Z, se k= ]

uj(a:)a(_k) =
’ 0,se k #j

: ()
que, precisamente, afirmam que o a;

-ésimo termo da sequéncia u;(x) é igual ao i-ésimo
termo da sequéncia u(x) para todo i, e os demais termos de u;(z) s@o todos nulos (para

um melhor entendimento, veja Observagao 1.4.6). Note que
N :U {a(j ) }
2%

¢ uma uniao de conjuntos disjuntos dois a dois, o que garante que cada termo da
sequéncia u;(x) estd bem determinado. Além disso, se k # j, entdo al(-k) ¢A; e como,

neste caso, u;j(x) ,, = 0, segue-se que u;(x) € l,(f) para todo x € E. Portanto, u; estd

al®)
K3

bem definido para cada j. Observemos também que, para cada j, u; atinge a norma em
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2. Com efeito,

Q=

[uj ()] = (Z |uj(x)a5k>|q>

ik

Q=

= Z|U’] (k)| +Z|Uj (k)|q

] k J#k
1
q
= <Z lu(z);|* + 0)
= [lu(@)|,
isto &, ||u;(z)|| = ||u(z)| para todo z € E. Logo
[Jujl| = llull = lJu(zo)[| = flu;(zo)ll -
Ainda para cada j fixado, consideremos v; : ¥ — [, definido por
Vj = 1; O Uy,
onde i; : lgj ) l4 € a inclusao candnica. Desse modo, para todo x € E, tem-se
[[oj (@) | = 1145 (u; (@) = [Ju; ()]
para cada j € N. Dali,

o]l = llusll = [lus(@o)ll = [1(i5 0 uy) (o) | = [lv (o)l

isto é, v; atinge sua norma em z, para cada j. Agora provemos que, dados escalares
ai,...,0p, 0 vetor aqv; + - -+ 4+ ,v, atinge sua norma em zx, para qualquer n € N.

Com este fim, provemos que

Z lagvy () + -+ - + v (2)k|? = Z lag vy (x -4 Z |, v (2
k

para todo k € N, isto é, que

larvr (@) + - - + anva (@) | = [larvn (@) [T + - - + [lemva ()| (1.1)
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Ora, se
vi(x)y = =wv(x)r =0

para todo k, nada hé que fazer. Assim, sem perda de generalidade, fixemos £ tal que

v1(z) # 0. Segue da defini¢ao de v; que

’Ul<x)k7é0$k€A1
= k¢ A;, paratodoi=2,...n

= v;(z)r = 0, para todo i = 2,...,n.
Desse modo, temos

laqvr (@) 4« - - + v (@)1]? = |arvi (@) + 0+ - - + 0|
= Jagv(2)k|*+ 0+ -+ 0

= |1 (2)g]? + - - + oo (@)%
Obviamente, o mesmo vale para v; # 0,7 = 2, ..., n. Dai,
Z lavy (@) + -+ - + Qv (x)k|?
k
= (Jaaon(@)el” + -+ + [anvn ()il
k
= Z layvy (2)g]? 4+ - + Z |t v () |
k k

para todo £ € N, como querfamos. Finalmente, de posse dessa igualdade, podemos

concluir que
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vy + - + apv,||T = sup |laqvi(z) + -+ - + v, (2)||?

ll=]I<1

= sup Z]alvl(l‘)k+--~+oznvn(x)k|q
lal<1 \ 2
= sup Z]alvl(x)k\q+---+Z|anvn(:p)k|q
= sup [ |on|" Y [or(@)el? + -+ fon|” Y |Un(l‘)k|q>

= Jaa| D " on(@o)el” + -+ + an|® > [on(0)k|?
i i
= Z laqvy (xo)k|?+ -+ + Z |t v () k|
k k
= Z lavy(xo)k + -+ - + v (x0)k|?
%
= [laqvi(zo) + -+ - + pvn (o) |7,

onde a quinta igualdade decorre do fato de todos os n v; atingirem a norma no mesmo

vetor unitario zy. Logo,
lagvy 4+ -+ - + apvn|| = [[(1vr + -+ - + @) (x0) ||
ou seja, a1v + - - - + @, v, atinge sua norma em x, €, consequentemente,
V =1v;;7 €N]

é um subespaco vetorial de N A™(FE;l,). Resta mostrar que V' tem dimenséo infinita

e, para isto, basta provar que quaisquer n vetores nao-nulos
VlyeooyUkynn Uy €V

sao linearmente independentes. Como v, é nao nulo, existe © € F tal que vg(z) # 0.

Mais precisamente, existe pelo menos um indice ¢+ € N tal que

Vg, (a:)a(k) # 0.
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Ora, segue da definigao de v; que, para j # k, vj(x) @ = 0. Desse modo, dados escalares
Qaq, ..., 0y, temos

av(x) + -+ apop(z) + -+ apop(x) =0

= a1 (x)a(k) + -+ Oékvk(x>a(k) + -+ Oén'Un(I')a(_k) =0

= a0+ +oue(r) w+- -+, 0=0

vk() (k)70

a

= oy = 0.

Como k é arbitrdrio, obtemos
ar=---=a,=0.

Logo, os vetores wvp,...,vg,...,v, € V sao linearmente independentes e,
consequentemente, V' = [v;;j € N] tem dimensao infinita. Portanto, N A™(FE;l,) é

linedvel em L(FE;l,) para cada 1 < g <oo. m

Observacao 1.4.6 O fato de [, ser um espaco de dimensao infinita se tornou
fundamental para investigarmos a lineabilidade de N A™(E;l,) em L(E;l,). Isso ficou
evidenciado quando definimos os operadores u; : & — l((]j), 08 quais nao se sobrepoem
no sequinte sentido: considere os conjuntos

A;={1,2,3,5,7,...}
Ay={2-2,2-3,3-3,2-5,2-7,3-5,...}
A;={2-2.2,2.2.3,2-3-3,2-2-5,3-3-3,...}

como descrito na demonstracao acima. Entao

1 2 3 2.2 5 2-3 7 2:2-2 3-3
u(z) = (u(z);, u(z),, ulz),, 0, u(x),, 0, u(x)s, 0, 0,
us(z) = (0, 0, 0, u(z), 0, wulx), O, 0, u(x),,
Ug(l‘) = ( 07 07 Oa 07 07 07 07 U(I)lv 07

ou seja, considerando os i—ésimos termos das sequéncias acima como colunas de uma

matriz, observamos que em todas elas hd um wnico termo possivelmente nao-nulo, que
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é um termo da sequéncia u(x). Note que se o contradominio dos operadores u; tivesse
dimensao finita, tal arranjo nao seria possivel. Dai a importincia de se tomar um

espaco de Banach de dimensao infinita F' em lugar do corpo K de escalares.

Ficou clara, quando usamos o Teorema de Hahn-Banach na demonstracao acima,
a existéncia de operadores nao nulos definidos num espago de Banach, a valores em [,
que atingem a sua norma. FEntretanto, é bastante natural indagar sobre a existéncia
de operadores, definidos como esses, que nao atingem a sua norma. A resposta a tal

pergunta é positiva e ficard esclarecida no exemplo abaixo.

Exemplo 1.4.7 O operador u € L(l,;1,),1 < p < q < oo, definido por

- (7).

para todo © = (%1, T2, T3, ...) € Iy, ndo atinge sua norma. Para ver isso, primeiramente

observe que u estd bem definido, pois
rel,=xcl,

sempre que p < q (esse fato estd provado na Secdo 2 do Capitulo 3). Dad,

[ q oo
DR [ T
1 i=1

= u(x) €,

il’i
1+ 1

como queriamos. Agora provemos que, de fato, u ndo atinge sua norma em ponto algum
de l,. Ora,

lull = sup u(=)]],

T 2.772 3513'3
2737 477

= sup
ll(z1,22,..)Il =1 q
2| i
7
= sup ,
232, fealr=1 Z_; 141
Suponhamos que exista To = (To,, ..., To,, .-, To,, ---) € lp, ||T0]| = 1, tal que
[ull = llulzo)ll -

19



Escolhamos indices i < j tais que |vo,| < |xo,|. Isso é possivel pois o termo geral de

uma série convergente tende a zero. Daf,

i | i | g
0< — | = z0.|") =
<'j+1 i+l >(|x01| [#,[)
0 < j%oi 4 _ jonj e _ 7:5501' 1 iiUOj 4
J+1 Jj+1 141 1+ 1
N T L L (1.2)
1+ 1 J+1 1 +1 Jj+1
Agora seja
Yo = (ZL’QI, ...,IL‘QJ., ey Loy s )

a sequéncia que difere de xy apenas pela permuta do i—ésimo com o j—ésimo termo.

Note que yo € 1, e ||yo|l = 1, entretanto, seque da desigualdade (1.2) que

[u(@o) | < llulyo)ll,
um absurdo, uma vez que |[u(xo)|| = |lul| = supy, = [[u(z)]].
O caso em que F' possui uma cépia isométrica de [, ¢ uma consequéncia do Teorema
1.4.5 que serd exibida no coroldrio seguinte.
Corolério 1.4.8 Sejam E e Y espacos de Banach e 1 < q < oo, com Y contendo uma

copia isométrica de ly. Entdo N A™(E;Y) é linedvel em L(E;Y).
Demonstracao. Considere uma imersao isométrica (linear) f : [, — Y. O operador
T:L(E;l,) — L(E;Y), dado por

Tu= fou
para todo u € L(F;l,), ¢ também uma irmersdo isométrica. Com efeito, dados
u,v € L(E;1,) e o escalar, temos

(T(u+ av))(z) = (f o (u+ aw))(z)

= f((u+av) (z))

= f(u(x)) + af(v(z))

= (fou)(@)+a(fov)(x)

= (Tu) (z) + a(Tv) (z)
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para todo = € E, ou seja

T(u+ av) =Tu+ aTv

e vale

[Tull = [If o ull = f[ull

Portanto, T" assim definido é uma imersao isométrica. Além disso,

[Tull = Nlull = lfulzo) || = [If (ulzo))ll
= [I(f o w)(@o)l| = I(Tw) (zo) ||, Vu € LIE;1y),

isto &, Tu € NA™(E;1,) para todos u € L(E;l,). Ora, pelo Teorema 1.4.5 existe um
subconjunto V-.C N A™(E;1,) tal que V é subespago de dimensao infinita de L(E;l,)

e, pelo que acabamos de ver, vale a inclusao
W=TV)={fou:ueV}CNA™(E;l,).

Assim, W é um subespaco de L(E;[,), por ser a imagem de um subespago por um
operador linear, tem dimensao infinita, pois é isométrico a V, e estd contido em
NA™(E;1,). Portanto NA™(E;Y) ¢ linedvel em L(E;Y). m

Em suma, vimos que, dados espacos de Banach E e F, uma condicao suficiente para
que NA™(E; F) seja linedvel em L(E; F) é que F possua uma cépia isométrica de [,
com 1 < g < oo.

Agora vejamos o que podemos afirmar sobre a estrutura linear do conjunto

complementar

L(E; F)\NA™(E; F).

Em geral pode parecer que esse conjunto é muito "grande", por isso serd conveniente

considerarmos o subconjunto
L(E;F)\NA(E;F) C L(E;F)\NA®™(E; F),

onde N A(FE; F) é o conjunto de todos os operadores que atingem sua norma. O teorema

a seguir mostra um resultado nessa diregao.
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Teorema 1.4.9 Sejam E e F' espacos de Banach e 1 < q < oo, com F' contendo uma
copia isométrica de l,. Se L(E;l,) # NA(E;l,), entao L(E; F)\NA(E; F) é linedvel
em L(E; F).

Demonstracao. Provemos inicialmente que o teorema é vdlido para F' = l,. Para isso,

seja w € L(E;1,)\NA(E;l,), isto é, sejaw : E — I, um operador que nao atinge sua

N :GAj’
j=1

norma. Escrevamos novamente

IV ={z el 2 =0, sek ¢ A},

como na demonstragcao do Teorema 1.4.5. Agora, para cada j € N, consideremos w; :

E— lt(zj), definido pelas igualdades

w<$)i786 k :.]
(@), 0 = { 0,5 k #

Note que o que diferencia estes operadores dos operadores definidos na demonstracao
do Teorema 1.4.5 é o fato de w nao atingir sua norma. Assim, jd vimos que w estd
bem definido e que ||w;(z)|| = ||w(x)| para todos j € N e x € E, de onde concluimos
que

[l = [lwll

e, por isso, w; nao atinge sua norma, para qualquer que seja j € N. Desse modo,
vj : B — l; dado por

’Uj:’LjO’LUj

onde ; : zfj) — l, € a winclusao canodnica, também nao atinge sua norma. Jd vimos

também que

D laavi (@) + - v (@) =D Jaavi(@)elf+ Y v (@)l
k k k
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para todos n € N e escalares as. Assim,

Janws + - + @ = sup v (@) + -+ + ava (@)

[lz]|<1

= sup Z|Oz1v1(x)k—|—---—i—anvn(x)k|q
lzl<1 \ %

= sup | Y farvr(@)el’+ -+ Y Janvn (@)
lzll<1 k k

= sup (len|? Y Jor(@)el?+ -+ Jan|” Y (@)l
[lz]|<1 & k

< sup |onl|? p fui(x + sup |ag|? }  |oa(x
=<1 Z =<1 Z

= o] | + -+ + lan|* Joall”
18to €,
lonvr + -+ v [T < Jon|* [loa[|T + - -+ Jom|* [|va]|* -

Por outro lado, para todo m € N, tomando ¢ = %, seque da definicao de supremo e das

igualdades ||v;|| = ||wl|| para todo j que podemos achar x,, € E, ||| <1, tal que
[o;(@m)]l = [lojll = &,¥5 € N.
Dat, para todo n € N, vale

[(rvy + -+ + O‘nvn)(wm)uq = larvi (@) + -+ + anvn(xm)nq

= Z la1v1 (T + - -+ U (T 1]

= Z |041U1 (L’m -+ Z |anvn -Im

I I

=|a1|q [or () 1" + '-+|Oén! [0 (2m)

> o' (loall =€) + -+ - + [em|*([Jon]] — €)°
e, fazendo ¢ — 0, obtemos
lonvr + - -+ anon[|* 2 Jaa|* loa][ + -+ + [en|* [Jon]| -
Logo,

loavy + -+ 4 aon[| = foa|* [loo |* + - - + Jan|* [Joa]*
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Ora, como os v; nao atingem a norma, vale
[or(@)[] < flvalls ooy lon(@) ] < flvnll
para todo x € Sg, e, tendo (1.1) em vista, obtemos

(a1 + - -+ + anvn) (@) [|* = Jea|* o (@) + -+ + o] (o ()]
< Joa|*[lor]| + -+ 4[| lon]*
= |larvy + - - - + v, ||?
18to €,
|(aqvy 4+« - 4+ apvy) (2)||* < [Jrvr + -+ - + apu,]|?
para todo x € Sg. Logo, ayvy + - - - 4+ vy, nao atinge a norma em ponto algum de Sg

e, assim,
V = [v;:j € N] C L(E; F)\NA(E; F) U{0}

¢ um subespago vetorial de L(E;l,), o qual tem dimensdo infinita por um argumento
andglogo ao da demonstragio do Teorema 1.4.5. Portanto, L(E;1,)\NA(FE};1,) € linedvel
em L(E;l,). Agora vejamos o caso geral, isto €, o caso em que F possui uma cdpia

isométrica de ly,1 < g < oo. Com esta finalidade, consideremos o conjunto
L(E; lq)\NA<E3 lq)>

e uma imersao isométrica f : l, — F. Pelo que acabamos de provar acima, existe
um subespago vetorial de dimensdo infinita V- C L(E;1,)\NA(E;l,) U {0}. Assim,

consideremos o sequinte subespago
W=TV)={fou:ueV}CL(E;F),

onde T estd definido como no Coroldario 1.4.8. Jd vimos que T é uma imersao
isométrica. Ora, de ||Tul|| = || f oul = ||u||, seque-se que Tu nado atinge sua norma, de

onde obtemos a inclusao
W C L(E; F)\NA(FE; F)u{0}.

Como V' tem dimensao infinita e é isométrico W, seque que W é um subespaco de

dimensdo infinita, e isto prova nossa asser¢ao. W

Coroldrio 1.4.10 Sel < p < ¢q < oo, entiao L(1y;1,)\NA(l,;1,) € lineqvel em L(1,;1,).
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Demonstracao. Pelo Teorema 1.4.9, basta mostrar que L£(1,;1,) # NA(l,;1,), e isso

ja foi visto no Exemplo 1.4.7. =

Observagao 1.4.11 E bem conhecido o fato de que, se um operador definido sobre um
espago de Banach reflexivo é compacto, entao ele atinge sua norma (ver, por exemplo,
Proposi¢cao 3.2.2 de [29]). Além disso, existe um famoso teorema, o Teorema de Pitt

(veja [26]), que afirma que, se 1 < q < p, entdo qualquer operador linear continuo

2

u:l, = l, é compacto. Assim, visto que [, é reflexivo para 1 < p < oo,u : 1, — I,

atinge sua norma sempre que tivermos 1 < q < p < 00, ou Seja,
L(lp;lg) = N A3 1)

para 1 < g < p < oo. Logo, a hipdtese 1 < p < g < oo do Coroldrio 1.4.10 é necessdria.

Agora, munidos dos resultados jd vistos acima, exploraremos uma abordagem mais
geral do assunto. Com esta finalidade, considere £ um espago de Banach de dimensao
infinita, Ny a cardinalidade do conjunto N dos numeros naturais e ¢ a cardinalidade
do conjunto dos mimeros reais R. Desse modo, vemos que o Teorema 1.4.5 afirma (em
seu coroldrio) que N A *(E;Y) é Ry—linedvel, pois o subespaco V = [v;;j € N] C
NA®(E;Y), definido em sua demonstragao, tem como base o conjunto {v;;j € N},

cuja a cardinalidade é Rjy. O teorema seguinte melhora substancialmente esse resultado.

Teorema 1.4.12 Sejam E e F espagos de Banach, com F contendo uma copia

isométrica de l, para algum 1 < q < co. Entao N A *(E; F) é c-lineqvel.

Demonstragcao. Tendo em vista a demonstracao do Corolédrio 1.4.8, basta fazer o
caso [ = [,. Para isso, seja u € N.A " (E};1,) ndo nulo e considere a sequéncia (v;)>2

definida, a partir de u, como na demonstracao do Teorema 1.4.5. J& vimos que
o]l = llull
para todo inteiro positivo j. Assim, para cada

a= (aj);il €h
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temos,

o0 o0
> lagoill = lajl o]
=1 =1
(0.0)
= laj| |lul
j=1

o0
= JJull Y la;| < oo,
j=1

isto &, >°2, [|lajv;]| < co. Desse modo, o operador T': [y — L(E};,), dado por

=1

o0

para todo a = (aj)]_l € 1y, estd bem definido, pois

[e.o]

E :ajvj

Jj=1

o
<Y llaguy]| < oo
=1

Dai, dados a,b € l; e escalares a e (3, temos

1T (a)ll =

oo

T(oa + Gb) = Z(aaj + Bb;)v;

j=1
= OéZCLjUj +szjvj
j=1 j=1
= aT(a) + T(b),
ou seja, T' é linear. Agora, seja a € [; tal que T'(a) = 0, isto é,
aivi + aqU2 + agvs + - -+ = 0.

Para facilitar o entendimento, vamos dispor os vetores a;v; como na Observacao 1.4.6:

1 2 3 2:2 ) 2-3 7 2:2-2
(ayu(x)y, aru(x)y, aju(x)s, 0, aju(x),, 0, arju(z)s, 0, o)
(0, 0, 0, asu(x),, 0, asu(x),, 0, 0, o)
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, asu(x)y, ...)
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Agora, somando e igualando ao vetor nulo

ayv1(z) + ague(x) + - - -

= (mqu(x)1, ayu(r)s, aru(x)s, agu(x)r, ayu(z)s, asu(x)q, agu(x)s, agu(z)y, . . .)

— (0,0,0,...)
vemos que
)
aju(z); = aqu(x)y =+ = qqu(x)y =---=0
asu(x); = agu(x)y = = agu(x), = =0
asu(r); = asu(r)y = -+ = agu(x)y = --- =0

\

Como u € nao nulo, existe k tal u(z), # 0 e, assim, temos

aju(z)g =0

asu(z), =0

azu(z), =0

com u(z)x # 0, de onde obtemos
ap=ay=a3=---=0.

Logo,
ker "= {0}

e, portanto, T' ¢é injetivo. Resta mostrar que T'(a) € N A™(E;l,), isto é, mostrar que

T'(a) atinge sua norma em z,. Ora, acabamos de ver que

a1v1(x) + agve(z) + - - -

= (au(x)1, ayu(r)g, agu(x)s, agu(x)r, ayu(r)y, asu(x)s, ayu(x)s, agu(z)s, . . .) .
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Dai

Y

Z a;v;()

= [[(a1u(z)1, aru(z)q, agu(x)s, asu(x)1, aru(z)y, agu(x)s, ayu(x)s, asu(z), - . .)||

layu(z)1]* + |aru(z)2|* + |aru(z)s|* '

+ |agu(z)1]? + |aru(z)a]? + |agu(z)2]? + |ayu(x)s|? + - - -

Rearranjando os termos de forma conveniente, e tendo em vista que /; C [, para

todo ¢ > 1, podemos escrever

o0

> au(x)

Jj=1

Q=

= (Jayu(@)1]" + Jagu(x)1|* + lagu(@)y|[* + - + agu(z)a|* + |agu(z)a|? + |agu(z)a]? +---)

- (Z Jau(@l’ + Y laju(a)al? + - )

J=1

Q=

= (Z Ja]* ()| + Z Jaj]* [u(z)2|" + - )

= <Z|aﬂq>qu($)1 + (Z!Gj\q) u(x)g| + -

— (|l | + [lall utaga| + - )"

= [all, u@)|| = tal, It

Q=

de onde obtemos

1T (a) (@) =

= [lally lJu()I]

Z a;jv;(z)

e consequentemente

1T (a)l] = llall ffull-
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Portanto,

1T (a)ll = llallg l[ul
= [lallg l[u(zo)
= 17 (a) (o)l

ou seja,
1T (a)[| = [[T(a)(xo)| ,
e isso nos fornece T'(a) € NA™(FE;l,) como querfamos. Assim, como /; tem dimensio

¢, segue da injetividade de T' que o subespaco
T(l;) c NA™(E;l,)
tem dimensao c. Portanto, N A™(E;l,) é c-linedvel. m

Teorema 1.4.13 Sejam E e F espagos de Banach com F contendo uma cdpia
isométrica de 1,1 < q < co. Se L(E;l,) # NA(FE;l,), entao L(E; F)\NA(E; F) é
c-linedvel.

Demonstragao. Seja w € L(E;l,)\NA(E;l,) e considere a sequéncia de vetores
(UJ)JO-; onde cada v; estd definido a partir de w assim como na demonstracdo do
Teorema 1.4.9. J4 vimos que, para todo j, v; nao atinge sua norma. Mais precisamente,
mostramos que
[l = [[wl]
para todo j. Assim, para todo a = (a;)32, € Iy, temos
%

Z llajv;ll = Z Jaj| [lv;]

8

=2 lajl[lwll
1

= ||w||2|a;| < 0.
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Desse modo, fica bem definido o operador T : ly — L(E;[,), dado por

T(a) = Z a;v;
j=1

para todo a = (aj);il € [;. J4 vimos que T ¢é linear e injetivo, pois, ao demonstrar isso
no Teorema 1.4.12, nao usamos o fato de v, atingir a norma. Resta entao mostrar que

T(a) € L(E; F)\NA(FE; F). Com efeito, j& provamos no Teorema 1.4.12 que

1T (a) [l = llall, llw]l = ‘

lall, ]|

Como w ndo atinge sua norma, |lal,w € L(E;F)\NA(E;F) e, assim, T(a) €
L(E; F)\N A(FE; F). Daf, o subespago

T(ly) C L(E; F)\NA(E; F)

tem dimensao ¢, portanto L(E; F)\N A(E; F) é c-linedvel. =
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Capitulo 2

Lineabilidade e espacabilidade em

espacos de sequéncias

Neste capitulo discorremos sobre a lineabilidade no contexto dos espacos de sequéncias.
Trabalhamos com classes gerais de espacos de sequéncias e mostramos resultados que
relacionam a lineabilidade com a invaridncia (invariancia no sentido que serd definido

mais adiante) de tais espagos.

2.1 O conjunto [, — Uyc,<pl,

Nesta secao daremos especial atencao ao fato de que existem sequéncias que pertencem
al,, 0 < p < oo, mas nao pertencendo a [, para qualquer que seja 0 < ¢ < p. Com este

fim, enunciaremos dois resultados classicos da Anélise Funcional:

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Holder) Sejam q,q" > 1 tais que % + & = 1. Entao

para todos a;,b; € K, 1 =1,...,n, tem-se

: 5
> laibil < <Z \ai|q> (Z \bz’|q/> :
=1 i=1 i=1

Teorema 2.1.2 (Banach—Steinhaus) Sejam E um espagco de Banach e F um espago

normado. Se a sequéncia de operadores (T,,),", C L(E,F) é tal que

sup || T, (z)|| < oo
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para todo x € E, entdao sup, ||T,| < co. Além disso, se existe o limite lim,, .o, T, ()

para todo x € E, o operador T, definido por

T(x) = lim T,(x)

n—oo

é continuo, isto é, T € L(E,F).

Agora, munidos desses dois teoremas, podemos provar o resultado referido acima,

cuja demonstracao nos foi informada por M. C. Matos.

Teorema 2.1.3 Para todo p > 0, tem-se l, — U lg #0.

0<g<p

00 >0 2
~ . P 1 1 _
Demonstracao. Consideremos a sequéncia <\/_ﬁ)n:1 . Sabemos que E (Tﬁ) =o0e

Z (\%) < o0 para todo s > 2. Logo, (\/Lﬁ)nzl ¢lye (\/Lﬁ>n=1 € [, para todo s > 2.

n=1

Tomando (y,)>, €1, 0 < ¢ < 2, e tendo em vista a desigualdade de Holder, segue que
1
Shetl (S (5
Yn—=| < |Yn
n=1 \/ﬁ n=1
o 1
< <Z\yn|q
n=1

< Myn)nzall, ‘( >:01

\/_
para todo » € N. Dali, fazendo r — oo, obtemos Z

~
ANgE
sl= sl
N
at

q

absurdo que [, = U ly, temos Z

0<g<2
cada inteiro positivo k, con&deremos o operador linear e continuo

< oo para todo (y,)5, € lo, Agora, para

Te:lo = R

dado por

k
Ti ((yn)22,) Z
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Ora,

sup [Ty, ((Yn)p-y)| = sup
keN keN

isto €, suppen [Tk ((Yn)rey)| < oo para todo (y,).—, € lo. Assim, pelo teorema de

Banach—Steinhaus, concluimos que

k )
T ((yn)y) = Jim T ((y)72,) = Jim Z%yn = Z%yn
n=1 n=1

define um operador linear continuo de Il em R. Logo, usando a dualidade (l3)" = s,

e.°]
segue que (\/Lﬁ) € [y, uma contradigao. Dai, existe x = (x,)22, € Iy — U ly. Com
n=1

0<g<2
[e.@]

2
este x, definamos a sequéncia <|xn| P) e provemos que ela pertence [, — U l4. Como
1

"= 0<g<p

(2,)22, € 1y, vale

p s 2
:Z|wn| < 00,

n=1

s 2
> ol
n=1

€ l,. Por outro lado, como (x,)5°, ¢ U l,, temos
0<r<2

q > 2
ey Z |"L‘n|;q fry QO7
n=1

2\ OO
pois 0 < %q < 2, consequentemente (|xn|5> ¢ U l,. Portanto,
n=1
0<g<p

(127), = Ul

0<g<p

2 o0
ou seja, (|:1:n| P)
n=1

5 [feal

n=1

e isso conclui a demonstracao. m
Na Secao trés do Apéndice incluimos uma demonstracao construtiva do Teorema
2.1.3 que estabelece um algoritmo capaz de nos fornecer uma infinidade de exemplos

concretos de sequéncias que pertencem a l,, mas nao a l,, para 0 < g < p.
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2.2 Espacos de sequéncias

Nesta secao exploramos classes mais gerais de espacos de sequéncias de escalares
ou vetores e provamos que alguns deles possuem subconjuntos importantes cujos
complementos sao espacdveis. Os resultados anteriores foram desenvolvidos em espacos
de Banach, mas, na presente secao, além de espagos de Banach, utilizaremos espacos
de sequéncias que nao sao necessariamente espacos de Banach, e sim quasi-Banach. Na

Secao 2 do Apéndice fazemos uma breve explanacao de tais espacos.

Definigao 2.2.1 Seja X # {0} um espago de Banach.

0

(a) Dado x € XN, denotamos por x° a versio “zerolivre” de x, ou seja: se x tem

apenas wm nimero finito de coordenadas nao-nulas, entdo 2° = 0; caso contrdrio,

2 = ()52, onde xy, é a k-ésima coordenada nio-nula de x.

(b) Entendemos por um espago invariante de sequéncias sobre X, um espag¢o de
Banach ou quasi-Banach E, de dimensao infinita, de sequéncias a valores em

X satisfazendo as condi¢oes sequintes:
(b1) Para xz € XN tal que 2° # 0,2 € E se e somente se 2° € E, e neste caso
Joll < 2],
para alguma constante C' que depende somente de E.
(b2) [|zkllx < ||z|l 5 para todo x = ()72, € E e todo k € N.

z

Um espaco invariante de sequéncias é um espaco invariante de sequéncias sobre

algum espaco de Banach X.

Muitos dos espacos de sequéncias cldssicos que conhecemos sao espagos invariantes

de sequéncias:

Exemplo 2.2.2 Os espagos l,, para 0 < p < oo, com suas respectivas normas (p-
normas, se 0 < p < 1) usuais, sao espagos invariantes de sequéncias sobre K. De fato,

dado x € K" tal que 2° # 0, temos x € 1, 0 < p < o0, se, e somente se,

o
12°1); = llally = > laal” < o0,
1=1
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e portanto x° € 1, e, além disso, para C' > 1, a desigualdade |z||, < C'||2°|, € trivial.

Por fim, é claro que

.\
oa] < (Z |a:z-|p> = Jlal,

i=1
isto &, |vg| < ||z], para todo x = (z,)5%, € 1, e todo k € N. De modo similar, se p = 00

ex € KN é tal que 2° # 0, temos = € I, se, e somente se,
%], = sup fail =l < o0,
de onde obtemos 1° € I, e ||z]|, < C |2, para C > 1 é dbvio. Além disso,
o < sup ] = e

Portanto, os espagos 1,,0 < p < 00, com suas respectivas normas (p-normas, se
0 < p < 1) usuais, sao espagos invariantes de sequéncias sobre K. Mais geralmente,
dado um espago de Banach X, para 0 < p < 00, o espago 1,(X) (espago de sequéncias
a valores em X absolutamente p-somaveis) é um espacgo invariante de sequéncias sobre
X. De modo semelhante prova-se que o0s espagos l;(X) (espagos de sequéncias a valores
em X incondicionalmente p-somdveis) e 1'(X) (espagos de sequéncias a valores em
X fracamente p-somaveis) sio espagos invariantes de sequéncias sobre X com suas

repectivas normas usuais (p-normas, se 0 < p < 1).

A seguir provamos o principal resultado deste capitulo.

2.3 Resultados

E bem conhecido que um espago normado X é completo se, e somente se, toda série
absolutamente convergente em X é convergente em X. Para espacos p-Banach existe

um resultado andlogo. Vejamos isso com precisao:

Proposicao 2.3.1 Seja X um espago vetorial. Entao podemos afirmar:

1. Se X é um espaco normado, entao X é espaco de Banach se, e somente se, toda série

em X absolutamente convergente é convergente em X.

2. Dado 0 < p < 1, um espago p-normado X é um espaco p-Banach se, e somente se,

toda série em X absolutamente p-somével é convergente em X.
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Demonstragao. Demonstraremos apenas (2), visto ser andloga a demonstragao de (1).
Comecemos supondo que X ¢ um espaco p-Banach. Assim, dada uma série >~ x,
em X, absolutamente p-somadvel, isto é, satisfazendo >~ [|z,||” < oo, precisamos
L. 00 . . . N
mostrar que a série anl T, converge, ou seja, mostrar que existe limite para a sequéncia

Sp =y, x; das somas parciais. Com efeito, sendo Y >, ||z,||” < oo, dado ¢ > 0,

existe ng € N tal que
n
ol <«
i=k+1
para todos n > k > ng. Logo, tendo em vista a desigualdade p-triangular da p-norma

(ver Segao 2 do Apéndice), obtemos

n k p
s — sell” =[S — >,
=1 =1
n

p n
=) @l <)l <e

1=k+1 i=k+1

Portanto, (s,)52; é uma sequéncia de Cauchy segundo a métrica induzida pela p-norma,
isto ¢, segundo a fungdo d : X x X — R dada por d(z,y) = |z — y||”. Como, por

hipétese, X é p-Banach, segue que (s,)5°; converge, ou seja, existe s € X tal que

o0
= lim s, =
s = lim s, ; Tp
como querfamos.

Reciprocamente, supondo que toda série em X, absolutamente p-somadvel, é
convergente, provemos que X ¢ um espago p-Banach. Com este fim, seja (z,,)%°, uma
sequéncia de Cauchy em X com respeito & métrica induzida pela p-norma. Logo, existe
ny tal que ||z; — z,,,]|” < 27! para todo [ > n;. Analogamente, podemos tomar ny > ny
tal que ||z; — z,,,||" < 272 para todo | > ny. Continuando o processo obtemos indices
ny < ng < --- tais que

me - xﬂka < 27]{
para todo [ > k. Dai, pondo z,, = 0 e, para cada k € N, y, = z,,, —x,,_, obtemos uma
sequéncia (yx)52, tal que z,, = > " y; e

lyll” = [y, = @y || < 27ED
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para todo k > 2. Assim,

Dl = Nyl + > yell”
k=1 k=2

< | @ny, — @ [|” + Z 2~ (1)
k=2

= [lzn, " +1 < o0,

. 2 P oo A z . 2
isto ¢, a série ) ;- | y; € absolutamente p-somdvel que, por hipétese, converge para um
certo z € X. Logo, a subsequéncia (x,, ) converge também para o mesmo limite, visto
ser
o
lim z,, = E Yk = .
k—o0
k=1

o0

Além disso, sendo (z,)2 ; uma sequéncia de Cauchy, tem-se

lim ||z, —z,|" =0
n,k—o0

e, usando a convergéncia de (z,, ), obtemos

P
lim z,, —z|| =0.
n—oo
Desse modo,
lim z, =z,
n—oo

ou seja, a sequéncia de Cauchy (z,,)%; é convergente e, portanto, o espago p-normado
X é completo, isto é, X é um espaco p-Banach. m
Munidos dos conceitos exibidos na secao anterior e da Proposicao 2.3.1, podemos

agora enunciar um teorema sobre espacabilidade em espacos invariantes:

Teorema 2.3.2 Seja E um espago invariante de sequéncias sobre um espaco de

Banach, ou quasi-Banach, X. Entao

(a) Para todo I' C (0, 00|, 0 conjunto E — Ugerly,(X) € vazio ou espagdvel.

(b) O conjunto E — co(X) € vazio ou espagdvel.
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Demonstracao. Em (a), consideremos A = Ugrl,(X) e, em (b), A = co(X).
Suponhamos que E — A seja nao-vazio. Precisamos provar que E — A é espacdvel.
Com este fim, seja v € E — A. Note que x tem um nimero infinito de coordenadas
nao-nulas pois, caso contrario, terfamos ||z|| , < 00 para todo g € I', e assim terfamos

x € A, uma contradicao. Assim 2° # 0 e, como E ¢ um espaco invariante de sequéncias,

2° € E. Além disso, como para todo ¢ € T, [|2°|| = ||z, = oo, temos 2° ¢ A. Entdo,
escrevendo 20 = (z;)52,, temos 2° € E — A e x; # 0 para todo j € N. Agora

escrevamos N = U2, N;, onde cada N; = {i; < iy < ---} & infinito e N; NN, = (), se

1 # 1, e definamos, para cada i € N, a sequéncia
(o)
N
Yi = szeij e X,
j=1

Observe que, para todo ¢ € N, os unicos termos nao-nulos de y; sao os termos da
sequéncia (7;)52,, isto ¢, 5 = 2°. Logo, 3 # 0 e y) € E e, como E é um espago
invariante de sequéncias, obtemos y; € E. Vamos mostrar que, para qualquer que seja

ie€N,y; ¢ A:em (a) isto é verdade, pois

lill, = 1921, = [l2°]], = llall, = o0

para todo ¢ € T, e portanto y; ¢ A. Em (b), o fato de 2 = (z;);2; nao pertencer
a A = cy(X), jé visto acima, nos diz que ||7;|| , - 0 e, como (7;)32; ¢ uma subsequéncia
de y; = 372, jei;, segue-se que [|yilly ~ 0, isto é, y; ¢ A como queriamos. Agora
seja C' a constante da Definicao 2.2.1 (bl) e consideremos r = 1, se £ é um espaco

de Banach, e » = s, se F é um espago s-Banach, 0 < s < 1. Desse modo, dada uma
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sequéncia de escalares a = (a;)2; € [, temos
o0 o0
D lawwilly = D laal " llyills
i=1 i=1
[ee)
<> lal” (Cllyfll)
7,():01
=2_lal" (C[|l2°],)’
i=1

o0

= C" [[a|[; 3_ lail
i=1

=C"| al|l < oo.

Assim, se E é espago de Banach entao r = 1, e obtemos > .o, ||a;yi||; < oo; se E for
espaco s-Banach, entdo r = 5,0 < s < 1, de onde vem ) ., ||a;y;||z < co. Em qualquer
caso segue da Proposicao 2.3.1 que a série Zfil a;y; converge em F; consequentemente
fica bem definido o operador

T:1,— F

dado por
az = 1 Za’zyz

Procedendo como na demonstracao do Teorema 1.4.12, vemos que 7" é linear e injetivo
e, consequentemente, 7 (I,) C E tem dimensdo infinita. Basta entdo mostrar que
o fecho m, que é um subespaco fechado de dimensao infinita, estd contido em
(E—A) U {0}, e isto concluird a demonstragdo. Com esta finalidade, consideremos
2= (2)2, € T(l,) — {0} e mostremos que z ¢ A. Ora, sendo T (I,) fechado, existem
sequéncias (a(k))oo €l k €N, tais que z = limg_,, T <( (k)>z 1) em FE. Por outro

v )i=1

lado, para cada k € N, temos
k k
A(COMEWTED L SRS ) BN
i=1 j=1 i=1 j=1
Fixemos n € N tal que z, # 0. Como N = U?,N; é uma uniao disjunta, existem

Unicos m,t € N tais que e, = e,,. Desse modo, para cada £k € N, a n-ésima
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o
coordenada de T ((agk))iﬂ) =D 1D e agk)xjeij ¢ o elemento ayz,. Como, pela
Definigao 2.2.1 (b2), ||z¢]|x < ||z||z para todo t € N, segue que a convergéncia em E
implica convergéncia em cada uma das coordenadas, o que nos permite obter a n-ésima

coordenada de z tomando o limite

zZp = lim aﬁfi)xt = x; lim agf).
k—o0 k—oo

Como z, # 0, segue que x; # 0. Logo,

) i o

dim [a)] = 7]
‘ZL’t limy_ oo agi)H
- ]
_ Nzl 40,
[Ep
ou seja, ol
. Zn
Jim Ja?| = o 2 ©

Ora, acabamos de ver que, para j, k € N, a m;-ésima coordenada de T’ <<al(,k)) ) éo
i=1

vetor a,(ﬁ)xj. Entao, pondo

o ) Nzllx
o = o =
temos
A o] = A |ain)| Nl = cm Nl
isto &,

Jim {lafas ]| = o [l

Por outro lado, sendo agf)xj a mj-¢ésima coordenada de T((az(k)) > e z =

. )\ > A [
limy oo T ((ag )> ) , a convergéncia de cada coordenada nos d&
i=1

lim Haff)ijX = HZmJHX

k—o0
Assim,
H'ij ||X = ap |7 x
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para cada j € N. Observemos que m, que depende de n, estd fixo e, dessa forma,
os mimeros naturais (m;)?2; sao dois a dois distintos, pois Ny,= {m; < my < ---}.
Consideremos entao os casos (a) e (b) separadamente:

(a) De 2% ¢ A = Ugerly(X), temos [|2°]|, = oo para todo ¢ € T'. Como consequéncia,

para q # 00, obtemos

o [o.0]
1202 => Nzl = ) lzm ]l
i=1 Jj=1

(o, ¢] (0.0
= (amllzly)* = ad, > llzils
J=1 J=1

= af, [l = o, [|2°[;

00,
isto é, ||z||3 = 00. No caso em que ¢ = 0o, como «,, # 0, temos
2l = sup 1zl 2 sup 12 ||
= sup (cwm |25l ) = um sup ||z ]|

J J

= an 2]l = am [[+°]] , = oc.

ou seja, ||z]|, = 00. Logo, z & Ugerl,(X) = A.

(b) De 2 ¢ A = ¢o(X), temos ||z;||, - 0. Por outro lado, de ay, ||z;||y = Hzm]HX
para todo j € N, e «,, # 0, segue-se que Zm; = 0 e, consequentemente, z; - 0. Daf
z ¢ co(X) = A.

Como, em ambos os casos (a) e (b), z ¢ A, obtemos T (I,) — {0} € E — A como
queriamos. H

Adiante listamos algumas consequéncias.

Doravante, quando escrevermos F' C FE, entenderemos que E contém F como um

subespacgo vetorial e que F' # E. Nao estamos pedindo que F contenha uma cépia

isomorfa de F, nem que a inclusao F' — F seja continua.
Corolario 2.3.3 Seja E um espago invariante de sequéncias sobre K.
(a) Se0<p<ooel,CE, entio E —1, é espagdvel.
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(b) Secy C E, entio E — ¢y é espagdvel.

Demonstracao. Como F — [, e £ — ¢y sao ambos nao-vazios, o resultado segue

imediatamente do Teorema 2.3.2. =

Coroldrio 2.3.4 O conjunto l, — Up<q<ply € espagdvel para todo p > 0.

Demonstracao. Ja vimos que /, ¢ um espaco invariante de sequéncias sobre K. Assim,
pelo Teorema 2.3.2 (a), basta mostrar que

b— |J L #0,

0<g<p

o que ja foi mostrado no Teorema 2.1.3. Portanto [, — U ly € espacdvel. m

0<g<p
Embora os resultados acima digam respeito a espacabilidade de complementos de

subespagos vetoriais, as mesmas técnicas permitem obter a espacgabilidade de conjuntos
que nao estao relacionados a subespaco vetorial algum. Reescrevendo a prova do

Teorema 2.3.2 obtemos:

Proposicao 2.3.5 Seja E um espaco invariante de sequéncias sobre um espaco de
Banach X. Seja A C E tal que:

(i) Dado x € E,x € A se, e somente se, 2° € A.

(ii) Sex = (zj)2, € Aey=(y;)32, € E ¢ tal que (Hy]HX);il é um mailtiplo de uma

subsequéncia de (||z]| ) entio y € A.

j=1"

(iii) Fziste x € E — A com z° # 0.

Entao E — A é espacavel.

Demonstragao. Por (iii), existe ¥ € F — A com z° # 0 e, por (i),z° ¢ A. Mas,
sendo £ é um espaco invariante de sequéncias, 2° € E, e por conseguinte 2° € E — A.

Escrevendo 2° = ()52, definamos a sequéncia

o0
Yi = E Lj€i;
j=1
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para todo 7 € N, como na demonstragao do Teorema 2.3.2. J4 vimos que y?) = z° e que

% € E — A, logo, por (i), y; € E — A. Nessas condigoes vimos também que o operador
T:1,— FE,

0 <r <1, dado por

o0

T((ai)i2;) = Z a;Yi

estd bem definido, é linear e injetivo, e que, dado z = (z,)22, € T (I,) — {0}, existe

an, # 0, tal que
1
ol = Bl

para todo j. Como z € E — A e z € E, trocando o y de (i) por este z, e o = de (i7)

por z, a contrapositiva da condigao (i7) nos dd z ¢ A. Portanto T'(l,) C (£ — A)U{0},

como querfamos. H
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Capitulo 3
Apéndice

No presente apéndice apresentamos uma breve explanacao sobre assuntos que foram
utilizados livremente nesta dissertacao, objetivando tornd-la o mais auto-suficiente

possivel.

3.1 Aplicagcoes multilineares e polindbmios entre

espacos de Banach

Esta secao é um breve resumo de alguns conceitos que utilizamos na Secao 1 do Capitulo
1, mas que se distanciam um pouco dos objetivos desta dissertacao.

Os resultados da presente secao foram extraidos de [11].

Definigao 3.1.1 Dado m € N, sejam X4,..., X,,,Y espacos vetoriais sobre um corpo
K. Uma aplicagao A : X1 x -+ X X,,, — Y é m-linear se for linear em cada uma de

suas varidveis, isto é, se para cada x; € X;,1 =1,...,m, o operador

A, X, — Y

i1, 5Tit 150 Tm)

dado por

A(xl7---71'1'—17'737i+17---755m) (Z) = A(xh ey Lj—1y 2y L1y -oey Qfm)7

é linear.

Quando m > 1, A é também chamada de aplicacao multilinear.
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O conjunto de todas as aplicagoes multilineares A : X x---x X,, — Y & denotado
por L(Xy, ..., X;; Y). O conjunto L(Xj, ..., X;n; V), munido com as operagoes usuais de
fungoes, é um espaco vetorial.

Se X1, ..., X,, sao espacos normados sobre K, o conjunto X; x --- x X, também o

serd se considerarmos uma das normas definidas por

Il = max [,

=, = (Z [EAI% )é

para todo x = (x1,...,x,) € X1 X -+ X X, e 1 < p < 0o. Assim, como X; X -+ X X,
¢ também espaco vetorial normado, podemos falar da continuidade de uma aplicacao
A: Xy x---x X, — Y. O subconjunto das aplicagoes multilineares continuas
é denotado por L(X,...,X,,;Y). Se X; = .-+ = X,, = X, simplifica-se a notacao
escrevendo £(™X;Y). E comum também omitir-se o contradomfnio quando Y = K e
escrever apenas L(X1q, ..., Xp), L(X1, ..., Xin), L("X) e L(MX).

Vejamos algumas equivaléncias sobre a continuidade de uma aplicagao multilinear:

Teorema 3.1.2 Sejamm € N, X1, ..., X,,,Y espacos normados sobre K e A : X1 x---x

X — Y uma aplicacao multilinear. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) A é continua;
(ii) A é continua na origem;

(iii) [[A(z1, .oy zm)| < Cllza|l -+ [|Jzm|| para alguma constante C'° > 0 e para todo

({L‘l, ,l’m) €EXyg XX Xm,
(iv) A é uniformimente continua sobre todo subconjunto limitado de X x -+ X X,,;
(v) A é limitada sobre as bolas de X; x - -+ x X,,, que tém raio finito;

(vi) A é limitada em alguma bola de X; x --- x X,,.
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Prova-se também, com excecao da aplicacao nula, que nenhuma aplicacao
multilinear é uniformimente continua, e que a continuidade em cada varidvel nao implica
continuidade. Entretanto, temos o seguinte resultado para espagos de Banach:
Teorema 3.1.3 Se Xi,..., X, sdo espacos de Banach e Y um espago normado, as

aplicagoes A € L (Xq x -+- x X,,,;Y) sGo continuas se, e somente se, sao continuas em

cada uma de suas varidveis.

Corolario 3.1.4 Se Xi,...,X,, sao espagos normados de dimensdo finita e Y um

espago normado, entdo toda A € L(Xy, ..., X,n;Y) é continua.

Como no caso linear, define-se também a norma de uma aplicacao multilinear:

Proposicao 3.1.5 Sejam m € N e Xy, ..., X, Y espacos normados sobre K. Entao a
fungao ||.|| : L(X1, ..., X;n;Y) — R dada por

[A]] = sup{[[A(z)[| ;2 € Xy x - x Xop, [l2] <1} (3.1)

¢ uma norma em L(X1,..., Xy Y).
Segue imediatamente de (3.1) que ||A]| ¢ o infimo das constantes C' tais que

sup ||A(z)| < C.
2]l o <1
Existem também versoes multilineares do Teorema do Gréfico Fechado, da Limitacao
Uniforme e de Banach—Steinhaus:
Teorema 3.1.6 (Grafico Fechado) Se X, ..., X,,,Y sdo espagos de Banach e A €

L(X;x- - xX,;Y) é uma aplicagio m-linear de grifico fechado, entao A €
L(X1, o X1 Y.

Teorema 3.1.7 (Limitacao Uniforme) Sejam X, ..., X,, espagos de Banach, Y um

espago normado e {Ax}rer C L(X1, ..., X3 Y) uma familia. Se

sup || Ax(2)] < o0

Aer

para todo x = (1, ...,x,) € X; X -+ X X, entao

sup || A, < oo.

xer
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Teorema 3.1.8 (Banach—Steinhaus) Sejam Xi,..., X,, espacos de Banach, Y um

o

1 C L(Xq,..., X Y) uma sequéncia tal que, para cada

espago normado e (A;)

A . o0 2
z; € X;, a sequéncia (A, (z1,...,xm)),_, € convergente. Se

n=1

lim A, (z1,....,2n) = A1, ..., Tp)

n—oo

entdo A € L(X1,.... Xpn; Y).

Um conceito importante no estudo das aplicagoes multilineares é o conceito de
polindémios:
Definicao 3.1.9 Sejam X e Y espacgos vetoriais sobre K e n € N. Chamamos uma
aplicagio P : X — 'Y de polinémio homogéneo de grau n (ou polinémio n-homogéneo)
se existe A € L ("X;Y) tal que P(x) = Ax™ para todo x € X. Neste caso, diz-se que P
é um polinémio n-homogéneo associado a A. Se uma aplicacio QQ : X — Y puder ser

escrita como soma Q = Py + P, + --- P,, onde cada Py, k = 1,...,n, é€ um polinémio

k-homogéneo, diz-se que (Q é um polinémio.

3.2 Os espacgos [, com p > (

Na presente se¢ao expomos, de forma objetiva, os resultados sobre espacos [, utilizados
em todo trabalho. Também damos énfase aos espacos [, com 0 < p < 1 e, nesse
contexto, incluimos as defini¢oes de espaco p-Banach e espaco quasi-Banach.

Para o estudo dos espacos [, com p > 1, faz-se necessdrio enunciarmos o seguinte
teorema cléssico:

Teorema 3.2.1 (Desigualdade de Minkowski) Se p € [1,00), entdo para todos

i,y € Kji =1,..n, vale a desigualdade

(Z |z; + yi|p> < (Z |9Uz‘|p> + (Z |yi|p) :
i=1 i=1 i=1

Definigao 3.2.2 Dado p € [1,00), o espago 1, = [,(N) denota o espago vetorial de

todas as sequéncias de escalares x = (x;)2, satisfazendo Y2, |z;|P < oo, munido com

o], = (fj )

i=1

a norma
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Para mostramos que, de fato, [, ¢ um espaco vetorial normado, precisamos mostrar
que se x = (2;)2,,y = (y;)2; € l,, entdo  + y € [, e vale a desigualdade triangular
2+ yll, < llzll, +[lyll, -

Com efeito, para todo n € N, a desigualdade de Minkowski nos da

n 5 n 5 n »
<Z |lz; + yi|p> < <Z |$z‘|p> + (Z |yi|p)
=1 7,0:01 % z:ol %
< (Zw) ¥ (Zmrp)
=1 i=1

= [lzll, + llyll, < oo

1\ 00
Logo, a sequéncia <(Z?:1 |z; + yilpﬁ) é crescente e limitada, portanto converge.

1

Assim, fazendo n — oo, obtemos ||z +yl[, = O 2, lzi +uil")? < o0 e [z +y|, <

x|l + 1|y, , isto é, x +y € [, e vale a desigualdade triangular.
p p p

Definigao 3.2.3 O espaco lo, = lo(N) é formado por todas as sequéncias de escalares

x = (x;)2, que sdo limitadas, munido com a norma
2]l oo = sup {|i ;2 € N}

Chamamos de co = co(N) o subespago de lo, formado por todas as sequéncias

A demonstracao de que [, (para p > 1) é um espago de Banach pode ser encontrada
em textos de Andlise Funcional.
Os espacos [, podem ser também definidos para 0 < p < 1. Para isso necessitamos

de mais algumas definigoes.

Definicao 3.2.4 Uma quasinorma num espago vetorial X é uma aplicagao ||| : X —

R que satisfaz

(i) |lz|| = 0 para todo x € X, e ||| =0 se, e somente se, x = 0.
(ii) ||az|| = |a| ||z, para todo x € X e qualquer o € K.

(iii) [z +y| < K (||lz] + |lyll) para todos x,y € X e alguma constante K > 1.

48



Uma quasinorma difere de uma norma apenas no que diz respeito a desigualdade
triangular da norma, que aqui recebe o nome de desigualdade quasi-triangular e exige-se
uma condicao adicional: a existéncia de uma constante K > 1.

Ao par (X, ].]]), isto é, ao espago vetorial X munido da quasinorma |||, dé-se o
nome de espaco vetorial quasinormado. Mais adiante veremos que toda quasinorma
¢é equivalente a uma p-norma, a qual induz uma métrica. Dai, se X é completo com
respeito a topologia oriunda da quasinorma, diz-se que X é um espaco quasi-Banach.

Definigao 3.2.5 Seja 0 < p < 1. Uma p—norma é uma quasinorma satisfazendo a
desigualdade

[z +yll” < flz]” + [lylI”

para todos x,y € X, a qual é chamada de desigualdade p-triangular.
Se X é completo com a métrica d(x,y) = ||z —yl[’ induzida pela p—norma,

chamamos X de espago vetorial p— Banach.

Para ver que d é uma métrica, basta mostrar que d satisfaz a desigualdade triangular.

De fato,

d(w,) = o = ol
— - z+z I
< fla = 2l + 12 = ol

=d(z,2) + d(y, 2),
para todos x,y,z € X.

Olbservagéo 3.2.6 Note que uma p-norma é uma quasi-norma com a constante K =
2». De fato,
lz+yll” < ll=” + Iyl =
o+ yll < (el + lly]")»
< [zl + Ny D” + Ayl =+ 1))
= 2(ll2ll + 117
= 2 (Jlall + Iyl

3 =
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15t0 €,
|z + yll < 27 (|2 + lyl]) -
Por outro lado, visto que existe uma bije¢io f : (0,1] — [1,00) dada por f(p) = 2%,
para toda constante K > 1 na desigualdade quasi-triangular, existe 0 < p < 1 tal que
K = 21%, de sorte que se (X, ||.]|) é um espago quasinormado é posstvel definir, a partir
de ||.||, uma p-norma ||.||, sobre X que é equivalente a quasinorma ||.|| por satisfazer
as desigualdades
lell, < lle]l < 27 |l

para todo x € X. Omitimos a prova deste fato por nao ser importante para nossos
propdsitos (para mais detalhes, vide pagina 92 de [28]). Logo, para toda quasinorma
existe uma p—norma equivalente. Consequentemente todo espaco quasi-Banach é

p— Banach para algum 0 < p < 1, e vice-versa, isto é, todo espaco p— Banach é quasi-

Banach para alguma constante K > 1.

Semelhantemente ao caso p > 1, definimos os espagos [, para 0 < p < 1.

Definigao 3.2.7 Dado p € (0,1], o espago I, = [,(N) denota o espago vetorial de todas

as sequéncias de escalares x = (x;)2, satisfazendo Y >, |z;|P < oo, munido com a

1
o0 P

e, = (E |in”) :
=1

O mesmo argumento usado para demonstrar que [, para 1 < p < 0o, é um espago

p—norma

métrico completo nos dé a completude de [, para 0 < p < 1, desde que se tenha o
cuidado de “trocar” a métrica proveniente da norma pela métrica induzida pela p-
norma. Logo, os espacos [,,0 < p < 1, nao sao espacos de Banach, e sim espagos
p—Banach.

E também um fato conhecido que ly C 1, para todos 0 < ¢ < p < oco. Com efeito,
se p = 00, isto é ébvio. Se, porém, p < oo, dado = = ()32, € [, 0 < ¢ < o0, existe
ip € N tal |z;] < 1 para todo i > iy e, sendo 0 < ¢ < p, temos

(e.0) o0
D il <) falt < oo
i=io i=io

Portanto, Y7, |z;|" < oo, isto &, © = ()32, € I,. Logo,
I, Cl,
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para todos 0 < g < p < o0.

3.3 Uma demonstracao construtiva do Teorema
2.1.3

A demonstracao dada para o Teorema 2.1.3 estd embasada em um argumento nao-
construtivo, isto é, a prova que demos para existéncia de sequéncias que pertencam a
l,,0 < p < 0o, mas que nao pertencem a l,, para qualquer que seja 0 < g < p, nao
exibiu exemplo concreto de uma tal sequéncia. Além disso, este argumento de existéncia
depende do Principio da Limitagdo Uniforme (Teorema de Banach-Steinhaus). Agora,
porém, daremos uma prova construtiva deste resultado. De fato, é possivel estabelecer
um algoritmo que gera muitos exemplos concretos de sequéncias que pertencem a
l,,0 < p < 00, mas que nao pertencem a [,, para 0 < ¢ < p. A construgao é elementar
no sentido de que nao usa nenhum resultado mais profundo (a construcao a seguir foi

extraida de [13]).

A construgao.
Primeiro passo. Dada uma sequéncia (k,)°; de nimeros reais tal que k,, > 1 para
todo n e

lim &k, =1,

n—oo

construiremos uma sequéncia (a, )3 ; de nimero reais tal que a,, > 1 para todo n, com

lim a, =1,

n—oo

de forma que a série
o0

1
P

n=1

o

convirja. Ora, como a série E J,%n é convergente para todo n € N, existe um inteiro
Jj=1

positivo N,, tal que

[e.o]

Zl<2in.

=, jkn
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Escolhendo esses inteiros de modo que N,, < N, .; para todo n, definimos a seguinte

sequéncia
ki, se 1 <n < N,

]{Ij, se N]‘i‘l SnSNj+1.

Ay =

Observe que a, > 1 para todo n e que lim,,_,o a, = lim;_, k; = 1. Provemos que a

nan

o0
série Z L ¢, de fato, convergente. Com efeito, dado m € N, escolhamos r € N tal
n=1

o0
que m < N,. De Z ],%n < 2% obtemos

J=Nn
m Ny No N3 Ny
1 1 1 1 1
< =
Znan - nan nan + Z Qn + nan
n=1 n=1 n=1 n=No+1 n=N,_1+1
No N3 Ny
1 1 1
- anl + Z nk2 + + Z nkr—l
= n=Na+1 n=N,p_1+1
<Lyl
2 22 2’!‘—1
=1
n=1

1

nen

o0
para todo m, o que prova que E é convergente.

n=1
Segundo passo. Dado p > 0, vamos construir uma sequéncia x = (z,)° ; pertencente

a l,, mas que nao pertence a [, para ¢ < p. Com esta finalidade, definamos = = (z,,)2

pondo

para todo n € N. Como

7:1 ( }m)p B in(lln = e

n=1

conclufmos que = € [,. Como a,, > 1 para todo n e lim, .o a, = 1, vale 2 < p para

todo n e lim, .o, = = p. Assim, dado 0 < g < p, existe ky € N tal que ¢ < % < p.
n 0

Como
an, 1

lim = = —

n—oo akO akO

’
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tomando t € (i, 1) , existe NV € N tal que
0

1 an,
— < —<t<l1

CLkO CLkO
para todo n > N. Logo,
11 1
—a > - > —
nako n n
para todo n > N. Consequentemente Z =+ = 400, de onde resulta que
n“ko
n=1
1\ o1
“’fo _ ko _
Tn —a = — = 100,
St =3 ()" -2
o que prova que x ¢ [_» . Como q < L, ou seja, [, C ZL, segue que x ¢ [,. Como,
ko ko ko
para todo 0 < ¢ < p, sempre podemos tomar kg € N tal que ¢ < -, concluimos que

x ¢ 1, para todo 0 < ¢ < p, e isto conclui a construcao.

Um exemplo concreto.
Vamos tomar p=2ek, =1+ % para dar um exemplo concreto de uma sequéncia

que pertence a [y, mas que nao pertence a [, para todo 0 < ¢ < 2. Determinemos os

indices N,,. Para isto, lembre que a integral f J 1 +1 dt é drea sob a hipérbole fT}L e
que a drea [ — ( j—1)]-2 T = ﬁ do retangulo sob a hipérbole é sempre menor que a
.7 n J
T i1 1+ldzf Logo,
podemos escrever
o o

1 A | S |
O [ =

Assim, basta encontrarmos 1V, de forma que

n o 1 1
(Nn_l)n Nn-1t T 2

Resolvendo a inequacao em N,, obtemos

N, > 2"n" + 1.
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Logo, podemos fixar N,, = 2"’ 4 2 para todo n e definir

1+1=2sel1<n<66
1+1 se 2" +3<n <20t (j 41y 42

().
n%t n=1

¢ uma exemplo concreto de sequéncia que pertence a l; mas nao pertence a [,, para

Ap —

Portanto, a sequéncia

todo 0 < ¢ < 2. Na defini¢do da sequéncia (a,)2 ;, note que

ay = az =+ = Qg = 2,
3
Qg7 = Ggg = *** = (113826 — 57
4
13827 = A13828 = * ** = Q16777218 = g,

O fato de haver lugar para tantas repeticoes de cada a, nos remete a antiga idéia dos
hotéis de Hilbert. Abaixo listamos mais alguns dos nimeros N,, para tornar claro a
heuristica do principio dos hotéis de Hilbert ("empurrando" para o infinito de novo e
de novo), que faz um papel importante na construgao acima:

Ny = 66

N3 = 13826

Ny, = 16777218

N5 = 104857600002

Ng = 3206175906594818

N7 = 463613493490447548418

Ng = 309485009821345068724781058

Ng = 936725264399650852836666274480130

Nyp = 12676506002282294014967032053760000000002.
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