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Resumo

O presente trabalho aborda um estudo das superficies com curvatura média cons-
tante e das superficies com curvatura Gaussiana constante no espaco Sol que sao
invariantes sob a acao de dois grupos a l-parametro de isometrias do espaco am-
biente. Além disso, classificamos as superficies que satisfazem uma relagao do tipo

k1 = mksy, onde k1 e ky sao as curvaturas principais da superficie e m € R.

Palavras-Chave:
Grupos de Lie, Espaco Sol, Superficies Invariantes, Superficies Minimas, Curva-

tura Média, Curvatura Gaussiana, Superficies de Weingarten Linear.
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Abstract

In this paper we studied surfaces with constant mean curvature and surfaces with
constant Gaussian curvature in the Sol space which are invariant under the action of
two one-parameter subgroups of isometries of the ambient space. Furthermore, we
classify the surfaces that satisfy a relationship of type ky = mks, where k; and k5 are

the principal curvatures of the surface and m € R.

Keywords:
Lie Groups, Sol Space, Invariant Surface, Minimal Surface, Mean Curvature,

Gaussian Curvature, Linear Weingarten Surface.
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Introducao

A geometria diferencial tem estudado constantemente superficies em espagos ho-
mogéneos. Neste trabalho, serao estudadas superficies no espago homogéneo Sol de
dimensao trés. O espago Sol é uma 3-variedade homogénea simplesmente conexa,
cujo grupo de isometrias tem dimensao 3 e é um dos oitos modelos de 3-geometrias
de Thurston [19].

Este trabalho baseia-se no artigo “Invariant surfaces in the homogeneous space
Sol with constant curvature” de Rafael Lopes e Marian 1. Munteanu (veja [12]) e esta
dividido em quatro capitulos.

No capitulo 1, apresentamos alguns resultados classicos da teoria de grupos de
Lie e suas relagoes com as algebras de Lie que serao utilizados ao longo deste tra-
balho. Finalizamos, este capitulo com alguns conceitos e resultados de Geometria
Riemanniana.

No capitulo 2, estudamos o espago Sol, o nosso espaco ambiente, e sua geometria.
Determinamos neste espaco, os campos invariantes a esquerda, os colchetes de Lie
dos campos invariantes a esquerda, os campos de Killing e a conexao Riemannina V.
Além disso, calculamos as curvaturas média e Gaussiana (intrinseca e extrinseca) de
uma superficie invariante imersa neste espaco.

No capitulo 3, estudamos as superficies invariantes no Sol que satisfazem certas
condicoes sobre suas curvaturas, por exemplo, curvatura média H e curvatura Gaus-
siana (Kjy e Key) constantes. Classificamos todas as superficies invariantes no Sol
com curvatura média constante H, incluindo superficies minimas (algumas figuras de

superficies com H # 0 estdo em |[7]|) e todas com curvatura Gaussiana, intrinseca e



extrinseca (K e Koy ), constante. O estudo de superficies com curvatura constante,
especialmente com curvatura média constante, em 3-espacos homogéneos e invarian-
tes sob a acao de um grupo a um parametro de isometrias do espago ambiente tem
sido recentemente de grande interesse para muitos gedmetras. Varios resultados fo-
ram obtidos no grupo de Heisenberg (veja [1], [8], [9], [14], [20]) e no espago produto
H? x R (veja [13], [15], [16]).

Finalmente, no capitulo 4, estudamos e classificamos as superficies invariantes de
Weingarten Linear no Sol, que satisfaz uma relacao do tipo k1 = mky, onde ki e ko

sao as curvaturas principais da superficie e m € R.

xi



Capitulo 1
Preliminares

As 4lgebras de Lie sao objetos algébricos por exceléncia, enquanto que os grupos
de Lie tém uma natureza geométrica e constituem um assunto particularmente rico
e de grande interesse na Matemaética contemporanea.

Inicialmente, apresentamos alguns conceitos e resultados béasicos da teoria de gru-
pos de Lie e sua relacao com as algebras de Lie, a fim de dar ao leitor as ferramentas
basicas para uma melhor compreensao do texto. A teoria classica de grupos de Lie é
exposta com maiores detalhes nas referéncias [3], [11] e [18].

Finalizamos este capitulo com alguns conceitos e resultados basicos da Geome-
tria Riemanniana que serao necessarios para o estudo que serd feito nos capitulos
subsequentes (veja [6]).

A partir de agora, as variedades diferenciaveis consideradas serao de Hausdorff

com base enumeréavel.

1.1 Grupos de Lie

Definicao 1.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel dotada de uma

estrutura de grupo, definida por uma operacao *, de modo que a aplicagao

w:GxG — G
(z,y) > wla,y) =xxy™!
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¢ diferencidvel, onde y~' denota o elemento inverso de y.

Decorre imediatamente da definicao que, num grupo de Lie G, para cada = € G

as aplicacoes

L, .G — G R, .G — G

sao difeomorfismos de (G. Estas aplicacoes sao chamadas, respectivamente, transla-
¢ao a esquerda por x e translagao a direita por z. Indicaremos por e o elemento

identidade de G.

Vejamos alguns exemplos de grupos de Lie.

Exemplo 1.2. O conjunto R dos nimeros reais com a opera¢ao soma e a estrutura

diferencidvel usual.

Exemplo 1.3. Seja S' = {z € C; |z| = 1}, onde C € o conjunto dos nimeros
complexos. Consideremos em S' a estrutura de grupo multiplicativo: se o, 3 € S,
entao a. € o produto dos numeros complexos a e 3. Como as aplicagoes

CxC — C C-{0} — C—-{0}

(x,y) — x-y x — !

sio diferencidveis e suas restricoes a S' tém imagens em S, S' é um grupo de Lie.

Exemplo 1.4. O produto de dois grupos de Lie G e H ¢ um grupo de Lie G X H,

com a estrutura de variedade produto e produto direto de grupos:

(91, h1) © (92, h2) = (g1 - 92, h1 - ha),

quaisquer que sejam g1, go em G e hy, ho em H. Dessa forma, a partir dos exemplos
(1.2) e (1.3) concluimos que o espago euclidiano R® = R x -+ x R e o toro n-

dimensional T = S' x S x ... x St sao grupos de Lie.
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Exemplo 1.5. A variedade GL(n,R) das matrizes reais nxn invertiveis, munido com
a operacao usual de multiplicacao de matrizes e com a estrutura diferencidvel usual

2, . " . . . L.
do R™ € um grupo de Lie. De fato, note que as fungoes abaizo sao diferencidveis

f : GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) dada por f(A,B)=AB e
g : GL(n,R) — GL(n,R) dada por g(A)=A"".

A diferenciabilidade de [ decorre da diferenciabilidade da multiplicacao em R, jd a
diferenciabilidade de g decorre da regra de Cramer para a inversa de uma matriz. De
forma andloga pode-se mostrar que GL(n,C) admite a estrutura de grupo de Lie. Os
grupos GL(n,R) e GL(n,C) sao chamados grupos lineares.

Os grupos lineares contém os sequintes subgrupos:

Un) = {Ae€GL(n,C): AA* =1} (grupo unitdrio)
SL(n,C) = {Ae€GL(n,C): det A=1} (grupo linear especial)
O(n,C) = {AeGL(n,C): AA* =1} (grupo ortogonal complero)
SU(n) = {Be€U(n): det B=1} (grupo unitdrio especial)
SL(n,R) = {A€GL(n,R): det A=1} (grupo linear especial real)
O(n) = {AeGL(n,R): AA" =1} (grupo ortogonal real)
SO(n) = {B€O(n): det B=1} (grupo ortogonal especial),

onde A* e A! indicam, respectivamente, a matriz adjunta e a matriz transposta de A.
Vamos mostrar que O(n) € um grupo de Lie. Para isso vamos mostrar primeiro que
O(n) é uma subvariedade de GL(n,R).

De fato, considere a func¢ao

f: M(n,R) — s(nR):={Ae Mn,R): A= A"}
A AN '

FEsta aplicagao estd bem definida pois, dado A € M(n,R), temos
(AAt)t — (At)tAt — AAt’

3



Capitulo 1. Preliminares

ou seja, AA' € s(n,R). Além disso, f € diferencidvel e
) ={Aec Mn,R): AA" =1} = O(n).

Assim, para ver que O(n) é uma subvariedade de GL(n,R) basta mostrar que I é

valor reqular de f. Se X, Y € M(n,R) ~ R™, temos que

. X+7rY)—- (X
_ oy JX+rY) (X +7rY) — XX!
= lim ;

o r XYt rY Xt r2YY?
= lim

r—0 r

= XY'+YX"

Se X € f~Y(I) e S € s(n,R), entdo tomando Y = =X € M(n,R), temos que

2

SX\' [(SX\.,, XX'St SXXx* S* &S
— )+ X' = + =
2 2 2 2

) = x (5 AN
ou seja, dfx € sobrejetora para todo X € f~*(I). Logo, I €é valor regular de f.

Portanto, O(n) € uma subvariedade de GL(n,R). Agora tomemos as aplicagoes

¢: O(n)xO0O(n) — O(n)
(A, B) — AB

v: On) — O(n)
A — AL
Como essas aplicagoes sao também diferencidveis concluimos que O(n) € um grupo

de Lie.

Definiremos agora campos invariantes & esquerda de um grupo de Lie G. Mais
adiante mostraremos que o conjunto desses campos invariantes ¢ uma éalgebra de Lie

associada ao grupo de Lie G.

Definicao 1.6. Dizemos que um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie

G é invariante & esquerda quando X, = dL,(X,), quaisquer que sejam z,y € G.

4



Capitulo 1. Preliminares

Analogamente, X € invariante a direita quando dR,(X,) = Xyz, quaisquer que sejam

x,y € G.

O conjunto dos campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie G serd deno-
tado por LG. Um campo X invariante a esquerda (respectivamente a direita) fica
completamente determinado quando se conhece X,., ou seja, o valor do campo na
identidade e, pois X, = dL,(X.). Note também que LG é um espaco vetorial, pois
dados X,Y € LG e a € R, tem-se

(X +aY)y = Xgy+aly,
= dL,(X,)+ adL,(Y,)
= dL,(X,+aY))
= dL,(X +aY),.

Donde X + aY € LG.

Proposicao 1.7. A aplicagio

a: LG — T.G
X — a(X)=X,

onde T,G indica o espago tangente a G no ponto x, € um isomorfismo de espacos

vetoriais.

Demonstracio: E claro que « é linear. De fato, dados X,Y € LG e X € R, tem-se
a(X+AY) = (X +2AY). = X+ A\Y. = a(X) + Aa(Y).

Agora, mostremos que « é sobrejetora. Dado Z € T,G, defina um campo X em G

por X, = dL,(Z). Temos,
Xy = dLyy(Z) = dLy 0 dL,(Z) = dL.(X,).

Portanto, X € LG. Além disso,
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Finalmente, « é injetora, pois se

temos que
E, dado = € G, temos

Logo, X =Y. [

Proposicao 1.8. Se X € um campo invariante a esquerda em G, entao X € diferen-
cidvel.

Demonstracao: Para mostrar que X é diferenciavel em x € G, basta fazer a de-
monstragao para xr em uma vizinhanca coordenada de e, pois L,-1 é um difeomorfismo
de classe C*. Seja 6 : U — R™ uma vizinhanga coordenada de e, com 0 = (2!, ..., z"),

2t:U —-RexcU. Como as operacoes em G sao continuas podemos tomar V C U

vizinhanga de e € G tal que L,(V) C U. Entao, temos que
X, (2") = (dLy. X.)(z") = X..(2" o L,).

Agora, escrevendo
0
Xe = Zj: ¢35 (€)

onde c¢; sao constantes, temos

X, (z') = Z CJO(LO.LI) (e).

. oxJ
J

Seja agora f' : V x V — R definida por fi(z,y) = z'(z,y), ou seja, f(z,y) é a
i—ésima coordenada do produto xy = L,(y). Entao
i 0 (o L) () o' (z ) Of (1,6
D D e D DL e R L T
Como as f' sao fungoes diferencidveis de z, X (z') ¢ uma funcao diferenciével de .

Portanto, X é diferenciavel em z € V. [
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Definicao 1.9. Uma dlgebra de Lie sobre R € um espacgo vetorial real g, munido de
uma operagao bilinear [-,-] : g X g — ¢, denominada colchete de Lie, satisfazendo as

sequintes propriedades:
1. [X,Y]=-[Y, X] (anticomutatividade)
2. [X,)Y],Z]+[[Y,Z], X]+ [[Z, X],Y] =0 (identidade de Jacobi)
para todo X,Y e Z pertencentes a g.
Vejamos alguns exemplos de algebras de Lie.

Exemplo 1.10. O espago vetorial M(n,R) das matrizes quadradas reais com o col-
chete definido por
[A, Bl = AB — BA,

onde AB indica o produto usual de matrizes.

Exemplo 1.11. R? com o colchete dado por
[z,y] =z Ny,

onde A indica o produto vetorial usual de R3.

Exemplo 1.12. Seja M uma variedade diferencidvel. Denotemos por X(M) o con-
junto dos campos C* tangentes a M. X (M) é um espago vetorial com as operagoes

de soma de campos e multiplicacao de um nimero real por um campo, a saber
(X+Y), =X,+Y, e (AX),:=)X,.

Para X,Y € X(M), f: M — R de classe C* e x € M, definimos o colchete [ X,Y]

como o campo em X(M) tal que
(X, Y]e(f) = Xo(YVS) = Ya(Xf),

onde X f € a aplicagao dada por:

Xf:M — R
v — (Xf)(z) =df(2)X,.

7



Capitulo 1. Preliminares

Além disso, se X € X(M) e f € C*(M), entao fX € X(M). Com esta opera¢ao

X(M) € uma dlgebra de Lie. Mais detalhes encontram-se em [2)].

Definicao 1.13. Sejam M e N variedades diferencidveis e o : M — N uma aplicag¢ao
de classe C™. Dizemos que os campos X € X(M) eY € X(N) sao p-relacionados,

sedpo X =Y o, ou seja, se o diagrama abaizo comuta

M 4 N
X @) Y
TM TN.

de

Proposicao 1.14. Seja ¢ : M — N uma aplicagao de classe C*, onde M, N sao
variedades diferencidveis. Se X, X, € X(M) sao @-relacionados, respectivamente,

com Y,Y) € X(N), entao [ X, X1] € p-relacionado com [Y,Y1].

Demonstragao: Mostremos que para cada p € M e para cada f € C® (M) vale a

igualdade
doX, Xi], (f) = [Y. Yi]o) (f) -

De fato,

dolX, X1l (f) = [X, Xalp (fo o)

= Xp(Xi(fowp)) = (X1), (X (fop))
dp o X1) (f) — (X1), (dp o X) (f)
Yiop) (f) = (X1), (Y o9) (f)
Yi(f)op)—(X1), (Y (f)ow)
Xp) (Y1 (f)) = do (X1), (Y (f))
= Yo (Y1 (f) = (V1)) (Y ()
= [YYl]wp( )

)
(

X (
X ( ) =
X ( ) =
(
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Corolario 1.15. Se X,Y € LG, entio [X,Y] € LG.

Demonstragao: Devemos mostrar que dL,[X,Y], = [X,Y],;,. Se X € LG ez € G,

entao X é (p-relaciondado consigo mesmo. De fato,

(dLy 0 X)(y) = dL; (X (y))= dL; (X,) = X
(XoL)(y) = X(La(y)=X(2y) =X,

Yy
Y

Logo, temos que
dL,oX =XoL,.

De modo andlogo, temos que
dL,oY =Y oL,

e portanto, pela Proposicao (1.14), temos que [X, Y] é L,-relacionando consigo mesmo,
ou seja,

dLy o [X,Y](y) = [X,Y] o Ly(y).

Isto implica que

dL,[X,Y], = [X,Y](zy) = [X,Y]s.
Portanto, [X,Y] € LG. u

Exemplo 1.16. Seja G um grupo de Lie e LG o espaco dos campos invariantes a
esquerda. LG é um espago vetorial e pelo Coroldrio (1.15) é fechado em relagio a
operacao colchete de campos definida no exemplo (1.12). Assim, LG € uma dlgebra

de Lie.

Ja vimos na Proposicao (1.7) que LG e T.G sao isomorfos como espagos vetoriais.
Assim, podemos introduzir em 7.G uma estrutura de algebra de Lie passando o

colchete de campos em LG para T.G.

Definicao 1.17. Seja G um grupo de Lie. Definimos a dlgebra de Lie de G como
sendo o espago vetorial tangente a G no ponto e, T.G, onde e € o elemento identidade

de G.
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Assim, para V, W € T.G, definimos v, /W] = [V, W], onde V, W € LG sao tais
que
V,=dL,V e W,=dL,W.

Denotaremos por G a algebra de Lie do grupo de Lie G.

Definicao 1.18. Uma métrica Riemanniana num grupo de Lie G € tnvariante a

esquerda se as translacoes a esquerda sao isometrias, ou seja,
(u,v)y = (d(Lz)yu, d(Ly)yv) 1), Y2,y € G, Yu,v € T,G.
Analogamente define-se métrica invariante a direita.

Uma métrica que é invariante a esquerda e a direita diz-se bi-invariante.
Para introduzir uma métrica invariante a esquerda em G podemos, por exemplo,

tomar um produto interno qualquer em 7T,G := G e definir
(U, v)g = (d(Lz-1)ytt, d(Ly-1)yv) 1, ), Y2 € G, Yu,v € T,G.

Isto define, de fato, uma métrica Riemanniana em G, pois L, depende diferencia-
velmente de z, e, é claro que, tal métrica serd invariante a esquerda.

Uma métrica homogénea em uma variedade M é uma métrica Riemanniana tal
que dados dois pontos =,y € M existe uma isometria de M que leva x em y. Com
tal métrica, M é dita homogénea.

Um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda é uma variedade homogénea,

no sentido que: dados z,y € G existe uma isometria de G que leva x em y, a saber

L,.—1: G — @

r = Lya(z)=yrlz=y .

yr

Assim G é também completo como variedade Riemanniana, pois qualquer variedade
homogénea é completa.
Seja G um grupo de Lie com métrica (-,-) invariante a esquerda. Lembremos que

a conexao Riemanniana associada V é determinada pela condi¢ao de simetria
VxY = VyX = [X,Y] (1.1)

10
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e pela identidade (compatibilidade com a métrica)
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), (1.2)

quaisquer que sejam os campos X, Y, Z. A partir de (1.1) e (1.2), permutando X, Y, Z

obtém-se a férmula:
2AVxY, Z)y=([X,Y],Z)—([V,Z], X)+([Z,X],Y)+ XY, Z)+ Y (Z, X)) — Z(X,Y)

conhecida como formula de Koszul. Agora, se X,Y € LG entao (X,Y) é constante,
pois
(X,,Y3) = (L), , (dL.), Yo) = (X.,Y,). (1.3)

Consequentemente, no caso de um grupo de Lie, a férmula de Koszul reduz-se a
2(VxY, Z)=(X,Y],Z2) —([Y,Z], X) + ({[Z, X],Y). (1.4)
Assim, se z € G é um ponto qualquer de G, entao pelo Corolario (1.15), temos que
2VxY, Z)(x) = (X,Y],2)(x) = [V, Z], X)(2) + ([Z, X], V) ()

= (XY, Ze) = ([Y, 2], Xe) + (12, X].., Yo)
= 2<(VXY)67 Ze>'

Por outro lado,

<d(Lx)e(VXY)ev Zz> - <d(Lm>e<vXY)ead<Lm)eZm>
= ((VxY)e, Ze).
Portanto,
<(VXY)x7 Z:E> = <d(Lx)e(VXY)ea Z:L‘>> VZ € LG,

ou seja, se X, Y € LG, entao VxY € LG. Assim, cada elemento X € LG define uma

transformacao linear antissimétrica

VyY: LG — LG
Y —s VyY

11
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A antissimetria é consequéncia direta da simetria da conexao e do fato de (X,Y)
ser constante. Com efeito, se (Y, Z) é constante, entao para cada X de LG temos
XY, Z)=0¢elogo (VxY,Z) = —(Y,VxZ).

No que segue, M denotard uma variedade Riemanniana e “suave” indicara a classe
de diferenciabilidade C*°.

Definicao 1.19. Seja V' um campo suave em M. Dizemos que V € um campo de

Killing em M se V' satisfaz
<VXV7 Y> + <X7 VYV> - 07
para todo X,Y campos de vetores suaves em M.

Desejamos relacionar os campos de Killing com o grupo das isometrias da varie-
dade. Um resultado que necessitamos nesta direcao, cuja prova pode ser encontrada

em [4], p. 63, é o0 que segue:

Teorema 1.20. Seja X um campo suave em um aberto W de M e seja p € W.
Entao existem um aberto U C W, p € U, um niumero € > 0 e uma aplicagcao suave
0 :(—e,e) x U — W tais que a curva t — @(t,q), t € (—e,€), € a unica trajetoria
de X que no instante t = 0 passa pelo ponto q, para cada q € U, isto €, p(0,q9) =q e

el 0) = X (olt, )

para todo t € (—¢,¢).

A aplicacao ¢, : U — W dado por ¢;(q) = ¢(t,q) é chamada o fluxo de X em
w.

Observamos no teorema anterior que, fixado ¢, com |t| < e, ¢y : U — ¢ (U) C M
dado por ¢(q) = ¢(t,q) define um difeomorfismo de U em ¢;(U) e @1 0 o5 = @rys
vale onde ambos os lados estao definidos. Tendo isto em vista, observamos que um
campo X gera um grupo G = {¢,} chamado de subgrupo (local) a um parametro de

difeomorfismos locais.

12
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O conjunto das isometrias da variedade Riemanniana M forma um subgrupo do
grupo dos difeomorfismos de M. Assim, se um campo X em M gera uma familia
a um parametro constituida de isometrias, dizemos que ela gera um subgrupo a um

parametro de isometrias.

Proposicao 1.21. Seja X um campo de vetores suave de M. Entao X € um campo

de Killing, se e somente se, X gera um subgrupo (local) a um pard@metro de isometrias

locais de M.

Demonstragao: Ver |10|, pag. 48. |
Considerando G = {¢, },cg um subgrupo (local) a um parametro de isometrias de
M, segue do exposto acima que, para todo r € R, ¢, : M — M é uma isometria e

que

é¢ um campo de Killing em M.
Em um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda, todo campo invariante a

direita Y é de killing. De fato, os difeomorfismos locais sao da forma
O,z — (exp(tY)).z,

e portanto sao isometrias globais.

Para compreender um pouco a geometria do espaco Sol faz-se necessario definirmos
folheagoes. Intuitivamente uma folheacao de dimensao n sobre uma variedade M de
dimensao m é uma decomposicao de M em subvariedades conexas de dimensao n.
Antes de darmos a definicao formal, consideremos inicialmente um exemplo, que
apesar de simples, nos dard uma visao geométrica deste conceito.

Observe que, para cada ¢ € R™™" fixado, o plano
R™ x {c} (1.5)

pode ser visto como uma “folha” em R™, (Figura 1.1). Variando ¢ € R™~" podemos
decompor R como
R™ =R" x R™™",

13
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Portanto tais folhas definem uma folheacao de dimensao n em R™. Note que um
difeomorfismo local f : U C R™ — V' C R™ que preserva as folhas (1.5) satisfaz,

para cada c € R™™", a propriedade
FUNR" x{c})) =V N (R x{c}),

sendo ¢ € R™™", (Figura 1.2). Portanto este difeomorfismo deve ter a forma

f(xay) = (fl(l‘7y)af2(y))’ (x,y) € R" x R™™ (16)
ZA
R/"-ﬂ Rm’”
_/52'5552222:::::::::::::::::::’;’5515:;55:7 ?’7 oL % R
5 —
x
Figura 1.1: Folheacoes em R3. Figura 1.2: Difeomorfismo f.

Definicao 1.22. Uma folheagao de classe C" e dimensao n de uma variedade M de
dimensao m € um atlas mdrimo %, de classe C", que satisfaz as duas propriedades

abaizo:
1. Se (U,p) € Z, entao
o(U)=U; x Uy CR" x R™™™,
sendo Uy C R™ e Uy C R™™™ discos abertos;

2. Se (U,p), (V,24) € F, comUNV # 0, entdo a mudanga de coordenadas op™"

satisfaz (1.6), ou seja, podemos escrever

¢ © <p_1(x,y) = (fl(x7y)7f2(y))

14
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Dizemos que M é folheada por .%, ou que .% é uma estrutura folheada de dimensao
n e classe C" sobre M. Indicaremos uma folheacao de dimensao n e classe C" de uma

variedade M de dimensao m por %, sempre que nao houver risco de confusao.

15



Capitulo 2
O Espaco Homogéneo Sol

Neste capitulo estudamos o espaco Sol e sua geometria. O Sol é uma variedade
Riemanniana tridimensional homogénea simplesmente conexa, cujo grupo de isome-
trias tem dimensao 3 e ¢ um dos oito modelos de geometria de Thurston (veja [19]).
Como variedade Riemanniana, o espaco Sol pode ser representado por R® munido
com a métrica

(-,-) = ds® = e**da® + e #dy* + d2?,
onde (,y,2) sdo as coordenadas canonicas do R? e, com a operagao de grupo dada
por

(z,y,2) % (2", 2) = (x + e 72",y + ey, 2+ &),

este espaco ¢ um grupo de Lie e a métrica ds? acima é invariante & esquerda.

Na primeira se¢ao estudamos um pouco da geometria do espaco Sol, obtemos os
campos invariantes a esquerda, os colchetes de Lie dos campos invariantes a esquerda,
os campos de Killing, as isometrias e suas folheacoes correspondentes e a conexao
Riemannina V. Enquanto que na segunda secao, definimos superficies invariantes
no Sol e posteriormente calculamos as curvaturas média e Gaussiana (intrinseca e

extrinseca) de uma superficie invariante no Sol.
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2.1 Geometria do Espaco Sol

Nesta secao expomos algumas nocgoes iniciais da geometria do espago Sol. Fare-
mos uso dos conceitos e resultados apresentados no capitulo anterior. O espaco Sol
é um grupo de Lie simplesmente conexo que pode ser representado pelas matrizes

triangulares superiores em M (3,R), da forma

e 0 «x
0 e* ) ) (x7y7 Z) ERg
0O 0 1

Em termos das coordenadas (x,y, z), o produto no grupo de Lie Sol é obtido por
restricao do produto usual de matrizes em M (3,R). Assim, dadas as matrizes A e B

representadas em coordenadas por
Ar— (z,y,2) e Br—(2,y,7),
o produto de matrizes (A, B) — AB é representado nestas coordenadas por
(r,y,2) x (2,9, 2) = (x + e %2’y + €y, 2 + 27). (2.1)

Vamos determinar, agora, os campos invariantes a esquerda e posteriormente obter
os colchetes de Lie destes campos. Além disso, calcularemos os campos invariantes a
direita.

Na algebra de Lie sol3, do grupo de Lie Sol, destacamos os vetores tangentes

Oole :=€1, Oyle:=e2 e O] := e,

onde
001 0 00 -1 00
er=1000]|, ee=]001 ][ ees=| 0 10,
000 0 00 0 0 0
E facil ver que:
[e1,e0] =0, [er,e3] = €1, [en, €3] = —ea.
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Denotemos por Ey, Es e F5 0os campos invariantes a esquerda gerados pelos vetores
ey, € € eg, respectivamente. O subgrupo a um parametro gerado por e; é a curva
passando pela identidade com velocidade e;y.

Em coordenadas exponenciais, esta curva corresponde a curva t — (¢,0,0). Logo,
a curva integral do campo FE; passando pelo ponto A € Sol com coordenadas (x,y, z)

é dada por

La(exp(ter)) = Alexp(ter))
- (iU,y, Z) * (ta()?O)
= (z+e 7ty 2).

Derivando em t = 0 a curva (x + e *t,y, z), temos o campo E; em A = (x,y, 2):

d —z
El‘(x,%z) = Et:0($+e t,’y,Z))

= (e7%,0,0)
= e °(1,0,0)

= e “0,.

Analogamente, obtemos os campos invariantes a esquerda F, e E3 gerados, respecti-

vamente, por e; e es

Ey 0,.

=e°0, e Eg}(x’yyz) =

(z,9,2)
Assim, os campos invariantes a esquerda gerados por e; = 0, €2 = 0, e e3 = 0, na

algebra de Lie sol3 sao, respectivamente,

E1 = €7zax
E2 = ezay (22)
Es = 0.

Calculando os colchetes de Lie destes campos, temos

[EI; EQ](m,y,z) = dL(x,y,z) [Ely E2]e

- dL(m,y,z) [61762]
= 07
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[Ela ES](z,y,z) - dL(m,y,z) [Ela ES]@

= dL(m,y,z) [617 63]

= dL(%y,Z)el
= F
€
[EQ; ES](x,y,z) - dL(m,y,z) [E27 E3]e
= dL(m,y,z) [627 63]
= dL(m,y,z)(_GZ)
Y
Ou seja,
[El, EQ} =0 s [Eh Eg] = E1 e [EQ, Eg] = —EQ. (23)

Calculemos, agora, os campos invariantes a direita gerados pelos vetores ey, e; e es.
Denotemos por Fy, F, e F3 os campos invariantes a direita gerados, respectivamente,
por €1, €9 € €3.

O subgrupo a um parametro gerado por e; é a curva passando pela identidade
com velocidade e, donde em coordenadas exponenciais esta curva corresponde a curva
t — (¢,0,0). Logo, a curva integral do campo F; passando pelo ponto A € Sol com

coordenadas (z,y, z) é dada por

Ra(exp(te;)) = (¢,0,0) % (x,y, 2)
= (t+z,y,2)

Derivando em t = 0 a curva (t + z,y, z), obtemos o campo F; em A = (z,y, 2):

d
Fl‘(;r,y,z) = E tzo(t—i—x’y’z)
= (1,0,0)

= 0.
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Analogamente, obtemos os campos invariantes a direita F, e F3 gerados, respectiva-

mente, por e; e eg

FQ} ay e F3 :—xﬁm—i-yay—i-az

(@y.2) |<x,y,z)

Assim, os campos invariantes & direita gerados por ey = 0,, ea = 0, e e3 = 0, na

algebra de Lie sol3 sao, respectivamente,

F1 = 8;,;
F2 = ay (24)

A seguir, definimos uma métrica invariante a esquerda no Sol e em seguida de-
terminamos os campos de Killing, as isometrias e suas folheacoes correspondentes e,
além disso, a conexao Riemanniana V.

A métrica invariante a esquerda, denotada por (-, ), define-se tomando os campos

FE,. E5, E5 como ortonormais, isto é,

(B Ej) = 0 (2)
De (2.4) temos:
835 = €ZE1
ay = €_ZE2 (26)
8Z - Eg.

(8,,8,) = €2 (0,,0,) = 0
8,,8,) = e~2 (0,,0.) = 0
Y=y
azaaz =1 8,82 =0.
Y

Ou seja, a métrica invariante a esquerda que fixamos no espago Sol é dada por

ds® = e¥da® + e #dy* + dz*. (2.7)
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As translacoes a esquerda sao isometrias, uma vez que a métrica é invariante a
esquerda. Além disso, em um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda, todo
campo invariante a direita é de killing. Logo, uma base para o grupo de isometrias

do espaco Sol é dada pelos campos de Killing abaixo:

F1 - 835
F, = 0, (2.8)

Os subgrupos a um parametro de isometrias gerado pelos trés campos de Killing

dados em (2.8) sao, respectivamente,

Tl,t(xay7z> = (x+t7ya 2)
Tou(x,y,2) = (r,y+t,2) (2.9)
T3,t(xa Y, Z) - (eit‘ra ety7 z+ t)u

onde t € R, ¢ um parametro real.
O ponto chave na compreensao da geometria do espaco Sol é considerar as trés

seguintes folheagoes:

F1 o AR ={(t,y,2); ¥, 2 € R} }yer;
Fy o Qi ={(x,t,2); x,2z € R} }ier; (2.10)
T3+ {R={(z,y,1); v,y € R}}er.
As duas primeiras folheagoes %7 e %, sao determinadas pelos grupos de isometrias
{7 +}1er € {To+}ter, respectivamente, elas descrevem as tnicas superficies totalmente
geodésicas do espaco Sol, sendo cada folha isométrica a um plano hiperbolico e, a
terceira folheacao %3 é realizada por superficies minimas e todas elas sao isométricas
ao plano Euclidiano.
A partir de (2.3) e utilizando (1.4), deduzimos que a conexao Riemanniana V do

espaco Sol satisfaz:

VElEl - —E3 VElEz - 0 vE1E3 - E1
Vg, =0 Vg, By = Ej3 Vi, By = —E
VEgEl — 0 VESEQ — 0 VESEg — 0,
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De fato, substituindo os campos FE;, Fs e Ej3 na equagdo (1.4) e de (2.3), (2.5),

obtemos
2V, Ev, E3) = ([Er, B1), Es) — ([Eq, B3], En) + ([Bs, Er], En) = —2(E1, By,
o que implica que Vg, E; = —Fjs,
2V, Er, E3) = ([E2, En], Es) — ([En, B3], E2) + ([Es, Es], Er) =0,
dai, temos que Vg, Iy = 0,
2(Vp,Ey, E3) = ([E3, E1|, E3) — ([E1, E3], E3) + ([E3, B3], E1) =0

assim, Vg, E; = 0. Analogamente, encontramos

VEIEQZO VE1E3:E1
Vi, By = Ej Vi, Es = —E,
Vi, Ey=0 Vi, Es =0.

2.2 Superficies Invariantes no Espaco Sol

Nesta segao calculamos as curvaturas média e Gaussiana (intrinseca e extrinseca)

de uma superficie invariante no espago Sol.

Definicao 2.1. Uma superficie S no Sol é dita uma superficie invariante se for
invariante sob um dos grupos a um pardmetro de isometrias {T;s; t € R}, com i =

1,2.

A a¢ao de uma isometria do espaco ambiente transforma uma superficie invariante
sob o grupo {T5;},., em uma superficie invariante sob o grupo {71}, , donde
podemos fazer isto tomando a isometria do espaco Sol dada por ¢(z,y, z) = (y,x, —z).
A partir agora consideraremos, neste trabalho, superficies invariantes sob a acao do
primeiro grupo de isometrias, ou seja, {Tl»t}teR' E, portanto tais superficies serao

chamadas de superficies Ti-invariantes ou simplesmente superficies invariantes.
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Uma superficie Ti-invariante S é determinada pela curva intersecao « da superficie
S com qualquer uma das folhas da folheacao correspondente ao grupo de isometrias.
Esta curva é dita uma curva geratriz da superficie. Por nossa escolha de grupo de
isometrias, iremos considerar « a curva intersegao de S com o plano {x = 0}, ou seja,
a = SN PF,. Assim, impor condi¢oes sobre a curvatura de S é equivalente a colocar
condigoes sobre a sua curva geratriz.

Tomemos uma parametrizagao da curva o dada por a(s) = (0,y(s), 2(s)), s € I,

onde s é o parametro comprimento de arco. Temos o’ (s) = (0,/(s), 2/(s)) , logo

€29 0% 4+ 7 (1 (5))2 + 1.(2(s))? = 1,

isto é,
(7y(9)) + ()" =1
Tomando
e 7?8y (s) = cosB(s) e 2'(s) = send(s),
obtemos

y'(s) = e cos (), Z'(s) = senf(s),
onde § = 0(s) é uma funcao suave.
Parametrizamos a superficie S por
X(s,t) = (t,y(s),2(s)), se I CR e teR.
Temos, omitindo a varidvel s e denotando por ’ a derivada com relacao a s,
e =X = (0,¢,2)
= y'0,+ 70,
= cosfe’0, + sendo,
= cosOFy + senfFEjy

&:=X, = (1,0,0)
— 9,
= BZEl.
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Desta forma,

egNe = X AX,
= (cosOFE; + senfE3) A (e*Ey)
= € (—cosfFE;3; + senfE,)
= ¢°(senfFy — cosOF3)

ller Aes|l = [€7]]] ( senfEy — cosOFEs) ||

= ¢~

Dai, temos o campo normal unitario
N = — senfFy + cos O Fs.

Esta sera a orientagao escolhida ao longo deste trabalho.
Sejam H e K., respectivamente, a curvatura média e a curvatura Gaussiana
extrinseca de S. Sabemos que, usando a notacao classica, a curvatura média e a

curvatura Gaussiana extrinseca sao dadas, respectivamente, por

2
H= %Eg EGQF—th = Ko = gé——fﬂ (2.11)
onde
E = (e1,¢), F = (e, ), G = (€2, €2).
e =(N,Vge1), f={(N,Vgeés), g = (N,Vg,és).

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (é,e1)
= (cosOFE; + senfFE3, cosOFEs + senfFEs)
= cos® O(E,, Ey) + 2 senf cos 0(Ey, Bs) + sen’0(Fs, Es3)
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F = (e1,¢é9)
= (cosOFEs + senfFs3, e*Fy)
= ¢e*cost(Ey, E1) + e senf(Fs, Ey)

G - <ég, ég)
= <€ZE3, €ZE3>
= €2Z<E3, E3>

= %

Ouseja, F =1, F =0e G = ¢* e portanto, EG — F? = e*.

Para encontrarmos os coeficientes da segunda forma fundamental, determinamos

primeiro Vg e, Vg €3 e Vg, es. Dali, substituindo os valores de €, e €5, segue que

Ve el

Ve, €2

Ve (cosOF; + senfFEs)

cos OV Ey + €1(cos @) Ey + senfVi E3 + €1 send) E3

08 OV (cos 0Ea+ seno ) Fa — 0 senEy + senfV (cosop,+ senops) Fs + 6 cos 0F;3
cos? OV g, B3 + cos ) sendV g, By — 6’ senf E,

+ senf) cos OV g, By + sen*0V g, B3 + 0 cos 0

cos?0F; — 0 senfFy — senfl cos 0, + 6 cos 0 F;

(0" + cos0)(— senfFy + cos O Es3);

v(cos OFE>+ senfEs3) (ezEl)
cos OV g, (e*Ey) + sendV g, (e*Ey)
cosO [e*V g, Ey + Eqy(e*)Ey] + senf [e*V g, By + E3(e)E]

e® senfEy;
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Vebs = Vier)(e*E)

= Vg (e°Ey)

= €[’V By + E(€°)E]

= —e*E;.

Logo, os coeficientes da segunda forma fundamental sao:
e = (N,Vgé)

= (— senfFy + cosOF3, (6 + cosf)(— senfFy + cosOEs))
= (0" + cos0)(— senfE, + cos OFE3, — senfFy + cos 0 E3)
= 0 + cos¥;

f = <Na vél é2>
= (— senfFy + cosOF3, e* senfFy)

g = (N,Vg,é)
= (— senfFE;, + cos 0 F3, —e** F3)
= ¥ senf(E,, E3) — €** cos 0(Fs, Es3)
= —e* cosd.
Portanto, substituindo os coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais

em (2.11), obtemos, respectivamente, a curvatura média e a curvatura Gaussiana

extrinseca, isto é,

1
H==0 (2.12)
2
Koy = — cos0(0 + cos0). (2.13)
Usando as relagoes
ki + k
g R =k, (2.14)
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obtemos as curvaturas principais
ki =0 +cosf e ky= —cosb.
Finalmente, a curvatura Gaussiana intrinseca K, é dada por
King = Kext + K (&1 A €2),
onde K(é; A é3) é a curvatura seccional de cada plano tangente dada por

1

Kene) =ge—m

<Vé1 vézéQ - végvéléQ - v[él,EQ]é2 ) él> .

Donde,

Ve Vets = ViesoE+ sen@Eg)(_ezzEg)

= cos0Vp,(—e*FE3) + sendV g, (—e**Es)

= cosf [—62ZVE2E3 + Ez(—ezz)Eg] + senf [—ezZVE3E3 + E5(—e¢

= e*(cosOE, — 2 senfEs);

VE2V5162 = V(62E1)<62 sen@El)
= ¢ sendV =g Ey

= —¢% senbEs;

v[é1762}é2 = V(VéléQ_VéQEl)<62)

= 0.
Dai, segue de (2.17) que
K (&1 A &y) = cos® — sen?d.
Consequentemente, substituindo (2.13) e (2.18) em (2.16), obtemos
Ky = —0' cos — sen?d.
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Notemos, pelas equagoes (2.12), (2.13) e (2.19) que qualquer condigao nas curva-
turas de uma superficie invariante S no Sol escreve-se como uma equagcao diferencial
ordinéria £(s,0,0') = 0 em fungao de 6. Entao, para obter a superficie S, precisamos
obter a curva geratriz o e para isso é necessario resolver a equagao € = 0 junto com

0 sistema

Y (s) = e cosf(s). (2.20)
Z'(s) = senf(s). (2.21)

Se a(y) = (0,y,2(y)), entdo ’(s) = (0,vy'(s),2'(y)y'(s)). E como « é parametri-

zada pelo comprimento de arco temos

ey () + [F )y () =1,

isto é,
e~ %e* cos® 0 + 2%e* cos? 0 = cos® O(1 + 2%e*) = 1.
Logo,
1 Zlez Z” + 2/2
sl = ————, senf=—o-" e 0(s)=¢e* (2.22)

(1 + 2'262Z)3/2 ’

Dependendo de cada caso, usaremos indistintamente (2.20), (2.21) e (2.22).

Observacao 2.2. Neste trabalho, omitiremos as constantes de integra¢ao da fun-
¢ao y(s), pois representam uma isometria da superficie por uma translagao Thy. Da
mesma forma, omitiremos as constantes aditivas da funcao z, pois neste caso, a iso-
metria ¢(x,y, 2) = (e x, ey, z—\) converte a curva geratriz s — (0,y(s), 2(s)+\)

em s — (0,e y(s), 2(s)).
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Capitulo 3

Superficies Invariantes no Espaco Sol

com Curvatura Constante

Neste capitulo estudamos superficies com curvatura média constante e superficies
com curvatura Gaussiana constante, que sao invariantes sob a agao do grupo a um
parametro de isometrias {TM}tG]R do espaco ambiente. O estudo de superficies com
curvatura constante, especialmente com curvatura meédia constante, em 3-espacos
homogéneos e invariantes sob a acao de um grupo a um parametro de isometrias do
espaco ambiente tem sido recentemente de grande interesse para muitos geometras.
Varios resultados foram obtidos no grupo de Heisenberg (veja [1], [8], [9], [14], [20]) e
no espago produto H? x R (veja [13], [15], [16]).

Este capitulo foi dividido em duas sec¢oes de acordo com o tipo de curvatura que
serd considerada. Na secao 3.1 estudamos as superficies com curvatura média cons-
tante através de dois resultados. No primeiro classificamos, no Sol, as superficies
minimas que sao Ti-invariantes e no segundo caracterizamos as superficies com cur-
vatura média constante nao nula 7-invariantes. Logo depois, na secao 3.2, estudamos
as superficies com curvatura Gaussiana constante através de dois resultados. No pri-
meiro e segundo, respectivamente, classificamos e caracterizamos todas as superficies

com curvatura Gaussiana intrinseca e extrinseca constante que sao 7Tj-invariantes no

Sol.
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3.1 Superficies com Curvatura Média Constante

Nesta secao classificamos as superficies minimas e caracterizamos as superficies
com curvatura média constante nao nula, respectivamente, que sao invariantes no Sol

sob a a¢ao do grupo {71}, p através de dois teoremas.
Teorema 3.1. As unicas superficies minimas Ti-invariantes no Sol sao:

1. uma folha da folheag¢ao Fo ou;

2. uma folha da folheacao F3 ou,

3. a superficie gerada pelo grdfico, no plano Y Z, da funcao z(y) = log(y).
Demonstragao: Seja S uma superficie Tj-invariante no Sol. Se S é minima, entao
H=0. Como H = %9’, entdao 6’ = 0, isto é,

0(s) = 0y para alguma constante 6, € R. (3.1)

Assim, substituindo (3.1) em (2.20) e (2.21), respectivamente, obtemos

y'(s) = e cosby. (3.2)
Z'(s) = senfy. (3.3)

Distinguimos os seguintes casos:

Caso 1: senfy = 0.

De (3.3) temos que Z'(s) = 0, isto é, z(s) = A, onde A é uma constante. Além
disso, de (3.2) temos y/(s) = +¢*, ou seja, y(s) = +e*s e portanto, a curva geratriz
a de S é dada por

a(s) = (0,+£e%s,)), s €R,

que é uma reta paralela ao eixo QY e consequentemente a superficie S é uma folha

de §3.
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Caso 2: costy = 0.
De (3.3), temos que 2/(s) = £ 1, isto é, z(s) = £ s. Por outro lado, de (3.2), temos

que y(s) = A, onde A é uma constante. Portanto, a curva geratriz o de S é dada por
a(s) = (0,\,£5s), s €R,
que é uma reta paralela ao eixo OZ. Logo, a superficie S é uma folha de .%;.
Caso 3: senfy # 0 e cosfy # 0.
De (3.3) temos que z(s) = (senfly)s. Além disso, de (3.2) temos y'(s) = €% cos 6

e portanto,

y(s) = (Cotgéo)e(sene‘))s.
Logo, a curva geratriz a de S é dada por

a(s) = (0, (cotg@o)e(se“%)s, (sen@o)s) , scR.

Note que, podemos escrever y(s) = (cotgfy)e*®). Donde, z(y) = log((tgfy)y). Isto
significa que a curva geratriz a de S é o gréfico, no plano Y7, da funcdo z(y) =
log((tgbo)y), ou seja, a superficie S é gerada pelo grafico, no plano Y Z, da fungao

2(y) = log(y) a menos de uma translagao. [ |

Teorema 3.2. Seja S uwma superficie Ti-invariante no Sol com curvatura média

constante H # 0. Sendo a(s) = (0,y(s),2(s)) a curva geratriz de S. Entao:
1. A coordenada z € limitada e periodica.
2. A curva o tem auto-intersegoes.
3. A curva « € invariante por um grupo discreto de translagoes na dire¢cao de OY .

4. O vetor velocidade de o gira em torno da origem de tal modo que ele toma todos

0s valores no circulo unitdrio.
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Demonstracao: Como H = %9’, entao ' = 2H, isto é, 6(s) = 2Hs. Donde, segue

de (2.21) que Z/(s) = sen(2Hs), ou seja,

Assim, concluimos que a fungao z é limitada e periédica de periodo T' = F.
disso, a fungdo 2’ se anula no conjunto A = {2% : n € Z}. Por outro lado, de (2.20)
temos que
y'(s) = e~ 21 ©CH9) cog(2 [ s).

Entao, a fungao y’ se anula no conjunto B = A + /7. Donde a curva o nao é grafico
sobre o eixo OY ja que o vetor velocidade de « é paralelo ao eixo OZ nos pontos de
B. Além disso, notamos que com a nossa escolha da constante de integracao a funcao
z ¢ 0 nos pontos de B .

Note que, se {y(s), z(s), 0(s)} satisfaz o sistema (2.20), (2.21) e = 2H com condi¢oes
iniciais {yo, 20,00}, entao {y(s +T) — y(T) + yo, 2(s),0(s)} também satisfaz a este
sistema e com a mesma condicdo inicial. De fato, fazendo w(s) = y(s+71") —y(T) +yo,

temos que
w'(s) = o (s+T) = e+ cos(2H (s4T)) = €**) cos(2Hs+2m) = €**) cos(2Hs) = ¢/ ().
Além disso,
w(0) = y(0+T) = y(T) + yo = vo-
Logo, as solugoes acima coincidem. Assim, y(s +7T') = y(s) + y(T') — yo. Portanto,
a(s +T) = (0,y(s +T),2(s + T)) = (0,y(s) + y(T') = y0,2(5)) = Lio,y(@)-40,0(5),

isto é, a curva geratriz « ¢ invariante pelo grupo de translacoes gerado pelo vetor
(0,y(T) — yo,0). Esse grupo, segundo nossa notacao, é {71s n(y(1)—yo) : 1 € Z}.

Por fim, o vetor velocidade
a'(s) =(0,y,2) = Xy = cosO(s)Ey + senf(s)Fs

¢ unitario e esta no plano gerado pelos vetores Ey e E5. Como a funcdo 6(s) assume
valores em toda a reta, entao o vetor velocidade de « gira em torno da origem e toma

todos os valores no circulo unitario S' C span{FE», E3}. n
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3.2 Superficies com Curvatura Gaussiana Constante

Nesta secao estudamos as superficies Ti-invariantes no Sol com curvatura Gaus-

siana (K e Koxt) constante.

Teorema 3.3. Seja S uma superficie Ti-invariante no Sol com curvatura Gaussiana
intrinseca constante, Ky = c. FEntao, mddulo constantes de integracao, temos a

sequinte classificacao, de acordo com a constante c.

1. Se ¢ =0, a superficie € uma folha de F3 ou a curva geratriz o de S €

a(s) = (0,% [5\/527—1— log <3+ \/527—1)} ,log(\s|)) , 82> 1.

2. Se c = —1, a superficie é uma folha de F5 ou a curva geratriz o de S € o grifico

de z(y) = log (cosh (y)).

3. Sece (—1,0), entao a é um grdfico do tipo z(y) = log (y), ou z(y) estd definida
em todo R com um dnico minimo, ou z(y) € uma fungao mondtona definida em

algum intervalo do tipo (a,+00).

4. Sec>0ouc<—1, z(y) é€uma fungao limitada definida num intervalo limitado

(a,b) com um inico mdximo ou minimo e é vertical nos extremos de (a,b).
Demonstragao: Como Ki, = —0' cosf — sen?d, temos que
¢ cos + sen*f) = —c

ou equivalentemente

(senf) + sen®d +c = 0. (3.4)

Fazendo p = send, temos de (3.4) que
p+pP+c=0. (3.5)

Se p? + ¢ # 0, entdo a equagao (3.5) pode ser reescrita como
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e neste caso pode ser integrada. Se p? + ¢ = 0, ou seja, se sen’f + ¢ = 0, entdo
ce[—-1,0].

Assim, distinguimos os seguintes casos:

Caso 1: ¢ =0.
Se p? + ¢ = 0, isto ¢, se sen?0 = 0, entdo send = 0 e logo, de (2.21), 2/(s) = 0,
donde z(s) = A = cte. Ou seja, z é uma funcao constante. Por outro lado, de (2.20)

A

temos que y'(s) = e, ou seja, por integracdo obtém-se y(s) = e*s. Assim, a curva

geratriz o de S é dada por
a(s) = (0,e*s,\), s € R,

que é uma reta paralela ao eixo OY e consequentemente S ¢ uma, folha de .#;.
Agora, se p® + ¢ # 0, isto é, se p* # 0, segue de (3.6) que

/

p
i ~1, com p®#0. (3.7)
. 1 ) 1
Logo, integrando (3.7) obtemos p = —, ou seja, senf = — (logo |s| > 1) e por
s s
integragao de (2.21), obtemos
z(s) = log([s])-
Além disso, é facil ver que
s2—1
cost) = £
5]
Assim, segue de (2.20) que
J(s) = £ 5 = L ou(s),

isto é,

Desta forma, y(s) é dado por
y(s) ==+ /\/ s? — lds.
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Definindo s = sec 3, temos ds = sec 3 tgBdS e vs2 —1 = tgfh. Realizando estas

mudancas de variaveis nas parcelas da integral acima, temos

y(s) = i/tgzﬁsecﬁdﬁ

= + (/sec3 Bdp — [sec ﬂdﬁ) .

1
= i§ (sec B tgB — log (sec B + tgp)) .
Donde, obtemos

y(s) = j:% (sm — log (s + m>> :

Portanto, a curva geratriz a de S é dada por

a(s) = (O,i% [S\/ﬁ— log <s + M)] ,log(|s|)> , s2> 1.

Caso 2: c = —1.
Se p?+c = 0, ou seja, se sen?f—1 = 0, entdo cos = 0 e logo, de (2.21), 2/(s) = +1,
donde z(s) = £s. Assim, de (2.20) temos que y'(s) = 0, ou seja, y(s) = A, onde \ é

uma constante. Logo, a curva geratriz a de S é dada por
a(s) = (0,\,£s), s € R,

que é uma reta paralela ao eixo OZ e consequentemente S é uma folha de .%,.

Caso contrério, se p*> — 1 # 0, segue de (3.6) que

/

p e
p*—1

Logo, integrando (3.8), obtemos arctgh(p) = s, ou seja, senf = tgh(s). Assim, por

—1, com p*<1. (3.8)

integragao de (2.21), obtém-se

2(s) = log(cosh(s)).

Além disso, temos que cosf = £+/1 — tgh*(s) = & sech(s). Deste modo, de (2.20)

temos que

y/(S) _ ielog(cosh(s)) SGCh(S)
— 41,
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ou seja, por integragao obtemos

y(s) = *s.

Usando o fato que a funcao cosh(x) é par, concluimos que a curva geratriz a de S é

o grafico da funcao z(y) = log(cosh(y)).

Caso 3: c€ (—1,0).
Entdo, existe um 6, tal que sen2f, + ¢ = 0, ou seja, senfy = +£1/—c. Mas se
p? +c =0, isto &, se ¢ + sen?d = 0 para todo s em algum intervalo aberto I, entdo

tem-se que 6(s) = 6y, onde y é uma constante. Logo, segue de (2.21) que
Z'(s) = senb,

isto é, por integracao obtemos
z(s) = (senfy)s.

Por outro lado, de (2.20) temos que

(senfo)s

y'(s)=e cos by

e por integracao, obtemos

y(s) = (CothO)e(Sene‘))s,

a menos de constantes. Assim, de y(s) e z(s), temos que y(s) = (cotgfy)e**),
isto &, z(y) = log((tgby)y). Isto significa que a curva geratriz o de S é o gra-
fico de z(y) = log((tgby)y), ou seja, a superficie S é gerada pelo grafico da funcao
2(y) = log(y) a menos de uma translagao. Finalmente, suponhamos que sen?f+c # 0
em algum ponto sg. Sem perda de generalidade supomos sy = 0 e, que sen?d + ¢
preserve o sinal em [. Assim, a primeira integracdo de (3.6) depende do sinal de

sen?d + ¢ no intervalo 1.

Analisemos os seguintes casos:
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a) sen?d +c < 0.
Entao, podemos reescrever a equagao (3.6) como
% =—1, com p* < (v/—c)* (3.9)
P’ = (V—c)

Integrando (3.9) obtemos

B arCt%;__i - ) =—(s+ M),

Nk

onde )\ é uma constante. Dai,
p=vV—ctgh(vV—c(s+ X)),

ou seja,
senf = /—c tgh(v/—c(s + \)). (3.10)

Sem perda de generalidade, podemos supor A = 0 e, neste caso temos que senf se

anula no ponto s = 0. Agora, integrando (2.21), obtemos
z(s) = log(cosh(v/—cs)), s € R.

Além disso, como z”(s) > 0 para todo s. Entdo z = z(s) é uma func¢do convexa e,

portanto admite um tnico minimo em s = 0. Finalmente, de (2.20) temos que

lv/(s)] = cosh(\/—_cs)\/l +c tgh®(vV/—cs) > V1+c,

isto significa que a imagem de y é todo R. Assim, z = z(y) com y € R. A partir de

z = z(y), temos que 2'(y) = zigig Como 2'(0) = 0, entao y = 0 e a partir de (2.22),

concluimos que, z”(0) = —c > 0. Logo, z = 2z(y) tem um tnico minimo em y = 0.

b) sen?d +c > 0.

Entao, podemos reescrever a equagao (3.6) como
P — 1, com p?> (V=02 (3.11)
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Assim, integrando (3.11) obtemos

arccotgh ( \/f’jc

- T )I—(SJM),

onde A\ é uma constante. Dai,

p = +/—c cotgh(v/—c(s + ),

ou seja,
senf = /—c cotgh(v/—c(s + A)). (3.12)

Dado que sen?d + ¢ > 0, entdo temos que as seguintes situacoes
0<v—c< senf <1 ou —1< senf < —/—c<0.

Na primeira situagao, temos que s pertence a um intervalo da forma (a,+o0), en-
quanto que na segunda s pertence a (—o0,b) com b < a. Portanto, se considerarmos
A = 0, temos que
senf) = \/—c cotgh(y/—cs),
1

- log 1++/—c

com s € (a,+00) ou s € (—o0,—a) e a = /= log ==. De fato, pela primeira

situacao temos que
V—c < +/—ccotgh(v/—cs) < 1

donde obtemos
(i) cotgh(v/—cs) >1
(ii) cotgh(y/—cs) < \/%7

em que (i) é sempre satisfeita e de (ii) temos que

5 > L arccotgh(L)
V= V=
1 log 14+ +v—c
2y/—c T 1—+y/—c

>
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tomando a = #jclog i\/‘/::z chega-se ao resultado. De modo anélogo, verifica-se a

segunda situacao. Além disso, integrando (2.21) obtemos
z(s) = log (|senh(v/—cs)|)

que claramente é uma fungdo mono6tona. Por outro lado, de (2.20) temos que

y'(s) = |senh (vV=cs)]| (:I:\/l +c COtgh2<\/—_CS))

ou seja,

o) = [ Psenn(v=as)] (/14 corgp(v=o))
- / "/ senh(v/=cs) + cosh® (v =cs)ds.

Caso 4: ¢ > 0.
Neste caso, temos que p* + ¢ > 0. Portanto, integrando (3.6) com a mudanga de

varidvel, p = \/c tgf e a diferencial dp = \/csec? 3dj3, obtemos

Ty (L) = (s,

onde A é uma constante. Sem perda de generalidade, consideremos A = 0 donde

p= _\/E tg(\/ES),
ou seja,
senf = —v/c tg(\/cs). (3.13)
Integrando (2.21), obtemos

z(s) = log (’cos(\/Es)‘) :

Observe em (3.13) que s € [-M, M| + kr, com k € Z, M = \/LE arctg\/LE. De fato,
como send € [—1, 1], segue de (3.13) que

—1 < —Vetg(Ves) <1
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Logo,

k L arct ! <s< 1 arct L +km, keZ
— —ar — — ar — .

Ou seja, s pertence a um intervalo limitado da forma [—M, M| + kn, k € Z, com
M = \/la arctg (\/LE)

Por outro lado, 2’ se anula exatamente nos pontos s = *2. Sem perda de gene-
arctg%, \% arctg\%)
e, neste caso, 2’ se anula apenas em s = 0. Além disso, 2”(s) = —csec?(y/cs) < 0.

Q

ralidade, podemos restringir o dominio de z ao intervalo (—

S

Entdo, a fun¢do z = z(s) tem um tnico maximo na origem.
Mostremos agora que y toma valores num intervalo limitado. De fato, os valores

de ¥/(s) sao limitados, pois de (2.20) temos que

/()| = |cos(v/cs)| \/1 — ¢ tg%(Ves) < |cos(ves)| < 1.

Assim, sendo y uma fungao continua, definida num intervalo limitado (—M, M) e
com ¥ continua e limitada, y toma valores em algum intervalo limitado (a,b). Desta
forma, z = z(y) é uma fun¢ao limitada definida num intervalo limitado (a,b).

A partir de z = z(y), temos que 2'(y) = ng‘:; (notemos que y'(s) # 0 para todo

s € (—M,M)). Como 2'(0) = 0, entdo y = 0 e a partir de (2.22) concluimos que
2"(0) = —c < 0. Logo, z = z(y) tem um tnico maximo em y = 0. Finalmente, note

que

o |2/(£M)| = ‘—\/E tg (iﬁ(\/% arctg (%)))‘ —|+1=1

cos <i\/5$> ' \/1 — ¢ tg? (iﬁ%) — 0.

Donde conclui-se que

o ly/(£M) =

li ! =1 li ! =
dim [Z(s)[ =1 lim ()] =0,

e isto significa que a curva geratriz « é vertical nos pontos y =a e y = b.
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Caso 5: c < —1.
Este caso é semelhante ao caso ¢ > 0 com p? + ¢ < 0. Entdo, integrando (3.6),

obtemos

_\/% arctgh (\/L__) =—(s+X),

onde A é uma constante. Sem perda de generalidade, consideremos A\ = 0 donde
p = v—c tgh(v/~cs),
ou seja,
senf = v/—c tgh(v/—cs). (3.14)
Logo, integrando (2.21) obtemos
2(s) = log(cosh(yv/—cs)).

Mais uma vez observe em (3.14) que s € [—M, M], com M = 2\/1_7 log gﬂ De

fato, como —1 < senf < 1, entao
—1 < V/—ctgh(v/—cs) <1,

ou seja,

equivalentemente

tomando M = z;ﬁ log Ei, temos que s € [—M, M].
Sem perda de generalizada, suporemos s € (—M, M). Notemos que 2z’ se anula
apenas em s = 0. Além disso, 2”(s) = —c sech?(y/—cs) > 0 para todo s € (—M, M),

entdo a fun¢do z = z(s) é uma funcdo convexa e, portanto admite um tnico minimo

na origem. Por outro lado, temos que

[y (s)] = cosh(\/—_cs)\/l + ¢ tgh?(v/—cs) < cosh(v/—cs) < 1.
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Entéao, sendo y uma funcao continua definida num intervalo limitado (=M, M) e com
y' continua e limitada, y toma valores em algum intervalo limitado (a,b). Assim,

z = z(y) é uma fungao limitada definida num intervalo limitado (a,b).

(s)
y'(s)
s € (=M, M)). Como Z'(0) = 0, entdo y = 0 e a partir de (2.22), concluimos que,

A partir de z = z(y), temos que 2'(y) = (notemos que y/(s) # 0 para todo

2"(0) = —c¢ > 0. Logo, z = z(y) tem um unico minimo em y = 0. Finalmente,

observamos que

arctgh

o [Z(EM)] = |v/=C teh (w_—c%)‘ =1

arctgh ( L

o |y/(£M)| = |cos <i\/—_cT“7))‘\/1+ctgh2 <i\/—_c%> — 0.

Donde conclui-se que

. / _ . / _
Jim [Z(s)[ =1, lim [y'(s)] =0,

e portanto a curva geratriz « ¢ vertical nos pontos y = a e y = b. ]
Neste proximo teorema classificamos as superficies Tj-invariantes no Sol com cur-
vatura Gaussiana extrinseca constante K.

Teorema 3.4. Seja S uma superficie T1-invariante no Sol com curvatura Gaussiana
extrinseca constante, Ko = c. Entao, modulo constantes de integracao, temos a

sequinte classificacao, de acordo com a constante c.

1. Se ¢ =0, a superficie é uma folha de F5 ou a curva geratriz o de S €
a(s) = (0, tgh(s), — log (cosh(s))) .
2. Se c = —1, a superficie € uma folha de F3 ou a curva geratriz o de S €

a(s) = (0, —% + log (3 + \/327—1> ,—log(]s\)) , com |s| > 0.
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3. Se c € (—1,0), entao o € grdfico de uma fun¢ao do tipo z(y) = log (y), ou z(y)
estd definido num intervalo limitado (—M,M) C R e € assintdticas as retas
verticais y = £ M, ou z(y) estd definido num intervalo limitado (m, M), sendo

assintotico a reta vertical y = m.

4. Sec>0 ouc< —1, entao z(y) estd definida num intervalo limitado I = (a,b)

com um unico mdximo ou minimo, € limitada e € vertical nos extremos de 1.

Demonstragao: Como K. = — cos (0" + cosf), temos
cos0(8' + cosf) = —c (3.15)
que podemos escrever como
(senf) + 1 — sen®d + c = 0. (3.16)

De modo analogo ao Teorema 3.3, fazendo p = senf, podemos reescrever a equacao
(3.16) como
p—p’+c+1=0. (3.17)

Se p? —c— 1 # 0, entdo a equacio (3.17) pode ser reescrita como

/

p

e pode ser integrada. Agora, se p> —c — 1 = 0, ou seja, se senf — c — 1 = 0, entdo
¢ € [—1,0] e neste caso o raciocinio é semelhante ao Teorema 3.3. Entao, de (2.18) e
(2.19), respectivamente, temos que K(é; Aéy) = —1 —2c e Ky = —( senf) —1 —c.
Mas, este problema foi estudado no Teorema 3.3 (ver os trés primeiros casos quando
senf é constante) donde Kj,, = —1 — ¢. Mais precisamente, se ¢ = 0 S é uma folha
de Fy, se ¢ = —1 S é uma folha de %3 e finalmente se ¢ € (—1,0) a superficie S é

gerada pelo grafico da fun¢do z(y) = log(y) a menos de uma translagao.

Os outros casos sao:
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Caso 1: ¢ = 0.
De (3.18) temos que

/

p P
p—1

Donde, integrando (3.19) obtemos

1, com p® < 1. (3.19)

— arctgh(p) = s+ A,
onde A\ é uma constante, ou seja,
senf = — tgh(s + \).

Sem perda de generalidade, consideremos A = 0. Assim, senf = — tgh(s) e por

integragao de (2.21), obtemos

z(s) = —log(cosh(s)).

Além disso, obtem-se

cosf = +/1 — (— tgh(s))2 = =+ sech(s).
Assim, segue de (2.20) que

y/(S) _ e—log(cosh(s))<j: sech(s))

1
= im SeCh(S)

= = sech®(s),

ou seja, y(s) = j:/sechQ(s)ds = =+ tgh(s). Deste modo, a curva geratriz o de S ¢é
dada por
a(s) = (0,+ tgh(s), —log(cosh(s))).
Caso 2: c= —1.
De (3.18) segue que
=1, com p*#0. (3.20)

’Bw | 3.
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1
Integrando (3.20) obtemos p = ——, ou seja, senf = —— (com |s| > 1). Além disso,
s s
por integracao de (2.21), obtem-se
z(s) = —log(|s|)-

21
Por outro lado, cos 6 = S|—| Donde, de (2.20) obtemos que
s

V2 =1 _iog(s)
e

y'(s) = B

Y

isto é,

Dai,
VvsZ—1
y(S) = S—st

Definindo s = sec 3, temos ds = sec 3 tgBdS e Vs> —1 = tgh. Realizando esta

mudanca de vaiaveis nas parcelas da integral acima, obtemos

) = /thﬁdﬂ _ /%dﬂ (3_21)

sec 8 sec [

_ /sec BdB — feos BdB
— — senf + log (sec 5+ tgf).

Agora, fazendo as devidas mudancas de variaveis na equagao (3.22), obtemos

y(s) = —%4—1% <s+\/327—1> :

Logo, a curva geratriz a de S é dada por

afs) = (o, ——V‘i_l +log (s + m) - 1og(ys|)) .

Caso 3: c € (—1,0).

Analisemos:

a) sen?f —c—1 < 0. Neste caso podemos reescrever a equagao (3.18), como

/

P = com 2 C 2. .
Ao " P’ < (VetT) (3.22)
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Integrando (3.22), obtemos

arctgh ( 2 )

ve+1

onde A é uma constante. Sem perda de generalidade, consideremos A = 0. Entao,

p=—Vec+1tgh(Ve+ 1s),

ou seja,
senff = —vc+ 1 tgh(ve+ 1s).

Por integragao de (2.21), obtém-se

z(s) = —log(cosh(v e+ 1s)).

Notemos que z esta definida em todo R. Por outro lado,
2"(s) = —(c+ 1) sech?(v/c + 1s) < 0.

Entao, a fun¢do z = z(s) admite um méaximo em s = 0. Finalmente, de (2.20) temos
que

[y(o0)| = [y(0)] +/Ooo ly'()|dt < [y(0)] +/oo 2e~ VIt < oo,

0
Isto mostra que a fun¢ao y(s) toma valores em algum intervalo limitado (—M, M).

Entao, a curva geratriz z = z(y) esta definida neste intervalo. Observemos que
|2(£00)| = 00 e y(£oo) = £M e, portanto o grafico de « é assintotico as retas verti-

cais y = £ M.

b) sen?0 —c—1> 0.
Ja neste caso podemos reescrever a equagao (3.18), como

/

p _ 9 9
P (Jerip D mre (Ve+ 1) (3.23)

Donde, integrando (3.23) obtemos

arccotgh ( f+1) )
— = S ,
ve+1
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onde A é uma constante. Dai,

p=—vc+ 1 cotgh(ve+1(s + N)),

ou seja,

senff = —vc+ 1 cotgh(ve+ 1(s+ A)).
Dado que sen? —c —1 > 0, temos de modo anélogo ao teorema 3.3, as seguintes
situacoes

0<+ve+l< senf<l1l ou —1< senf < —+ve+1<0.

Na primeira situagao, temos que s pertence a um intervalo da forma (—oo, M), en-

quanto que na segunda s pertence a (M, +00). Agora, integrando (2.21) obtém-se
z(s) = —log(] senh(—vc+ 1(s + N))|).

Assim, a fungdo z = z(s) € monétona em s e esta definida em algum intervalo do tipo
(=00, M) ou (M, o00), onde 1 = (¢ + 1) cotgh®(v/c + 1M). Por outro lado, de (2.20)

temos que

"(s)] = ! — (e cotgh?(v/c s
V9] = ey VD oo T TG 4 ).

donde verifica-se que y'(M) é limitado e

ly(—o0)| < |y(0)] —i—/ 1Y/ (s)|ds < |y(0)] +/ Senh(_w/cl-k L(s+ X)) =0

Isto mostra que os valores de y pertencem a um intervalo do tipo (m, M). E facil ver

que a reta vertical y = m é uma assintota de «.

Caso 4: ¢ > 0.
Neste caso, temos p? — ¢ — 1 < 0. Logo, podemos reescrever (3.18) assim
/

e (\I;c—l——1)2 =1, com p*< (Ve+1)~ (3.24)
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Dai, integrando (3.24) obtemos

arctgh ( = )

ve+1

onde A\ é uma constante. Sem perda de generalidade, consideremos A = 0. Desse

modo, temos que
senf = —vc+ 1 tgh(vc + 1s) (3.25)

que por integragao de (2.21), obtemos
z(s) = —log[cosh(vc + 1s)].

Note que, a partir da expressdo do senf e do fato que v/c+ 1 > 1, concluimos que
a variavel s nao toma valores arbitrarios. Mais precisamente, 6 esta definido sempre
que (c+ 1) tgh?*(v/c +1s) < 1, ou seja, 0 esta definida em algum intervalo limitado
I = (—=M,M), onde 1 = (c+ 1) tgh®*(v/c+ 1M). Além disso, 2’ se anula apenas em
s=0e 2"(s) = —(c+ 1) sech?(y/c + 1s) < 0, entdo a funcio z = z(s) tem um tnico

méximo neste ponto. Por outro lado, temos de (2.20) que

! 2
cosh(v/e T Ls) Vi-ler D) wn(veris <1,

donde ¢y’ s6 se anula em £M. Entao, sendo y uma funcao continua, definida num

(6l = [

intervalo limitado (—M, M) e com 3’ continua e limitada, y toma valores em algum
intervalo limitado (a,b). Dai, a funcdo z = z(y) esta definida em algum intervalo

limitado (a, b).

A partir de z = z(y), temos que 2'(y) = ;:8 Como 2/(0) = 0, entdao y = 0. De
(2.22), temos que z”(0) = —(c+ 1) < 0 e, portanto z = z(y) tem um tnico maximo
em y = 0. Finalmente, notemos que y'(£M) = 0 e 2/(xM) = 1, donde concluimos

que a curva geratriz o é vertical nos pontos y =a e y = .

Caso 5: ¢ < —1.

Finalmente, neste tltimo caso temos p*> — ¢ — 1 > 0. Entdo, reescrevendo (3.18)

=1. (3.26)
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Dai, integrando (3.26) obtemos

arctg( _’;_1>
v—c—1

onde A\ é uma constante. Sem perda de generalidade, consideremos A = 0. Assim,

=5+ A,

p=+v—c—1tg(v/—c—1s),

ou seja,

senf = v/ —c — 1 tg(v/—c — 1s). (3.27)

Por integragao de (2.21), obtemos

z(s) = —log(| cos(v—c — 1s)|).

arc 1
Observe que s € [—M,M] + kr, com k € Z, M = M . De fato, como
senf € [—1,1], segue de (3.27) que

—1<V—c—1tg(vV—c—1s) <1,

isto é,

) arctg( _10_1>
<s< + km, k € Z.

m— Vo1

arctg 717 4 :
Tomando M = # chega-se ao resultado. Além disso, 2’ se anula nos pontos

s = km
/—c—1°

z ao intervalo limitado (—M, M) e, neste caso z’ se anula apenas em s = 0. Como

com k € Z. Sem perda de generalidade, podemos restringir o dominio de

2"(s) > 0, entdo a func¢do z = z(s) tem minimo em s = 0. Por outro lado, de (2.20)

temos que

1
cos(v/—c — 1s)

Entdo, como y é uma fun¢ao continua definida num intervalo limitado (—M, M) e

\/1 —(—c—1) tg*(v/—c—1s) < 1.

ly'(s) = |+

com y' é continua e limitada, entdo y toma valores em algum intervalo limitado (a,b).
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Dai, a fungdo z = 2(y) esté definida em algum intervalo limitado (a,b) com um tnico

minimo em y = 0. Finalmente, notemos que

li ! =1 li ! =
dim [Z(s)[ =1 lim ()] =0,

donde concluimos que a curva geratriz « é vertical nos pontos y =a e y = b.
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Capitulo 4
Superficies de Weingarten Linear

Neste capitulo, classificamos as superficies de Weingarten Linear que sao T3-

invariantes no Sol.

Definicao 4.1. Uma superficie de Weingarten é uma superficie que satisfaz uma
relagao do tipo W (ky, ke) = 0, onde ki e kg sao as curvaturas principais da superficie

e W é uma fungao suave.

A equagao W (ky, ko) = 0 nos da uma relagao do tipo U(H, Key) = 0. Dentre as
possiveis escolhas de W e U o caso mais simples acontece quando elas sao lineares nas
variaveis k; e kg. Dizemos que S é uma superficie de Weingarten Linear se satisfazem

uma das duas condigbes (ndo-equivalentes) abaixo:

aky, + bky = c (4.1)
aH + bK o = c, (4.2)
onde a,b e ¢ sdo constantes. Em particular, se a = —b e ¢ = 0 em (4.1) temos

superficies umbilicas, enquanto que se a = b temos superficies com curvatura média
constante. Por outro lado se, em (4.2), a = 0 ou b = 0 entao temos superficies com
curvatura Gaussiana extrinseca constante ou curvatura média constante, respectiva-

mente. Assim, consideraremos a e b diferentes de zero.
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Substituindo os valores de k; e ks dados em (2.15) na equacao (4.1), podemos

escrever esta equagao em termos da funcao angulo 6 como
at’ + (a —b) cosb = c. (4.3)
Além disso, usando (2.12) e (2.13), a equagao (4.2) pode ser reescrita como
(a —2bcos6)f — 2bcos® O = 2c. (4.4)

Um estudo completo das solugoes das equagoes (4.3) e (4.4), nao é dificil, depende
das constantes a, b e c. Neste capitulo a fim de simplificar ainda mais a demonstracao
do proximo teorema que diz respeito a classificacao das superficies de Weingarten
Linear no Sol, vamos considerar a relagao linear dada pela equacdo (4.1) com ¢ = 0.
Entao, considerando m = —2 em (4.1), obtemos k; = mky e, neste caso, temos o

seguinte teorema de classificacao:

Teorema 4.2. Seja S uma superficie Ti-invariante no Sol que satisfaz uma relagao
do tipo ki = mky. Entao, S é uma folha de F5 ou temos a sequinte classificacao de

acordo com o0s valores do pardmetro m:
1. Sem =1, entao a superficie € umbilica.
2. Sem = —1, entao a superficie é minima.

3. Sem > —1 ou (m < —2), entdo a curva geralriz o € grdfico de uma fungao
do tipo z = z(y), com um unico mdzimo m > —1 ou Unico minimo (m < —2).

Além disso, a € assintotica a duas retas verticais.

4. Sem € (=2,—1), entao « é grdfico de z = z(y) definida em todo R com um

dinico minimo.
5. Sem = =2, entdo a é dada pelo grdfico da fun¢ao z(y) = log (cosh(y)).
Demonstragao: Como k; = 60" 4+ cosf e ko = — cos 6, entao
0+ (m+1)cosf = 0. (4.5)
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Note que, se m = 1, entao k; = ko e portanto, a superficie é umbilica, e estas foram
estudadas em ([17], Proposi¢ao 19). Por outro lado, se m = —1, entdo k; = —ko, isto
¢, H = 0 e portanto, a superficie ¢ minima. Agora, se #' se anula em algum ponto
S, entao por (4.5), temos que cosf(sg) = 0. Donde, pela unicidade de solugoes,
0(s) = ig, isto é, 6 é uma funcao constante. Logo, de (2.21) temos que 2/(s) = +1,
isto é, z(s) = £s. Além disso, de (2.20) temos ¢/'(s) = 0, ou seja, y(s) = A, onde A é

uma constante. Assim, a curva geratriz o de S é dada por
a(s) = (0,\,£s), s € R,

que é um reta paralela ao eixo OZ, consequentemente a superficie S é uma folha de
F5, e pelo Teorema 3.3 é uma superficie minima. Observe que, cada folha de %,
satisfaz a relacao ki = mky para qualquer m, ja que ky = ko =0 em S.

Caso contrario, se ' nunca se anula, de (4.5), obtemos que

0(s) = —2 arctg <tgh (m; 15)> | (4.6)

donde claramente 6(0) = 0. Além disso, tomando o limite, obtemos

, m
lim 6(s) = F5

s—+oo

Como y'(s) = e*cosf, entdo y' # 0 e a curva geratriz «a é gréfico de z = z(y). Por

outro lado, de (4.6), temos que

1

senf(s) = — tgh((m+1)s) e cosf(s) = cosh (m T 1)s)"

Como #'(s) = senf(s), entao

z(s) = - :_ l log(cosh((m + 1)s)) (4.7)

e como y'(s) = e**) cos f(s), entdo

1 1
/ _ — = log(cosh((m+1)s))
yi(s) ©«m cosh((m + 1)s)
= (cosh((m + 1)s)) m+t (4.8)
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Podemos distinguir os seguintes casos:

m+2
Caso 1. o 0.

Neste caso, temos que m > —1 ou m < —2. Além disso,

o 1 o0 m-+2
y(00) — y(0) < / 1/ (s)|ds < / ()52 dt < 0o
0 +1| 0

|m
O que mostra que a fungao y é limitada. Entao, a funcao z = z(y) esta definida num
intervalo limitado I = (—M, M). Notemos que se m > —1, entdo z(+£o0) = —o0 €

se m < —2, entdo z(+oo) = oo. Portanto, a curva geratriz « é assintotica as retas

verticais y = £M. Por outro lado,

1
cosh?((m + 1)s

2"(s) = —(m + 1) sech*((m 4+ 1)s) = —(m + 1) = —(m+1)cos*d

e, além disso, 2’ se anula apenas em s = 0. Como cos # 0, entao a curva geratriz «
ou a funcdo z = z(y) tem um tnico maximo absoluto se m > —1 ou um Gnico minimo

absoluto se m < —2.

Caso 2. m € (—2,—1).

Notemos que 2z’ se anula em s = 0 e, além disso,
Z"(5) = —(m + 1) sech?((m + 1)s) > 0,

donde concluimos que z = z(s) é uma fun¢ao convexa e portanto, possui um tnico
minimo em s = 0. Por outro lado, sabemos que, cosh(z) > 1, para todo « € R, donde
concluimos que

Y (s) = (cosh((m + 1)s)) "7 > 1

e portanto, y = y(s) assume valores em todo R. Além disso, como, 3/(s) # 0 para
todo s, entdo a curva geratriz « é grafico de uma fungao do tipo z = z(y) definida

para qualquer y € R.
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Caso 3. m = —2.
Neste caso, de (4.7) temos que z(s) = log(cosh(s)). Além disso, de (4.8) temos
que y'(s) =1, isto é, y(s) = s. Assim, a curva geratriz a de S é dada pelo grafico da

fungao z(y) = log(cosh(y)). n
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