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Resumo
Temos como principal tema neste trabalho o Controle Hierárquico, que consiste em

um sistema de líder e seguidores. Estudamos em especial a controlabilidade aproximada

da equação do Calor sob a estratégia de Stackelberg-Nash, estratégia esta direcionada

em controlar todo sistema a partir de escolhas de controles locais com o mínimo de

custos possíveis.

Palavras-Chaves: Controle Hierárquico, Líder, Seguidores, Estratégia de

Stackelberg-Nash, Sistema de Otimalidade, Controlabilidade Aproximada.
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Abstract
We have as main issue in this work the Hierarchical Control, which consists in

a leader-followers system. We studied in special the heat equation approximate

controllability under Stackelberg-Nash�s strategy, which is directed in controlling every

system from local controls choices with the minimum possible costs.

Key words: Approximate Controllability, Leader, Followers, Stackelberg-Nash�s

strategy, Optimality System, Approximate Controllability.
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Notações e Simbologia
(�; �) denota o produto interno em L2 (
).

j�j representa a norma em L2 (
).

((�; �)) denota o produto interno em H1
0 (
).

jj�jj representa a norma em H1
0 (
).

h�; �i representa diferentes pares de dualidade

� =
Xn

i=1

@2

@xi
denota o operador Laplaciano.

0 =
d

dt
,! denota imersão contínua.

L (X; Y ) designa o espaço dos operadores lineares e contínuos de X em Y .

C é uma constante positiva e arbitrária.

! denota convergência forte.

* representa convergência fraca.
�
* denota convergência fraca-estrela.

q.s. - signi�ca quase sempre.
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Introdução

Desde o início dos tempos, a humanidade se organiza de maneira a desempenhar

tarefas que tanto contribuem para suas respectivas evoluções. O ato de controlar,

�scalizar, orientar, dirigir qualquer projeto, ter sob o seu domínio, agir com a �nalidade

de garantir que o sistema se comporte como desejado é uma tendência natural do ser

humano diante de suas vidas ou diante do papel que ele desempenha enquanto ser

social. Porém, quando tomamos proporções maiores, faz-se necessária uma organização

maior, então de maneira ainda natural, buscam-se categorias de acordo com os per�s

e necessidades estabelicadas pela situação na qual se vive. A estas organizações,

categorias, ordenação ou subordinação de poderes chamamos de hierárquia.

Obviamente que os seres humanos não são os únicos exemplos de busca de uma

hierárquia de controles, podemos observar que na natureza este tipo de busca também

acontece, como exemplo, podemos citar o equilíbrio da cadeia alimentar que obdece a

um sistema de hierárquia de maneira muito natural.

Diante deste cenário, várias teorias foram desenvolvidas, uma delas foi introduzida

por Von Stackelberg em 1934 para problemas decorrentes em Economia, e vem sendo

bastante utilizado em problemas de sistemas distribuídos, que envolvem equações

diferenciais parciais. Tal teoria consiste na existência de dois controles: um global

que é chamado de líder e o(s) outro(s) local(ais), chamado de seguidor(es).

Um sistema de líder e seguidores desenvolve um papel de muita importância para o

mundo prático, assim como na Economia, no Meio Ambiente e nas Engenharias.

A estratégia de Stackelberg, assim conhecida, é de�nida do seguinte modo: deseja-

se controlar um sistema, então o líder faz uma escolha prévia, à sua maneira, com o
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objetivo de chegar o mais próximo possível de um estado desejado que se considera

para tal situação, dessa forma os seguidores montam suas respectivas e independentes

estratégias para "executar" esta "ordem". De um ponto de vista prático, essa forma de

execução de tarefas pode ter um custo muito alto, impedindo até mesmo que o processo

seja realizado, dessa forma, exigimos apenas que os mesmos trabalhem muito perto de

suas localizações com o mínimo de custo. Podemos pensar como setores, cada seguidor

trabalha para que seu setor, ao �nal de um tempo T > 0, pré de�nido pelo líder, esteja

o mais próximo possível do estado que se deseja.

Esta maneira de pensar é muito inteligente, pensando em grandes sistemas de

produção que estão mais ou menos nas mesmas condições de líderes e seguidores acima

citadas, no momento da escolha que governará todo o sistema, o líder determina

a execução de determinado seguidor sem levar em consideração (no caso humano,

por exemplo) que as condições físicas, psíquicas, sociais in�uenciam diretamente nos

resultados. A estratégia desenvolvida por Stalckelberg não abre brechas para que (em

casos humanos) tais condições sejam motivações de con�itos e frutrações de ambas as

partes. Além da teoria apresentada, ainda se faz necessária uma minimização desses

custos, que serão representados por funcionais. É onde entra o Equilíbrio de Nash, que

busca a minimização dos custos entre os seguidores. Assim, os seguidores, assumindo

que o líder tenha feito uma escolha à sua maneira, procuram por um equilíbrio de Nash

para os seus funcionais custo, e então o líder faz uma escolha �nal para controlar todo

o sistema. Esta é a estratégia de Stackelberg-Nash.

Jonh Nash muito contribuiu para os problemas de Economia e teoria dos jogos (o que

justi�ca a linguagem utilizada de líder e seguidores), onde ganhou muito reconhecimento

pela e�cácia de suas idéias apesar de ser uma pessoa introspectiva e de saúde frágil (sua

história de vida deu origem ao �lme Uma Mente Brilhante).

Assumimos que podemos atuar em um sistema parabólico de evolução, caracterizado

por problemas de difusão, por uma hierárquia de controle, seguindo as idéias de Diaz-

Lions [4]. Denotamos um controle global v, que chamamos de líder, e w1; w2 os controles

locais que damos o nome de seguidores.
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Em termos técnicos, consideramos um domínio 
 aberto e limitado de R. Para

T > 0, denotamos um cilindro Q, como sendo Q = 
 � (0; T ) com fronteira regular e

fronteira lateral de�nida por � = @
� (0; T ).

O líder v é distribuído ao longo de O, um subconjunto não vazio do domínio 
,

e os seguidores w1, w2 são distribuídos ao longo de O1 e O2, que por sua vez são

subconjuntos disjuntos não vazios de O, o que justi�ca a não dependência entre si

comentada na introdução.

É comum considerar em alguns problemas que os subconjuntos, nos quais os

seguidores são distribuídos, são disjuntos por uma questão de simplicidade, embora

isto não seja necessário para um problema matemático. Também, por uma questão de

simplicidade, vamos considerar o sistema com apenas dois seguidores, porém a mesma

técnica é abordada em sistemas com mais de dois seguidores, como é feito em [4], [10];

[9] e [14].

A nossa motivação será um exemplo de meio ambiente. Vamos considerar um lago

representado pelo domínio 
 de R3. Este lago possui estados que serão representados

por uma função numérica y que depende de x 2 
 e t 2 (0; T ). Nosso objetivo é fazer

com que o lago seja o mais limpo possível, este será o estado ideal yT determinado

pelo líder como escolha prévia. Obviamente que no estado inicial, quando t = 0, o lago

possui agentes locais, plantas locais, concentrações químicas, organismos vivos dentre

outros fatores naturais que não necessariamente contribuem para o estado desejado e,

como consequência, os seguidores trabalharão para que as condições já existentes se

adequem a chegar no objetivo até um tempo T , designado pelo líder.

A função y corresponde, portanto, às várias concentrações químicas do lago ou

organismos vivos, que são dados por um conjunto de equações. As plantas locais ou

agentes locais serão chamados de P1 e P2 que, por sua vez, com algumas restrições,

podem decidir, a seu modo, a sua estratégia wi. Existe também um gerente geral, que

faz uma escolha a sua política, denotado por v.
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Desse modo, a equação de estado é dada por

yt ��y = fontes+ esgotos+ controle global v + controles locais w = fw1; w2g ; (1)

onde o estado inicial é dado por

y (x; 0) = y0; (2)

e as condições de fronteira são escolhidas apropriadamente.

Notemos que cada planta Pi (i = 1; 2) possui o objetivo de manter o lago o mais

limpo possível, porém as mesmas de maneira particular, cuidarão para chegar ao estado

ideal muito perto de suas respectivas localizações, assim é plausível considerarmos uma

função dada em 
 de modo que8<: �i (x) � 0;

�i = 1, próximo ao local de Pi, i = 1; 2.
(3)

Então Pi tentará escolher wi, de modo que no tempo T > 0; y (x; T ) esteja o mais

próximo de �iyT alcançando um custo mínimo.

Nesta dissertação estamos interessados em estudar, sob um ponto de vista

matemático, o comportamento de equações que descrevem algumas das situações

citadas, sendo todo esse estudo baseado em Diaz-Lions [4].

Passemos agora a descrever o conteúdo desta dissertação. No Capítulo 1 colocamos

alguns resultados que precisamos ao longo de todo o trabalho.

No Capítulo 2 fazemos a formulação do nosso problema direcionando para as

equações que devem ser estudadas com mais atenção, de�nimos os funcionais custo

e os espaços nos quais os controles se encontram. Mostramos a existência e unicidade

de solução para equação (1) com condições iniciais e de fronteira de�nidas.

Mostramos, no Capítulo 3, a existência e unicidade do Equilíbrio de Nash para os

seguidores (assumindo que o líder é �xo), fazemos a caracterização do seu estado adjunto

e concluímos que chegamos a otimalidade para os seguidores, que se w = fw1; w2g

satisfaz a condição do Equilíbrio de Nash.

No Capítulo 4 mostramos que o controle atua em todo o domínio por meio da

controlabilidade aproximada, isto é, y (x; T; w1; w2) descreve um subconjunto denso no

4



espaço no qual os dados (inicial e �nal) pertencem, utilizando argumento de análise

funcional e resultados de continuação única. Por �m, analisamos a otimalidade para o

líder, que nada mais é do que uma garantia que o sistema está sendo governado pelo

"melhor líder". Para isto de�nimos um funcional em sua função que possibilita com

ajuda de alguns resultados de teoria de dualidade a chegada da sua otimalidade.
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Capítulo 1

Resultados preliminares

Faremos neste capítulo algumas de�nições de conceitos básicos, resultados sobre

teoria das distribuições e análise funcional que serão de fundamental importância para

a continuidade deste trabalho.

1.1 Espaços funcionais

Dados 
 � Rn um aberto e uma função contínua f : 
! R, de�nimos por suporte

de f; e denotamos por supp(f), o fecho em 
 do conjunto fx 2 
; f (x) 6= 0g. Assim,

supp(f) é um subconjunto fechado de 
.

Uma n-upla de inteiros não negativos � = (�1; :::; �n) é denominada um multi-índice

e sua ordem é de�nida por j�j = �1 + :::+ �n.

Representa-se por D� o operador derivação de ordem j�j, isto é,

D� =
@j�j

@x�11 :::@x
�n
n

.

Para � = (0; :::; 0), de�ne-se D0u = u, para toda função u.

Por C10 (
) denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções

in�nitamente diferenciáveis de�nidas e com suporte compacto em 
.

Citemos um exemplo clássico de uma função de C10 (
).
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Exemplo 1.1 Seja 
 � Rn um aberto tal que B1 (0) = fx 2 Rn; jjxjjRn < 1g � 
.

Consideremos f : 
! R, tal que

f (x) =

������ e
1

jjxjj2�1 ,

0,

se jjxjjRn < 1,

se jjxjjRn � 1,

onde x = (x1; :::; xn) e jjxjjRn =
 

nX
i=1

x2i

! 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que

f 2 C1(
) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é, f 2 C10 (
).

De�nição 1.2 Seja 
 um aberto do Rn. Uma sequência ('n)n2N em C10 (
) converge

para ' em C10 (
), quando as seguintes condições forem satisfeitas :

(i) Existe um compacto K de 
 tal que supp(') � K e supp('n) � K, 8n 2 N,

(ii) D�'n ! D�' uniformemente em K, para todo multi-índice �.

O espaço C10 (
), munido da noção de convergência acima de�nida será denotado

por D (
) e denominado de Espaço das Funções Testes sobre 
.

Observação 1.3 É possível munir C10 (
) com uma topologia de forma que a noção

de convergência nessa topologia coincida com a dada pela de�nição acima.

Uma distribuição (escalar) sobre 
 é todo funcional contínuo sobre D (
). Mais

precisamente, uma distribuição sobre 
 é um funcional T : D (
)! R satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (�'+ � ) = �T (') + �T ( ), 8�; � 2 R e 8';  2 D (
),

(ii) T é contínua, isto é, se ('n)n2R converge para ' em D (
), então (T ('n))n2R
converge para T (') em R.

Denotaremos o valor da distribuição T em ' por hT; 'i. D0 (
) é o conjunto de

todas as distribuições sobre 
, que por sua vez é um espaço vetorial com as operações

usuais.
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Os exemplos a seguir desempenham um papel fundamental na teoria de distribuições

escalares.

Exemplo 1.4 Seja u 2 L1loc (
). O funcional Tu : D (
)! R, de�nido por

hTu; 'i =
Z



u (x)' (x) dx:

é uma distribuição sobre 
 univocamente determinada por u (ver [16]). Por esta

razão, identi�ca-se u à distribuição Tu por ela de�nida e, desta maneira, L1loc (
) será

identi�cado a uma parte própia de D0 (
).

Exemplo 1.5 Consideremos 0 2 
 e o funcional �0 : D (
)! R, de�nido por

h�0; 'i = ' (0)

�0 é uma distribuição sobre 
. Além disso, mostra-se que �0 não é de�nido por uma

função de L1loc (
), isto é, não existe f 2 L1loc (
) tal que h�0; 'i =
Z
f'.

De�nição 1.6 Diz-se que uma sequência (Tn)n2N em D0 (
) converge para T em

D0 (
), quando a sequência numérica (hTn; 'i)n2N convergir para hT; 'i em R, para

toda ' 2 D (
).

De�nição 1.7 Sejam T uma distribuição sobre 
 e � um multi-índice. A derivada

D�T (no sentido das distribuições) de ordem j�j de T é o funcional de�nido em D (
)

por

hD�T; 'i = (�1)j�j hT;D�'i , 8' 2 D (
)

Observação 1.1.0.1 Como consequência da de�nição acima temos que cada

distribuição T sobre 
 possui derivadas de todas as ordens.

Observação 1.1.0.2 D�T é uma distribuição sobre 
, logo T 2 D0 (
). De fato,

pois D�T é linear. Para a continuidade, consideremos ('n)n2N convergindo para ' em

D (
). Daí, jhD�T; 'ni � hD�T; 'ij � jhT;D�'n �D�'ij ! 0, quando n!1.

Observação 1.1.0.3 A aplicação D� : D0 (
) ! D0 (
) tal que T 7! D�T é linear e

contínua no sentido da convergência de�nida em D0 (
).
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1.2 Espaços de Sobolev

Falemos agora um pouco sobre os Espaços de Sobolev e algumas de suas propriedades

básicas. Esses espaços são de�nidos sobre um domínio 
 � Rn e são subespaços de

vários espaços Lp (
).

Dado um número inteirom > 0, porWm;p (
), 1 � p � 1, representa-se o espaço de

Sobolev de ordemm sobre 
, isto é, o espaço vetorial das (classes de) funções u 2 Lp (
)

tais que D�u 2 Lp (
), para todo multi-índice �, com j�j � m.

Munido da norma

jjujjWm;p(
) =

0@X
j�j�m

Z



jD�u (x)jp dx

1A 1
p

, quando 1 � p <1

e

jjujjWm;1(
) =
X
j�j�m

sup ess
x2


jD�u (x)j , quando p =1,

os espaços de Sobolev Wm;p (
) são espaços de Banach (vide [17]).

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por C ([0; T ] ;X) o espaço de Banach

das funções u, de�nidas em [0; T ], com valores em X que são contínuas em [0; T ], cuja

norma é de�nida por

jjujj1 = sup
t2[0;T ]

jju (t)jjX .

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0; T;X), 1 � p <1, o espaço

de Banach das (classes de) funções u, de�nidas em ]0; T [ com valores em X, que são

fortemente mensuráveis e jju (t)jjpX é integrável a Lebesgue em ]0; T [, com a norma

jju (t)jjLp(0:T ;X) =
�Z T

0

jju (t)jjpX dt
� 1

p

.

Por L1 (0; T ;X) representa-se o espaço de Bamach das classes de funções u, de�nidas

em ]0; T [ com valores em X, que são fortemente mensuráveis e jju (t)jjX possui supremo

essencial �nito em (0; T ), com a norma

jju (t)jjL1(0:T ;X) = sup ess
t2(0;T )

jju (t)jjX .
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Observação 1.2.0.4 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0; T ;X)

é um espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u; v)
L2(0:T ;X)

=

Z T

0

(u (t) ; v (t))X dt.

Se X é separável, então podemos identi�car

[Lp (0; T ;X)]0 � Lq (0; T ;X 0) ,

onde 1
p
+ 1

q
= 1. Quando p = 1, identicamos

�
L1 (0; T ;X)

�0 � L1 (0; T ;X 0) .

Essas identi�cações encontram-se detalhadamente em [15]:

O espaço vetorial das aplicações lineares e contínuas de D (0; T ) emX é denominado

de Espaços das Distribuições Vetoriais sobre (0; T ) com valores em X e denominado de

D0 (0; T ;X).

De�nição 1.8 Dada S 2 D0 (0; T ;X), de�ne-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuição vetorial sobre ]0; T [ com valores em X dada por�
dnS

dtn
; '

�
= (�1)n

�
S;
dn'

dtn

�
, 8' 2 D (0; T ) .

Exemplo 1.9 Dados u 2 Lp (0; T ;X), 1 � p < 1, ' 2 D (0; T ) a aplicação

Tu : D (0; T )! X, de�nida por

Tu (') =

Z T

0

u (t)' (t) dt,

integral de Bochner em X, é linear e contínua no sentido da convergência de D (0; T ),

logo uma distribuição vetorial. A aplicação u! Tu é injetiva, de maneira que podemos

identi�car u com Tu e, neste sentido, temos Lp (0; T ;X) � D0 (0; T ;X).

Para 1 � p � 1, consideremos o espaço

Wm;p (0; T ;X) =
�
u 2 Lp (0; T ;X) ; u(j) 2 Lp (0; T ;X) , j = 1; :::;m

	
,
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onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Com

a norma

jjujjWm;p(0;T ;X) =

8>>>><>>>>:

 
mX
j=0

����u(j) (t)����
Lp(0;T ;X)

!
, 1 � p <1,

sup ess
t2(0;T )

 
mX
j=0

!����u(j) (t)����
X
, p =1,

Wm;p (0; T ;X) é um espaço de Banach.

O espaço

Wm;p
0 (0; T ;X) = fu 2 Wm;p (0; T ;X) ; u (0) = u (T ) = 0g

representa o fecho de D (0; T ;X) com a norma de Wm;p (0; T ;X).

Observação 1.10 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm;p (0; T ;X)

será chamado por Hm (0; T ;X), que munido do produto interno

(u; v)Hm(0;T ;X) =

mX
j=0

�
u(j); v(j)

�
L2(0;T ;X)

é um espaço de Hilbert. Chama-se por Hm
0 (0; T ;X) o fecho, em Hm (0; T ;X) de

D (0; T ;X) e por H�m (0; T ;X) o dual topológico de Hm
0 (0; T ;X).

1.3 Principais resultados

Lema 1.11 (Gronwall) Sejam ';  : [a; b] �! R contínuas não negativas e seja � � 0.

Se

' (t) � �+

Z t

a

' (s) (s) ds

então

' (t) � � exp

�Z t

a

 (s) ds

�
, 8t 2 [a; b] :

Demonstração: Ver [6]. �

Lema 1.12 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1; q > 1 tal que
1

p
+
1

q
= 1. Então

ab � 1

p
ap +

1

q
bp; 8 a � 0; 8 b � 0:

11



Demonstração: Ver [2]. �

Lema 1.13 (Desigualdade de Hölder) Sejam f 2 Lp(
) e g 2 Lq(
), com
1

p
+
1

q
= 1

e 1 � p � 1. Então f; g 2 L1(
) eZ
jfgj � kfkLp(
) kgkLq(
) :

Demonstração: Veja [2]. �

Lema 1.14 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que 
 é um aberto e limitado.

Então, existe uma constante C (dependendo de 
 e de p) tal que:

kukLp(
) � C krukLp(
) , 8 u 2 W
1;p
0 (
), (1 � p <1) .

Em particular, a expressão krukLp é uma norma em W 1;p
0 (
), equivalente a norma

jjujjW 1;p(
).

Demonstração: Ver [2]. �

Lema 1.15 (Imersão de Sobolev) Seja 
 um aberto limitado do Rn com fronteira �

regular.

i) Se n > 2m; então Hm (
) ,! Lp (
) ; onde p 2
�
1;

2n

n� 2m

�
.

ii) Se n = 2m; então Hm (
) ,! Lp (
) ; onde p 2 [1;+1[.

iii) Se n = 1 e m � 1, então Wm;p (
) ,! L1 (
).

Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.16 (Banach-Alaouglu-Bourbaki): Seja E é um espaço de Banach e E
0
o

seu dual topológico. O conjunto BE0 =
�
f 2 E 0

; k f k� 1
	
é compacto na topologia

fraca * �
�
E

0
; E
�
.

Demonstração: Ver [2]. �
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Lema 1.17 (Du Bois Raymond) Seja u 2 L1loc(
). EntãoZ



u(x)'(x)dx = 0; 8 ' 2 D(
)

se, e somente se, u = 0 quase sempre em 
.

Demonstração: Ver [16]. �

Teorema 1.18 Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ,! Y e u 2 Lp (0; T ;X),

u0 2 Lp(0; T ;Y ), 1 � p � 1, então u 2 C0 ([0; T ] ;Y ).

Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.19 Seja p�1 + q�1 = 1: Sejam u 2 Lq (0; T ;X 0) = E 0 e v 2 Lp (0; T ;X) =

E; então hu; viE0;E =
R T
0
hu (t) ; v (t)iX0;X dt:

Demonstração: Ver [2]: �

Teorema 1.20 (Gauss-Green) Se u 2 C1
�


�
, então

Z



uxidx =

Z
�

u�id�;

(i = 1; :::; n) :

Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.21 (Fórmulas de Green)

a) Se 
 2 H2 (
), então
Z



r
rudx = �
Z



�
udx+

Z
�

@

@�
ud� , 8u 2 H1 (
) :

b) Se u; 
 2 H2 (
), então
Z



(�
u� 
�u)dx =

Z
@


(@

@�
u� @u

@�

)d� , 8u 2 H1 (
) :

Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.22 (Representação de Riesz) Sejam 1 < p <1 e ' 2 (Lp)0 :Então, existe

um único u 2 Lq; onde p�1 + q�1 = 1; tal que

h'; fi =
Z
uf , 8f 2 Lp.

Além disso, se veri�ca

kukLq = kuk(Lp)0 :

13



Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.23 (Regularidade) Seja 
 um aberto limitado do Rn com fronteira regular

� de classe C2: Sejam também f 2 L2 (
) e u 2 H1
0 (
) tal queZ




rur'dx+
Z



u'dx =

Z



f'dx; 8' 2 H1
0 (
) .

Então, u 2 H2 (
) e kukH2(
) � C kfkL2(
) ; onde C é uma constante que só depende

de 
:

Demonstração: Ver [2]. �

De�nição 1.24 Uma forma bilinear a : H �H ! R é coerciva se existe � > 0 tal que

a (u; u) � � jjujj2 , 8u 2 H

Teorema 1.25 (Lax-Milgran) Seja a (u; v) uma forma bilinear, contínua e coerciva.

Então, para todo f 2 H 0 (espaço dual de H) existe u 2 H único tal que

a (u; v) = hf; vi , 8v 2 H.

Além disso, se a é simétrica, então u se caracteriza pela pela propriedade

u 2 H e
1

2
a (u; u)� hf; ui = min

v2H

�
1

2
a (v; v)� hf; vi

�
Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.26 (Fenchel-Rockafellar) Sejam X e Y espaços de Hilbert, A 2 L (X; Y ),

f : X ! R[f1g e g : Y ! R[f1g funções semicontinuas inferiormente e convexas.

Seja

v = inf
x2X

[f (x) + g (Ax)] e v� = inf
q2Y �

[f � (�A�q + g� (q))] ,

onde f � é a conjugada de f e é dada por f � (p) = sup
x2X

[hp; xi � f (x)]. Se 0 2

int [A (D (f))�D (g)], então:

i) v + v� = 0;

14



ii) Existe q0 2 Y � tal que f � (�A�q0) + g� (q0) = v�.

Teorema 1.27 Seja F uma função Gateaux-diferenciável tal que F : A � V ! R,

onde A é convexo. Então, são equivalentes as seguintes a�rmações:

i) F é convexo sobre A;

ii) F (v) � F (u)� hF 0 (u) ; v � ui, 8u; v 2 A;

Analogamente, são equivalentes as seguintes a�rmações:

iii) F é estritamente convexo sobre A;

iv) F (v) > F (u)� hF 0 (u) ; v � ui, 8u; v 2 A.

Demonstração: Ver [5]: �

Teorema 1.28 Admitamos que o funcional é convexo e Gateaux-diferenciável com

derivada contínua F 0. Então, se u 2 X as três seguintes condições são equivalentes:

i) u é solução de inf
u2X

F (u)

ii) hF 0 (u) ; v � ui � 0, 8v 2 X

iii) hF 0 (v) ; v � ui � 0, 8v 2 X.

Demonstração: Ver [5]. �

Teorema 1.29 Seja E um espaço re�exivo e ' : E ! (�1;+1) é convexa, coerciva

e semicontínua inferiormente, então ' possui um ponto de mínimo global. Se ' é

estritamente convexa, então este ponto é único.

Demonstração: Ver [5]. �
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Teorema 1.30 Admitamos que a 2 L1 (
� (0; T )) e b 2 (L1 (
� (0; T )))n. Seja

'0 2 L2 (
) tal que ' é a solução do sistema���������
�'t ��'+ a'� div (b') = 0 em Q,

' = 0 sobre �,

' (T ) = '0 em 
,

que satisfaça ' = 0 em w � (0; T ). Então, necessariamente, '0 � 0.

Demonstração: Ver [8]. �
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Capítulo 2

Existência e unicidade de solução

Neste capítulo apresentamos a formulação do problema que será utilizada ao longo

deste trabalho e encontramos a existência e unicidade de solução (fraca) para um sistema

associado à equação do calor. A �m de não sermos repetitivos, consideremos sempre

i = 1; 2.

Consideramos a equação do calor

y0 ��y = v�+ w1�1 + w2�2 em Q, (2.1)

onde � é a função característica de O � 
, �i é a função característica de Oi � 
,

v = (x; t) é o controle globalmente distribuído em O, wi = (x; t) é o controle localmente

distribuído em Oi.

O estado inicial é dado por

y (�; 0) = y0 (x) em 
 (2.2)

e condição de fronteira é

y = 0 sobre �. (2.3)

Como já foi mencionado, os respectivos controles locais atuam próximos de suas

localizações, fazendo-se necessária a introdução de funções �i 2 L1 (
), distribuída em

Oi � 
, como foi de�nida em (3).
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De�namos o funcional custo Ji por

Ji (v; w1; w2) =
1

2

Z T

0

Z



w2i dxdt+
�i
2

�����i �y (�; T ; v;w)� yT
�����2 , (2.4)

onde w = fw1; w2g, jj:jj representa a norma em L2 (
), �i é uma constante positiva

dada,
�����i �y (�; T ; v;w)� yT

����� é a medida da "distância localizada" entre o estado em
que o lago se encontra no tempo T e o estado ideal yT . Nosso objetivo é fazer com

que essa medida seja bem pequena, pois isto indica que o sistema encontra-se muito

próximo do desejado, através da controlabilidade aproximada.

Os controles locais w1, w2, assumindo que o líder v 2 L2 (O � (0; T )) tenha feito

a sua escolha, tentarão encontrar um equilíbrio de Nash para seus funcionais J1, J2

de maneira a minimizar os seus custos, ou seja, eles procurão encontrar w1 = w1 (v),

w2 = w2 (v), de modo que������ J1 (v; w1; w2) � J1 (v; bw1; w2) , 8bw1 2 L2 (O1; (0; T )) ,
J2 (v; w1; w2) � J2 (v; w1; bw2) , 8bw2 2 L2 (O2; (0; T )) . (2.5)

Antes de estudarmos o problema de controle para o sistema (2:1) � (2:3),

analisaremos, na próxima seção, a existência e unicidade para tal sistema.

2.1 Solução fraca para a equação do calor

Nosso objetivo nesta seção é mostrar que o sistema (2:1) � (2:3) possui solução

y (�; t; v;w), e esta é única.

Para simpli�carmos a notação, façamos f = v�+w1 (v)�1+w2 (v)�2, considerando

o problema: ���������
y0 ��y = f em Q,

y = 0 sobre �,

y(�; 0) = y0 em 
:

(2.6)

Deste modo, enunciemos o resultado que garante a existência e unicidade de solução

fraca para o problema (2:6).
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Teorema 2.1 Dados y0 2 L2 (
) e f 2 L2(Q) existe uma única y tal que

1. y 2 L2(0; T ;H1
0 (
)) \ C0([0; T ];L2 (
));

2.
d

dt
(y (t) ; v) + ((y(t) ; v)) = (f; v), para toda v 2 H1

0 (
), no sentido de D
0
(0; T );

3. y (0) = y0.

Demonstração:

Existência. Vamos utilizar o método de Faedo-Galerkin. Este método consiste em

três etapas:

1) Construção de soluções aproximadas em um espaço de dimensão �nita;

2) Obtenção de estimativas a priori para as soluções aproximadas;

3) Passagem ao limite das soluções aproximadas.

Soluções aproximadas.

Sendo H1
0 (
) separável, existe uma base Hilbertiana fwjgj2N de vetores de H1

0 (
).

Seja Vm = [w1; w2; :::; wm] o conjunto gerado pelos m primeiros vetores dessa base.

Queremos encontrar uma "solução aproximada" da forma

ym (�; t) =
mP
j=1

gjm (t)wj (x) ,

tal que os gjm0s satisfaçam o sequinte sistema de equações diferenciais ordinárias:������ (y
0
m (t) ; v) + ((y

m (t) ; v)) = (f (t) ; v) , 8v 2 Vm,

ym (0) = y0m ! y0 em L2 (
) .
(2.7)

Notemos que a convergência (2:7)2 faz sentido pela densidade de Vm em L2 (
). Para

simplicar os cálculos, vamos considerar a base fwjgj2N ortogonal emH1
0 (
) e ortonomal

em L2 (
). Assim sendo, o sistema (2:7) reduz-se a

g0jm (t) + kwjk gjm (t) = fjm, j = 1; :::;m,

cuja solução gj (t) obtemos explicitamente para 0 � t � T .

De fato, seja

y0 + xy = x1 (2.8)
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onde y = y (t), x = x (t) e x1 = x1 (t). Analisemos os seguintes casos:

1) Para x1 = 0, temos y0 + xy = 0, donde y0

y
= �x. Portanto

y = ce�
R T
0
xdt.

2) Para x1 6= 0, temos y0 + xy = x1. Sabendo que u = e�
R T
0
xdt é solução particular

(Caso 1), façamos a mudança de variável

y = uz, (2.9)

onde z é escolhido de modo que y seja solução do Caso 2. Notemos que y0 = u0z + uz0,

sendo u0 + xu = 0.

Substituindo (2:9) em (2:8), obtemos

u0z + uz0 + xuz = x1,

o que implica em

(u0 + xu) z + uz0 = x1.

Portanto uz0 = x1 e z =
R T
0
x1
u
dt+ c. Sendo z = y

u
, segue que

y = u
�R T

0

x1
u
dt+ c

�
.

Estimativas.

Considerando v = ym (t) 2 Vm em (2:7)1 e integrando de 0 a t obtemos

1

2

Z t

0

d

dt
j ym (s) j2 ds+

Z t

0

k ym (s) k2 ds =
Z t

0

(f(s); ym (s)) ds,

o que nos dá

1

2
j ym (t) j2 +

Z t

0

k ym (s) k2 ds =
Z t

0

(f(s); ym (s)) ds+
1

2
j y0m j2 . (2.10)

Por outro lado, notemos que utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young,

obtemos Z t

0

j (f(s); ym (s)) j ds �
Z t

0

j f(s) jj ym (s) j ds

� 1

2

Z t

0

j f(s) j2 ds+ 1
2

Z t

0

j ym (s) j2 ds:
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Aplicando a última desigualdade em (2:10) segue que

1

2
j ym (t) j2 +

Z t

0

k ym (s) k2 ds (2.11)

� 1

2

Z t

0

j f(s) j2 ds+ 1
2

Z t

0

j ym (s) j2 ds+
1

2
j y0m j2 .

Assim, como y0m ! y0 em H1
0 (
) e f 2 L2 (0; T ;L2 (
)) obtemos de (2:11) que

1

2
j ym (t) j2 +

Z t

0

k ym (s) k2 ds � K +
1

2

Z t

0

j ym (s) j2 , (2.12)

onde K > 0, independe de m. Aplicando o Lema de Gronwall em (2:12) temos

1

2
j ym (t) j2 +

Z t

0

k ym (s) k2 ds � C, (2.13)

onde C > 0 independe de m. A estimativa pôde ser realizada pois a solução ym (t)

existe em [0; T ], para T > 0.

Passagem ao Limite.

Segue de (2:13) que

(ym) é limitada em L1
�
0; T ;L2 (
)

�
(2.14)

e

(ym) é limitada em L2
�
0; T ;H1

0 (
)
�
. (2.15)

De (2:14), (2:15) e o Teorema de Banach-Alaouglu-Bourbaki, podemos deduzir que

existe uma subsequência de (ym), ainda denotada do mesmo modo, tal que

ym
�
* y em L1

�
0; T ;L2 (
)

�
(2.16)

e

ym * y em L2
�
0; T ;H1

0 (
)
�
. (2.17)

Multipliquemos (2:7)1 por � 2 D (0; T ) e integremos em (0; T ). AssimZ T

0

d

dt
(ym (t) ; v)� (t) dt+

Z T

0

((ym (t) ; v)) � (t) dt =

Z T

0

(f (t) ; v) � (t) dt.
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Integrando por partes, segue que

(ym (t) ; v) � (t) jT0 �
Z T

0

(ym (t) ; v) �
0 (t) dt+

Z T

0

((ym (t) ; v)) � (t) dt =

Z T

0

(f (t) ; v) � (t) dt,

o que implica

�
Z T

0

(ym (t) ; v) �
0 (t) dt+

Z T

0

((ym(t) ; v))� (t) dt (2.18)

=

Z T

0

(f (t) ; v) � (t) dt, 8v 2 Vm.

Fazendo em (2:18) m!1 e usando as convergências (2:16), (2:17) deduzimos que

�
Z T

0

(y (t) ; v) �0 (t) dt+

Z T

0

((y (t) ; v)) � (t) dt (2.19)

=

Z T

0

(f (t) ; v) � (t) dt, 8v 2 H1
0 (
) ,

uma vez que Vm é denso em H1
0 (
). De (2:19) temos

�h(y (t) ; v) ; �0 (t)iD0(0;T );D(0;T )+h((y(t) ; v)); � (t)iD0(0;T );D(0;T ) = h(f (t) ; v); � (t)iD0(0;T );D(0;T ) ,

o que implica�
d

dt
(y (t) ; v) + ((y (t) ; v))� (f (t) ; v) ; �

�
D0(0;T );D(0;T )

= 0, 8v 2 H1
0 (
) , 8� 2 D (0; T ) ,

ou seja,
d

dt
(y (t) ; v) + ((y (t) ; v)) = (f (t) ; v) , 8v 2 H1

0 (
) , (2.20)

no sentido de D0 (0; T ).

Condições Iniciais.

Para as condições iniciais devemos encontrar o espaço ao qual y0 pertence, para que

possamos garantir que y está realmente de�nida em t = 0 (ver Teorema 1.18). De fato,

mostraremos que y0 2 L2 (0; T ;H�1 (
)).

Segue por (2:20) que, tomando em particular v 2 D (
),

hy0 (t) ; viD0(
);D(
) � h�y; viD0(
);D(
) = hf (t) ; viD0(
);D(
) , 8v 2 D (
) ,
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no sentido de D0 (0; T ), isto é,

hy0 (t)��y � f (t) ; viD0(
);D(
) = 0, 8v 2 D (
) ,

no sentido de D0 (0; T ).

Portanto

y0 ��y = f em D0 (Q) . (2.21)

Como �� 2 L (H1
0 (
) ; H

�1 (
)) e y 2 L2 (0; T ;H1
0 (
)), temos que ��y 2

L2 (0; T ;H�1 (
)). Assim

y0 = f +�y 2 L2
�
0; T ;L2 (
)

�
+ L2

�
0; T ;H�1 (
)

�
,! L2

�
0; T ;H�1 (
)

�
. (2.22)

Dessa forma, por (2:15), (2:22) e o Teorema 1:18, deduzimos que y 2

C0 ([0; T ] ;H�1 (
)) e, portanto, faz sentido calcular y no ponto t = 0.

Notemos que de (2:17) temos

hym; wi ! hy; wi , 8w 2 L2
�
0; T ;L2 (
)

�
, (2.23)

ou seja, Z T

0

(ym (t) ; w (t)) dt!
Z T

0

(y (t) ; w (t)) dt. (2.24)

Em particular, a última convergência é válida para w = v�, onde � 2 C1 ([0; T ]) e

v 2 H1
0 (
). Desta forma, podemos reescrever (2:24) da seguinte maneira:Z T

0

(ym (t) ; v)� (t) dt!
Z T

0

(y (t) ; v) � (t) , 8v 2 H1
0 (
) e � 2 C1 ([0; T ]) :

com � (0) = 1 e � (T ) = 0. LogoZ T

0

d

dt
(ym (t) ; v) � (t) dt!

Z T

0

d

dt
(y (t) ; v) � (t) dt,

o que integrando por partes nos dá

�
Z T

0

(ym (t) ; v) �
0 (t) dt+ (ym (t) ; v) � (t)jT0 ! �

Z T

0

(y (t) ; v) �0 (t) dt+ (y (t) ; v) � (t)jT0 ,

ou seja,

�
�
y0m; v

�
�
Z T

0

(ym (t) ; v) �
0 (t) dt! � (y (0) ; v)�

Z T

0

(y (t) ; v) �0 (t) dt. (2.25)
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Notemos que de (2:17) vale a seguinte convergência:Z T

0

(ym (t) ; v) �
0 (t) dt!

Z T

0

(y (t) ; v) �0 (t) dt 8v 2 H1
0 (
) , 8� 2 C1 ([0; T ]) .

E mais, segue de (2:25) que�
y0m; v

�
! (y (0) ; v) , 8v 2 H1

0 (
) . (2.26)

Por outro lado, temos que y0m ! y0 em L2 (
), o que implica�
y0m; v

�
!
�
y0; v

�
, 8v 2 L2 (
) (2.27)

(o que faz sentido, pois H1
0 (
) ,! L2 (
)).

De (2:26), (2:27) e a unicidade do limite, podemos concluir que

(y (0) ; v) =
�
y0; v

�
, 8v 2 L2 (
) ,

o que implica y (0) = y0.

Unicidade.

Consideremos y e by soluções do problema (2:1)� (2:3). Seja w = y� by, então temos
que w 2 L2 (0; T ;H1

0 (
)) e w
0 2 L2 (0; T ;H�1 (
)) e satisfaz o seguinte sistema:���������

w0 ��w = 0 em Q,

w (t) = 0 sobre �,

w (0) = 0 em 
.

(2.28)

Mostraremos que w = 0. De fato, notemos que

hw0 ��w;wiL2(0;T ;H�1(
));L2(0;T ;H1
0 (
))

= 0,

o que implica Z t

0

(wt (s) ; w (s)) ds+

Z t

0

((w (s) ; w (s)))ds = 0.

Logo
1

2

Z t

0

d

dt
jw (s)j2 ds+

Z t

0

jjw (s)jj2 ds = 0,

ou seja,

jw (t)j2 +
Z t

0

jjw (s)jj2 ds = 0.

Logo, w = 0 e y = by. �
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Capítulo 3

Equilíbrio de Nash

Este capítulo é destinado ao estudo do equilíbrio de Nash que busca a minimização

dos custos entre os seguidores. Tal estudo nos permite, a partir da existência e unicidade

de seguidores que oferecem custo mínimo para um determinado subconjunto, que o

controle global possa atuar (por meio da controlabilidade aproximada) em todo o

domínio também com custo mínimo, como poderá ser visto no Teorema 4.2.

3.1 Existência e unicidade do equilíbrio de Nash

O objetivo desta seção é �xar condições para existência e unicidade do equilíbrio de

Nash.

Vamos de�nir os espaços de Hilbert

Hi = L2 (Oi � (0; T )) (i = 1; 2) ; H = H1 �H2; (3.1)

e os operadores

Li 2 L
�
Hi;L

2 (
)
�
; Liwi = yi (T ) (i = 1; 2) ; (3.2)

onde yi (i = 1; 2) é a solução do seguinte sistema:���������
y0i ��yi = wi�i em Q,

yi = 0 sobre �,

yi (0) = 0 em 
.

(3.3)
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Fixamos v 2 L2 (O � (0; T )) e consideramos z a solução do sistema���������
z0 ��z = v� em Q,

z = 0 sobre �,

z (0) = 0 em 
.

(3.4)

De (3:3) e (3:4) temos que y1 + y2 + z é solução de (2:1)-(2:3) (com dado inicial

y0 = 0, isto é possível, já que o sistema trabalhado é linear). Assim, podemos escrever

y = y1 + y2 + z

e

y (T ; v; w) = L1w1 + L1w2 + zT . (3.5)

Esta notação nos permite escrever os funcionais Ji, de�nidos em (2:4), sob a forma

Ji (v; w1; w2) =
1

2

Z T

0

Z
Oi
w2i dxdt+

�i
2

�����i �L1w1 + L2w2 + zT � yT
�����2 .

Escrevendo yT � zT = �T a equação acima torna-se

Ji (v; w1; w2) =
1

2
jjwijj2Hi

+
�i
2

�����i �L1w1 + L2w2 � �T
�����2 .

Se w = fw1; w2g 2 H é um equilíbrio de Nash para os funcionais Ji, então a equação

de Euler-Lagrange é satisfeita, isto é,

(wi; bwi)Hi
+ �i

�
�i
�
L1w1 + L2w2 � �T

�
; �iLi bwi� = 0, i = 1; 2, 8bwi 2 Hi, (3.6)

que é equivalente a

(wi; bwi)Hi
+ �i

�
�2i
�
y (�; T ; v;w)� yT

�
; byi (T )� = 0, i = 1; 2, 8bwi 2 Hi. (3.7)

De fato, sendo o equilíbrio de Nash um ponto de mínimo do funcional Ji, segue que a

derivada de Gateaux neste ponto é zero. Calculemos esta derivada.
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Notemos que

lim
"!0

1

"

�
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
(wi + " bwi)2 � w2i

�
dxdt

�
= lim

"!0

1

"

�
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
w2i + 2wi" bwi + "2 bw2i � w2i

�
dxdt

�
= lim

"!0

1

"

�
1

2

Z T

0

Z
Oi

"
�
2wi bwi + " bw2i � dxdt�

= lim
"!0

�
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
2wi bwi + " bw2i � dxdt�

=

Z T

0

Z
Oi

wi bwidxdt
e que

lim
"!0

1

"

�
�i
2

Z



�2i
�
[y (T ) + "byi (T )]� yT

	2
dx� �i

2

Z



�2i
�
y (T )� yT

�2
dx

�
= lim

"!0

1

"

�i
2

Z



�2i

n�
y (T )� yT

�2
+ 2"

�
y (T )� yT

� byi (T ) + "2by2i (T )� �y (T )� yT
�2o

dx

= lim
"!0

1

"

�i
2

Z



�2i "
�
2
�
y (T )� yT

� byi (T ) + "by2i (T )	 dx
= lim

"!0

�i
2

Z



�2i
�
2
�
y (T )� yT

� byi (T ) + "by2i (T )	 dx
= �i

Z



�2i
�
y (T )� yT

� byi (T ) dx,
onde byi é solução de (3:3). Dessa forma pelo que foi dito anteriormente, temos (3:15).
Voltando a (3:6), temos que esta igualdade implica em

wi + �i�
2
iL

�
i

�
L1w1 + L2w2 � �T

�
= 0,

onde L�i 2 L (L2 (
) ;Hi) é o operador adjunto de Li. Logo

wi + �iL
�
i

�
�2i (L1w1 + L2w2)

�
= �iL

�
i

�
�2i �

T
�
. (3.8)

Assim,

L 2 L (H;H) , (Lw)i = wi + �iL
�
i

"
�2i

 
2X
i=1

Liwi

!#
, (i = 1; 2) (3.9)

e ainda

L (w1; w2) =
�
�1L

�
1

�
�21�

T
�
; �2L

�
2

�
�22�

T
��
. (3.10)

Portanto, o equilíbrio de Nash é obtido por meio do seguinte resultado:
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Proposição 3.1 Admitimos � = �i, para todo i, e que � jj�i � �jjjL1(
) jj�ijjL1(
) é

pequeno o su�ciente, para qualquer i; j = 1; 2. Então, o operador L de�nido em (3:9) é

invertível. Em particular, existe um único equilíbrio de Nash de (2:4).

Demonstração: Para provarmos o resultado utilizaremos o Teorema de Lax-Milgram

(Teorema 1.25). Notemos que

(L (w1; w2) ; (w1; w2))

=
��
w1 + �1L

�
1�
2
1 (L1w1 + L2w2) ; w2 + �2L

�
2�
2
2 (L1w1 + L2w2)

�
; (w1; w2)

�
(3.11)

= jjw1jj2 +
�
�1L

�
1�
2
1 (L1w1 + L2w2) ; w1

�
+ jjw2jj2 +

�
�2L

�
2�
2
2 (L1w1 + L2w2) ; w2

�
.

Analisemos o segundo termo da última igualdade. Vejamos que�
�1L

�
1�
2
1 (L1w1 + L2w2) ; w1

�
=
�
�1�

2
1 (L1w1 + L2w2) ; L1w1

�
=
�
�1�

2
1L1w1; L1w1

�
+
�
�1�

2
1L2w2; L1w1

�
(3.12)

= �1 jj�1L1w1jj2 + �1 (�1L1w1; �1L2w2) .

De maneira inteiramente análoga, obtemos a seguinte identidade para o quarto termo

de (3:11):�
�2L

�
2�
2
2 (L1w1 + L2w2) ; w2

�
= �2 jj�2L2w2jj2 + �2 (�2L1w1; �2L2w2) . (3.13)

Substituindo (3:12) e (3:13) em (3:11) segue que

(L (w1; w2) ; (w1; w2)) = jjw1jj2H1
+ jjw2jj2H2

+ �
�
jj�1L1w1jj2 + jj�2L2w2jj2

�
(3.14)

+ � (�1L1w1; �1L2w2) + � (�2L1w1; �2L2w2) .

Observemos que

jj�1L1w1 + �2L2w2jj2 = jj�1L1w1jj2 + 2 (�1L1w1; �2L2w2) + jj�2L2w2jj2 . (3.15)

Substituindo (3:15) em (3:14), obtemos

(L (w1; w2) ; (w1; w2)) = jjw1jj2H1
+ jjw2jj2H2

+ � jj�1L1w1 + �2L2w2jj2

� 2� (�1L1w1; �2L2w2) + � (�1L1w1; �1L2w2)

+ � (�2L1w1; �2L2w2) .
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Notemos que

� 2� (�1L1w1; �2L2w2) + � (�1L1w1; �1L2w2) + � (�2L1w1; �2L2w2)

= � (�1L1w1; (�1 � �2)L2w2) + � (�2L2w2; (�2 � �1)L1w1) .

Assim

(L (w1; w2) ; (w1; w2)) = jjw1jj2H1
+ jjw2jj2H2

+ � jj�1L1w1 + �2L2w2jj2 (3.16)

+ � ((�1 � �2)L2w2; �1L1w1) + � ((�2 � �1)L1w1; �2L2w2) .

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young obtemos

� j((�2 � �1)L1w1; �2L2w2)j � � jj�2 � �1jj1 jj�2jj1 jjL1w1jjH1
jjL2w2jjH2

� � jj�2 � �1jj1 jj�2jj1 jjL1jj jjw1jjH1
jjL2jj jjw2jjH2

� C jj�2 � �1jj1 jj�2jj1
�
jjw1jj2H1

+ jjw2jj2H2

�
,

onde C = �jjL1jjjjL2jj
2

.

Dessa forma

� ((�2 � �1)L1w1; �2L2w2) � �C jj�2 � �1jj1 jj�2jj1 jj(w1; w2)jj
2
H . (3.17)

Procedendo de maneira análoga, temos

�((�1 � �2)L2w2; �1L1w1) � �C jj�1 � �2jj1 jj�1jj1 jj(w1; w2)jj
2
H . (3.18)

Combinando (3:16), (3:17) e (3:18), segue que

(L (w1; w2) ; (w1; w2)) � jjw1jj2H1
+ jjw2jj2H2

+ � ((�1 � �2)L2w2; �1L1w1)

+ � ((�2 � �1)L1w1; �2L2w2)

� jj(w1; w2)jj2H � C jj�2 � �1jj1 jj�2jj1 jj(w1; w2)jj
2
H

� C jj�1 � �2jj1 jj�1jj1 jj(w1; w2)jj
2
H .

Daí

(L (w1; w2) ; (w1; w2)) � 
 jj(w1; w2)jj2H ,
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onde 
 = 1 � C jj�2 � �1jj1 jj�2jj1 � C jj�1 � �2jj1 jj�1jj1 > 0, uma vez que

jj�1 � �2jj1 jj�1jj1 e jj�2 � �1jj1 jj�2jj1 são pequenos o su�ciente. Dessa maneira

temos que L é coercivo. Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, temos que dada

f 2 H existe uma única w 2 H tal que Lw =f . Em particular, tomando f =�
�1L

�
1

�
�21�

T
�
; �2L

�
2

�
�22�

T
��
tal que

(Lw)i = �iL
�
i

�
�2i �

T
�
,

então

wi + �iL
�
i

�
�2i (L1w1 + L2w2)

�
= �iL

�
i

�
�2i �

T
�
,

que é exatamente o que desejávamos. �

Observação 3.2 Para o caso de apenas um seguidor a situação é bem mais simples,

pois

(Lw;w)1 =
�
w1 + �1L

�
1

�
�21L1w1

�
; w1
�

= (w1; w1)H1
+
�
�1�

2
1L1w1; L1w1

�
= (w1; w1)H1

+ �1
�
�21L1w1; L1w1

�
Logo, para � = �i

(Lw;w)1 = jjw1jj
2 + � jj�1L1w1jj2 � jjw1jj2 ,

o que implica na coercividade de L.

3.2 Otimalidade dos seguidores

Mostramos na seção anterior que existe um único equilíbrio de Nash w 2 H

no sentido que a condição de mínimo para os funcionais Ji em (2:5) é satisfeita.

Mostramos também que (2:5) implica em (3:7). A recíproca é verdadeira se o funcional

é estritamente convexo, conforme o Teorema 1:27.

A�rmação: Ji é estritamente convexo.
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De fato, seja � 2 (0; 1), wi 6= ewi e y 6= ey. Reescrevemos o funcional Ji da seguinte
maneira:

Ji = bJi (wi) + eJi (y) ,
onde bJi (wi) = 1

2

R T
0

R


w2i dxdt e eJi (y) = �i

2

�����i �y (�; T ; v;w)� yT
�����2 : A partir disso

devemos mostrar que

bJi (�wi + (1� �) ewi) < � bJi (wi) + (1� �) bJi ( ewi)
e eJi (�y + (1� �) ey) < � eJi (y) + (1� �) eJi (ey) .
Com efeito,

bJi (�wi + (1� �) ewi) = 1

2

Z T

0

Z
Oi

[�wi + (1� �) ewi]2 dxdt
=
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
�2w2i + 2� (1� �)wi ewi + (1� �)2 ew2i � dxdt

<
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
�2w2i + � (1� �)

�
w2i + ew2i �+ (1� �)2 ew2i � dxdt

=
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
�2w2i + � (1� �)w2i + � (1� �) ew2i + (1� �)2 ew2i � dxdt

=
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
� (�+ 1� �)w2i + (1� �) (�+ 1� �) ew2i � dxdt

=
1

2

Z T

0

Z
Oi

�
�w2i + (1� �) ew2i � dxdt

= �
1

2

Z T

0

Z
Oi

w2i dxdt+ (1� �)
1

2

Z T

0

Z
Oi

ew2i dxdt,
ou seja,

bJi (�wi + (1� �) ewi) < � bJi (wi) + (1� �) bJi ( ewi) .
De maneira inteiramente análoga calculamos eJi (y). Escrevamos yT = �yT +
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(1� �) yT , assim

eJi (�y + (1� �) ey) = �i
2

Z



�2i
�
(�y + (1� �) ey)� ��yT + (1� �) yT

��2
dx

=
�i
2

Z



�2i
�
�
�
y � yT

�
+ (1� �)

�ey � yT
��2

dx

=
�i
2

Z



�2i f�2
�
y � yT

�2
+ 2�

�
y � yT

�
(1� �)

�ey � yT
�

+ (1� �)2
�ey � yT

�2gdx
<
�i
2

Z



�2i f�2
�
y � yT

�2
+ 2� (1� �)

�
1

2

�
y � yT

�2
+
1

2

�ey � yT
�2�

+ (1� �)2
�ey � yT

�2gdx
=
�i
2

Z



�2i [�
2
�
y � yT

�2
+ � (1� �)

�
y � yT

�2
+ � (1� �)

�ey � yT
�2

+ (1� �)2
�ey � yT

�2
]dx

= �
�i
2

Z



�2i
�
y � yT

�2
dx+ (1� �)

�i
2

Z



�2i
�ey � yT

�2
dx

= � eJi (y) + (1� �) eJi (ey) ,
Podemos, assim, concluir que Ji é um funcional estritamente convexo.

A �m de estudarmos o sistema adjunto de (2:1)�(2:3), retornamos ao sistema (3:3).

Multipliquemos, formalmente, (3:3)1 por pi e integremos por partes:Z T

0

Z



by0ipidxdt� Z T

0

Z



�byipidxdt = Z T

0

Z



bwipi�idxdt. (3.19)

Analisemos (3:19) termo a termo.

1o termoZ T

0

Z



by0ipidxdt = Z



Z T

0

d

dt
(byipi) dxdt� Z T

0

Z



byip0idxdt
=

Z



[byi (T ) pi (T )� byi (0) pi (0)] dx� Z T

0

Z



byip0idxdt,
o que implica Z T

0

Z



by0ipidxdt = Z



byi (T ) pi (T ) dx� Z T

0

Z



byip0idxdt, (3.20)
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uma vez que byi (0) = 0.
2o termo

�
Z T

0

Z



�byipidxdt = Z T

0

Z



rbyirpidxdt� Z
�

@byi
@�

pid�dt.

Observemos queZ T

0

Z



rbyirpidxdt = �Z T

0

Z



byi�pidxdt+ Z
�

@pi
@�
byid�dt.

Como byi = 0 sobre �, então
�
Z T

0

Z



�byipidxdt = �Z T

0

Z



byi�pidxdt� Z
�

@byi
@�

pid�dt. (3.21)

Substituindo (3:20) e (3:21) em (3:19) teremosZ



byi (T ) pi (T ) dx+Z T

0

Z



byi(�p0i��pi)dxdt�Z
�

@byi
@�

pid�dt =

Z T

0

Z



bwipi�idxdt. (3.22)
Consideremos pi a solução do seguinte sistema adjunto:���������

�p0i ��pi = 0 em Q,

pi = 0 sobre �,

pi (�; T ) = �2i (�)
�
y (�; T ; v;w)� yT

�
em 
.

(3.23)

Notemos que o sistema (3:23) é do tipo (2:6), bastando fazer a mudança de variável

t 7! T � t. Assim, como �2i (�)
�
y (�; T ; v;w)� yT

�
2 L2 (
), segue pelo Teorema 2:1 que

o sistema (3:23) tem única solução na classe pi 2 L2 (0; T ;H1
0 (
))\C0 ([0; T ] ;L2 (
)).

Dessa forma, segue de (3:22) queZ



byi (T ) pi (T ) dx = Z T

0

Z



bwi�idxdt
ou ainda Z




�2i (�)
�
y (�; T ; v; w)� yT

� byidx = Z T

0

Z



bwipi�idxdt. (3.24)

Comparando (3:7) e (3:24) obtemos

�
Z T

0

Z
Oi
wi bwidxdt = �i

Z T

0

Z
Oi
bwipidxdt, (3.25)
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o que implica Z T

0

Z
Oi
(�ipi + wi) bwidxdt = 0, 8bwi 2 L2 (Oi � (0; T ))

e, portanto,

wi = ��ipi em Oi � (0; T ) . (3.26)

Substituindo (3:26) em (2:1) obtemos

y0 ��y + �1p1�1 + �2p2�2 = v�.

Resumindo, se w = fw1; w2g é um equilíbrio de Nash, temos���������
y0 ��y + �1p1�1 + �2p2�2 = v� em Q,

y = 0 sobre �,

y (0) = 0 em 
,

(3.27)

onde pi (i = 1; 2) é solução do seguinte sistema:���������
�p0i ��pi = 0 em Q,

pi = 0 sobre �,

pi (�; T ) = �2i (�)
�
y (�; T ; v; w)� yT

�
em 
.

(3.28)
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Capítulo 4

Controlabilidade aproximada e

otimalidade do líder

Neste capítulo estudaremos a controlabilidade aproximada para o problema (2:1)�

(2:3), uma vez que já temos a existência e unicidade do equilíbrio de Nash w = fw1:w2g.

De�nição 4.1 O sistema (2:1) � (2:3) é aproximadamente controlável no tempo

T > 0 se, para todo " > 0 e para todo yT 2 L2 (
), existe v 2 L2 (
), tal que a solução

y = y (�; t; v) do sistema (2:1)� (2:3), satisfaz

��y (�; T ; v)� yT
�� < ". (4.1)

Em outras palavras, pela de�nição anterior, garantir que todo o sistema esteja

sendo controlado é equivalente a mostrar que o conjunto descrito por y (�; T ; v) é denso

em L2 (
), quando v 2 L2 (O � (0; T )). Faremos isso na próxima seção por meio de

argumentos de análise funcional e resultados de continuação única.

Ainda neste capítulo (Seção 4.2), estudaremos a otimalidade do líder, isto é,

mostraremos que o sistema possui o "melhor líder", no sentido daquele que oferece

o menor custo.
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4.1 Controlabilidade aproximada

A controlabilidade aproximada para o sistema (2:1)�(2:3) é garantida pelo seguinte

resultado:

Teorema 4.2 Admitamos que o conjunto de inequações (2:5) admite uma única solução

(um equilíbrio de Nash w). Então, quando v 2 L2 (O � (0; T )), as funções y =

y (�; T ; v;w), onde y é solução de (2:1) � (2:3), descrevem um subconjunto denso de

L2 (
).

O Teorema 4.2 nos diz que existe controlabilidade aproximada do sistema quando

uma estratégia do tipo de Stackelberg-Nash é seguida.

A �m de simpli�car os cálculos, admitiremos, sem perda de generalidade, que yT � 0

em (3:28). Isto é possivel uma vez que o sistema considerado é linear. De fato,

decompondo as soluções y e pi de (3:27) e (3:28) em y = Z + V e pi = hi + qi,

onde Z resolve ���������
Z 0 ��Z + �1h1�1 + �2h2�2 = 0 em Q,

Z = 0 sobre �,

Z (�; 0) = 0 em 
,

(4.2)

em que hi é solução de���������
�h0i ��hi = 0 em Q,

hi = 0 sobre �,

hi (�; T ) = �2i
�
Z (�; T ; v; w)� yT

�
em 
.

(4.3)

e V resolve ���������
V 0 ��V + �1q1�1 + �2q2�2 = v� em Q,

V = 0 sobre �,

V (�; 0) = 0 em 
,

(4.4)

onde qi é solução de ���������
�q0i ��qi = 0 em Q,

qi = 0 sobre �,

qi (�; T ) = �2iV (�; T ; v; w) em 
.

(4.5)
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Notemos que a soma dos sistemas (4:2) e (4:4) resulta em (3:27), assim como a soma

de (4:3) e (4:5) resulta em (3:28). Portanto, segue que controlar (3:27) é equivalente a

controlar o sistema (4:4), uma vez que y = V + Z, e o controle não atua no sistema

(4:2).

Com esta consideração, voltemos ao Teorema 4:2.

Demonstração: [Prova do Teorema 4:2] Para provar a densidade, suponhamos f

dada em L2 (
) tal que

(y (�; T ; v) ; f) = 0. (4.6)

Nosso objetivo é mostrar que f = 0, este argumento implica na densidade de y (�; T ; v; w)

em L2 (
) para todo v 2 L2 (O � (0; T )). Isto é uma consequência do Teorema de Hanh-

Banach (ver [2]).

Vamos introduzir a solução ' do sistema adjunto���������
�'0 ��' = 0 em Q,

' = 0 sobre �,

' (T ) = f +  1 (T ) �
2
1 +  2 (T ) �

2
2 em 
,

(4.7)

onde  i (i = 1; 2) é solução de���������
 0i �� i = ��i'�i em Q,

 i = 0 sobre �,

 i (0) = 0 em 
.

(4.8)

Multipliquemos a primeira equação de (4:7) por y e integremos em Q. Assim

�
Z T

0

Z



'0ydxdt�
Z T

0

Z



�'ydxdt = 0. (4.9)

De maneira inteiramente análoga ao que foi feito aos cálculos da equação (3:19), (4:9)

torna-se

�
Z



' (T ) y (T ) dx+

Z



' (0) y (0) dx+

Z T

0

Z



'y0dxdt�
Z T

0

Z



'�ydxdt.

Como y (0) = 0, obtemos

�
Z



' (T ) y (T ) +

Z T

0

Z



'y0dxdt�
Z T

0

Z



'�ydxdt = 0.
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Usando (4:7)3 na última igualdade segue que

�
Z



�
f +  1 (T ) �

2
1 +  2 (T ) �

2
2

�
y (T ) dx+

Z T

0

Z



' (y0 ��y) dxdt = 0. (4.10)

Por outro lado, multiplicando (4:8)1 por pi e integrando por partes em Q obtemosZ T

0

Z



d

dt
( ipi) dxdt�

Z T

0

Z



 ip
0
idxdt�

Z T

0

Z



 i�pidxdt = �
Z T

0

Z



�i'pi�idxdt.

Daí Z



 i (T ) pi (T ) dx�
Z



 i (0) pi (0) dx�
Z T

0

Z



 ip
0
idxdt�

Z T

0

Z



 i�pidxdt

= �
Z T

0

Z



�i'pi�idxdt.

Como pi (0) = 0, temosZ



 i (T ) pi (T ) dx�
Z T

0

Z



 ip
0
idxdt�

Z T

0

Z



 i�pidxdt = �
Z T

0

Z



�i'pi�idxdt,

e, portanto,Z



 i (T ) pi (T ) dx+

Z T

0

Z



 i (�pi ��pi) dxdt = �
Z T

0

Z



�i'pi�idxdt. (4.11)

Somando (4:10) e (4:11) termo a termo, obtemos a igualdade

�
Z



�
f +  1 (T ) �

2
1 +  2 (T ) �

2
2

�
y (T ) dx+

Z T

0

Z



' (y0 ��y) dxdt

+

Z



( 1 (T ) p1 (T ) +  2 (T ) p2 (T ))dx+

Z T

0

Z



 i (�pi ��pi) dxdt (4.12)

= �
Z T

0

Z



�i'pi�idxdt,

à qual é equivalente a

�
Z



fy (T ) dx+

Z T

0

Z



'v�dxdt = 0, 8v 2 L2 (O � (0; T )) .

Portanto, se (4:6) ocorre, entãoZ T

0

Z



'v�dxdt = 0, 8v 2 L2 (O � (0; T )) ,
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o que implica Z T

0

Z
O
'vdxdt = 0, 8v 2 L2 (O � (0; T ))

e

' = 0 em O � (0; T ) . (4.13)

Combinando (4:13) e o resultado de continuação única para a equação do calor,

(Teorema 1.30) segue que

' = 0 em Q. (4.14)

Substituindo (4:14) em (4:8), concluimos da unicidade de soluções que

 i = 0 em Q.

Dessa forma, de (4:7)3 e (4:14), deduzimos que f = 0 e chegamos ao resultado desejado.

�
Já mencionamos neste trabalho que um dos nossos maiores interesses é a

minimização de custos. Por isso indagamos se o líder, que até então trabalhamos, oferece

exatamente o que buscamos. Dedicaremos a próxima seção a obtenção da otimalidade

do líder, ou seja, garantia de que existe um líder v que oferece custo mínimo.

4.2 Otimalidade para o líder

De�namos o funcional

J (v) =
1

2

Z
O�(0;T )

v2dxdt

e, então, consideremos o seguinte problema de minimização8<: inf J (v)

sujeito a y (T; v) 2 yT + "B,
(4.15)

onde " > 0 é um número real dado, B � B (0; 1) é a bola unitária de L2 (
) e y (v) é a

única solução do sistema (3:27).

Vamos transformar o problema (4:15) em um problema adjunto e, por meio deste,

mostraremos a solução de (4:15) como função de um sistema de otimalidade.
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Introduzamos agora dois funcionais Fi : L2 (O � (0; T ))! R (i = 1; 2) de modo que

F1 (v) =
1

2

Z
O�(0;T )

v2dxdt (4.16)

e

F2 (f) =

8<: 0, se f 2 yT + "B

+1, se f =2 yT + "B.
(4.17)

Com estas notações, o problema (4:15) torna-se equivalente a

inf
v2L2(
)

fF1 (v) + F2 (M (v))g , (4.18)

onde

M : L2 (O � (0; T ))! L2 (
) , M (v) = y (�; T; v)

é um operador linear contínuo. É importante observar que faz sentido o cálculo de y

em t = T devido a regularidade obtida no Teorema 2.1.

Aplicaremos agora a teoria de dualidade no sentido de Fenchel-Rockafellar. Segue

do Teorema 1:26 que

inf
v2L2(
)

(F1 (v) + F2 (Mv)) = � inf
f2L2(
)

(F �1 (M
�f) + F �2 (�f)) , (4.19)

onde M� : L2 (
) ! L2 (O � (0; T )) é o operador adjunto de M e F �i (') =

supb' f('; b')� Fi (b')g representa a função conjugada de Fi. Desta maneira,

representamos o problema (4:15) por um problema dual equivalente.

De maneira inteiramente análoga ao que �zemos na seção anterior, multiplicando

(4:7)1 por y e (4:8)1 por pi, integrando por partes e fazendo as devidas substituições,

obtemos Z T

0

Z



'v�dxdt =

Z



fy (T ) dx, 8v 2 L2 (O � (0; T )) ,

onde ' é solução de (4:7). Daí

(M (v) ; f) =

Z
Q

'v�dxdt, 8v 2 L2 (O � (0; T )) ,

ou seja,

(v;M�f) =

Z
Q

'v�dxdt,
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o que implica

M�f = '�. (4.20)

Notemos que

F �1 (f) = sup
v2L2(
)

f(f; v)� F1 (v)g

= sup
v2L2(
)

�Z
O�(0;T )

v2dxdt� 1
2

Z
O�(0;T )

v2dxdt

�
= sup

v2L2(
)

�
1

2

Z
O�(0;T )

v2dxdt

�
,

ou seja,

F �1 (v) = F1 (v) . (4.21)

Por outro lado, para toda f 2 L2 (
), temos

F �2 (f) = supb'2L2(
) f(f; b')� F2 (b')g
= supb'2yT+"B f(f; b')g .

Escrevendo b' = yT + "g, com g 2 B, temos

F �2 (f) = sup
g2B

��
f; yT + "g

�	
=
�
f; yT

�
+ " sup

g2B
f(f; g)g ,

isto é,

F �2 (f) =
�
f; yT

�
+ " jf j , (4.22)

pois F2 (b') = 0 8b' 2 yT + "B.

De (4:20), (4:21) e (4:22) podemos escrever (4:19) como sendo

inf
v2L2(
)

(F1 (v) + F2 (Mv)) = � inf
f2L2(
)

�
1

2

Z
O�(0;T )

'2dxdt+ " jf j �
�
f; yT

��
, (4.23)

pois F �1 (M
�f) = F1 (M

�f) =
R
O�(0;T ) (M

�f)2 dxdt =
R
O�(0;T ) '

2dxdt.

Considerando o funcional F : L2 (
)! R de�nido por

F (f) =
1

2

Z
O�(0;T )

(M�f)2 dxdt+ " jf j �
�
f; yT

�
,
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temos que (4:23) é equivalente a

inf
v2L2(
)

(F1 (v) + F2 (Mv)) = � inf
f2L2(
)

(F (f)) . (4.24)

Portanto, para mostrar que o problema (4:15) tem única solução, é su�ciente provar

que que F (f) é semicontínuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo. (Teorema

1.29):

i) F (f) é semicontínuo inferiormente

Consideremos uma sequência ffng em L2 (
) tal que

fn ! f em L2 (
) , (4.25)

onde f 2 L2 (
) é tal que ' é solução de (4:7). Para cada n 2 N, seja 'n a solução de���������
�'0n ��'n = 0 em Q,

'n = 0 sobre �,

'n (�; T ) = fn +  1 (T ) �
2
1 +  2 (T ) �

2
2 em 
,

(4.26)

onde  resolve (4:8) é �xado. Assim �n = fn � f é solução do seguinte sistema:���������
��0n ���n = 0 em Q,

�n = 0 sobre �,

�n (�; T ) = fn � f em 
.

(4.27)

Portanto, multiplicando (4:27)1 por �n e integrando em Q, obtemos a seguinte

desigualdade Z
Q

j�nj2 dxdt � C
�
jfn � f jL2(
)

�
. (4.28)

Fazendo n ! 1 em (4:28), desde que (4:25) seja válida e subtraindo (4:26)3 de (4:7)3

obtemos

'n ! ' em L2 (Q) ,

o que prova a continuidade do funcional F (f) e, consequentemente, a sua

semicontinuidade inferior.
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ii) F (f) é estritamente convexo

Seja � 2 ]0; 1[ e �0, q0 2 L2 (
). Devemos mostrar que F (��0 + (1� �) q0) <

�F (�0) + (1� �)F (q0).

De fato, vejamos que

F (��0 + (1� �) q0) =
1

2

Z T

0

Z



(M� (��0 + (1� �) q0))
2 dxdt (4.29)

+ " jj��0 + (1� �) q0jj �
�
��0 + (1� �) q0; y

T
�
.

Analisemos cada termo do lado direito de (4:29). Notemos primeiramente queZ T

0

Z



(M� (��0 + (1� �) q0))
2 dxdt

=

Z T

0

Z



[(�(M��0))
2 + 2� (1� �) (M��0)(M

�q0) + ((1� �)M�q0)
2]dxdt

<

Z T

0

Z



[�2(M��0)
2 + 2� (1� �)

�
1

2
(M��0)

2 +
1

2
(M�q0)

2

�
(4.30)

+ (1� �)2 (M�q0)
2]dxdt

=

Z T

0

Z



[�(M��0)
2 + (1� �) (M�q0)

2]dxdt.

Temos ainda

j��0 + (1� �) q0j � j��0j+ j(1� �) q0j (4.31)

= � j�0j+ (1� �) jq0j ,

e, por �m,

�
�
��0 + (1� �) q0; y

T
�
= ��

�
�0; y

T
�
� (1� �)

�
q0; y

T
�
. (4.32)

Combinando (4:29)� (4:32) chegamos ao resultado desejado.

iii) F (f) é coercivo

Queremos mostrar que vale a seguinte desigualdade de coercividade

lim inf
j'0j!1

F ('0)

j'0j � ", (4.33)
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em que " > 0.

Para provar (4:33), usaremos os argumentos como em Fabre-Puel-Zuazua [7] e

Zuazua [19].

Seja
�
'0j
	
uma sequência em L2 (
) tal que��'0j ��!1, quando j !1. (4.34)

Para cada j, vamos denotar por 'j a solução do seguinte sistema:���������
�'0j ��'j = 0 em Q,

'j = 0 sobre �,

'j (�; T ) = '0j em 
.

(4.35)

Tomando

'0j =
'0j��'0j �� e 'j =

'j
j'jj

, (4.36)

temos, por linearidade, que 'j é solução de (4:35) com o dado inicial '0j .

De (4:36) temos que

F
�
'0j
���'0j �� =

��'0j ��
2

Z T

0

Z



(M�'0j)
2dxdt+ "�

�
'0j ; y

T
�
. (4.37)

Para provar (4:33), vamos distinguir em dois casos a seguir.

Caso 1: Consideremos

lim inf
j!1

Z T

0

Z
O

��'j��2 dxdt > 0.
Devido a (4:34), o primeiro termo em (4:37) tende para in�nito, quando j ! 1,

enquanto os outros dois permanecem limitados. Deduzimos então que

lim inf
j!1

F
�
'0j
���'0j �� =1.

Caso 2: Consideremos agora

lim inf
j!1

Z T

0

Z
O

��'j��2 dxdt = 0. (4.38)

De (4:38), obtemos uma subsequência
�
'j
�
j2N, ainda denotada da mesma forma, tal

que Z T

0

Z
O

��'j��2 dxdt! 0, quando j !1. (4.39)
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De (4:36), podemos extrair uma subsequência tal que

'0j * '0 em L2 (
) . (4.40)

Chamemos de ' a solução de (4:35) com dado inicial '0:

A�rmação: A seguinte convergência vale:

'j * ' em L2
�
0; T ;L2 (
)

�
. (4.41)

De fato, para � 2 L2 (0; T ;L2 (
)), consideremos o sistema���������
y0 ��y = � em Q;

y = 0 sobre �;

y (0) = 0 em 
.

(4.42)

Multiplicando a primeira equação em (4:35) (com 'j no lugar de 'j) por y; solução

de (4:42), e integrando em Q, temos

�
Z
Q

'0jydxdt�
Z
Q

�'jydxdt = 0.

Daí, usando integração por partes e o Teorema de Green, segue queZ
Q

�'jdxdt =

Z



y (T )'0jdx. (4.43)

A convergência (4:40) implicaZ



y (T )'0jdx!
Z



y (T )'0dx. (4.44)

Por outro lado, multiplicando a equação em (4:35) (com ' no lugar de 'j) por y e

integrando em Q, obtemos Z
Q

�'dxdt =

Z



y (T )'0dx. (4.45)

Combinando (4:43)� (4:45) deduzimos queZ
Q

�'jdxdt!
Z
Q

�'dxdt,
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para todo � 2 L2 (0; T ;L2 (
)) e, portanto, segue a a�rmação.

De (4:39) e (4:41) deduzimos que

' � 0 em O � (0; T ) .

Temos, portanto pelo Teorema 1.30 segue que '0 � 0. Daí, de (4:40) vale

'0j * 0 em L2 (
) . (4.46)

Deduzimos assim que

lim inf
j!1

F
�
'0j
���'0j �� � ",

o que garante a coercividade.

Após a demonstração da semicontinuidade inferior, convexidade estrita e

coercividade de F ., temos que (4:15) tem única solução. Vamos, agora, por meio do

Teorema 1:28, obter uma caracterização para este problema. Seja f a única solução do

problema dual (4:23). LogoD
F 0 (f) ; bf � f

E
� 0, 8 bf 2 L2 (
) , (4.47)

onde F 0 representa a derivada de Gateaux da função F .

Calculemos F 0 (f) :

Observemos que

F
�
f + �

� bf � f
��
=
1

2

�
M�

�
f + �

� bf � f
��

;M�
�
f + �

� bf � f
���

L2(O�(0;T ))

+ "
���f + �

� bf � f
����� �f + �

� bf � f
�
; yT
�

=
1

2

�
M�f + �M� bf � �M�f;M�f + �M� bf � �M�f

�
L2(O�(0;T ))

+ "
���f + �

� bf � f
����� �f + �

� bf � f
�
; yT
�
.
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Daí

d

d�
F
�
f + �

� bf � f
�����

�=0
=
1

2

Z
O�(0;T )

2
�
M� bf �M�f

��
M�f + �M� bf � �M�f

�����
�=0

+
"���f + �
� bf � f

����
� bf � f; f

�������
�=0

�
� bf � f; yT

�
=

Z
O�(0;T )

M�f
�
M� bf �M�f

�
dxdt

+
"

jf j

� bf; f�� " jf j �
� bf � f; yT

�
.

Como M�f = ', teremos

d

d�
F
�
f + �

� bf � f
�����

�=0
=

Z
O�(0;T )

' (b'� ') dxdt+
"

jf j

� bf; f��" jf j�� bf � f; yT
�
.

onde b' =M� bf . Notemos queZ
O�(0;T )

' (b'� ') dxdt+ "
��� bf ���� " jf j �

� bf � f; yT
�

� d

d�
F
�
f + �

� bf � f
������

�=0

=
D
F 0 (f) ; bf � f

E
, 8 bf 2 L2 (
) .

Portanto,Z
O�(0;T )

' (b'� ') dxdt+ "
��� bf ���� " jf j �

� bf � f; yT
�
� 0, 8 bf 2 L2 (
) . (4.48)

Para cada f 2 L2 (
) consideremos ' solução de (4:7). Desta maneira, consideramos

y como sendo a única solução de���������
y0 ��y + �1 1�1 + �2 2�2 = '� em Q,

y = 0 sobre �,

y (0) = 0 em 
,

(4.49)

onde  i (i = 1; 2) é solução de���������
� 0i �� i = 0 em Q,

 i = 0 sobre �,

 i (�; T ) = �2i (�) y (�; T ; v;w) em 
.

(4.50)
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Multiplicando (4:49)1 por (b'� ') e integrando em Q teremosZ
Q

y0 (b'� ') dxdt�
Z
Q

�y (b'� ') dxdt (4.51)

+

Z
Q

�1 1�1 (b'� ') dxdt+

Z
Q

�2 2�2 (b'� ') dxdt

=

Z
Q

' (b'� ')�dx.

Como Z
Q

y0 (b'� ') dxdt =

Z



y (T ) (b' (T )� ' (T )) dx�
Z
Q

y (b'� ')0 dxdt

e

�
Z
Q

�y (b'� ') dxdt = �
Z
Q

y�(b'� ') dxdt+

Z
�

@y

@�
(b'� ') d�dt,

temos que (4:51) torna-seZ



y (T ) (b' (T )� ' (T )) dx�
Z
Q

y (b'� ')0 dxdt�
Z
Q

y�(b'� ') dxdt

+

Z
�

@y

@�
(b'� ') d�dt+

Z
Q

�1 1�1 (b'� ') dxdt+

Z
Q

�2 2�2 (b'� ') dxdt (4.52)

=

Z
Q

' (b'� ')�dx.

Multiplicando agora (4:50)1 por
�b�i � �i

�
e integrando em Q, obtemos

�
Z
Q

 0i

�b�i � �i

�
dxdt�

Z
Q

� i

�b�i � �i

�
dxdt = 0 (4.53)

e, de maneira inteiramente análoga ao que foi feito para a equação (4:52), (4:53) torna-se

�
Z



 0i (T )
�b�i (T )� �i (T )

�
dx+

Z



 0i (0)
�b�i (0)� �i (0)

�
dx

+

Z
Q

 i

�b�i � �i

�0
dxdt�

Z
Q

 i�
�b�i � �i

�
dxdt

+

Z
�

@ i
@�

�b�i � �i

�
d�dt = 0.

(4.54)
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Fazendo b'� ' = ', b�i � �i = �i, temos que ' é solução de���������
�'0 ��' = 0 em Q,

' = 0 sobre �,

' (�; T ) = bf (�)� f (�) + �21�1 (�; T ) + �22�2 (�; T ) em 
,

(4.55)

onde �i é solução de ���������
�i
0 ���i = ��i'�i em Q,

�i = 0 sobre �,

�i (0) = 0 em 
,

(4.56)

Notemos que os sistemas (4:55) e (4:56) são equivalentes aos sistemas (4:7) e (4:8)

e, portanto, possuem soluções únicas.

Observando os últimos dois sistemas, por (4:52) e (4:54) chegamos ás seguintes

equações: Z



y (T )' (T ) dx+

Z
Q

�1 1�1'dxdt+

Z
Q

�2 2�2'dxdt (4.57)

=

Z
Q

''�dxdt

e

�
Z



 0i (T ) �i (T ) dx�
Z
Q

�i i�i'dxdt = 0. (4.58)

De (4:57) e (4:58), obtemosZ



y (T )'dx�
Z



 1 (T ) �1 (T ) dx�
Z



 2 (T ) �2 (T ) dx (4.59)

=

Z
Q

''�dxdt.

Substituindo (4:50)3 e (4:55)3 em (4:59) temosZ



h
y (T )

� bf � f + �21�1 (T ) + �22�2 (T )
�i
dx

�
Z



�21y (T ) �1 (T ) dx�
Z



�22y (T ) �2 (T ) dx

=

Z
Q

''�dxdt,
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o que implica �
y (T ) ; bf � f

�
=

Z
O�(0;T )

' (b'� ')�dxdt. (4.60)

Substituindo (4:60) em (4:48) obtemos�
y (T ) ; bf � f

�
+ "

��� bf ���� " jf j �
� bf � f; yT

�
� 0, 8 bf 2 L2 (
) ,

ou seja, �
y (T )� yT ; bf � f

�
+ "

��� bf ���� " jf j � 0, 8 bf 2 L2 (
) .
Dessa forma, temos provado o seguinte teorema:

Teorema 4.3 A melhor função controle (líder) v para o sistema (2:1) � (2:3) com

fw1; w2g = f��1 1;��2 2g, onde �i é o mesmo de (2:4) e  i é solução do sistema���������
� 0i �� i = 0 em Q,

 = 0 sobre �,

 i (�; T ) = �2i y (�; T ; v) em 
,

é aquela que minimiza
1

2

Z
O�(0;T )

v2dxdt

sujeito a condição y (�; T ; v;w (v)) 2 yT + "B, e é dada pela solução ' do sistema

adjunto ���������
�'0 ��' = 0 em Q,

' = 0 sobre �,

' (�; T ) = f + �21�1 (�; T ) + �22�2 (�; T ) em 
,

onde �i resolve ���������
�0i ���i = ��i'�i em Q,

�i = 0 sobre �,

�i (�; 0) = 0 em 
.

e f é unicamente determinada pela desigualdade variacional�
y (�; T; f)� yT ; bf � f

�
+ "

��� bf ���� " jf j � 0, 8 bf 2 L2 (
) .
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