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Resumo

Temos como principal tema neste trabalho o Controle Hierdrquico, que consiste em
um sistema de lider e seguidores. Estudamos em especial a controlabilidade aproximada
da equagao do Calor sob a estratégia de Stackelberg-Nash, estratégia esta direcionada
em controlar todo sistema a partir de escolhas de controles locais com o minimo de
custos possiveis.

Palavras-Chaves: Controle Hierdrquico, Lider, Seguidores, Estratégia de

Stackelberg-Nash, Sistema de Otimalidade, Controlabilidade Aproximada.
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Abstract

We have as main issue in this work the Hierarchical Control, which consists in
a leader-followers system. We studied in special the heat equation approximate
controllability under Stackelberg-Nash’s strategy, which is directed in controlling every
system from local controls choices with the minimum possible costs.

Key words: Approximate Controllability, Leader, Followers, Stackelberg-Nash’s
strategy, Optimality System, Approximate Controllability.
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Notacoes e Simbologia

(-,-) denota o produto interno em L? ().
|-| representa a norma em L? ().

((,+)) denota o produto interno em H (£2).
||| representa a norma em Hj (£2).

(-,-) representa diferentes pares de dualidade
2

n
A = denota o operador Laplaciano.
Zizl E)x, P P
, d
o dt

— denota imersao continua.

L (X,Y) designa o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y.
C é uma constante positiva e arbitraria.

— denota convergéncia forte.

— representa convergéncia fraca.

X denota convergéncia fraca-estrela.

q.s. - significa quase sempre.
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Introducao

Desde o inicio dos tempos, a humanidade se organiza de maneira a desempenhar
tarefas que tanto contribuem para suas respectivas evolugoes. O ato de controlar,
fiscalizar, orientar, dirigir qualquer projeto, ter sob o seu dominio, agir com a finalidade
de garantir que o sistema se comporte como desejado é uma tendéncia natural do ser
humano diante de suas vidas ou diante do papel que ele desempenha enquanto ser
social. Porém, quando tomamos proporgoes maiores, faz-se necessdria uma organizacao
maior, entao de maneira ainda natural, buscam-se categorias de acordo com os perfis
e necessidades estabelicadas pela situacao na qual se vive. A estas organizagoes,
categorias, ordenagao ou subordinacao de poderes chamamos de hierarquia.

Obviamente que os seres humanos nao sao os unicos exemplos de busca de uma
hierdrquia de controles, podemos observar que na natureza este tipo de busca também
acontece, como exemplo, podemos citar o equilibrio da cadeia alimentar que obdece a
um sistema de hierarquia de maneira muito natural.

Diante deste cendrio, vérias teorias foram desenvolvidas, uma delas foi introduzida
por Von Stackelberg em 1934 para problemas decorrentes em Economia, e vem sendo
bastante utilizado em problemas de sistemas distribuidos, que envolvem equacoes
diferenciais parciais. Tal teoria consiste na existéncia de dois controles: um global
que é chamado de lider e o(s) outro(s) local(ais), chamado de seguidor(es).

Um sistema de lider e seguidores desenvolve um papel de muita importancia para o
mundo prético, assim como na Economia, no Meio Ambiente e nas Engenharias.

A estratégia de Stackelberg, assim conhecida, é definida do seguinte modo: deseja-

se controlar um sistema, entao o lider faz uma escolha prévia, & sua maneira, com o



objetivo de chegar o mais préximo possivel de um estado desejado que se considera
para tal situacao, dessa forma os seguidores montam suas respectivas e independentes
estratégias para "executar" esta "ordem". De um ponto de vista pratico, essa forma de
execucao de tarefas pode ter um custo muito alto, impedindo até mesmo que o processo
seja realizado, dessa forma, exigimos apenas que os mesmos trabalhem muito perto de
suas localizacoes com o minimo de custo. Podemos pensar como setores, cada seguidor
trabalha para que seu setor, ao final de um tempo T > 0, pré definido pelo lider, esteja
o mais préximo possivel do estado que se deseja.

Esta maneira de pensar é muito inteligente, pensando em grandes sistemas de
producao que estao mais ou menos nas mesmas condigoes de lideres e seguidores acima
citadas, no momento da escolha que governard todo o sistema, o lider determina
a execucao de determinado seguidor sem levar em consideracdo (no caso humano,
por exemplo) que as condigoes fisicas, psiquicas, sociais influenciam diretamente nos
resultados. A estratégia desenvolvida por Stalckelberg nao abre brechas para que (em
casos humanos) tais condi¢oes sejam motivagoes de conflitos e frutragdes de ambas as
partes. Além da teoria apresentada, ainda se faz necessdria uma minimizagao desses
custos, que serio representados por funcionais. E onde entra o Equilibrio de Nash, que
busca a minimizacao dos custos entre os seguidores. Assim, os seguidores, assumindo
que o lider tenha feito uma escolha & sua maneira, procuram por um equilibrio de Nash
para os seus funcionais custo, e entao o lider faz uma escolha final para controlar todo
o sistema. Esta é a estratégia de Stackelberg-Nash.

Jonh Nash muito contribuiu para os problemas de Economia e teoria dos jogos (o que
justifica a linguagem utilizada de lider e seguidores), onde ganhou muito reconhecimento
pela eficdcia de suas idéias apesar de ser uma pessoa introspectiva e de saide frégil (sua
histéria de vida deu origem ao filme Uma Mente Brilhante).

Assumimos que podemos atuar em um sistema parabdlico de evolugao, caracterizado
por problemas de difusao, por uma hierdrquia de controle, seguindo as idéias de Diaz-
Lions [4]. Denotamos um controle global v, que chamamos de lider, e wy, ws 0s controles

locais que damos o nome de seguidores.



Em termos técnicos, consideramos um dominio ) aberto e limitado de R. Para
T > 0, denotamos um cilindro @), como sendo @ = €2 x (0,7 com fronteira regular e
fronteira lateral definida por ¥ = 99 x (0,7).

O lider v é distribuido ao longo de O, um subconjunto nao vazio do dominio (2,
e os seguidores w;, wy sao distribuidos ao longo de O; e Oy, que por sua vez sao
subconjuntos disjuntos nao vazios de O, o que justifica a nao dependéncia entre si
comentada na introducao.

E comum considerar em alguns problemas que os subconjuntos, nos quais os
seguidores sao distribuidos, sao disjuntos por uma questao de simplicidade, embora
isto nao seja necessdrio para um problema matemédtico. Também, por uma questao de
simplicidade, vamos considerar o sistema com apenas dois seguidores, porém a mesma
técnica é abordada em sistemas com mais de dois seguidores, como ¢é feito em [4], [10],
9] e [14].

A nossa motivagao serd um exemplo de meio ambiente. Vamos considerar um lago
representado pelo dominio Q de R3. Este lago possui estados que serdao representados
por uma fungao numeérica y que depende de x € Q e t € (0,7). Nosso objetivo é fazer
com que o lago seja o mais limpo possivel, este serd o estado ideal y” determinado
pelo lider como escolha prévia. Obviamente que no estado inicial, quando ¢ = 0, o lago
possui agentes locais, plantas locais, concentragoes quimicas, organismos vivos dentre
outros fatores naturais que nao necessariamente contribuem para o estado desejado e,
como consequéncia, os seguidores trabalharao para que as condigoes j& existentes se
adequem a chegar no objetivo até um tempo 7', designado pelo lider.

A funcao y corresponde, portanto, as vdrias concentracoes quimicas do lago ou
organismos vivos, que sao dados por um conjunto de equacoes. As plantas locais ou
agentes locais serao chamados de P, e P, que, por sua vez, com algumas restrigoes,
podem decidir, a seu modo, a sua estratégia w;. Existe também um gerente geral, que

faz uma escolha a sua politica, denotado por v.



Desse modo, a equacao de estado é dada por
y: — Ay = fontes + esgotos + controle global v + controles locais w = {wq,ws}, (1)

onde o estado inicial é dado por
y (2,0) = yo, (2)
e as condicgoes de fronteira sao escolhidas apropriadamente.
Notemos que cada planta P; (i = 1,2) possui o objetivo de manter o lago o mais
limpo possivel, porém as mesmas de maneira particular, cuidarao para chegar ao estado
ideal muito perto de suas respectivas localizacoes, assim é plausivel considerarmos uma

funcdo dada em © de modo que

p; = 1, préximo ao local de P, 1 =1, 2.

(3)

Entao P; tentard escolher w;, de modo que no tempo 7' > 0, y(x,T) esteja o mais
préximo de p;y? alcancando um custo minimo.

Nesta dissertacao estamos interessados em estudar, sob um ponto de vista
matemadtico, o comportamento de equacoes que descrevem algumas das situacoes
citadas, sendo todo esse estudo baseado em Diaz-Lions [4].

Passemos agora a descrever o conteido desta dissertacao. No Capitulo 1 colocamos
alguns resultados que precisamos ao longo de todo o trabalho.

No Capitulo 2 fazemos a formulagao do nosso problema direcionando para as
equacoes que devem ser estudadas com mais atencao, definimos os funcionais custo
e 0s espacos nos quais os controles se encontram. Mostramos a existéncia e unicidade
de solugao para equagao (1) com condigbes iniciais e de fronteira definidas.

Mostramos, no Capitulo 3, a existéncia e unicidade do Equilibrio de Nash para os
seguidores (assumindo que o lider ¢ fixo), fazemos a caracterizacao do seu estado adjunto
e concluimos que chegamos a otimalidade para os seguidores, que se w = {wj, ws}
satisfaz a condicao do Equilibrio de Nash.

No Capitulo 4 mostramos que o controle atua em todo o dominio por meio da

controlabilidade aproximada, isto é, y (x, T, w;, ws) descreve um subconjunto denso no
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espago no qual os dados (inicial e final) pertencem, utilizando argumento de anilise
funcional e resultados de continuacao tnica. Por fim, analisamos a otimalidade para o
lider, que nada mais é do que uma garantia que o sistema estd sendo governado pelo
"melhor lider". Para isto definimos um funcional em sua funcao que possibilita com

ajuda de alguns resultados de teoria de dualidade a chegada da sua otimalidade.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Faremos neste capitulo algumas definicoes de conceitos bésicos, resultados sobre
teoria das distribuicoes e andlise funcional que serao de fundamental importancia para

a continuidade deste trabalho.

1.1 Espacos funcionais

Dados €2 C R™ um aberto e uma funcao continua f :  — R, definimos por suporte
de f, e denotamos por supp(f), o fecho em € do conjunto {x € Q; f (x) # 0}. Assim,
supp(f) é um subconjunto fechado de €.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o« = (v, ..., ay, ) € denominada um multi-indice
e sua ordem ¢ definida por |a| = oy + ... + au,.

Representa-se por D o operador derivacao de ordem |«/, isto é,

olal
_Da = 5 a 4 -
0.0z
Para a = (0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Por C§° (2) denota-se o espago vetorial, com as operacoes usuais, das fungoes

infinitamente diferencidveis definidas e com suporte compacto em ().

Citemos um exemplo clédssico de uma funcdo de Cg° (2).



Exemplo 1.1 Seja Q@ C R"™ um aberto tal que B; (0) = {z € R™;||z||g. <1} C €.
Consideremos f : 0 — R, tal que
1
ellsl’=1  se ||z||g. < 1,
flx) =
0; s€ ||x||R” Z 17
1
n 2
onde © = (x1,...,x,) € ||2]|gn = (Zazf) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que
i=1

[ € C=(Q) e supp(f) = B1(0) é compacto, isto ¢, [ € Cg° ().

Definigao 1.2 Seja 2 um aberto do R™. Uma sequéncia (¢n), oy em Cg° () converge

para @ em C§° (R2), quando as sequintes condigoes forem satisfeitas :
(1) Eziste um compacto K de 2 tal que supp(p) C K e supp(¢,) C K, Vn € N,
(ii) D*p, — D%p uniformemente em K, para todo multi-indice c.

O espago C§° (£2), munido da nogao de convergéncia acima definida serd denotado

por D (Q2) e denominado de Espago das Fungoes Testes sobre 2.

Observacao 1.3 E possivel munir Ce° (2) com uma topologia de forma que a nogao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela definicao acima.

Uma distribuigdo (escalar) sobre €2 é todo funcional continuo sobre D (£2). Mais
precisamente, uma distribui¢ao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(1) T (ap+pyY) = aT (o) + BT (¢), Va,8 € R eV, ¢ € D(Q),

(ii) T é continua, isto é, se (@), g converge para ¢ em D (Q), entdo (T (¢n)),cr

converge para T (¢) em R.

Denotaremos o valor da distribui¢do 7' em ¢ por (T, ¢). D’ (£2) é o conjunto de
todas as distribuigoes sobre 2, que por sua vez é um espaco vetorial com as operacoes

usuais.



Os exemplos a seguir desempenham um papel fundamental na teoria de distribui¢oes

escalares.

Exemplo 1.4 Sejau € L. (). O funcional T, : D () — R, definido por

loc

(Tu, ) = /QU () ¢ (x) dx.

¢ uma distribuicao sobre Q0 univocamente determinada por u (ver [16]). Por esta
razao, identifica-se u & distribuicao T, por ela definida e, desta maneira, L}, (Q) serd

loc

identificado a uma parte propia de D' (£2).
Exemplo 1.5 Consideremos 0 € € e o funcional dy : D (Q2) — R, definido por

(00, 0) = ¢ (0)

0o € uma distribuicao sobre ). Além disso, mostra-se que g nao é definido por uma

fungao de L}, (Q), isto é, naio existe f € L} (Q) tal que (&, 0) = /fgo

loc loc

Definigcao 1.6 Diz-se que uma sequéncia (1,),. em D' (Q) converge para T em
D' (), quando a sequéncia numérica ((Tr,¢)),cy convergir para (T,¢) em R, para

toda ¢ € D (Q).

Definicao 1.7 Sejam T uma distribuicao sobre ) e o um multi-indice. A derivada
DT (no sentido das distribuicées) de ordem |«| de T é o funcional definido em D (£2)
por

(DT, ) = (-1)(T, D) , ¥p € D(Q)

Observagao 1.1.0.1 Como consequéncia da definicio acima temos que cada

distribuicao T sobre §) possui derivadas de todas as ordens.

Observacao 1.1.0.2 D*T ¢é uma distribuicao sobre Q, logo T € D' (). De fato,
pois DT ¢ linear. Para a continuidade, consideremos (py,), oy convergindo para ¢ em
D (). Dat, (DT, ) — (DT, )| < (T, D*p, — D*p)| — 0, quando n — oo.

Observagao 1.1.0.3 A aplicagio D* : D' (Q) — D' () tal que T — DT ¢ linear e

continua no sentido da convergéncia definida em D' ().



1.2 Espacos de Sobolev

Falemos agora um pouco sobre os Espagos de Sobolev e algumas de suas propriedades
bésicas. Esses espacos sao definidos sobre um dominio 2 C R" e sao subespacos de
varios espagos LP ().

Dado um nimero inteiro m > 0, por W™? (), 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m sobre (2, isto é, o espago vetorial das (classes de) fungdes u € L (£2)
tais que D*u € LP (Q2), para todo multi-indice «, com |a| < m.

Munido da norma

HUHWm,p(Q) = Z / |D% (x)[Pdz | , quando 1 < p < o0
Q

la[<m

[l ymoo () = Z sup gss | D% (x)| , quando p = oo,
la]<m Te
os espagos de Sobolev W™ () sao espagos de Banach (vide [17]).

Dado um espaco de Banach X, denotaremos por C ([0,7]; X) o espaco de Banach
das fungdes u, definidas em [0, 7], com valores em X que sao continuas em [0, 7], cuja

norma é definida por

lullo = sup [|u(t)]]x-
te[0,7

Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7, X), 1 < p < 00, 0 espago
de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em |0,7 com valores em X, que s@o

fortemente mensuraveis e ||u (¢)|[ € integravel a Lebesgue em ]0, 7], com a norma

e ®llor = ( [ ol dt);

Por L> (0,T; X) representa-se o espago de Bamach das classes de fungoes u, definidas
em |0, 7| com valores em X, que sao fortemente mensurdveis e ||u (¢)|| possui supremo
essencial finito em (0,7"), com a norma

[ (O)]] oo 0.7,x) = sup ess [[u ()| -
te(0,7)



Observagao 1.2.0.4 Quandop =2 e X é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T; X)

é um espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u,v) _ /0 (w () v (), dt.

L2(0.T;X)

Se X ¢é separdvel, entdo podemos identificar

[LP(0,T; X)]' =~ L (0,T; X"),
onde ]lj + é = 1. Quando p = 1, identicamos

[L'(0,T; X)) ~ L= (0,T; X") .
FEssas identificagoes encontram-se detalhadamente em [15].

O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7') em X é denominado

de Espacos das Distribuigoes Vetoriais sobre (0,7") com valores em X e denominado de

D' (0,T; X).

Defini¢ao 1.8 Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribui¢ao vetorial sobre |0, T[ com valores em X dada por

ars n d"p
<W’§0> - (_1) <S, W>7 VQO € D(O,T) .

Exzemplo 1.9 Dados v € LP(0,7;X), 1 < p < o0, ¢ € D(0,T) a aplicagao
T, :D(0,T) — X, definida por

T, (o) = / wlt) o (1) dt,

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T),
logo uma distribuicao vetorial. A aplicagao u — T, é injetiva, de maneira que podemos

identificar u com T, e, neste sentido, temos L* (0,T; X) C D' (0,T; X).
Para 1 < p < oo, consideremos o espago
WP (0,T; X) = {ue LP(0,T; X);u? € L7 (0,T;X), j =1,...,m},

10



onde u") representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. Com

a norma

(Z |[ut? (t)HLP(O,T;X)> 1= p <oo,
=0

||U||Wm,p(o,T;X) = m

) (¢ =
") 2 e Ol p =00,

WP (0,T; X) é um espago de Banach.

=0

O espaco
W™ (0,75 X) = {u e W™ (0,T;X);u(0) = u(T) = 0}
representa o fecho de D (0,7; X') com a norma de W™? (0,T; X).

Observagao 1.10 Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, o espago W™ (0,T; X)

serd chamado por H™ (0,T; X), que munido do produto interno

m

(U, U)H"L(O,T;X) = Z (u(J)’ v(j))L2(O,T;X)
j=0

¢ um espago de Hilbert. Chama-se por HJ' (0, T;X) o fecho, em H™ (0,7;X) de
D(0,7;X) e por H-™(0,T; X) o dual topoldgico de HJ* (0,T; X).

1.3 Principais resultados

Lema 1.11 (Gronwall) Sejam ¢, : [a,b] — R continuas nao negativas e seja a > 0.

Se
et <at [ o(s)v(s)ds
entao
v (t) < aexp (/ w(s)ds) , Vit € [a,b].
Demonstracao: Ver [6]. |

1 1
Lema 1.12 (Desigualdade de Young) Sejam p > 1,q > 1 tal que — + — = 1. Entdo
P q

1 1
ab< —a’ 4+ -b*, YVa>0, Vb>0.
p q
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Demonstragao: Ver [2]. |

1 1
Lema 1.13 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q2) e g € L4(R2), com — + - =1

p g
el <p<oo. Entio f,ge L'(Q) e
[ 1591 < 1500y 19y
Demonstragao: Veja [2]. |

Lema 1.14 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que ) é um aberto e limitado.

Entao, existe uma constante C' (dependendo de ) e de p) tal que:
lull oy < ClIVUll oy » ¥ u€WgP(), (1<p<o0).

. ~ ) 1 :
Em particular, a expressao ||Vul|;, ¢ uma norma em W;,”(Q), equivalente a norma

[lullywi0)-

Demonstragao: Ver [2]. |

Lema 1.15 (Imersao de Sobolev) Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira T

reqular.

2
i) Se n > 2m, entao H™ () — L? (), onde p € [1, n }
n—2m
ii) Se n = 2m, entdao H™ (2) — L? (2), onde p € [1,+o0|.
iii) Sen=1em > 1, entdo W™P (Q) — L™ (Q).

Demonstragao: Ver [2]. |

Teorema 1.16 (Banach-Alaouglu-Bourbaki): Seja E é um espago de Banach e E' o
seu dual topoldgico. O conjunto By = {f cE| flL 1} é compacto na topologia
fraca * o (E', E).

Demonstracao: Ver [2]. |
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Lema 1.17 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (). Entdo

loc
/Qu(x)gp(x)dx =0, VoeDQ)
se, e somente se, u = 0 quase sempre em (2.
Demonstracao: Ver [16]. |

Teorema 1.18 Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y ewu € LP(0,T;X),
' € LP(0,T;Y), 1 <p< oo, entiou € C°([0,T];Y).

Demonstragao: Ver [2]. [

Teorema 1.19 Sejap '+ ¢ ' =1. Sejamu € L1(0,T; X' )=E" ev e LP(0,T;X) =

E, entdo (u,v)p p = fOT (u(t),v(t))x x dt.

Demonstracao: Ver [2]. |

Teorema 1.20 (Gauss-Green) Se u € C'(Q), entio / Uy, dr = / uv'dl;
Q r

(it=1,...n).

Demonstracao: Ver [2]. |

Teorema 1.21 (Férmulas de Green)

a) Se y € H?(Q), entao /V’qudx = —/A’yud:ﬂ + /%udF ,Vu e H (Q).
Q Q r

b) Se u,y € H*(Q), entao /

(Ayu — yAu)dr = / (g—Zu — Suy)dl , Yu € H' ().
Q o0

Demonstragao: Ver [2]. [

Teorema 1.22 (Representacio de Riesz) Sejam 1 < p < oo e p € (LP) .Entdo, existe

um tinico v € L9, onde p~' + ¢t =1, tal que

(. f) —/uf,vfeLp-

Além disso, se verifica

[l o = [lell 2oy -
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Demonstragao: Ver [2]. |

Teorema 1.23 (Regularidade) Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira reqular

[ de classe C?%. Sejam também f € L? () ew € H} (Q) tal que

/Vquodx—l— /ugodx = /fgodx, Vo € Hy ().
0 Q 0

Entao, w € H*(Q) e ||[ull g2y < C | fll 20> onde C é uma constante que s6 depende

de Q.
Demonstragao: Ver [2]. |

Definigao 1.24 Uma forma bilinear a : H x H — R é coerciva se existe a > 0 tal que
a(u,u) > ollul|®, Yue H

Teorema 1.25 (Laz-Milgran) Seja a (u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva.

Entao, para todo f € H' (espago dual de H) existe w € H tnico tal que
a(u,v) = (f,v), Vv e H.
Além disso, se a é simétrica, entdao u se caracteriza pela pela propriedade

weH e %a(u,u)— (f, ) :min{%a(v,v)— (f,v>}

veH

Demonstragao: Ver [2]. |

Teorema 1.26 (Fenchel-Rockafellar) Sejam X eY espagos de Hilbert, A € L(X,Y),
f: X —>RU{co} eg:Y — RU{o0} fungdes semicontinuas inferiormente e convezxas.
Seja

v= il [f () + g (An)] e’ = inf [ (~A'g + " (4))],

qeEY'*
onde f* é a conjugada de f e é dada por f*(p) = sup[(p,x)— f(x)]. Se 0 €

int [A(D () — D (g)], entiio: -

i) v+0v* =0,
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ii) Existe ¢’ € Y* tal que f* (—=A*¢) + ¢* (¢) = v*.

Teorema 1.27 Seja F' uma fung¢ao Gateaux-diferencidvel tal que FF : A C V — R,

onde A é convexro. Entao, sio equivalentes as sequintes afirmacoes:
i) F ¢é convezo sobre A;
ii) F(v) > F(u) — (F'(u),v—u), Yu,v € A;
Analogamente, sao equivalentes as sequintes afirmagoes:
iii) F' é estritamente convexo sobre A;
iv) F(v) > F(u) — (F'(u),v—u), Yu,v € A.
Demonstracao: Ver [5]. |

Teorema 1.28 Admitamos que o funcional é convexo e Gateauz-diferencidvel com

derivada continua F'. Entao, se u € X as trés sequintes condi¢oes sao equivalentes:
. ) ~ f T

i) u é solugao de inf (u)

ii) (F'(u),v—u) >0, Yve X

iii) (F' (v),v—u) >0, Vv e X.

Demonstragao: Ver [5]. |

Teorema 1.29 Seja E um espago reflexivo e ¢ : E — (—00,400) é convera, coerciva
e semicontinua inferiormente, entao @ possui um ponto de minimo global. Se ¢ é

estritamente convexa, entao este ponto é unico.

Demonstragao: Ver [5]. |
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Teorema 1.30 Admitamos que a € L™ (2 x (0,T)) eb € (L>® (2 x (0,7)))". Seja

o’ € L*(Q) tal que ¢ é a solugdo do sistema

—pr—Ap+ap—div(bp) =0 em Q,
=0 sobre X,
p(T)=¢" em Q,

que satisfaca o =0 em w x (0,T). Entdo, necessariamente, p° =

Demonstracao: Ver [8]. |
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Capitulo 2

Existéncia e unicidade de solucao

Neste capitulo apresentamos a formulacao do problema que serd utilizada ao longo
deste trabalho e encontramos a existéncia e unicidade de solugao (fraca) para um sistema
associado a equagao do calor. A fim de nao sermos repetitivos, consideremos sempre
1=1,2.

Consideramos a equagcao do calor
Yy — Ay =vx + wix1 +wax2 em Q, (2.1)

onde x é a funcao caracterfstica de O C (), x; é a funcao caracteristica de O; C (9,
v = (x,t) é o controle globalmente distribuido em O, w; = (x,t) é o controle localmente
distribuido em O;.

O estado inicial é dado por
y(,0)=3"(x) em Q (2.2)

e condicao de fronteira é

y =0 sobre X. (2.3)

Como jé foi mencionado, os respectivos controles locais atuam préximos de suas
localizagoes, fazendo-se necessdria a introdugao de fungdes p; € L™ (), distribuida em

O; C Q, como foi definida em (3).
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Definamos o funcional custo .J; por

1 /7 ;
Ji (v, wy, we) = 5/ /wfdxdt + % lpi (y (-, T;0,w) — yT)HQ, (2.4)
0 Ja

onde w = {wy,wy}, ||.|| representa a norma em L? (), a; é uma constante positiva

dada,

| pi (y (\T;v,w) — yT) H ¢ a medida da "distancia localizada" entre o estado em
que o lago se encontra no tempo 7 e o estado ideal y’. Nosso objetivo é fazer com
que essa medida seja bem pequena, pois isto indica que o sistema encontra-se muito
préximo do desejado, através da controlabilidade aproximada.

Os controles locais wy, wy, assumindo que o lider v € L? (O x (0,T)) tenha feito
a sua escolha, tentarao encontrar um equilibrio de Nash para seus funcionais .J;, Js
de maneira a minimizar os seus custos, ou seja, eles procurdo encontrar w; = wy (v),

wy = ws (v), de modo que

Jl (U7w17w2) S Jl (1}7@171‘02)7 Vﬁ)\l € L2 (017 (O,T)),

(2.5)
JQ (Uywla w2) S J2 ('U, wla/&;Q) ) V@Q € L2 (OQa (Oa T)) .

Antes de estudarmos o problema de controle para o sistema (2.1) — (2.3),

analisaremos, na préxima secao, a existéncia e unicidade para tal sistema.

2.1 Solucao fraca para a equacao do calor

Nosso objetivo nesta se¢do é mostrar que o sistema (2.1) — (2.3) possui solucéo
y (-, t;v, W), e esta é dnica.
Para simplificarmos a notacao, fagamos f = vy +w; (v) x1+ w2 (v) X2, considerando
o problema:
y—Ay=[f em Q,
y =0 sobre X, (2.6)
y(-,0) =y em Q.
Deste modo, enunciemos o resultado que garante a existéncia e unicidade de solucao

fraca para o problema (2.6).
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Teorema 2.1 Dados y° € L? (Q) e f € L*(Q) existe uma tnica y tal que

L.y € L*(0,T; Hy () N C°([0, TT; L? (Q));

d
Codt

3. y(0) =y".

2 (y (t),v) + ((y(t),v)) = (f,v), para toda v € H} (Q), no sentido de D' (0, T);

Demonstracgao:
Existéncia. Vamos utilizar o método de Faedo-Galerkin. FEste método consiste em
trés etapas:

1) Construgao de solugoes aproximadas em um espago de dimensao finita;

2) Obtengao de estimativas a priori para as solugoes aproximadas;

3) Passagem ao limite das solugbes aproximadas.
Solugoes aproximadas.

Sendo H} (2) separdvel, existe uma base Hilbertiana {w, }jen de vetores de H; (Q).
Seja V,, = [wy,ws,...,w,| o conjunto gerado pelos m primeiros vetores dessa base.

Queremos encontrar uma "solugao aproximada" da forma

o (1) = f:lgjm () w; (x),

tal que os gjns satisfagcam o sequinte sistema de equacoes diferenciais ordindrias:

(W (8),0) + (W™ (1), 0)) = (F (), 0), Vo€V,

(2.7)
Ym (0) =y, — y° em L*(Q).

Notemos que a convergéncia (2.7), faz sentido pela densidade de V;, em L?(Q2). Para
simplicar os cédlculos, vamos considerar a base {w; } ;. ortogonal em H, 4(£2) e ortonomal

em L?(Q). Assim sendo, o sistema (2.7) reduz-se a

g;m <t> + HwJH gjm <t> = fjm7 .] = 17 ey 10,

cuja solucao g; (t) obtemos explicitamente para 0 < ¢ < T
De fato, seja

Yy 4oy =1 (2.8)
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onde y =y (t), z = x (t) e x1 = 21 (t). Analisemos os seguintes casos:
1) Para z; = 0, temos 3’ + zy = 0, donde % = —zx. Portanto
T
Y= ce_fo mdt.
fT
2) Para x1 # 0, temos ¢ + xy = x;. Sabendo que u = e~ Jo vt & solucao particular

(Caso 1), fagamos a mudancga de varidvel
Y= uz, (2.9)

onde z ¢é escolhido de modo que y seja solugao do Caso 2. Notemos que y' = v’z + uz/,
sendo v’ + zu = 0.

Substituindo (2.9) em (2.8), obtemos
u'z+ud 4+ zuzr = 24,

o que implica em

(v + zu) z + uz’ = x1.

Portanto uz' = 1 e z = fOT%dt +¢. Sendo z = £, segue que
yzu(fOT%diH—c) .
Estimativas.
Considerando v = y,, (t) € V;, em (2.7), e integrando de 0 a ¢ obtemos
1 td t t
3 [ G T ) Pdst [ o) 17 ds= [ () um (5D,
0 0 0

0 que nos da

3 1@ P+ [ ) P ds= [ GGl Vs 5 [0 P (210

Por outro lado, notemos que utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young,

obtemos

/0 | (F(5),ym () | ds < / | £(5) 1) g (5) | ds
<5 [ O F 5[ T F s
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Aplicando a ultima desigualdade em (2.10) segue que
1 t
3 1 0P [ (5) (211)
1t 2 1t 2 Lo
<[ 1R P st [ o) Pds o o0 P
0 0
Assim, como y°, — 3% em H} (Q) e f € L?(0,T; L*(Q)) obtemos de (2.11) que
1 2 ' 2 1t 2
Sl @O+ [ Nym(s) [Fds < K+o [ [ym(s) [, (2.12)
0 0
onde K > 0, independe de m. Aplicando o Lema de Gronwall em (2.12) temos
1 2 ' 2
5 Ly @) 7+ i | ym (s) I ds < C, (2.13)

onde C' > 0 independe de m. A estimativa pdde ser realizada pois a solugao v, (t)
existe em [0, T, para T' > 0.
Passagem ao Limite.

Segue de (2.13) que

(ym) € limitada em L (0,T; L*(Q)) (2.14)

(ym) € limitada em L* (0,T; Hy (Q)) . (2.15)

De (2.14), (2.15) e o Teorema de Banach-Alaouglu-Bourbaki, podemos deduzir que

existe uma subsequéncia de (y,,), ainda denotada do mesmo modo, tal que

Ym — y em L™ (0,T; L* (Q)) (2.16)

Ym — y em L? (0, T; H) (Q)) . (2.17)

Multipliquemos (2.7), por 6 € D (0,7') e integremos em (0,7"). Assim

/Oi(ym(t),v)e(t)dw/o ((ym(t),v))G(t)dt:/o (f (t),0) 0 (¢) dt.
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Tntegrando por partes, segte que
@000~ [ n 0,00 Qs [ (@) 000 a= [ 70000,
o que implica
[ @00 @+ [ (a0 (2.15)
:/OT(f(t),v)é’(t)dt, Vo € V.
Fazendo em (2.18) m — oo e usando as convergéncias (2.16), (2.17) deduzimos que
-/ L), 0 @+ / ((y (9),0) 6 (1) (2.19)
:/OT<f<t>,v>e<t>dt, vo e HL(9),

uma vez que V,, ¢ denso em H}(Q). De (2.19) temos

—((y(t),v),0 (t)>D’(0,T),D(0,T)+<((y<t) ,v)), 0 (t>>D’(0,T),D(O,T) =((f(t),v),0 (t)>D'(0,T),D(O,T) )

o que implica

(5 00+ ()0 - (£ 0).0).0) ~0, Yoe H}(Q), WeDOT),
D’(0,7),D(0,T)
ou seja, .

Llw®).0)+ (1)) = (0 .0), Yo e H @), (2.20)

no sentido de D’ (0, 7).
Condicoes Iniciais.

Para as condicoes iniciais devemos encontrar o espaco ao qual y’ pertence, para que
possamos garantir que y estd realmente definida em ¢ = 0 (ver Teorema 1.18). De fato,
mostraremos que y' € L (0,T; H~'(Q)).

Segue por (2.20) que, tomando em particular v € D (),

(v (t) 7U>D’(Q),D(Q) — (Ay, U>D/(Q),D(Q) =(f () 7U>D’(Q)7’D(Q) , YveD(Q),
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no sentido de D’ (0, 7)), isto é,

(' (t) —Ay—f () a@p/(g)p(g) =0, YweD(Q),

no sentido de D’ (0, 7).

Portanto

y —Ay=f em D(Q). (2.21)
Como —A € L(H}Q),H*(Q)) ey € L?*(0,T;H;(Q)), temos que —Ay €
[2(0,T: H-' (Q)). Assim

y=f+AyeL?(0,T;L* () +L*(0,T; H(Q) — L* (0,T; H'(Q) . (2.22)

Dessa forma, por (2.15), (2.22) e o Teorema 1.18, deduzimos que y €
C°([0,T); H 1 (Q)) e, portanto, faz sentido calcular y no ponto t = 0.

Notemos que de (2.17) temos
(Ym> w) — (y,w), Yw € L*(0,T; L* (Q)), (2.23)

ou seja,
T T
| @ e~ [ @ (221)
0 0
Em particular, a tltima convergéncia é valida para w = vf, onde 0 € C'([0,T]) e

v € H} (). Desta forma, podemos reescrever (2.24) da seguinte maneira:

/O(ym(t),v)G(t)dte/o (y(t),v)0 (), Yoe Hy () e e C ([0,T]).

com #(0)=1e6(T)=0. Logo

/Oé(ym(t),vw(t)dte/o & w000 (),

o que integrando por partes nos da

—/0 (U (6) ) (1)t + (g (1) ,0) O (D] — —/0 (y(t),0) 8 (D) di+ (y (), 0) 0 (D)L,

ou seja,

() - / (4o (1) . 0) 0 (1) dt — — (4 (0) ) / (v (1), 0)0 (t)dt.  (2.25)
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Notemos que de (2.17) vale a seguinte convergéncia:

/OT(ym(t) )0 (t)dt — /OT(y(t),v)Q'(t)dt Vv e HE (Q), V8 e CH([0,T]).
E mais, segue de (2.25) que
(ym,v) = (y(0),v), Yo € Hy (). (2.26)
Por outro lado, temos que 3%, — y° em L? (), o que implica
(ym,v) = (v°,0) , Yo € L* () (2.27)
(o que faz sentido, pois Hj () — L*(Q)).
De (2.26), (2.27) e a unicidade do limite, podemos concluir que
(y(0),v) = (¥°,v) , Vv € L* (),
o que implica y (0) = °.
Unicidade.

Consideremos y e y solucoes do problema (2.1) — (2.3). Seja w = y — ¥, entao temos

que w € L?(0,T; Hy () e w’ € L2(0,T; H' () e satisfaz o seguinte sistema:

w —Aw=0 em Q,
w (t) =0 sobre X, (2.28)
w(0)=0 em £

Mostraremos que w = 0. De fato, notemos que

(w' — Aw, w>L2(07T;H*1(Q));L2(OaT%Hé(Q)) =90,

o que implica

/0 (wy (s),w (s)) ds + /0 ((w(s),w(s)))ds = 0.

Logo
1 ¢ d 2 ¢ 2
3 el [P -o
ou seja,
t
wi)+ [ (o) ds=o.
0
Logo, w=0ey=1. [
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Capitulo 3

Equilibrio de Nash

Este capitulo é destinado ao estudo do equilibrio de Nash que busca a minimizacao
dos custos entre os seguidores. Tal estudo nos permite, a partir da existéncia e unicidade
de seguidores que oferecem custo minimo para um determinado subconjunto, que o
controle global possa atuar (por meio da controlabilidade aproximada) em todo o

dominio também com custo minimo, como podera ser visto no Teorema 4.2.

3.1 Existéncia e unicidade do equilibrio de Nash

O objetivo desta segao é fixar condicoes para existéncia e unicidade do equilibrio de
Nash.

Vamos definir os espacos de Hilbert
Hi=L*(O; x (0,T)) (i=1,2), H=H; x Ha, (3.1)
e os operadores
Lie L(H; L* (), Lwi=y(T) (i=1,2), (3.2)
onde y; (i =1,2) é a solucao do seguinte sistema:

Z/g — Ay; = wix; em @,
y; =0 sobre X, (3.3)
¥;(0) =0 em €.
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Fixamos v € L? (O x (0,T)) e consideramos z a solugio do sistema

7 —Az=wvy em Q,
z =10 sobre X, (3.4)
2(0)=0 em .

De (3.3) e (3.4) temos que y; + y2 + z € solugdo de (2.1)-(2.3) (com dado inicial

yo = 0, isto é possivel, ja que o sistema trabalhado é linear). Assim, podemos escrever

Yy=mn+ty+2

y (T;v,w) = Liw, + Liwy + 27 (3.5)
Esta notacao nos permite escrever os funcionais J;, definidos em (2.4), sob a forma

T .
Ji(v,w1>w2):%/ /w?dwdt%—%}’m (L1w1+L2w2+ZT—yT)H2.
0 O;

T

Escrevendo y? — 27 = 5T a equacao acima torna-se

1 i
Ji (v, wi, we) = 3 ||will3,, + % || pi (Lywy + Lows — 77T)H2'

Se w ={wy,ws} € H é um equilibrio de Nash para os funcionais .J;, entao a equagao

de Euler-Lagrange é satisfeita, isto é,

(w;, @)H + oy (pi (L1w1 + Lowsy — T]T) ,piLi@i) =0, i=1,2, Yw; € H,, (3.6)
que é equivalente a

(Wi, Wi)gy, + (P} (y (-, Ty0,w) —y"), 5 (T)) =0, i=1,2, Vi, € H,. (3.7)

De fato, sendo o equilibrio de Nash um ponto de minimo do funcional J;, segue que a

derivada de Gateaux neste ponto é zero. Calculemos esta derivada.
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Notemos que

lim— [ / / wz—i-zzwZ — w; ]dxdt} = lim— [ / / w + 2w;ew; + €2 w — w; )dmdt}
e—0¢g e—=0¢e
= lim— [ / / 2wzwz + ew; ) dxdt]
e—0¢g
= hr% l / / 2w;w; + W3 ) dxdt]
o Jo;

e que
i |5 [ @)+ 0] - Vo= 5 [ 2 o0 -0

=m0 | ([ (1) =) 22 [ (1) = 7] 5 (1) + 2321 = [y (D) — ") o
:%é? e {2 [y (1) —y"] §: (T) + g2 (1)} dr

= lim <! | p? {2 [y (T) = "] 5 (T) + 52 (1)} de

onde ¥; € solucao de (3.3). Dessa forma pelo que foi dito anteriormente, temos (3.15).

Voltando a (3.6), temos que esta igualdade implica em
w; + a;p? L (Llwl + Lowy — nT) =0,

onde L} € L (L*(2);H;) é o operador adjunto de L;. Logo

Assim,
2
Le L(H;H), (Lw), =w;+ L] [P? (ZLM)] , (i=1,2) (3.9)
i=1
e ainda

L (wy,wy) = (u Ly (pin") s ol (pan")) - (3.10)

Portanto, o equilibrio de Nash é obtido por meio do seguinte resultado:
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Proposicao 3.1 Admitimos o = «;, para todo i, e que a||p; — pjll oo l1Pill L) €
pequeno o suficiente, para qualquer i,j = 1,2. Entao, o operador L definido em (3.9) é
invertivel. Em particular, existe um unico equilibrio de Nash de (2.4).

Demonstragao: Para provarmos o resultado utilizaremos o Teorema de Laz-Milgram

(Teorema 1.25). Notemos que

(L (w1, wq) , (w1, w2))
= ((wl + oy L p3 (Lywy + Lows) ,wy + anLyp3 (Liw, + L2w2)) , (wy, wg)) (3.11)

= [Jwy||* + (ChL’{P% (Lywy + Lows) 7w1) + [Jwa| * + (CYQL;/é (Lywy + Lows) 7102) .
Analisemos o sequndo termo da ultima igualdade. Vejamos que

(OélLTp% (L1w1 + ngg) ,wl) = (Oélpi (L1w1 + ngg) y Llwl)
= (alp%Llwl, Llwl) -+ (Oé]_p%L2w2, Llwl) (312)

= ||,01L1w1||2 + ay (p1Lywy, p1 Lows) .

De maneira inteiramente andloga, obtemos a sequinte identidade para o quarto termo

de (3.11):
(angpg (Lywy + Lows) ,wg) = g ||p2ng2||2 + a (peLywy, paLows) . (3.13)
Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11) segue que
(L (wr,ws) , (wr,wp)) = ||wi[3, + |wall, + a (lprLaws ||* + [|poLows][*)  (3.14)
+ a (prLaiwy, p1Lows) + o (peLywy, paLows) .

Observemos que

llprLiws + poLows||* = ||prLiws ||* + 2 (p1 Lywy, poLaws) + || paLows| | . (3.15)
Substituindo (3.15) em (3.14), obtemos

(L (wy, wa) , (wy,ws)) = |||, + [[wall3, + o [lpr Lyws + paLows||”

— 2a (p1 Lawn, paLows) + o (p1Lyiwy, p1Lows)

+ a (peLywy, paLows) .
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Notemos que
— 2« (,01L1w17 ,02L2w2) + « (,01L1w1, P1L2w2) +« (p2L1w1, P2L2w2)
= a(p1Lyws, (p1 — p2) Laws) + o (p2Lows, (p2 — p1) Liws) .

Assim

(L (wy, wa) , (wr,ws)) = |||, + [[wall, + o [lpr Lyws + paLows||” (3.16)
+ a((p1 = p2) Lawsa, prLiwr) + o ((p2 — p1) Liwn, p2Lows) .
Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young obtemos
a[((p2 = p1) Liwr, paLows)| < al[pa = prl| o [|p2]loo [ L1wn ]y, [[L2ws|l5y,

< allpz = palls llpallog [l willyy, [ Lol [wally,

2 2
< Cllp2 = pull ll2lloo (lwnllzy, + [e2lliy,) -

L1l|||L
onde C = w

Dessa forma

a((p2 = p1) Lawy, paLows) > —C'||ps = pill o2l [ (w1, wo)|l7, (3.17)

Procedendo de maneira andloga, temos

a((p1 — p2) Lawa, prLiwi) > —C'{|p1 — pal|o o1l lo || (wr, wa) |3, - (3.18)

Combinando (3.16), (3.17) e (3.18), seque que

(L (w1, wa) , (w1, w2)) > [Jwn |5y, + |lwalls, + a ((p1 — p2) Laws, p1Liw:)
+ a ((p2 — p1) Lrws, p2Laws)
2 2
> [|(wy, wa)llz, = Cllpz = pall o o2l [ (wr, w2)| |3,

2
= Cllor = pallo o116 (s w2) [ -

Da7

(L (w17w2) ) (wbw?)) Z Y ||(w17w2)“3{ ’
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onde 7 = 1~ Clloz—pllyllolloe = Cllor = p2ll llmrlle > 0. uma vez que

o1 — P2l lpilloe € 1oz — pillo P2l SGo pequenos o suficiente.  Dessa maneira

2

temos que L é coercivo. Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, temos que dada

f € H emiste uma unica w € H tal que Lw =f. Em particular, tomando f =

(enLi (pin") , azLs (p3n")) tal que
(Lw), = e L; (pin") ,

entao

w; + o, L} [Pf (Lywq + L2w2)} = oLy (P?UT) ;

que é exatamente o que desejdvamos. [ |

Observagao 3.2 Para o caso de apenas um sequidor a situacdao é bem mais simples,

PpoLS

(Lw,w), = (w1 + a1 L} (piLrw1) ,w1)
= (w1, w1)y, + (a1p3 Lywy, Lyws)

= (w17w1>H1 + o (p%Llwla L1w1)
Logo, para o = «;
(Lw,w), = [[un][* + a||ps Lywn|[* = [Jwn|*,

o que 1mplica na coercividade de L.

3.2 Otimalidade dos seguidores

Mostramos na secao anterior que existe um tnico equilibrio de Nash w € H
no sentido que a condi¢do de minimo para os funcionais J; em (2.5) é satisfeita.
Mostramos também que (2.5) implica em (3.7). A reciproca ¢é verdadeira se o funcional
é estritamente convexo, conforme o Teorema 1.27.

Afirmacgao: J; é estritamente convexo.
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De fato, seja A € (0,1), w; # w; e y # y. Reescrevemos o funcional J; da seguinte

maneira;

Ji = J; (wy) + J; ()

onde Ji (wy) = 3 Ji fouidudt e J.(y) = §

pi (v (-, T;0,w) — yT)HQ. A partir disso

devemos mostrar que

Ji Ow; + (1= N @) < M; (wy) + (1= \) J; (@)

Ty + (1= N 7) < M () + (1= A) J; (3) -
Com efeito,

~

I N
Ji ()‘wi+(1_)\)wi):§/ / [)\wi+(1—>\)wi]2d;cdf;
0o Jo,
1 g 2,2 ~ 2 ~9
:—// [Nw] +2X (1 = X waw; + (1 — \)* w7 dadt
2 0 O;
T
<1// [N2w? + A (1= A) (w? + @) + (1 — \)? @] dwdt
2 Jo 0;
17 N N
z—// [N2w? + A (1= N w? + A (1= N @7 + (1 — N @7 dedt
2Jo 0;
17 N
25// A+ =N w! + (1 =2 (A +1 - ) 7] dodt
0o Jo;

1t .
_ _/ / Iw? + (1 — A) @?] ddt
2Jo Jo,

17 17
= A—/ / wldzdt + (1 — N) —/ / w?dxdt,
2Jo Jo 2Jo Jo,

ou seja,

Ti Ovw; + (1= N @;) < M; (w) + (1= A) J; (@)

De maneira inteiramente andloga calculamos J; (y). Escrevamos y? = My' +
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(1 —X)yT, assim

Ji(Ay+(1=XN)y)

S us =0 = 0" + (=) o

5 J A=) =N -y du

3 AN =y 2 =) =N (G- )

+ (=N (F—y")"

Q;

tdx

1 1,
<= Qp?{AQ(y—yT)QJr%(l—A) —(y—yT)2+5(y—yT)2

2 2

+ (1= (7 - y")}da

3 | AN =) A= (=) A=) Ty
+(1=N? (G —y") |do
= % ) Zz(y_nydx—i—(l—)\)%/ﬂp?@_y:r)%zx

=Mi(y)+ 1=\ (),

Podemos, assim, concluir que J; é um funcional estritamente convexo.

A fim de estudarmos o sistema adjunto de (2.1) —(2.3), retornamos ao sistema (3.3).

Multipliquemos, formalmente, (3.3), por p; e integremos por partes:

T T T
/ /Z/J\;pidxdt—/ /A@pidxdt :/ /@ipixidxdt. (3.19)
0o Ja 0o Ja 0o Ja

Analisemos (3.19) termo a termo.

1° termo

T T g T
/ /@’-pida:dt = // — (Yip:) dadt —/ /@pgda:dt
0 Jo alo dt o Jo

o que implica

- [ 6@ @ -5 po)d- | ' [t

T T
/ / yipidrdt = / Ui (T) p; (T) dz — / / yipidxdt, (3.20)
0 Q Q 0 Q
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uma vez que ¥; (0) = 0.

T T a/\
—/ /A/y}pidxdt :/ /V@}Vpidxdt—/ pidldt.
0o Jo 0o Jo 81/

Observemos que

T T o,
/ /V@Vpidxdt = —/ /@Apidxdt + | ==7;dDdt.
0o Jo 0o Ja 5 Ov

Como 7; = 0 sobre X, entao

T T ag//\
—/ /A@pidxdt = —/ /@'Apidxdt — " pidDldt. (3.21)
0 Jao 0 Jao s Ov

Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.19) teremos

/yZ ) pi ( daz—i—/ /yZ — Ap;)dzdt— /%pidl“dt :/ /@ipixida:dt. (3.22)
5 Ov o Ja

Consideremos p; a solugao do seguinte sistema adjunto:

2° termo

—pi —Api =0 em Q,

pi =0 sobre X, (3.23)

pi(T) = p} () (y (- Tyv,w) —y") em Q.
Notemos que o sistema (3.23) é do tipo (2.6), bastando fazer a mudanga de varidvel
t+— T —t. Assim, como p? (-) (y (-, T;v,w) — y*) € L*(Q), segue pelo Teorema 2.1 que
o sistema (3.23) tem tinica solugao na classe p; € L? (0,T; Hy ())NC° ([0,T]; L? (Q2)).

Dessa forma, segue de (3.22) que

T
Q 0 JQ

T
/Pz2 () (y (- Ty0,w) —y") Gidz :/ /@ipixidxdt. (3.24)
Q 0o Ja

Comparando (3.7) e (3.24) obtemos

T T
0 JO; 0 JO;

2

ou ainda
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o que implica
T
/ / (s + w;) @idadt — 0, Yi; € L2 (O; x (0,T))
0 O;

e, portanto,

w; = —a;p; em O; x (0,T). (3.26)

Substituindo (3.26) em (2.1) obtemos
/
Y — Ay + aipixa + aapaxz = vx.
Resumindo, se w = {wy, wy} é um equilibrio de Nash, temos

Y — Ay + aipixa + aapaxe = vy em Q,
y =0 sobre X, (3.27)
y(0)=0 em 9,

onde p; (i =1,2) é solugdo do seguinte sistema:

—p—Ap; =0 em Q,
p;i =0 sobre X, (3.28)
pi (- T) =9} () (y (. Tsv,w) —y") em Q.
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Capitulo 4

Controlabilidade aproximada e

otimalidade do lider

Neste capitulo estudaremos a controlabilidade aproximada para o problema (2.1) —

(2.3), uma vez que jd temos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash w = {wy.ws}.

Definigao 4.1 O sistema (2.1) — (2.3) é aproximadamente controldvel no tempo
T > 0 se, para todo € > 0 e para todo y* € L?(Q), existe v € L*(Q), tal que a solugio
y=1y(-t,v) do sistema (2.1) — (2.3), satisfaz

‘y (-, T;v) — yT| < e. (4.1)

Em outras palavras, pela definicao anterior, garantir que todo o sistema esteja
sendo controlado é equivalente a mostrar que o conjunto descrito por y (-, 7;v) é denso
em L? (), quando v € L? (O x (0,T)). Faremos isso na préxima segdo por meio de
argumentos de andlise funcional e resultados de continuagao tnica.

Ainda neste capitulo (Segao 4.2), estudaremos a otimalidade do lider, isto é,
mostraremos que o sistema possui o "melhor lider", no sentido daquele que oferece

0 menor custo.
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4.1 Controlabilidade aproximada

A controlabilidade aproximada para o sistema (2.1) — (2.3) é garantida pelo seguinte

resultado:

Teorema 4.2 Admitamos que o conjunto de inequagoes (2.5) admite uma tunica solu¢ao
(um equilibrio de Nash w). Entdo, quando v € L*(O x (0,T)), as fungdes y =
y (-, T;v,w), onde y é solugao de (2.1) — (2.3), descrevem um subconjunto denso de
L? ().

O Teorema 4.2 nos diz que existe controlabilidade aproximada do sistema quando

uma estratégia do tipo de Stackelberg-Nash é sequida.

A fim de simplificar os cédlculos, admitiremos, sem perda de generalidade, que y? = 0
em (3.28). Isto é possivel uma vez que o sistema considerado é linear. De fato,
decompondo as solucoes y e p; de (3.27) e (3.28) em y = Z+V e p; = hi + qi,

onde Z resolve
7' — AZ + arhix1 + ashoxo =0 em Q,

Z =0 sobre X, (4.2)
Z(-,0)=0em Q,

em que h; é solucao de
—hl— Ah; =0 em Q,

h; =0 sobre X, (4.3)
hi(T) = p} (Z (-, Ty0,w) —y") em Q.

e V resolve
V' — AV + a1q1x1 + a2gaxe = vx em @,

V =0 sobre X, (4.4)
V(,0)=0 em €,
onde ¢; é solucao de
—q; —Ag; =0 em Q,
q; =0 sobre X, (4.5)
¢ (T)=pV (-, T;v,w) em Q.
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Notemos que a soma dos sistemas (4.2) e (4.4) resulta em (3.27), assim como a soma
de (4.3) e (4.5) resulta em (3.28). Portanto, segue que controlar (3.27) ¢ equivalente a
controlar o sistema (4.4), uma vez que y = V + Z, e o controle nao atua no sistema
(4.2).
Com esta consideragao, voltemos ao Teorema 4.2.

Demonstragao: [Prova do Teorema 4.2] Para provar a densidade, suponhamos f
dada em L% (Q) tal que

(y (-, T5v), f) = 0. (4.6)
Nosso objetivo é mostrar que f = 0, este argumento implica na densidade de y (-, T'; v, w)
em L* (Q) para todov € L? (O x (0,T)). Isto ¢ uma consequéncia do Teorema de Hanh-
Banach (ver [2]).

Vamos introduzir a solucao ¢ do sistema adjunto

—¢'—Ap=0 em Q,

¢ =0 sobre X, (4.7)

0 (T) = f+ 1 (T) pi + b2 (T) p3 em Q,

onde v; (i = 1,2) é solugao de

Vi — Ay = —aipx; em Q,
1; =0 sobre X, (4.8)
¥; (0) =0 em Q.

Multipliquemos a primeira equacao de (4.7) por y e integremos em (). Assim

/ e / | Apyazit ~o. (49)

De maneira inteiramente andloga ao que foi feito aos cdlculos da equacao (3.19), (4.9)

torna-se

—/QQD(T)y(T)dan/ng(())y(O)dx%—/UT/Qgpy’dxdt—/OT/ngAydmdt.

Como y (0) = 0, obtemos

T T
—/gp(T)y(T) —I—/ /goy'd:vdt —/ /apAydxdt =0.
Q o Ja 0 Jo



Usando (4.7), na tltima igualdade segue que

- / (f + 1 (T) 92 + s (T) 02)  (T) de + / / o — Ay)dedt =0, (4.10)

Por outro lado, multiplicando (4.8), por p; e integrando por partes em () obtemos

/ W) dodt / / Gipldadt — / / Yibpidadt = / / coppoxadrdt.

/% pz dﬂf— /¢z pz dl‘—/ /Q/szzdﬁdt—/ /szpzdxdt
—/ /aicppixidxdt.
0 Q

Como p; (0) = 0, temos

T T T
/l/h‘ (T) p; (T) dx —/ /wip;dasdt —/ /wiApid:vdt = —/ /aigppixidxdt,
Q o Ja o Ja 0o Ja

e, portanto,

/% Ypi (T dx+/ /% — Ap;) dxdt = / /azgoplxzd:vdt (4.11)

Somando (4.10) e (4.11) termo a termo, obtemos a igualdade

—/Q<f+w1 <T>p%+w2<T>p§)y<T>dx+/0 /wa'—Ay)da:dt
T / (61 (T) pa (T) + s (T) ps (T))de + / / Ui (opi— Ap)dadt  (4.12)

T
—/ /Oéz‘@pz‘Xidxdt;
o Jao

a qual é equivalente a

T
—/fy(T)dx+/ /(pvxd:pdt:(), Yo e L? (O x(0,7)).
Q o Jao

Portanto, se (4.6) ocorre, entao

T
/ /gpvxd:z:dt:O, Yo € L* (O x (0,7)),
0o Ja
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o que implica

T
/ /govdxdt =0, Yv e L* (0 x (0,7))
0o Jo

=0 em Ox(0,7). (4.13)

Combinando (4.13) e o resultado de continuacdo unica para a equagdo do calor,
(Teorema 1.30) segue que

=0 em Q. (4.14)

Substituindo (4.14) em (4.8), concluimos da unicidade de solugbes que

wZZO em Q

Dessa forma, de (4.7), e (4.14), deduzimos que f = 0 e chegamos ao resultado desejado.
[ |

J4 mencionamos neste trabalho que um dos nossos maiores interesses é a
minimizacao de custos. Por isso indagamos se o lider, que até entao trabalhamos, oferece
exatamente o que buscamos. Dedicaremos a préxima secao a obtencao da otimalidade

do lider, ou seja, garantia de que existe um lider v que oferece custo minimo.

4.2 Otimalidade para o lider

Definamos o funcional
1

J(v) = —/ v2dxdt
2 Joxo,m)

e, entao, consideremos o seguinte problema de minimizacao

inf J (v)
(4.15)
sujeito a y (T,v) € yT +eB,

onde € > 0 ¢ um mimero real dado, B = B (0,1) é a bola unitdria de L? () e y (v) é a
tnica solucao do sistema (3.27).
Vamos transformar o problema (4.15) em um problema adjunto e, por meio deste,

mostraremos a solugao de (4.15) como func¢ao de um sistema de otimalidade.
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Introduzamos agora dois funcionais F; : L? (O x (0,7)) — R (i = 1,2) de modo que

1

F(v) = & / Rdrdt (4.16)
2 Joxo,m)

0, se feyl +¢eB
E(f) = (4.17)
+o00, se f ¢yl +eB.

Com estas notagoes, o problema (4.15) torna-se equivalente a

nt (R () + P2 (M ()} (4.18)

onde

M:L*(Ox(0,T)) — L*(Q), M®)=y(-,T,v)

¢ um operador linear continuo. E importante observar que faz sentido o célculo de y
em t =T devido a regularidade obtida no Teorema 2.1.
Aplicaremos agora a teoria de dualidade no sentido de Fenchel-Rockafellar. Segue

do Teorema 1.26 que

inf (Fy (v)+ F» (Mv))=— inf (F7(M*f)+ F;(=f)), (4.19)

vEL2(Q) feL?(Q)
onde M* : L?(Q) — L?>(0Ox(0,T)) ¢ o operador adjunto de M e F;(p) =
sup{(¢, ) — I (p)} representa a fun¢do conjugada de F;. Desta maneira,
r:presentamos o problema (4.15) por um problema dual equivalente.
De maneira inteiramente andloga ao que fizemos na se¢ao anterior, multiplicando
(4.7), por y e (4.8), por p;, integrando por partes e fazendo as devidas substituicoes,

obtemos
T
/ / puxdxdt = / fy(T)dz, Vv € L* (O x (0,T)) ,
o Ja Q

onde ¢ é solugao de (4.7). Daf

(M (v), f) = /ngvxdxdt, Yo € L* (O x (0,7T)),

ou seja,

(v, M*f) = / puxdurdt,
Q
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o que implica

M*f = px. (4.20)

Notemos que

Fr(f) = sup {(f,v) = Fi(v)}

veL?(Q)

1
= sup {/ vidadt — —/ vzda:dt}
ver2(@) LJoxo,r) 2 Jox (1)

1
= sup {—/ Udedt},
verz(@) L2 Joxor)

Fy (v) = Fy (v). (4.21)

ou seja,

Por outro lado, para toda f € L? (), temos

5 (f) = sup {(f,9) - F2(9)}

peL?(Q)

= sup {(f,9)}-

peyT+eB

Escrevendo ¢ = 3T + g, com g € B, temos
Fy (f) =sup {(f,y" +¢e9)}
geB

= (f,y") +esup{(f.9)},
geB
isto &,
F5(f)=(fy") +elfl, (4.22)

pois Fy (p) = 0Vp € y' +eB.
De (4.20), (4.21) e (4.22) podemos escrever (4.19) como sendo

1
inf (F, (v) + Fy (Mv)) = — inf —/ 2dadt + ¢ | f] — (f, T), 4.23
UELQ(Q)( 1(v) 2 (Mv)) feL?(9) (2 OX(O,T)()O i (f Y ) ( )

pois i (M*f) = Fy (M*f) = [o, 0.0y (M* ) dwdt = [o, o 7 p2dadt.
Considerando o funcional F' : L? () — R definido por

1

F(f)=1 / (M f)2 dedt + 2 |f] — (f.47).
2 Jox(o,m)

41



temos que (4.23) ¢ equivalente a

nf () + Py (Mv) == inf(F(£)). (4.24)

Portanto, para mostrar que o problema (4.15) tem tnica solugao, é suficiente provar

que que F'(f) é semicontinuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo. (Teorema

1.29).
i) F(f) é semicontinuo inferiormente
Consideremos uma sequéncia { f,} em L? (Q) tal que
fun— f em L*(Q), (4.25)
onde f € L?(Q) é tal que ¢ ¢ solugao de (4.7). Para cada n € N, seja ¢, a solugio de

—¢n —Apn =0 em Q,
@, =0 sobre X, (4.26)

on (- T) = fo+ 1 (T) p1 + 12 (T) p; em Q,
onde 1 resolve (4.8) é fixado. Assim ¢, = f,, — f € solugao do seguinte sistema:
_¢;z - A¢n =0 em Q:
¢n =0 sobre X, (4.27)
¢n ('7T>:fn_f em ().

Portanto, multiplicando (4.27), por ¢, e integrando em (), obtemos a seguinte

desigualdade
| ufdsat < € (15~ Pz (1.25)

Fazendo n — oo em (4.28), desde que (4.25) seja vdlida e subtraindo (4.26), de (4.7),

obtemos
©n — @ em L?(Q),

o que prova a continuidade do funcional F(f) e, consequentemente, a sua

semicontinuidade inferior.
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ii) F'(f) é estritamente convexo

Seja A € ]0,1[ e po, o € L?*()). Devemos mostrar que F (Apo + (1 — A) qo) <
AF (po) + (1= A) F (qo)-

De fato, vejamos que
1 g * 2
F(dpo+(1=Na) =5 (M* (Apo + (1 = A) qo))” dwdt (4.29)
o Jo
+e oo+ (1= A qoll = (Apo + (1= A) 0, 5" ) -
Analisemos cada termo do lado direito de (4.29). Notemos primeiramente que

[ [ ot (=300 dea

/ / 2420 (1 = A) (M po) (M*qo) + ((1 = A) M*qo)?]dzxdt
/ / W (M7p0)” + 22 (1= ) (2(M po)’ + %(M*QO>2) (4.30)
— \)? (M*qo)?)ddt

/ / ) (M qo)]davdt.

Temos ainda

[Apo + (1= A) qol < Aol +[(1 = A) gol (4.31)

= Alpol + (1 = A) 4ol ,
e, por fim,
= (Mo + (1 =N a,y") == (po.y") — (1= (90.9") - (4.32)
Combinando (4.29) — (4.32) chegamos ao resultado desejado.
iii) F'(f) é coercivo

Queremos mostrar que vale a seguinte desigualdade de coercividade

F 0
liminl ) > o (4.33)



em que € > 0.
Para provar (4.33), usaremos os argumentos como em Fabre-Puel-Zuazua [7] e
Zuazua [19].

Seja {¢?} uma sequéncia em L2 (Q) tal que
‘go?} — 00, quando j — o0. (4.34)

Para cada j, vamos denotar por ¢; a solugao do seguinte sistema:

—Ap; =0 em Q,
p; =0 sobre X, (4.35)

Tomando

—0 90] _ 90]
T el 1
temos, por linearidade, que ¥, é solugao de (4.35) com o dado inicial @0-.

De (4.36) temos que

F(
| % _ L4 / / P0)2dwdt + = — (72,97). (4.37)
|

Para provar (4.33), vamos distinguir em dois casos a seguir.

liminf/ /|goj| dzdt > 0.
j—00

Devido a (4.34), o primeiro termo em (4.37) tende para infinito, quando j — oo,

Caso 1: Consideremos

enquanto os outros dois permanecem limitados. Deduzimos entao que

F (0
lim inf (f]) =00
R
Caso 2: Consideremos agora
T
lim inf / / ;|” dwdt = 0. (4.38)
i=ee Jo Jo

De (4.38), obtemos uma subsequéncia (@)jeN’ ainda denotada da mesma forma, tal

que

T
/ / ‘¢j|2 dxdt — 0, quando j — oo. (4.39)
o Jo
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De (4.36), podemos extrair uma subsequéncia tal que

?) =" em L?(Q). (4.40)

Chamemos de P a solugao de (4.35) com dado inicial V.

Afirmagao: A seguinte convergéncia vale:
;=% em L?(0,T;L*(2)) . (4.41)
De fato, para § € L?(0,T; L*(Q)), consideremos o sistema,

Y —Ay=0 em Q,
y =0 sobre X, (4.42)
y(0)=0 em £

Multiplicando a primeira equagao em (4.35) (com %; no lugar de ;) por y, solugao

de (4.42), e integrando em @, temos

- / Piydadt — / Ap;ydxdt = 0.
Q Q
Dai, usando integragao por partes e o Teorema de Green, segue que
/ 0p,dxdt = / y (T)@)dx. (4.43)
Q Q
A convergéncia (4.40) implica
/ y (T)@)dx — / y (T) Pdz. (4.44)
Q Q

Por outro lado, multiplicando a equagao em (4.35) (com % no lugar de ¢;) por y e

integrando em (), obtemos

/Q 0pdxdt = /Q y (T) Bda. (4.45)

Combinando (4.43) — (4.45) deduzimos que

/ 0p;dxdt — / Opdxdt,
Q Q
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para todo § € L% (0,T; L? (9)) e, portanto, segue a afirmacao.
De (4.39) e (4.41) deduzimos que

=0 em Ox(0,7T).
Temos, portanto pelo Teorema 1.30 segue que @° = 0. Dai, de (4.40) vale
?) =0 em L*(Q). (4.46)

Deduzimos assim que

0 que garante a coercividade.

Apoés a demonstragdo da semicontinuidade inferior, convexidade estrita e
coercividade de F'., temos que (4.15) tem tnica solu¢do. Vamos, agora, por meio do
Teorema 1.28, obter uma caracterizagao para este problema. Seja f a tinica solugao do

problema dual (4.23). Logo

<F’ (), f— f> >0, Vfe L2 (Q), (4.47)

onde F’ representa a derivada de Gateaux da funcgao F.
Calculemos F' (f).

Observemos que

F(rea(F=0) =g (v (2 (F=0) 4 (T2 (F=0))) ooy
+£1‘f+)\(f—f>‘— (f+A<f—f),yT)

= (M*f FAM = AM*f, M*f + AM* f — AM*f)

celrer(F- ) (A1) )

L2(0x(0,T))
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Dai

P0G =4 2007 209) (0070

A=0
€ -~ ~
TG ) )
= M (MF = M f) dadt
Ox(0,T)

gy (Bf) =il = (F= 1),

Como M*f = ¢, teremos

%F(f“(f—fmOZ/OX(O,T)W—@de‘% (F.5)=elfl=(F= £:v7).

onde p = M *f Notemos que
| e@-duitse|f|-lr - (- 1.47)
Ox(0,T)

= (F'(),T-1), vfer*®).

Portanto,
| e@-dmdtre|f]-clfl - (F-ro") 20 Fe 2@, (as)
Ox(0,T)

Para cada f € L? () consideremos ¢ solugao de (4.7). Desta maneira, consideramos

y como sendo a tnica solucao de

Yy — Ay 4+ aqixs + aethaxe = px em Q,
y =0 sobre X, (4.49)

y(0)=0 em £,

onde ¢; (i = 1,2) é solugao de

¥; =0 sobre X, (4.50)
Vi (1) =pf ()y (-, T;v,w) em Q.
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Multiplicando (4.49), por (§ — ¢) e integrando em () teremos
[ v @ oyt~ [ 2y o) dui
Q Q
+ / a1 x1 (P — ) dzdt + / azax2 (P — ) dzdt
Q Q
Z/w(@—w)xdw-
Q

Como

R e TGRSy ICROR Y

Q

—/ Ay (p — ) dxdt = —/ yA (P — @) dxdt + %y (p — ) dldt,
Q Q 8V

temos que (4.51) torna-se
[y @@ - o [ 4@ ) dode~ [ yA - o) dodt
Q Q
/ a dth + / Oélwlxl ({5 — QO) dxdt + / O&QQ/JQXQ (@ — (p) dxdt
v Q Q

—/Q (¢ — ¢) xdz.

Multiplicando agora (4.50), por <§ — &) e integrando em (), obtemos

_/Qw; (5—@) da:dt—/QAwi (5—52-) drdt = 0

(4.51)

(4.52)

(4.53)

e, de maneira inteiramente andloga ao que foi feito para a equagao (4.52), (4.53) torna-se

_/szf. (T) @ (T) — da:+/w’ — & (0 ))

+/wi @—@)’dwdt—/QwiA 5,-—52-) dwdt

O
/E (gz gi) drdt = 0.
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Fazendo ¢ — ¢ = @, fAZ — & =&, temos que B é solucdo de

—¢ —Ap=0em Q,

=0 sobre %, (4.55)

PET)=F()=FO)+AGT) +p36 (5 T) em

onde &; é solucdo de
& — AL = —apy; em Q,
& =0 sobre ¥, (4.56)
(0)=0 em O,
Notemos que os sistemas (4.55) e (4.56) sao equivalentes aos sistemas (4.7) e (4.8)

e, portanto, possuem solugoes tinicas.

Observando os ultimos dois sistemas, por (4.52) e (4.54) chegamos &s seguintes

equagoes:
/y(T)@(T) dx—l—/ alwlxladxdt—i-/ oo X2pdxdt (4.57)
Q Q Q
= / ppxdrdt
Q
e
- [ @& @) - [ awinidodt o (4.58)
Q Q
De (4.57) e (4.58), obtemos
[v@pte— [ eE @ [a0)& 1) i (4.59)
Q Q 0
= / wpyxdxdt.
Q

Substituindo (4.50), e (4.55), em (4.59) temos

/Q [y (T) (f — 4 P2 (T) + p3&, (T)ﬂ d

_/Qp%y (T) & (T) d:c—/pgy (T) & (T) dx

Q
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o que implica
(v F=1)= [ 0@ s (4.60)
Ox(0,T)

Substituindo (4.60) em (4.48) obtemos
(v .F= 1) +e|f|=elfl = (F=14") 20, 9] € 12(9),

ou seja,
(v(@) = y".F= 1) +e|f|—clriz 0, ¥fer2(@).

Dessa forma, temos provado o seguinte teorema:

Teorema 4.3 A melhor fungao controle (lider) v para o sistema (2.1) — (2.3) com

{wy,wa} = {—aqh1, —awths}, onde o; é 0 mesmo de (2.4) e ; é solugdo do sistema

Y =0 sobre X,
%‘ ('7 T) = pgy (7T7 U) em Q;

¢é aquela que minimiza
1

- / vidadt
2 Jox(o,m)

sugeito a condicio y (-, T;v,w (v)) € yI + eB, e é dada pela solugio ¢ do sistema
adjunto
—¢'—Ap=0 em Q,
=0 sobre ],
(- T)=f+p&(T)+p3 (W T) em Q,
onde &; resolve
§— A& = —aipxi em Q,
& =0 sobre X,
& (,0)=0 em Q.

e [ é unicamente determinada pela desigualdade variacional

(v.T N =y" T 1) +e|f| —clf1 20, vfer2(©).

50



Referéncias Bibliograficas

1]
2]
3]

[4]

ADAMS, R. A., Sobolev Space, Academic Press, London, (1975).
BREZIS, H., Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications, Dunod, Paris, (1999).

CODDINGTON, E. and LEVINSON, N.; Theory of Ordinary Differential
Equations, McGrall-Hill, New York, (1955).

DIAZ, J. and LIONS, J.-L., On the approximate controllability of Stackelberg-
Nash strategies, Ocean Circulation and pollution Control, Math. and Numerical

Investigations, Springer, (2005), 17-27.

EKELAND, I. and TEMAM, R., Convex Analysis and Variational Problems,
STAM, (1999).

EVANS, L. C., Partial Differential Equantions, Graduate Studies in Mathematics
vol. 19, American Mathematical Society, (1997).

FABRE, C., PUEL, J. P. and ZUAZUA, E., Controlabilité approchée de I’equation
de la chaleur linéarie avec controles de norme L*° minimale. C.R. Acad. Sci. Paris,

316 (1993), 679-684.

FABRE, C., Uniqueness results for Stokes equations and their consequences in

linear and nonlinear control problems. ESAIM:COCV, 1 (1996), 267-302.

GUILLEN-GONZALEZ, F., MARQUES-LOPES F. P., and ROJAS-MEDAR M.
A.; On the approximate controllabolity of stackelberg-Nash strategies for Stokes

equations, a aparecer em Proc. Amer. Math. Soc.

51



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

LIMACO, J., CLARK, H.R., MEDEIROS, L.A., Remarks on hierarchic control,
J. Math. Anal. Appl., 359 (2009), 368-383.

LIONS, J.-L., Controlabilité Exacte, Pertubation et Estabilization de Systémes
Distribuées, Tome I, RMA 8, Masson, Paris, (1988).

LIONS, J.-L., Problémes aux Limites dans les Equations aux Dérivées Partielles,

Less Presses de L’Université de Montreal, Montreal, (1965).

LIONS, J.-L., Quelques Méthodes de Résolutions des Problémes aux Limites Non-
Linéaires, Dunod, Paris, (1969).

LIONS, J.-L., Some remarks on Stackelberg’s optimization, Mathematical Models
and Methods in Applied Sciences, 4 (4) (1994), 477-487.

LIONS, J.-L. et MAGENES, E., Problémes aux Limites Non Homogenes et
Applications, Dunod, Gauthier-Villars, Paris, vol. 1, (1968).

MEDEIROS, L. A. e MILLA MIRANDA, M., Introducao aos Espacos de Sobolev
e as Equacoes Diferenciais Parciais, Textos de Métodos Mateméticos, vol. 25, IM-

UFRJ, Rio de Janeiro, (1989).

MEDEIROS, L. A. e RIVERA, P. H., Espacos de Sobolev e Equacoes Diferenciais
Parciais, Textos de Métodos Matematicos, vol. 9, IM-UFRJ, Rio de Janeiro, (1977).

VISIK, M. 1., LADYZENSKAYA, O. A., Boundary value problems for partial
differential equantions and certain classes of perator equations, Uspehi Mat. Nauk

(NS), 11 (672) (1956), 41-97.

ZUAZUA, E., Finite dimensional null controllability for the semilinear heat
equation. J. Math. Pures et Appl.,76 (1997), 570-594.

52





