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Resumo

Neste trabalho estudamos singularidades de equacoes diferenciais implicitas. Usando
o Teorema de Transversalidade de Thom e a teoria das singularidades encontramos um
subconjunto aberto e denso desta classe de equagoes que apresentam singularidades
boas. Estas singularidades sao apenas de seis tipos dobra-sela, dobra-né, dobra-foco,
caspide eliptica e cispide hiperbdlica. Davydov, em [8], mostrou as formas normais
da EDI nos casos de dobra-sela, dobra-né e dobra-foco. No caso de cuspides, Davydov
mostrou que as formas normais da EDI apresentam parametros e fungoes arbitrarias.
Para uma classe especial de equacoes diferenciais implicitas, as equagoes diferenciais
binaria (EDB), estudamos a forma normal nos casos em que o discriminante ¢ uma

funcao de Morse.

Palavras-Chayve:
Equacgoes diferenciais implicitas, Forma normal, Equacoes diferenciais binarias,

Transversalidade de Thom.
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Abstract

In this work we study implicit differential equations. Following the Thom tran-
versality theorem and the singularity theory we find an open and dense subset of this
equation class that present only good singularity. This singularity are of six kind well
folded saddle, well folded node, well folded focus, elliptical gather, hyperbolic gather.
Davydov,in [8] showed the normal forms of a IDE in the case of well folded saddle,
well folded node, well folded focus. In the case of gathered singularities, Davydov
showed that the normal forms of IDE contains functional moduli. For a special class
of implicit differential equation, the binary differential equation (BDE), we study the

normal forms in the case in that the discriminant is a Morse function.

Keywords:
Implicit diffrential equation, Normal form, Binary diffrential equation, Thom

transversality.
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Introducao

Uma equacao diferencial implicita (EDI) é uma equagao da forma

F(z,y,p) =0 (1)

onde p = j—gyc e F': R? — R é uma funcao suave. As singularidades de uma EDI foram
primeiro estudadas por Dara em [7]. Em seu trabalho, ele mostrou que em uma
vizinhanga de um ponto singular regular, veja defini¢ao (2.4), a forma normal é dada
por p? = x, e em pontos singulares nao regulares mostrou que existe um subconjunto
aberto e denso no espaco de todas as funcoes F de R?® em R com a C3-topologia
de Whitney tais que os ponto singulares nao regulares sao de cinco tipos. Os trés
primeiros sao do tipo dobra-sela, dobra-né e dobra-foco e os dois tltimos sao do tipo
caspide eliptica e cispide hiperbolica. Davydov obteve, em [8], a forma normal de
uma EDI na vizinhanga de um ponto singular nao regular com discriminante suave.
No caso em que a singularidade ¢ uma cuspide eliptica ou cispide hiperbdlica, a
conjectura de Dara nao é verdadeira. Davydov mostrou, neste caso, que as formas
normais da EDI apresentam parametros e fungoes arbitrarias.

Quando F(qo) = F,(q0) = 0 e F,,(q0) # 0 em qo = (%0, Y0, Po), segue do teorema

da divisao (|14]), que a Equacao (1) pode ser expressa na forma

F(z,y,p) = a(z,y)p® + 2b(z,y)p + c(z,y) =0

onde a,b,c : R? — R sdo fungoes suaves numa vizinhanca U de (xg, 7). A equagao
diferencial implicita acima é chamada equagao diferencial binaria (EDB). Farid e
Bruce mostraram, em ([6]), as formas normais da EDB no caso em que o discriminante

da EDB é uma funcao de Morse.



No capitulo 1, introduzimos algumas defini¢oes basicas da teoria das singularida-
des, de campo de vetores e involugoes, necessarios para entendimento do capitulo 3.
Também introduzimos o Teorema de Transversalidade de Thom e a forma normal das
aplicacoes do plano no plano, na vizinhanga de um ponto singular.

No capitulo 2, estudamos as singularidades equacoes diferenciais implicitas e, tam-
bém, introduzimos alguns resultados sobre equacoes diferenciais binérias.

No capitulo 3, demonstramos as formas normais das equacoes diferenciais binarias.
Na se¢ao (3.1) demonstramos o teorema de Dara sobre a genericidade das equagoes
diferenciais implicitas que possuem singularidades boas, e provamos, também, a forma
normal de equacoes diferenciais binaria nos casos em que o discriminante tem uma

singularidade tipo Morse.

x1



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introduzimos as notagoes e defini¢oes basicas, usualmente utilizadas
na teoria das singularidades de aplicagoes suaves. Em seguida, apresentamos algumas
definigbes e resultados sobre campos de vetores. Na se¢do (1.2), introduzimos alguns
resultados de transversalidade. Também introduzimos o conceito de involugao boa.

Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [9], [14], [13], [15].

1.1 Germes de aplicacoes suaves

Sejam U e V conjuntos abertos de R" e R?, respectivamente. Uma aplicacao
f:U — V éde classe C* se possui derivadas parciais continuas de ordem 1 até k.
Denotamos o conjunto dessas aplicagoes por C*(U, V). Quando f possui derivadas
parciais continuas de todas as ordens, dizemos que f : U — V é de classe C* e
denotamos por C°(U, V) esta classe de aplicagoes. Usamos, também, a notagao

df, : R® — RP para indicar a derivada de f no ponto a.

Definicao 1.1. Dada uma aplicagao f : R™ — RP, dizemos que x € R™ é um ponto

singular de [ se, a matriz jacobiana

17w = (22) . 1<i<n. 1<ic
J



Capitulo 1. Preliminares

nao tem posto mdximo em x € R™. Caso contrdrio, dizemos que x € um ponto reqular

de f.

E claro que um ponto ser uma singularidade de uma aplicacdo é uma propriedade
local e que no caso de f : R® — R, os pontos singulares de f correspondem a seus
pontos criticos. Neste trabalho, focaremos principalmente em aplicagoes f : R" — RP
que tém uma singularidade na origem. Por este motivo, introduzimos a seguinte

relagao de equivaléncia.

Definicao 1.2. Dadas duas aplicacoes suaves f1 : Uy — RP e fy : Uy — RP, onde
re U,z e Uy CR"Y fi ~ fyse existe uma vizinhanca U C Uy NUsy de x tal que
fi(z) = fo(z),Vz € U.

As classes de equivaléncia sobre essa relacao sao chamadas germes de aplicagoes
em x. Denotamos o germe de f:R"™ - RP em z por f : (R",z) — (RP,y), onde
y = f(x). Dizemos que x é a fonte do germe e y é a meta do germe. Para cada germe
f:(R",x) — (RP,y), associamos a sua derivada df, : R” — R? que ¢é definida como
sendo a derivada em z de qualquer representante do germe. Um germe ¢é invertivel
se, e somente se, sua derivada ¢é invertivel. O posto de um germe é definido como o
posto de sua derivada. Quando o posto de df, : R” — RP é igual a n dizemos que o
germe é uma imersao. No caso em que o posto é igual a p, dizemos que o germe é

uma submersao.
Definigao 1.3. Dois germes f : (R", xz1) = (RP,y1) eg : (R", 25) — (RP, y5) sao equi-
valentes quando existem germes invertiveis h : (R" z1) — (R™, z5) e k : (RP,y;) —

(RPyo) para os quais o diagrama comuta:

(R™, 1) (RP,41)
h O k
(Rn7$2) (Rpay2)>

isto €, goh =ko f.
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Para nosso estudo é importante o conhecimento de alguns resultados basicos da
analise no espago R", incluindo alguns preliminares da teoria de Morse a qual ¢ uma

generalizagao natural dos conceitos usados nos cursos de céalculo.

Definicao 1.4. Seja f : R* — R uma fungao suave. Um ponto xqg € R™ é um
ponto critico nao degenerado se xo € um ponto singular de f e a Hessiana, que € o

determinante da matriz

o*f
<1.7<
(81‘1893]) (:L‘U)7 1 SV RUZ

€ nao nulo.

Definicao 1.5. Uma fungao suave f : R"™ — R € dita ser uma uma funcao de Morse

se todos 0s seus pontos singulares sao pontos criticos nao degenerados.

Usando a relagao de equivaléncia entre germes podemos obter as formas normais

na vizinhanga de um ponto singular nao degenerado.

Lema 1.6. ([14]) Seja f : (R, z9) — R um germe suave. Entdo:

1) Se zo € um ponto regular de f, entdo o germe € equivalente a w : (R",0) — R,
dada por w(xq, ..., x,) = T1.

2) Se xo um ponto critico nao degenerado de f, entdo o germe é equivalente a g :

(R",0) = R, dado por

oa) = ot 403 bl —ady -t

Denotaremos por P*(R",RP) o espaco vetorial real das aplicagoes f : R" — RP
tal que cada componente f; de f = (fi, fa..., f,) € um polinémio de grau < k nas
coordenadas x1, x2, ..., T, de R” com termo constante nulo. A nocao de espago de k-
jato de aplicagoes suaves é introduzida em [12]|. Neste trabalho utilizamos a seguinte

identificacao:

Proposigao 1.7. ([12]) Seja J*(R",RP) o espago dos k-jatos. FEntio existe uma

bije¢do canénica entre o espago de k-jatos e o conjunto R™ x R™ x P*(R™ RP).

3



Capitulo 1. Preliminares

Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.8. Para cada aplicagio f = (f1, fa, ..., fp) € C°(R",RP) e cada a € R",

definimos a aplicagdo

g R — JH(R™,RP)

(1.1)
a — ]kf(a> = (@7 f(a>7pl(a)7 "'7Pn(a))>

onde P;(a) € o polinomio de Taylor da funcao f; de ordem k em a, sem o termo

constante.
A aplicacdo j5f ¢ de classe C* e j*f(a) é chamado o k-jato de f em a.

Exemplo 1.9. Seja f : R — R uma fun¢ao suave. Neste caso o polinomio de Taylor

de f de ordem k em a € R sem o termo constante €

P(a):f/(a)$+f2—@x2+...+f];(?>wk7

e j¥ f(a) pode ser identificado com um elemento do espago R¥*2 com a correspondéncia

" k(g / s k(g
(@ 1@). £ @)+ L0 o DO o o), (@, L2 L),

No conjunto C*°(R", RP), definimos uma topologia, chamada Topologia de Whit-

ney.

Definicao 1.10. (Topologia de Whitney) Seja f € C°(R™ RP). Uma base para a

topologia de Whitney de classe C* ¢ dada pelos sequintes conjuntos

V(f.0) = {g € C®(R",R"); [|7°f(z) — j*g(x)| < &()},
onde ¢ : R® = R é uma funcao continua e positiva.

A topologia C*° de Whitney de C*°(R",R?), tem como base a uniao de todos os
aberto das topologias C* de Whitney, com k > 0.
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1.2 Transversalidade

Transversalidade é uma ideia importante e profunda no estudo da teoria das sin-
gularidades. Nesta secao apresentamos alguns conceitos de transversalidade que usa-
remos posteriormente.

Sejam X C R™ e Y C RP subconjuntos. Uma aplicacao f : X — Y é dita suave
se para cada z € X existe uma vizinhanca U C R" de z e uma aplicacao suave
F : U — RP tais que F(z) = f(z),Vz € UN X. Além disso, diremos que f é um

difeomorfismo se f ¢ um homeomorfismo e ambos f e f~! sdo suaves.

Definicao 1.11. Um subconjunto M C R* é chamado uma variedade suave de di-
mensdo m se para cada x € M existem uma vizinhanca W C RF e um difeomorfismo

g:U—=WnNM, onde U é um aberto do espago euclidiano R™.

No caso em que m = 1, dizemos que M é uma curva suave. A aplicagdo g, na
defini¢ao acima, é chamado de parametrizagao de W N M e o espago tangente Ty, M

¢ definido como a imagem da dg,. Denotaremos por dim(M) a dimensao de M.

Definicao 1.12. Sejam M e N wvariedades suaves e f : M — N uma aplicagao suave.
Considere S uma subvariedade de N e seja x € M. Entao, f é transversal a S em x
se;

1) f(x) ¢S ou

2) f(x) € S edfy(TuM) + TpyS = Ty N.

Diremos que f é transversal a S, denotado por f M S, quando, para todo = € M, f
for transversal a .S no ponto x. A definicao de transversalidade pode ser interpretada

da seguinte forma.

Teorema 1.13. ([12]) Sejam M e N wvariedades suaves, S C N uma subvariedade,
e f: M — N uma aplicagio suave. Sejam p € S e f(p) € N. Suponha que ezista
uma vizinhanga U de f(p) em N e uma submersio ¢ : U — R* (k=dim(N)-dim(S))
tal que SNU = ¢ 1(0). Entdo f € transversal a S em p se, e somente se, po f €

uma submersao em p.
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Proposicao 1.14. Sejam f: M — N uma aplicagao suave e S uma subvariedade de

N. Se f S e dim(S) + dim(M) < dim(N) entao f(M)NS =0.

Proposi¢ao 1.15. Sejam U C R™™ aberto e f : U — R™ uma aplicagao suave.

Consideremos o conjunto
M={peU;f(p)=c e df,: R"™ = R" sobrejetora}.

Entao
i) Se M € nao vazio,entdo M ¢é uma variedade suave de dimensao m;

1) T,M = ker df,, para todo p € M.

Teorema 1.16. (Transversalidade de Thom) ([7]) Para toda subvariedade fechada S
de J*(R™,RP), o conjunto das aplicagoes F € C(R",RP) tal que j*F M S € aberto e
denso na C"-topologia de Whitney, qualquer que seja r > k + 1.

Como consequéncia do teorema de transversalidade de Thom, temos os seguinte

resultado:

Lema 1.17. ([14]) O conjunto de todas as funcoes de Morse é aberto e denso em
C>*(R",R).

Um resultado de extrema importancia para nosso trabalho é o teorema de Whitney.
Antes de enunciar o teorema precisamos de algumas defini¢oes sobre singularidades
de aplicacoes do plano no plano. Seja f : U — R? uma aplicacao suave, onde U é um
aberto em R?. Vamos usar a notacgao J(p) = det(J f(a)) para indicar o determinante

da matriz jacobiana de f no ponto p.

Definicao 1.18. Seja f uma aplicagdao de classe C?. Um ponto p € R? é dito ser um
ponto bom de f se J(p) # 0 ou VJ(p) # 0. Dizemos que f é uma aplicagdo boa se
todo ponto de R? € um ponto bom de f.

Uma consequéncia desta definicdo é que se f é uma aplicacdo boa em U C R2,

entao o conjunto dos pontos singulares de f formam uma curva suave em U. Neste

6
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caso, o conjunto dos pontos singulares pode ser parametrizado por uma curva de

classe C?.

Definicao 1.19. Sejam f : U C R? — R? uma aplicacio boa e ¢ : I — R? dada
por ¢(t) = (p1(t), v2(t)), uma parametrizagao de classe C* do conjunto dos pontos
singulares de f tais que ¢(0) = p, onde p é um ponto singular de f.

1) Dizemos que p ¢ um ponto de dobra de f se (fo¢) (0) #0

2) Dizemos que p é um ponto de cispide de f se (fo @) (0)=0 e (fop) (0)#0.

A seguir, denotaremos por J, e J, as derivadas parciais com respeito a = e y
respectivamente. Observe que no caso em que J,(p) # 0, usando as equagoes acima,

temos o seguinte: o ponto p é um ponto de dobra de f se

L))~ T () ul) £ 0 (12)

O ponto p é um ponto de cuspide de f se %(p) Jy(p) — %(p)]x(p) = 0 e a aplicacao
*f of 2 *f  of *f of 2
(JJ;ayQ - 8nyy> Jp2 -2 (Jzawy - axjyx) Jydu + <Jx(%2 - 8IJM) J,2 40 (1.3)
em p.
Seja f : R? — R? uma aplicagao suave dada por f(z,y) = (z,v(x,y)). Se p ¢ uma
ponto singular da aplicacao f e J,(p) # 0. Entdo, usando as equagoes (1.2), (1.3), a

condicao para que p seja um ponto de dobra é

Vyy(p) # 0.

Para que p seja um ponto de cuspide é:

Uyy (p ) =0
Uy (p ) 7é 0
Uyyy(p) # 0.

Um dos grandes resultados sobre genericidade de aplicagoes do plano no plano foi
enunciado e demonstrado por Whitney em [15]. Enunciamos este resultado e algumas

de suas implicacoes abaixo.
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Teorema 1.20. (Teorema de Whitney) Seja U C R? aberto. O conjunto das apli-
cagoes suaves f : U — R? que possuem apenas pontos requlares, singularidades de

dobra, e cispide é aberto e denso em C*°(U,R?).

A seguir enunciamos a forma normal das aplicacoes suaves do plano no plano na

vinhan¢a de um ponto singular.

Teorema 1.21. Seja f € C>*(U,R?).
i) Se p € um ponto de dobra, entio o germe f : (U p) — R? € equivalente a g :
(R?,0) — R? dado por
g(z.y) = (2,97
it) Se p € um ponto de cuspide, entio o germef : (U,p) — R* € equivalente a
g: (U p) — R? dado por
g9(z,y) = (x,y° — zy)

Definicao 1.22. Um germe suave

f:(RxR"(0,0) — R
(t,z) — f(t,z)

¢ chamada p-regular em (0,0) com respeito a t se;

0 or—1 oP
70.0= T 0.0 = = T0.0 =05 0.0 %0

Teorema 1.23. (Teorema de preparacao de Malgrange) Seja f : (R x R",0) — R
um germe p-regular em (0,0) com respeito a primeira varidvel. Entao, existem germes

ug, g, ..., up (R 0) > R e @: (R™0) = R tal que;
p .
F=Q.t"+> utr™),
j=1

onde Q(0) # 0.
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1.3 Campos de vetores

Nesta se¢ao apresentamos alguns conceitos basicos a respeito de campo de vetores.

Os resultados apresentados podem ser encontrados em [4], [2] e [8].

Definicao 1.24. Seja M uma variedade suave. Um campo de vetores w em um
subconjunto U C M € uma correspondéncia que associa a cada p € U um vetor
w(p) € T,M. O campo de vetores w € diferencidvel em p € U se, para alguma

parametrizacio @ em p, as fungoes a; : U — R dadas por

> o
w = a;—

al’i
sao fungoes suaves em p.

Uma trajetoria ou curva integral do campo w : U C R®™ — R"™, é uma curva

diferenciavel v : (—1,1) — R™ tal que;

7Y () =w(y(t), Vte(-1,1).
Definicao 1.25. Chama-se solugiao maxima do campo de vetoresw : U C R* — R" a
toda solugao o definida num intervalo I, denominado intervalo mdximo de o tal que

se ¢ € outra solugao no intervalo J com J 2 I, e p(t) = ¢(t),Vt € I, entao I = J.

Definigao 1.26. Sejam w : U C R™ — R"™ um campo de vetores e Q = {(t,x) €
R x U;t € I}. A aplicagao ¢ : Q — U definida por o(t,z) = p.(t), onde @, é uma

solugao mazimal e p,(0) = x, é denominado o fluzo de w.

Toda classificagao de campos de vetores é baseada em alguma relagao de equiva-
léncia. Existem, pelo menos, trés relacoes de equivaléncias para campos de vetores

sao algébrica, diferencial e a topologica.

Definicao 1.27. Sejam ¢ e ¢ fluxos de campos de vetores w : U C R* — R" e
w: U C R* = R™ respectivamente. Dizemos que w € equivalente a W se existe uma

aplicagao bijetora h : R™ — R™ tal que ho (p(t,x)) = ¢(h(zx),t) para qualquer t € R.
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Além disso, dizemos que:

(1) A aplicagao h é uma equivaléncia linear se h : R™ — R™ é um isomorfismo linear.
(2) A aplicagio h é uma C"-equivaléncia se h : R" — R™ ¢ um difeomorfismo de
classe C.

(3) A aplicagdo h é uma equivaléncia topologica se h : R™ — R™ é um homeomorfismo.

Observe que na defini¢ao (1.27), se r > 1 entdao dhow = woh. Um ponto p € R"
é dito ponto singular do campo de vetores w : R™ — R" se w(p) = 0.

O processo de reduzir um campo de vetores a uma forma linear é chamado de
linearizacao do campo. O teorema de Poincaré ¢ um dos principais resultados a res-
peito de linearizagao de campos e faz parte dos trabalhos desenvolvidos por Poincaré
para reduzir campos de vetores a uma forma normal por meio de séries de poténcias.

Sejam w : R? — R? um campo de vetores dado por w(z,y) = (a(z,y),b(z,y)) e

Ju(p) = ( - )

a matriz jacobiana do campo w onde a,, a, e b,, b, sao as derivadas parciais de a e
b com respeito a x e y, respectivamente.

Denotamos por A(p) = det Jw(p) = azb, — a,b, o determinante da matriz Jw(p)
e por T' = a, + b, o traco de Jw(p) .

Definicao 1.28. Sejam w : R? — R? um campo de vetores. Um ponto singular p de
w € dito ser nao degenerado se A(p) # 0. Caso contrdrio p € dito um ponto singular
degenerado. No caso de p ser nao degenerado, tem-se a sequinte classificacao;

i) O ponto p € uma sela se A <0

1) O ponto p é um nd se T? > 4A >0

i11) O ponto p é um foco se 4A > T? > 0.

Associado ao conceito de campo de vetores em R? temos o conceito de campo de
direcoes R%2. Um campo de direcdes » em um aberto U C R? é uma correspondéncia
que associa a cada p € U uma linha r(p) em R? passando por p. O campo de dire¢oes

r € dito ser suave em p € U se existe um campo de vetores suave nao nulo w, definido

10



Capitulo 1. Preliminares

em uma vizinhanga V' C U de p tal que, para cada g € V, w(q) # 0 é uma base de
r(q); o campo de diregoes r é suave em U se é suave em todo p € U.

Para cada campo de vetores suave w em U C R? corresponde um campo de
dire¢oes r definido em p como a linha gerada por w(p), p € U.

Uma curva conexa regular C' C U é uma curva integral do campo de direcoes r
definido em U C R? se r(q) ¢ a linha tangente a C' em q para todo ¢ € C.

A seguir relembramos o teorema de Poincaré. Assumimos que os auto-valores de

A sdo distintos.

Definigao 1.29. A n-upla (A, Ay, -+ , Ay) C C™ € dita ser ressonante se existe uma

relacao da forma
i=1

n
onde m; € NU{0}, Y- m; > 2. Esta relagao é chamada de ressondncia e o nimero
=1

n
|m| = > m; é chamada ordem da ressondncia.
i=1

Exemplo 1.30. A relacao Ay = 2X\y € uma ressondncia de ordem 2. A relacdo
2M1 = 3Xy nao € uma ressondncia. A relacio N\ + Ay = 0 € uma ressondncia de

ordem 8 pois, Ay = 2A1 + As.

Teorema 1.31. ([2]) Seja v(xz) = A(z)+ q(x) uma série de poténcias em n varidveis
com coeficientes complexos, onde A é uma matriz de ordem n X n e q(x) € uma série
de poténcias sem termos lineares e constantes. Se os autovalores da matriz A sao

nao ressonantes, entao a equagao
r = Az + q(z)
pode ser reduzida a equacgao linear
Y= Ay

por uma mudang¢a de varidveis da forma x = y + h(y) onde h(y) € uma série de

poténcias sem termos lineares e constantes.
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Definigao 1.32. Sejam r um campo de dire¢oes suave em U C R? e w o campo de
vetores que representa r. Sep € um ponto de sela ou no, o expoente de p € U € definido
como sendo a razao entre o maior autovalor, em valor absoluto, da linearizacao de w
e o menor. No caso em que p € um foco o expoente € o valor absoluto da razdo entre

a parte imagindria e a parte real.

Definicao 1.33. Um ponto singular nao degenerado de um campo de direcoes em
U C R? do tipo sela, nd e foco é dito C*-normal, se o campo de vetores que representa

r € C*-difeomorfo aos campos vetores

=000 =000 00

onde v € o expoente deste ponto singular, respectivamente.

Para os campos direcionais determinados por este trés campos vetoriais iremos,

também, utilizar a notacao vs, v3 € vy.

1.4 Involucoes

Uma aplicacao ¢ : R? — R? ¢ dita uma involucao se ¢ o ¢ = I2. Onde Ip: é a

aplicacdo identidade de R?.

Definigao 1.34. Seja v : R? — R? um campo de vetores. Uma involugao ¢ : R? — R?
que tem uma linha de pontos fixos passando pela origem € dita ser compativel com o
campo de vetores v, se nesta linha e, somente nesta linha, as diregoes do campo e a

sua imagem pela involugao sao idénticas, isto €, dp ov o @ = v somente nos pontos

que satisfazem p(x,y) = (z,y).

Definigao 1.35. Sejam v : R? — R? e (0,0) um ponto singular ndao degenerado de
v. Uma tnvolucao que é compativel com o campo v € dita ser v-boa se as diregoes
caracteristicas da derivada da involugao em (0,0) e do campo de vetores v em (0,0)

sao duas a duas distintas.
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Exemplo 1.36. Sejam 0(x,y) = (x — 2y/a, —y) uma aplica¢io e v(z,y) = (x —
ay,ax +y). Note que (0,0) é um ponto singular nao degenerado de v e, por outro
lado, a igualdade

v(z,y) = dfowvob(x,y)

2
(r —ay,az +y) = (I—geray,om—i%y)

so acontece em y = 0, que coincide como o conjunto de pontos fixos de 0 isso mostra
que 6 € compativel com v. Falta verificar que 6 e v tém autovetores distintos e, de
fato, os autovetores de 0 sio w1 = (2£,y), ws = (—2,y) e os autovetores de v sdo

uy = (ay,y), us = (—ay,y). Portanto, 6 é uma involugao v-boa.

Exemplo 1.37. Na superficie S = {(z,y,p) € R®, F(z,y,p) = p* —2y+xx? = 0,0 #
X # 1/4}, tomemos a proje¢ao sobre o plano xp. Tome v(x,p) = (Fy,, pFy, —F, — pF,)
sendo um campo de vetores tangente a equacao. Dado um sistema de coordenadas no
plano, podemos escrever o campo na forma v(x,p) = (F,, —F, —pF,). Note que (0,0)
€ um ponto singular nao degenerado do campo v(z,p) = (F,, —F, —pF,) associados a
F =0 (ver definicio (2.1)). Nao € dificil mostrar que a involug¢io ¢(x,p) = (x,—p)

€ v-boa.

Algumas defini¢oes e resultados sobre involugoes utilizados por Davydov em |[§]

serao trabalhadas aqui para melhor organizagao e clareza dos resultados.

Definigao 1.38. Sejam 01,0, : (R?,0) — R? dois germes de involugoes. Dizemos
que 0, € v-equivalente a 0o, se existe um C°°-difeomorfismo h : R? — R? satisfazendo

h™'0,0h =0y edh tovoh=uv.

Apesar das propriedades adicionais exigidas para que uma involugao seja v-boa,
estas formam um conjunto aberto e denso no conjunto de todas as involugoes com-

pativeis com o campo v com a topologia C'*.

Lema 1.39. (/8/) Sejam 01,0, : (R? (0,0)) — R?* duas involugdes v-boa. Se a linha
de pontos fixos de 0, coincide com a linha de pontos fizos Oy numa vizinhanc¢a de

(0,0), entao 0, é v-equivalente a 5.
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Capitulo 2
Equacoes diferenciais implicitas

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados conhecidos de equagoes
diferenciais implicitas (EDI). Na secao (2.1), descrevemos os pontos singulares destas
equagoes e mostramos que tais singularidades podem ser estudadas através do contato
da 1-forma w = dy — pdx com o criminante da EDI. Em seguida, apresentamos alguns
resultados de campo de vetores associados a estas equagoes e as relacoes entre este e a
1-forma w. Na segao (2.2) introduzimos o conceito de ponto singular de uma equagao

diferencial binaria (EDB) e apresentamos algumas propriedades desses pontos.

2.1 Pontos singulares
Uma equacao diferencial implicita (EDI) é uma equagao da forma

F(z,y,p) =0, (2.1)

onde p = % e F : R® — R ¢ uma fungio suave. Uma curva integral de (2.1) é uma

curva suave
a:(-1,1) — R?

t — (aa(t), az(t)),
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tal que B(t) = (ai(t),as(t),a; (t)/as’ (t) é uma solucdo da equacdo (2.1), isto é
F(5(t)) = 0. Se F), ¢ diferente de zero em um ponto (xg, yo, po) da Equagao (2.1), se-
gue do Teorema da Fungao Implicita que a Equagao (2.1) reduz-se, numa vizinhanga

do ponto (zg,yo), a uma equagao diferencial ordinéria na forma

dy/dx = g(z,y).

Assim, para cada valor de p, tal que F(z,y,p) = 0 e F,(x,y,p) = 0 obtemos uma curva
integral que passa pelo ponto (xg, 7). Portanto, uma EDI pode ser pensada como uma
superposicao de equagoes diferenciais ordinarias e determinara, geralmente, varias
curvas integrais por um ponto dado no plano. Os pontos de uma equagao diferencial
(2.1) tais que F, # 0 sao estudados com as ferramentas das equacoes diferenciais
ordinérias. Assim, no estudo de uma EDI, os pontos de interesse sao aqueles para os
quais esta nao se reduz localmente a uma EDO. Tais pontos correspondem aos zeros
da equacao I’ = Fj, = 0. Como o estudo desses pontos ¢ de caréter local, é suficiente
estudar a fun¢ao F' na vizinhanga de um ponto fixado. Denotemos por (F, q) o germe
de F' em q tal que F(q) = 0.

Pelo teorema de Sard, Genericamente, a Equagao (2.1) determina uma superficie
suave. Entao, podemos supor sem perda de generalidade que, 0 é valor regular de F'.
Assim, S = F~1(0) é uma superficie suave dada pela Equagao (2.1). Chamaremos
esta superficie de superficie da equacgao. Seja m : R® — R? a aplicacdo projecao

definida por 7(z,y,p) = (z,y). Considere ms : S — R? a aplica¢do 7 restrita a S.

Definigao 2.1. Um ponto (o, yo, po) da superficie suave S € chamado ponto singular

da equagao diferencial implicita (2.1), se € um ponto critico da aplicagdo m|g.

Geometricamente, os pontos singulares da Equagao (2.1) correspondem & pontos
da superficie suave S tais que o plano tangente a S no ponto é perpendicular ao plano
R? x 0. Escolhendo parametrizacao de S em pontos singulares da EDI, obtemos que
os pontos singulares satisfazem F' = F), = 0.

O conjunto C dos pontos singulares da aplicacao m|g é chamado de criminante e
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corresponde a zeros da aplicacao

CFZRg — R?
(xayap) — (F7Fp)

A aplicacao Cr é chamada aplicagao criminante. Genericamente, o conjunto de

zeros de C'r forma uma curva suave.

Definigao 2.2. A imagem da criminante pela aplicagao ms € chamado curva discri-

minante da EDI.

Como consequéncia do Teorema (1.20), para um conjunto aberto e denso do es-
pago das funcgoes F' € C*(R? R) com a topologia de Whitney, os tinicos pontos
criticos da projegao mg sao dobras e ctspides, onde S = F ~1(0). Usando equagoes
(1.2), as dobras correspondem & pontos tais que Fj, # 0 e usando (1.3) as cuspides
correspondem a pontos tais que F,, = 0 e Fy,,, # 0. Pelo teorema (1.20), em um
ponto de dobra, escolhendo parametrizacio em S e em R?, a forma normal de s €
(u,v?), em um ponto de cuspide, a forma normal de mg é (u, v* + uv).

O método que usaremos para estudar equagoes diferenciais implicitas consiste em
levantar o campo de linhas a um campo de vetores sobre um espaco mais complicado,
desdobrando a EDI em uma simples EDO. Este campo de vetores é obtido da seguinte
forma, em cada ponto (z,y,p) na superficie S da Equacao (2.1), escolhemos uma
diregao tangente a S cuja imagem pela aplicagao mg é uma linha com inclinagao p.
Assim, o campo de vetores associados a essas diregoes é

0 0 0
=F — F— — (F EF)— 2.2
§ p@x_'_p pay (Fx+p y)ap (2.2)

que é tangente a S. Existe um outro método chamado transformacao de Legendre
que nao utilizamos aqui, veja [6].

Uma das propriedades deste campo de vetores ¢ que a imagem pela aplicagao g
das curvas integrais do campo £ sobre S, corresponde a curvas integrais da EDI (2.1).
Os zeros do campo £ em S correspondem a um tipo especial de pontos singulares,

que serao estudados nos proximos resultados.
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Seja w = dy — pdx a 1-forma definida em R? chamada 1-forma de contato. O
estudo de EDI também pode ser feito estudando a 1-forma de contato definida em
S = F~1(0), veja [7]. Indicaremos por wjs a 1-forma induzida em S e por {5 0 campo

de vetores & restrito a S.

Teorema 2.3. Sejam S uma superficie suave e qo € S. Entao, qy € um zero de wig

se, e somente se, qo € um zero do campo de vetores §|g.
Demonstragao: Seja gy = (%o, Yo, po) um zero de wg. Considere a aplicagao linear

T, :R3 — R?

(u,v,w) — (Fu(qo)u+ Fy(qo)v + F,(qo)w, v — pou).

Note que o nucleo de Ty, ¢ o espago tangente a .S em ¢p. Entao, o posto de Tj, ¢ igual
a 1. Portanto, o plano tangente a S em g coincide com o plano wis(qo) = 0, ou seja
F(q) = Fy(q) = (Fz +pF,)(q0) = 0. Reciprocamente, seja go um zero do campo §|s.
Entao, F'(q) = F,(q) = (Fy + pF,)(q) = 0. Sendo S suave, por hipotese, segue que
F,(qo) # 0. Logo, (VF)(q) = (—F,(q), Fy(q0),0). Como o gradiente é ortogonal a
T,,S, temos que, para todo (u,v,w) € T,,S, tem-se —pou + v = 0. Portanto, gy é um

zero de wyg. [

Definicao 2.4. Um ponto singular qo da EDI é dito ser reqular se a aplicagao crimi-

nante Cp € regular no ponto qo e wic(qo) # 0.

Genericamente, isto é, existe um subconjunto aberto e denso no conjunto das
equagoes tal que, o criminante de uma EDI (2.1) é uma curva suave e os zeros da wig
sao isolados. Portanto, o conjunto dos pontos regulares de wjs é aberto e denso no

criminante.

Exemplo 2.5. Considere a equacio F(x,y,p) = p*> —x = 0. O criminante da
equacao € dada pela equaciao p =0 e x = 0, que coincide com o eizo y. A condicao de
reqularidade de Cg € satisfeita. O vetor (0,1,0), tangente a criminante em (0, yo,0)
ndao pertence ao plano de contato w(0,y0,0) = 0. Assim, todo ponto singular da

equagdo F(x,y,p) = p*> —x = 0 € regular.
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Pelo Teorema (2.3), os pontos singulares regulares nao anulam o campo de vetores

§s- O teorema a seguir caracteriza os pontos singulares nao regulares.

Teorema 2.6. Seja qo um ponto singular. Entao, qo € nao reqular se, e somente se,

wic(go) = 0 ou Fpp(go) = 0.

Para equagoes diferenciais implicitas, definimos a seguinte relacao de equivaléncia,

a qual usaremos em todo o trabalho.

Definigao 2.7. Dizemos que (F,qy) € equivalente a (G,q1), se existe um germe de
difeomorfismo h : (R?,qo) — (R%, q1) que leva curvas integrais de F' em curvas in-
tegrais de G, onde qo = (20,p0) € ¢1 = (21,p1). Analogamente, dizemos que (F), qo)
¢ topologicamente equivalente a (G,q1) se h € um germe de homeomorfismo que leva

curvas integrais de F' em curvas integrais de G.

2.2 Equacgoes diferenciais binarias

Uma equagao diferencial binaria (EDB) ¢ da forma
E(z,y)|dz, dy] = a(x, y)dy* + 2b(x, y)dwdy + c(z,y)dz* = 0 (2.3)

onde a, b, c : R? — R sdo fungoes suaves em uma vizinhanga U de (o, yo). As fungoes
a,b, c: R* = R sao chamados coeficientes da EDB (2.3). Uma curva integral da EDB

(2.3) ¢ uma curva suave

a:(-1,1) — R?
t — (041(75)>042(t))a

tal que E(a(t))[a(t)] = 0.

A funcao § : R? — R definida por 6 = b* — ac é denominada funcao discriminante
e o conjunto A = {(z,y) € R%d(z,y) = (b* — ac)(x,y) = 0} é chamado conjunto
discriminante da EDB. Uma equacao diferencial binaria é positiva se 6 > 0e d =0
se, e somente se, a(zr,y) = b(z,y) = c(x,y) = 0. As equagoes diferenciais positivas

sdo bastante estudadas, por exemplo em [3].
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Exemplo 2.8. As linhas de curvatura em superficie de R3, em torno de um ponto

umbilico determinam uma equacdo diferencial bindria positiva
(gF — fGYdy* + (gE — eG)dxdy + (fE — eF)dx* = 0

ondee, f,geE, F, G sao os coeficientes de primeira e sequnda formas fundamentais

da superficie.

Exemplo 2.9. As linhas assintéticas de uma superficie em R3 determinam uma EDO

nao necessariamente positivag
edy® + 2 fdxdy + gdx® = 0.

onde e, f e g sao os coeficientes da sequnda forma fundamental, é uma equagdo dife-

rencial bindria.

Uma EDB (2.3) pode ser pensada como uma equacao diferencial implicita. De

fato, se dx # 0 a equagao (2.1) pode ser expressa na forma

F(z,y,p) = a(z,y)p* + 2b(z, y)p + c(z,y) = 0. (2.4)

Observe que uma curva integral da EBD define uma curva integral de EDI. Dizemos
que (g, yo) ¢ um ponto singular da EDB (2.3) se existir pg € R tal que (xo, 3o, po) €
um ponto singular da EDI (2.1). Denotamos por (F, zp) um germe de EDB, onde F

¢ uma EDB e z; € R é um ponto singular de F£.

Definigao 2.10. Dois germes de equagoes diferenciais bindrias (Ey,z1) e (Eg, z2),

dadas por

Ei(z,y)|dz, dy] = a(z,y)dy* + 2b(z, y)dzdy + c(x,y)dz* = 0
Ey(z,y)[dz, dy] = A(z,y)dy* + 2B(z, y)dwdy + C(z,y)dz* = 0

2

sao equivalentes se existem um germe de funcao p : (R? z;) — R ndo nula em z e
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um germe de difeomorfismo h = (hy, hy) : (R? 21) — (R?, 23), tais que

T
£ 8\ (plach) pon)\ (€ B8\ _(A B
v o« p(boh) p(coh) v o« B C)’
onde hiy = a, hiy = 8, hog = v € hoy = £ sao as derivadas parciais de h. Neste caso,

denotaremos Ey = p - h*(Ey).

Uma propriedade importante desta relagao de equivaléncia é que h leva curvas
integrais de (FEs, 27) em curvas integrais de (Eq,2;). A classificacio das EDBs com
relagdo a equivaléncia dada na defini¢ao (2.10) apresenta infinitas formas normais,
dizemos neste caso que a EDI apresenta moduli. Entretanto, é possivel definir uma
relacao de equivaléncia mais fraca que genericamente nao apresenta modalidade. Di-
zemos que dois germes de EDB’s (E1, z1), (F2, 22) sao topologicamente equivalentes
se existe um germe de homeomorfismo h : (R?, q;) — (R?, ¢2) que leva curvas integrais

de (E1, z1) em curvas integrais de (Fs, 2o).
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Forma normal de EDIs

Apresentamos, neste capitulo, as formas normais das equacoes diferenciais implici-
tas obtidas por Davydov em [8]. Na segao (3.1) provamos um teorema de genericidade
de equagoes diferenciais implicitas necessario para obtenc¢ao da forma normal das EDI.
Apresentamos, também, a forma normal de algumas EDB nos casos em que a fungao

o discriminante ¢ uma fungao de morse.

3.1 Singularidades genéricas de EDI

Na segao (2.1) foi dada a defini¢ao de uma singularidade de uma EDI

F(z,y,p) =0. (3.1)

Para classificar analiticamente cada tipo de singularidade que pode acontecer em uma
EDI (3.1), Dara usou fortemente a intuicdo geométrica. O que faremos neste inicio
¢é dar defini¢oes equivalentes as anteriores mas, de um ponto vista mais geométrico,
visando o trabalho de Dara. Para isso vamos fixar as seguintes notagoes. O espaco
JYR,R) de 1-jato de fungoes diferenciéveis definidas em R com valores em R, pode ser
considerado como sendo o espaco R? das triplas (z,y, p) e, munido de uma estrutura

de contato candnica, definida pela forma diferencial
w = dy — pdx.
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Sejam F(x,y,p) = 0 uma EDI e § = F~1(0) a superficie da equagdo. A restrigao
a S da projecao canonica 7 de R* em R? ¢ representada por mg S — R2.
Aparecem aqui duas nogoes de singularidades para a equagao (3.1);
(a) Singularidade da proje¢ao ms : S — R?
(b) Singularidade de wys = dy — pdx.

A condigao (a) acontece nos pontos de S em que o plano tangente é vertical, isto
é, paralelo ao eixo op. O caso b) representa os pontos ¢ de S tais que wis(q) = 0, isto
é, o plano vertical dado por w(q) = 0 é tangente 4 S em ¢g. Neste caso duas situagoes

podem acontecer, os dois planos serem transversais ou coincidirem.

Definicao 3.1. Seja ¢ € S um ponto singular da EDI. Dizemos que q € um ponto
singular nao transversal se q € um zero wys. Caso contrdrio € dito tangente transver-

sal.

Definicao 3.2. Dizemos que ¢ € R® ¢ uma singularidade de dobra simples para a
EDI (3.1) se:
1) O ponto q € de dobra para g
1) O ponto q nao € um zero de wyg sobre S.
Uma condigao necessaria e suficiente para que ¢ = (g, Yo, 20) seja um ponto de

dobra simples é que

F(q) = Fy(q) =0 e [Fu(q) + pFy(q)]F,2(0) # 0.

pois, a primeira condi¢ao garante que o ponto singular seja, pelo menos, de dobra e

a segunda assegura que este nao seja um ponto de ctspide e que wis(q) # 0.
Exemplo 3.3. Um exemplo da EDI que possui um ponto da dobra simples na origem
é

F(z,y,p)=p" —x
A aplicagio ms e a 1-forma de contato wis na parametriza¢ao g(p,y) = (p*,y,p) de
S = F~10) sdo dadas por w(p,y) = (p*,y) e w = dy — 2p*dp. Portanto, a origem ¢é

um ponto dobra simples.
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As singularidades do tipo cuspide sdo definidas seguindo o mesmo padrao geomé-

trico, com um pouco mais de imaginagao como segue.

Definigao 3.4. Um ponto q € R?® ¢ dito ser uma cuspide da EDI (3.1) se;
i) q € um ponto de cuspide da aplicacio g

1) q nao € um zero da 1-forma wg

Uma condigio necessaria e suficiente para que g € R? seja uma singularidade de

caspide EDI (3.1) é que;

F(q) = F,(q) = Fpp(q) =0 e (Fi(q)Fpy(q) — Fy (@) Fpu(@)) Fopp(@)[F2(q) +pFy(q)] # 0

Note que a primeira equacao garante que o ponto seja pelo menos de cuspide. A
segunda equagao assegura que o ponto seja nao degenerado, isto ¢, tem que ser ponto
de cispide e mais, garante ainda que este nao pode ser uma singularidade da 1-forma
de contato restrita a S.

No caso em que p = (F,(q)F,y(q) — F,(q)F,:(q)) > 0 dizemos que o ponto ¢ =
(0,0,0) é uma singularidade do tipo eliptica. Se p < 0, dizemos que (0,0, 0) é do tipo
hiperbolica.

Exemplo 3.5. Considere, agora, a equacao diferencial implicita dada por
F(z,y,p) =p’ +yp —z =0,

A aplicag¢do ms e a I-forma de contato ws na parametrizacao g(p,y) = (p* +yp, v, p)
de S = F~(0) sdao dadas por 7(p,y) = (p*+yp,y) ew = (1—p*)dy—p(3p* —y)dp tem
zero como um ponto de cispide de m mas nao € uma singularidade de w. Portanto,

zero € um ponto de cuspide hiperbolica.

Os casos mais importantes tratados aqui sdo as singularidade de dobra (ver defini-
cao (1.19)) da aplicacao m que é zero da 1-forma w;g. No que segue, usaremos o campo

de vetores §|s associado a equacao para classificar as singularidades nao transversais.

Exemplo 3.6. Considere a EDI dada por
F(a,y,p) =y —p* —2xp =0,
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A aplicagio ms e a 1-forma de contato wis na parametrizag¢ao g(x,p) = (x, p*>+2xp, p)
de S = F~Y0) sio dadas por w(x,p) = (z,p* + 2px) e a 1-forma de contato é
w = (2p + 2x)dp + pdx. A origem € claramente um ponto de dobra de mg e uma
singularidade de w. O campo de vetores associado a este equag¢do, na parametrizagao
¢ dada por (ver equagdo (2.2)), §s = (Fp, —(Fy + pF,)) = (2p + 22, —(2p — p)) a

matriz da parte linear de &5 € dada por

=4

o determinante de A € menor que zero. Portanto, a origem é um ponto de sela, (ver

defini¢ao (1.33)), do campo §s.

Definicao 3.7. Chamamos de singularidade de dobra-sela da EDI a todo ponto da
superficie S da equagdo tal que este € uma singularidade do tipo dobra da aplicagdo
mis e um ponto de sela para §s. De maneira andloga se define ponto de dobra-nod
(dobra-foco) como sendo ponto de dobra da aplicagdo s apresenta singularidades do

tipo dobra-nd (dobra-foco) neste ponto.

Um exemplo de EDI que apresenta singularidade do tipo dobra-né na origem é

dado por
1
Fz,y,p) =y —p* = gap =0
A aplicagao mg e a 1-forma de contato wjg na parametrizagao g(x,p) = (,p* +

1/3zp,p) de S = F~1(0) sdo dados por m(z,p) = (z,p* + 3px) € s = (—2p —
1/3xz,—1/3p). Note que o determinante da matriz A de &g ¢ maior que zero e satisfaz
as condigoes descritas em (2.10) para uma singularidade do tipo né de §s.

O principal resultado desta secao ¢ o seguinte teorema foi enunciado e demonstrado

por Dara em [7].

Teorema 3.8. O conjunto das funcgoes F em C*°(R3,R) tais que as singularidades

da EDI
F(a,y,p) =0 (3:2)
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sao dos seis tipos sequintes:

i) Singularidade de dobra simples

1) Singularidade de dobra-sela, dobra-né e dobra-foco,
i1t) Singularidade de cispide eliptica ou hiperbdlica,

¢ aberto e denso em C™(R?,R) na C" — topologia, qualquer que seja r > 3.

Demonstragao: Observe que J?(R3 R) ¢ isomorfo ao R'®. Denotemos por

q=(2,9,0,& &, 8,83, &1, &2, 633, §23, 31, &12),

um elemento de J?(R? R).

Sejam

Y o= {q€R13/§:£3:§33:0}

Y o= {geR¥/E=E=& +p& =0}
2 o= {geR¥=6=6=6=0}
o= o0y

subvariedades fechadas de J?(R?,R). E uma outra subvariedade, também fechada,

que nos dard uma melhor conclusao,

So={q e R?/{ =& =& +p& = & + 4[(&1 + plas) (& +
€31 + pas) — Eaa(€nr + 2p&1a + p*Eaz)] = 0},

E uma consequéncia do Teorema de Transversalidade de Thom que o conjunto 2,

das funcoes F de R3 em R, de classe C* tais que:
7°F :R? — J*(R® R)

é transversal a &, ¥, 2", £ e &, é aberto e denso em C>(R3,R) na C"-topologia
com r > 3.

Analisemos, agora, as propriedades que tem um elemento F que esta em 2.
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1) Dizer que j2F ¢é transversal a X" significa que j2F(R?*) N X"= 0 pois a codi-
mensdo de X" é 4 (proposigio (1.14)). Portanto, as equacdes F, = F, = F,, = 0 nio
podem ocorrer simultaneamente, isto significa que 0 é um valor regular de F', ou seja,
S = F~(0) ¢ uma superficie regular.

2) Considere, agora, uma singularidade da EDI (3.2). Sem perda de generalidade,
podemos supor que a singularidade é 0. Analisemos os trés casos possiveis. Quando
j2F(0) nao pertence a ¥ nem >, quando pertence ¥ e nao pertence ¥ e quando
pertence ¥’ e nio pertence .

a) Se j2F(0) ndo pertence a ¥ nem a ¥ entdo 0 ndo anula a forma de contato.
Portanto, o ponto é de dobra simples.

b) Se j2F(0) pertence a ¥ entdo j2F(0) ndo pode pertencer a ¥" devido da transver-

salidade de j2F a ¥"= ¥NY’ que é de codimensio 4. Como consequéncia temos:
F(0) = F,(0) = F2(0) =0 e F,(0)#0.

Pelo teorema da funcao implicita e da divisao de Malgranje, existe uma vizinhanca de
zero em que a EDI (3.2) é da forma F(x,y,p) = 1/ulg(x,y) — 2], onde u € C*(R3 R)
tal que u(0) # 0. Mostra-se (veja [7]) que a transversalidade de j>uF as subvariedades

», %, %" %" e Xy é preservada e, portanto, podemos pensar na EDI (3.2) na forma
Note que Y= {h~1(0)}, onde
h:R¥® — R3
(&1s i &33) > (&1,€5,833)

¢ uma aplicagao sobrejetiva. Como j2F é transversal a ¥ em 0, temos que h o j2F é

uma submersao. Assim

F2F R — j2(R3 R)
(xayap) '—>(l',y,...,Gp2)

a transversalidade acontece se, e somente se, (ver teorema (1.13)) a composta de f e
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g ¢ um difeomorfismo, isto é

detJ(hoj*F) =det | 0

o que nos da G,3(0)Gp,(0) # 0 e neste caso, segue da definicdo que, a singularidade
é do tipo eliptica ou hiperbdlica.

c) Se j2F(0) pertence a ¥, pela mesma razao de (b), 72F(0) ndo pertence a X. Isto
significa que:

F(0)=F,(0)=0 e FE(0)#0

Portanto, a aplicacao ms : S — R? tem uma singularidade do tipo dobra na origem.
Por outro lado, F,(0) = 0, logo se trata de uma singularidade em que o plano ¥ =0
nao é transversal ao plano tangente de S, segue de (1) que F,(0) # 0 e, pelo teorema

da funcao implicita, podemos escrever F' na forma;

F(z,y,p) = G(z,p) — .
e, novamente, podemos escolher uma func¢ao

g: R —R3
(€1, &3) = (€, 83,6+ D)

tal que ¥’ = {g71(0)}. Tomando a composta entre esta e a aplicagao 2-jato de F, a

condigdo de transversalidade a ¥, (ver teorema (1.13)), chegamos que;

Usando as defini¢oes (2.10) , isto significa que a matriz jacobiana A do campo
§s = (Fp,—(Fy + pFy)) = (Gp, — (G, — p)) tem determinante diferente de zero, e
a transversalidade 4 ¥, implica em detA # 1/4 pela definicao de Y,. Resta, entao,

trés possibilidades para o jacobiano de &g, sao elas;
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1) detA < 0, segue da definigao que a singularidade é do tipo dobra-sela.
2) 0 < detA < }l, neste caso trata-se de um ponto de dobra-noé.
3) i < detA, o ponto é de dobra-foco.

Portanto, a EDI (3.2) apresenta apenas seis tipos de singularidades. [

3.2 Forma normal de EDI

A seguir, enunciamos as formas normais das EDI na vizinhanca de um ponto

singular.

Teorema 3.9. Seja g um ponto singular de F'. Se q ¢ um ponto de dobra simples,

entao (F,q) € equivalente a (x — p?,0).

Dara, no teorema (3.8), conjecturou com respeito ao subconjunto aberto e denso
A C C=(R3,R);

(i) Se ¢ ¢ um ponto singular nao regular do tipo sela, né6 e foco do campo vetorial s,
entdo, o germe F, g é equivalente respectivamente a (p* +y + 2X/4,0), para A < 0,
0 <A< 1/4, X > 1/4, correspondendo a sela, no e foco respectivamente.

(ii) Se ¢ ¢ um ponto singular do tipo ctspide eliptica, entao o germe (F) ¢) é equivalente
a (z —p° +yp,0).

(iii) Se ¢ é um ponto singular do tipo cuspide hiperbolica, entdo o germe (F,q) é
equivalente a (z — p> — yp, 0).

Davyov em [8] obteve a forma normal de uma EDI na vizinhanga de um ponto
singular de dobra com discriminante suave, mostrando que a conjectura de Dara era
verdadeira nos casos em que ocorre singularidade de dobra. Também, Davydov em |[§]
mostrou que na ocorréncia de pontos singular de ciispide, a conjectura de Dara nao
se verifica, ocorrendo modalidade. A seguir, damos uma ideia da prova de Davydov.

Seja

F(2,y,p) =0 (3.4)

uma EDI. Se ¢ € R? é um ponto de dobra da EDI (3.4), isto é, F(q) = F,(q) =0 e
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F,, # 0, entdo a EDI (3.4) é equivalente a

G(z,y,p) = a(z,y)p” + 2b(z,y)p + c(z, y) (3.5)

onde a, b e ¢ sao funcoes suaves em R?. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que G,(q) # 0. Assim, Pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma parametrizacao
h na vizinhanga de ¢ tal que G(z, h(z,y),p) = 0. Observe que, a involu¢do candnica
em G~'(0) ¢ dado por

0(z,y,p) = (x,y,—2b—p).
Logo, na parametrizacao g(z,p) = (z,h(z,y),p), o campo &g e a involugao # sao

dadas por

VG($ap) = (Gp(xvh<x>y>7p)a _Gx(xvh<x>y)7p) —pGy(ZL’,h(QT,y),p))

Oc(x,p) = (x,—2b —p)

respectivamente.
Se ¢ € R? é uma singularidade da EDI tipo dobra-sela, dobra-n6é ou dobra-foco,

entao a involugao g é v-boa.

Defini¢do 3.10. Sejam v,7 : R? — R? campos de diregoes e 0,60 : R? — R? involu-
¢oes. Dizemos que (v,0) € equivalente a (T,0) se existe um difeomorfismo h : R? — R?

tal que

Seja 6 uma involugao V-boa. Um dos principais resultados de Davydov é o teorema

seguinte.

Teorema 3.11. Sejam v : R? — R? um campo de direcoes e 6 : R? — R? uma

involugao. Entao, existe uma EDI G = 0 tal que (v,60) é equivalente a (Vg,0c).

O teorema acima reduz o problema de classificar EDI a classificagao de pares (v, ),

onde # é uma involu¢do v-boa. Davydov mostrou em [8] que so existem trés classes
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de equivaléncia de pares (v, ). Portanto, na vizinhanga de um ponto singular do tipo
dobra, exis; tem apenas trés formas normais. No caso em que a a EDI apresenta
singularidade cuspide, Davydov mostrou que a EDI apresenta modalidade.

O teorema seguinte, demonstrado por Davydov em [8|, apresenta as formas nor-
mais das EDI nos casos em que o ponto singular é do tipo dobra-sela, dobra-noé,

dobra-foco.

Teorema 3.12. (/8/) A EDI (3.2), em um ponto de dobra-sela, dobra-nd, dobra-foco
¢ equivalente a EDI G(z,y,p) =y — (p — kz?) para k < 0,0 < k < 1/4, k > 1/4

respectivamente.

Figura 3.1: pontos singulares nao regulares do tipo sela, no e foco respectivamente

3.3 Forma normal de EDB com discriminante suave
Considere a Equagao Diferencial Binaria (EDB), dada por
E(z,y)|dz, dy] = a(z,y)dy* + 2b(z, y)dzdy + c(z,y)dz* =0 (3.6)

onde a, b e ¢ sao funcgoes suaves em R? e b*> — ac = 0 o discriminante da EDB
(3.6). Note que se o discriminante é suave em (0,0), entdo a,b e ¢ ndo se anulam
simultaneamente em (0,0). Vamos comegar com uma mudanga de coordenadas linear

na tentativa de anular seus termos constantes. Denotemos os termos contantes de
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a,b ecpor A, B e C respectivamente. Uma aplicacao linear dada por L : R? — R? na
EDB, tal que L(X,Y) = (aX 4+ 8Y,7vX +0Y) e py— 8 # 0. Os termos constantes
da nova EDB L*(FE) sao dados por

!/

A = AB*+2BB + O

!

B = Ayd+ B(ad + f7) + Cap

/

C' = Ay*+2Bay+ Ca’.
que podemos reescrever como
g o A B B« A B
LG )G
Denotaremos por
Ady? + 2Bdxdy + Cdz* e J*a(x,y)dy® + 2J%b(z, y)dedy + J*c(x,y)da?,

a parte constante e o k-jato da EDB (3.6).
Note que a equacao acima define uma relagao de equivaléncia no conjunto das
matrizes, simetrias, veja definicao (2.10). Esta rela¢io de equivaléncia nos dd seis

classes de equivaléncia, sao elas:
10 1 0 -1 0 10 -1 0 0 0
) ) ) ) e
0 1 0 -1 0 -1 0 0 0 O 0 0

ou seja, EDB L*(E) tem parte constante
dy® + da? | dy? — da? | dy*  ou 0.

Proposigao 3.13. Suponha que a EDB (3.6) tenha parte constante dy*+dz?*. Entao,
(E,0) € equivalente a (Ey,0) tal que o k — jato de (Ey,0) € dy* + dz*, k > 1.

Demonstragcao: Suponha que tenhamos reduzido o k-jato da EDB na forma
(1 + ag)dy? + 2brdady + (1 + c;)da?
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onde ay, by e ¢ sao polinomios homogéneos de grau k. Sejam p = (X +p(X,Y),Y +
(X, Y)), e plz,y) = 1+ r(X,Y), onde p e q sao polinémios homogéneos de grau
k+1 er é homogéneo de grau k. Entao o coeficiente do k-jato da nova EDB sao

dados por Ey = p- L*(E)

Ay =ap+2p, +r
B = by +ps +qy
Cp =crp+2q, + .

Vamos mostrar que € possivel encontrar polindmios p, q e r que satisfacam Ay =

By = C, = 0. Para isto, definamos a sequinte aplica¢ao
T:HY x HY < HFY  — HF x H* x H*
(prq,m) — (2py+7,P0 + 4y, 26, + 1)

onde H* denota o espaco dos polinémios homogéneos de grau k. Nosso trabalho
consiste, agora, apenas em mostrar a sobrejetividade da aplicacao acima e vamos
fazer isto mostrando que a dimensao da imagem € 3k + 1, isto é, a dimensdo do
nicleo da aplicagao T € dois. Suponha que (p,q,r) pertenca ao nicleo da aplicagao.
Entao, p, +q, = py — ¢ = 0, e estas duas equagoes, por independer de r, implicam

que € possivel encontrar v tal que a aplicacao linear T se anule, para convenientes p

e q. Escreva p = fo pixk =iyl e g = Zf’drol @17yt As duas condigoes acima
implicam que
k+1 kt1
Z(k—i—l—zplkll—i-quZ e ! (3.7)
i=0
k+1 k+1
Zzpl Rimlyiml g Z(kz%—z—l)ql Tyt =0 (3.8)

=0
Somando os coeficientes e igualando a zero na primeira igualdade e fazendo o

mesmo na sequnda, obtemos:

(k+1—i)p;+(i+1)g1 =0, 0<i<k
(t+Dpiy1 —(k+i—1)¢; =0, 0<i<k
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que pode ser escrito por recorréncia, para melhor visualizacao das solugoes, como

seque

i —k—1 1+ 2
; = Diy2 , =2
ir1 DT 02

note que, na relagao acima, os termos de p com indice maior ou tgual a dois estao

di+1 =

relacionados com os termos em q. Basta, entao, tomar valores para py € p1, para
obtermos duas solugoes para a equagio (3.7), por exemplo po =0, p1 =1 e py = 1,
p1 = 0. Portanto, nossa aplicagao tem nulidade dois e portanto € sobrejetiva, o que
mostra a proposi¢ao. [ ]

Como consequéncia do resultado anterior temos;

Proposigao 3.14. Suponha que a EDB (3.6) tenha parte constante dy? —dz*. Entao,
(E,0) € equivalente a (Ey,0) tal que o k — jato de (Ey,0) € dy* — dz? k > 1.

Proposicao 3.15. Suponha que a EDB tenha parte constante dy? + xdx®. Entao,
(E,0) € equivalente a (Ey,0) tal que o k — jato de (Ey,0) € dy? + zdx? k > 0.

Demonstragao: Seja
(14 arz + agy)dy* + 2(bix + byy)dxdy + (c17 + coy)da?
Multiplicando o 1-jato da EDB (3.6) por (1 + a1z + asy)~'. Seja
L(z,y) = (aX + BY,Y +7Y? + 29XY +6Y?)

com um pouco mais de esforco, mas inteiramente andlogo ao caso anterior, encontra-

mos que o 1-jato da EDB L*(F) é
dy? + xdx® , dy* —ydz? ou dy*.

Analisamos, agora, o k-jato dos casos acima:

1) O caso dy* + xdxz?. Assuma que o k-jato da EDB € da forma

(1 + az)dy? + 2bydxdy + (x + ci,)dx?.
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onde ag, by e ¢, sa polindmios homogéneos de grau k = 2.
Seja
LIX,)Y)=(X+p(X,Y),Y+q¢(X,Y)) e plz,y) =1+7r(X,Y)
ondep € H*, g € H**! e r € H*. Entdo, o k-jato da EDB E, = p- L*(E) € dado por
(1+ag + 7+ 2qy)dY?* + 2(by, + gx + py)dXdY + (v + ¢, + p + 2Xpx)dX>.
Andloga ao caso anterior, o processo de eliminacao de termos de grau k produz a
aplicacao linear
H® x H x H*  — H* x H* x H*
(p.q,7) — (r+2qy,p+2Xps, ¢z + Xpy)

que € sobrejetiva. [ ]

O caso dy* — ydx?. Este caso € mais complicado pois a mudanca da coordenadas
anterior nao elimina o termo em x no k-ésimo jato da EDB, ou seja, seu 2-jato € da
forma dy? — (y+?)dx?.

Para tentar contornar esta situacao, vamos utilizar ferramentas da teoria das

singularidades.

Definigao 3.16. Dizemos que (E,0) € formalmente k-determinada se, para toda EDB
(Ey,0) com o mesmo k-jato de (Ey,0) é equivalente a (E1,0).

O resultado a seguir foi mostrado em [6].
Proposigao 3.17. A EDB dy? — (y + A\z?)dz?* ¢ formalmente 2-determinada.

A proposicao acima mostra que toda EDI que tem o mesmo 2-jato de dy* — (y +

\r?)dx? € equivalente a esta.

3.4 Forma normal de EDB com discriminante tipo

Morse

Nesta secao estudamos EDB da forma
a(x,y)dy® + 2b(x,y)drdy + c(x,y)dz* = 0 (3.9)
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onde a, b e ¢ sio fungoes suaves anulando-se em (0,0) e o discriminante A = b*>—ac =

0 € do tipo morse. Seja S = F~(0);

Proposicao 3.18. 1) A superficie S é suave na vizinhanc¢a de 0 X R se, e somente
se, a funcao discriminante tem uma singularidade tipo Morse.

2) A proje¢ao natural mg : S — R? dada por (x,y,p) — (x,y) € um difeomorfismo
local longe do 7= 1(A)

Demonstragao: 1) Observe que fungao F, = 2ap+2b € identicamente zero em 0 x R.

Assim, a superficie S deiza de ser suave em uma vizinhanca de 0 X R se, e somente

se,
oF
%@, 0,p) = a1p” +2bip+ ¢ =0
oF
8_y(0a 0,p) = azp® +2byp+ ¢, =0

para algum p € R. Usando a resultante destes polinémios formados pelas derivadas

parciais de F', vemos que este € o caso quando
(caay — c1a2)* — 4(baay — bray)(caby — c1by) = 0. (3.10)
Considere a expansao de Taylor de ordem 2 da funcao discriminante dada por
b —ac = (b] — arc1)x® + (2b1by — caa1 — craz)xy + (b3 — cza2)y” + o(2).

Para que A tenha uma singularidade tipo Morse € necessdrio que a parte quadrdtica

da equagao acima seja nao degenerada, veja (1.5), e isto acontece se, e somente se,
(3.10) nao se verifica.

2) A projecao ms deiza de ser um difeomorfismo nos pontos (x,y, p) onde F,(x,y,p) =

0, isto €, quando F = F, = 0. Este conjunto é precisamente em 7w '(A). [

Proposigao 3.19. O campo de vetores £ = F,0/0x+pF,0/0y— (F,+pF,)0/0p tem,

genericamente, um ou trés zeros em 0 x RP!, dados pela ciibica
d(p) = azp” + (2bs + a1)p” + (2b1 + c2)p + c1.

Estes zeros sao do tipo no ou sela.
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Demonstragao: veja [1] |

Proposigao 3.20. Suponha que ¢(p) nao tenha raiz repetida, e a1(p) e ¢p(p) nao tém
raizes em comum. Entdo, a EDB (3.9) € equivalente a (Ey,0) tal que 1-jato de Ey é

ydy? + 2(biz + boy)dady + +ydar*.

Demonstragao: O que vamos fazer agora €, formalmente, reduzir a EDB (3.9) para

o caso onde a = £c = y. A ideia é a mesma utilizada na segio (3.3). Comegamos

reduzindo o 1-jato da EDB (3.9) dado por
(a17 + agy)dy® + 2(byz + byy)dwdy + (c17 + coy)da®.

Seja
L(X,Y) = (aX + Y, v X +9Y),

tal que ad — B # 0. Entdao, o 1-jato da EDB L*(E) €
AdY? 4+ 2BdXdY + CdX
onde A=A X +AY, B=B X+ BY eC=CX+CY com

Ar = o*(aay + yaz) +268(aby + yb2) + 52 (act +c2)

Ay = a6 + (2by + a1)0%B + (201 + ¢2)0 6% + 1 33

By = qd(aar +vaz) + (ad +y8)(abi + vb2) + aB(acy + yer)
By = ~6(Bay + daz) + (ad +vB)(Bby + 0ba) + af(Ber + dca)
Ci = ayy®+ (2by + ay)v?a + (2b) + ¢2)ya? + c1a®

Cy = ~2*(Bay + day) + 2va(Bby + 6bsy) + a?(Bey + dcs).

O que se nota a principio é que Ay = B3¢(6/8) e Cy = a3¢(vy/a), onde ¢ tem
pelo menos uma raiz. Tome p; sendo uma dessas raizes, istoé, v = ap;. Assim,
obtemos C; = 0. (Note que ndo podemos fazer 6 = Bpy pois neste caso a mudanga de
coordenadas deizaria de ser um difeomorfismo). As expressoes para Ay e Cy tornam-

se
Ay = af(apr + a1)52 + 2(bop1 + b1)08 + (cap1 + 01)52}
Cy = o*{(a1pr® + 2b1p1 + 1) B + (aspr? + 2bapy + )6}
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Observe que se C = 0, entdo L nao é um difeomorfismo. 2) Também podemos garantir
que A; = 0.

De fato, A1 = 0 se, e somente se,
(a2p1 + a1)8° + 2(bapy 4 b1)83 + (capy + 1) 5° = 0.

Fazendo § = Bpy, teremos A1 = aB?¢(p1) = 0. Assim, § = Bp1 € uma solugdo da
equagao acima. FEsta equagao tem ainda outra solugdo que € 6 = AB. Se as duas

solugoes coincidem, isto € X\ = pq, entao

1
agpr® + (by + ay)py + by = 5061(1?1) =0.

Assim aq e o tém uma raiz em comum pi. O que € uma contradi¢ao com a hipdtese.
Podemos, agora, fazer A1 = 1 e By = £1 usando uma translagio. E o resultado
Seque. [

Seguindo o resultado da proposi¢ao (3.20), consideramos a EDB da forma
(y + a(x,y))dy* + 2(byz + by + b(x, y))dxdy + (£y + c(z,y))dz® =0 (3.11)

onde a, b e ¢ sao funcdao suaves que nao possuem termos constantes nem lineares.
Usando um método inteiramente andlogo ao da proposi¢ao (3.13), mostra-se a se-

guinte proposicao.

Proposicao 3.21. Genericamente, a EDB (3.11) é formalmente equivalente a
ydy? + 2(byx + byy + b(z, y))dxdy + +ydz* = 0,

onde b € uma série de potencias que nao possui termos constantes ou lineares.

No caso em que o discriminante tem uma singularidade tipo morse, a cibica ¢(p)
nao tem raizes repetidas e ¢(p) e a(p) nao tem raizes comum. O proximo teorema
mostra que a EDB (3.9) sao topologicamente determinadas usando, apenas, seu 1-

jato.
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Teorema 3.22. A EDB (3.9) € topologicamente equivalente a:
I. O discriminante é um ponto isolado (Teorema 0.1, [3]):
(a) Lemon  ydy?+ 2zxdxdy — ydx® =0

(b) Star ydy? — 2xdrdy — ydx? =0

(c) Monstar  ydy* + %xdmdy — ydx?® = 0.

1. O discriminante € a intersecio de duas curvas suaves:

(a) ydy? + 2xdxdy + yda® = 0

(b) ydy? — sxdrdy + yda® =0

(c) ydy? — dxdxdy + yda® = 0

(d) ydy® + 2(y — x)dxdy + ydz? = 0

(e) ydy? — 3adrdy + yda® = 0.

O tipo € determinado pelas constantes ay, as, by e by. Mais geralmente, este homeo-

morfismo € um difeomorfismo longe de certos pontos singulares pela origem.
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