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Resumo

Nesta dissertacao estudamos sistemas de equacgoes elipticas dos tipos gradientes e
hamiltonianos via métodos variacionais cujo dominio é todo o RY. Mais especificamente,
utilizamos teoremas de pontos criticos do tipo passo da montanha e linking para provarmos

resultados de existéncia de solugao nao trivial para estes problemas.

Palavras-Chave: Sistemas Hamiltonianos; Sistemas Gradientes; Teorema do Passo da

Montanha.



Abstract

In this work we study systems of elliptic equations of gradient and hamiltonean types
by variational methods whose domains is the whole RY. More specifically, we use critical
point theorems of the mountain pass and linking types to prove results of existence of

non-trivial solutions to these problems.

Keywords: Hamiltonean systems; Gradient systems; Mountain Pass Theorem.
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Notacoes

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

— denota convergéncia fraca;

— denota convergéncia forte;

e — indica imersao;

¢’ denota a derivada de Gateaux e derivada de Fréchet da fungao ¢;

) é um dominio do R";

o (Hy(®))* = Ho() x Hy();

W2P(RY) = {u: RY — R;u € W*P(K),para todo K C RY compacto},

loc

1 <p < oo

HS

rad

(RY) é o subespaco das fungoes radiais de H*(RY);

H~* denota o espago dual de H*;

C' denota uma constante cujo valor pode mudar de linha para linha;

Q denota o fecho de um subconjunto  em RY;

|©2| denota a medida de Lebesgue do conjunto 2 C RY;

e suppu ¢ o fecho em 2 do conjunto {x € Q;u(z) # 0}, chamado suporte de u;

m denota o fim de uma demonstracao;

q.t.p. significa quase todo ponto;



D'y denota o operador diferencial de ordem i;
C(RY) denota o espaco das funcdes continuas em RY;
Co(RY) sdo as fungoes continuas de suporte compacto em RY;

Ck(RY), k > 1 inteiro, denota o espaco das fungoes k vezes continuamente diferen-

ciaveis sobre R¥;
C=(RY) = ﬂkzl CHRY);
CO(RYN) = {u € C(R");sup, ,cpn % < oo} com 0 < a < 1;

(RN = {u € CHRN); Diu € CO(RN) V4, |i| < 1};

+ __ Np
p -~ N—p>

1 < p < N é o expoente critico de Sobolev;

p’ denota o expoente conjugado de p;

Au = Zf\il giz? denota o laplaciano de w;

Vu = ({;9—;1, g—;é, e 861—“N) denota o gradiente de u;

f(z) = o(g(x)), quando x — a indica que lim,_,, 9 =0
u, = o(1) indica que lim u,, = 0, quando n — oo;

F,, representa a derivacao parcial 2—5;

E'’ denota o espaco dual de um espago vetorial normado F;

E+ denota o complemento ortogonal de um subespaco vetorial E.



Introducao

Neste trabalho, estudamos duas classes de sistemas de equagoes elipticas semilineares:
os sistemas gradientes e os sistemas hamiltonianos, os quais serao tratados via métodos
variacionais. Consideramos a seguinte classe de problemas:

—Au = f(xuuv U)
x €,
—Av = g(z,u,v)
onde Q C RY, aberto, podendo inclusive ser todo o RY, N > 3, f,¢g: @ x R? = R sédo
fungoes continuas com crescimento polinomial.
Dizemos que o sistema acima ¢ do tipo Gradiente se existe uma funcao F : O xR? — R

de classe C! tal que
or or
ETIREAN T
e é dito do tipo Hamiltoniano se existe uma funcdo H : Q x R? — R de classe C! tal que
oH oOH
w0 T
Podemos ressaltar dois objetivos principais nesta dissertacao: o primeiro é destacar
as diferencas entre estes dois tipos de sistemas e em seguida discutimos a existéncia de
solucoes nao triviais em cada caso. Além disso, fazemos um breve estudo sobre espagos de
Sobolev de ordem fracionéria. Tais espagos surgem no estudo de sistemas hamiltonianos
e, embora nao possamos deixar de impor certas restricoes no crescimento polinomial das
nao-linearidades, eles permitem uma maior liberdade na escolha dos expoentes méximos
destes polindmios.
O estudo de existéncia de solucoes para estes problemas sera sobre todo o espaco RY.

A abordagem é variacional, isto é, iremos associar ao problema acima um funcional J

definido em um espago de fungoes adequado de forma que pontos criticos deste funcional



serao as solugoes procuradas. Desta forma, uma das grandes dificuldades encontradas
deve-se a falta de condi¢oes de compacidade sobre J, condigoes estas necessérias aos
teoremas de ponto critico que pretendemos utilizar. Uma forma de sanar esta dificuldade
é trabalhar com simetria radial e utilizar resultados de imersoes compactas devido a
Strauss [18].

Este trabalho é constituido de trés capitulos e dois apéndices.

No Capitulo 1, baseado principalmente em [5], apresentamos uma breve abordagem
sobre sistemas gradientes e hamiltonianos. Comegamos destacando as diferencas entre os
dois tipos de sistemas considerados. Enquanto que os sistemas gradientes se assemelham
a problemas escalares, o caso hamiltoniano apresenta dificuldades muito mais acentu-
adas. Parte destas dificuldades é a escolha do espaco de func¢oes adequado ao funcional
J. No sistema gradiente, trabalhamos com o espago H!'(R") x H'(RY). J4 no sistema
hamiltoniano, a fim de permitir uma maior liberdade no crescimento polinomial das nao-
linearidades, precisamos introduzir o espago H*(RY) x H!(RY) das fungoes quadrado
integraveis e que possuem uma certa ordem, nao necessariamente inteira, de derivabili-
dade. Estabelecemos a regularidade C' dos funcionais em ambos os casos, necessaria para
fazermos uso dos teoremas de pontos criticos que garantirao a existéncia de solugoes.

No Capitulo 2, discutiremos a existéncia de solugao radial nao trivial para o sistema
gradiente

—Au+u = F,(u,v)

—Av+v = F,(u,v) em RY,

u,v € HY(RY)

onde N >3 e F: R? - R ¢ uma funcao dada. Os resultados aqui apresentados foram
obtidos a partir do estudo realizado no Capitulo 1 e em [19]. No contexto do método varia-
cional, buscamos por pontos criticos do funcional associado ao sistema, definido no espago
de funcoes (H'(RY))2. Para isto, utilizamos o famoso Teorema do Passo da Montanha
de Ambrosseti-Rabinowitz [2], com as adequagbes necesséarias para o caso de sistemas

gradientes. Inicialmente restringimos tal funcional ao espago (H}! ,(R™))? e verificamos

rad

que este satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale e a geometria do passo da montanha. Com

isto, concluimos a existéncia de pontos criticos para o funcional quando restrito ao espaco

(H}

L JRM))2. Em seguida, utilizamos o Principio de Criticalidade Simétrica para con-



cluirmos a existéncia de pontos criticos em todo o espago (H!(RY))2, que sao as solugoes
fracas procuradas. Neste estudo, nao abordamos questoes referentes a regularidade para
sistemas gradientes, uma vez que, este caso é semelhante ao que é estudado para o caso
de equagoes elipticas escalares. Mais informagoes a cerca de regularidade para equacoes
escalares podem ser encontradas em [19]|. Assim, faremos um estudo sobre regularidade
de solugoes apenas para o caso de sistemas hamiltonianos, uma vez que estes apresentam
um pouco mais de dificuldades para serem tratados.

No ultimo Capitulo, temos como objetivo estabelecer a existéncia e regularidade de

uma solucao radial para o seguinte problema eliptico do tipo hamiltoniano

—Au+u=g(z,v) _—

—Av+v=f(x,u)
onde N >3e f,g: RY xR — R sao funcoes continuas. Aqui apresentamos um resultado
de regularidade, o qual seré provado utilizando-se um argumento bootstrap. Em seguida,
buscamos pontos criticos para o funcional associado ao sistema. Neste momento surge
uma outra diferencga entre os sistemas gradientes e hamiltonianos, uma vez que, o teorema
utilizado no caso de sistemas hamiltonianos nao sera o Teorema do Passo da Montanha e
sim um Teorema de Linking, devido a Li e Willem [10], onde decompomos o espago base
em dois subespacos de dimensao infinita, o que é necesséario devido ao fato do funcional
associado ao sistema ser fortemente indefinido. Assim, esta dificuldade impde um teorema
um pouco mais complicado que o utilizado no capitulo anterior. Os resultados abordados
neste capitulo sdo devidos a Sirakov [17], os quais sdo apresentados de forma detalhada
nesta dissertacao.

Assim, além de abordarmos as principais diferencas entre sistemas gradientes e hamil-
tonianos, no utimo capitulo, fazemos uma releitura auto explicativa deste artigo.

No Apéndice A, inicialmente, daremos uma caracterizacao dos espacos de Lebesgue
LP(RY), com 1 < p < co. Em seguida, para m inteiro definimos os Espacos de Sobolev
WmP(RY) de ordem m sobre RN a partir dos quais fazemos um breve estudo sobre
espacos de Sobolev de ordem fracionéaria. Finalmente, concluimos o nosso trabalho com
o Apéndice B onde apresentamos as defini¢oes necessarias para uma melhor compreensao
do nosso estudo. Além disso, citamos alguns resultados de Analise funcional, Teoria da

medida, Equacoes Diferenciaveis Parciais e Espacos de Sobolev, os quais completam os



argumentos utilizados nesta dissertacao. Por se tratarem de resultados classicos, nao
apresentamos aqui suas demonstragoes, porém, citamos as referéncias onde as mesmas

podem ser encontradas.



Capitulo 1

Sistemas Elipticos Semilineares

Neste capitulo estudaremos duas classes especiais de sistemas de equagoes diferenciais
parciais elipticas.

Consideremos o seguinte problema,

Au=Jlmn) req, (1.1)
—Av = g(z,u,v)
onde QC RV, N>3, u,v:Q—=Re f,g:QxR?>— R sio funcoes dadas.

Nosso interesse é utilizar técnicas variacionais para encontrar solugoes de (1.1), isto é,
associamos a (1.1) um funcional definido num espago de fung¢oes adequado de forma que
pontos criticos deste funcional s@o solugoes, num certo sentido, do problema (1.1). Dois
tipos de sistemas surgem nesta abordagem:

Dizemos que o Sistema (1.1) ¢ do tipo Gradiente se existe uma funcio F : Q x R? — R

de classe C! tal que
or _ . oF _
ou 7 v

e é dito do tipo Hamiltoniano se existe uma funcio H : Q x R? — R de classe C' tal que

9

OH  0H

w0 e

Observe ainda que nao estamos restringindo o dominio €2, que pode, inclusive, ser todo

o RV,



1.1 Sistemas Gradientes

1.1 Sistemas Gradientes

A teoria de sistemas gradientes é semelhante a teoria dos problemas envolvendo
uma equacao eliptica, ditos problemas de equacoes escalares.

Consideremos o seguinte sistema de equagoes

—Au = Fy(x,u,v)
—Av = Fv(gj7u,v) x € Q. (1.2)
u,v € Hy(Q)

No contexto do método variacional, buscamos solugoes fracas para (1.2). Dizemos que

(u,v) é uma solugao fraca para (1.2) se (u,v) € (H}(2))? e satisfaz

/QVqup = /QFu(agu,v)(p e /QV'UVQA = /QFv(x,u,v)z/J Y (p,9) € (Hy(Q))2.
Denotemos

U= (u,v), —AU=(-Au,—Av) e VF(z,U)=(F,(z,u,v),F,(z,u,v)).
Assim, o sistema (1.2) pode ser escrito na forma

—AU =VF(z,U)
x € L. (1.3)
U € (Hy())*

Associado ao sistema (1.3) temos o funcional I : (H}(Q2))? — R dado por

10) = 300 - [P0, (1.4)

Considere as seguintes hipoteses sobre F":
(Fy) F € CHQxR?),
(Fy) Para 1l <p,q <2"—1, onde 2* = 22
IVF(z,U)] < C(Ju” + [v|),
para todo z € Q e u,v € R,

(Fy) F(2,0,0) = F,(x,0,v) = Fy(z,u,0) =0,V 2 € Q, ¥V u,v € R,

(F3) VF(z,U) = o(|U]) quando |U| — 0.



1.1 Sistemas Gradientes

A seguir, apresentamos dois resultados que serao uteis para mostrar que o funcional [

esta bem definido e de classe C!.
Lema 1.1 Suponha (Fy) — (Fy). Entdo, para 1 < p,q < 2* — 1, temos
F(z,U) < C(1+ [uPt™ + |v]7t),
para todo x € Q e u,v € R.
Prova: Sem perda de generalidade suponha p > ¢, por (F}), temos
Fu(z,u,v) <[Fu(z,u,0)] < [VF(2,u,0)| < C(juf” + |v]7)

dai

/Fs(x,s,v)ds < C/ ]3|pd3+C/ lv|?ds
0 0 0

= Clul/™ + Clv|%u

IN

ClufP* + Clo||u|
o que implica

F(z,u,v) — F(z,0,v) < ClulP™ + C|v||ul. (1.5)
Por (F}) e (Fy), segue

F(z,0,v) = /Ft(:r,(),t)dt
0

= Clv]7. (1.6)
Logo, por (1.5) e (1.6), obtemos
F(x,u,v) < ClufP™ + Clo|%u| + C|v|Tt.
Analisemos os seguintes casos:

Caso 1: |u] < 1.
Se |v| <1, temos

F(z,u,v) <C.



1.1 Sistemas Gradientes

Se |v| > 1, temos
F(z,u,v) < C+Cl|?+ Clo|" < C 4 Clo|T.

Caso 2: |u] > 1.

Se |v| <1, temos
F(z,u,v) < Clu[™ + Clu| + C < ClufP™ + C.
Se |v] > 1, tomando t = Z£ temos
G+

F(z,u,v) < ClulPt + Clv|9ul" + O]t (1.7)

Usando a desigualdade de Young (veja Teorema B.8 do Apéndice B), com a = |v]?, b = |ul*

e(g+1) = %, tem-se
ap,|t < 4q q+1 p+1 1.8
ol < Ll (15)
de (1.7) e (1.8), obtemos
F(x,u,v) < ClufP™ + Clv]?™.

Assim, analisando todos os casos, concluimos que

F(z,U) < O+ |[ulP™ + |v]7t1). (1.9)

Lema 1.2 Suponha (Fy) — (F3), entao
F(z,U) < e(jul* + o) + C(juf** + [v]*™),
para todo U € R? e e > 0.
Prova: Por (F3), dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
Ul<d = [VF(z,U)| <e|U],
isto é,
Fu(z,u,v), Fy(z,u,v) < |[VF(x,u,v)|] <e(lu] +|v]), se |U] <. (1.10)

10



1.1 Sistemas Gradientes

Assim, de (1.10) obtemos

Flz,u,v) — F(z,0,0) = /Fs(x,s,v)ds

0
e/ |s|ds+5/ lv|ds
0 0

<
< %|u|2 + el ul. (1.11)
Por (F») e (1.10), temos
F(z,0,v) = /Oth(m,O,t)dt < g/OU thdt = SJof? (1.12)

De (1.11) e (1.12), segue que

Fle,uv) < Sful?+elolul + SJof

1 1
< Cful+ Gl + o) + SfoP
= el + o). (1.13)
Se |U| = |u| + |v| > 4, podemos supor |u| > £. Entdo, pelo Lema 1.1, e considerando
C < Ci($)PH!, temos
F(z,u,v) < C+Cluff™ + CJo|*™!
K} p+1
< a3) +ou
< Gl + O(luf™ + o)
< CO(Juft™ + oot (1.14)
Por (1.13) e (1.14), concluimos que
F(z,U) <e(jul* + o) + C(jul** + [v]*™), (1.15)
m

Mostraremos agora a regularidade C! do funcional I, para isto, apresentamos o seguinte

resultado:
Proposigao 1.1 O funcional I estd bem definido e I € CY((H{(2))%,R). Além disso,

(I'v),®) = /Q[VuV<p+VvV1/J] — /[Fu(w,u,v)g0+Fv(x,u,v)w]

Q

para todo U = (u,v),® = (p,v) € (Hi ()%

11



1.1 Sistemas Gradientes

Prova: Podemos escrever

onde p(U) = 3|U|* e p(U) = [, F(x,U).

2

Provemos entao o seguinte,

(a) I esta bem definido.

Claramente p(U) = $||U||* est4 bem definido para todo U € (H(£2))?. Portanto,
basta verificar que o funcional p esta bem definido. De fato, como Hj(Q) < LFTH(Q)
e HY(Q) — LT(Q), 1 < p,q < 2* — 1 (veja Teorema B.16 do Apéndice B), pelo

Lema 1.2 temos

Fz,U) < e(jul + [v]*) + C(lul"" + Jv|**)
fren = [ |

_ 6/|u|2+6/|v|2+C'/|u|p+1+C/|v|q+1<oo.
Q Q Q Q

Logo, 1 esta bem definido. Portanto, I esta bem definido.

(b) 1€ CH(H;())%R).

Primeiro, vejamos que p é diferenciavel com derivada continua.

_ 1 A2 — L 2
fo AU HR®) —p(U) U+ hEIP — |U]
h—0 h h—0 h

oy SUUIE £ 200U, ) + 2] @2) — 31U
h—0 h

— 1 (o) + 510l

li
h—

= <U’ @>

Nosso objetivo é mostrar que

7(®)

m — =
lof—o [|®[

onde 7(®) = p(U + @) — p(U) — (U, D).

Assim, temos

- - LU + @2 = L|U|2 = (U, &
U O) )~ UO) U+ @ - SV - (U, %)
|®]—0 ||| [[®]|—0 |2
o sOIE (U @) + ||2]7) = ST - (U, @)
= lim
|8]—0 (]
1
f— 1. — @ p—
dm 2|| | =0,

12



1.1 Sistemas Gradientes

mostrando que p é diferenciavel em (H3(2))?, com
(W (0).8) = (V.8) = [ [VuVp+ Vovy)
Q

e consequentemente p é continua.

Vamos mostrar agora a continuidade de p’. Considere {U,} C (Hj(2))?, com

U, — U em (H}(Q))?. Temos que

19(U) = 9O g s = sup [{p(Un) = (U, D).

e]<1

Note que

(' (Un) = p'(U), )| = [(p'(Un),®) = (¢'(U), )]
= [(Un, @) — (U, )]
= (U, — U, ®)|.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja Teorema B.11 do Apéndice B), segue

que

[(p'(Un) = ' (U), )| < U = Ul|2] < |Un = Ul

para ||®]| < 1. Assim, obtemos

sup [(p'(Un) = p'(U), @) < U = U],

l[®f<1
donde segue que
16(U) = Oyt = 0

quando n — +o00. Logo p’ é continua e, portanto, p’ € C*((Hj(Q))?).

Em seguida, mostremos que p é diferenciavel. Defina v(a) = F(z, U + at®) onde
D = (p,70) € (H}Q))? e a,t € [0,1]. Entao, pelo Teorema do Valor Médio (veja
Teorema B.3 do Apéndice B), existe § = 0(x) € (0,1) tal que v(1) — v(0) = +/(0),
isto é,

F(z,U+1t®) — F(z,U) = F,(2,U+ 0t®)ty + F,(z,U + 0td)t)
= VF(z,U + 0t®)td. (1.16)
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1.1 Sistemas Gradientes

Quando t — 0 temos que VF(z,U + 0t®)d — VF(x,U)P q.t.p. em Q x Q. Por

outro lado, de (F}) e usando a desigualdade de Young, obtemos

[VE(x, U+ 0t®)0| < Clu+ 0tp|?|®| + Clv + 6t |?|D|

Clul” + 1) (el + 1) + CJvl* + [ (el + |9])
Cllellul” + ol + [l [ul” + [l ol")

+C(|llo]? + ll|” + [lv]* + ] *)

< Ol + o™ + ol + ], (1.17)

IN

Como, por imersao de Sobolev, U, ® € LPT1(Q) x LIT(Q), entdo o termo a direita
em (1.17) é integravel. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(veja Teorema B.12 do Apéndice B), segue que
/ VE(@, U+ 0t0)d — / VF(@,U)d quando ¢ 0. (118)
) Q

Logo, de (1.16) e (1.18), temos

(U + #0) — (V)

(W (U),®) = lim

t—0 t

— lim F(z,U+t®) — F(x,U)
t—=0 Jo t

= /VF((L’, U)d
Q

= /Q[Fu(a:, u,v) + F,(z,u,v)].

Logo, p é diferenciavel a Gateaux (veja Definigdo B.4 do Apéndice B). Agora
mostremos que ' é continua.

Seja U, — U em (H}(Q))2. Entao, U, — U em LPT(Q) x L1(Q) e U, — U q.t.p.
em () x ). Consequentemente, a menos de subsequéncia, existe W = (wy,ws) €
LPH(Q) x LI(Q) tal que |u,| < w; e |v,] < ws q.t.p. em Q (veja Teorema B.5 do
Apéndice B). Dado ® = (p,v) € (H}(Q))?, por imersdao de Sobolev, ® = (p,1) €
LPHHQ) x LTT(Q). Definimos

A, = VF(z,U,)®

14



1.1 Sistemas Gradientes

entao, por (F}) e a desigualdade de Young, temos

(Al = [VE(z, Up)||®]

IN

C(Jun|” + |Un’q)|q)’

IN

(

C(|wr [P + wa| ) ([] + [])

C(lwi[Plo| + |wi]P || + |wa| @] + |wa|?]2])
(

CJwy [P+ P+ w7 + 97T € LHQ).

IN

Como VF(z,U,)® — VF(z,U)® q.t.p. em Q x Q, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada temos que

/QVF(:L-, Un)<I>—>/QVF(a:,U)QJ.

Assim, para cada ® € (H}(Q))? com ||®| < 1, obtemos

11/ (Un) = (O gyt = sup [(W/(Un) = ' (U), )]

[@]<1

= sup (1 (Un),®) — ('(U), ®)|

@]<1

sup /|VF($,Un) —VF(z,U)||?|
Q

@<t
— 0.

IN

Logo, u € CY((H}(Q))?) (veja Observagao B.3 do Apéndice B). Portanto, I € C*((Hy(2))* R)
e ¢ dado por

(I'v),®) = /Q[VUV(,D + VoV — /Q[Fu(x,u,v)go + Fy(z,u,v)y].

[ ]

Uma vez que o funcional I ¢ de classe C!, condicoes adicionais em F' serao estabele-
cidas de modo que possamos utilizar teoremas de pontos criticos na busca de solugoes do
problema estudado. Mais precisamente, no Capitulo 2, estudaremos um sistema do tipo
gradiente utilizando métodos variacionais, ou seja, associamos ao sistema o funcional I e
almejamos encontrar pontos criticos deste funcional, os quais serao as solugoes fracas do
sistema dado. A idéia é obter, via Teorema do Passo da Montanha, um ponto critico nao

trivial U do funcional I restrito ao espago (H! ;(RY))?. Em seguida, usando o Principio

rad
de Criticalidade Simétrica de Palais concluimos que U é um ponto critico nao trivial de

I no espago (H*(RY))2.
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1.2 Sistemas Hamiltonianos

1.2 Sistemas Hamiltonianos

Nesta secao estudaremos sistemas elipticos da forma
—Au = H,(z,u,v)
x €, (1.19)
—Av = Hy(z,u,v)

onde Q C RV, N > 3.

Observagao 1.1 Quando Q =RY, o sistema (1.19) assume a forma

—Au+u= H,(z,u,v)
r € RY.
—Av+v = H,(z,u,v)

Dizemos que (u,v) é solucdo fraca para (1.19) se (u,v) € (HL(Q))? e

/QVqub - /H v, u,v)
/Qwv@b = /QHu(x,u,vW

para todo (¢, ) € (Hj(2))%

Primeiro, se supomos que H € C1(Q x R?) e satisfaz
(Hy) Para 1 < p,q <2*—1,

Hy(z,u,v) < CO(lul” +[v]?)

Hy(z,u,0) < C(juf” + [o]"),

(Hy) H(z,0,0) = H,(x,0,v) = Hy(x,u,0) =0,

(H3) Hy(z,2)=o0(z]), Hy(z,2) = o(]z]), com |z| — 0, para z = (u,v) € (Hy(2))>.
Entao, analogamente ao que fizemos para o caso de sistemas gradientes, mostramos
que o funcional
J(z) = J(u,v) = / Vqu—/H(x,u,v) (1.20)
Q Q
associado ao problema (1.19) esta bem definido no espago de Hilbert E = (H;(€))?. Além

disso, J & de classe C' com derivada dada por

(J'(2),n) = /Q[Vqub + VoVy] — /[Hu(x,u,v)¢ + Hy(z,u,v)d]

0
para todo z = (u,v),n = (¢,%) € (HJ(2))?. Assim, pontos criticos do funcional (1.20)

sao solugoes fracas do sistema (1.19).
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Observacao 1.2 Em nosso caso, utilizaremos a nocao de hipérbole critica a qual substitui
a nocao de expoente critico do caso escalar. Faremos esta substituicao porque queremos
considerar os pares (p,q) que podem nao satisfazer a restrigao (Hy). Assim, impomos
uma nova condi¢ao de crescimento onde a exigéncia basica serd que (p,q) esteja abaizo
da hipérbole critica, sendo que p ou q pode ser maior que 2* — 1, isto €, p, q satisfazem

1+1>1 2
p+1 qg+1 N

conforme figura abaizo

qaa
N+4 | i
N-4 :

1 :

2 | S
N-2 :

0 2 1 N+4 p

N-2 N-4

Figura 1.1: Hipérbole critica

A idéia principal da hipérbole critica € possibilitar uma maior flexibilidade na escolha
de p e q, 1sto €, a medida que p cresce, q diminui, havendo portanto, uma compensacao.
Com isto, a parte quadrdtica do funcional (1.20) deve ser redefinida, e entdo, precisaremos

de espagos de Sobolev de ordem fraciondria (veja Apéndice A).

Observacao 1.3 Nosso interesse € estudar sistemas elipticos em RY | entao utilizaremos

0s espacos de funcoes sobre o RY.
Agora, precisamos estabelecer um espago adequado para redefinir o funcional (1.20).
S N t N
1.3 O Espago H® ,(R") x H' ,(R"Y)

Seja H um espago de Hilbert real separavel com produto escalar denotado por (,) e a

norma correspondente por ||.||. SejaT : D(T) C H — H um operador linear auto-adjunto,
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satisfazendo o seguinte: Existe § > 0 tal que
(Tu,u) > 6||lu|®>, VYue D). (1.21)

Por simplicidade tomaremos 6 = 1. Dizemos que T : D(T) C H — H é positivo se
satisfaz (T'u,u) > 0, para todo u € D(T). Além disso, se T é auto-adjunto e positivo
entao, existe um tnico operador linear auto-adjunto S tal que T = S2, tal operador ¢
denominado raiz quadrada de 7T'.
Por (1.21) vemos que T é positivo, deste modo podemos definir sua raiz quadrada
Tz : D(T?) — H um operador auto adjunto e temos
(T2u,u) > ||ul?, we D(T?). (1.22)
Para cada s > 0, denotemos
A=T> AS=T3

Y

e definimos E* = D(A®), onde cada E® é um espago de Hilbert dotado com a norma do
grafico

(u,vyps = (u,v) + (A%u, A%v).
Segue de (1.22) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que
ull* < (T3u,u) < ||T2ul|lu]

logo
[A%ull > flull, Vue L. (1.23)

Note que, ||u]|gs e ||A%u|| sdo equivalentes em FE®. De fato, temos
lullZe = llull* + | A%ul* > [|A%|? (1.24)
por outro lado, de (1.23), temos
ullZe = lull* + 1A% ull* < |4l + [|A%]* = 2[| A% (1.25)
De (1.24) e (1.25), temos

1A% < fJulle: < V2] A%].

De modo que, em E*, podemos escrever

<U,7 U)ES = <ASU7ASU> € ||U|

e = || A% (1.26)
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Proposigao 1.2 A®: E* — H ¢ um isomorfismo.

Prova: Primeiro note que, de (1.24) temos que A® é continua em FE°. Agora, de (1.23)

temos que A® é injetiva, pois
0=1[Au—-v)[ = llu—wv]=0.

Mostremos que A*(E?) é fechado em H. Seja {u,} uma sequéncia em E*® e z em H

tal que A®u,, — z em H. De (1.23) temos
[ A%y, — A || = |A*(un — wn)[| 2 [Jtn — -

Como {A®u,} é uma sequéncia de Cauchy, entao {u,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em H.

Assim, existe u € H tal que u,, — v em H e como A® é continua temos, A%u, — A%u em

H, dai, pela unicidade do limite, z = A%u concluindo que A*(E*) é fechado em H.
Mostremos também que A*(E®) é denso em H. Consideremos z € E* de modo que

(A*u, z) =0, V u € E*. Em particular, para u = z temos
0= (A%,z2) > |

o que implica z = 0. Logo, A*(E*)* = {0} e portanto A*(E*) ¢ denso em H (veja Teorema
B.14 do Apéndice B).
Sendo A°(E?) fechado e denso em H, entao A*(E®) = As(E*®) = H. Logo, A*(E®) ¢é

sobrejetiva.

Denotemos por A~ o inverso de A® e note que, dado ¢ € H e 1) € E*, entao

(A7, ) g = (APAT°), A%Y) = (¢, AY).

Agora, sejam s,t > 0 com s+t = 2. Definimos o espago de Hilbert £ = E* x E' com
o produto interno (,) induzido pelos produtos internos (,)gs, (,)gt de modo usual. Em

seguida, definimos a forma bilinear B : E x E — R por
B(z,n) = (A%, A') + (A°p, A'v)

para todo z = (u,v),n = (¢,¢) € E x E.
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (1.26), obtemos

Bzm) < [Aull|A] + [[A*]|[| A"l

= ulles 19l e + 1|0l s 0] 2

IN

Izllzlnlle + lnllellzlle

= 2|zllzlnlle

o que mostra que B é continua.

Seja, Lz = (A5 AMv, A7"A%u), V z = (u,v) € E. Temos

(Lz.mp = (A7 A, A7 A%), (6,9)p

(
<A_8Atvv ¢>E5 + <A—tASu7 w>Et
(Afv, A%¢) + (A, A")
(A%u, A") + (A%¢, A'v)

= B(zn)
para todo n = (¢, ) € E.

Lema 1.3 Defina L : E — E tal que

para todo, z,n € E. Entao, L é um operador linear, auto-adjunto e continuo.

Prova: L é continuo. De fato, pela continuidade de B temos
IL2|[z = (L2, Lz)p = B(z, Lz) < C||2||5l|Lz|s,

logo,
[Lz]|e < Cllz]le-

Agora, verifiquemos que L é linear. Dados 21,29 € E, a € R, temos

<L(C¥2’1 +z2)777>E = B(azl +22an)
- QB(21777>+B(22»77)
= ofLz1,n)e + (L2, n)e

= (aLz + Lz, m)E
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para todo n € E. Logo, L(az; + 29) = aLz; + Lzy.

L é auto-adjunto. De fato,
(A7 Al A7 A%), (6,9)) 5
A5 A, 6) e + (A~ A%, 1)

<L2777>E =
Alv, A%¢) + (A%u, A'Y)

u, AT A s + (v, AT ASD) e

{
{
{

= (Au, AW) + (Alv, A%¢)
{
((u,v), (AT A", AT AG))
{

= (z,Ln)s.
]
Mostremos que L possui apenas dois autovalores —1 e 1. Seja
Lz= Xz, z#0,
entao
(A5 Al A7PAPu) = Mu, v).
Supondo v # 0, temos
A5AW = M
(1.27)
AT A% = .
Da primeira igualdade de (1.27), temos
A7 Aty
u =
A

e da segunda igualdade, temos

1
3= M= 0=\ v = v = Nv|| = A= £1.

Além disso, os auto-espacos correspondentes sao
Et = {(u,A7"A%u) :u € E*} para A\ =1,
E- = {(u,—A7'A%u):u € E°} para \=—
pois,
L(u, A7 A%u) = (AA'ATTA%u, AP A%u) = (u, A7 A%u),
L(u,—A7"A%u) = (—ATPA'AT A%u, AP A%) = (—u, A7 A%) = —(u, —A " A%u).
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Também temos que

E=EtQE

e B e E~ sao multualmente ortogonais com respeito a forma bilinear, isto é,
B(z",27)=0, VzteFE" e 2z €E".
Considere a forma quadratica associada & forma bilinear B, isto é,

Q) = B2

— %((Asu, Alv) + (A*u, A'v))

= (A°u, A')
para z = (u,v) € E. Segue entao que

Sl = Q1) - Q) (1.25)

onde z =zt +27, 2t € ET, 2~ € E™.
De fato, dados 2" = (u, A" A%u), 2~ = (u, —A"'A%u), u € E*, temos

Q(zT) = (A%u, A'A'A%u) = (ASu, A%u) = || A%u|)® = ||ul

2
Es

Q(z7) = (A%u, —A'AT"A%u) = —(A%u, A%u) = —||A%u|]* = —||u]

2
Es:

Dali,

e (1.29)

we + lullpe = 2|l

Q") — Q(z7) = |lul

Por outro lado,

Sl = Siea)s
= %(z++z_,z++z_>E
= %(<z+,z+>E+2<z+,z_)E+(z_,z_>E)
= Ll AT A, (1, AT A p - {(, AT A), (0, — A A)) )
= Ol 1A A+l + 1 — A~ A%l
= S (lull}) = 20l (1.30
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uma vez que

IA™ Al = [|A%ul|* = |Ju|

2
Bs-

Assim, de (1.29) e (1.30) segue (1.28).

Além disso, existe C' > 0 tal que

C|z||3 para z¢€ ET,

O
O
v

Q(z) < —C|z||2 para z€E.

Observagao 1.4 As desigualdades acima expressam o fato da forma quadrdtica @ ser

fortemente indefinida.

Defini¢ao 1.1 Uma fungao é dita radial (em x) quando depende apenas da distancia a

um ponto fizado em RV .

Agora, utilizaremos esses resultados para redefinir o funcional associado ao sistema
(1.19) em um espago apropriado. Como ja foi dito vamos precisar de espagos de Sobolev
de ordem fracionéaria, a fim de formularmos corretamente a parte quadratica do funcional
J. Além disso, como em problemas variacionais no RY ha uma perda de compacidade
uma vez que nao valem as imersoes compactas de Sobolev em RY, para contornarmos

)

este problema, vamos trabalhar no subespaco H?, ;(RY) de H*(RY). Seja H = L2 ,(R")

rad rad
o espaco das funcoes L? em RY que sdo radiais. Seja T'= —A + I, onde I é a funcao
identidade e D(T) = H2 ,;(RY) que é o espaco das fungoes radiais em L? com derivada

até segunda ordem em L2. Para 0 < s < 2, o espaco E® ¢ o dominio D(T%), neste caso,

o0 espago £ & o espago de Sobolev H? ,(RY). Assim, denotando A = (—A + I)%, temos,

rad

para 0 < s <2
E* = D(A®) = H? ,(RY).

rad

Agora, temos o seguinte teorema de imersao (veja [12]). O caso s = 1 foi provado por

18],

Teorema 1.1 Seja s > 0. Entio a restrigio o HS ,(RY) da imersio de Sobolev de

We2(RN) em LY(RYN) € continua se 2 < v < 22— e € compacta se 2 < v < 255

Seja E = H? ,(RY) x H!

rad

(RY) e a forma bilinear B : E x E — R definida por

B(z,n) = | (AuA+ A¢A), V2= (u,v),n=($¢) € E,

RN
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e a correspondente forma quadratica por
Qz) = AuAl, ¥V z=(u,v) € E,
RN

esta forma quadratica ira substituir
/ VuVu

Assim, definimos o funcional J : E — R dado por

no funcional (1.20).

J(z) = / AtuAly — H(z,u,v) (1.31)
RN RN
para todo z = (u,v) € E.

Proposigao 1.3 Suponha que H € C*(RY x R?) satisfazendo as hipdteses (Hy), (Hz) e
a sequinte condi¢ao de crescimento
Hy(,u,0) < CJuf” + |v]7)

Hy(z,u,v) < O(|uf’ +[v]?)
comp,q>1e
—_—t—>1-—. (1.32)

Entao o funcional J dado por (1.31) estd bem definido. Além disso, J € CY(E,R) com

derivada dada por

G = [ (A 0A = [ [Ha(ow 0o+ Hofe,u, 0]

RN

para z = (u,v),n = (p,9) € E.

Prova: Escreva J(z) = v(z) —w(z), onde v(z) = [pn Audv e w(z) = [pn H(z,u,v).
Mostremos que J estd bem definido. Analogamente ao que fizemos para o caso de
sistemas gradientes na Sec¢ao 1.1, mostramos que w esta bem definido . Entao, verifiquemos

que v estd bem definida, temos

v(z) :/ AtuAly = (A%u, A2 < ||A%u| 2 || A% 12 = ||u|
RN

Hs /UHHt,

24



1.3 O Espago H? ,(RY) x H!

rad

(RY)

assim, v esta bem definida para todo z € E. Logo, J esta bem definido.
Agora, mostremos que J ¢ de classe C! em E. Primeiro, mostremos que v é continu-

amente diferenciavel. Sejam z = (u,v),n = (¢, ¥) € E, temos

V(Z + h77) - V(Z) _ l /N[As(u+ hqb)At(v + hw) _ AsuAtU]

h - h
-5 / [(A*u + hA¢)(A'v + hA"p) — A*uA'v]
h RN

1
= —[h/ ASuAtw—i—h/ AS¢Atv+h2/ A%A%]
h RN RN RN
= / AsuAt;D—i—/ AsqﬁAtv—l—h/ ASp Al
RN RN RN
— Ay Al + ASpAty
RN RN
quando h — 0.
Logo,
(V'(2),m) :/ AsuAtw—l—/ ApAty.
RN

RN

Em seguida, mostremos a continuidade de v/. Sejam z; = (u1,v1), 29 = (ug,v2) € E.

Entao,
|/ (21 + 22) = V' (2)ll s xm—t = ”81H1P |V (21 4+ 22) — V/(21), M)
n||<1
Além disso,
[V (21 + 22),m) — (V(z1),m)] = [(A%(u1 +u2), A') 2 + (A°), A'(v1 + 12)) 12

—(Auy, AM) 2 — (A%, Alvy) 2|

= [(A%uy, A%) 12 + (A%¢, A'va) 2|,

dai

”st (V' (21 + 22) = V' (21), )| < [(A’ug, AT) 2 + (A%, A'vg) 2]
n||<1

Logo,
|V (21 + 22) — V' (21) || -5 x izt — 0
quando zy — 0.

Novamente, de forma anéloga ao que fizemos na Segao 1.1, mostra-se que w ¢é diferen-
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ciavel, ' é continua e, além disso,

w(z+ hn) — w(z)

(W'(z),m) = lim

h—0 h
o [ [Huho vt )~ Hix )

- /RN [Hy(z,u,v)¢ + H,(x,u,v))].

Portanto, J € C'(E,R) e sua derivada é dada por

<‘],(z)7 T]> = <V,(Z)7 77> - (w'(z), 77>
— /RN [ASuAly) + A°pAt] —/ [Hy(z,u,v)¢ + Hy(x,u,v))].

RN

[ ]

Agora, como J € C'(E,R), acrescentando sobre H certas hipoteses, estudaremos a
existéncia e regularidade de solugoes para um sistemas do tipo hamiltoniano. Este sera
nosso objetivo no Capitulo 3, onde buscaremos pontos criticos para o funcional J, os
quais serao solugoes fracas do sistema dado. Para a obtengao dos pontos criticos de J
utilizaremos um Teorema de Linking em dimensao infinita, apresentaremos também um

resultado de regularidade, o qual seré provado utilizando-se um argumento bootstrap.
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para um Sistema

Gradiente

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solugao radial nao trivial para o seguinte

sistema de equacoes elipticas do tipo gradiente

—Au+u = F,(u,v)
—Av+v = F,(u,v) em RV, (2.1)

u,v € H'(RY)

onde N > 3 e F : R? - R é uma funcao dada. Por simplicidade abordamos neste
capitulo apenas o caso auténomo, isto ¢, F' nao depende de z € RY. No entanto, o caso
nao autébnomo pode ser mostrado de maneira completamente similar desde que F' seja
radial em z € R,
Assim como fizemos no Capitulo 1, escreveremos o sistema (2.1) da seguinte forma
—AU+U=VF(U)
em RY. (2.2)
U e (H'(RY))
O que fazemos neste capitulo é uma adaptagdo do Teorema devido a Strauss (veja

[19]) que trata do problema escalar

—Au+u = |[ul’?u
em RY, (2.3)
u € H'(RY)
onde N >2e2<p<?2%.
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Ressaltamos que os resultados aqui apresentados foram obtidos com base no que foi
estudado no Capitulo 1 para sistemas gradientes e em [19], através de um teorema de
ponto critico bastante conhecido, o Teorema do Passo da Montanha (veja Teorema B.2 do
Apéndice B), frequentemente utilizado para o caso de equagoes elipticas escalares. Com as
adequagoes necessarias para o caso de sistemas gradientes, utilizamos este mesmo teorema
na demonstracao de nossos resultados. Em nosso estudo pretendemos obter solucoes
fracas radiais para o sistema (2.2). Questoes como positividade e regularidade, que sao
consideradas no teorema (de Strauss) ndo foram consideradas aqui, pois objetivamos
apenas utilizar o Teorema do Passo da Montanha para discutir a existéncia de solucoes
radiais para o sistema (2.2). Para isto, associamos a este sistema um funcional definido no
espago (H'(R™))?, cujos pontos criticos correspondem as solugoes fracas do sistema (2.2).
Procedemos da seguinte forma: verificamos que tal funcional quando restrito ao espaco

(H}

rad

(RM))? (subespago de todas as fungoes radias no espago de Sobolev (H'(RY))?)
satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (veja Defini¢ao B.7 do Apéndice B) e a geometria
do passo da montanha, concluindo assim a existéncia de pontos criticos para o funcional

restrito a (H!

L 4(RM))2. Por fim, utilizando o Principio de Criticalidade Simétrica, obtemos

a existéncia de ponto critico em (H*(R™))2, o qual ¢ a solucdo fraca procurada. O objetivo
de restringir o funcional para o espago das fung¢oes radiais é recuperar sua compacidade,
a qual é perdida ao se trabalhar com dominios ilimitados, neste caso, todo o R*.

Consideremos as seguintes hipoteses sobre a nao-linearidade de F"
(Fy) F e CY(R%R),
(F1) Existe uma constante C' > 0 tal que

IVE(s, 1) < C(1+|s|P + [t]9), V (s,t) € R?
onde 1 < p,q <2*—1,
(Fy) |[VF(s,t)] =o(|(s,t)]) quando (s,t) — 0,
(Fs) Existe > 2 tal que
TVF(T)> puF(T) >0, VT €R? com T #0,

(Fy) F(0,0) = Fy(0,t) = Fy(s,0) =0, V (s,t) € R%
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2.1 Principio de Criticalidade Simétrica

Associamos a (2.2) o funcional I : (H*(R"))? — R definido por
1 2
1) = 5IUI7 = FU). (2.4)
RN
Assim, temos como objetivo buscar pontos criticos para o funcional I. Observemos que
o funcional I est4 bem definido e, mais ainda, é de classe C'! (demonstragao no Capitulo
1), além disso, sua derivada é dada por

(I(U), B) — /R (VuVgtug) + /

RN

(VoVep + vih) — / (Fu(u, v)o + Fy(u, v))

RN
para todo U = (u,v),® = (p,v) € (HY(RY))2.

Dizemos que U = (u,v) € (H*(RY))? ¢ solugao fraca de (2.2) se U satisfaz o sistema

/ (VuVe +up) = / Fu(u,v)p, Ve H'(RY)
RN RN

/ (VoVy + vi) / F,(u,v), Ve H' (RY).
RN RN

Assim, pontos criticos de I sao solugoes fracas de (2.2).

2.1 Principio de Criticalidade Simétrica

Nesta secao apresentamos o Principio de Criticalidade Simétrica. Inicialmente intro-
duzimos algumas noc¢oes sobre acao de grupo que se fazem necessarias para uma melhor
compreensao deste resultado. A importancia de tal resultado deve-se ao fato de preci-
sarmos contornar o problema da falta de compacidade, a qual é perdida por estarmos
trabalhando em um dominio ilimitado. Assim, para resolver este problema e recuperar
tal compacidade procuramos os pontos criticos do funcional restrito ao subespaco das
fungoes radialmente simétricas de (H'(RY))2. Em seguida, o Principio de Criticalidade

Simétrica garante a existéncia de ponto critico em todo o espago (H'(RY))?2.

Definicao 2.1 Uma ac¢ao de um grupo topoldgico G sobre um espaco vetorial H € uma

aplicagao continua
GxH — H
(g;u) = gu
satisfazendo as sequintes condigoes:
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2.1 Principio de Criticalidade Simétrica

(a) lu = u,
(b) (gh)(u) = g(hu),
(¢) g: H— H € linear.
Observagao 2.1 Se ||gu|| = ||u|| para todo u € H, a acao € dita isométrica.

Definicao 2.2 Considere a a¢ao de um grupo topologico G sobre um espago vetorial

normado H.

(a) O espago dos pontos invariantes desta agao € o subespago fechado de H definido por

Fiz(G)={u e H:gu=u,V g € G}.

(b) Um conjunto A C H ¢é invariante se g(A) = A, ¥V g € G.
(¢) Um funcional I : H — R € invariante se [og=1,VY g € G.
(d) Uma aplicagao f: H — H é equivariante se fog=go f,V g€ G.

Defini¢ao 2.3 (a) Sejam G um subgrupo de O(N) e Q um conjunto aberto invariante

de RY. A acio de G x G sobre H(Q2) x HY(Q) € definida por
(fu(@), gv(x)) = (u(f~'x),v(g™ ). (2.5)
Note que a definicio acima faz sentido, pois se x € ) entao f~'x,g 'z € Q.
(b) O subespago das fungoes invariantes de H*()) € definido por
HL(Q) ={ue H(Q):gu=u,V g € G}.

Deste modo, definimos o espago H' ,(RY) por:

Hl

rad

R ={uec H'RY) : gu=u,V g € O(N)}.

Teorema 2.1 (Principio de Criticalidade Simétrica) Suponha que a ag¢ao de um grupo
topoldgico G sobre um espago de Hilbert H seja isométrica. Se I € C'(H,R) € invariante

e u € ponto critico de I restrito a Fix(G), entdo u € um ponto critico de I em H.
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2.1 Principio de Criticalidade Simétrica

Prova: Desde que I é invariante, para cada g € G e u € H, temos

I(gu +tv) — I(gu) I(g(u+tg~'v)) — I(gu)

= lim

(I'(qu),v) = lim

t—0 t t—0 t
I tg o) — 1
L ) Bk | O N T TR Y (2.6)
t—0 t

Pelo Teorema de Representagao de Riesz (veja Teorema B.6 do Apéndice B), podemos

definir VI : H — H por
(I'(u),v) = (VI(u),v) e [[I'(w)]=[VIu)], YveH
Portanto,
(I'(gu),v) = (VI(gu),v) e (I'(u),g 'v) =(VI(u),g""v), VwveEH.
Logo, por (2.6), segue que
(VI(gu),v) = (VI(u),g""v).

Além disso, VI é equivariante com relacao a agao de grupo. De fato, sendo a agao

isométrica temos

IVI(u) + g~ 0l = (IVIW)]* +2(VI(u),g7"v) + g~ v]|*

= [IVI@W)* + 2{VI(u), g~ v) +[|v]* (2.7)
Temos também,

lgVI(u) +vl* = lgVI(u)|* +2{gVI(u),v) + [[v]*

= [IVI@W)I* + 2{gVI(w),v) + [v]*. (2.8)
Note que,
lgVI(u) +v]* = llgVI(w) + g(g~ 0)I* = lg(VI(w) + g~ )l = [VI(u) + g~ v]*.
De (2.7) e (2.8) segue que
(VI(u),g v) = (gVI(u),v).

Por (2.6)
(VI(gu),v) = (gVI(u),v), VvéeEH,
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2.2 Existéncia de Solugao Radial

donde obtemos que

VI(gu) = gVI(u). (2.9)
Agora, suponha que u é um ponto critico de I restrito a Fiz(G). Como u € Fiz(G),
gu=u, ¥ g € G. Assim, por (2.9), temos
Vi(u) € Fiz(G).
Como u ¢ ponto critico de I restrito a Fiz(G), temos
(VI(u),v) = (I'(u),v) =0, Ve Fiz(Q),
em particular, para v = VI(u), seque que
IV ()| = (VI(u), VI(w) =0,

mostrando que VI(u) = 0 em H. Portanto, u é ponto critico de I em H.

2.2 Existéncia de Solucao Radial

O seguinte teorema é uma adaptacao de um teorema devido a Strauss, dado por
[19]. Aqui provamos a existéncia de uma soluc¢do radial nao trivial para o sistema (2.2).
Para isto, buscamos pontos criticos para o funcional I dado por (2.4). Porém, para
contornar o problema da falta de compacidade devido ao fato de estarmos trabalhando
em RY | restringimos o funcional I ao subespago (H! ,(R™))? de (H*(RY))? e buscamos

pontos criticos neste subespaco via Teorema do Passo da Montanha. Em seguida, o

Principio de Criticalidade Simétrica garante a existéncia de pontos criticos em todo o

espaco (H(RM))2.

Teorema 2.2 Se N >3 el < p,q < 2" —1, supondo (Fy) — (Fy) entdo (2.2) tem uma

solucao radial nao trivial.

Prova: Vamos considerar a agao definida em (2.5) do grupo (O(N))? sobre (H'(RY))? e

trabalhar com o funcional I, definido em (2.4), restrito a (H! ,(RY))2.
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2.2 Existéncia de Solugao Radial

(RY))?

uma subsequéncia tal que |1 (U,)| < C' e I'(U,) — 0. Para n suficientemente grande, temos

Mostremos que o funcional I satisfaz a condicao (PS). Seja (U,,) = (un,v,) C (H.,,

f(Un>—%<w<Un>,Un> < |I<Un>—£<v1<Un>,Un>|
< U]+ iwum, U]
1

SIH%N+$WH%WWN

N

C+ C||U,||. (2.10)

Por outro lado, de (F3), temos

1

I(Un) p

1 1 1
(VIO = S0P [ FO) =S+ [ TP,
RN H H JRN

1 1
> Sl = [ FE) - v [ P
RN K RN

11 ,
= - — — . 2.11
(53 )i (2.11)
De (2.10) e (2.11) segue que
LoD < e+ clul (2.12)
2 u n — mnil- .

Logo, (U,) deve ser limitada em (H! ,(RY))? caso contrario, a menos de subsequéncia

rad

|U, |l = +oo. Entao, de (2.12), teriamos

1 1 C C
-——< + —+ 0 quando n — +o0.
2 p U (U
Dai, % — 1 <0, isto ¢, u <2 o que é uma contradicio. Assim, a menos de subsequéncia,
"
temos
U — U em (H, RY))?

U, — U em LPYRY) x LTHRY)

U, — U qtp. em RYxRY

e existe W = (wy,wy) € LPTHRY) x LITH(RY) tal que |u,| < wy e |v,| < wy q.t.p. em

RY. Dali,

1

luplP < w} € L¥(RY), s:zi,
p

1

lv.|9 < wie L"(RY), r=2t2
q
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2.2 Existéncia de Solugao Radial

Assim, por (F}), temos

IVEU)| < COA Junl” + [on]?)

< Cl+uwl4+wj)el®x L

Note que,
U~ U2 = |02 - Z/RN(VunVu 4+ Vo Vo + v,0) + [T

= (VI(U,),U,-U)—-(VI{U),U, —U) + /RN[VF(UTL) - VEO)|(U, - U).
Considere

A, =

/RN VF(U,) - VFU)|(U,—-U)

?

pela desigualdade de Holder (veja Teorema B.7 do Apéndice B), obtemos

A, < |IVEU,) = VEU)|pexi |Un = Ul o1 xpan
< (IVEWUssrr + [VEU) [ oxer)[|Un = Ul| oot
< [CA+ [lwilles + lwiller) + IVEU) |Lsxrr ]| Un = Ullzosr xpan
— 0.

Agora, desde que VI(U,,) = 0 e (U,,) é limitada, temos
[(VI(U), Un = U)| < [VIU)|Un = U] = 0.

Além disso, como U, — U em (H' ,(RY))?, entdo

(VI(U),U, — U) — 0.

Portanto,

|Un = Ul = 0.

Para concluirmos, verifiquemos que [ satisfaz a geometria do passo da montanha.

Condicao (i) da geometria: Pelo Lema 1.2 do Capitulo 1, temos

F(u,v) < e(|ul* + |v]*) + C(JulP* + |v]7t). (2.13)
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2.2 Existéncia de Solugao Radial

Assim, de (2.13), segue que

)

Vv

1 2
W= [ F@)

1
—IIUIIZ—e/ IUIQ—e/ IUIQ—C/ JulP*! —C/ o]
2 RN RN RN RN

1
SIUI? = ellullz —ellvollze = Cllullize = Cllvlge

1 1 1
§||U||2 —ellUlIEexzz = CNUN 1 pasr = CUUN Tt o

Dai, por imersao de Sobolev

1
[U) > slIUIP=elul® -l = o)«

1 _ _
= WoIP(5 - = - i - cloie ).

Se ||U|| = p, entao

1

I(U) 2p2<§—5—0pp_1—0pq_1) =a>0

para p suficientemente pequeno.

Portanto,

inf I(U) > a > 0.

1Ull=p

Condicao (ii) da geometria:

Afirmacao 2.2.1 Para todo u € R, temos

F(u,0) > Clu|* — D.

De fato, por (F3), temos

uky(u,0) = (u,0)(Fu(u, 0), Fi(u, 0)) = pF(u,0).

Se u > 1, obtemos

logo,

donde segue que,

’lLF u
/ S(S7O)d82,u/ ldS
1 F(s,0) 1 S

F(u,0)
F(1,0)

In F(u,0) —In F(1,0) > plnu = In > Inut

F(u,0) > F(1,0)u*.
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2.2 Existéncia de Solugao Radial

Assim,

F(u,0) > Cou", VYV u>1. (2.15)

1 Fy(s,0) 11
s < ~ds.
/u F(s,0) 5—“/u 5

Analogamente ao caso anterior, obtemos

Se u < —1, entao

F(u,0) > Cslul*, Vu< -1 (2.16)
Seja C' = min{Cy, C3}, por (2.15) e (2.16), obtemos
F(u,0) > Clul*, V |u] >1. (2.17)

Por outro lado,

F(u,0) > M, para |u| <1,

onde M = min,e[—q,1) F'(u,0). Considere D > 0 de modo que

D>C—-M = D>Clu/*—M, Vu <1,

ou seja,
M >Clult =D, V|u <1
Assim,
F(u,0) > Clul* — D, V|ul <1 (2.18)
e de (2.17),
F(u,0) > Clul* > Clu|* — D, V¥ |u| > 1. (2.19)

Segue de (2.18) e (2.19) que
F(u,0) > Clu/* — D, YueR. (2.20)

mostrando, assim, a afirmacao 2.2.1.

Seja U = (u,0) com u € C°(RN) N H}

rad

(RY) fixo. Entdo, para ¢t > 0, temos

t2

It o) = Gl [ o)

t2

= Sl = [ F0.0)
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2.2 Existéncia de Solugao Radial

onde K = suppu. Dai, por (2.20)

160.0) < Sl - C/MW+D/

t2
= Gl —ce [ Jur+ ik
RN

= Dl = ov i, + DI (221)
desde que p > 2 passando o limite em (2.21) quando t — 400, concluimos que
I(t(u,0)) — —oc.
Segue que existe tg > 0 tal que

[to(w, 0)I[ > p e I(to(u,0)) <0,

onde podemos escolher e = to(u,0). Assim, mostramos que [ satisfaz a geometria do passo
da montanha. Portanto, pelo Teorema do Passo da Montanha, obtemos um ponto critico
nao trivial U de I em (H' ,(RY))2. Como a acdo de (O(N))? sobre (H(RY))? ¢ isométrica
e observando que [ é invariante, entao, pelo Principio de Criticalidade Simétrica, temos
que U é um ponto critico nao trivial de I em H'(RM)2
|
No capitulo seguinte, apresentaremos condi¢oes que garantem a existéncia e regu-
laridade de solucoes para um sistema de equacgoes elipticas do tipo hamiltoniano. Uti-

lizaremos, para isto, um Teorema de Linking que garante a existéncia de solucao e um

argumento bootstrap de onde obtemos a regularidade de tal solucao.
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Capitulo 3

Existéncia e Regularidade de Solucao

para um Sistema Hamiltoniano

Neste Capitulo, estudaremos resultados apresentados no artigo de Sirakov [17], os
quais sao extensoes de resultados apresentados por Figueiredo e Yang [6]. Além disso, as
provas apresentadas em [17]| sdo diferentes das apresentadas em [6]. Em nosso trabalho,
faremos um detalhamento dos resultados contidos em [17]. Nosso objetivo & estabelecer a
existéncia e regularidade de uma solucao radial para o seguinte problema eliptico do tipo

hamiltoniano.

—Au+u = g(z,v)
r e RN, (3.1)
—Av+v = f(z,u)
onde N >3 e f,g:RY xR — R sao funcoes continuas. Consideremos as seguintes

hipoteses.
(Hp) Existem constantes positivas C' e d, tal que

If(z,t)| < Ct| e |g(z,t)] <C|t| paratodo z€RY e |t <§;

(H,) Para todo x € RY

f($,0) = g($,0) =0,
lim f(@.?)

t—0 t t—0 t
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(H,) Existem constantes positivas C, p e ¢, tais que para todo x € RN et € R
|f (@, 8)] < C(1+ [¢]?),
lg9(z,t)] < C(1+[t]7),

onde p,q > 1 e satisfazem a desigualdade

LI (3.2)
p+1 q+1 N’ ‘

(H3) Existe um ntumero p > 2 tal que

(1) > pF (1) > 0,
tg(z,t) > pG(x,t) > 0,

para todo 2 € RN e t € R\ {0}, onde F(x,t) = [ f(x,s)ds e G(z,t) = [} g(

(H4) Considere p dado em (Hs), tal que

lim inf f(z,?) > 0,
t—0 ‘t|# 1
lminf 280 S g
t—0 |t|“‘1

Note que, embora a hipotese (H;) implique em (Hy), justifica-se a exigéncia de ambas
as hipoteses pelo fato de trabalharmos com cada uma delas separadamente. A hipotese
(H,) expressa o fato do sistema ser subcritico. Na hipdtese (Hs) temos uma condigao
do tipo Ambrosetti-Rabinowitz que indica a superlinearidade do sistema. A desigualdade
(3.2) descreve a regiao do plano onde o par (p, q) deve situar-se de modo que as técnicas
variacionais podem ser usadas para solucionar (3.1). Esta regiao é limitada pela chamada
hipérbole critica (veja Figura 1.2), a qual exprime o fato de que um dos ntimeros p ou

N+2

q podem ser maior que o expoente critico 375 de Sobolev, contanto que o outro seja

NH2

pequeno o suficiente para compensar (note que, quando p = ¢, (3.2) se reduz a p < {53).

Observe ainda que, o sistema hamiltoniano abordado neste capitulo é mais simples que
o apresentado no Capitulo 1, uma vez que, aqui trabalhamos com apenas uma variavel.
No entanto o sistema dado neste capitulo decorre do sistema hamiltoniano apresentado

no Capitulo 1, isto é,
—Au+u= H,(z,u,v)
r € RY, (3.3)
—Av+v=H,(z,u,v)
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3.1 Preliminares

onde H : RY x R? — R ¢ um funcio de classe C'. Basta considerarmos H(z,u,v) =
F(z,u) + G(x,v) com F(z,u) = [ f(z,s)ds e G(z,v) = [, g(x,s)ds. Note ainda que,
o fato de trabalharmos com apenas uma variavel nos permite estabelecer as hipoteses de

forma independente.

Observagao 3.1 Em [17] sao utilizadas as hipdteses (Hs) e (Hs) para provar a desigual-
dade dada no Lema 3.1.1 (veja adiante). No entanto, percebemos que ndao € possivel
verificar tal desigualdade utilizando apenas essas duas hipdteses, por esse motivo acres-
centamos a hipdtese (Hy) a qual juntamente com as hipdteses jd citadas fornecem o Lema
3.1.1. Note ainda que, no caso de sistemas gradientes, estudado no Capitulo 2, nao foi
necessdario adicionar tal hipdtese, uma vez que, neste caso, podemos acrescentar uma cons-
tante a desigualdade citada e escolher uma fungdo u € C°(RY) de modo que podemos

trabalhar sobre o supp u.

Observagao 3.2 Note que a constante p utilizada em (Hy) poderia ser diferente da uti-

lizada em (Hs), porém por simplicidade optamos por escolher a mesma.

3.1 Preliminares

Associado ao sistema (3.1) definimos o seguinte funcional

J(2) = J(u,v) = /R At - /R Pla,u) - /R Gla,) (3.4)

(RY) x H!

rad

definido no espaco £ = H? (RY), onde E é um espaco de Hilbert, J esta

rad

bem definido e J € C'(E,R). Portanto, como
= [ (Auatvraoan - [ faago- [ oo
onde n = (¢,%), z = (u,v) serd uma solugao fraca de (3.1) se z = (u,v) for um ponto
critico do funcional J dado por (3.4). Logo teremos como objetivo determinar pontos
criticos de J.
Note que, a parte quadratica de J, Q(z) = f]RN AsuAtv, é fortemente indefinida, isto
é, se o0 espaco E for decomposto em soma direta dos subespacos ET e E~ de dimensao

infinita, implicara que, Q(z) sera positivo definido em E* e negativo definido em E~.
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3.2 Existéncia de Solugao

Para a obtencao dos pontos criticos de J utilizaremos um Teorema de Linking em
dimensao infinita introduzido por Li e Willem em 1995 (veja [10]), observe que nao pode-
mos utilizar o teorema classico ja que este requer que um dos subespacos Et e E~ tenha
dimensao finita.

Antes de enunciarmos os resultados deste capitulo apresentaremos algumas definigoes.

Defini¢ao 3.1 O par (u,v) € dito solugao forte de (3.1), se satisfaz (3.1) em quase todo

ponto e u € WQ’%(RN), vE WQ’%(RN).
Defini¢ao 3.2 O par (u,v) € chamado solucao fraca de (3.1) se satisfaz a formulagdo
fraca de (3.1) e (u,v) € H(RY) x HY(RYN), onde s e t sio mimeros positivos escolhidos

adequadamente (Veja Teorema 3.1 para uma defini¢ao precisa).

Observagao 3.3 Em particular, s et sao escolhidos de modo que H*(RY) — LPTL(RY)

e HY(RN) — LT+ (RN,

Observacao 3.4 Neste capitulo, todos os espacos de funcoes sao tomados sobre o RY.

3.2 Existéncia de Solucao

Nesta segao, é apresentado o teorema de existéncia de solugao de (3.1). Aqui utilizare-

mos um teorema de linking em dimensao infinita para provarmos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Suponha (Hy), (Hs) e (Hs). Se f e g sao radias em x, entao existe uma

solugao radial fraca nao trivial de (3.1).

Prova: Considere o funcional
J(z) = J(u,v) = A*uAtv — / F(z,u) — G(z,v)
RN RN RN

definido no espago £ = H? , x H!

rad» Onde H? . & o subespaco de todas as fungoes radiais

no espaco de Sobolev fracional H®, s e t sa0 ntimeros reais positivos tais que s+t =2 e

A% : H® — [* é um isomorfismo. Note que ||u||gs = || A%ul| 2.
Em FE consideramos a norma
1201% = [I(w, )| = lullFs + [0l
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3.2 Existéncia de Solugao

Devido a (3.2) podemos escolher 0 < s < 2, tal que

N Np-1) __4e¢+1D)-Nig-1)
27 2(p+1) 2(¢+1)

N
S<?, 2—s<

e fazemos t = 2 — 5. Assim, obtemos

N(p—1) N(p+1)—-2N N N

S> = :
2(p+1) 2(p+1) 2 p+1
N N = L >1 =p+1l< 2N
P12 pr1 2 NP N —2s
(§]
Ag+1)—N(g—1) 4(g+1)—N(g+1)+2N N
s Mgt - Nlg—1) Alg+1)—Nlg+D)+2N _, N N
2(¢+1) 2(¢g+1) 2  qg+1
N 2+<N:>1 2-s 1 1 2 1 =q+1< 2N
_— S [ —_— — [ _— — — [
2 g+1 2 N Tg+r1 2 N Tg+1 1 N _—2

o que implica, pelo Teorema 1.1, que as imersoes H® , < LPTl ¢ Ht <5 [4H1 existem e
) ) rad

rad
sao compactas.
A derivada de J é dada por
e = [ @uaws aoae) - [ feage- [ g
RN RN RN
para qualquer z = (u,v),n = (¢,¢) € E. Fazendo n = (¢,0) e n = (0,%) obtemos a

formulagao fraca de (3.1), dada pelo sistema abaixo
[ woao= [ wwo. voers,
RN RN
[ vt = [ g, Vo e,
RN RN

Em outras palavras, pontos criticos de J sao solugoes fracas de (3.1).
A fim de buscarmos solugoes fracas para o funcional .J, utilizaremos um teorema de
linking em dimensao infinita, devido a Li e Willem (veja [10]). Vejamos este resultado.
Sejam E' e E? espacos de Hilbert cujas bases sdo {€£}2°,, k = 1,2. Sejam F = E' x E?
e B, = Ef ® E,, onde E;f = span{(e},e?)}, e E, = span{(e;,—e?)}",. Fazendo

Et=U " EfeE- =" E,, temos E=E"T®E".

Teorema 3.1.1 (Li-Willem, [10]) Seja E um espago de Hilbert com E = ET & E~.

Suponha que J € C1(E,R) e satisfaz as sequintes condigoes:
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3.2 Existéncia de Solugao

(LW1) J tem um linking local em 0, isto €, para algum r > 0

J(2) >0 se ze ETNn{zeE:|z[lg<r} e

J(2) <0 se ze E-N{zeE:|z|g <r};
(LW2) J € limitado em todo subconjunto limitado de F;

(LW3) Para todo n

J(z) = —00 com ze€E'®E e |z|]g— +oc;

(LW4) Toda sequéncia {z,};>, C E tal que

zn € E,,
| (20)]

(' (z)ml < o(Dlnlle, n € En

IN

C,

€ precompacta na topologia forte de E.

Entao J tem um ponto critico nao trivial.

Em nosso caso escrevemos F = ET @ E~ com
Et ={(u,A7"A%u) 1 u € H? ,},
E-={(u,—A7"A%) :u € H? ,}.

De fato, para qualquer (u,v) € E, temos
(u,v) = (wy, A" A%wy) + (w_, —A " A%w_),

onde

A AL — A3 A
ZMGHS e w_:ueHs.

W+ 2 2

Agora, verifiquemos que as hipoteses do Teorema de Li-Willem sao satisfeitas.

Prova de (LW1). De (H;) e (H2) segue que, para todo € > 0 existe C. > 0, tal que

[f(z, )] < elt] + Ceft]”,

t2
|F(z,t)] < 5% + C.|t[P!
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3.2 Existéncia de Solugao

pois,
t t t t
|F(z,t)] = ‘/f(:v,s)ds §/ |f(x,s)|ds§5/ |s|ds+Cg/ |sPds
0 0 0 0
= 5W+C|ﬂp+1
2 © '
Analogamente,

lg(z,t)] < elt] + Ceft]",

t2
|G(z,t)] < 5% + C.|t|t

Assim, seja z = (u, A" A*u) € Et. Notemos que (3.8) e (3.9) implicam

1 1
[ Few<g [ o [t = s+l
RN RN RN
(§
1
/ Gz, A"A) < = / A~ A% + C / A~ Asy|7H
RN 4 Jpn RN
1
= LAl + AT A2,
1 i oas 1
=l + ClAT A
Além disso,
el = el + A= A%l = e+ 1A%l = e + Tl = 20

e usando o fato que
Hf — [P = |ul|perr < C|ul|as

Ht —> Lq+1 = ||U||Lq+1 S CHUHHt

obtemos de (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13), que

J(z) = /R At - /R Fla,u) - /R Gla, A7 A)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

e (3.12)

(3.13)

_ \|Asu|y§2—/RN Flaa) = [ G Aam)

>l — gl — Cllullih =l — ClA™ At
> Jullye = gl = Cllullt =l - A= A3
>l — Clullit! — A~ Al !

> Ll — Cllel — Clelg

> Ol
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3.2 Existéncia de Solugao

Contanto que ||z|| g seja suficientemente pequena.

Por outro lado, seja z = (u, —A *A%u) € E~, entéo

I = Al = [ P - [ Gl —aan)

< —ull

1
= =5l

Isto prova (LW1).

Prova de (LW2). Temos

/()]

IN

IN

IN

IA

IN

IN

/ ASuAtv—/ F(w,u)—/ G(z,v)
RN RN RN
/ AsuAly / F(z,u) / G(x,v)
RN RN RN
/ AtuAty +/ \F(x,u)]+/ |G (z,v)]
RN RN RN
1 1
au a4 g [ e [ upta g [ e [ el
4 RN ]RN 4 RN RN

. 1 1
HAWMMWW+3M@+0MW$+jM$+QM$L

- -

#s + Cllul

[ 725

1 1

Vlle + 7wl B ol + Cllollg
1 1, 1 1

12015 + 71215 + Cll=lE™ + 21215 + Cll=l1%

3 1 1
yM@+CW%++mM@-

Logo, J é limitada para z em qualquer subconjunto limitado de E.

Utilizaremos o seguinte lema na prova de (LW3).

Lema 3.1.1 Supondo (Hs), (Hs) e (Hy), temos que

F(z,t) > di(x)|t]* e G(z,t) > do(z)|t|*

onde di(x) e dy(z) sao fungdes limitadas positivas.

Prova: De (H,), pela regra de L’Hopital, temos

lim inf F(z,1) > 0.

t—0 ’t|/‘
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3.2 Existéncia de Solugao

Assim, existem € > 0 e § > 0 (sem perda de generalidade podemos tomar § < 1) tais que

F
C.h) 5 e i <o
2]
isto é,
F(x,t) > elt]*, V|t| <o. (3.14)
Por outro lado, de (H3), temos
f($7t) > H‘
F(z,t) — t

Se t > §, obtemos

" fz,s) “p
/J—F(m,s)dsz/(; gds,

dai,
m
In F(z,t) —In F(x,6) > p(lnt —Ind) = In 5((:::3 > In (%)

logo,

F(z,9)

F(x,t) > 5 th, Yit>0. (3.15)

Além disso, de (H3), temos

|F(z,0)| < C

Se t < —¢, entao

Analogamente ao caso anterior, obtemos

F —
%Iﬂ”, Vi< o (3.16)

F(x,t) >
com |F(z,—0)| < C.

Para cada z € RY, seja ¢;(r) = min{ F%’i"s), F(ﬁ;";‘s)}, por (3.15) e (3.16), temos

F(z,t) > ci(2)|t]", ¥ |t| > 0. (3.17)
Agora, seja d(z) = min{e, ¢;(x)} para cada x € RN, de (3.14) e (3.17), concluimos que
F(z,t) > dy(2)|t]", VteR.
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3.2 Existéncia de Solugao

onde d;(x) é uma funcao limitada e positiva. Analogamente, mostramos para G.

u
Prova de (LW3). Pelo Lema 3.1.1, temos
F(x,t) > di(x)|t]* e G(z,t) > dy(x)[t]" (3.18)
onde d;(x) e dy(x) sao fungoes limitadas positivas.
Assim, seja z € Ef @ E~. Entao z = (u,v) = 2zt + 2= = (ut, A7 A%u™) +

(u,—A"'A%u™) para algum u™,u~ € H*. Temos

J(z) = /R (A A (A — A /R Flau) - /R Glav)

= / A5u+A5u+—/ A5u+ASu_+/ Ay~ APy
RN RN RN
—/ APu” A%u” —/ F(z,u) — G(z,v)
RN RN RN

= / A5u+A5u+—/ Asu_Asu_—/ F(z,u) — G(z,v)
RN RN RN RN

= A = A - [ P - [ Gl

RN

o=l — [ P - [ G
RN RN
1 1, _
= Sl - [ Few - [ 6w
RN RN

1, _ 1
Sl 5l = [ @l - [
2 2 RN RN

’l

= u

IN

Para qualquer z = (u,v) € E defina,

o= ([ o)+ ([ asonor)

(note que 2 < p < min{p+ 1,¢ + 1}). Além disso, veja que ¢ é uma norma em E. De

fato,
(a) p(z) >0 e p(z)=0< 2= (u,v)=0, VzeEFE.

(b) Para todo escalar A e z € E,

o(A\2) = (/RN dl(x)|)\u|“);+ (/RN ch(x)lkv!”)i
(yw /RN dl(x)\u!“)i + (IM“ /RN d2($>\”’”>“

= |Ale(2).
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3.2 Existéncia de Solugao

(¢) Sejam z; = (uq,v1),22 = (ug,v9) € E. Pela desigualdade de Minkowski (veja
Teorema B.9 do Apéndice B), temos

ol +22) = </RNd1($)IU1+U2I“) ([, <>|v1+vz|“)”
¢ ([ (o)
() (s
- (o) ()]

o[ fatorr) ([ o)’

= (1) + ¢(22).
Agora, usaremos o seguinte fato.

Proposigao 3.1.1 Seja E um espaco de Hilbert com E = ET® E~, e seja ¢ uma norma

em E. Entao existe uma norma 1 em E™, tal que para qualquer z* € E* temos

para todo z = zT +e~, come” € E.
Prova: De fato, podemos tomar
(") =inf{p(z):z2=2"+e,e” € E"}
e verificar que 7 ¢ uma norma em KT,
(@) Y(zM)=infp(z) >0 e Y(T)=infp(z)=0& 2t = =0,V 2t € ET.

(b) ¥(Az") = inf p(Az) = inf [Ap(2) = [Alinf o(z) = [A[¢(=7)

para todo escalar A e 2T € ET.

(c) Para todo z; = 2 + €], 20 = 25 + e, come],e;, € B~
Y(2 + 2) = infp(a + 2) < inflo(z1) + o(22)] = inf o(21) + infp(22) = P(z) +
Y(z5).
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3.2 Existéncia de Solugao

|
Dai, temos que
e = [([amr) ([ awm)]
< 2 [ @+ [ o]
logo,
g 2o < [ a@ll+ [ @
Portanto,
I < gl + gl — 2 )
< gl + S - 2 (3.19)

Assim, (LW3) segue de (3.19), uma vez que v e ||.||r sdo equivalentes no espago de

dimensao finita £ (lembre-se que p > 2).

Prova de (LW4). Seja z = (u,v) € E definamos a fungao teste 7 = (A5 A'v, A7t A%u).
Agora, tome uma sequéncia {z,}5, C E, z, = (un, v,) satisfazendo (3.5), (3.6) e (3.7).

Recordemos que a derivada de J é dada por

G = [ @udv s aoan) - [ o= [ g

RN
para todo z = (u,v),n = (¢,1) € E. Faremos duas escolhas especiais para 1 em (3.7), de

onde devemos conseguir a limitagdo da sequéncia {z,}.
Lema 3.1.2 Se z € E,, entao Z € E,,.
Prova: De fato,
z=(u,v) = (uT, A7"AUY) + (u™, —ATTA%T)
= (ur+u, ATTA(ut —u7))
e portanto,

(um —u", ATTAS(ut +u7))

|
Il

= (uh A7 AUT) + (—1)(u, —AT A%,
Logo, z € E,,. [
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3.2 Existéncia de Solugao

Lema 3.1.3 A aplica¢ao z € E+— Z € E € uma isometria.
Prova: Dado z = (u,v) € E temos que

IZlE = (A7 A", A7 A" |15

= AP A || + || AT A3

= [ ALz + [|A%ullZ:
= olle + llullz

= |2lI%

[
Agora, seja n =z, em (3.7), obtemos
(J'(zn),m) = / (A*u, A%u,, + A'v, Av,) — fx,u,) A Alv,
RN RN
—/ g(z,v,) AT AP,
RN
= Il + A [ A A,
RN
—/ g(z,v,) AT AP,
RN
= ualle + el = [ F(o ) A,
RN
—/ g(z,v,) AT APu,,.
RN
Dai, obtemos
) = Nl = [ Fow)a s~ [ gloo)aa,
RN RN
< o(Wnlle = o(V)]l2nl & (3.20)
na ultima igualdade usamos o Lema 3.1.3.
Pela hipotese (H;) podemos fixar § > 0 tal que
1 1
Pl <1l e g0l < g (3.21)
para |t| < 4. Por (Hj), temos
[f(z, ) <CltP e |g(z, )] < CJtl% (3.22)

para |t| > 0.
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3.2 Existéncia de Solugao

Assim, por (3.20), obtemos

all = TG+ [ S A+ [ o)A g,

RN

< o()fzlls + /| PUCAIERE AR [l atacn,
un|<

lun] <6

T / s )| A Al + / g, v A A% .
[tn|>6

|vn|>6
Por (3.21) e a desigualdade de Holder, temos

1 1 _
Iz < oleals+ 2 [ luallA 0l + 2 [ Joall A" u
4 4
lun|<8 [vn|<8

+( [ e un>|‘°¥1) ( / |A—8Atvn|p+1)
|un|>d [un|>d

f( [ oo )T ([ arta )
|vn|>6 |vn|>6

1 N 1 .~
< 0(1)HanE+—/ (Jun]? + A vn!2)+—/ ([va]? + [ A% u, )
8 Jlun|<s 8 Jival<s
_p
p+1
+< f(z un)]1+11>> | A™% A v, || Lo
|un\>6
+(/ xvnwé) A~ Ao
|vn|>6
S 1 S—
< o(V)||zalle + 3 (||un||L2+||At Unl72) + §(||vn||%z+||f4 U |72)

+( / |f<x,un>|”i)P 1A= At |
|un|>d

1+1 T —t gs
+ |g($,vn)| 4 ||A A unHL‘”L
|vn >0

Usando, o isomorfismo dado na Proposicao 1.2 e as imersoes de Sobolev, temos

1
lzalle < oMllzalle + S lunllZz + llvallzr-) + S lvallzz + lallZ-)

< <

L\ 4T
H( rf<a:,un>rl+p) Clla=a
|un|>6
+(/ gz, va)|Fs ) Ol A~ A% || e
|vn|>6
1
< 1)||Zn||E+8(||un|Hs+||vn||Ht) g(llvnlléﬁllunl?{s)

p

/| |>6|f<ac,un>||f<ac,un>|%)”“OnA-SAt

(L |
( .

1 q+1
/| |>§|g<sc,vn>||g<af:,vn>|q) Ol A~ A%ty

+

+

o1



3.2 Existéncia de Solugao

Por (3.22), temos

1 1
lzalls < o)llzalle + Sllznlls + SllznllE
8 8

Hs

71
+( / lf(a:,un>|0|un|> Cll A= Aty
|un|>6

s}
+( / |g<x,vn>|0|vn|) Ol A~ A*uy
|vn|>6

p+1
|f<x,un>||un|) A= At

IN

Hs

1
o)zl + 3l + € /

Un|>6
_q9
q+1 b 4s
+0( /| | |g<x,vn>||vn|) A~ Ay
vn|>0

Novamente, pelo isomorfismo dado na Proposicao 1.2, temos

p

1 pF1
el < olile+ 3l + ([ e uwl) ™ 14w

=
+c( / |g<x,vn>vn|) 1A% 12
RN
Ll

1 p+
o()l|zalle + Zllzallz + C / |f (@, un)unl ) onllae
4 RN

s
+O</ |9(:v,vn)vn!> [[wn]
RN

IN

HS.

Dali,
2 1 2 ppﬁ q;-il
Izl < oMllzalle + Zllznlll + CAZ lzallp + OB l2al b,
onde
A= [ VGl o Ba= [ ool
RN RN
Portanto,

20l < 0(1) + CAZF™ + CBi*. (3.23)
A segunda escolha de n que faremos em (3.7) é n = z,. Por (H3) temos

F(z,u,) < lunf(x,un) e G(z,v,) < lUng(x,vn).
u u
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3.2 Existéncia de Solugao

Logo,

2J () — (J'(2n), 2n)

2 [/ Au, Ao, — / F(x,u,) — G(z, Un)]
RN RN RN
— {2/ Asu, Alv,, — [z un)uy, —/ g(x,vn)vn}
RN RN RN

2 2
> —— f:c,unun——/ g(x,v,)v,
u Jry ( ) w Jry ( )
[ )+ / 92, V)
RN RN
2 2 2 2
= ——A,——B,+A,+ B, = (1 — —)An + (1 — —)Bn.
T [ 1 1

Assim, por (3.6) e (3.7), obtemos

(

De (3.23) e (3.24), obtemos

2 !/
1-— ;) (An+ By) < 2J(zn) — (J'(2n), 2n)
< [2J(z0) = (S (2n), 20)]
< 20 (za)] + (I (20)s 20)|
< O+ o(1)]zalle. (3.24)
An + By < C +o(1) + o1) [A;;f-l +B;g-q+l]. (3.25)

Como A, B, > 0, entéao A,, B, < A, + B,,. Dali, por (3.25) concluimos que as sequéncias
{A,} e {B,} sao limitadas. Entao, por (3.23), {2,} ¢ limitada em F.

Observagao 3.5 Note que até aqui nao foi necessdrio utilizar (3.5), mostramos que qual-

quer sequéncia em E satisfazendo (3.6) e (3.7) é limitada.

Agora, podemos extrair uma subsequéncia fracamente convergente de {z,} (ao ex-

trairmos uma subsequéncia manteremos a mesma notagao da sequéncia original). Assim

temos

u, — u em H°

2N
u, — w em L, 2§T<N—23
u, — u qt.p. em RY
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3.2 Existéncia de Solugao

v, — v em H'

v, — v em Lj,., 2§T<N—2t

v, — v qtp. em RV

Afirmacao 3.1.1 Se (J'(z,),n) — (J'(2),n), V11 € C5° x C§°. Entao, por densidade,
(J'(zn)sm) = (J'(2)m), ¥V € E.

Prova: Tome 7j = (¢, 1) € C2° x C°, entio

i) = [ (AudGr 451w~ [ few)i- [ g
RN supp ¢ supp ¥
sabemos que
~ 2N
" < 2
U, — u em L' (supp¢), 2_7’<N_2S, (3.26)
— L' (suppd), 2<r< 2N (3.27)
U, — U em supp ), Sr<w—a .
Assim,
/ (AU, A + A*pA,) = (A%u,, A) 2 + (A%h, Ay, e
RN
- (A%u, A2 + (A%, A s
= / (A*uAdl) + A%pAt).
RN
Agora, mostremos que
lim f(@un)g = [z, u)e, (3.28)
"0 Jsupp ¢ supp ¢

isto &,

/supp $[f(x’u”) - f(f‘f»u)]gﬁ’ — 0.

Segue de (3.26) que f(x,u,) — f(z,u) q.t.p. Além disso, como u,, — u em H? , e
H?, , — LP™' compactamente, a menos de subsequéncia, sabemos que
U, —u em LPY(supp o) = |u.| < w € L (supp @) q.t.p. (3.29)

Dai, de (3.29) e (H3), temos

|f(z,u,)] < CH+ Clu,|P < C+ Cuw” € L%l(supp@,
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pois

/ s :/ P < oo,
supp ¢ supp ¢

Logo, pela desigualdade de Holder e o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

/ @) — fla,u)]d
supp ¢

< /Supp$|f<x,un> — fa, )19

N

< ( [ it - sl ) T P——
supp ¢

S CHf('Taun) - f('rau)“L% — O

Analogamente, mostramos que

lim g(m,v)0 = g(a,v).

"0 S supp ¥ supp ¥
Isso mostra que (J'(2,),n7) — (J'(2),n), V1 € C5° x C3°, e como C§° x C§° é denso
em F, segue que (J'(z,),n) = (J'(2),n),Vne E.
u
Agora, fixemos m > 1 e tomemos 7 € E,,. Entéo, passando o limite em (3.7) (note
que (3.7) vale para todo n > m), obtemos
/RN(AsuAtl/J + A*pAMv) — . flz,u)p — » g(z, ) =0 (3.30)
e essa igualdade vale para todo n € E,, e todo m > 1. Desde que |J,-_, E,, ¢ denso em
E, (3.30) vale para todo n € E. Fazendo n = Z em (3.30), temos
/ (A*uA®u + AvAlv) — [z, u) A= Al — / g(z,0) A7 Ay = 0
RN RN R

N

| A%ul2 + A2, — / fla WA A - / g(z,0) A A% = 0

N
el + o2 — / F,u) A= Aty — / J ) A A = 0
RN RN
logo,
- [ fwaasat— [ gleoatan = o (331)
RN RN

Por outro lado, fazendo n = z, em (3.7), temos
lznll% — / fx,u,) A Alv, — / g(z,v,) A AP, = o(1). (3.32)
RN RN
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3.2 Existéncia de Solugao

Assim, (LW4) seguira de (3.31) e (3.32), contanto que mostremos que o segundo e o
terceiro termos de (3.32) converge para o segundo e o terceiro termos de (3.31) respec-
tivamente. Mostremos a convergéncia do segundo termo e a do terceiro é feita de forma

analoga.
Afirmacao 3.1.2

fz,u,) A5 Aly, — flx,u)A* A, n — oo.

RN RN

Prova: Primeiro notemos que
b, = / |f(x,u)||A* A (v, —v)] = 0 quando n — occ.
RN

Usando (3.8), a desigualdade de Holder e o fato que v, — v em H' temos A~%Atv, —
A5 Aty em H® e por imersiao A~*A'v,, — A~ A'v em LP™! (recordemos que nos restringi-
mos a fungdes radiais). Entao,

pos ([ o)

_1

A AL v)|p+1) "

(L
%
< (/<rm+cww ) A= Ao — v) 1o
RN
< (c/'wnp++MHl) A= A (0, = )l
RN
ptl p+1
< C{(/ |u\p> + (/ ]u\pﬂ) ]HA sAt( —v)HLp+1
RN RN
< (Il o + Bl ) 147 A% — A 0

quando n — oo.

Agora, considere

I, = / |f(z,u,) — fz,u)||A™° Alv,|. (3.33)
RN
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Sejam R > 0 e Bgr = B(0, R). Pela desigualdade de Holder e as hipoteses (H;) e (Hs),

temos que

I, = / |f(x,u,) — f(m7u)||A—sAtvn|
RN
- /I R [f (1) = f 2, w)[| A7 Ay +/ |f(z,un) — f(z,u)]|A5 A,

|z|>R
1

([ = s )7 ([ )™
|z|<R el <R

N /|x>R<'f ()] + 1 (@ WA A'v,|

Hf(xvun) - f(xau)‘|L1’T’f1(BR)”AisAtvnHLpH(BR)

IN

IN

+/ (eltn| + Clun|P + elu| + Clul?)| A5 Alv,|
|z|>R

IN

1/ (@, un) = @l ez ) AT Al )

+5/ (un| + U] A= Alv |+ C [ Jun|P| A= Alv,|
|z|>R

|z|>R
+C / |ufP| A5 At
|z|>R

||f(x7un) - f(xy,U)HL%(B

+5(/ |, ||A™° At | +/ |u||A_5Atvn|)
|z|>R |z|>R

+c/ |un—u—|—u|p|A_sAtvn|—|—C’/ | A= Atv, |
|z|>R

lz|=R

IN

AT A

IN

||f(l’,un) - f(%U)HLPTﬂ(BR)HA_SAtUn“LPH(BR)

te(llunllz2| A7 Alvallz2 + [lul 2| A7 A'vn | 22) + C/ [t — ulP| AT Alv,

lz|=R
—I—C/ |ulP| A Alv,| —I—C'/ |u[P| A™% Alv,,|
|z|>R |z|>R

||f(x7un) - f(x7u)HLp}#(BR)||A_8Atvn||LP+l(BR)

IN

_p_
p+1
+eC + O(/ |un — u|p+1) ||A—$Atvn||Lp+1
|z|>R

T

P

+C</ |u|p+1> I A7 Aoy || 1o
2>

< o(1)+eC+ Cllu, — quL)pH(RN\BR) + CH“HIZMI(RN\BR)'

Dai, segue que I, — 0, desde que a ultima expressao pode ser feita arbitrariamente

pequena, tomando ¢ suficientemente pequeno e n, R suficientemente grande.
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3.3 Regularidade de Solucao

Note agora
I,+P, =

/.
-

)

(| - s,

+ 'f(:z:, u)[A™* Ay, — A7° Al

fz,u,) A5 Aly, — f(x,u) A5 Al

Assim,

/ f(z,u,) A5 Aly, — flz,u) A A < I, + P, — 0.
RN RN

Isto prova a afirmacao.

Portanto, de (3.31) e (3.32), concluimos que

lzalls = Izl = o(1).

Isto prova o Teorema 3.1.

3.3 Regularidade de Solucao

Nesta se¢ao, é apresentado um resultado de regularidade, o qual sera provado utilizando-
se um argumento bootstrap. No item (i) do teorema abaixo prova-se que solugoes fortes
pertencem a W?*(RY) para todo s, um resultado dado por Sirakov [17] que ndo foi
provado em [6]. O item (ii) é na verdade o resultado de regularidade em [8]. O item (iii)

é inspirado num famoso resultado de Barestycki e Lions [3| para equagoes escalares.

Teorema 3.2

(i) Suponha (Hy) e (Hs). Entdo solugdes fortes de (3.1) pertencem a W?5(R™)?2, para todo
2 < s < oo. Em particular, as funcoes u e v decaem no infinito, juntamente com suas

derivadas.

(ii) Suponha (H,). Entdo solucées fracas de (3.1) pertencem a W2 (RN)?, para todo

loc

2 <s<o0.

(iii) Suponha (H,) e (Hs). Entdo solugdes radiais fracas de (3.1) pertencem a C*(RY).
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3.3 Regularidade de Solucao

Prova: Primeiro note que se p < %2 (ou ¢ < %) entdo p(N —2) < 2 = pN <

N
2p+1) = ’%1 > & (ou %1 > &) e pelo Teorema de Imersdo de Sobolev (veja Teorema

ptl

1
B.16 do Apéndice B) w5 < L?, para todo s € Zi, oo). Entao, por teoria padrao
p
de regularidade eliptica (veja Teorema B.15 do Apéndice B) aplicado a (3.1), concluimos
o item (i). Assim, podemos supor que p,q > ﬁ = 7%1 < % e % < %
Por (3.2), temos p,q > 1 e

L + L >1 2:> L >1 2 ! =

p+1 g+1 N p+1 N q+1
1 >Nq+N—2q—2—N:> e Nqg+ N Ly N +2q+2
p+1 Ng+ N P Ng—2¢—2 PS(N—2q-2

Assim, (3.2) pode ser escrito como p € (1,py), com

 N+2¢+2
L) P

e respectivamente, ¢ € (1, ), com

 N+2p+2
BTN p -2

Como (u,v) é solugao forte, o Teorema de Imersao de Sobolev implica que u € L*,

1
para todo s € [Zi,pl}, onde
p

_ N(p+1)
 Np—2(p+1)

y4!

. +1
e respectivamente, v € L*, para todo s € {q—, ql} , onde
q

~ N(qg+1)
 Nqg—2(qg+1)

q1

Agora, observe que p; > p+ 1 ou ¢; > g+ 1. De fato,

N(p+1)
>p+1& >p+1& Np+1)>{@+1)|Np—2(p+1)] &
pL>0p Np—op D) P (p+1)>(p+1[Np—2(p+1)]
N +2
N+2>p(N-2)&p<
+2> p( )er< 57—
analogamente, ¢ > ¢+ 1 & ¢ < %, e por (3.2) ndo podemos ter simultaneamente
N+2 :
p,q > 33, pois se
>N—i—2:> 1> 2N N 1 <N—2
P=N_ 7P =N 97 ,41= 2N
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3.3 Regularidade de Solucao

(]
N +2 2N 1 N-2
12y 7t 257 1S N
Dai,
1 1 2
p+1 q+1- N

o que contradiz a hipotese (H,).

Iniciaremos agora um processo bootstrap para provar o item (i). Note que, se em
qualquer fase desse processo o denominador for nao positivo, por exemplo, Np—2(p+1) <
0= ’%1 > %, entao voltamos ao caso anterior e podemos entao concluir a prova com a
teoria de regularidade eliptica.

Assim, seja, por exemplo, ¢; > ¢+ 1. Desde que (Hy) e (Hz) implicam

|f (2, )] < O]+ [¢]7) (3.34)

lg(z, )| < C(J¢] + [£]7), (3.35)
entao g(x,v) € L7, De fato, usando (3.35) temos

[ ottt < [ clel+ so(/ ot + [ |v|‘h) < +oo.
RN RN RN RN

Entao, pela teoria de regularidade eliptica, temos que u € W24 . Pelo Teorema de

Imersao de Sobolev u € LP?2, com

Py = Nq
2——.
Ng—2q
Agora, note que ps > p + 1. De fato,
Naq, Ng — Nqg+2q (N +2)q1 — Ngq
p>p+le ——>p+lep< &S p< =P
’ Nq —2q Nq —2q Nq —2q¢,

e a ultima desigualdade é valida se py < P, mas isto é equivalente a ¢; > ¢ + 1, de fato
2¢+N+2 (N +2)q1 — Ngq

(N —2)g—2 Nq—2q

< 29+ N+2)(Ng—2q1) < [(N+2)¢1 — Ng|[(N —2)q—2]

p < P&

& 2N¢* —4qq + N?q¢—2Ng1 + 2Ng —4q1 < N?qq1 —2Ngq — 2Nq, + 2Nqq1 — 4qq
—4q, — N*¢* +2N¢* +2Ngq

& Nq<Nqq —N°¢*q < glp—q) ©q+1<q
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3.3 Regularidade de Solucao

Assim, de (3.34) segue que f(x,u) € L% e novamente por teoria eliptica padrao

2 P2 . ~
v e W>r e por imersao de Sobolev v € L% com

Npy

@@=~ 5 -
’ Np — 2p,

Agora, afirmamos que ¢ > ¢;. Com efeito,

Nps N[Ngi/(Ng - 2q1)]
> &S —>q & >
q2 q1 Np — 2p, q1 Np— 2[Nq1/(Nq — 2q1)] q1
NQQ1
< < >1< N> Npg— (2p+2
N2pq—2Npg —2Ng, ~ " Npg—2pq1 — 241 pa — (2p + 2)a
N(pg—1)
———==h )

Entao, considerando a fungao h,(p), vemos que ela é crescente, de fato

Nq(2p+2) —2N(pg—1)
(2p +2)?

uma vez que Ng(2p +2) — 2N(pg— 1) = 2N(¢+1) > 0 pois N > 3 eq > 1. Em

hg(p) = > 0

particular, hy(p) é crescente em [1, pol, assim h,(p) atinge o maximo em py. Além disso,
he(po) = q + 1, pois

Npog —N _ Nq[2¢+ N +2/((N —2)g—2)] - N
200+2  202¢+ N +2/(N—2)qg—2)] +2
2Ng> + N%?q+2Nq — N%?q+2Ng+ 2N
49 +2N +4+2Ng—4q — 4
2N(¢* +2¢+1) qlg+D)+g+1 (¢+D(g+1)
2N(g+1) q+1 N q+1

hq (po) =

0 que comprova a afirmagao, desde supomos q; > ¢ + 1.
Utilizando agora nosso argumento bootstrap, temos que g(x,v) € L%Z, entao a teoria

de regularidade eliptica implica que u € W7 e por imersao de Sobolev u € LP? com

Nqp

D3 = (o
’ Ng —2g,

onde p3 > po que é equivalente a ¢u > ¢;. Continuando com esse processo, temos v € L%
com q3 > ¢ equivalente a p3 > po.

De tal forma construimos duas sequéncias {p,}°2; e {g,}°2, tal que

N > > 9
n ~ n n  para n > 2,
DPn+1 Nq—2q, Dn+1 > Pn P
Npy,
gn+1 = _ Pnit € Qpn+1>Qqn, para n > 1.
Np —2pnp
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3.3 Regularidade de Solucao

Assim, se uma dessas sequéncias tem um limite, entao a outra sequéncia também tera

um limite. Suponha que p, — [; e ¢, — [ quando n — co. Entao, temos

I Nl o I — Nl
I_NQ—QZQ 2—Np—2l1
Dai obtemos,
*  Np—2[Nly/(Nq—25)]  N2pg—2Nply — 2Nl,
N N(pg —1
1 = ;»Npq—(2p+2)12:N;»z2:M.

Npqg — 2ply — 2l 2p + 2
Isso implica que,
ly = hy(p) < he(po) = g +1
isto é,
la<g+1

o que contradiz o fato que ¢,+1 > ¢, V n.

Assim, concluimos que ambas as sequéncias tendem ao infinito. Logo, u,v € L® para
s arbitrariamente grande e a teoria eliptica padrao implica que u,v € W?* V s < 0o. O
decaimento no infinito ¢ uma consequéncia do Teorema de Morrey (veja Teorema B.17 do
Apéndice B). Note ainda que no caso de supomos (H;) ao invés de (Hy), este decaimento
é exponencial, como foi provado por Figueiredo e Yang em [6].

Agora, provemos o item (ii). Seja (u,v) uma solugao fraca de (3.1), entdo u € L™ e

v € L1 Seja K C RY um compacto, de (Hy) temos que

a0 < [ oae §C<|K|+/ |v|‘1+1> < ool
K K K
+

g+1 Q’ﬂl

Assim, g(z,v) € L, , entdo pela teoria de regularidade eliptica temos que u € W, * .
p+1

Analogamente, v € W, 7 . Agora, precisamos de um argumento bootstrap para tais u e

ev e LM

v. Como na parte (i) tomemos u € L] e O€japo =q+1eqg =p+1,note que

loc

(3.2) implica

! + ! > 1 2@ L >1 2 L &
p+1 qg+1 N qg+1 N p+1
1 N 1) —2 1)— N 1
. Ne+) =2+ D =N oy Ne+D _
qg+1 N(p+1) Np—2(p+1)

assim p; > po e analogamente q; > qo.
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3.3 Regularidade de Solucao

Sejam ¢; > qo e K C RY um compacto. De (Hs), temos

% C p% Cl K q1 ]
/K|f<a:,u>| s/K (14 )% < (\ |+/K\u|)<oo

Assim, f(z,u) € L},

loc*

a1
Pela teoria de regularidade eliptica temos que v € W, "

.~ e por

imersao de Sobolev v € ijc com

Note que ps > p;. De fato,
N N 1 2
I p+1) p D
Np—-2¢ =~ Np-2(p+1) @ N p+1 N

P1 2. P1
.., por teoria de regularidade eliptica v € W, e por imersao de

Temos que g(z,v) € L,

oc

Sobolev w € L% com

4 = Npi
o= ——.
Ng—2p;

a2

Dai, analogamente ao que fizemos no item (i), temos que f(x,u) € Llfc e por regula-

9 92
: p : = 3
ridade v € W,,.” e por imersao v € L;,. com

ps = N,
g =t
Np —2qy

g3

onde p3 > py & equivalente a ¢go > ¢;. Continuando com o processo, temos u € L7,

com g3 > @2 que é equivalente a py > p;. De tal forma que construimos duas sequéncias
{pn}iis e {an}p2, tal que

Nay, Np,

il = —————, COM Ppy1 >Pp € Qi1 = ——————, COM  (ni1 > (pn, (3.36
Prt = g Pnt1 > D s (i1 > Gn, (3.36)

para todo n.

Se supomos que (u,v) nao é uma solugao forte, entdo pelo item (i) pelo menos uma
dessas duas sequéncias serd limitada e como as sequéncias sao crescentes ela terd um
limite, assim por (3.36) a outra sequéncia também terd um limite. Colocando /; = limp,
e [ = lim g,, como no item (i) obtemos l; < ¢ + 1 o que é uma contradi¢ao. Portanto,

segue que ambas as sequéncias tendem ao infinito. Logo, u,v € Lj . para s arbitrariamente

2

grande e a teoria eliptica padrao implica que u,v € W2 V s < cc.

Finalmente, provemos o item (iii). Como, por (i), (u,v) € W2 (RV)? V2 < s < oo,

por imersao de Sobolev u,v € C* para 0 < a < 1.
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3.3 Regularidade de Solucao

Provemos que u,v € C%. Mostremos aqui para a funcao u. Como u satisfaz a primeira
equagao de (3.1) e u é radial, isto &, u = u(r), r = ||z||, entéo

N -1
T

—Nu=—u"—

u', r e (0,+00).

De fato, desde que

u(r) = u(||z||) = u( ng) e Au= ilu

Jun

3
como r = <Z xf) , temos

2x; T;
Ty, = = —
2y} T
Agora,
e, = (), = (1)
r
2 2 2 2 2
_ " ﬂ / T = o & / 1_ / ﬂ l
Ugyw, = u(r)<r> +u(7’)( = )—U(T)(T) —l—u(r)r u(r)(r> -
Como
2 N 2
>(3) ~Xpp=
Z\r/ el
entao,
N u u
A — S " _N—_: " N—1 !/
u Zu u+r . u+r( Ju

=1

Assim a primeira equagao de (3.1) pode ser escrita como

_dii (eru’(r)> N () (3.37)

onde ¢1(r) = g(x,v(r)) — u(r). Pois, (3.37) implica
I = D)+ )] = )

= —pN-1 (N — 1u’(r) + u"(r)) = " lau(r)

r

= —-Au = g (r).
Agora, integrando (3.37) de 0 a r temos

N (r) = —/ sV g1 (s)ds.
0
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3.3 Regularidade de Solucao

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis s = rt, ds = rdt, temos

1
TN_IU/(T) — _/ TN_ltN_lgl(Tt)Tdt -
0
1 , 1
U/(T) = _T/ tN71g1<7"t)dt = —u E*T) = _/ tNilgl(Tt)dt.
0 0
Dai,
1
N A A
Entao,
!/
wir) — _gl(O) quando r — 0.
r N
Por (3.37) concluimos que u,, existe e u,,.(0) = _ng(O) quando r — 0. Entdo u € C2(RV).

Isto mostra a regularidade da solucao.
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Apéndice A

Espaco de Sobolev de Ordem

Fracionaria

A.1 Espacos de funcoes integraveis

Consideremos agora funcoes de valores reais definidas sobre RY que sdo Lebesgue
integraveis. Para 1 < p < oo, definimos o espaco de Lebesgue LP(RY) como o conjunto
de todas as fun¢oes u definidas em RY tal que |u|P é integravel & Lebesgue sobre RY. O

espaco LP(RY) equipado com a norma

1

p

el oy = ( / Iu!”) ,
RN

é um espaco de Banach.

Definicao A.1 O supremo essencial de u € o infimo do conjunto de todos os mimeros
reais M tais que |u| < M quase sempre em RY. Denotamos o supremo essencial por
sup ess u.
Logo, quando p = oo, o espago L>=(RY) denota o conjunto das fungoes de valores reais
u definidas sobre RY | que sio mensurdveis a Lebesque, tal que, |u| tem supremo essencial
finito. O espago L=(RY) equipado com a norma
HUHLOO(RN) = sup ess|u(z)|,
zeRN

€ um espago de Banach.
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A.2 Espagos de Sobolev

A.2 Espacos de Sobolev

Dado o multi-indice @ = (e, ..., ayy) € NY define-se |a| = SN a; e D* = D .. .DSN

denota o operador diferencial de ordem «.

Definicao A.2 Seja K um subconjunto compacto de RN, o conjunto das funcoes local-

(RN) € definido por

mente integrdveis, Lloc

Lp

loc

RV ={u:ue LP(K),V K CcR"}.

Definigao A.3 Sejam u,v € L (RY) e a um multi-indice. Entdo, v é a o — ésima

derivada fraca de u se, e somente se,

/uDaqs (— )lal/ vp, YV ¢ CRY).
RN RN

Da mesma forma como nas derivadas cldssicas escrevemos v = D%u. A definicao de

derivada fraca estende a de derivada cldssica.

Seja 1 < p < oo e m € N. Representa-se por W™P(RY), o espaco de Sobolev de ordem

m sobre RY isto é, o espacgo vetorial das (classes de) funcoes
WmP(RY) = {u € LP(RY) : D*u € LP(RY), vpara todo |a| < m},

Para cada u € W™P(R") define-se a norma de u por

1
p
||| wrmp vy = ( Z HD“uHﬁp> , para 1<p< o

la<m

[[wllm.oo @y = Z [ D%ul| oo vy

jal<m
WmP(RN) ¢ um espaco de Banach. Além disso, W™P(RY) é reflexivo para 1 < p < co e
separavel para 1 < p < oo.
Quando p = 2, o espaco W™?(RY) ¢ denotado por H™(R"), o qual é um espago de
Hilbert com o produto escalar dado por

(U,U)Hm(RN) = Z (Do‘u,Dav)Lz(Rw)

la<m

para todo u,v € H™(RY), e ¢ denominado espago de Sobolev de ordem m.
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A.3 Espacos de Sobolev Fracionarios

Seja C5°(RY) o conjunto de todas as fungdes C*> com suporte compacto em R, o qual
¢ denso em LP(RY) = WOP(RY). Porém, C5°(RY) nem sempre sera denso em W™P(RY),
para m > 1. Motivado por este fato, define-se o espago Wy"7(RY) como sendo o fecho
de C5°(RY) em W™P(RYN). O espago de Sobolev W"P(RY), 1 < p < co também ¢ um
espaco de Banach, reflexivo e separavel. Quando p = 2, escreve-se HJ*(R"Y) em lugar de
W™ (RY).

Apresentaremos agora os Espacos de Sobolev de Ordem Fracionéria.

A.3 Espacos de Sobolev Fracionarios

Dados s > 0 e s ¢ N escrevemos s = m+ A com 0 < A < 1 e m > 0 inteiro. Definimos,
para 1 < p < o0
| D*u(x) — D*u(y)|

N
A2

WP (RN = {u e WmP(RY) c LP(RY xRY), Vla|= m}
|z —y

e para p = 00

| D%u(z) — Du(y)|

|z —y|*

W*(RY) = {u € Wm=(RN) € L®RY xRY), V|a|= m}.

Definimos a semi-norma de Sobolev,

1
_ Du(z) ~ Do)l \
|u|Wsyp<RN)_<z [ |x_ o vy

laf=

para 1 < p < o0 e,

| D%u(x) — D*u(y)|
U] yyrs.00 mvy = sup ess
®%) Z z,yeRN |£L‘ - y|)\

)

laj=m
para p = oo.

O espago W#P(RY) ¢ um espago de Banach reflexivo com a norma
1
el = (HlEyens ey + [mngan)
para 1 < p < o0, €
HU/HWS,OO(RN) = ”u“wm,oo(RN) -+ |U|Ws,oo(]RN),

para p = 00.
Quando p = 2 a notacao usada ¢ H*(RY) ao invés de W*?(RY).

Para maiores detalhes sobre os espagos apresentados neste apéndice veja [1].
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Apéndice B

Resultados Utilizados

B.1 Definicoes

Definigao B.1 (Imersao continua) Sejam E; e E, espagos normados. Dizemos que

E estd imerso continuamente em FEo se
(a) Ey € subespago vetorial de Es,

(b) O operador identidade Id : Ey — Fy € continuo.

Definigao B.2 (Imersao compacta) Sejam E; e Ey espacos de Banach, com Ey C Es.
Dizemos que Ey estd imerso compactamente em Fy se Id : Ey — FEs for um operador

continuo e compacto, isto €, se satisfaz
<a> ||UHE2 < OHUHEU

(b) Qualquer sequéncia limitada em Ey € pré-compacta em Es.

Defini¢ao B.3 Seja E um espa¢o de Banach. Uma sequéncia {u,} C E € dita pré-

compacta se ela possui uma subsequéncia convergente.

Definigao B.4 Seja Q C RY. O suporte de u € o fecho, em Q, do conjunto {z €
Q;u(x) # 0}. Diz-se que uma fungao u tem suporte compacto em ) se existir um conjunto

compacto K, com K C  tal que suppu C K.
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B.1 Definigoes

Definicao B.5 Seja J : U C E — R um funcional definido em um subconjunto aberto U

de um espac¢o de Banach E. Diremos que J € diferencidvel a Gateaur em v € U se para

cada h € £

L th) = J(w)

t—0 t

existir.

Denotaremos a derivada de Gateauz em u por J'(u).

Observacao B.1 A Derwada de Gateaux para funcionais definidos em espacgos de Ba-

nach é uma extensao natural da derivada direcional de fungoes com n varidveis.

Definicao B.6 Seja J : U C E — R um funcional definido em U, um subconjunto aberto
do espago de Banach E. Diremos que J é diferencidvel a Fréchet em uw € U, se existir
A € E' tal que, para cada h € E

L It h) = J(u) = Ab

= 0.
h—0 | Rl

Denotaremos A por J'(u).

Observacdo B.2 E imediato verificar que todo funcional diferencidvel & Fréchet € dife-

rencidvel o Gateauz.

Observagao B.3 Se o funcional J da definicao anterior tiver derivada de Gateaux con-

tinua em U. Entao, f é diferencidvel a Fréchet e f € C'(U,R).

Defini¢ao B.7 (Condicao (PS)) Sejam E um espago de Banach e J : E— R um fun-
cional de classe C* em E. Dizemos que J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (condigao

(PS)) se toda sequéncia (u,) C E tal que
(@) [J(un)| < C,
(17) J'(un) — 0

possui uma subsequéncia convergente.

Definicao B.8 Uma funcio f: Q x R — R € wma funcdo carathéodory se:
(a) para cada s € R fizado, a fun¢ao x — f(x,s) é mensurdvel em §);

(b) para quase todo ponto x € Q) fun¢io s +— f(x,s) é continua em R.
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B.2 Resultados Utilizados

B.2 Resultados Utilizados

Para demonstracao do Lema B.1 ao Teorema B.2, veja [15].

Lema B.1 Se f : QxR — R ¢ uma funcio de Carathéodory, entio a fungio x — f(z,u)

€ mensurdvel para toda u : 0 — R mensurdvel.

Lema B.2 Se f : Q x R — R ¢ uma funcgio de Carathéodory, entio o operador Ny :

M = M, (M € o conjunto de todas as fungdes mensurdveis v : Q — R) dado por

Ny(u) = f(z,u),

€ chamado de Operador de Nemitskii.

Teorema B.1 (Continuidade do Operador de Nemitskii) Seja f : QxR — R uma
funcao de Carathéodory. Suponha que existem uma constante C' > 0, uma func¢ao b €

Li(Q), 1 <gqg<ooer>0 tais que
|f (@, s)| < b(x) + Cls]".

Entao Ny : L™(Q) — Li(S2) € continuo.

Teorema B.2 (Teorema do Passo da Montanha) Seja E um espago de Banach e
I € CYE,R) um funcional satisfazendo a condigao Palais-Smale. Suponha que I(0) =0

e que as sequintes condigoes sejam sastisfeitas:

(1) Ezistem constantes c, p > 0 tais que I(u) > « se ||ul| = p;

(17) Existe e € E tal que
lell >p e I(e) <0.
Defina
I'={g€C(01],E); g(0)=0 e g(1) =e}.
Entao,

= inf I(g(t
€7 ger e (9(t))

€ um valor critico de I.
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Teorema B.3 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R continua, diferencidvel

em (a,b). Existe ¢ € (a,b), tal que

(Veja [11])
Para demonstracao dos Teoremas B.4 a B.8, veja [4].

Teorema B.4 Sejam E um espago normado e uma sequéncia {u,} C E. Entao, u, — u

se, e somente se, (u,, ) — (u, d), para todo ¢ € E'.

Teorema B.5 Sejam {u,} uma sequéncia em LP(Q) e u € LP(QY), tais que u, — u em

LP(Q). Entao, existe uma subsequéncia {u,, } tal que
(@) up,(x) = u(x) ¢.t.p. em S,

(b) |tn, (x)] < h(x) q.t.p. em Q, ¥ k, onde h € LP(Q).

Teorema B.6 (Teorema de Representacao de Riesz) Seja H um espago de Hilbert,

entao dado f € H' existe um unico y € H tal que
f@)=(y,z), Vawel

E verifica-se que

1Al =yl

Teorema B.7 (Desigualdade de Holder) Sejam Q um dominio em RY, 1 < p < oo
el<g<oo com%—k%:l. Se fe LP(Q) eg e LIQ), entio fg € L'(Q) e

[ sl < 15 0slglon
Q

Teorema B.8 (Desigualdade de Young) Para todo a,b > 0 vale a desigualdade:

1 1.,
abg—ap+—,bp
p p
1 1 _
comlgpgooej—o—i-p—l.
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Para demonstracao dos Teoremas B.9 a B.11, veja [9].

Teorema B.9 (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 < p < oo e f,g € LP(Q),
entio f+g € LP() e
1f =+ gllee <A fllee + llgllze-

Teorema B.10 Sel <p < oo ea,b> 0, entdao
(a+b)P < 2071 (a? + bP).

Teorema B.11 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago vetorial com

produto interno. Entao

[{z 9)| < lllllyll

Teorema B.12 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia de

funcoes de L'(Q). Suponhamos que
(a) fo(x) = f(x) ¢.t.p. em Q,
(b) Existe h € LY () tal que, para cada n, |f,(z)| < h(z) ¢.t.p. em Q.

Entao f € L*(Q) e ||fu — fllzr — 0.
(Veja [4])

Para demonstracao dos Teoremas B.13 a B.14, veja [14].

Teorema B.13 Suponha que E seja um espago de Banach reflexivo, entao toda sequén-

cia limitada em E possui subsequéncia fracamente convergente.

Teorema B.14 Seja H um espaco de Hilbert. Se E € um subconjunto de H, entao
E=H < E+={0}.

Teorema B.15 (Agmon-Douglis-Niremberg) Suponha que Q é um aberto de classe
C? com fronteira Q) limitada. Seja 1 < p < oo. Entao, para todo f € LP(Q), existe uma
unica solucao do problema

—Au+u=f em K.
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Além disso, se Q € de classe C™2 e se f € W™P(Q), m € N, entdo
ue WmHP(Q) e ||ullwmize < Cllullwms.
(Veja [7])
Teorema B.16 (Imersao de Sobolev) As seguintes imersoes sao continuas:

(a) WmP(RYN) — LYRN), p < q < 2E= = p* se mp < N.

(b) WmP(RN) — LYRY), p<g<oosemp=N.

(c) WmP(RN) — CF se mp > N,
onde k € um inteiro verificando k <m — Np < k+1 e a € R satisfazendo 0 < a <

m—k—%:ao seap<lel<a<lseay=1.
(Veja [13])
Teorema B.17 (Morrey) Seja p > N entao
WP(RY) — L=(RY)

continuamente.

Além disso, para todo u € WYP(RY) se verifica
u(z) = u(y)| < Clz —y|*|Vul|r,

quase sempre em x,y € RY. Com a =1 — % e C uma constante (que depende somente

dep e de N).
(veja [4])
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