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Resumo

O invariante de Makar-Limanov ML(B) de uma k-dlgebra afim B (com k corpo,
que tipicamente serd assumido de caracteristica zero) é um invariante bastante impor-
tante, definido em termos dos niticleos de certas derivagoes especiais de B chamadas
derivagoes localmente nilpotentes. O tema possui conexoes com varios problemas cen-
trais em Algebra Comutativa, por exemplo, a Conjectura Jacobiana, o Décimo Quarto
Problema de Hilbert, e o Problema do Cancelamento, e tem sido investigado por diversos
autores. Neste trabalho, apds a apresentacao de conceitos e resultados bésicos, nossa
principal meta é a obtencao explicita da estrutura de M L(B) (como k-algebra) quando
B é o anel de coordenadas de certas hipersuperficies algébricas afins especiais, a saber,
as chamadas superficies de Danielewski, bem como o famoso 3-fold de Makar-Limanov

definido por z + 2%y + 22 + 3 = 0.



Abstract

The Makar-Limanov invariant M L(B) of an affine k-algebra B (with k a field, which
will be typically assumed to be of characteristic zero) is a very important invariant, defined
in terms of the kernels of suitable derivations of B called locally nilpotent derivations.
The theme has connections to various central problems in Commutative Algebra, for
instance, the Jacobian Conjecture, the Fourteenth Hilbert’s Problem, and the Cancellation
Problem, and has been investigated by many authors. In this work, after the presentation
of basic concepts and results, our main goal is the explicit obtainment of the structure of
ML(B) (as a k-algebra) when B is the coordinate ring of certain special affine algebraic
hypersurfaces, to wit, the so-called Danielewski surfaces, as well as the famous Makar-

Limanov 3-fold defined by x + 2%y + 22 +3 = 0.
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Introducao

O chamado invariante de Makar-Limanov de uma k-algebra (onde k é um corpo, tipi-
camente assumido de caracteristica zero) foi introduzido em 1996 por Leonid Makar-
Limanov, em seu artigo [13], onde ele usou tal invariante como um instrumento funda-

mental para obter o importante resultado de que o 3-fold complexo definido por
r4+ iy + 24+ =0

ndo ¢é algebricamente isomorfo ao espacgo afim A (mesmo sendo difeomorfo a R®! Vide,
por exemplo, [11]). Até entdo este intrigante problema estava em aberto e havia recebido
varias abordagens, sem sucesso, por parte de varios autores que estavam mais geralmente

interessados no classico problema de classificacao de variedades algébricas afins.

A primeira demonstragao dada por L. Makar-Limanov, em [13], era bastante longa
e técnica, e contou com a intervengao das chamadas derivagoes Jacobianas. Em [15],
ele simplificou seus argumentos e escreveu uma prova mais curta. Outras demonstracoes

surgiram posteriormente por parte de alguns autores.

Em seguida, em [14], Makar-Limanov aplica o mesmo invariante para determinar um
conjunto de geradores para o grupo dos k-automorfismos do anel de coordenadas de uma

superficie de Danielewski, ou seja, uma k-algebra do tipo

Um dos aspectos que justifica a importancia de tais superficies é a estreita conexao com

o famoso “Cancellation Problem” (vide, e.g., [5]).

Tanto a propria definicao do invariante de Makar-Limanov, quanto as memoraveis
demonstracoes obtidas por L. Makar-Limanov, fazem uso crucial do conceito de derivagao

localmente nilpotente. Se B é uma k-algebra, entao uma derivagao D de B é localmente
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nilpotente se, para cada b € B, existe natural n (dependendo de b) tal que D™(b) = 0. Tal
classe de derivagoes desempenha um papel importante em Algebra e Geometria Algébrica,
o que pode ser justificado, além da prépria teoria de L. Makar-Limanov, pelos intimeros
problemas que podem ser atacados ou reformulados em termos desta nocao; sem duvida,
uma das principais fontes de interesse é a famosa Conjectura Jacobiana (vide, e.g., [7]),
bem como o também famoso Décimo Quarto Problema de Hilbert (e.g., [2], [8]), além do

“Cancellation Problem” mencionado acima (vide também [4]), dentre varios outros.

Se B é um k-dominio ¢ se DLN(B) denota o conjunto das derivagdes localmente
nilpotentes de B, entao o seu invariante de Makar-Limanov é definido como

ML(B):= () kerD.
DeDLN(B)

Note que se trata de uma k-subdlgebra de B. O fato basico é que, se A e B sao k-algebras

tais que M L(A) e M L(B) sao nao-isomorfas, entao A e B também sao nao-isomorfas.

O objetivo principal dessa dissertacao é calcular explicitamente o anel M L(B),
quando B é o anel de coordenadas de certas hipersuperficies algébricas afins particu-
lares. Primeiro tratamos o caso das superficies de Danielewski (obtido originalmente por
L. Makar-Limanov em [12] e [14], e generalizado por M. Veloso em sua tese [19]), e em
seguida, o foco é dado ao célebre 3-fold definido por =+ 2%y + 2z? + 3 = 0 mencionado no
inicio desta introducao. O ponto curioso é que, para obtermos o segundo resultado (que
trata de um 3-fold), faremos uso do primeiro (que trata de uma superficie) como um dos

ingredientes centrais!

Um outro ingrediente primordial aqui utilizado para a obtengao do referido resultado
de Makar-Limanov, é o chamado invariante de Derksen D(B) de uma k-dgebra B, intro-
duzido por Derksen em sua tese [6]. Na realidade, se B é o anel de coordenadas do 3-fold
acima, entao determinaremos M L(B) como um corolario do calculo de D(B), seguindo o

tratamento apresentado em [10].

Este trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo introduzimos
conceitos e propriedades bésicas sobre derivagoes de k-algebras, incluindo um certo de-
talhamento acerca de derivagoes homogeéneas bem como Z-filtracoes e os anéis graduados
associados. No segundo capitulo, introduzimos a nocao de derivacao localmente nilpo-
tente e provamos uma série de propriedades, por exemplo a respeito do niicleo de uma tal

derivagao, o que se mostrou crucial para o desenvolvimento da teoria, e que desperta in-



teresse proprio; por exemplo, se D é uma derivacao localmente nilpotente de um dominio
fatorial B, entao ker D também é fatorial. Merece também atencao especial o uso do
automorfismo exp D — a exponencial de D — como uma ferramenta bastante 1til para a
obtencao de propriedades importantes. Ainda no segundo capitulo, apresentamos duas
ferramentas de fundamental importancia neste trabalho: os invariantes de Makar-Limanov

e de Derksen de uma k-algebra, juntamente com algumas de suas propriedades basicas.

Finalmente, no terceiro capitulo, demonstramos os principais resultados estudados
nesse trabalho. Primeiro, calculamos o invariante M L(B) quando B é o anel de coor-
denadas de uma superficie de Danielewski; e segundo, apds provarmos uma seqiiéncia
de resultados auxiliares, obtemos explicitamente o invariante D(B) quando B é o anel
de coordenadas do 3-fold mencionado acima, o que nos possibilitou derivar o calculo de

M L(B) para esta hipersuperficie.



Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste trabalho, k denotara um corpo de caracteristica zero, e todos os anéis
(denotados A, B,... ) serdao sempre considerados k-algebras comutativas. Se B é um anel,
denotamos por B* o grupo dos elementos invertiveis de B, e se B é dominio, por frac(B)
o seu corpo de fragoes. O grupo dos k-automorfismos de um anel B sera denotado por

Se A C B é uma extensao de dominios, entao tr.dega(B) denota o grau de tran-
scendéncia de frac(B) sobre frac(A). Dado x € B, o ideal principal de B gerado por x
serd denotado por B ou (z). De forma mais geral, o ideal gerado por xq,xs,...,z, € B
serd denotado por (z1, 9, ..., x,). O termo k-dominio afim significard um dominio finita-
mente gerado como k-algebra. As notacoes Q,R e C denotam o corpo dos racionais, reais
e complexos, respectivamente. Além disso, Z denota o anel dos inteiros, N o conjunto dos

nimeros naturais (incluindo 0), e S,, o grupo de simetrias de n simbolos.

Como referéncias em Algebra Comutativa, sugerimos por exemplo os livros [1] e [16].

1.1 Derivacoes de uma k-algebra

Nesta secao, introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares sobre a teoria de
derivagoes de uma k-dlgebra. O conteudo foi baseado em [3] e [10], mas maiores detalhes
e informagoes podem ser encontradas também em outras referéncias, como por exemplo

[16, Part 1I].
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Definicao 1.1. Uma derivacdio D do anel B é uma funcao D: B — B que satisfaz:
(i) D(a+b) = D(a)+ D(b)

(ii) D(ab) =bD(a)+ aD(b) (regra de Leibniz)

para quaisquer a,b € B.

Denotamos por Der(B) o conjunto de todas as derivagoes de B. Mais ainda, se A é
um subanel de B, entao denotamos por Der4(B) o conjunto das derivagoes D € Der(B)
tais que D(a) = 0 para todo a € A; neste caso, dizemos que D é uma A-derivagdo.
Claramente, notamos que Der(B) é um B-mddulo e que Ders(B) é um B-submédulo de

Der(B). Além disso, é facil ver que Der(B) = Dery(B).

O conjunto
kerD := {b € B; D(b) =0}
é o nucleo de D, que na verdade é um subanel de B. Na literatura, também é chamado
anel de constantes de D (alguns autores utilizam a notacio B”). Notemos também que,
dados b € B e D, E € Der(B), entao bD,D + E e [D,E] = DE — ED sao derivagoes de
B.

Exemplos classicos de derivacoes sao as derivadas parciais no anel de polinémios.

Exemplo 1.1. Se A é um anel e B = Alxy,...,z,], temos que, para cada i = {1,...,n},

a derivada parcial % é uma A-derivacao.
T

Dados D € Der(B) e n > 0, D™ é a n-composi¢ao Do Do ..o D, onde D° é a
_—
aplicagao identidade; a imagem de D é denotada D(B) ou simplesmente DB.

Se A é um anel, podemos denotar, quando conveniente, por A™ o anel de polinémios

a n variaveis sobre A.

Seja A C B extensdo de anéis com B = A[t] = Al para algum t € B. Entdo, a

derivada de B em relagdo ao par (A, t) é a derivacio (4) 4 € Ders(B) definida por

(@)

Quando o subanel A estd subentendido, denotamos esta derivagao mais simplesmente por

4 e neste caso, dado P(t) € A[t], definimos também

P(t) = %(P(t)).



Da mesma forma, dado n > 0, os simbolos

d"P
dtn

(5) ¢

Proposicao 1.1. Sejam D € Der(B) e A = kerD.

P e

denotam a n-composigao

(a) D(ab) =aD(b),Va € A,b € B. Portanto, D é A-linear.

(b) (regra do quociente) Se g € B* ¢ f € B, entao D(fg ') =g *(9gDf — fDg).

Prova: A prova do item a segue imediatamente da definicao de derivada, uma vez que
se a € A, tem-se D(ab) = bD(a) + aD(b) = 0+ aD(b). J& para a prova do item b,

consideremos a seguinte equagao:

Df=D(gfg~")=9D(fg~")+ fg~'D(g),

donde gD(fg™') = Df — fg~'D(g), como g € B* podemos multiplicar esta tltima ex-
pressao por g~1, implicando D(fg™!) = g %(gDf — fDg), como queriamos. n

Proposicao 1.2. (Regra de Leibniz Generalizada) Se B é um anel, D € Der(B) e

x,y € B, n €N, entao

1

7

D" (ay) = no (1) @p)

Prova: Provaremos usando o principio de inducao finita sobre n. Para n = 1 a férmula

é vélida pois D € Der(B). Seja, agora, n > 1. Suponhamos que a igualdade é verificada



para n — 1. Logo

D"(xy) = D(D" ' (xy))

_ 2 ("7 1) @0+ D@D )

_ ;1 (” - 1) D"(x) D' (y) + g (” Z 1) D" (z) D (y)
_ (" 7)o + Z (=Y

— D(a)y+ 22: ("7 (02))) o+ ep)
D+ (1)t

_ Z () D:—z<x>pz<y>

Observagao 1.1. Usando indugao, obtém-se que: Se B é um anel, D € Der(B), entao
D(b™) = nb"'D(b), para todo b € B,n > 1. O caso n = 1 ¢ evidente. Suponhamos
que D(b") = nb"'D(b) seja valida. Assim, D(b"™') = D(b"b) = D(b™)b + b"D(b) =
nb" ' D(b)b + b"D(b) = nb"D(b) + b"D(b) = (n + 1)b"D(b). Portanto, a sentenca

D(b") = nb" "' D(b)
¢é verdadeira para todo n > 1. Este fato é conhecido como regra da poténcia.

Proposigao 1.3. Sejam A um subanel de B, et € B um elemento transcendente sobre

A. Se P(t) € Alt] € dado por P(t) = >_ a;t', com a; € A para todo i =0, ..., m, entdo
=0

P'(t) =3 da;t™,
=1

onde P'(t) = (L) a(P(t).)



Prova: Da parte (a) da proposicao (1.1) e da observacao (1.1), para 1 < i < m, segue

d AN d gi—1
dt(at) azdt() a; (it ).

Agora, da propriedade de aditividade das derivagoes, tem-se imediatamente o resultado.

Observacgao 1.2. Um ideal I C B é um ideal diferencial para uma derivagao D € Der(B)
se D(I) C I (esta nogao é devida a Seidenberg). Na literatura, também o chamam de
ideal integral para D, ou também diz-se que D ¢é uma derivagao logaritmica de I. Por
exemplo, qualquer ideal de B gerado por elementos de kerD é um ideal diferencial para
D. Se I C B ¢ diferencial para D, entao é facil ver que D induz de forma natural uma
derivagao do anel quociente B/I, e mais ainda, se B é finitamente gerada como k-algebra,
entao tal processo define um epimorfismo partindo do médulo das derivagoes logaritmicas

de I, sobre o médulo das k-derivagoes da k-algebra B/1.

Proposicao 1.4. Sejam A um anel e B = Alxy, ..., z,)].

(i) Se D € Dera(B) e f € B, entao D(f) = zn: giD(xi);
i=1

(ii) Se fi,...,fn € B entao existe uma unica A-derivacdo D de B tal que D(x;) =
fi,...,D(x,) = fn. Esta derivagdao é dada por: D = fla%l +...+ fn%;

(iii) Dery(B) € um B-mddulo livre com base livre {8%1 91 ou seja:

7..’8.13

- 0
D B) = B )
era(B) ZG:? o
Prova:

(i) Seja M = {g € B;D(g) = Z g -D(x;)}. E facil verificar que M é um A-submédulo
de B contendo todo monémio z - - -z,

s segue-se que M = B e consequentemente
feM;

(ii) E claro que D = f 821 +... .+ fn% é uma A-derivacao de B e que D(z;) = fi,
para todoi=1,...,n. Se D; é uma outra A-derivacdo de B com tais propriedades,

teremos por (i) que:

Z 8% Z 8xz (£):

para todo f € Alxy,...,x,]. Portanto, D é unica.



(iii) Segue imediatamente dos fatos provados acima.

A partir da proposigao 1.1, proposicao 1.2 (regra de Leibniz generalizada) e da ob-
servagao 1.1 (regra da poténcia), torna-se simples a verificagdo do seguinte fato:
Proposigao 1.5. Se B é um anel, D € Der(B), f(t) = ibiti € B[t] = BY eb e B,
entao .

D(f(b)) = fP(b) + f'(b)D(b),
onde f'(t) € Blt] ¢ a derivada de f(t), e fP) = iD(bi)ti € Blt]. Mais geralmente, se
f € Blti,ta, ... tn] € by, by, ..., b, € B entao '

" d
D(f(br, b, .., by)) = fP) by, bo, .., by) + Z £<bl, b, ..., b)) D(b;).
0 1

Prova: Denotemos M = {f € B[t]; D(f(b)) = f)(b) + f'(b)D(b)}. Notemos: se a € B
e f(t) = at’ ¢ um monomio de B[t], entao f(b) = ab’ e
D(f(b)) = D(a)b’ + aD(b')
= D(a)b’ + aib" ' D(b)
= [P ) + 1'(6)D(b).
Logo, f € M, e como D é linear, segue que M = B[t]. Com a mesma idéia, demonstramos

a forma geral enunciada. [

Observamos a seguir um resultado importante, onde usamos o fato provado acima
como um dos ingredientes. Note também que, se D € Der(B), A = kerD, P € Alt] e
t € B, entao

D(P(t)) = P'(t)D(t),

que ¢ a bem-conhecida regra da cadeia.

Lema 1.1. Se B € um dominio (contendo um corpo de caracteristica zero, como con-

vencionado desde o inicio) e se D € Der(B), entdo kerD ¢é algebricamente fechado em

B.

Prova: Seja b € B algébrico sobre kerD. Entao existe f € A[t] ndo-nulo, com menor

grau possivel, tal que f(b) = 0. Aplicando D a esta igualdade, obtemos

0= D(f(b)) = P (b) + f(b)D(b) = f'(b)D(D)



Pela escolha do polinémio f, como caracteristica é zero, temos f'(b) # 0 e assim D(b) = 0.

Na verdade o lema acima é apenas uma das implicagoes do seguinte teorema:

Teorema 1.1. Seja B uma k-dlgebra finitamente gerada. Entao, para uma k-subdlgebra

A de B, sdo equivalentes:

(a) A € algebricamente fechado em B;

(b) A =kerD, para alguma D € Derg(B).

Prova: Vide [17, Proposition 3.2.6]. u

1.2 Derivacoes homogéneas

Suponhamos que B é um anel graduado B = @,_; B;, onde I é um semigrupo abeliano

iel
ordenado, e cada B; é um k-espaco vetorial. Se representarmos por w a tal graduacao de
B, entao os elementos de cada B; serao chamados de elementos w-homogéneos de B, e se
f € B;, entao o w-grau de f é i.

Uma derivacdo D € Der(B) que respeita a graduagdo w é chamada uma deriva¢ao w-
homogénea. Mais precisamente, existe um d € I tal que DB; C B; .4 para cadai € I. O
elemento d € I é chamado de w-grau de D. Observemos que se D ¢é w-homogeéneo e f € B
se expressa como [ =Y ., f;, com f; € B;, entao D f = 0 se, e somente se, D f; = 0 para

todo 4. Isto é porque a decomposicao de D f em somas homogéneas é >, D f;.

Nosso principal interesse reside no caso [ = Z™ ou I = N" para algum n > 1.

Definicao 1.2. Seja B um anel contendo um corpo k. Uma Z-filtracdo de B é uma

colecao F = {B;}icz de subconjuntos de B satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) Cada B; é um k-espago vetorial;

(ii) B; C B;, sempre que j < 1;

(it)) B = Uy, B:

(lV) BZBJ C BiJrj, VZ,] €.



A filtracao serd chamada Z-filtracao propria se as seguintes propriedades também

forem satisfeitas:

(V) iz Bi = {0};

(Vl) Seac€ B; N (B \ Bi—l) ebe Bj N (B \ Bj—l); entao ab € Bi+j N (B \ Bz’+j—1)'

Para k-espagos vetoriais W C V, a notagao V/W denotara o k-espago vetorial quo-
ciente de V' médulo W no sentido usual. Suponha que B = UB; é uma Z-filtragao prépria,
e defina a dlgebra graduada associada Grz(B) como se segue. A estrutura k-aditiva em
Grz(B) é dada por

Grz(B) = €D Bu/Bn-1.

nez
Consideremos elementos a + B;_y de B;/B;_1, e b+ Bj_y de Bj/Bj_;, onde a € B; e

b € B;. O produto de seus elementos ¢ definido por:
(CL + BZ/BI_l)(b + Bj/Bj_l) =ab+ Bi+j—1 € Bi-i—j/Bi—&-j—l'

Em seguida, estende-se esta multiplicacdo a todo Gr(B) por distributividade. Nota-se
que, por causa da condigao (vi) da defini¢do acima, Gr(B) é um k-dominio comutativo.
Além disso, devido & condi¢ao (v), para cada elemento nao-nulo a de B, o conjunto
{i € Z;a € B;} possui um minimo, que serd denotado por i(a). Disto decorre uma
aplicacao natural

p: B— Gr(B)

que envia cada elemento nao-nulo de B a sua classe em B;/B;_1, onde ¢ = ¢(a). Define-se
p(0) = 0.

Dado a € B, tem-se p(a) = 0 se, e somente se, a = 0. Note ainda que p é um mapa
multiplicativo, mas nao é um homomorfismo de dlgebras, uma vez que, em geral, nao

respeita a adigao.

No caso em que B ji é um anel Z-graduado, digamos B = @,., Ai(A¢ = k), entao
uma Z-filtragao prépria de B é F = {B; = @,.; A4;}. Nesta situacdo a aplicacao fornece

um isomorfismo de B sobre Grz(B).

Exemplo 1.2. Seja B = k[z] um anel polinomial sobre k, e seja B; o conjunto dos

polinéomios de grau no méximo i (¢ > 0). Entao k[z] = UB; é um Z-filtracao (com



B; = {0} parai <0), e

Exemplo 1.3. Seja B = k(z) = frac(k[z]) . Dados p(x),q(x) € k[z] \ {0}, defina o grau
da funcado racional p(x)/q(z) como deg p(x) — deg ¢(x). Consideremos B; formado por

funcgoes racionais de grau no maximo 7. Entao
Gr(k(z)) = klz,27"],
o anel dos polinomios de Laurent.

Defina uma funcao gr(D): Gr(B) — Gr(B) da seguinte maneira: se D = 0, entao
gr(D) é a aplicacao nula; Se D # 0, escolha ¢t como sendo o menor inteiro tal que DB; C

B, para todo ¢ inteiro. Entao, dado ¢ € Z, defina
gr(D) : B;/Bi—1 — Bj+t/Biyi1

pela regra natural gr(D)(a + B;—1) = Da + B;;—1. Agora, estendemos gr(D) para todo
Gr(B) por linearidade; gr(D) satisfaz a regra do produto, e portanto, é uma k-derivacao
homogénea de Gr(B). Notemos, também, que gr(D) = 0 se, e somente se, D = 0. Além
disso, por defini¢ao, tem-se

p(kerD) C ker(gr(D)).

Finalmente, é importante observar que, dado a € B, a notagao gr(a) é usada tipicamente
para denotar a imagem p(a); com isso, deve-se ter cuidado na distin¢ao entre gr(D)(a) e

gr(Da).



Capitulo 2

Derivacoes localmente nilpotentes

2.1 Definicao e algumas propriedades

Definigao 2.1. Dados um anel B e uma deriva¢ao D € Der(B), definimos o conjunto

Nil(D) = {x € B; 3n € N, D"(z) = 0}.

Claramente, temos

ker(D) C Nil(D) C B

e, usando essencialmente a regra de Leibniz, vemos que Nil(D) é de fato um subanel de

B.

Enquanto ker(D) é algebricamente fechado em B (pelo Teorema 1.1), o mesmo nem
sempre ocorre com Nil(D), que, na verdade, nem sempre é integralmente fechado em B,

como se vé no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1. Sejam B = Q[[{]] e D = 4 : B — B. Entéo, ¢ imediato que ker(D) = Q,
e Nil(D) = Q[t]. Notamos que Nil(D) nao é integralmente fechado em B, pois con-
siderando o elemento b = v/1 + ¢ € B, temos b ¢ Nil(D) e b* € Nil(D).

Definicao 2.2. Seja B um anel. Uma derivacao D : B — B é dita localmente nilpotente

se

Nil(D) = B,

i.e., se para cada b € B existe n € N (dependendo de b) tal que D"(b) = 0.
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Denotaremos por DLN(B) o conjunto das derivagoes localmente nilpotentes de B.

Também usaremos as seguintes notacoes:
DLN(B) = DLN(B) N Der(B)
KDLN(B) = {kerD; D € DLN(B)}
KDLN(B) = {kerD; D € DLN.(B)}.

Por exemplo, se B = k[x1, ..., z,], entao

0
8:162-

€ DLN(B)

para cada i. Note que DLN(k) = {0}, e que

DLN(k[z]) = {a%; ae k:}

Sabe-se também (vide [18]) que, a menos de mudanca de variaveis, tem-se

0

DLN(k{e, ) = {7 2 f e kla] -

Y
Ainda nao se conhece uma descricao explicita para o caso de 3 ou mais variaveis.
Definigao 2.3. Sejam B um anel e S = AU {—o0}, onde A = N ou Z. Uma fung¢do grau
em B é qualquer aplicacao deg: B — S satisfazendo:
(i) deg(a) = —oo se, e somente se, a = 0;
(ii) deg(ab) = deg(a) + deg(b);

(iii) deg(a +b) < max{deg(a),deg(b)},
para todos a,b € B.

Dados um anel B e D € DLN(B), definimos degp: B — NU {—o00} por degp(0) =
—00, €

degp(a) = max{n € N;D"(a) # 0}

para a € B\ {0} (uma de suas propriedades é que, se B é dominio, entdo degp é uma
fungao grau em B). Esta nocao serd estudada mais adiante, mas ela ji aparece de modo

natural na demonstracao do seguinte fato:



Teorema 2.1. Seja B = J,., Bi uma Z-filtragdo propria, e suponhamos que D &
DLN(B) respeita esta filtragio no sentido de que existe um inteiro t tal que, para todo

i € Z, vale D(B;) C B;y. Entao

gr(D) € DLN(Gr(B)).

Prova: Podemos supor que D # 0. Denotemos simplesmente por ¢ a derivagao gr(D)
de Gr(B), e seja p o mapa natural de B em Gr(B). E suficiente mostrarmos que & é

localmente nilpotente nos conjuntos geradores B;/B;_; de Gr(B).

Ja que por hipdtese D respeita a dada filtracao, podemos considerar o menor ¢ tal
que DB; C By, para todo i. Dado um elemento a € B\ {0}, seja t(a) = i, ou seja,
a € B;N(B\ B;_1)}. Por hipétese, Da € B, assim «(Da) < i+t. Se «(Da) < i+t
entao Da € B4 1 €

5(@ + Bi—l) = Da+ Bi+t—1 =0.

Do contrério, «(Da) = i + t, o que significa que §(p(a)) = p(Da). Por iteragdo temos
que, ou ¢"(p(a)) = 0, ou 0"(p(a)) = p(D"a). Como D é localmente nilpotente, segue que
8" (p(a)) = 0 para n = degp(a). u

Definigao 2.4. Sejam A um anel e B = Alxy,...,2,|. Una A-derivacdo D : B — B ¢

dita triangular se D(xy) € A, e
D(l’l) € A[xl,...,xi,l], Z:2,,Tl
Note que esta definicao depende da escolha de coordenadas.

Exemplo 2.2. Consideremos B = Clz,y, z]. Entao, a derivacao xza% + @+ L €

Der¢(B) ¢ triangular.
Proposicao 2.1. Sejam A um anel e B = Alxy, ..., x,]. Entdo, toda derivagdo triangular

de B € localmente nilpotente.

Prova: Seja D : B — B uma derivagao triangular. Procederemos por inducao em

n > 1, o caso n = 1 sendo obvio.

Se n > 2, é claro que D se restringe a uma derivagao triangular do subanel C' =

Alxy,...,,_1] C B. Por indugao, D € DLN,(C). Em particular,

D(z,) € C C Nil(D),



o que claramente implica z, € Nil(D). Portanto, D é localmente nilpotente em todo o
anel B. -

Vale ressaltar que o subconjunto DLN(B) de Der(B) nao possui qualquer estrutura

algébrica ébvia. Por exemplo, em B = k[t] a derivagao % ¢ localmente nilpotente, en-

quanto t% nao é; logo, DLN(B) nao é um B-mddulo. Seja agora B = k[, y|, e considere
as derivagoes D = y% e Dy = :1:8%, que claramente sao localmente nilpotentes. No
entanto, a soma Dj + Dj e o bracket de Lie [Dy, D] nao sdo localmente nilpotentes (para

a soma D; + Do, por exemplo, tome f =z € B e veja que (D + Dy)*(z) = ).

Quando B é um dominio, pode-se provar que degp é uma fungao grau em B (vide

[9]) e neste caso utilizando-se tal fungao pode-se verificar parte do seguinte resultado:

Proposicao 2.2. Sejam B um dominio e D € DLN(B). Entao:

(a) kerD € saturado (também chamado fatorialmente fechado) em B, isto é, se a,b €

B\ {0} sao tais que ab € kerD, entdo a,b € kerD;
(b) B* C kerD. Em particular, DLN(B) = DLN(B);
(c) Se B é DFU (dominio de fatoragdo tinica), entao kerD é DFU.

(d) O grupo Aut(B) age em DLN(B) por conjugagao.

Prova:

(a) E claro que ker D = {z € B;degp(z) < 0}, e assim, se 2,y € B\ {0} satisfazem
zy € kerD, entao degp(zy) = 0 e concluimos imediatamente das propriedades da

funcao grau degp que x,y € kerD, ou seja, ker D é um subanel saturado.

(b) Se y € B* entdo existe y~! € B tal que yy~' = 1. Como 1 € kerD e kerD ¢ saturado
(pelo item (a) acima), segue que y~' € kerD. Assim, B* = (kerD)* C kerD.
Finalmente, temos por hipétese k C B*, logo D|, =0, i.e., D € Derg(B).

(c) Seja a € kerD, a # 0, e escreva a = q1q2. Se a é irredutivel em kerD, entdao ¢; ou
q2 pertence a (kerD)* e como (kerD)* = B* (como provado acima), segue que a
é irredutivel em B. A reciproca funciona de maneira analoga. Portanto, segue de

imediato que ker D é um DFU.



(d) Segue simplesmente da observagao de que
(aDa™H" = aD"a™t,

para todos o € Autg(B) e n > 0.

Com relagao ao item (a) da proposi¢ao acima, salientamos que nem todo subanel
saturado A C B ¢é o nucleo de alguma derivagao localmente nilpotente de B. De fato,

pode-se mostrar que um contra-exemplo é A = k[z? — 3?] C B = k[z,y].

Proposicao 2.3. Seja D € DLN(B) e sejam fi, fa, ..., fn € B (n > 1) elementos dados.
Suponhamos que exista uma permutacao o € S, tal que Df; € f,yB, para cada i. Entao

em cada orbita de o existe um i tal que D(f;) = 0.

Prova:
Suponhamos que D f; # 0 para cada i, e escolhamos aq, as, ...,a, € B tal que Df; =
aifoi)- Entdo, degp(fi) > 1 e degp(a;) > 0 para cada i. Segue que, para cada i,
degp(fi) —1 = degp(Df;)
= degp(aifo(i))
= degp(a;) + degp(fo(i)) > degp(fo@i))-

Logo,

Zdegp(fi) -n > ZdegD(fa(i))a
=1 =1

o que é um absurdo, uma vez que os dois somatérios que aparecem possuem 0 mesmo
valor. Portanto, D(f;) = 0 para pelo menos algum i. Agora, aplicando este resultado a

decomposigao de o em ciclos disjuntos, obtemos o resultado desejado. ]

Se S é um subconjunto multiplicativo do anel B e D € Der(B), entao a aplicacao

S7'D: S™'B — S~ B definida por

9

f) _ D(r)s —rD(s)

S71p (

52
¢ uma derivacao do anel S~!B e ¢ unicamente determinada. A pergunta natural é: quando

esta derivacao localizada é localmente nilpotente?



Proposicao 2.4. Sejam B um dominio e D € Der(B), com D # 0.

(a) Seja S C B\ {0} um subconjunto multiplicativo, e considere a derivagio S™'D :

S™IB — S71B como acima. Entao:
(a.1) S7'D € DLN(S7!'B) se, e somente se, D € DLN(B) e S C kerD;
(a.2) Se S C kerD = A, entio ker(S™'D) =S4 e (STTA)NB = A.

(b) Seja b e B\ {0} e considere a derivacao bD: B — B. Entao bD € DLN(B) se, e
somente se, D € DLN(B) e b € kerD.

Prova:

(a.1) Suponhamos que S™!'D seja localmente nilpotente. Observe que se b € B entao
S™D(b) = D(b), assim D ¢ localmente nilpotente. Claramente, B Nker(S™!D) =

kerD. Além disso, temos que
S C (S'B)* Cker(S7'D).

Logo, S C BNker(S™'D) = kerD. Reciprocamente, suponhamos que D € DLN(B)

D
e S C kerD. Seja — € S~'B. Como s € kerD, obtemos (S7'D) <C> = <T) Por
s s s

inducao sobre n é claro que

(s-oy (1) = 20,

S

r

e jaque D"(r) = 0 para algum n, temos (S~ D)" ( ) =0, isto é, S™1D é localmente

s
nilpotente.

D
(a.2) Dado g € S7'B, temos (S71D) (g) = 9, logo ker(S™!D) = S71A. Além disso,
A C (S7'A) N B. Por outro lado, dado b € B\ {0} N S7'A, temos que existem
a€ A\ {0} ese Stal queb= ? Sendo B um dominio, tem-se bs = a, e como

s

A é saturado (por um resultado que ja provamos anteriormente), segue que b € A.

Portanto, a igualdade A = (S7'A) N B é verdadeira.

(b) Vide [10, Pg. 24].



Observamos que se D € DLN(B) e D # 0, entdo existe a € kerD \ {0}, e con-
siderando o conjunto multiplicativo S = {1, a,da?, ...}, obtemos, usando a parte (a.1) da

proposicao acima, que S~'D é uma derivacao localmente nilpotente de S™!B.

Um fato muito importante envolvendo derivagoes localmente nilpotentes de um deter-
minado anel é que elas definem automorfismos deste anel. Vamos descrever tal situagao.
Seja B um anel (que contém, como subanel, um corpo k de caracteristica zero, de acordo
com nossa convengao permanente). Como jd sabemos, temos DLN(B) = DLN(B).
Agora, se D € DLN(B), entao a sua exponencial

1 1,
ea:pD:ZZ,—!D:[+D+aD 4.
=0

(onde I ¢é a identidade de B) ¢ uma funcao bem definida B — B. O proximo resultado
nos auxiliard de maneira crucial a determinar quando B é isomorfo a A = A[z], onde A

¢ o nucleo de uma derivacao localmente nilpotente.

Proposicao 2.5. Seja D € DLN(B).
(i) exp D € Auty(B);
(ii) Se [D,E] =0, com E € DLN(B), entio D + E € DLN(B), e

exp(D+ E) = expD o expE

Prova: Primeiro, observamos que exp D é uma funcio aditiva, uma vez que cada D*

também o é. Para verificar que exp D respeita a multiplicacao, sejam f, g € B, nao-nulos,

com degp(f) =m e degp(g) = n. Entao, D'(f) = Di(g) =0 parai >me j>n, e
(copD)(f) - (xpD(g)) = (Z lDZ’(f)) < 1Df’<g>)

1l 1l
— = 7!

- Y Lo

5!
0<i+j<m+n

B R AV
> (z‘+j)!(j)D(f)D<g)

0<i+ji<m+n

m-+n . .
S (s (1) pe).

itj=t

e usando a regra do produto generalizada, obtemos

m+n
1

> 7 D'(f9) = expD(fg).

t=0



Assim, exp D é um homomorfismo de algebras. No final desta demonstracao obteremos

que se trata, de fato, de um automorfismo.

Seja agora f € B e escolha m > 0 tal que D™(f) = E™(f) = 0. Defina n = 2m.
Como D e E comutam,
n .
D+ EY'(f) = D'E’(f).
(D+ (/) %;Q) ()

Para cada termo desta soma, ou ¢ > m ou j > m, e segue que
DEI(f) = E'D'(f) =0,

para cada par i, j. Portanto, D+ E € DLN(B). Em seguida, usando esta mesma expansao
de (D + E)", a prova de que exp(D + E) = exp D o exp E agora segue, formalmente,

exatamente como acima. Isto prova (ii).

Para concluirmos a prova de (i), note que —D € DLN(B). Assim, por (ii), podemos
escrever

expD o exp(—D) = exp(—D) o expD = exp0 = I

e portanto exp D é um automorfismo, com inversa exp (—D). Isto conclui a demonstracao.

Segue desta proposicao que se D € DLNg(B), entdo a funcao f —— exp(fD) é
um homomorfismo do grupo aditivo (k,+) no grupo Auty(B) dos k-automorfismos de B.
Logo, toda k-derivagao localmente nilpotente de B determina uma acao do grupo aditivo

(k,+) em B.

Definigao 2.5. Sejam B um anel e D € Der(B). Um elemento s € B é dito uma fatia

da derivagdo D se D(s) = 1, e é dito uma fatia local (também chamada pré-fatia) se

D(s) € kerD e D(s) # 0.

Observagao 2.1. No caso em que B é um dominio e D € DLN(B), pode-se utilizar a
funcao degp para ver que se s € B é uma fatia, entao s nao pode ser uma unidade e nem

divisor-de-zero.

O préximo resultado é bastante importante e interessante:

Proposicao 2.6. Sejam B um dominio e D € DLN(B). Se D tem uma fatia s € B,
entio B = Als| = A, onde A = kerD.



Prova: Seja s € B uma fatia, e considere f(t) = > a;t* € A[t]\ {0}, onde n >0, a; € A
i=0
e a, # 0. Pela regra da cadeia (ja explicada no capitulo anterior), temos D(f(s)) =

f'(s)D(s) = f'(s) e por indugao
D(f(s)) = f9(s),

para todo j € N, onde fU)(t) € A[t] indica a j-ésima derivada de f. Assim, D"(f(s)) =

nla, # 0 e em particular f(s) # 0. Logo, s é transcendente sobre A , i.e., A[s] = Alll.

Agora, provaremos que B = Alll. Consideremos a funcdo & : B — B, tal que £(f) =
> M(—s)j, para cada f € B, que claramente é uma versao da funcao exponencial e

4!
=0
possui as mesmas propriedades, por exemplo é um homomorfismo de algebras, e note que

ety = S 20D gy Z D) s —spi(-1) = o,

par

e assim £(B) C A, e sendo £ um A-homomorfismo, segue que {(B) = A.

Por indugao sobre degp(f), provaremos que f € A[s], para todo f € B. Isto é claro
se degp(f) < 0. Suponhamos entao que degp(f) > 1. Como f =&(f) + (f —&(f)), e

ESB

7=1
obtemos que f = a+ f’s, para algum a € A e f' € B. Logo, D(f) = D(f")s + [’ e segue
facilmente que

D™ (f) = D"(f")s + mD™}(f"),

para todom > 1. Sendo D localmente nilpotente, existe um m; € N tal que D™ ~1(f’) # 0
e D™(f") = 0 (note que, como degp(f) > 1, temos f ¢ A e assim f* # 0). Entao,
D™ (f) =mD™ Y (f")#£0e D™T(f) =0, elogo degp(f') = degp(f) — 1. Pela hipdtese

de indugao temos f’ € A[s| e, finalmente, como f = a + f’s, concluimos que f € A[s]. m

Um importante resultado devido a Rentschler ([18]) diz que se B é um dominio
finitamente gerado sobre k, e se D € DLN(B) admite uma fatia, entao kerD também
é finitamente gerada sobre k. Entretanto, existem k-dominios afins possuindo derivacoes
localmente nilpotentes cujos nicleos nao sao finitamente gerados (vide [2]); neste caso, ndo
temos elemento fatia, e essa é uma situagao bem interessante pois fornece contra-exemplos

ao famoso décimo quarto problema de Hilbert ([8]).



Defini¢ao 2.6. Dizemos que D € Der(B) é uma derivacao irredutivel se o tnico ideal

principal de B contendo a imagem D(B) é o préprio B.

Um primeiro fato a ser observado é o seguinte: se B é um dominio, verificar que uma
dada D € Der(B) é irredutivel é equivalente a mostrar que, se D = bD’ para algum b € B
e D' € Der(B), entao b € B*.

Exemplo 2.3. Seja B = k[zy,...,x,] = k" e seja D € Dery(B) tal que
mdc(Dxyq, ..., Dx,) = 1.

Entao, pelo critério acima, é claro que D é uma derivacao irredutivel.

No estudo das derivagoes localmente nilpotentes, um dos principais objetivos ¢ de-
screver o conjunto DLN(B) quando B é um k-dominio afim. O coroldrio 2.1 a seguir sera
fundamental para se fazer tal descrigao; para prové-lo, precisaremos do seguinte lema

auxiliar:

Lema 2.1. Sejam B um dominio e D € Der(B), com D # 0.

(a) Se B satisfaz a Condigdo de Cadeia Ascendente para ideais principais, entdo existe

uma deriwagao irredutivel Dy € Der(B) tal que D = aDy, para algum a € B.

(b) Se B é um DFU, entao a derivagao Dy (como no item (a)) € unica a menos de

multiplicagao por um invertivel.

Prova: Se D é irredutivel, a afirmagao (a) é trivial. Suponhamos, entao, que D nao é

irredutivel. Entao o conjunto
A={a€ B\B"; D(B) CaB}
¢ ndo-vazio. Fixemos z € B tal que D(z) # 0 e consideremos a seguinte cole¢gdo nao-vazia

5= {(2) praca).

Por nossa hipétese em B, podemos escolher um a € 2 tal que [ = (%)B ¢ um elemento

de ideais principais de B:

maximal de ¥. Como D(B) C aB e B é um dominio, podemos definir a aplicagao

Dy : B — B dada por z — a 'Dx. E facil ver que Dy é uma derivagao de B, e



obviamente que D = aDy. Agora, provemos que D, ¢é irredutivel. Seja b € B tal que

Do(B) C bB. Temos que mostrar que b € B*. Temos D(B) C abB, i.e., ab € U e,

J - (%)Bez.
ab

Logo, como I C J e I é um elemento maximal de ¥, temos I = J. Assim, % € (%)B,

consequentemente,

e portanto b € B*, como queriamos provar.

Para provar (b), suponha que B é um DFU e que D = a1 Dy = ayDs, onde Dy, Dy €
Der(B) sao irredutiveis e aj, ay € B\{0}. Podemos assumir que mdc(ay, ay) = 1. Suponha
que a; ¢ B*. Entao existe um elemento primo p de B tal que p divide a;; para todo z € B
temos que p divide asDsy(x), logo p divide Dsy(x); isto significa que Dy(B) C pB, o que
¢ uma contradicao com o fato de que Dy é irredutivel. Dai, a; € B* e, por simetria de

argumentagao, temos as € B*, o que conclui a demonstragao da parte (b). [

Corolario 2.1. Seja B um dominio que satisfaz a Condi¢ao de Cadeia Ascendente para
ideais principiais, e seja A € KDLN(B). Considere o conjunto S = {D € DLN4(B); D

¢ uma derivagdo irredutivel }. Entao, S # e

DLN(B) = {aD; a € A, D € S}.

Prova: De acordo com o lema acima, cada elemento nao-nulo de DLN 4(B) tem a forma
aD,onde a € B\ {0} e D € Ders(B) é uma derivagao irredutivel. Aplicando a proposigao
2.4(b), obtemos quea € Ae D € S. |

2.2 Invariante de Makar-Limanov e de Derksen

Seja B um anel (que, como sempre, assumimos conter o corpo k 2 Q). No artigo [13], L.
Makar-Limanov introduziu o ML invariante de B, que passou a ser denotado por M L(B).
Este invariante demonstrou ter bastante importancia no estudo de k-algebras finitamente
geradas (e também em questoes classicas da Geometria Algébrica Afim); por exemplo, na

determinagao dos k-automorfismos de certas k-dlgebras (vide, e.g., [14]).

Definicao 2.7. Se B é um dominio, definimos o seu invariante de Makar-Limanov por

ML(B):= () kerD.

DeDLN(B)



Observacgao 2.2. Da definicao acima, segue que:

(1) ML(B) é uma k-subélgebra de B;

(2) B* C ML(B)

(3) ML(k) = k.

Definigao 2.8. Dizemos que o anel B é rigido se ML(B) = B. Como um primeiro
exemplo, da observagao (3) acima vem que todo corpo é um anel rigido.

Exemplo 2.4. Tem-se M L(k™) = k; veja que k é a intersecio dos niicleos das derivadas
parciais. Logo, k" ndo é rigido. Se agora B = C[t?,t?] (subanel de C[t]), entdo pode-se
verificar que DLN(B) = {0} e portanto M L(B) = B, isto é, B é rigido.

Proposigao 2.7. Sejam A e B anéis. Se A= B (A € isomorfo a B), entao
ML(A) =2 ML(B).
Além disso, todo isomorfismo de A em B restrito a ML(A) é um isomorfismo entre

ML(A) e ML(B).

Prova: Considere um isomorfismo ¢ : A — B. Se D € DLN(B), é facil verificar que
¢ 'D¢p € DLN(A). Observe que se a € ML(A), temos ¢~ D¢(a) = 0, para qualquer
D € DLN(B). Logo, Dé(a) = 0, para toda D € DLN(B), ou seja, ¢(a) € ML(B). E
imediato que a restri¢ao de ¢ ao anel M L(A) é um isomorfismo entre M L(A) e M L(B).

O resultado acima tem como consequéncia o fato interessante de que M L(B) é um
subanel caracteristico de B, no sentido de que, para todo k-automorfismo 7 de B, a sua

restricao a M L(B) também ¢ um k-automorfismo, ou seja:
T|ML(B) € Autk(ML(B))

Definicao 2.9. Seja B um dominio. Definimos o invariante de Derksen de B, denotado

por D(B), como sendo a k-subalgebra de B gerada pelo conjunto
{kerD; D € DLN(B), D # 0}.

Em outras palavras, D(B) é a menor subdlgebra de B contendo o nicleo de todas as

derivagoes localmente nilpotentes nao-nulas de B.



Exemplo 2.5. Seja B = k[zy,...,x,] = kI"| entdo 2; € D(B) para cada i, e assim
D(B) = B.

Os invariantes de Makar-Limanov e Derksen estao entre as mais importantes e promis-
soras ferramentas emergentes do estudo das derivagoes localmente nilpotentes ao longo das
duas tltimas décadas. A utilidade de tais invariantes em aplicagoes a questoes geométricas
ja foi amplamente comprovada. Claramente, muitas questoes intrigantes permanecem em

aberto a respeito do tema.



Capitulo 3

Invariante de Makar-Limanov de

certas hipersuperficies algébricas

Neste capitulo, nosso objetivo é descrever o invariante de Makar-Limanov de certas hiper-
superficies algébricas afins especiais. Primeiro, estudamos o caso das denominadas su-
perficies de Danielewski no espaco afim 3-dimensional. Em seguida, daremos énfase ao

3-fold dado por = + 2%y + 2% +t3 = 0 no espaco afim 4-dimensional.

O caso do 3-fold foi primeiro explorado por L. Makar-Limanov; a prova original
fornecida pelo proprio Makar-Limanov foi bastante longa e técnica, e contou com o auxilio
das chamadas derivagdoes Jacobianas. Em [15] , ele simplificou seus argumentos e escreveu
uma prova mais curta; em tal prova, considerou kK = C. Aqui, a demonstracao apresentada
é valida para o corpo k de caracteristica zero, e na verdade sera um coroldrio do teorema

onde calcularemos o invariante de Derksen de tal 3-fold.

3.1 Swuperficies de Danielewski

Defini¢ao 3.1. Uma superficie de Danielewski (sobre k) é qualquer superficie S que seja

algebricamente isomorfa & uma superficie em A? definida por uma equagao da forma

onde n > 0 e p(y) € k[y] é ndo-constante.

Note que nao se exige que S seja suave (ndo-singular). De modo geral, a normalizacao
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de S pode ou nao ser uma superficie de Danielewski.

Uma propriedade muito forte das superficies de Danielewski é que elas admitem G,-
acoes algébricas nao-triviais, essencialmente devido ao fato de que a derivacao triangular
x"a% + p'(y)Z (do anel de polinémios k[z,y,z]) anula 2"z — p(y). Em particular, o
anel de coordenadas B = k[z,y, z]/(2"z — p(y)) de uma superficie de Danielewski S
nao é rigido. Isto é uma consideragao importante, por exemplo, quanto a compreensao
do grupo Auty(S) . De fato, Makar-Limanov calculou ML(S) (=M L(B)) e Autg(5)
(=Auty(B)) para todas as superficies de Danielewski .S, e forneceu condigoes sob as quais

duas superficies de Danielewski sao isomorfas (vide [12], [14]).

Teorema 3.1. Seja B = k[z,y, z] com a relagiao "z = p(y), onde n € N e p(y) € kly].

(a) Sen <1 ou sedeg(p(y)) =1, entao

ML(B) = k

(b) Sen>2edeg(p(y)) > 2, entdo

e além disso kerD = kx|, para toda D € DLN(B) \ {0}.

Prova: Defina § € DLN(B) por é6(x) = 0 e d(y) = 2. Entdo, kerd = k[z], de maneira
que ML(B) C k[z] em todos os casos.

1

No caso n = 1, defina ¢ = ada™', onde a é automorfismo de B com «a(z) = z ou

a(z) = x. Entao, kere = k[z], e assim M L(B) = k, quando n = 1.

No caso n = 0 ou degp(y) = 1, o polinomio X"Z — p(Y) é uma varidvel de
k[X,Y,Z] = kP o que implica B = k[?. Assim, temos também que ML(B) = k neste
caso, o0 que prova o item (a).

Suponhamos agora n > 2 e degp(y) > 2, e defina a seguinte graduacao em B:
deg () = —1 e deg (y) = 0. Dali, deg () = n.

Seja D € DLN(B), D # 0, e seja f € kerD. Suponhamos que Dz # 0. Pela relacao

"z = p(y), é possivel escrever f como uma soma de monomios da forma z%g(y) para

a>0,ez%%(y) para0 <a<mneb>0.



Se degf < 0, entao x aparece em todos os monomios de f, o que implica f € xB.

Mas entao terfamos Dz = 0, o que é uma contradigao. Assim, deg f > 0.

Sejam D e f os somandos homogéneos de maior grau de D e f, respectivamente.
Entdo deg f > 0. Assuma que deg f = 0. Assim, f é um invariante da k*-acdo sobre
B definida pela funcao grau, isto é, para t € k*, t-ax = t'x, e t-y = y. Assim,
f € B¥ = Ek[a"z,y] = k[y]. Mas entdo Dy = 0, donde D(z"z) = 0, o que por sua vez

implica Dx = Dz = 0, uma contradicdo.

Portanto, deg f > 0. Por homogeneidade, isso significa que z aparece em todos os
monoémios de f, e assim f € zB. Consequentemente, Dz = 0. Segue que D se estende
a uma K-derivagao localmente nilpotente de K|z, y], onde K = k(z). Mas este é o anel
de coordenadas de uma curva C sobre K, e C' nao é uma reta, uma vez que n > 2 e
degp(y) > 2. Sendo assim, a unica derivagao localmente nilpotente de Kz, y] é a nula, o

que é uma contradicdo pois D # 0.

Assim, a tunica possibilidade é Dz = 0. Como k[z| é algebricamente fechado em B,

o item (b) estd provado.
m

Note que este teorema implica imediatamente que as superficies xz = p(y) e 2"z =

q(y) nao sao algebricamente isomorfas quando n > 2 e deg q(y) > 2.

Dizemos que uma superficie de Danielewski S é especial se ML(S) = k. Isto é
equivalente a dizer que S é isomorfa a uma superficie em A® dada por uma equacao da
forma xz = p(y). Assim, por exemplo, um plano é uma superficie de Danielewski especial.
As superficies de Danielewski especiais s@o importantes por uma série de razoes, incluindo

o fato de que elas possuem um grupo de automorfismos relativamente “grande”.

3.2 O 3-fold v+ 2%y + 22+t =0

Derksen, em sua tese [6], introduziu o invariante D(B), e mostrou que D(B) # B para o
anel

B = klz.y,z,t]/(x + 2%y + 2* + 1)



que Makar-Limanov havia considerado. Sua prova segue as idéias de Makar-Limanov,
colocando-as em um contexto mais geométrico. A prova dada para o teorema principal a
ser tratado aqui (que implica que o 3-fold em consideragao ndo é algebricamente isomorfo
a A3%) é uma variagao da segunda prova feita por Makar-Limanov. A principal diferenga é
que a prova apresentada aqui (seguindo o tratamento dado em [10]) é vélida para qualquer

corpo k de caracteristica zero.

Antes de proceder com uma prova do resultado de Makar-Limanov, precisamos de

alguns resultados auxiliares.

Lema 3.1. Sejam a e b niumeros inteiros positivos tais que aZ + bZ = 7 (isto é, a,b
sao relativamente primos), e defina uma graduac¢ao w em A = kl[z,y| por deg,(z) = a e
deg,(y) = b. Entao um dado f € A éw-homogéneo se, e somente se, existe um polinémio

homogéneo padrao ( “standard”) g € A tal que
f=ayg(z’y%)
para inteiros i e j, com 0 <i<bel<j<a.

Prova: Se a = b = 1, nao hd o que provar. Assuma ab > 1. Denotemos por G o
grupo ciclico Z, X Zy = Zg, e suponhamos G é gerado por t. Entao, G age em A por
t-(x,y) = (t2%,t%), e A® = k[2b,4%]. Vendo A como um A%-médulo, podemos decompor
A em espacos semi-invariantes,

A= @ ziyl AG,

0<i<b
0<j<a

onde o peso de um elemento de ziy/ AY é ai + bj. Se f € A é w-homogéneo, ele é um
semi-invariante desta G-acdo, e assim f = zy’ g(a:b,ya), para alguns 7,57 > 0 e algum

g € A. Como f é w-homogeéneo, g tem de ser homogéneo padrao. ]

Lema 3.2. Seja B um dominio e assuma que Blz] = B Suponhamos que
au™ +cv" € B\ {0},

onde ¢1,¢o € B\ {0}, u,v € Blz] e m,n € N. Se m,n > 2, entao u,v € B.

Prova: E suficiente assumir que o dominio B é um corpo; do contrario, substituimos B

pelo seu corpo de fragoes frac(B).



Suponhamos que m,n > 2 e escreva ciu™ + cov™ =t € B*, o que implica que u
e v sao relativamente primos. Agora, derivando em relacao a = esta tultima igualdade,
obtemos
meu™ ' + neg™ W = 0,
donde tem-se que u' € vB[z] e v/ € uB|x]. Pela proposigao 2.3, segue que ou u’' = 0 ou
v' = 0. Logo, ou u € B ou v € B. Mas entao, como c;u™ + ¢o0™ € B, tem-se que ambos

u e v pertencem a B. [

Lema 3.3. Sejam m,n > 2 nidmeros naturais. Sejam B um dominio, D € DLN(B)\ {0}
e A =kerD. Suponha que
D(c1a™ 4 cob™) = 0,

onde a,b € B ci,co € kerD \ {0}, e c1a™ + cob™ # 0. Entao, D(a) = D(b) = 0.

Prova: Seja r uma fatia local de D (veja definigao 2.5). Entao, localizando com respeito
ao sistema multiplicativo das poténcias de Dr, temos Bp, = Ap,[r], e podemos escrever
a = u(r) e b = v(r), para certos polinomios u e v tendo coeficientes em Ap,. Pelo lema

acima, segue que u e v pertencem a Ap,, o que implica Da = Db = 0. [
Proposicao 3.1. Seja B um dominio e seja D € DLN(B) \ {0}. Suponhamos que
existam f,g € B, inteiros positivos m,n, e um polinomio P € k[x,y] = kP homogéneo
(com respeito a graduagdo padrdo) e ndao-constante, tais que P(f™, g") € kerD \ {0}.
Entao, pelo menos uma das sentencas abaixo € verdadeira:

(i) Df = Dg=0;

(ii) P € k[z| (o que implica Df = 0);

(iii) P € k[y] (o que implica Dg = 0);

(iv) m=1 e P(f,g") =a(f +bg")¢, para algum a € k*, bek ee > 1;

(v) n=1¢eP(f™ g) =alg+0bf™°, para algum a € k*,b € k ee > 1.

Prova: Assuma que ou Df # 0 ou Dg # 0; do contréario, (i) vale e ndo hé nada a provar.

Seja K o fecho algébrico do corpo k. Observe que em Klz,y|, P(x,y) pode ser

fatorado como produto de polinémios lineares, e assim P(f™, ¢") pode ser fatorado como

e

[tcr™ + dig™).

i=1



com ¢;,d; € K e e > 1. Seja ¢ a extensao de D a Bx = (K ®; B). Entao, § é localmente
nilpotente, ja que B C Nil(d), e B é gerado por B sobre K. Temos que 6(¢; f™+d;g") =
0, para cada 7. Se quaisquer dois desses fatores sao linearmente independentes, entao
d(f™) =9d(g") =0, o que implicariadf = Df =0e dg = Dg = 0, o que contradiz a nossa
hipétese. Portanto, existem c¢,d € K tais que P(f™, g") = (cf™ + dg™)¢, onde ou ¢ # 0
ou d # 0 (ou ambos).

Se ¢ = 0, entdo P € k[y], e o caso (3) vale. Se d = 0, entdao P € k[z], e o caso (2)

vale.

Assuma, agora, c¢d # 0, o que implica Df # 0 e Dg # 0. Entao, P(f™, ¢") =
a(f™ 4+ bg")¢, para algum a € K* e b € K. Como 0(f™ + bg™) = 0, segue que

mfrl f = —bng™log = b= — € frac(B)N K =k

Sendo assim, (f™+bg") € Be D(f™+bg") =0. Se m >1en > 1, o lema anterior
implicaria que Df = Dg = 0, o que é uma contradicao. Portanto,oum =1oun=1. m

Agora, estamos prontos para provar:
Teorema 3.2. Seja B = k[x,y,2,t], onde x + 2%y + 2°> + > = 0. Entao,
D(B) = klz,2,1].

Em particular, este 3-fold nao € algebricamente isomorfo a A}.

Prova:

Inicialmente, notemos que
klx,z,t] C B C klz,27 ' 2,t], y=—-a%(x+2"+1t).

Consideremos uma aplicagao grau deg definida em k[z,x!, 2, t] definida por deg(z) = —1

e deg(z) = deg(t) = 0. Dai, deg(y) = 2. Tal func¢ao deg induz uma Z-filtracao prépria

B=|JBi, Bi={f€ B;deg(f)<i}.

i€z
Seja Gr(B) = @,,(Bi/Bi-1) o anel graduado associado a filtracao de B, e consid-

eremos o mapa natural gr: B — Gr(B). Facamos

X =gr(z), Y=gry), Z=gr(z), T=gr().



Note que 2%y, 2% e t® € By, mas a soma de tais elementos satisfaz 22y +z?+t> = —x € B_;.
Com efeito, deg(z?y) = deg(x?) + deg(y) = —2 + 2, deg(z?) = deg(t3) = 0, implicando
r?y,2? e t* € By = {f € B;deg(f) < 0}. Daqui, tem-se X?Y + Z? + 7% = 0 em Gr(B)
(atencdo: isso nao quer dizer que gr(z) = 0, uma vez que gr ndo é um homomorfismo de
algebras).

Afirmacao: Gr(B) = k[X,Y, Z,T]. De fato, considere qualquer elemento de B tendo
a forma cz%y’, com ¢ € k[z,t] e a,b € N, notando que qualquer elemento r de B pode ser

escrito como uma soma de tais termos. Se a > 2b, entao
cx®y’ = cx® (%)’ € K[z, 2,1).

Se a < 2b, escreva a = 2n + 9, onde 6 = 0 ou 1. Entaon < b, e

5, b—n

C"L‘ayb =cry (IEQ?/)” = C{E(S(—x — 22 _ t3)n b—n

y o

de modo que neste caso, se n > 0, entao o grau em y pode ser reduzido. Segue entao que

todo r € B pode ser escrito na forma
r=p(,2,t) +v(y, 2,t) + 2wy, 21)

para polinomios p, v e w. Movendo as partes puras em z, t dos polinomios v e w ao

polinomio p, podemos expressar r na seguinte forma:
r= p(ib', 2 t) Ty U(:ga 2y t) Ty - w(y7 2 t)

Se v # 0, entao deg(yv) é um inteiro par positivo; e se w # 0, entao deg(ryw) é um inteiro

impar positivo. Em particular, os graus de p, yv e xyw sao distintos, o que implica

gr(r) € {er(p), gr(yv), gr(zyw)} C kXY, Z,T].
Portanto, Gr(B) = k[X,Y, Z,T], como afirmamos.
Além disso, este mesmo argumento mostra que, se r € B e r ¢ k[x,z t], entdao
deg(r) > 0 e gr(r) ¢ k[X,Z,T], ja que os elementos de k[X,Z,T] nao podem ter grau

positivo. Logo,

gr H(k[X, Z,T)) C k[z,z,1.

Agora, suponha que D € DLN(B) \ {0}, e seja f € kerD. Considere o caso em que
f ¢ klz,z,1]; entdo I = gr(f) ¢ k[X, Z,T].



Seja § = gr(D) a derivacao homogénea de Gr(B) associada a D. Pelo teorema 2.1,
sabemos que 6 € DLN(Gr(B)), e que 0F = 0. Pela defini¢ao da fungao gr, temos que F'

¢ um elemento homogéneo de Gr(B).

Consideremos F' como um elemento de S[X,Y], onde S = k[Z,T]. Escreva F =
XYtQ(X,Y), onde a,b e Ne Q € S[X,Y], mas Q ¢ X -S[X,Y] e Q ¢ Y - S[X,Y].

Entao Q(X,Y) é, também, homogéneo. Escreva
QIX,Y)=AX 4+ puY?+ XY -G,

para elementos nao-nulos A\, de S, ¢,d € N, e G € S[X,Y]. Entdao —c = 2d, o que

implica ¢ = d =0, i.e., Q € S. Portanto, podemos escrever

F=X%Y%(Z,T) (a,beN,geck[ZT)).
Se a > 2b, entdo F = X 2(X2Y)°q(Z,T) € k[X, Z,T], o que é uma contradigao. Logo,
0 < a < 2b. Em particular, b > 1, o que implica 0Y = 0.

Consideremos agora um outro sistema de pesos em Gr(B) dado por:
w(X)=6, wl¥)=-6, wZ)=3, wT)=2.

Seja 0 o somando homogéneo de ¢ de maior grau com relacao a graduacao induzida,

notando que & é localmente nilpotente. Temos §(Y) = 0 uma vez que Y é homogéneo.

Escolha H € ker(d) que seja algebricamente independente de Y, o que é possivel pois
tr.deg, (ker(d)) = 2.

Também, assuma que H é homogéneo com respeito a ambas as graduagoes de gr(B), o que
é possivel uma vez que ker § é gerado por elementos homogéneos. Entdo, H tem a forma
H = X®Y°h(Z,T), para certos a,b € N e h € k[Z,T] homogéneo. Por independéncia

algébrica, podemos assumir que
H=X"h(ZT),

que é nao-constante.

Suponhamos a > 1, de modo que §(X) = 0. Assim, §(Z% + T%) = 0. Mas entdo o

lema 3.3 implicaria que 0(Z) = &6(7) = 0, ou seja, 0 = 0, que ndo é o caso. Portanto,



0(X) #0,ea =0, de modo que H = h(Z,T). De acordo com o lema 3.1, existe um

polinémio homogéneo padrao P € kl? tal que

h(Z,T) = P(Z*T°).

Da proposicao 3.1, segue que 6(Z) = 0 ou §(T) = 0 (ou ambos).

Seja K = k(Z) se §(Z) =0, e K = k(T) se 6(T) = 0. Entdo 6 se estende a uma
K-derivagao localmente nilpotente de K[X,Y, Z, T, que é o anel de coordenadas de uma
superficie de Danielewski ndo-especial sobre K. Pelo teorema 3.1, temos 0(X) = 0; porém,

isto contradiz a conclusdo anterior de que 6(X) # 0.

A tnica possibilidade, dessa forma, é que f € k[z,z,t]. Isto prova que D(B) C
klx, z, t].

Finalmente, basta definir as derivagoes Dy, Dy € DLN(B) por

Di(z) = Di(2) =0, Dy(t)=—2*

DQ((L’) = Dg(t), DQ(Z) = —1'2,
o que mostra que k[x, z,t] C D(B), concluindo portanto a demonstragao. [ |

Com o auxilio crucial do teorema acima, podemos finalmente determinar explicita-

mente o invariante de Makar-Limanov do 3-fold em consideragao:

Coroldrio 3.1. Seja B = klz,y, z,t], onde x + 2%y + 2% + 3 = 0. Entao,

Prova: Seja D € DLN(B), D # 0, e suponha que D(z) # 0. Escolha elementos f, g €

kerD algebricamente independentes. Pelo teorema 3.2, f, g € k[z, z,t]. Escreva,

f:,iEfl(Z’,Z,t)—Ffz(Z,t) € g:-rgl(xvz>t)+92(zvt)'

Note que fa(z,t) e ga2(z,t) sdo algebricamente independentes em B; do contrario, existiria
um polinémio P, em duas varidveis sobre k, tal que P(f2, go) = 0. Mas entao P(f,g) €

xB, o que implica z € kerD, contradicao.

Seguindo a notacao usada na prova do teorema anterior, seja 0 a derivacao associada

de Gr(B). J& que degxfi(x, z,t) e degxgy(z, z,t) sdo negativos, temos deg f = deg fs e



deg g = deg go. Segue-se que

gr(f) = gr(fa(z,t)) = fo(Z,T)

gr(g) = gr(ga(z,1)) = 92(Z,T),

e estas imagens sao elementos (de ker §) algebricamente independentes (basta ver que a
restricao gr: k[z,t] — k[Z,T] é um isomorfismo de algebras). Como k[Z,T] é o fecho
algébrico de k[f2(Z,T), g2(Z,T)] C kero, segue que k[Z,T] C kerd. Mas entao

0 = 6(X?Y + 22 +T°) = §(X?Y),

o que implica 6 = 0, uma contradicao.
Assim, a tnica possibilidade é D(z) = 0.

Inversamente, se D; e Dy sao as derivagoes como no final da prova do teorema
anterior, temos

kerDy; N kerDy = klx].

Portanto, M L(B) = k[z]. |
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