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Resumo

O invariante de Makar-Limanov ML(B) de uma k-álgebra afim B (com k corpo,

que tipicamente será assumido de caracteŕıstica zero) é um invariante bastante impor-

tante, definido em termos dos núcleos de certas derivações especiais de B chamadas

derivações localmente nilpotentes. O tema possui conexões com vários problemas cen-

trais em Álgebra Comutativa, por exemplo, a Conjectura Jacobiana, o Décimo Quarto

Problema de Hilbert, e o Problema do Cancelamento, e tem sido investigado por diversos

autores. Neste trabalho, após a apresentação de conceitos e resultados básicos, nossa

principal meta é a obtenção expĺıcita da estrutura de ML(B) (como k-álgebra) quando

B é o anel de coordenadas de certas hipersuperf́ıcies algébricas afins especiais, a saber,

as chamadas superf́ıcies de Danielewski, bem como o famoso 3-fold de Makar-Limanov

definido por x+ x2y + z2 + t3 = 0.



Abstract

The Makar-Limanov invariant ML(B) of an affine k-algebra B (with k a field, which

will be typically assumed to be of characteristic zero) is a very important invariant, defined

in terms of the kernels of suitable derivations of B called locally nilpotent derivations.

The theme has connections to various central problems in Commutative Algebra, for

instance, the Jacobian Conjecture, the Fourteenth Hilbert’s Problem, and the Cancellation

Problem, and has been investigated by many authors. In this work, after the presentation

of basic concepts and results, our main goal is the explicit obtainment of the structure of

ML(B) (as a k-algebra) when B is the coordinate ring of certain special affine algebraic

hypersurfaces, to wit, the so-called Danielewski surfaces, as well as the famous Makar-

Limanov 3-fold defined by x+ x2y + z2 + t3 = 0.
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1.2 Derivações homogêneas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Derivações localmente nilpotentes 23

2.1 Definição e algumas propriedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Invariante de Makar-Limanov e de Derksen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3 Invariante de Makar-Limanov de certas hipersuperf́ıcies algébricas 36
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Introdução

O chamado invariante de Makar-Limanov de uma k-álgebra (onde k é um corpo, tipi-

camente assumido de caracteŕıstica zero) foi introduzido em 1996 por Leonid Makar-

Limanov, em seu artigo [13], onde ele usou tal invariante como um instrumento funda-

mental para obter o importante resultado de que o 3-fold complexo definido por

x+ x2y + z2 + t3 = 0

não é algebricamente isomorfo ao espaço afim A3
C (mesmo sendo difeomorfo a R6! Vide,

por exemplo, [11]). Até então este intrigante problema estava em aberto e havia recebido

várias abordagens, sem sucesso, por parte de vários autores que estavam mais geralmente

interessados no clássico problema de classificação de variedades algébricas afins.

A primeira demonstração dada por L. Makar-Limanov, em [13], era bastante longa

e técnica, e contou com a intervenção das chamadas derivações Jacobianas. Em [15],

ele simplificou seus argumentos e escreveu uma prova mais curta. Outras demonstrações

surgiram posteriormente por parte de alguns autores.

Em seguida, em [14], Makar-Limanov aplica o mesmo invariante para determinar um

conjunto de geradores para o grupo dos k-automorfismos do anel de coordenadas de uma

superf́ıcie de Danielewski, ou seja, uma k-álgebra do tipo

k[X, Y, Z]/(XnZ − p(Y )).

Um dos aspectos que justifica a importância de tais superf́ıcies é a estreita conexão com

o famoso “Cancellation Problem” (vide, e.g., [5]).

Tanto a própria definição do invariante de Makar-Limanov, quanto as memoráveis

demonstrações obtidas por L. Makar-Limanov, fazem uso crucial do conceito de derivação

localmente nilpotente. Se B é uma k-álgebra, então uma derivação D de B é localmente
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nilpotente se, para cada b ∈ B, existe natural n (dependendo de b) tal que Dn(b) = 0. Tal

classe de derivações desempenha um papel importante em Álgebra e Geometria Algébrica,

o que pode ser justificado, além da própria teoria de L. Makar-Limanov, pelos inúmeros

problemas que podem ser atacados ou reformulados em termos desta noção; sem dúvida,

uma das principais fontes de interesse é a famosa Conjectura Jacobiana (vide, e.g., [7]),

bem como o também famoso Décimo Quarto Problema de Hilbert (e.g., [2], [8]), além do

“Cancellation Problem” mencionado acima (vide também [4]), dentre vários outros.

Se B é um k-domı́nio e se DLN(B) denota o conjunto das derivações localmente

nilpotentes de B, então o seu invariante de Makar-Limanov é definido como

ML(B) :=
⋂

D∈DLN(B)

kerD.

Note que se trata de uma k-subálgebra de B. O fato básico é que, se A e B são k-álgebras

tais que ML(A) e ML(B) são não-isomorfas, então A e B também são não-isomorfas.

O objetivo principal dessa dissertação é calcular explicitamente o anel ML(B),

quando B é o anel de coordenadas de certas hipersuperf́ıcies algébricas afins particu-

lares. Primeiro tratamos o caso das superf́ıcies de Danielewski (obtido originalmente por

L. Makar-Limanov em [12] e [14], e generalizado por M. Veloso em sua tese [19]), e em

seguida, o foco é dado ao célebre 3-fold definido por x+ x2y+ z2 + t3 = 0 mencionado no

ińıcio desta introdução. O ponto curioso é que, para obtermos o segundo resultado (que

trata de um 3-fold), faremos uso do primeiro (que trata de uma superf́ıcie) como um dos

ingredientes centrais!

Um outro ingrediente primordial aqui utilizado para a obtenção do referido resultado

de Makar-Limanov, é o chamado invariante de Derksen D(B) de uma k-ágebra B, intro-

duzido por Derksen em sua tese [6]. Na realidade, se B é o anel de coordenadas do 3-fold

acima, então determinaremos ML(B) como um corolário do cálculo de D(B), seguindo o

tratamento apresentado em [10].

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo introduzimos

conceitos e propriedades básicas sobre derivações de k-álgebras, incluindo um certo de-

talhamento acerca de derivações homogêneas bem como Z-filtrações e os anéis graduados

associados. No segundo caṕıtulo, introduzimos a noção de derivação localmente nilpo-

tente e provamos uma série de propriedades, por exemplo a respeito do núcleo de uma tal

derivação, o que se mostrou crucial para o desenvolvimento da teoria, e que desperta in-



teresse próprio; por exemplo, se D é uma derivação localmente nilpotente de um domı́nio

fatorial B, então kerD também é fatorial. Merece também atenção especial o uso do

automorfismo expD – a exponencial de D – como uma ferramenta bastante útil para a

obtenção de propriedades importantes. Ainda no segundo caṕıtulo, apresentamos duas

ferramentas de fundamental importância neste trabalho: os invariantes de Makar-Limanov

e de Derksen de uma k-álgebra, juntamente com algumas de suas propriedades básicas.

Finalmente, no terceiro caṕıtulo, demonstramos os principais resultados estudados

nesse trabalho. Primeiro, calculamos o invariante ML(B) quando B é o anel de coor-

denadas de uma superf́ıcie de Danielewski; e segundo, após provarmos uma seqüência

de resultados auxiliares, obtemos explicitamente o invariante D(B) quando B é o anel

de coordenadas do 3-fold mencionado acima, o que nos possibilitou derivar o cálculo de

ML(B) para esta hipersuperf́ıcie.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Ao longo deste trabalho, k denotará um corpo de caracteŕıstica zero, e todos os anéis

(denotados A,B,... ) serão sempre considerados k-álgebras comutativas. Se B é um anel,

denotamos por B∗ o grupo dos elementos invert́ıveis de B, e se B é domı́nio, por frac(B)

o seu corpo de frações. O grupo dos k-automorfismos de um anel B será denotado por

Autk(B).

Se A ⊂ B é uma extensão de domı́nios, então tr.degA(B) denota o grau de tran-

scendência de frac(B) sobre frac(A). Dado x ∈ B, o ideal principal de B gerado por x

será denotado por xB ou (x). De forma mais geral, o ideal gerado por x1, x2, . . . , xn ∈ B

será denotado por (x1, x2, . . . , xn). O termo k-domı́nio afim significará um domı́nio finita-

mente gerado como k-álgebra. As notações Q,R e C denotam o corpo dos racionais, reais

e complexos, respectivamente. Além disso, Z denota o anel dos inteiros, N o conjunto dos

números naturais (incluindo 0), e Sn o grupo de simetrias de n śımbolos.

Como referências em Álgebra Comutativa, sugerimos por exemplo os livros [1] e [16].

1.1 Derivações de uma k-álgebra

Nesta seção, introduziremos alguns conceitos e resultados preliminares sobre a teoria de

derivações de uma k-álgebra. O conteúdo foi baseado em [3] e [10], mas maiores detalhes

e informações podem ser encontradas também em outras referências, como por exemplo

[16, Part II].
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Definição 1.1. Uma derivação D do anel B é uma função D : B −→ B que satisfaz:

(i) D(a+ b) = D(a) +D(b)

(ii) D(ab) = bD(a) + aD(b) (regra de Leibniz)

para quaisquer a, b ∈ B.

Denotamos por Der(B) o conjunto de todas as derivações de B. Mais ainda, se A é

um subanel de B, então denotamos por DerA(B) o conjunto das derivações D ∈ Der(B)

tais que D(a) = 0 para todo a ∈ A; neste caso, dizemos que D é uma A-derivação.

Claramente, notamos que Der(B) é um B-módulo e que DerA(B) é um B-submódulo de

Der(B). Além disso, é fácil ver que Der(B) = DerZ(B).

O conjunto

kerD := {b ∈ B;D(b) = 0}

é o núcleo de D, que na verdade é um subanel de B. Na literatura, também é chamado

anel de constantes de D (alguns autores utilizam a notação BD). Notemos também que,

dados b ∈ B e D,E ∈ Der(B), então bD,D + E e [D,E] = DE − ED são derivações de

B.

Exemplos clássicos de derivações são as derivadas parciais no anel de polinômios.

Exemplo 1.1. Se A é um anel e B = A[x1, . . . , xn], temos que, para cada i = {1, ..., n},

a derivada parcial ∂
∂xi

é uma A-derivação.

Dados D ∈ Der(B) e n ≥ 0, Dn é a n-composição D ◦D ◦ ... ◦D︸ ︷︷ ︸
n

, onde D0 é a

aplicação identidade; a imagem de D é denotada D(B) ou simplesmente DB.

Se A é um anel, podemos denotar, quando conveniente, por A[n] o anel de polinômios

a n variáveis sobre A.

Seja A ⊂ B extensão de anéis com B = A[t] ∼= A[1], para algum t ∈ B. Então, a

derivada de B em relação ao par (A, t) é a derivação
(
d
dt

)
A
∈ DerA(B) definida por(

d

dt

)
A

(t) = 1.

Quando o subanel A está subentendido, denotamos esta derivação mais simplesmente por

d
dt

, e neste caso, dado P (t) ∈ A[t], definimos também

P ′(t) :=
d

dt
(P (t)).



Da mesma forma, dado n ≥ 0, os śımbolos

P (n) e
dnP

dtn

denotam a n-composição (
d

dt

)n
(P (t)).

Proposição 1.1. Sejam D ∈ Der(B) e A = kerD.

(a) D(ab) = aD(b),∀a ∈ A, b ∈ B. Portanto, D é A-linear.

(b) (regra do quociente) Se g ∈ B∗ e f ∈ B, então D(fg−1) = g−2(gDf − fDg).

Prova: A prova do item a segue imediatamente da definição de derivada, uma vez que

se a ∈ A, tem-se D(ab) = bD(a) + aD(b) = 0 + aD(b). Já para a prova do item b,

consideremos a seguinte equação:

Df = D(gfg−1) = gD(fg−1) + fg−1D(g),

donde gD(fg−1) = Df − fg−1D(g), como g ∈ B∗ podemos multiplicar esta última ex-

pressão por g−1, implicando D(fg−1) = g−2(gDf − fDg), como queŕıamos.

Proposição 1.2. (Regra de Leibniz Generalizada) Se B é um anel, D ∈ Der(B) e

x, y ∈ B, n ∈ N, então

Dn(xy) =
n∑
i=0

(
n

i

)
Dn−i(x)Di(y).

Prova: Provaremos usando o prinćıpio de indução finita sobre n. Para n = 1 a fórmula

é válida pois D ∈ Der(B). Seja, agora, n > 1. Suponhamos que a igualdade é verificada



para n− 1. Logo

Dn(xy) = D(Dn−1(xy))

= D

(
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
Dn−1−i(x)Di(y)

)

=
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
D
(
Dn−1−i(x)Di(y)

)
=

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)(
Dn−i(x)Di(y) +Dn−1−i(x)Di+1(y)

)
=

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
Dn−i(x)Di(y) +

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
Dn−1−i(x)Di+1(y)

=
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
Dn−i(x)Di(y) +

n−1∑
i=1

(
n− 1

i− 1

)
Dn−i(x)Di

= Dn(x)y +
n−1∑
i=0

((
n− 1

i

)
+

(
n− 1

i− 1

))
Dn−i(x)Di + xDn(y)

= Dn(x)y +
n−1∑
i=0

(
n

i

)
Dn−i(x)Di + xDn(y)

=
n∑
i=0

(
n

i

)
Dn−i(x)Di(y).

Observação 1.1. Usando indução, obtém-se que: Se B é um anel, D ∈ Der(B), então

D(bn) = nbn−1D(b), para todo b ∈ B, n ≥ 1. O caso n = 1 é evidente. Suponhamos

que D(bn) = nbn−1D(b) seja válida. Assim, D(bn+1) = D(bnb) = D(bn)b + bnD(b) =

nbn−1D(b)b+ bnD(b) = nbnD(b) + bnD(b) = (n+ 1)bnD(b). Portanto, a sentença

D(bn) = nbn−1D(b)

é verdadeira para todo n ≥ 1. Este fato é conhecido como regra da potência.

Proposição 1.3. Sejam A um subanel de B, e t ∈ B um elemento transcendente sobre

A. Se P (t) ∈ A[t] é dado por P (t) =
m∑
i=0

ait
i, com ai ∈ A para todo i = 0, . . . ,m, então

P ′(t) =
m∑
i=1

iait
i−1,

onde P ′(t) = ( d
dt

)A(P (t).)



Prova: Da parte (a) da proposição (1.1) e da observação (1.1), para 1 ≤ i ≤ m, segue

d

dt
(ait

i) = ai
d

dt
(ti) = ai(it

i−1).

Agora, da propriedade de aditividade das derivações, tem-se imediatamente o resultado.

Observação 1.2. Um ideal I ⊂ B é um ideal diferencial para uma derivação D ∈ Der(B)

se D(I) ⊂ I (esta noção é devida a Seidenberg). Na literatura, também o chamam de

ideal integral para D, ou também diz-se que D é uma derivação logaŕıtmica de I. Por

exemplo, qualquer ideal de B gerado por elementos de kerD é um ideal diferencial para

D. Se I ⊂ B é diferencial para D, então é fácil ver que D induz de forma natural uma

derivação do anel quociente B/I, e mais ainda, se B é finitamente gerada como k-álgebra,

então tal processo define um epimorfismo partindo do módulo das derivações logaŕıtmicas

de I, sobre o módulo das k-derivações da k-álgebra B/I.

Proposição 1.4. Sejam A um anel e B = A[x1, . . . , xn].

(i) Se D ∈ DerA(B) e f ∈ B, então D(f) =
n∑
i=1

∂f
∂xi
D(xi);

(ii) Se f1, . . . , fn ∈ B então existe uma única A-derivação D de B tal que D(x1) =

f1, . . . , D(xn) = fn. Esta derivação é dada por: D = f1
∂
∂x1

+ . . .+ fn
∂
∂xn

;

(iii) DerA(B) é um B-módulo livre com base livre { ∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
}, ou seja:

DerA(B) =
n⊕
i=1

B
∂

∂xi
.

Prova:

(i) Seja M = {g ∈ B;D(g) =
n∑
i=1

∂g
∂xi
D(xi)}. É fácil verificar que M é um A-submódulo

de B contendo todo monômio xi11 · · ·xinn ; segue-se que M = B e consequentemente

f ∈M ;

(ii) É claro que D = f1
∂
∂x1

+ . . . + fn
∂
∂xn

é uma A-derivação de B e que D(xi) = fi,

para todo i = 1, . . . , n. Se D1 é uma outra A-derivação de B com tais propriedades,

teremos por (i) que:

D1(f) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
D1(xi) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
fi = D(f),

para todo f ∈ A[x1, . . . , xn]. Portanto, D é única.



(iii) Segue imediatamente dos fatos provados acima.

A partir da proposição 1.1, proposição 1.2 (regra de Leibniz generalizada) e da ob-

servação 1.1 (regra da potência), torna-se simples a verificação do seguinte fato:

Proposição 1.5. Se B é um anel, D ∈ Der(B), f(t) =
n∑
i=0

bit
i ∈ B[t] = B[1] e b ∈ B,

então

D(f(b)) = f (D)(b) + f ′(b)D(b),

onde f ′(t) ∈ B[t] é a derivada de f(t), e f (D) =
n∑
0

D(bi)t
i ∈ B[t]. Mais geralmente, se

f ∈ B[t1, t2, ..., tn] e b1, b2, ..., bn ∈ B então

D(f(b1, b2, ..., bn)) = f (D)(b1, b2, ..., bn) +
n∑
0

d

dti
(b1, b2, ..., bn)D(bi).

Prova: Denotemos M = {f ∈ B[t];D(f(b)) = f (D)(b) + f ′(b)D(b)}. Notemos: se a ∈ B

e f(t) = ati é um monômio de B[t], então f(b) = abi e

D(f(b)) = D(a)bi + aD(bi)

= D(a)bi + aibi−1D(b)

= f (D)(b) + f ′(b)D(b).

Logo, f ∈M , e como D é linear, segue que M = B[t]. Com a mesma idéia, demonstramos

a forma geral enunciada.

Observamos a seguir um resultado importante, onde usamos o fato provado acima

como um dos ingredientes. Note também que, se D ∈ Der(B), A = kerD, P ∈ A[t] e

t ∈ B, então

D(P (t)) = P ′(t)D(t),

que é a bem-conhecida regra da cadeia.

Lema 1.1. Se B é um domı́nio (contendo um corpo de caracteŕıstica zero, como con-

vencionado desde o ińıcio) e se D ∈ Der(B), então kerD é algebricamente fechado em

B.

Prova: Seja b ∈ B algébrico sobre kerD. Então existe f ∈ A[t] não-nulo, com menor

grau posśıvel, tal que f(b) = 0. Aplicando D a esta igualdade, obtemos

0 = D(f(b)) = f (D)(b) + f ′(b)D(b) = f ′(b)D(b)



Pela escolha do polinômio f , como caracteŕıstica é zero, temos f ′(b) 6= 0 e assim D(b) = 0.

Na verdade o lema acima é apenas uma das implicações do seguinte teorema:

Teorema 1.1. Seja B uma k-álgebra finitamente gerada. Então, para uma k-subálgebra

A de B, são equivalentes:

(a) A é algebricamente fechado em B;

(b) A = kerD, para alguma D ∈ Derk(B).

Prova: Vide [17, Proposition 3.2.6].

1.2 Derivações homogêneas

Suponhamos que B é um anel graduado B =
⊕

i∈I Bi, onde I é um semigrupo abeliano

ordenado, e cada Bi é um k-espaço vetorial. Se representarmos por ω a tal graduação de

B, então os elementos de cada Bi serão chamados de elementos ω-homogêneos de B, e se

f ∈ Bi, então o ω-grau de f é i.

Uma derivação D ∈ Der(B) que respeita a graduação ω é chamada uma derivação ω-

homogênea. Mais precisamente, existe um d ∈ I tal que DBi ⊂ Bi+d para cada i ∈ I. O

elemento d ∈ I é chamado de ω-grau de D. Observemos que se D é ω-homogêneo e f ∈ B

se expressa como f =
∑

i∈I fi, com fi ∈ Bi, então Df = 0 se, e somente se, Dfi = 0 para

todo i. Isto é porque a decomposição de Df em somas homogêneas é
∑

i∈I Dfi.

Nosso principal interesse reside no caso I = Zn ou I = Nn para algum n ≥ 1.

Definição 1.2. Seja B um anel contendo um corpo k. Uma Z-filtração de B é uma

coleção F = {Bi}i∈Z de subconjuntos de B satisfazendo as seguintes condições:

(i) Cada Bi é um k-espaço vetorial;

(ii) Bj ⊂ Bi, sempre que j ≤ i;

(iii) B =
⋃
i∈ZBi;

(iv) BiBj ⊂ Bi+j, ∀i, j ∈ Z.



A filtração será chamada Z-filtração própria se as seguintes propriedades também

forem satisfeitas:

(v)
⋂
i∈ZBi = {0};

(vi) Se a ∈ Bi ∩ (B \Bi−1) e b ∈ Bj ∩ (B \Bj−1), então ab ∈ Bi+j ∩ (B \Bi+j−1).

Para k-espaços vetoriais W ⊂ V, a notação V/W denotará o k-espaço vetorial quo-

ciente de V módulo W no sentido usual. Suponha que B = ∪Bi é uma Z-filtração própria,

e defina a álgebra graduada associada GrF(B) como se segue. A estrutura k-aditiva em

GrF(B) é dada por

GrF(B) =
⊕
n∈Z

Bn/Bn−1.

Consideremos elementos a + Bi−1 de Bi/Bi−1, e b + Bj−1 de Bj/Bj−1, onde a ∈ Bi e

b ∈ Bj. O produto de seus elementos é definido por:

(a+Bi/Bi−1)(b+Bj/Bj−1) = ab+Bi+j−1 ∈ Bi+j/Bi+j−1.

Em seguida, estende-se esta multiplicação a todo Gr(B) por distributividade. Nota-se

que, por causa da condição (vi) da definição acima, Gr(B) é um k-domı́nio comutativo.

Além disso, devido à condição (v), para cada elemento não-nulo a de B, o conjunto

{i ∈ Z; a ∈ Bi} possui um mı́nimo, que será denotado por ι(a). Disto decorre uma

aplicação natural

ρ : B −→ Gr(B)

que envia cada elemento não-nulo de B à sua classe em Bi/Bi−1, onde i = ι(a). Define-se

ρ(0) = 0.

Dado a ∈ B, tem-se ρ(a) = 0 se, e somente se, a = 0. Note ainda que ρ é um mapa

multiplicativo, mas não é um homomorfismo de álgebras, uma vez que, em geral, não

respeita a adição.

No caso em que B já é um anel Z-graduado, digamos B =
⊕

i∈ZAi(A0 = k), então

uma Z-filtração própria de B é F = {Bi =
⊕

j≤iAj}. Nesta situação a aplicação fornece

um isomorfismo de B sobre GrF(B).

Exemplo 1.2. Seja B = k[x] um anel polinomial sobre k, e seja Bi o conjunto dos

polinômios de grau no máximo i (i ≥ 0). Então k[x] = ∪Bi é um Z-filtração (com



Bi = {0} para i < 0), e

Gr(k[x]) =
⊕
i≥0

kxi ∼= k[x].

Exemplo 1.3. Seja B = k(x) = frac(k[x]) . Dados p(x), q(x) ∈ k[x] \ {0}, defina o grau

da função racional p(x)/q(x) como deg p(x) − deg q(x). Consideremos Bi formado por

funções racionais de grau no máximo i. Então

Gr(k(x)) = k[x, x−1],

o anel dos polinômios de Laurent.

Defina uma função gr(D) : Gr(B) −→ Gr(B) da seguinte maneira: se D = 0, então

gr(D) é a aplicação nula; Se D 6= 0, escolha t como sendo o menor inteiro tal que DBi ⊂

Bi+t, para todo i inteiro. Então, dado i ∈ Z, defina

gr(D) : Bi/Bi−1 −→ Bi+t/Bi+t−1

pela regra natural gr(D)(a + Bi−1) = Da + Bi+t−1. Agora, estendemos gr(D) para todo

Gr(B) por linearidade; gr(D) satisfaz a regra do produto, e portanto, é uma k-derivação

homogênea de Gr(B). Notemos, também, que gr(D) = 0 se, e somente se, D = 0. Além

disso, por definição, tem-se

ρ(kerD) ⊂ ker(gr(D)).

Finalmente, é importante observar que, dado a ∈ B, a notação gr(a) é usada tipicamente

para denotar a imagem ρ(a); com isso, deve-se ter cuidado na distinção entre gr(D)(a) e

gr(Da).



Caṕıtulo 2

Derivações localmente nilpotentes

2.1 Definição e algumas propriedades

Definição 2.1. Dados um anel B e uma derivação D ∈ Der(B), definimos o conjunto

Nil(D) = {x ∈ B; ∃n ∈ N, Dn(x) = 0}.

Claramente, temos

ker(D) ⊆ Nil(D) ⊆ B

e, usando essencialmente a regra de Leibniz, vemos que Nil(D) é de fato um subanel de

B.

Enquanto ker(D) é algebricamente fechado em B (pelo Teorema 1.1), o mesmo nem

sempre ocorre com Nil(D), que, na verdade, nem sempre é integralmente fechado em B,

como se vê no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1. Sejam B = Q[[t]] e D = d
dt

: B −→ B. Então, é imediato que ker(D) = Q,

e Nil(D) = Q[t]. Notamos que Nil(D) não é integralmente fechado em B, pois con-

siderando o elemento b =
√

1 + t ∈ B, temos b /∈ Nil(D) e b2 ∈ Nil(D).

Definição 2.2. Seja B um anel. Uma derivação D : B −→ B é dita localmente nilpotente

se

Nil(D) = B,

i.e., se para cada b ∈ B existe n ∈ N (dependendo de b) tal que Dn(b) = 0.
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Denotaremos por DLN(B) o conjunto das derivações localmente nilpotentes de B.

Também usaremos as seguintes notações:

DLNk(B) = DLN(B) ∩ Derk(B)

KDLN(B) = {kerD; D ∈ DLN(B)}

KDLNk(B) = {kerD; D ∈ DLNk(B)}.

Por exemplo, se B = k[x1, . . . , xn], então

∂

∂xi
∈ DLNk(B)

para cada i. Note que DLN(k) = {0}, e que

DLN(k[x]) =

{
α
∂

∂x
; α ∈ k

}
.

Sabe-se também (vide [18]) que, a menos de mudança de variáveis, tem-se

DLN(k[x, y]) =

{
f
∂

∂y
; f ∈ k[x]

}
.

Ainda não se conhece uma descrição expĺıcita para o caso de 3 ou mais variáveis.

Definição 2.3. Sejam B um anel e S = Λ∪ {−∞}, onde Λ = N ou Z. Uma função grau

em B é qualquer aplicação deg : B −→ S satisfazendo:

(i) deg(a) = −∞ se, e somente se, a = 0;

(ii) deg(ab) = deg(a) + deg(b);

(iii) deg(a+ b) ≤ max{deg(a), deg(b)},

para todos a, b ∈ B.

Dados um anel B e D ∈ DLN(B), definimos degD : B −→ N∪ {−∞} por degD(0) =

−∞, e

degD(a) = max{n ∈ N ;Dn(a) 6= 0}

para a ∈ B \ {0} (uma de suas propriedades é que, se B é domı́nio, então degD é uma

função grau em B). Esta noção será estudada mais adiante, mas ela já aparece de modo

natural na demonstração do seguinte fato:



Teorema 2.1. Seja B =
⋃
i∈ZBi uma Z-filtração própria, e suponhamos que D ∈

DLN(B) respeita esta filtração no sentido de que existe um inteiro t tal que, para todo

i ∈ Z, vale D(Bi) ⊆ Bi+t. Então

gr(D) ∈ DLN(Gr(B)).

Prova: Podemos supor que D 6= 0. Denotemos simplesmente por δ a derivação gr(D)

de Gr(B), e seja ρ o mapa natural de B em Gr(B). É suficiente mostrarmos que δ é

localmente nilpotente nos conjuntos geradores Bi/Bi−1 de Gr(B).

Já que por hipótese D respeita a dada filtração, podemos considerar o menor t tal

que DBi ⊂ Bi+t, para todo i. Dado um elemento a ∈ B \ {0}, seja ι(a) = i, ou seja,

a ∈ Bi ∩ (B \ Bi−1)}. Por hipótese, Da ∈ Bi+t, assim ι(Da) ≤ i + t. Se ι(Da) ≤ i + t,

então Da ∈ Bi+t−1 e

δ(a+Bi−1) = Da+Bi+t−1 = 0.

Do contrário, ι(Da) = i + t, o que significa que δ(ρ(a)) = ρ(Da). Por iteração temos

que, ou δn(ρ(a)) = 0, ou δn(ρ(a)) = ρ(Dna). Como D é localmente nilpotente, segue que

δn+1(ρ(a)) = 0 para n = degD(a).

Definição 2.4. Sejam A um anel e B = A[x1, . . . , xn]. Uma A-derivação D : B −→ B é

dita triangular se D(x1) ∈ A, e

D(xi) ∈ A[x1, . . . , xi−1], i = 2, . . . , n.

Note que esta definição depende da escolha de coordenadas.

Exemplo 2.2. Consideremos B = C[x, y, z]. Então, a derivação x2 ∂
∂y

+ (x5 + y3) ∂
∂z
∈

DerC(B) é triangular.

Proposição 2.1. Sejam A um anel e B = A[x1, . . . , xn]. Então, toda derivação triangular

de B é localmente nilpotente.

Prova: Seja D : B −→ B uma derivação triangular. Procederemos por indução em

n ≥ 1, o caso n = 1 sendo óbvio.

Se n ≥ 2, é claro que D se restringe a uma derivação triangular do subanel C =

A[x1, . . . , xn−1] ⊂ B. Por indução, D ∈ DLNk(C). Em particular,

D(xn) ∈ C ⊂ Nil(D),



o que claramente implica xn ∈ Nil(D). Portanto, D é localmente nilpotente em todo o

anel B.

Vale ressaltar que o subconjunto DLN(B) de Der(B) não possui qualquer estrutura

algébrica óbvia. Por exemplo, em B = k[t] a derivação d
dt

é localmente nilpotente, en-

quanto t ∂
∂t

não é; logo, DLN(B) não é um B-módulo. Seja agora B = k[x, y], e considere

as derivações D1 = y ∂
∂x

e D2 = x ∂
∂y

, que claramente são localmente nilpotentes. No

entanto, a soma D1 +D2 e o bracket de Lie [D1, D2] não são localmente nilpotentes (para

a soma D1 +D2, por exemplo, tome f = x ∈ B e veja que (D1 +D2)
2(x) = x).

Quando B é um domı́nio, pode-se provar que degD é uma função grau em B (vide

[9]) e neste caso utilizando-se tal função pode-se verificar parte do seguinte resultado:

Proposição 2.2. Sejam B um domı́nio e D ∈ DLN(B). Então:

(a) kerD é saturado (também chamado fatorialmente fechado) em B, isto é, se a, b ∈

B \ {0} são tais que ab ∈ kerD, então a, b ∈ kerD;

(b) B∗ ⊂ kerD. Em particular, DLN(B) = DLNk(B);

(c) Se B é DFU (domı́nio de fatoração única), então kerD é DFU.

(d) O grupo Autk(B) age em DLN(B) por conjugação.

Prova:

(a) É claro que ker D = {x ∈ B; degD(x) ≤ 0}, e assim, se x, y ∈ B \ {0} satisfazem

xy ∈ kerD, entao degD(xy) = 0 e concluimos imediatamente das propriedades da

função grau degD que x, y ∈ kerD, ou seja, ker D é um subanel saturado.

(b) Se y ∈ B∗ então existe y−1 ∈ B tal que yy−1 = 1. Como 1 ∈ kerD e kerD é saturado

(pelo item (a) acima), segue que y−1 ∈ kerD. Assim, B∗ = (kerD)∗ ⊂ kerD.

Finalmente, temos por hipótese k ⊆ B∗, logo D|k = 0, i.e., D ∈ Derk(B).

(c) Seja a ∈ kerD, a 6= 0, e escreva a = q1q2. Se a é irredut́ıvel em kerD, então q1 ou

q2 pertence a (kerD)∗, e como (kerD)∗ = B∗ (como provado acima), segue que a

é irredut́ıvel em B. A rećıproca funciona de maneira análoga. Portanto, segue de

imediato que ker D é um DFU.



(d) Segue simplesmente da observação de que

(αDα−1)n = αDnα−1,

para todos α ∈ Autk(B) e n ≥ 0.

Com relação ao item (a) da proposição acima, salientamos que nem todo subanel

saturado A ⊂ B é o núcleo de alguma derivação localmente nilpotente de B. De fato,

pode-se mostrar que um contra-exemplo é A = k[x2 − y3] ⊂ B = k[x, y].

Proposição 2.3. Seja D ∈ DLN(B) e sejam f1, f2, ..., fn ∈ B (n ≥ 1) elementos dados.

Suponhamos que exista uma permutação σ ∈ Sn tal que Dfi ∈ fσ(i)B, para cada i. Então

em cada órbita de σ existe um i tal que D(fi) = 0.

Prova:

Suponhamos que Dfi 6= 0 para cada i, e escolhamos a1, a2, ..., an ∈ B tal que Dfi =

aifσ(i). Então, degD(fi) ≥ 1 e degD(ai) ≥ 0 para cada i. Segue que, para cada i,

degD(fi)− 1 = degD(Dfi)

= degD(aifσ(i))

= degD(ai) + degD(fσ(i)) ≥ degD(fσ(i)).

Logo,

n∑
i=1

degD(fi)− n ≥
n∑
i=1

degD(fσ(i)),

o que é um absurdo, uma vez que os dois somatórios que aparecem possuem o mesmo

valor. Portanto, D(fi) = 0 para pelo menos algum i. Agora, aplicando este resultado à

decomposição de σ em ciclos disjuntos, obtemos o resultado desejado.

Se S é um subconjunto multiplicativo do anel B e D ∈ Der(B), então a aplicação

S−1D : S−1B −→ S−1B definida por

S−1D
(r
s

)
=
D(r)s− rD(s)

s2
,

é uma derivação do anel S−1B e é unicamente determinada. A pergunta natural é: quando

esta derivação localizada é localmente nilpotente?



Proposição 2.4. Sejam B um domı́nio e D ∈ Der(B), com D 6= 0.

(a) Seja S ⊂ B \ {0} um subconjunto multiplicativo, e considere a derivação S−1D :

S−1B −→ S−1B como acima. Então:

(a.1) S−1D ∈ DLN(S−1B) se, e somente se, D ∈ DLN(B) e S ⊂ kerD;

(a.2) Se S ⊂ kerD = A, então ker(S−1D) = S−1A e (S−1A) ∩B = A.

(b) Seja b ∈ B \ {0} e considere a derivação bD : B −→ B. Então bD ∈ DLN(B) se, e

somente se, D ∈ DLN(B) e b ∈ kerD.

Prova:

(a.1) Suponhamos que S−1D seja localmente nilpotente. Observe que se b ∈ B então

S−1D(b) = D(b), assim D é localmente nilpotente. Claramente, B ∩ ker(S−1D) =

kerD. Além disso, temos que

S ⊂ (S−1B)∗ ⊂ ker(S−1D).

Logo, S ⊂ B∩ker(S−1D) = kerD. Reciprocamente, suponhamos que D ∈ DLN(B)

e S ⊂ kerD. Seja
r

s
∈ S−1B. Como s ∈ kerD, obtemos (S−1D)

(r
s

)
=
D(r)

s
. Por

indução sobre n é claro que

(S−1D)n
(r
s

)
=
Dn(r)

s
,

e já que Dn(r) = 0 para algum n, temos (S−1D)n
(r
s

)
= 0, isto é, S−1D é localmente

nilpotente.

(a.2) Dado
r

s
∈ S−1B, temos (S−1D)

(r
s

)
=
D(r)

s
, logo ker(S−1D) = S−1A. Além disso,

A ⊆ (S−1A) ∩ B. Por outro lado, dado b ∈ B \ {0} ∩ S−1A, temos que existem

a ∈ A \ {0} e s ∈ S tal que b =
a

s
. Sendo B um domı́nio, tem-se bs = a, e como

A é saturado (por um resultado que já provamos anteriormente), segue que b ∈ A.

Portanto, a igualdade A = (S−1A) ∩B é verdadeira.

(b) Vide [10, Pg. 24].



Observamos que se D ∈ DLN(B) e D 6= 0, então existe a ∈ kerD \ {0}, e con-

siderando o conjunto multiplicativo S = {1, a, a2, . . .}, obtemos, usando a parte (a.1) da

proposição acima, que S−1D é uma derivação localmente nilpotente de S−1B.

Um fato muito importante envolvendo derivações localmente nilpotentes de um deter-

minado anel é que elas definem automorfismos deste anel. Vamos descrever tal situação.

Seja B um anel (que contém, como subanel, um corpo k de caracteŕıstica zero, de acordo

com nossa convenção permanente). Como já sabemos, temos DLN(B) = DLNk(B).

Agora, se D ∈ DLN(B), então a sua exponencial

expD =
∞∑
i=0

1

i!
Di = I +D +

1

2!
D2 + · · ·

(onde I é a identidade de B) é uma função bem definida B → B. O próximo resultado

nos auxiliará de maneira crucial a determinar quando B é isomorfo a A[1] = A[x], onde A

é o núcleo de uma derivação localmente nilpotente.

Proposição 2.5. Seja D ∈ DLN(B).

(i) expD ∈ Autk(B);

(ii) Se [D,E] = 0, com E ∈ DLN(B), então D + E ∈ DLN(B), e

exp (D + E) = expD ◦ expE

Prova: Primeiro, observamos que expD é uma função aditiva, uma vez que cada Di

também o é. Para verificar que expD respeita a multiplicação, sejam f, g ∈ B, não-nulos,

com degD(f) = m e degD(g) = n. Então, Di(f) = Dj(g) = 0 para i > m e j > n, e

(expD)(f) · (expD(g)) =

(
m∑
i=0

1

i!
Di(f)

)(
n∑
j=0

1

j!
Dj(g)

)

=
∑

0≤i+j≤m+n

1

i!j!
Di(f)Dj(g)

=
∑

0≤i+j≤m+n

1

(i+ j)!

(
i+ j

j

)
Di(f)Dj(g)

=
m+n∑
t=0

1

t!

(∑
i+j=t

(
i+ j

j

)
DifDjg

)
,

e usando a regra do produto generalizada, obtemos

m+n∑
t=0

1

t!
Dt(fg) = expD(fg).



Assim, expD é um homomorfismo de álgebras. No final desta demonstração obteremos

que se trata, de fato, de um automorfismo.

Seja agora f ∈ B e escolha m ≥ 0 tal que Dm(f) = Em(f) = 0. Defina n = 2m.

Como D e E comutam,

(D + E)n(f) =
∑
i+j=n

(
n

i

)
DiEj(f).

Para cada termo desta soma, ou i ≥ m ou j ≥ m, e segue que

DiEj(f) = EjDi(f) = 0,

para cada par i, j. Portanto, D+E ∈ DLN(B). Em seguida, usando esta mesma expansão

de (D + E)n, a prova de que exp (D + E) = expD ◦ expE agora segue, formalmente,

exatamente como acima. Isto prova (ii).

Para concluirmos a prova de (i), note que −D ∈ DLN(B). Assim, por (ii), podemos

escrever

expD ◦ exp (−D) = exp (−D) ◦ expD = exp 0 = I

e portanto expD é um automorfismo, com inversa exp (−D). Isto conclui a demonstracao.

Segue desta proposição que se D ∈ DLNk(B), então a função f 7−→ exp (fD) é

um homomorfismo do grupo aditivo (k,+) no grupo Autk(B) dos k-automorfismos de B.

Logo, toda k-derivação localmente nilpotente de B determina uma ação do grupo aditivo

(k,+) em B.

Definição 2.5. Sejam B um anel e D ∈ Der(B). Um elemento s ∈ B é dito uma fatia

da derivação D se D(s) = 1, e é dito uma fatia local (também chamada pré-fatia) se

D(s) ∈ kerD e D(s) 6= 0.

Observação 2.1. No caso em que B é um domı́nio e D ∈ DLN(B), pode-se utilizar a

função degD para ver que se s ∈ B é uma fatia, então s não pode ser uma unidade e nem

divisor-de-zero.

O próximo resultado é bastante importante e interessante:

Proposição 2.6. Sejam B um domı́nio e D ∈ DLN(B). Se D tem uma fatia s ∈ B,

então B = A[s] = A[1], onde A = kerD.



Prova: Seja s ∈ B uma fatia, e considere f(t) =
n∑
i=0

ait
i ∈ A[t] \ {0}, onde n ≥ 0, ai ∈ A

e an 6= 0. Pela regra da cadeia (já explicada no caṕıtulo anterior), temos D(f(s)) =

f ′(s)D(s) = f ′(s) e por indução

Dj(f(s)) = f (j)(s),

para todo j ∈ N, onde f (j)(t) ∈ A[t] indica a j-ésima derivada de f . Assim, Dn(f(s)) =

n!an 6= 0 e em particular f(s) 6= 0. Logo, s é transcendente sobre A , i.e., A[s] = A[1].

Agora, provaremos que B = A[1]. Consideremos a função ξ : B −→ B, tal que ξ(f) =
∞∑
j=0

Dj(f)
j!

(−s)j, para cada f ∈ B, que claramente é uma versão da função exponencial e

possui as mesmas propriedades, por exemplo é um homomorfismo de álgebras, e note que

D(ξ(f)) =
∞∑
j=0

Dj+1(f)

j!
(−s)j +

∞∑
j=1

Dj(f)

j!
j(−s)j−1(−1) = 0,

e assim ξ(B) ⊆ A, e sendo ξ um A-homomorfismo, segue que ξ(B) = A.

Por indução sobre degD(f), provaremos que f ∈ A[s], para todo f ∈ B. Isto é claro

se degD(f) ≤ 0. Suponhamos então que degD(f) ≥ 1. Como f = ξ(f) + (f − ξ(f)), e

f − ξ(f) =
∞∑
j=1

Dj(f)

j!
(−s)j ∈ sB,

obtemos que f = a+ f ′s, para algum a ∈ A e f ′ ∈ B. Logo, D(f) = D(f ′)s+ f ′ e segue

facilmente que

Dm(f) = Dm(f ′)s + mDm−1(f ′),

para todom ≥ 1. SendoD localmente nilpotente, existe umm1 ∈ N tal queDm1−1(f ′) 6= 0

e Dm1(f ′) = 0 (note que, como degD(f) ≥ 1, temos f /∈ A e assim f ′ 6= 0). Então,

Dm1(f) = mDm1−1(f ′) 6= 0 e Dm1+1(f) = 0, e logo degD(f ′) = degD(f)−1. Pela hipótese

de indução temos f ′ ∈ A[s] e, finalmente, como f = a+ f ′s, conclúımos que f ∈ A[s].

Um importante resultado devido a Rentschler ([18]) diz que se B é um domı́nio

finitamente gerado sobre k, e se D ∈ DLNk(B) admite uma fatia, então kerD também

é finitamente gerada sobre k. Entretanto, existem k-domı́nios afins possuindo derivações

localmente nilpotentes cujos núcleos não são finitamente gerados (vide [2]); neste caso, não

temos elemento fatia, e essa é uma situação bem interessante pois fornece contra-exemplos

ao famoso décimo quarto problema de Hilbert ([8]).



Definição 2.6. Dizemos que D ∈ Der(B) é uma derivação irredut́ıvel se o único ideal

principal de B contendo a imagem D(B) é o próprio B.

Um primeiro fato a ser observado é o seguinte: se B é um domı́nio, verificar que uma

dada D ∈ Der(B) é irredut́ıvel é equivalente a mostrar que, se D = bD′ para algum b ∈ B

e D′ ∈ Der(B), então b ∈ B∗.

Exemplo 2.3. Seja B = k[x1, . . . , xn] = k[n] e seja D ∈ Derk(B) tal que

mdc(Dx1, . . . , Dxn) = 1.

Então, pelo critério acima, é claro que D é uma derivação irredut́ıvel.

No estudo das derivações localmente nilpotentes, um dos principais objetivos é de-

screver o conjunto DLN(B) quando B é um k-domı́nio afim. O corolário 2.1 a seguir será

fundamental para se fazer tal descrição; para prová-lo, precisaremos do seguinte lema

auxiliar:

Lema 2.1. Sejam B um domı́nio e D ∈ Der(B), com D 6= 0.

(a) Se B satisfaz a Condição de Cadeia Ascendente para ideais principais, então existe

uma derivação irredut́ıvel D0 ∈ Der(B) tal que D = aD0, para algum a ∈ B.

(b) Se B é um DFU , então a derivação D0 (como no item (a)) é única a menos de

multiplicação por um invert́ıvel.

Prova: Se D é irredut́ıvel, a afirmação (a) é trivial. Suponhamos, então, que D não é

irredut́ıvel. Então o conjunto

A = {a ∈ B \B∗; D(B) ⊆ aB}

é não-vazio. Fixemos x ∈ B tal que D(x) 6= 0 e consideremos a seguinte coleção não-vazia

de ideais principais de B:

Σ =

{(
Dx

a

)
B; a ∈ A

}
.

Por nossa hipótese em B, podemos escolher um a ∈ A tal que I = (Dx
a

)B é um elemento

maximal de Σ. Como D(B) ⊆ aB e B é um domı́nio, podemos definir a aplicação

D0 : B −→ B dada por x 7→ a−1Dx. É fácil ver que D0 é uma derivação de B, e



obviamente que D = aD0. Agora, provemos que D0 é irredut́ıvel. Seja b ∈ B tal que

D0(B) ⊆ bB. Temos que mostrar que b ∈ B∗. Temos D(B) ⊆ abB, i.e., ab ∈ A e,

consequentemente,

J =

(
Dx

ab

)
B ∈ Σ.

Logo, como I ⊆ J e I é um elemento maximal de Σ, temos I = J . Assim, Dx
ab
∈ (Dx

a
)B,

e portanto b ∈ B∗, como queŕıamos provar.

Para provar (b), suponha que B é um DFU e que D = a1D1 = a2D2, onde D1, D2 ∈

Der(B) são irredut́ıveis e a1, a2 ∈ B\{0}. Podemos assumir que mdc(a1, a2) = 1. Suponha

que a1 /∈ B∗. Então existe um elemento primo p de B tal que p divide a1; para todo x ∈ B

temos que p divide a2D2(x), logo p divide D2(x); isto significa que D2(B) ⊆ pB, o que

é uma contradição com o fato de que D2 é irredut́ıvel. Dáı, a1 ∈ B∗ e, por simetria de

argumentação, temos a2 ∈ B∗, o que conclui a demonstração da parte (b).

Corolário 2.1. Seja B um domı́nio que satisfaz a Condição de Cadeia Ascendente para

ideais principiais, e seja A ∈ KDLN(B). Considere o conjunto S = {D ∈ DLNA(B); D

é uma derivação irredut́ıvel }. Então, S 6= ∅ e

DLNA(B) = {aD; a ∈ A, D ∈ S}.

Prova: De acordo com o lema acima, cada elemento não-nulo de DLNA(B) tem a forma

aD, onde a ∈ B\{0} e D ∈ DerA(B) é uma derivação irredut́ıvel. Aplicando a proposição

2.4(b), obtemos que a ∈ A e D ∈ S.

2.2 Invariante de Makar-Limanov e de Derksen

Seja B um anel (que, como sempre, assumimos conter o corpo k ⊇ Q). No artigo [13], L.

Makar-Limanov introduziu o ML invariante de B, que passou a ser denotado por ML(B).

Este invariante demonstrou ter bastante importância no estudo de k-álgebras finitamente

geradas (e também em questões clássicas da Geometria Algébrica Afim); por exemplo, na

determinação dos k-automorfismos de certas k-álgebras (vide, e.g., [14]).

Definição 2.7. Se B é um domı́nio, definimos o seu invariante de Makar-Limanov por

ML(B) :=
⋂

D∈DLN(B)

kerD.



Observação 2.2. Da definição acima, segue que:

(1) ML(B) é uma k-subálgebra de B;

(2) B∗ ⊆ML(B);

(3) ML(k) = k.

Definição 2.8. Dizemos que o anel B é ŕıgido se ML(B) = B. Como um primeiro

exemplo, da observação (3) acima vem que todo corpo é um anel ŕıgido.

Exemplo 2.4. Tem-se ML(k[n]) = k; veja que k é a interseção dos núcleos das derivadas

parciais. Logo, k[n] não é ŕıgido. Se agora B = C[t2, t3] (subanel de C[t]), então pode-se

verificar que DLN(B) = {0} e portanto ML(B) = B, isto é, B é ŕıgido.

Proposição 2.7. Sejam A e B anéis. Se A ∼= B (A é isomorfo a B), então

ML(A) ∼= ML(B).

Além disso, todo isomorfismo de A em B restrito a ML(A) é um isomorfismo entre

ML(A) e ML(B).

Prova: Considere um isomorfismo φ : A −→ B. Se D ∈ DLN(B), é fácil verificar que

φ−1Dφ ∈ DLN(A). Observe que se a ∈ ML(A), temos φ−1Dφ(a) = 0, para qualquer

D ∈ DLN(B). Logo, Dφ(a) = 0, para toda D ∈ DLN(B), ou seja, φ(a) ∈ ML(B). É

imediato que a restrição de φ ao anel ML(A) é um isomorfismo entre ML(A) e ML(B).

O resultado acima tem como consequência o fato interessante de que ML(B) é um

subanel caracteŕıstico de B, no sentido de que, para todo k-automorfismo τ de B, a sua

restrição a ML(B) também é um k-automorfismo, ou seja:

τ |ML(B) ∈ Autk(ML(B)).

Definição 2.9. Seja B um domı́nio. Definimos o invariante de Derksen de B, denotado

por D(B), como sendo a k-subálgebra de B gerada pelo conjunto

{kerD; D ∈ DLN(B), D 6= 0}.

Em outras palavras, D(B) é a menor subálgebra de B contendo o núcleo de todas as

derivações localmente nilpotentes não-nulas de B.



Exemplo 2.5. Seja B = k[x1, ..., xn] = k[n], então xi ∈ D(B) para cada i, e assim

D(B) = B.

Os invariantes de Makar-Limanov e Derksen estão entre as mais importantes e promis-

soras ferramentas emergentes do estudo das derivações localmente nilpotentes ao longo das

duas últimas décadas. A utilidade de tais invariantes em aplicações a questões geométricas

já foi amplamente comprovada. Claramente, muitas questões intrigantes permanecem em

aberto a respeito do tema.



Caṕıtulo 3

Invariante de Makar-Limanov de

certas hipersuperf́ıcies algébricas

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é descrever o invariante de Makar-Limanov de certas hiper-

superf́ıcies algébricas afins especiais. Primeiro, estudamos o caso das denominadas su-

perf́ıcies de Danielewski no espaço afim 3-dimensional. Em seguida, daremos ênfase ao

3-fold dado por x+ x2y + z3 + t3 = 0 no espaço afim 4-dimensional.

O caso do 3-fold foi primeiro explorado por L. Makar-Limanov; a prova original

fornecida pelo próprio Makar-Limanov foi bastante longa e técnica, e contou com o aux́ılio

das chamadas derivações Jacobianas. Em [15] , ele simplificou seus argumentos e escreveu

uma prova mais curta; em tal prova, considerou k = C. Aqui, a demonstração apresentada

é válida para o corpo k de caracteŕıstica zero, e na verdade será um corolário do teorema

onde calcularemos o invariante de Derksen de tal 3-fold.

3.1 Superf́ıcies de Danielewski

Definição 3.1. Uma superf́ıcie de Danielewski (sobre k) é qualquer superf́ıcie S que seja

algebricamente isomorfa à uma superf́ıcie em A3
k definida por uma equação da forma

xnz = p(y),

onde n ≥ 0 e p(y) ∈ k[y] é não-constante.

Note que não se exige que S seja suave (não-singular). De modo geral, a normalização
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de S pode ou não ser uma superf́ıcie de Danielewski.

Uma propriedade muito forte das superf́ıcies de Danielewski é que elas admitem Ga-

ações algébricas não-triviais, essencialmente devido ao fato de que a derivação triangular

xn ∂
∂y

+ p′(y) ∂
∂z

(do anel de polinômios k[x, y, z]) anula xnz − p(y). Em particular, o

anel de coordenadas B = k[x, y, z]/(xnz − p(y)) de uma superf́ıcie de Danielewski S

não é ŕıgido. Isto é uma consideração importante, por exemplo, quanto à compreensão

do grupo Autk(S) . De fato, Makar-Limanov calculou ML(S) (=ML(B)) e Autk(S)

(=Autk(B)) para todas as superf́ıcies de Danielewski S, e forneceu condições sob as quais

duas superf́ıcies de Danielewski são isomorfas (vide [12], [14]).

Teorema 3.1. Seja B = k[x, y, z] com a relação xnz = p(y), onde n ∈ N e p(y) ∈ k[y].

(a) Se n ≤ 1 ou se deg(p(y)) = 1, então

ML(B) = k

(b) Se n ≥ 2 e deg(p(y)) ≥ 2, então

ML(B) = k[x]

e além disso kerD = k[x], para toda D ∈ DLN(B) \ {0}.

Prova: Defina δ ∈ DLN(B) por δ(x) = 0 e δ(y) = xn. Então, kerδ = k[x], de maneira

que ML(B) ⊂ k[x] em todos os casos.

No caso n = 1, defina ε = αδα−1, onde α é automorfismo de B com α(x) = z ou

α(z) = x. Então, kerε = k[z], e assim ML(B) = k, quando n = 1.

No caso n = 0 ou deg p(y) = 1, o polinômio XnZ − p(Y ) é uma variável de

k[X, Y, Z] = k[3], o que implica B = k[2]. Assim, temos também que ML(B) = k neste

caso, o que prova o item (a).

Suponhamos agora n ≥ 2 e deg p(y) ≥ 2, e defina a seguinte graduação em B:

deg (x) = −1 e deg (y) = 0. Dáı, deg (z) = n.

Seja D ∈ DLN(B), D 6= 0, e seja f ∈ kerD. Suponhamos que Dx 6= 0. Pela relação

xnz = p(y), é posśıvel escrever f como uma soma de monômios da forma xaq(y) para

a ≥ 0, e xazbq(y) para 0 ≤ a < n e b ≥ 0.



Se degf < 0, então x aparece em todos os monômios de f , o que implica f ∈ xB.

Mas então teŕıamos Dx = 0, o que é uma contradição. Assim, deg f ≥ 0.

Sejam D e f os somandos homogêneos de maior grau de D e f , respectivamente.

Então deg f ≥ 0. Assuma que deg f = 0. Assim, f é um invariante da k∗-ação sobre

B definida pela função grau, isto é, para t ∈ k∗, t · x = t−1x, e t · y = y. Assim,

f ∈ Bk∗ = k[xnz, y] = k[y]. Mas então Dy = 0, donde D(xnz) = 0, o que por sua vez

implica Dx = Dz = 0, uma contradição.

Portanto, deg f > 0. Por homogeneidade, isso significa que z aparece em todos os

monômios de f , e assim f ∈ zB. Consequentemente, Dz = 0. Segue que D se estende

a uma K-derivação localmente nilpotente de K[x, y], onde K = k(z). Mas este é o anel

de coordenadas de uma curva C sobre K, e C não é uma reta, uma vez que n ≥ 2 e

deg p(y) ≥ 2. Sendo assim, a única derivação localmente nilpotente de K[x, y] é a nula, o

que é uma contradição pois D 6= 0.

Assim, a única possibilidade é Dx = 0. Como k[x] é algebricamente fechado em B,

o item (b) está provado.

Note que este teorema implica imediatamente que as superf́ıcies xz = p(y) e xnz =

q(y) não são algebricamente isomorfas quando n ≥ 2 e deg q(y) ≥ 2.

Dizemos que uma superf́ıcie de Danielewski S é especial se ML(S) = k. Isto é

equivalente a dizer que S é isomorfa a uma superf́ıcie em A3 dada por uma equação da

forma xz = p(y). Assim, por exemplo, um plano é uma superf́ıcie de Danielewski especial.

As superf́ıcies de Danielewski especiais são importantes por uma série de razões, incluindo

o fato de que elas possuem um grupo de automorfismos relativamente “grande”.

3.2 O 3-fold x + x2y + z2 + t3 = 0

Derksen, em sua tese [6], introduziu o invariante D(B), e mostrou que D(B) 6= B para o

anel

B = k[x, y, z, t]/(x+ x2y + z2 + t3)



que Makar-Limanov havia considerado. Sua prova segue as idéias de Makar-Limanov,

colocando-as em um contexto mais geométrico. A prova dada para o teorema principal a

ser tratado aqui (que implica que o 3-fold em consideração não é algebricamente isomorfo

a A3) é uma variação da segunda prova feita por Makar-Limanov. A principal diferença é

que a prova apresentada aqui (seguindo o tratamento dado em [10]) é válida para qualquer

corpo k de caracteŕıstica zero.

Antes de proceder com uma prova do resultado de Makar-Limanov, precisamos de

alguns resultados auxiliares.

Lema 3.1. Sejam a e b números inteiros positivos tais que aZ + bZ = Z (isto é, a, b

são relativamente primos), e defina uma graduação ω em A = k[x, y] por degω(x) = a e

degω(y) = b. Então um dado f ∈ A é ω-homogêneo se, e somente se, existe um polinômio

homogêneo padrão (“standard”) g ∈ A tal que

f = xiyj g(xb, ya)

para inteiros i e j, com 0 ≤ i < b e 0 ≤ j < a.

Prova: Se a = b = 1, não há o que provar. Assuma ab > 1. Denotemos por G o

grupo ćıclico Za × Zb = Zab e suponhamos G é gerado por t. Então, G age em A por

t · (x, y) = (tax, tby), e AG = k[xb, ya]. Vendo A como um AG-módulo, podemos decompor

A em espaços semi-invariantes,

A =
⊕

0 ≤ i < b

0 ≤ j < a

xiyjAG,

onde o peso de um elemento de xiyjAG é ai + bj. Se f ∈ A é ω-homogêneo, ele é um

semi-invariante desta G-ação, e assim f = xiyjg(xb, ya), para alguns i, j ≥ 0 e algum

g ∈ A. Como f é ω-homogêneo, g tem de ser homogêneo padrão.

Lema 3.2. Seja B um domı́nio e assuma que B[x] = B[1]. Suponhamos que

c1u
m + c2v

n ∈ B \ {0},

onde c1, c2 ∈ B \ {0}, u, v ∈ B[x] e m,n ∈ N. Se m,n ≥ 2, então u, v ∈ B.

Prova: É suficiente assumir que o domı́nio B é um corpo; do contrário, substitúımos B

pelo seu corpo de frações frac(B).



Suponhamos que m,n ≥ 2 e escreva c1u
m + c2v

n = t ∈ B∗, o que implica que u

e v são relativamente primos. Agora, derivando em relação a x esta última igualdade,

obtemos

mc1u
m−1u′ + nc2v

n−1v′ = 0,

donde tem-se que u′ ∈ vB[x] e v′ ∈ uB[x]. Pela proposição 2.3, segue que ou u′ = 0 ou

v′ = 0. Logo, ou u ∈ B ou v ∈ B. Mas então, como c1u
m + c2v

n ∈ B, tem-se que ambos

u e v pertencem a B.

Lema 3.3. Sejam m,n ≥ 2 números naturais. Sejam B um domı́nio, D ∈ DLN(B)\{0}

e A = kerD. Suponha que

D(c1a
m + c2b

n) = 0,

onde a, b ∈ B, c1, c2 ∈ kerD \ {0}, e c1a
m + c2b

n 6= 0. Então, D(a) = D(b) = 0.

Prova: Seja r uma fatia local de D (veja definição 2.5). Então, localizando com respeito

ao sistema multiplicativo das potências de Dr, temos BDr = ADr[r], e podemos escrever

a = u(r) e b = v(r), para certos polinômios u e v tendo coeficientes em ADr. Pelo lema

acima, segue que u e v pertencem a ADr, o que implica Da = Db = 0.

Proposição 3.1. Seja B um domı́nio e seja D ∈ DLN(B) \ {0}. Suponhamos que

existam f, g ∈ B, inteiros positivos m,n, e um polinômio P ∈ k[x, y] = k[2] homogêneo

(com respeito à graduação padrão) e não-constante, tais que P (fm, gn) ∈ kerD \ {0}.

Então, pelo menos uma das sentenças abaixo é verdadeira:

(i) Df = Dg = 0;

(ii) P ∈ k[x] (o que implica Df = 0);

(iii) P ∈ k[y] (o que implica Dg = 0);

(iv) m = 1 e P (f, gn) = a(f + bgn)e, para algum a ∈ k∗, b ∈ k e e ≥ 1;

(v) n = 1 e P (fm, g) = a(g + bfm)e, para algum a ∈ k∗, b ∈ k e e ≥ 1.

Prova: Assuma que ou Df 6= 0 ou Dg 6= 0; do contrário, (i) vale e não há nada a provar.

Seja K o fecho algébrico do corpo k. Observe que em K[x, y], P (x, y) pode ser

fatorado como produto de polinômios lineares, e assim P (fm, gn) pode ser fatorado como
e∏
i=1

(cif
m + dig

n),



com ci, di ∈ K e e ≥ 1. Seja δ a extensão de D a BK = (K ⊗k B). Então, δ é localmente

nilpotente, já que B ⊂ Nil(δ), e BK é gerado por B sobre K. Temos que δ(cif
m+dig

n) =

0, para cada i. Se quaisquer dois desses fatores são linearmente independentes, então

δ(fm) = δ(gn) = 0, o que implicaria δf = Df = 0 e δg = Dg = 0, o que contradiz a nossa

hipótese. Portanto, existem c, d ∈ K tais que P (fm, gn) = (cfm + dgn)e, onde ou c 6= 0

ou d 6= 0 (ou ambos).

Se c = 0, então P ∈ k[y], e o caso (3) vale. Se d = 0, então P ∈ k[x], e o caso (2)

vale.

Assuma, agora, cd 6= 0, o que implica Df 6= 0 e Dg 6= 0. Então, P (fm, gn) =

a(fm + bgn)e, para algum a ∈ K∗ e b ∈ K. Como δ(fm + bgn) = 0, segue que

mfm−1δf = −bngn−1δg ⇒ b = −mf
m−1Df

ngn−1Dg
∈ frac(B) ∩K = k.

Sendo assim, (fm + bgn) ∈ B e D(fm + bgn) = 0. Se m > 1 e n > 1, o lema anterior

implicaria que Df = Dg = 0, o que é uma contradição. Portanto, ou m = 1 ou n = 1.

Agora, estamos prontos para provar:

Teorema 3.2. Seja B = k[x, y, z, t], onde x+ x2y + z2 + t3 = 0. Então,

D(B) = k[x, z, t].

Em particular, este 3-fold não é algebricamente isomorfo a A3
k.

Prova:

Inicialmente, notemos que

k[x, z, t] ⊂ B ⊂ k[x, x−1, z, t], y = −x−2(x+ z2 + t3).

Consideremos uma aplicação grau deg definida em k[x, x−1, z, t] definida por deg(x) = −1

e deg(z) = deg(t) = 0. Dáı, deg(y) = 2. Tal função deg induz uma Z-filtração própria

B =
⋃
i∈Z

Bi, Bi = {f ∈ B; deg(f) ≤ i}.

Seja Gr(B) =
⊕

i∈Z(Bi/Bi−1) o anel graduado associado à filtração de B, e consid-

eremos o mapa natural gr : B −→ Gr(B). Façamos

X = gr(x), Y = gr(y), Z = gr(z), T = gr(t).



Note que x2y, z2 e t3 ∈ B0, mas a soma de tais elementos satisfaz x2y+z2+t3 = −x ∈ B−1.

Com efeito, deg(x2y) = deg(x2) + deg(y) = −2 + 2, deg(z2) = deg(t3) = 0, implicando

x2y, z2 e t3 ∈ B0 = {f ∈ B; deg(f) ≤ 0}. Daqui, tem-se X2Y + Z2 + T 3 = 0 em Gr(B)

(atenção: isso não quer dizer que gr(x) = 0, uma vez que gr não é um homomorfismo de

álgebras).

Afirmação: Gr(B) = k[X, Y, Z, T ]. De fato, considere qualquer elemento de B tendo

a forma cxayb, com c ∈ k[z, t] e a, b ∈ N, notando que qualquer elemento r de B pode ser

escrito como uma soma de tais termos. Se a ≥ 2b, então

cxayb = cxa−2b(x2y)b ∈ k[x, z, t].

Se a < 2b, escreva a = 2n+ δ, onde δ = 0 ou 1. Então n < b, e

cxayb = cxδyb−n(x2y)n = cxδ(−x− z2 − t3)nyb−n,

de modo que neste caso, se n > 0, então o grau em y pode ser reduzido. Segue então que

todo r ∈ B pode ser escrito na forma

r = p(x, z, t) + v(y, z, t) + x · w(y, z, t)

para polinômios p, v e w. Movendo as partes puras em z, t dos polinômios v e w ao

polinômio p, podemos expressar r na seguinte forma:

r = p(x, z, t) + y · v(y, z, t) + xy · w(y, z, t).

Se v 6= 0, então deg(yv) é um inteiro par positivo; e se w 6= 0, então deg(xyw) é um inteiro

ı́mpar positivo. Em particular, os graus de p, yv e xyw são distintos, o que implica

gr(r) ∈ {gr(p), gr(yv), gr(xyw)} ⊂ k[X, Y, Z, T ].

Portanto, Gr(B) = k[X, Y, Z, T ], como afirmamos.

Além disso, este mesmo argumento mostra que, se r ∈ B e r /∈ k[x, z, t], então

deg(r) > 0 e gr(r) /∈ k[X,Z, T ], já que os elementos de k[X,Z, T ] não podem ter grau

positivo. Logo,

gr−1(k[X,Z, T ]) ⊂ k[x, z, t].

Agora, suponha que D ∈ DLN(B) \ {0}, e seja f ∈ kerD. Considere o caso em que

f /∈ k[x, z, t]; então F = gr(f) /∈ k[X,Z, T ].



Seja δ = gr(D) a derivação homogênea de Gr(B) associada a D. Pelo teorema 2.1,

sabemos que δ ∈ DLN(Gr(B)), e que δF = 0. Pela definição da função gr, temos que F

é um elemento homogêneo de Gr(B).

Consideremos F como um elemento de S[X, Y ], onde S = k[Z, T ]. Escreva F =

XaY bQ(X, Y ), onde a, b ∈ N e Q ∈ S[X, Y ], mas Q /∈ X · S[X, Y ] e Q /∈ Y · S[X, Y ].

Então Q(X, Y ) é, também, homogêneo. Escreva

Q(X, Y ) = λXc + µY d +XY ·G,

para elementos não-nulos λ, µ de S, c, d ∈ N, e G ∈ S[X, Y ]. Então −c = 2d, o que

implica c = d = 0, i.e., Q ∈ S. Portanto, podemos escrever

F = XaY bg(Z, T ) (a, b ∈ N, g ∈ k[Z, T ]).

Se a ≥ 2b, então F = Xa−2b(X2Y )bg(Z, T ) ∈ k[X,Z, T ], o que é uma contradição. Logo,

0 ≤ a < 2b. Em particular, b ≥ 1, o que implica δY = 0.

Consideremos agora um outro sistema de pesos em Gr(B) dado por:

ω(X) = 6, ω(Y ) = −6, ω(Z) = 3, ω(T ) = 2.

Seja δ o somando homogêneo de δ de maior grau com relação à graduação induzida,

notando que δ é localmente nilpotente. Temos δ(Y ) = 0 uma vez que Y é homogêneo.

Escolha H ∈ ker(δ) que seja algebricamente independente de Y , o que é posśıvel pois

tr.degk(ker(δ)) = 2.

Também, assuma que H é homogêneo com respeito a ambas as graduações de gr(B), o que

é posśıvel uma vez que ker δ é gerado por elementos homogêneos. Então, H tem a forma

H = XaY bh(Z, T ), para certos a, b ∈ N e h ∈ k[Z, T ] homogêneo. Por independência

algébrica, podemos assumir que

H = Xah(Z, T ),

que é não-constante.

Suponhamos a ≥ 1, de modo que δ(X) = 0. Assim, δ(Z2 + T 3) = 0. Mas então o

lema 3.3 implicaria que δ(Z) = δ(T ) = 0, ou seja, δ = 0, que não é o caso. Portanto,



δ(X) 6= 0, e a = 0, de modo que H = h(Z, T ). De acordo com o lema 3.1, existe um

polinômio homogêneo padrão P ∈ k[2] tal que

h(Z, T ) = P (Z2, T 3).

Da proposição 3.1, segue que δ(Z) = 0 ou δ(T ) = 0 (ou ambos).

Seja K = k(Z) se δ(Z) = 0, e K = k(T ) se δ(T ) = 0. Então δ se estende a uma

K-derivação localmente nilpotente de K[X, Y, Z, T ], que é o anel de coordenadas de uma

superf́ıcie de Danielewski não-especial sobre K. Pelo teorema 3.1, temos δ(X) = 0; porém,

isto contradiz a conclusão anterior de que δ(X) 6= 0.

A única possibilidade, dessa forma, é que f ∈ k[x, z, t]. Isto prova que D(B) ⊂

k[x, z, t].

Finalmente, basta definir as derivações D1, D2 ∈ DLN(B) por

D1(x) = D1(z) = 0, D1(t) = −x2

e

D2(x) = D2(t), D2(z) = −x2,

o que mostra que k[x, z, t] ⊂ D(B), concluindo portanto a demonstração.

Com o aux́ılio crucial do teorema acima, podemos finalmente determinar explicita-

mente o invariante de Makar-Limanov do 3-fold em consideração:

Corolário 3.1. Seja B = k[x, y, z, t], onde x+ x2y + z2 + t3 = 0. Então,

ML(B) = k[x].

Prova: Seja D ∈ DLN(B), D 6= 0, e suponha que D(x) 6= 0. Escolha elementos f, g ∈

kerD algebricamente independentes. Pelo teorema 3.2, f, g ∈ k[x, z, t]. Escreva,

f = xf1(x, z, t) + f2(z, t) e g = xg1(x, z, t) + g2(z, t).

Note que f2(z, t) e g2(z, t) são algebricamente independentes em B; do contrário, existiria

um polinômio P , em duas variáveis sobre k, tal que P (f2, g2) = 0. Mas então P (f, g) ∈

xB, o que implica x ∈ kerD, contradição.

Seguindo a notação usada na prova do teorema anterior, seja δ a derivação associada

de Gr(B). Já que deg xf1(x, z, t) e deg xg1(x, z, t) são negativos, temos deg f = deg f2 e



deg g = deg g2. Segue-se que

gr(f) = gr(f2(z, t)) = f2(Z, T )

e

gr(g) = gr(g2(z, t)) = g2(Z, T ),

e estas imagens são elementos (de ker δ) algebricamente independentes (basta ver que a

restrição gr : k[z, t] −→ k[Z, T ] é um isomorfismo de álgebras). Como k[Z, T ] é o fecho

algébrico de k[f2(Z, T ), g2(Z, T )] ⊂ kerδ, segue que k[Z, T ] ⊂ kerδ. Mas então

0 = δ(X2Y + Z2 + T 3) = δ(X2Y ),

o que implica δ = 0, uma contradição.

Assim, a única possibilidade é D(x) = 0.

Inversamente, se D1 e D2 são as derivações como no final da prova do teorema

anterior, temos

kerD1 ∩ kerD2 = k[x].

Portanto, ML(B) = k[x].
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