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Resumo

No presente trabalho abordamos os conceitos e defini¢coes que constroem as alge-
bras de Clifford com foco em uma introducao a teoria de Geometria Spin. Isso devido a
ligagao desses dois assunto, permitindo conhecer tais algebras a medida que se auxilia a
compreensao da definicao de variedade spin, conceito introdutoério desse topico especial
em Geometria Riemanniana. Iniciamos com a construgao das élgebras de Clifford associ-
adas a espacos vetoriais de dimensao infinita, sobre um corpo qualquer, passando aquelas
associadas aos de dimensao finita. Vemos os grupos spinores, Pin e Spin, os quais carac-
terizamos e mostramos a relagao com a representacao adjunta torcida, homomorfismo que,
quando restrita a esses grupos, tem papel importante na definicao de uma estrutura spin.
Como tal definicao trabalha com representagoes das algebras de Clifford reais, restritas aos
grupos spinores dessas algebras, as apresentamos para em seguida conceituarmos tais rep-
resentagoes. Finalizamos abordando a teoria necessaria para mostrarmos que esses grupos
sao também grupos de Lie (onde instigamos uma intersegao com a andlise) e recobrimen-

tos duplos, para completar os conceitos algébricos presente na definicao de variedade spin.

Palavras-chaves: Algebras de Clifford, grupos Pin e Spin, recobrimentos duplos.



Abstract

In this work we discuss the concepts and definitions that construct Clifford alge-
bras focusing on a introduction the theory Spin Geometry. That’s because the connection
this two subject, enabling such algebras know the measure that helps to understand the
definition of spin manifold, concept introductory the this special topic in Riemannian
Geometry. We begin with the construction of Clifford algebras associated to infinite di-
mensional vector spaces, over any field, passing to associated with finite dimensional. we
see the spinores groups, Pin and Spin, which characterize and show the relation with the
twisted adjoint representation, homomorphism that, when restricted to these groups, has
an important role in defining of a spin structure. As this definition works with represen-
tations of real Clifford algebras, restricted to spinors groups such algebras, we introduced
them for soon afterwards consider such representations. We concluded approaching the
necessary theory for us to show that those groups are also Lie groups (where we urged an
intersection with the analysis) and double covering, to complete the concepts algebraic

present in the definition of spin manifold.

Keywords: Clifford Algebras, Pin and Spin groups, double coverings.
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Introducao

As primeiras algebras nao comutativas surgiram entre 1843 e 1844, nos trabalhos
de William Rowan Hamilton (1805-1865), com os quatérnios, e nos de Hermann Giinther
Grassmann (1809-1865), com sua algebra exterior ([4], pag. 149).

Entre 1850 e 1860, foram introduzidos exemplos novos e mais explicitos, como fez
o matematico britdnico Arthur Cayley (1821-1895), quando desenvolveu sua teoria das
matrizes, mesmo que nao a considerasse uma algebra, ja se podia ter um primeiro exemplo
de representagao linear de uma algebra.

Houveram outros exemplos, também notaveis, antes de 1870, mas com foco nas
algebras de dimensao finita sobre os corpos dos reais ou complexos. E nesse caminho, foi
Benjamin Pierce (1809-1880) que deu os primeiros passos.

E a ele que William K. Clifford (1845-1879) atribui a nocdo de produto tensorial que
usou implicitamente em uma generalizacao dos quatérnios de Hamilton, e explicitamente
para o estudo de suas algebras, nosso objeto de trabalho.

Nascido em Exeter, na Inglaterra, Clifford estudou no King’s College, em Londres,
e depois foi para o Trinity College, em Cambridge. Em 1871, o designaram professor de
matematica aplicada na University College de Londres.

Influenciado por Riemann (1826-1866) e Lobachevsky (1792-1856) estudou geome-
tria nao-Euclidiana. Publicou artigos em formas algébricas e geometria projetiva e um
livro sobre dinamica, mas hoje é lembrado por suas algebras.

Tais algebras, as algebras de Clifford, foram criadas em 1876, quando este in-
troduziu uma nova multiplicacao na algebra exterior de Grassmann, tendo sua primeira
publicagao em 1878. Mas um primeiro exemplo para uma algebra de Clifford foi dado por
Hamilton, ja em 1843 (|16], pag. 320-322).

Essas dlgebras foram redescobertas independentemente por R. Lipschitz entre 1880
e 1886, que reconheceu a descoberta anterior de Clifford em seu livro “Untersuchungen
tber die Summen von Quadraten” de 1886 (|16], pag. 322). Também apresentou a primeira
aplicacao das élgebras de Clifford a Geometria, em 1880.

E como em 1989, ao longo das duas ultimas décadas, conforme Lawson e Michelsonh

([14], pag. 5), a geometria das variedades spin vinham desempenhando um papel cada



vez mais importante, tanto em matematica como em fisica matematica, nossa intengao é
contribuir com a compreensao da definicao de variedade spin.

Observando essa defini¢ao, terfamos uma variedade riemanniana orientada, M, com
uma estrutura spin em seu fibrado tangente, 7'M . E sendo tal estrutura um Spin,,-fibrado
principal do fibrado tangente, Pgy;,(TM), juntamente com um recobrimento duplo desse
fibrado principal no SO,-fibrado principal, Pso(T'M),

f . ngm(TM) — Pso(TM),
que depende do recobrimento duplo &, : Spin, — SO,,

g(pg) = g(p)&)(g)7 para todo p S PSpm(TM) €g € sznn

onde SO,, é o grupo especial ortogonal, precisariamos conhecer os grupos spinores, Pin e
Spin, e tal recobrimento.

Para isso apresentamos trés capitulo e um apéndice, com a definicao de variedade
spin, mesmo considerando que o publico alvo tenha conhecimentos acerca de teoria de
variedade, ja que Geometria Spin é um topico especial em Geometria Riemanniana, dando
uma noc¢ao de tal definicao.

Dessa forma, o primeiro capitulo traz os conceitos e defini¢oes para construgao da
algebra de Clifford, e a partir dai passarmos ao trabalho com os grupos spinores, que sao
subgrupos do grupo das unidades dessa algebra.

Abordamos das algebras de Clifford associadas a espagos vetoriais de dimensao in-
finita aquelas associadas aos de dimensao finita, fazendo o mesmo com os grupos spinores,
mostrando que ha defini¢coes equivalentes destes quando a dimensao do espaco € infinita
e quando é finita.

No segundo capitulo, restringimos ao caso real, isto é, as algebras de Clifford
associadas ao R". Apresentamos uma classificagao, comentando também o caso complexo,
e entao falamos nas representagoes das algebras de Clifford.

Isso devido ao fato de que uma variedade spin também pode ser vista, a grosso
modo, como uma variedade diferenciavel de dimensao n orientavel para a qual existe
um “levantamento” da estrutura de grupo do fibrado tangente desta para o grupo de
recobrimento de tal grupo ([14], pag. 5).

Possibilitando entender que, em termos de calculo tensorial, refinar uma estrutura
diferenciavel geral para a spin desse modo nao gera nada de novo, pois o grupo de reco-
brimento nao tem representacoes que nao sejam induzidas das representacoes do grupo
de estrutura mencionado.

E concluimos, com o terceiro capitulo, mostrando que os grupos spinores sao grupos
de Lie e recobrimentos duplos. Intencionando, por meio disso, auxiliar na compreensao

de que os ganhos surgem ao se inserir uma métrica riemanniana na variedade.



Ja que com isso, a estrutura spin corresponde a existéncia de levantamento para o
recobrimento Spin,, do grupo especial ortogonal, SO,,, nao existindo diferenca topologica
essencial nessa abordagem e existindo representagoes de dimensao finita de Spin,, que nao
sdo levantamentos de representagoes de SO,, ([14], pag. 5).

Portanto, como poderemos ver, o presente trabalho aborda as algebras de Clifford
de modo a fazer uma introdugao a Geometria Spin, destacando seus “enlaces” com as

diversas area, sejam da matemaéatica, como geometria e analise, ou outra, como a fisicaﬂ

Ipor exemplo, o fisico P.A.M. Dirac, antes de 1928, formulou uma teoria que predisse a existéncia do
eletron como particula de energia negativa. Em esséncia, Dirac procurava um operador diferencial de
primeira ordem, que recebeu seu nome, cujo quadrado fosse o laplaciano. Nessa teoria, uma caracteristica
interessante é que, na presenca de um campo eletromagnético, o Hamiltoniano contém um termo adi-
cional com analogia formal e forte ao termo adicional obtido introduzindo um giro interno nas equagoes
mecanicas de uma particula em orbita. Esses “giros” ou momentos magnéticos internos foram chamados

spinores e suas familia de transformacoes, de representagoes spinores ([14], pag. ix-x).



Capitulo 1

Algebras de Clifford e os grupos

splnores

Como o objetivo geral do presente trabalho é conhecer as Algebras de Clifford para
auxiliar quando se estuda Geometria Spin, iniciemos lembrando alguns conceitos, que sao
necessarios a compreensao da definicao de tais algebras, e para isso, no que segue, K

denota um corpo.

Definicao 1.1. Sejam U e V K-espacos vetoriais. O produto tensorial de U e V é um
par, (U ®k V,®), onde U ®x V é um K-espago vetorial e ® : U x V. — U ®g V uma
aplicagao bilinear tal que a seguinte propriedade universal é satisfeita: para todo K-espaco
vetorial W e toda aplicacao bilinear f : U x V' — W, existe uma tnica aplicacao linear,
fo : U®gV — W com

folu®@v) = f(u,v) VueUwvelV,

ou seja, o seguinte diagrama

Ux VUV
|

o

w

comuta.

Observemos que este existe e é tinico, no sentido de que se (U®xV, ®) e (URkV, ®)
sao produtos tensoriais de U e V', entao existe um isomorfismo linear ¢ : U®gV — U KV
tal que

o(u® v) = uv,

parau € U e v € V ([I1], pag. 8-10).



Além disso, como consequéncia da propriedade universal, o produto tensorial é
gerado por {u®v:u € U e v € V}, isto &, todo elemento ¢t de U @k V pode ser escrito,

de forma nao tnica, como uma soma finita

onde \; € K, u; € U e v; € V. Também podemos destacar que se U e V sao espagos de
dimensao finita, dimg U = n e dimg V' = m, entao dimg U @ V = nm ([I1], pag. 18).

Definicao 1.2. Uma K-dlgebra (associativa) ¢ um par (A, -), onde A denota um K-espago
vetorial e - : A x A — A é uma aplicacao bilinear, chamada de multiplicacao, que satisfaz

as seguintes propriedades, para a,bec € Ae k € K:
i) (ka)-b=a-(kb) =k(a-b);
ii) (a-b)-c=a-(b-c);

iii) Existe um elemento 14 € A tal que 14 -a = a- 14 = a, que chamamos elemento

identidade de A.

Entao, dadas duas K-algebras (A,-) e (B,-), um K-homomorfismo de dlgebras é
uma aplicagao linear, h : A — B, tal que h(a-a’) = h(a) - h(a’) e h(14) = 1p. E assim

uma K-algebra especial ao nosso proposito é a seguinte:

Definicao 1.3. Dado qualquer K-espaco vetorial V', a dlgebra tensorial de V é um par
(T'(V),i), onde T'(V) é uma K-algebra e i : V' — T(V) uma aplicagao linear tal que
dada qualquer K-algebra A e qualquer aplicacdao linear f : V — A, existe um tnico

K-homomorfismo de algebras, f : T(V) — A, que faz o seguinte diagrama

V —i—>T(V)
|

N
A

comutar.

Mostrando sua existéncia vemos que esta é construida como uma soma direta,
(V) :=Pver
n>0
onde VEV =K, V¥ =V e VO =V ®...®V, n-vezes. Que as aplicacoes i, : V" —
T(V) sao injegoes naturais, a identidade de T(V') é a imagem de 1 € K para n = 0,
io(1) :==1, e todo v € T(V') pode ser escrito da forma

v=wv1+ ...+ v, v; €EVE n; €N, n; #£ny, sei#j.
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E que, com a aplicacdo bilinear - : V& x V& — V@Mi+n) definida por
(M ®..QUy) (1N®..QU,) =01 ®...QU, QUL ® ... R Uy,

configurando a K-algebra (V®+m) ) usamos a bilinearidade para definir a multipli-
cagao na algebra tensorial de V.

Com essa caracterizacao, podemos notar que k @ v, com k € V¥ e v € V&
& o vetor em V® obtido por kv, @ vn, @ ... @ v,,. Além disso, se a dimV # 1, a
multiplicagao em T'(V') é ndo comutativa, pois com u,v € V linearmente independentes,
usando a contra-positiva, obtemos que © ® v e v ® v também o sdo, e entao U RV # VR u

(conforme [I1], pag. 61).

1.1 Algebras de Clifford

Definicao 1.4. Sejam V um K-espago vetorial, ¢ : V x V — K uma forma bilinear
simétrica e & : V — K a forma quadratica associada, isto é, ®(v) = p(v,v). A dlgebra
de Clifford, Cl(V,®), associada a V e ® é uma K-algebra associativa com identidade,

juntamente com uma aplicagao linear iq : V — CI(V, ®) tal que:
i) (ig(v))> =@(v)-1,Vv eV,

ii) (Propriedade universal) Para toda K-algebra A e toda aplicacao linear f : V — A
com (f(v))? = ®(v) - 14, V v € V, existe um tnico K-homomorfismo de algebras,

f:CUV,®) — A, que faz o seguinte diagrama

v =2, v, @)

-
Vf
¥
A

comutar.

E natural agora nos assegurarmos que a algebra de Clifford existe e em que sentido

¢é Unica para cada espaco vetorial e forma quadratica a este associada:

Proposicao 1.5. FExiste uma K-dlgebra associativa satisfazendo a defini¢ao que €
inica a menos de isomorfismos, ou seja, se CL(V,®) com jo : V. — CI(V,®) ¢ outra
dlgebra de Clifford associada ao espago V' e a forma ®, existe um unico isomorfismo de
K-dlgebras, ¢ : CL(V,®) — CI(V, ®), tal que

Yoip = jo.
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Demonstragao: Dado o K-espago vetorial V', consideremos sua élgebra tensorial T7'(V),
e seja Z C T(V) o ideal gerado por {v®@v —®(v)-1; v € V}. Afirmamos que a K-algebra
procurada é T'(V')/Z juntamente com ig := moiq, onde i; : V' — T'(V) é a injegdo natural
obtida na constru¢ao da T'(V) e w : T(V') — T(V)/Z ¢é a aplicagao quociente. Com efeito,
temos que

i) ip(v))? = (7(11(v)))* = (v +I)* = W+ 1)@ (v+I) =v@v+I=2() lrwyz,

para todo v € V, uma vez que nesse caso v @ v = ®(v) - 1.

ii) Para toda K-algebra A e toda aplicagao linear f : V — A com (f(v))? = ®(v) - 1,
YV v € V, como pela propriedade universal da algebra tensorial, defini¢ao 1.3}, existe

um tnico K-homomorfismo de algebras, f : T(V) — A tal que
f 01 = f7
obtemos, da propriedade universal do quociente, um tnico K-homomorfismo de

algebras, f: T(V)/Z — A tal que

ou seja,

I

Portanto, CI(V,®) := T(V)/Z é uma algebra de Clifford associada ao espago vetorial V'
e a forma ®.

Agora, para mostramos a unicidade, se C1(V, ®) com jg : V — CI(V,®) ¢ outra algebra
de Clifford associada a V' e ®, da definicgao, temos

v -2 Clv, o)

Da mesma forma para Cl(V, ®), segue que

v =2, v, @)
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Consequentemente,
V ——CU(V, D)
o idJl’yoa (yoo)ojo=70(00jo) =70le = jo,

cuv,e)

vV —25 0V, @)
i z’d“UO’Y (cov)oig =00(y0iep) =00 jp =is.

CI(V, D)
Logo, por unicidade da aplicacao identidade, temos que id@(wp) = o0 eidoyyv,e) = 007,
donde fazendo 1 := v temos o isomorfismo desejado, concluindo a demonstracao. ]
Diferente dessa abordagem, na linha de Gallier [9] e Atiyah, Bott e Shapiro [1],
alguns autores, como Lawson e Michelsohn [14], definem as algebras de Clifford tomando

o ideal Z gerado por {v @ v+ ®(v) - 1jv € V,1 € K = V®}.

Sendo isso o mesmo que a aplicagao i¢, chamada de aplicacao estrutural, satisfazer
(ig(v))? = —®(v) - 1, pois, como veremos posteriormente, esta ¢ uma inclusao, observa-se

uma equivaléncia entre tais abordagens, ja que podemos tomar ® := —®. Destacando,

como segue, sua dependéncia a forma quadratica.
Exemplo 1.6. Sejam V = R e p(z,y) = —xy para z,y € R. Entao ®(x) = —z% e
definindo i¢ : R — C por

T+
temos que,
i) (ip(2))? = (ir)? = —2® = ®(x) - 1;

ii) Sendo f : R — A qualquer aplicagio linear em uma R-dlgebra A tal que (f(z))? =
O(x) - 14, segue que f(z) = x - f(1) e a®> = ®(1) - 14 = —14, fazendo f(1) = a.
Assim definimos f : C — A por

flx+iy)=x-1a+y-a, x,y € R,

donde obtemos,

flia(x)) = fliz) =0-1la+a-a=1z- f(1) = f(z).

Logo, CI(R, —2?%) = C.
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Exemplo 1.7. Sejam V =R e p(z,y) = zy para z,y € R. Entdao ®(z) = 2% e definindo
g : R - R& R tal que
ie(1) = (0,1)
temos que,
i) (is(x))? = (v -is(1))* = 22(1,0) = ®(x) - 1, observando que a multiplicagio em
R&R é (a,b) - (¢,d) = (ac+ bd,ad + be), a,b,c,d € R e a unidade é (1,0);
ii) Sendo f : R — A qualquer aplicagdo linear em uma R-algebra A tal que (f(z))? =
O (z) - 14, segue que f(z) =z f(1) e a®> = ®(1)-14 = 14, fazendo f(1) = a. Assim
definimos f : R@® R — A por

f($7y):$'1A+y'aa [L’,yER,
donde obtemos,
Tlia(2)) =2 - Flia(1) =2 F(0,1) =z -a=z- [(1) = ().

Portanto, C1(R, z*) = R & R.

Pode-se mostrar que CI(R, z?) com jg : R — A, onde A := R? com multiplicagao
(a,b)(c,d) = (ac,bd), a,b,c,d € R, também é uma algebra de Clifford associada a R e a
®, assim ¢ : R® R — A dada por

(170) = (17 1) € (07 1) = (17 _1)
¢ um isomorfismo de algebras e temos que ¢ (ip) = jo.

Exemplo 1.8. Sejam V =R e p(z,y) =0 paraz,y € V. Entdo & = 0 e assim o ideal Z é
gerado por {z®x;x € R}. Logo, a algebra de Clifford associada a R e a forma quadratica
nula e ¢ a algebra exterior de R, A(R) ([12], pag. 524). Logo, CI(R,0) = A(R).

Exemplo 1.9. Generalizando os exemplos anteriores, sejam V = K e ¢(z,y) = dzy para
z,y € Kealgum d € K. Entao ®(x) = dz?, donde temos Z gerado por {xr @z —d-1g;x €
K}. Portanto, sabendo que T(K) ~ K[X], CI(K, dz?) = K[X]/ (X? — d).

Exemplo 1.10. Sejam V = R? e p(z,y) = —21y1 — T2y para = = (21,72), ¥y = (y1,42) €
R2. Entao ®(r) = —x1%> — 25% e definindo ip : R?* — H, onde H denota a algebra dos
quatérnios, tal que

ip(x) = 10 + x0]

temos que,
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= (210 + 227)® = —2? — 23 = ®(x) - 1, observando que em H tem-se

i) (is(z))
2=k2=—1eij=k, ji = —k;

2

2= 42—

ii) Sendo f : R* — A qualquer aplicagao linear em uma R-algebra A tal que (f(z))? =
B (x)-14, segue que f(x) = x1-f(1,0)+x9-f(0,1) e a® = f(1,0)2 = &(1,0)-14 = —1y4,
b? = f(0,1)> = ®(0,1)-14 = —14, fazendo f(1,0) = ae f(0,1) = b. Assim definimos
f:H — A por

f(t+t1i+t2j+t3k‘) :t-1A+t1-a+t2-b+t3~ab, t,t1,t9,13 ER,

donde obtemos,

flio(x)) = f(@1i+ x2)) =21 - a+ 32 - b= f(x).

Portanto, CI1(R? —z? — 22) = H.

Agora para mostrarmos a injetividade da aplicagao estrutural, que mencionamos
anteriormente, simplificando a notagao com a identificagao ig(V) = V, precisamos con-
hecer um pouco mais dessas algebras. Comecemos observando que a imagem da aplicagao
estrutural, ig, gera Cl(V, ).

Para isso denotamos por A := (Im ip) a subalgebra gerada por tal imagem e
consideramos a aplicacio ig : V — A. Como ig(v)2 = ®(v) - 1, da definicio , existe
um tnico homomorfismo de algebras f : CI1(V,®) — A tal que

foip=1is.

Por outro lado, tomando-se a inclusao j : A — CI(V, ®) temos que

jOoilp =1gp.
Consequentemente,
(jof)ois=jo(fois)=jois=is,
e ja que id o ig = ig, por unicidade da aplicagao identidade, j o f = id, donde j é
sobrejetiva. Portanto, (Im ig) = CI(V, ®).
Dessa forma, se z € Cl(V, ®), entdo

xr = Z )\tl,tz ..... tmicp(’Ul)tll'q)(’Ug)tQ . i@(vm)tm (11)

onde \; € K e v; € V, sujeito as relagoes:
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devido a identidade polar, para u,v € V', quando a caracteristica de K é diferente de 2.
Com isso podemos mostrar a seguinte proposicao, também importante para a

definicao dos spinores na proxima secao.

Proposicao 1.11. Seja V' qualquer K-espago vetorial associado a forma quadrdtica .
Eziste um unico automorfismo, o : CL(V, ®) — CIU(V, ®), tal que

aoa=1id e a(ie(v)) = —ie(v), VoeV.

Demonstracao: Considerando ag : V' — CI(V,®) dada por apg(v) = —ie(v), vemos
que esta ¢ linear e (ap(v))? = (—ip(v))? = ip(v)? = ®(v) - 1. Assim, pela propriedade
universal das algebras de Clifford, conforme defini¢ao [1.4] existe um tnico homomorfismo
de algebras, o : CU(V,P) — Cl(V, ®), tal que

a0y = Qp,
isto é,
alig(v)) = —ig(v), velV.
E para z € Cl(V, D), de (L.1]), temos que
_ . t1 - to ; tm
(@) =) Mytgrtm @(ia (1) alie(v2)) . alio(vm))™,

donde,

a(2) = Y Mytarent (i (1)) (=i (02)) - (i (00))"™, vieV

obtendo o o o = 1d e, consequentemente, a bijetividade desta. [

O automorfismo « é chamado automorfismo canénico. Usando-o podemos decom-

por a algebra de Clifford em uma soma direta de dois subespagos,
ClI(V,®) = CI°(V,®) @ CI(V, ®),

onde Cl'(V,®) = {z € CI(V,®);a(x) = (—1)'z, para i = 0,1} e z é dito elemento
homogéneo de grau i. Como podemos ver que CI{(V,®) - ClI(V,®) C CI*H md 2(V, ®),
mostra-se que CI(V, ®) é uma dlgebra Zs-graduada ou uma super dlgebra.

Agora observemos que isso nos permite falar na construcao da algebra chamada
produto tensorial Zo-graduada ou super produto tensorial, que de modo geral, se A e B
sdo algebras Zo-graduadas, definimos o super produto tensorial ARB da seguinte forma:

como espaco vetorial é o produto tensorial A ® B e a multiplicacao é dada por
(a ® b) . (a/ ® b/) _ (_1)grau(b)g7‘au(a’)<aa/) ® (bb/),

com a,a’ € Aeb, b € B elementos homogéneos.
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Além disso, A®B é uma algebra Zo-graduada. De fato ARB = (ARB)° @ (ARB),
onde (ARB)? = (A°®@ B®) @ (A' @ BY) e (ARB)! = (A' @ B°) @ (A° ® B'). Permitindo
afirmar que, se V = V; @ V5 é uma decomposicao ortogonal de um K-espaco vetorial V'
associado a forma ®, ®(vy + vy) = ®1(v1) + P2(v2), onde & = By, Py = Dy, v € Vi e

vy € V5, existe um isomorfismo natural de algebras de Clifford,
CUV,®) = CU(Vi, &1)RCI(Vy, §y). (1.2)

Fato que podemos provar considerando a aplicacio f : V — CI(Vy, ®1)RC1(Va, y)
dada por
J) =11 ®14+1® vy,

v = v; + vy, e usando a propriedade universal das algebras de Clifford para obter o

isomorfismo, cuja inversa seria dada por
u®@w = y(u)(w),

onde u € Cl(Vy,®q), w € Cl(Vay, Py), v e 1 sdo também obtidas pela propriedade universal
das algebras de Clifford através da aplicacao V3 — Vi @ Vo — CI(V,®), bem como da
aplicacao Vo — V) @ Vo — CIU(V, ®), respectivamente ([14], pag. 11, [B], pag, 57).

Com isso mostremos a injetividade da aplicagao estrutural e também que se a
dimensao de V' é finita e {ey,...,e,} for uma base ortogonal de V' com respeito a @, o
produto ej ej, .. .¢€;

L com 1 <j; <jo <...<jr <n, juntamente com 1, é uma base de

Cl(V,®), cuja dimensao é 2".
Proposicao 1.12. A aplicagao estrutural, ie : V — CIU(V, ®), € injetiva.

Demonstragao: Se a forma bilinear associada a ® for nula, ¢ = 0, observando que
o exemplo vale para qualquer V, Cl(V,®) = A(V), entdo ig € injetiva, visto que
Z C @ Ve, implica que a aplicagdo quociente, 7 : T(V) — T(V)/Z := A(V), restrita a

n>2
V@l & injetiva ([12], pag. 524) e ip = w01y = 7|yer, onde 4y : VT — T(V).
Se a forma bilinear ¢ é ndo degenerada, ou seja, se v € V' e (v, w) = 0 para todo w € V,

entao v = 0, temos que se x € kerig, para y € V, segue que

0 =ig(2)ia(y) +is(y)is(z) = 20(z,y) - 1,

donde z = 0.

Se a forma bilinear é qualquer, podemos escrever V = Vj & Vi, onde V € o espaco nulo,
Voi={veV; pv,w)=0, VweV}

e V] é o espago complementar de V.

Observemos que ¢y, xy; associada a ®; := ®|y; é nao degenerada. Com efeito, se v; € V] e
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@(v1,v) = 0, para todo v € Vi, temos que p(vy, w) = p(v1, wo) + (v, W), W = we+w; €
V, wy € Vo, wy € Vi, implicando, ¢(v;,w) = 0 para todo w € V, logo v; € V), mas como
Vo N Vi = {0}, tem-se v; = 0.

Portanto, pelo que mostramos anteriormente, a aplicagao estrutural da algebra de Clifford
associada a Vi e @1, i, : Vi — Cl(V}, @), é injetiva.
Consideremos assim, a aplicacao

1o,

US|

Cl(‘/h ®1>

ViV Vi

onde m; : V — V] é a aplicacao projecao. Entao,
U1(v)? = Pi(v1) - 1= B(v) - 1,

ja que ®(v) = (vg + v1,v0 + v1) = @(v1,01) = P1(v1).

Definamos
YV — AV)RCIU(V, @)
v () @1+ 1Y (v),
onde my : V' — Vj é aplicagao projecao. E notemos que
Y(©)? = m(v)* @ 1+ mo(v) @ Y1(v) = mo(v) @1 (v) + 1@ Y1 (v)* = B(v) - 1,

pois a(m(v)) = a(vg) = —vg = —m(v) e a(P1(v)) = —ie(m(v)) = —11(v), donde
grau(y(v)) = grau(m(v)) = 1.

Logo, pela propriedade universal das algebras de Clifford, definigao [I.4] existe um tnico
homomorfismo de algebras f : CL(V,®) — A(V)RCI(V;, ®;), tal que

fois =1

Como ) é injetiva, pois ¢ (v) = 0, implica mo(v) = 0 e ¢ (v) = 0, donde sendo i, injetiva,
v = 0, segue que i¢ € injetiva como queriamos mostrar. [

Assim, CI(V,®) é nao nula e pode ser vista como uma algebra gerada por V.
Donde se z € CI(V, ®), de (1.1)), tem-se

o t1 .to t
T = E Ayt it V1 07 - U

onde \; € Kewv; €V, com

u-v4v-u=2p(u,v)-1

para u,v € V, quando a caracteristica de K é diferente de 2.
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Proposicao 1.13. Seja {ey,es,...,e,} uma base ortogonal de um K-espago vetorial V
com respeito a @, entdo a dlgebra CI1(V, @) tem base dada pelos produtos ej ej, . . . ej, , onde

1 <7 <...<Jjr <n, juntamente com 1, isto €, dim Cl1(V,d) = 2".

Demonstragéo Como (eq,es,...,e,) é ortogonal, V' admlte uma decomposicao orto-

gonal, V = @Kel, onde ®(v) = Z A\v? para todo v = Z vie; €V, N, v; € K ([10], pag.
=1

65). Assim, Sendo Vi =Ke; e , ( ) = \vZ, por (1.2), temos que
CUV,®) = Cl(Key, ®))® ... 2CI(Ke,, ®,,).

Como do exemplo [1.9] obtemos que Cl(Ke;, ®;) = K[X]/ (X? — \;), temos que cada fator
do lado direito desse isomorfismo tem dimensao igual a 2. Portanto, ja que como espaco
vetorial ¢ um produto tensorial, a dimensao de CI(V,®) é 2™.

Dessa forma, sendo {1,ej,e;, ...e;, } um conjunto gerador como espaco vetorial com 2"
elementos, onde 1 < j; < ... < jp < n, é necessariamente uma base de CI(V,®), como

desejamos mostrar. [

Para finalizar a secao, vejamos que as algebras de Clifford tem um antiautomor-

fismo, ou seja, uma aplicacao linear bijetiva em CI(V, @) satisfazendo t(x-y) = t(y) - t(z).

Proposicao 1.14. Seja V um K-espago vetorial associado a forma quadrdtica ®. Entao

existe um unico antiautomorfismo, t : ClI(V,®) — CI(V, ®), tal que
tot=id, t(z-y)=t(y)- t(z) e tv) =wv
para todov € V e x,y € Cl(V, D).
Demonstracao: Consideremos a involugao J : (V) — T'(V) dada por
VIX...0 U, — 1V X... 01

estendendo por linearidade.
Observemos que Z C ker(m o J), onde 7 é a aplicagdo quociente e Z é como na prova da

proposigao [I.5] Com efeito,
noJv@v—o(w)-1)=rm(v®v—d(v)-1)=0.

Consequentemente, pela propriedade universal do quociente, existe um tnico homomor-
fismo ¢ : Cl(V,®) — CI(V, D), tal que

TV)—LT(V)— T ClV, ®)

T tomr=Jom.

T(V)/T

Portanto,
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i) t(v) = tlie(v)) = tom(ir(v)) = Jom(ir(v)) = J(v) = v;

ii) Como 7 ¢ sobrejetiva, dados z,y € CI(V, ®), existem 2/, y' € T'(V) tais que m(2') = x
en(y) =y. Dait(z-y) =tn(x)n(y)) =ton(z'-y) = Jon(a'-y) = J(z-y) =
y-x=Jy)J(x) = J(r(y)n(z)) = tly)t(x);

iii) Como J o J =id, donde t o J(J om) =t om, implicando t o J(tom) =t om, e por

unicidade da identidade, ¢ o J = id, temos que tot(x) =to Jomw(z') = nw(a') = x.

e assim ¢ é um antiautomorfismo como queriamos mostrar. ]

Assim podemos, como segue, conhecer o conceito algébrico que estd no cerne da

teoria de Geometria Spin.

1.2 Os grupos Spinores

Como o titulo da segao indica, precisamos relacionar as algebras CI(V, ®) com o

conceito de grupo. Para isso, consideremos o grupo multiplicativo das unidades na algebra

de Clifford, isto é,
Cl*(V,®):={z € Cl(V®); 321 € CI(V®) tal que v 'x =z~ ' = 1}.

Assim, como C1*(V, ®) contém os vetores v € V tal que ®(v) # 0, pois v? = ®(v)-1,
tomemos o subgrupo de Cl*(V, ®) gerado pelos elementos v € V' com ®(v) # 0, denotando

por P(V,®). A parti dai, podemos especificar os grupos spinores:

Definicao 1.15. O grupo Pin associado ao K-espago vetorial V e a ®, denotado por
Pin(V,®), é o subgrupo

P(V,®):=({veV; &) ==£1}).
E o grupo Spin associado a V e a @, é dado por
Spin(V, ®) := Pin(V,®) N CI°(V, ®).

Observemos que Spin(V,®) é realmente um grupo, pois como = € Pin(V,®),
restaria mostrar que x= € CI°(V, ®), e isso é possivel ja que a(z™!) = a(z)'.

Porém, nosso trabalho se desenvolve focando as algebras de Clifford associadas a
certos espagos vetoriais de dimensao finita, e assim passaremos a obter uma definicao de

tais grupos nesse contexto.

Defini¢ao 1.16. Um antiautomorfismo na algebra de Clifford, —: Cl(V,®) — CI(V, ),

dado por T :=t o a(z) é dito conjugagao.
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Aproveitemos para observar que t o o« = a o t, isso porque sendo a dimV < oo,
da proposicao [1.13] 1, ejej,...¢€j, com 1 < j; < ... < jp < n, formam uma base em
Cl(V,®), donde

tejes - €)= €j€j—1--- €

_ k
alejej, - - -€5,) = (—=1)7¢j €4, - €.
De posse da conjugacao, definimos uma outra aplicacao que chamamos norma,

N : Cl(V,®) — Cl(V,®), dada por

onde N(ej e, ...€;) = (—=1)*®(e; )P (ej,) ... (e, ), pelo mesmo argumento do pardgrafo

anterior e ja que €j,¢5, ... €5, = (—1)*ej €1 ... €;,.

Definicao 1.17. Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita. O grupo Clifford
da forma quadratica ®, denotado por I'(V,®), é o subgrupo formado pelos elementos
x € ClI*(V,®) para o qual

a(ryvrt €V, YveV.

Como a aplicagdo p, : V — V, dada por p,(v) = a(x)vz™!, ¢ linear e injetiva
para cada x € I'(V, ®), devido a dim V' < oo, é bijetiva. Assim a inversa existe e ¢ dada
por p;1(v) = a(z vz, lembrando que o é um automorfismo. Donde, 27! € T(V, ®),
permitindo mostrar que xy~! € T'(V, @), para z,y € I'(V, ®), e concluir que I'(V, ®) é um
subgrupo das unidades da algebra de Clifford.

Além disso, podemos ver que se v € V e ®(v) # 0 a aplicagdo p, tem uma

interpretacao geométrica como segue:

Proposicao 1.18. Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita e ® uma forma

quadrdtica. Se w € V e ®(w) # 0, entdo a aplica¢io p, : V — V dada por
v = a(w)vw !

€ a reflexao sobre o hiperplano H ortogonal ao vetor w.

Demonstragao: Ja que w? = ®(w) - 1 segue que w1 = ) © daf
pw(v) = a(w)vw™ = —wvﬁ = (vw — 2p(v,w) - 1)%
(v, w)
—p 9o\
v (0] w,

para todo v € V. Portanto, sendo essa ultima igualdade a definicao da reflexao s,, sobre

o hiperplano H := {v € V; ¢(v,w) = 0} ortogonal ao vetor w, segue o desejado. [ |
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G

Figura 1.1: p, quando V = R?

Ja vimos na definigao [L.15] no inicio da secao, a caracterizacao geral dos grupos
spinores, teremos agora uma definicao equivalente, importante ao presente trabalho, que

os caracteriza quando a dimensao de V' é finita, como ja mencionado antes.

Definicao 1.19. O grupo Pin associado a um K-espago vetorial de dimensao finita V'
e a uma forma quadratica ® nao degenerada, isto é, se ¢ é a forma bilinear simétrica
associada a ® e p(v,w) = 0 para todo w € V, entao v = 0, denotado por Pin(V,®), é o
subgrupo

Pin(V,®) :={z € T'(V,®); N(z) = £1}

E o grupo Spin associado a V' e ®, é dado por
Spin(V,®) := Pin(V,®) N CI°(V, ®).

Para mostrarmos tal equivaléncia vejamos que associado ao grupo Clifford, temos
uma importante aplicagdo chamada por Atiyah, Bott e Shapiro ([I], pag. 7) de represen-

tacao adjunta torcida,

p:T(V,®) - GL(V)
r = p V=V

v pa(v) = a(z)oa,

que esta bem definida, como podemos ver no paragrafo posterior a definicao [1.17, cujo

contradominio é o Grupo Linear Geral de V,
GL(V):={T:V — V; T ¢ um K-isomorfismo linear},
e com a qual temos os seguinte resultados:

Lema 1.20. Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita e ® uma forma quadrdtica
nao degenerada. O nicleo da aplicagcdo p € o grupo multiplicativo, K* - 1, dos maltiplos
nao nulos da identidade de CI(V, ®).
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Demonstragao: Como ® é nao degenerada, escolhamos uma base {ey,...,e,} de V tal
que ®(e;) # 0, para todo j, e ¢(e;, e;) = 0, para todo i # j. Se x € ker p, entao p, = id,
donde,

alr)vet = v = a(x)v = vz, VvelV.

Observemos que, como CI(V,®) = CI°(V,®) & CI*(V,®), podemos escrever x = xy + T,
onde 7y € CI°%(V,®) e 1 € CIN(V,®). Assim, de a(xg + x1)v = v(zo + 21), temos

—T10 + Tov = VT + VT, € Vvisto que v € CIH(V, D), segue-se,
TV =—vr1 e VTog=2x9v, VvEV (1.3)

Além disso, da proposicao podemos escrever xy e x; como combinacoes lineares
de ej,...ej,, 1 < ji < ... < jr < n. Dessa forma, usando sucessivamente eje; =
—ee; + 290(63-,62-), conseguimos expressar rp como x; = aj + ejag, onde a; e ag sao
combinacoes lineares de e, ...ej, para j; # 1. O mesmo acontece para .

Notemos que a; € CINV,®) e ay € CI°(V,®), pois —z; = ala;) — eja(ap), e assim
—ay — ejag = afay) — era(ag). E para v = e; em , tem-se

2 2 2
a1e1 + e1ape1 = —e1a1 — €1Go = —e1aq + €100 = —€1a1 — €1Qg
= elag =0, como ®(e;) # 0,

= ap=0.

Logo, x1 = ay, e com isso nao tem e; em sua expressao. Podendo expressar x; = a; =
bo+esby1, e assim indutivamente, em seguida fazendo esse mesmos procedimento, chegamos
que rp nao tem e, ...,e, em sua expressao, ou seja, ¢ gerado apenas por 1. Com isso,
x; € CI°(V,®), mas vimos que z; € CI*(V, ®), portanto, x; = 0.

Analogamente, mostramos que xy = t-1,t € K. E concluimos, z = t-1, e como z € I'(V, @),

x # 0, o que completa a demonstragao. [ ]

Proposicao 1.21. Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao finita ¢ ® uma forma

quadrdtica nao degenerada. Se x € I'(V,®), entao N(x) € K* - 1.

Demonstragao: Notemos inicialmente que « e t induzem, respectivamente, um auto-
morfismo e um antiautomorfismo em I'(V, ®), ja que a(a(x))va(r)™ = —a(a(z)vz™?) =
a(z)vz~ € V e, analogamente, o(t(z))vt(x™') € V, para todo z € T(V,®) e v € V.
Assim, se z € ['(V, @), tem-se

-1 t(z) tot(a(x)) = a(z)vz™!

4

t(a(z)vz™") = alz)vx
=  v=t@)a(@)vr taz))?

= v=oalaot(x)r)v(aot(r)r) ",
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donde, Tz € ker p. Como T = a(t(x)) € ['(V, @), segue que N(x) = 2T = aot(aot(x))ao
t(x)) =TT € ker p, que pelo lema anterior mostra o desejado. [ |

Corolario 1.22. A norma restrita ao grupo T'(V,®), N : T'(V,®) — K* - 1, € um homo-
morfismo e N(a(x)) = N(x) para todo z € I'(V, D).

Demonstragao: Vejamos que para x,y € I'(V, ®), pela proposi¢ao anterior, tem-se

N(zy) = zyzy = zyt o a(zy) = zyt o a(y)t o a(x) = zN(y)T = N(z)N(y).

Da mesma forma,

Para o proximo corolario precisamos do seguinte resultado, conhecido como teo-
rema de Cartan-Dieudonné, cuja demonstracao omitiremos, mas pode ser vista em Bour-

baki ([3], pag. 97, proposigao 5).

Teorema 1.23. Seja V' um K-espago vetorial de dimensao finita e ® uma forma quadrdtica
nao degenerada. Todo elemento do grupo ortogonal, f € O(V,®), pode ser escrito como

o produto de k reflexoes,

f=s10...085,

onde k < dimV e O(V,®) ={T € GL(V); ®(Tv) = ®(v), Vv e V}.

Corolario 1.24. A imagem da representacao adjunta torcida € o grupo das aplicagoes
ortogonais, ou seja, p(I'(V,®)) = O(V, D).

Demonstragao: Observemos que se x € I'(V,®) e v € V, com ®(v) # 0, pelo corolario

anterior,
N(p.(v)) = N(a(z)ve ') = N(z)N@w)N(z) ' = N(v), VveVexec(V,®),

donde, ®(p,(v)) = ®(v), mostrando que p, € O(V, P).

Agora, se f € O(V,®), como ® é nao degenerada, pelo teorema de Cartan-Dieudonné,
f=s10...08.

Também por & ser ndo degenerada, V' := {v € V; ®(v) # 0} é ndo vazio, e pela
proposicao|l.18} tem-se V' C I'(V, ®). Assim podemos considerar o vetor nao nulo w; C V’

ortogonal ao hiperplano sobre o qual esta definido s;, obtendo

p(w;) = s;.
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Consequentemente, notando que para xy,...,x, € Cl(V,®) tem-se

Py, (V) = alwy . v(my . 2,) = pyy 0. 0, (V), YU EV,

segue que
f = Pwi..wy, Wy € F(Vv (I))a

concluindo a demonstragao. ]

Observagao 1.25. Assim temos a seguinte sequéncia exata:

] — K 1TV, 0) 50, 0)— 1

Agora podemos ver a equivaléncia entre as defini¢Ges e Para isso de-
notemos o conjunto Pin(V, ®) na defini¢ao por

Gve :={re(V.?); N(z)==£1}

e observemos que este ¢ um grupo, ja que ¢ é nao degenerada e, do corolario |1.22]
a norma no grupo Clifford é um homomorfismo. Assim basta vermos primeiro que o

conjunto gerador
V'={veV; &) ==+1}

do grupo Pin(V,®) esta contido em Gye. Com efeito, se v € V", tem-se v™' = +v e
a(v)wv™ = +w F 2p(w, v)v, para todo w € V, donde V' C T'(V,®) e como N(v) =
—v? = 41, segue que V” C Gy, e portanto, Pin(V,®) C Gy..

Para a outra inclusao, se x € Gy, entdo z € I'(V, @), e da prova do corolario

anterior, existem w; € I'(V, ®) com ®(w,) # 0 tais que

p(l') = pwl.,.wka
dai,

plrwit . w ) =id = zwy' . ow, ! € kerp

= r=Awy...wg, A€ K, A#DO.

Como N(z) = £1 segue que A = +1 e ®(w;) = —N(w;) = £1. Portanto, obtemos que
Gvae C Pin(V, D).

Assim, temos a equivaléncia desejada e destaquemos que é crucial a forma quadratica
® ser nao degenerada, visto a necessidade do ker p ser igual a K* - 1. O que nao acontece
quando a forma ¢ degenerada. No exemplo[1.8] onde a forma é degenerada, 14-e;e5 € ker p,
jaque (1+e1en)™ =1 —ereg, mas 1 +ejen ¢ K- 1.
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Exemplo 1.26. Quando V = R e ®(z) = —z? temos que CI(R,®) = C, conforme o
exemplo [I.6] Assim, como a aplicagao estrutural é injetiva, identificamos R com Ri, dai

a(bi) = —bi, e consequentemente,

R L a—bi , ,
'R, @) ={a+bicC ;(a—bz)vmeRz, Vv e RiabeR}

={a+bieC5b=00ua=0 ab eR}
— CI°(R, ®) U CI°(R, ®)i,

donde,
Pin(R,®) = {a+bi e T(R,®);a® +b* =1} = {—1,1, —i,i}
e
Spin(R, ®) = {a+bi € Pin(R,®);a(a + bi) =a+bi} ={-1,1},
isto é,

Pin(R, ®) ~ Z,4 e Spin(R, ®) ~ Z,.

Figura 1.2: Pin(R, ®)

Exemplo 1.27. Quando V = R e ®(z) = 22 temos que CIl(R,®) = R & R, conforme o
exemplo . Assim, identificamos R com R¢, onde & = (0, 1). Dessa forma o automorfismo

canonico «(0,b) = —(0,b), e consequentemente,

a b

_a2’b2_a2)

I'(R,®) = {(a,b) € (R®R);(a, —b)vﬁ(—b2 e RE Vo eRE a,beR}Y

={(a,b) e R®R);b=00ua=0 a,b, e R}
= CI°(R,®) UCI°(R, ®)¢,

E, ja que N(a,b) = (a,b)(a, —b) = (a®* — b?) - 1, temos

Pin(R, ®) = {(a,b) € T(R, ®);a* — b* = £1} = {(~1,0),(1,0),(0,1), (0, —1)}
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onde a ordem de seus elementos é dois, e
szn(R> (I)) = {(CL, b) € PZ”(Rv (I))v (a7 _b) = (CL, b)} = {(_L O)a (17 0)}7

isto é,
Pin(R,®) = ZyxZy e  Spin(R,®)~ Zs.

/ [ \

Figura 1.3: Pin(R, ®)

Assim, finalizamos a se¢ao obtendo que a representacdo adjunta torcida restrita aos
grupos Pin(V, ®) e Spin(V, ®) sdo homomorfismos sobrejetivos, respectivamente, sobre o

grupo ortogonal, O(V, ®), e o grupo ortogonal especial,
SOV, @) ={T € O(V,®); det(T) = 1}.

caracteristica fundamental para o ultimo capitulo desse trabalho, que nos permite, como
veremos, mostrar que tais grupos sao recobrimentos duplos. Conceito este utilizado para
abordar a estrutura das variedades spins de modo topologicamente equivalente a como

sao definidas, contudo mais ricamente ([14], pag. 5).

Teorema 1.28. As restrigoes de p aos grupos spinores, p : Pin(V,®) — O(V,®) e
p: Spin(V,®) — SOV, ®), sao homomorfismos sobrejetivos de grupos.

Demonstragao: Como do corolério temos que p(I'(V, ®)) = O(V, ®), na demons-

tragao deste podemos tomar w; unitéario, u; = e obtemos que uy ... u; € Pin(V, ®),

wj
|®(w;)]?

pois N(u;) = £1, e assim, para qualquer f € O(V, ®),

f = pul...uky

mostrando a sobrejetividade de p|pin(v,a)-
Agora, suponhamos por absurdo que p(Spin(V, ®)) # SO(V,®). Entdo existe uma f €
OV, ®)\SO(V, @) tal que p, = f para algum x € Spin(V, ®).
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Notemos que escolhendo uma base {ey,...,e,} de V com v = ey e p(v,e;) = 0 para j > 2,

tem-se p,(e1) = —eq e py(ej) =¢€;, j > 2. Com isso o det p, = —1, e consequentemente,
SO(V,®) = {s;0...0s; k & par}.

Dai, f pode ser escrita como [ = pu;.wy s> € ASSIN Puy wop,, = Pz, O que implica
27wy .. Wy € K* - 1, pelo lema [1.20]

Dessa forma, para algum \ € K*,

1 1
T= WL ok = alz) = on(wl) oo a(Wog1)
1
= a(z) = X(—l)%*lwl o Wopy1 = — T,

o que é absurdo, pois z € Spin(V,®). Portanto, p : Spin(V,®) — SO(V,P) é também
sobrejetiva. [ ]

Assim, como ja conhecemos os grupos spinores, podemos passar as representacoes
das algebras de Clifford, representagoes estas importantes em Geometria Spin, como fare-

mos no proximo capitulo.



Capitulo 2

As classificacoes e representacoes das
algebras de Clifford

Aqui, se considerarmos que o leitor tenha conhecimentos em teoria das variedades
ou um consulta ao apéndice, como ja vimos a definicao dos grupos spinores, deveremos
seguir buscando compreender as representacoes.

Dessa forma, o presente capitulo se estrutura com tal finalidade. Iniciando com
as algebras de Clifford associadas ao espago vetorial R", passando, na se¢ao seguinte, as

representagoes de modo geral, mas com foco nas representacoes dessas algebras.

2.1 As algebras de Clifford associadas a R"

Seria oportuno detalharmos melhor o motivo de foco em um caso particular das
algebras de Clifford. Esse estd nas representacoes dessas algebras restritas aos grupos
spinores, conceito que veremos na préxima secao, nao serem induzidas de representacoes
dos grupos ortogonais ou ortogonais especiais ([14], pag. 21).

E isso é importancia, pois o modo de abordar a estrutura spin das variedades spin,
utilizando levantamento, estd relacionado com tais representagoes, que por nao serem
induzidas como citado, geram novas construgoes, inexistentes sobre variedades gerais,
mesmo quando se refina a estrutura das variedades diferenciais passando as variedades
spin, sem abordar-la assim ([14], pag. 5).

Entao, iniciemos considerando V' como um R-espaco vetorial n-dimensional, e

supondo que a forma quadratica ® seja nao degenerada em V. Com isso, podemos escolher

uma base {ey,...,e,} para V, conforme Garling ([I0], pag. 64), de forma que
Dla)=af+.. . +ad—al —...— 2o,

onde p+ ¢ =ne 0 <p <n. Denotamos por ®,, a forma quadratica correspondente ao

par (p, q), chamado de assinatura de ®,,,.

25
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As dlgebras de Clifford associadas as formas quadraticas que tém essa assinatura
recebem, consequentemente, a notagao Cl,,, seus grupos Clifford, I, ,, bem como seus
grupos spinores, pin, , € spin,,. Também os grupos ortogonais e ortogonais especiais sao
convencionalmente escritos como O, € SO, ,.

Quando p = 0 obtemos casos que sao importantes para o presente trabalho, cuja

notacao é Cl,, isto é,
P, (2)=—2"—...—22, Ve eER"e Nx)=a]+...+22, Vo T, (2.1)

mostrando que a aplicagao norma é sempre nao negativa para tais algebras reais e per-
mitindo definir os grupos pin,, e spin, também da seguinte forma, como fazem Atiyah,
Bott e Shapiro ([I], pag. 8), sendo esta exatamente a defini¢ao em tais algebras:

Definicao 2.1. Pin, é o nucleo de N : ', — R* -1, paran > 1, e Spin, é o subgrupo

de Pin, que é imagem inversa de SO, sobre p : Pin,, — O,, paran > 1.

Lembremos que alguns autores, por exemplo, Lawson e Michelsohn [14], definem
as algebras de Clifford com (ig(v))? = —®(v) - 1, assim suas Cl,, sao nossas Cl,, 5. Mas o
trabalho ¢é similar, ja que h& apenas uma inversao de sinal no decorrer das demonstragoes.
Uma classificagao dessas algebras é obtida a partir dos seguintes teoremas, onde o

segundo ¢é dito o teorema da 8-periodicidade devidos a Elie Cartan e Raoul Bott.

Teorema 2.2. Os R-isomorfismos de dlgebras

Cln,O & Clog = Cl(]’n+2 (22)
Clom ® Cl270 = Oln_,_Q,o (23)
Clyy ® Clyy = Clypr g1 (2.4)

existem para todo n,p,q > 0.

Demonstracao: Como o procedimento ¢ similar para os trés isomorfismos (ver [14],

pag. 26), fagamos o (2.4). Assim, escolhamos {ej,...,€pt1,€1,...,6,41} uma base or-

togonal para RFF7™2 tal que ®,y1441(e;) = 1 e Ppr101(e;) = —1, V i,j. Entao seja
{el,...,e, €l ... e,} uma base para R — Cl, 4 e {€], e} uma base para R* — Cly ;.

Dessa forma, definamos f : RPT4+2 — ([, , @ Cly 1 estendendo linearmente

fx)=z@€le], x e RPT flepr) =1®¢e] e flegr1) =1®e¢].
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Notando que esta bem definida, visto a injetividade da aplicacao estrutural, e que

flx4+Xepy +peg)? = (z@ele] + AN @] + pl ®@¢€f)?

=’ @el’e + N1@ " + (A= Na @ ele] + (n — )z @ efe]

+ (A — pA1 @ efel + 1 @ el
= [~ o (2) P11 (e]) P11 (e]) + NPy (e]) + pP D1 (€)1 @ 1
= [Py q(z) + X — Al @1

= q)p+1’q+1 (x + /\€p+1 + ,Lb€q+1)1 & 1,

obtemos, pela definicao o homomorfismo f i Clyyr1441 — Clypg ® Cly;. Como

F(=DF (=1 ey, Cinliy -+ Ejy) = € ... &5 s ®e"e)”, com 1 < iy <L <

i <p+1, 1< <...<j <q+1, este é sobrejetivo. E ja que a dimCl,yq g41 =
2P+1t2 = dim Cl, , - dim Cl; 1, conforme proposigao temos o isomorfismo desejado. m

Teorema 2.3. (8-periodicidade de Cartan/Bott) Para n > 0, existem os R-isomorfismos

de dlgebras

Clytgp = Clyo @ Clg,
Clonss = Clyy, @ Clyg.

Demonstragao: Do teorema anterior, usando (2.2)) e (2.3)), temos que

Clyyso = Clypye @ Clag = Cly g @ Clpa @ Clag @ Clp o @ Clayg
= Cln,O &® Cl470 X 01072 X 01270
> Cl,,0 @ Cls.

O mesmo acontece com Clg ,,+s, como querfamos demostrar. [

Assim, essas algebras sao vistas como algebras de matrizes n x n, que denotamos
7 Y
por K(n), sobre os reais, complexos e quatérnios, K = R, C e H, pois temos a seguinte

proposigao, cuja demonstracao pode ser vista em [I4] (pag. 27) e [17] (pag. 83-84):
Proposicao 2.4. Para todo n,m >0 e K= C,H temos os R-isomorfismos sequinte:

R(n) ® R(m) = R(mn)
R(n) @ K = K(n)
CeC=CacC
CoH=C(2)
H ® H =~ R(4).



2.1. As dlgebras de Clifford associadas a R™ 28

Além de sabermos que,
Cly, = C, Clip=R&@R,

01072 = H, Cl270 = R(Q) € Cll,l = R(?),

conforme os exemplos [L.6] [1.7] e Garling [10] (pag. 106-107), observando que suas

algebras de Clifford A,, sao nossas Cly,,, bem como as A, sao as Cl,, .

Exemplo 2.5. Temos que

Clgo = Clg,

pOiS Ol&o = CZG & Ol270 = Cl4,0 0% Clg ® R(?) = H & R(Q) ® H ® R(Q) = R(16) e,
analogamente, Clg = R(16).

Observacgao 2.6. Também poderiamos considerar as dglgebras de Clifford Complexas, isto
é, aquelas associadas a C-espagos vetoriais n-dimensionais, V', com suas formas quadrati-
cas nao degeneradas, que devido a existéncia de uma base ortonormal {ey,...,e,} para
V, (J10], pag. 82), sao dadas por:

PE(2) =27+ + 22

A notagao usada é Cl,, e podemos identifica-las com complexifica¢oes das algebras
de Clifford reais, pois sabemos que a complexificacao de R™ é por definicao R" @ C
com forma quadratica complexificada @¢(z ® 2) := 2?®,,(z), donde temos a proposi¢io
seguinte, além de (R ® C)" =2 C" e d¢ = —PC.

Proposicao 2.7. Paran > 0, temos o sequinte C-isomorfismo de dlgebras
CI(R"® C,d¢) = Cl, ® C.

Demonstracao: Notemos que ¢ : R" x C — Cl,, ® C dada por ¢(x,z) = 2 ® z é R-
bilinear. Entao, pela defini¢ao induz uma aplicacao R-linear ¢ : R" ®@ C — Cl,, @ C
tal que pg(r®2) = x®2z. Como ¢g(r®z) = (x®1)z = Ppg(x®1)z, temos que é também C-
linear. Além disso ¢y (r®2)? = (z®1)%22 = 222?1®1 = 22®,(z) -1, donde, pela defini¢ao
, existe um tinico C-homomorfismo de algebras ¢g : CI(R"® C, &¢) — CI, ® C. Sendo
¢ injetiva, pois ¢g 6, e dim(CI(R" ® C,®¢)) = dim(Cl, ® C), segue que ¢z ¢ um
isomorfismo. [ ]

De modo mais geral, sendo V' um R-espaco vetorial e ® uma forma quadrética nao
degenerada, com uma demonstragao anéaloga, obtemos que Cl(V ®C, &¢) = CI(V,P)®C.
Assim identificamos Cl, , = Cl, , ® C = Cl,, ® C e mostramos o terceiro isomorfismo no

teorema de 8-periodicidade de Cartan e Bott:
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Teorema 2.8. Paran > 0, existe o isomorfismo
Clyyo = Cl,, @ Cls.
Demonstragao: Da proposicao anterior e do teorema tem-se
Clpt2 = Clyys @C = (Clyy® Cly2) @ C= (Cl, ® C) @c (Cly ® C) = Cl,, ®c Cly,
como querfamos mostrar. ]

Exemplo 2.9. Temos que

Cly = C(2) ®c C(2),

ja que Cly = Cly, ® C e, pela proposigao , R(2) ® C = C(2), donde Cl; ; = Cly, = C(2).

Para encerrar esta se¢ao veremos duas proposicoes relativas ao elemento de volume
de Cl,,, também importantes para a préxima secao. Assim escolhamos uma orientagao
em RPT9 e seja (eq,. .., ep4q) qualquer base @, ,-ortonormal ({ey,...,ep4} P, -0ortogonal
com ®(e;)) =1,1 <i<pede) =—-1,p+1<j < p+ q) orientada positiva, isto &,

qualquer base cuja matriz de mudanga de base tenha determinante positivo.

Definicao 2.10. O elemento de volume em Cl,,, associado a qualquer base {e1, ..., €,+q}

®,, ,-ortonormal orientada positiva ¢ definido por
W=€1...6pq.

Observemos que essa defini¢ao independe da base, pois se {€},... e/ . } é outra

/

p+q

-, B B . .

base, entdo €; = Zgijej para g = (g;;) € SO,4, € como eej + eje; = 0, se i # j, e
J

2 _ / / _ _
e; = *1, segue que e ...e,  =det(g)er...epg =€1...€p1q

E lembremos que o centro de uma K-algebra A é o conjunto definido por
Z(A):={a€ A;ab="ba, Vbe A},
onde um elemento a € Z(A) é dito central, o que nos permite ver a primeira proposigao:

Proposicao 2.11. Seja n = p + g, entao o elemento de volume em Cl,, € tal que
n(n—1)
wr=(-1)" 2 St e vw = (—1)""twy, ¥ v eR™
Em particular, se n € impar, w € central em Cl, 4, caso contrdrio,

rw = wa(zx), Vaell,,.
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Demonstracao: Escolhendo uma base ®, ,-ortonormal {es,..., e, €1,...,6,} € apli-

cando e;e; = —eje;, £,65 = —€;€; € €;6; = —ejE;, obtemos que
w2 = (_1)n—1(_1)n—2 o (_1)n—q1p(_1)q—1 o (_1)q—q<_1)q _ (_1>n~n—(1+2+...+p+q)+q’

donde segue a primeira igualdade. Analogamente, tém-se a segunda e a terceira, lem-

brando que uma base de Cl,, sao os produtos e;, ...e;¢€;, -..€;, conforme a proposigao

I3 u
Lema 2.12. Sew? =1, entao " := (1 + w) e := 3(1 — w) satisfazem as relagdes:
at+r =1, (@)’=at, (@ )P=7 e ntr =a71"=0.
Demonstragao: Segue diretamente de w? = 1 e da definicao de 7 e 7. [ ]

Proposigao 2.13. Se w?> =1 e p+ q € impar, entio Cl,, pode ser decomposta em

Clyy = CLE, © Cl;

P4’
onde Ol = 1% - Clyq = Clyq - m sio subdlgebras isomorfas e a(CLE ) = CIT,.
Demonstragao: Ja que w? = 1, pelo lema anterior, temos que para todo x € Cl,,,
mtr + 71 e =xe Clf,NCL, = {0}, pois de + = 7y = 7~z para algum y,z € Cl,,
tem-se 0 = (77)%z, donde x = 0. Obtendo a decomposicao desejada. E como p + q é
impar, pela proposicao anterior, tem-se w central, implicando que 7% também o sdo, e
dai 7= - Cl, 4 = Cl, 4 - 7*, além de a(n®) = 7. Consequentemente, a(CIE)) = CIT | ja

que a(x) € Cl, 4, e sendo o um automorfismo, temos o isomorfismo. [

Observacao 2.14. No caso complexo, Cl,,, o elemento de volume complexo é dado por:

onde w € Cl,o e | | significa a parte inteira da fracdo. Assim quando n é par, we =

ike1 ... eq. Se n for impar, como w é central, we também é. Tem-se também
wé =1, para todo n,

e com isso o lema anterior acontece para o caso complexo, bem como a proposi¢ao, se n

¢ impar, com Cl;'fq = (1 &+ w¢)Cl, 4,0btendo a decomposi¢ao
_ Ot —
Clhy=Cl; ®Cl, .

Assim finalizamos essa se¢do vendo um conceito importante para determinagao de
representacoes irredutiveis, assunto este que trataremos na proxima segao e completa esse

capitulo, cujo o objetivo é conhecer as representagoes das algebras de Clifford.
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2.2 Representacoes

Lembremos que mencionamos o nome representagao na segunda se¢ao do primeiro
capitulo, com a representagao adjunta torcida, mas sem definir. Isso ocorreu por abordar-
mos as algebra de Clifford reais s6 nesse capitulo e serem as representagoes dessas algebras
de interesse para Geometria Spin.

Assim, iniciaremos com uma defini¢ao geral e algumas caracteristicas, restringindo-
nos em seguida as Cl,,, para definirmos tais representagoes de interesse, as representacoes

spinores, ou seja, a representagoes reais spin.

Definicao 2.15. Sejam V um K-espaco vetorial e L. um anel de divisao tal que L. O K.

Uma L-representacao n-dimensional de Cl(V,®) é um K-homomorfismo de algebras,
p:ClUV,®) — End,(W),

de CI(V, ®) na algebra das transformagoes lineares de um L-espago vetorial W de dimen-

sao finita n.

Como LL é uma algebra de divisao, definimos um espagco vetorial sobre . como um
[L-moédulo a direita, visto termos nocoes de independéncia linear, base e dimensao neste.
Chamamos o espago vetorial W de CU(V, ®)-mddulo sobre L e, frequentemente,

referem-se a p(z)(w), z € CI(V,®) e w € W, como multiplicagao de Clifford, usando

para simplificar a notagao. Agora, sob as condi¢oes da definicao anterior, podemos ver a

nocao de irredutibilidade de uma representacao.

Definigao 2.16. Dizemos que uma L-representagao, p : CI(V,®) — Endp (W), é re-
dutivel, se o espago W pode ser escrito como uma soma direta nao trivial, W = W; & W,

tal que W; sao CI(V, ®)-subespagos, isto é,
p(z)(Wi) C Wi,
parai=1,2eV z € CI(V,®). E é dita irredutivel, se nao for redutivel.

Notemos que, como Endy,(W) = Endy,(Wy) & EndL(Ws) ([12], pag. 420-421),
devido a Homy (W1, Wy) = Homy (Ws, W1) = {0}, por ser redutivel, podemos escrever

p = p1Dpe,

onde p;(x) = p(x)|w,, para i = 1,2. Consequentemente, temos a seguinte proposigao:
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Proposicao 2.17. Toda L-representagao p de CI(V,®) pode ser decomposta em uma

soma direta, p = p1 b ... D pm, de L-representacoes irredutiveis.

Demonstracao: Se p for irredutivel nada a fazer. Se for redutivel, vimos que p = p; & ps.
Sendo p; ou ps redutivel, obtemos p = p; & pa B p3, € assim seguimos nesse processo, mas

como a dimensao de W ¢ finita, tal processo termina, donde segue o desejado. [

Assim para conhecé-las, basta trabalharmos com as representacoes irredutiveis, ou
ainda, com uma representante nas classes de equivaléncia dessas, umas vez que podemos

definir uma relagao de equivaléncia entre as mesmas.

Definigao 2.18. Dadas duas L-representagoes de Clifford, p : Cl(V,®) — Endy(W)
eT:ClV,®) - EndL(U), dizemos que sdo equivalentes se existe um IL-isomorfismo,
F W — U, tal que

Fop(z)o F ! =1(x), VaeCl(V,d),

isto é, o seguinte diagrama

comuta para todo z € Cl(V, ®).

Exemplo 2.19. A representagao real p : Cl; 1 — Endg(R?) tal que

p(A)(x, Y) = (a1 + a2y, a1 7 + axny),

onde A = (a;;) € Cli1 =R(2) e (z,y) € R?, é irredutivel, pois sendo as matrizes dlgebras
simples sobre os reais, isto ¢, seus tnicos ideais sao os triviais (J10], pag. 20), e como R?,

¢ um R(2)-modulo a esquerda, a representacao natural p é irredutivel ([10], pag. 30).

Isso nos remete a um resultado mais geral, pois como vimos na se¢ao anterior, as
algebras de Clifford reais, Cl,, ,, sdo algebras de matrizes da forma IL(2") ou L(2™)®L(2™),

com L = R, C ou H, como &lgebras sobre R.
Teorema 2.20. Considerando L(n), L = R, C ou H, dlgebras sobre R, tem-se:

1. A representagao natural p : R(n) — Endg(R"™), onde p(A)(x) = A-z, A€ R(n) e

x € R™, ¢ uma R-representagao real irredutivel;

2. A representagao natural p : H(n) — Endg(H"), onde p(A)(x) = A-x, A€ H(n) e

x € H", € uma H-representacao real irredutivel;
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3. A representagao natural p : C(n) — Endc(C"), onde p(A)(x) = A -z ou p(A)(x) =
A-x, A€ R(n), A a matriz conjugada de A e x € R", é uma C-representacio real

irredutivel.

Além disso, as representagoes naturais p; : L(n) ®L(n) — Endy (L"), comi = 1,2, dadas
por

pi(A, B)(x) = p(A)(x) e pi(A B)(z) = p(B) (),

onde A, B € L(n) e x € R", sao L-representa¢do reais irredutiveis.

Demonstragao: Como L(n) sao algebras simples ([10], pag. 33), qualquer representagao
irredutivel de IL(n) é isomorfa a representagao natural de IL(n) sobre Endy (IL") (|10], pag.
34). ]

Mesmo se o interesse fosse as L-representacoes de Cl, 4, . = R, C ou H, poderiamos
focar na representacoes reais, visto que, um C-espaco vetorial ¢ um R-espago vetorial W
juntamente com uma aplicacao linear J : W — W tal que J? = —id ¢ uma representacdo

compleza de Cl,, ¢ uma representagao real, p : Cl, , — Endg(WW), tal que
p(x)oJ=Jop(z), Vaoell,,.

Analogamente para as representacoes quaternionicas dessas algebras ([14], pag. 30).
Também podemos no restringir as algebras Cl,,, pois sao as representacoes de
Spin,,, definidas a seguir, que se fazem importantes na Geometria Spin, quando nao sao

induzidas das representacoes dos grupos SO,,.

Definicao 2.21. A representacao real spin de Spin, é o homomorfismo de grupos
A, : Spin, — GL(W)
dado pela restrigao de uma representagao real irredutivel p : Cl,, — Endg(W) a Spin,,.

Tal definigao é coerente, uma vez que Spin, C Cl," e assim p(z)~! = p(z~!), para
todo x € Spin,,. E como
Cl, = CIY_4,

para todo n ([I], proposigao 5.4, pag. 12), donde Cl,,_; = CI°, tem-se Spin, C Cl,_;.
Consequentemente, conhecendo uma representacao de Clifford irredutivel, obtemos duas

representagoes reais spin, como podemos ver a seguir.

Exemplo 2.22. Observemos que os octonios ou numeros de Cayley O podem ser definidos

como pares de quatérnios, @ = H @& H, com multiplicacao dada por

(a,b)(c,d) = (ac — db,da + bc),
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onde a,b,c,d € H e @ é o conjugado de a. Essa multiplicagdo nao é comutativa nem
associativa, mas todo elemento nao nulo tem inverso, isto é, uma dlgebra com divisao.
Além disso, dado um = = (a,b) € O, escrevendo T = (@, —b), definimos as parte reais e
imaginarias de x como

Re(z) = %(x +7) e Im(z) = %(x —7)

Assim, podemos considerar R” = I'm(Q) e R® = O e definirmos, para todo v € R”, o

R-homomorfismo )\, : R® — R® dado por
Mo(z) =0z,

onde # € R®. Dessa forma, com ¢(x,y) = Re(x¥), para a aplicacao linear A : R —
Endg(R®) temos

M) (z) = Ay 0 A\y(2) = 0? - 0 = ®r(v)id(w), Vxc R
donde, pela definigao [1.4] existe um R-homomorfismo de algebra
X: Cly — Endg(RY),
ou seja, temos uma representagao 8-dimensional de Cl;. Agora, como
Clz 2 ((Cli,o ® Clo2) ® Clag) ® Clos = (R®R) @ H) @ R(2)) @ H = R(8) & R(8),

sabemos, pelo teorema que ) é irredutivel.
Portanto,
Ay : Spiny — GL(R®)

¢ a representagao real spin 8-dimensional de Spin;. E ja que
Sping C C’lg = Cly,
tem-se também
Ag : Sping — GL(R®)
a representacao real spin 8-dimensional de Sping.

Agora para encerrar, e consequentemente, o capitulo, vejamos os seguintes resul-
tados que, com o conceito de elemento de volume, trazem uma condigao necessaria para

termos representagoes irredutiveis.

Proposicao 2.23. Seja p : Cl, — Endg(W) qualquer representagao irredutivel onde
n—3 =4m. Entao, ou

p(w) =id ou p(w) = —id,

ou podem existir representacoes para ambas possibilidades e estas sao nao equivalente.
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Demonstragao: Como n — 3 = 4m, pela proposi¢ao temos que w? = 1, e obtemos
p(w)? = p(w?) = id. Assim as relagdes do lema na se¢ao anterior, sao satisfeitas para
7% = $(id + p(w)) permitindo decompor W = W+ & W~ onde W= = $(id £ p(w))W.
Observando que n é impar, tem-se w central, e com isso segue que
. 1 1 1 1
p(x)(w*) =x- §(w + p(w)(w)) = 5T (w £+ ww) = 5T (w+ ww) = 5T w(ltw)=
1 1.

5 (p(@)(w) £ wp(z)(w)) = 5 (id £ p(w))(p(z)(w)),
vV x e Cl,, wt € W* e algum w € W, donde temos que W* é Cl,-subespaco. E ja que p
¢ irredutivel, concluimos que ou W+ = W ou W~ = W, demonstrando que uma ou outra
das afirmacoes acontecem.

Para ver que ambas podem existir tomamos Cl,, agindo CI, por meio das representagoes
naturais p1 : Cl, — Endg(CIE, ClF), onde

px(r)(w) = zrw,

com x € Cl,, w = r*w € Cl+ para algum w € Cl,,.
Restando mostrar a ndo equivaléncia, que se F' : W — W’ for qualquer isomorfismo, e

sendo p(w) = +id, F o p(w) o F~ = p(x), mostrando o desejado. |

Proposigao 2.24. Seja p : Cl,g — Endr(W) qualquer representagao irredutivel onde
n—1=4m. Entao, ou

p(w) =1id ou p(w) = —id,

ou podem existir representacoes para ambas possibilidades e estas sao nao equivalente.

Demonstracao: Analoga a anterior, uma vez que n — 1 = 4m, pela proposicao [2.11],
temos que w? = 1 e obtemos p(w)? = p(w?) = id. |

Enfim, intencionamos nesses dois capitulos, proporcionar um contato com conceitos
das algebras de Clifford necessarios a uma compreensao da definicao de variedade spin.
Completando tal intengao o préximo capitulo traz que os grupos Pin,, ¢ Spin,, sao

grupos de Lie e recobrimento duplo de O, , e SO, ,, respectivamente.



Capitulo 3

Pin,, e Spin,: grupos de Lie e

recobrimentos duplos

Como ja declaramos, um questionamento do leitor diante da definigao de variedade
spin seria se os grupos spin, sao realmente grupos de Lie, considerando que o piblico
alvo de nosso trabalho tenha conhecimento da teoria das variedades, ou tenha consultado
o apéndice B. E outro seria o conceito de recobrimento duplo.

Assim, veremos que tais grupos sao grupos de Lie e, em seguida, que sao recobri-
mentos duplos. Concluindo o capitulo com uma observacao acerca de levantamento de
representagoes, visto que é o levantamento da estrutura de grupo SO,, do fibrado tangente
de uma variedade riemanniana orientada para o recobrimento Spin,,, como ja citamos, que
gera novas construgoes sobre tais variedades, sem existir diferengas topologicas essenciais

na estrutura spin destes ([I4], pag. 5).

3.1 Os grupos de Lie nas algebras de Clifford Reais

Iniciemos lembrando que um grupo de Lie, G, é um grupo com uma estrutura de

variedade diferenciavel, tal que as operagoes

ulg,h)=gh e Mg =g,
para g, h € G, sao diferenciaveis.

Exemplo 3.1. O grupo GL(R"™) é um grupo de Lie, pois este ¢ uma variedade diferenciavel
(ver apéndice), a operagao u, dita multiplicacdo, e A, dita inversa, sao diferenciaveis, uma
vez que p ¢ uma aplicagao polinomial nas coordenadas e ¢g~! = adj(g)/ det g, onde adj(g)
¢ a transposta da matiz dos cofatores da matriz associada a transformacao linear g, com

as coordenadas de A fragoes polinomiais nas coordenadas de g e det g # 0.

36



3.1.  Os grupos de Lie nas dlgebras de Clifford Reais 37

Com isso, para vermos que os grupos Pin, e Spin, sao grupo de Lie, precisamos

também do conceito de subgrupo de Lie, como segue:

Definicao 3.2. Dizemos que H é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G, se existe
um grupo de Lie H' e uma imersao injetiva, ¢ : H' — G, talque H = Im pep: H — H

¢ um difeomorfismo.

Além do corolario do seguinte resultado, cujas demonstragoes omitimos por se

tratar de teoria de grupos de Lie.

Teorema 3.3. Seja G um grupo de Lie e H C G um subgrupo. Entao H é um subgrupo
de Lie reqular se, e somente se, H € fechado, onde reqular significa que a topologia de H

€ a topologia relativa.

Corolario 3.4. Todo subgrupo fechado de um grupo de Lie, € um grupo de Lie com relagao
a topologia relativa.

Assim veremos que Spin,, é um subgrupo fechado em Pin,,, que por sua vez é um

*

*, e por fim este é

subgrupo fechado em T, que também é um subgrupo fechado em CI
um grupo de Lie, porque é um aberto em C1,,.

Iniciemos observando que Cl,, tem estrutura topolégica e diferenciavel. Com
efeito, da proposicao , sabemos que Cl,, tem dimensao 2°79. Dai, se {ey, ..., ew+a} €

uma base de Cl,, como espaco vetorial, temos o isomorfismo .J : R*"* — C1,,, dado por
J(/\l, cey )\2p+q) = )\161 + ...+ )\2p+q62p+q.

. , L . . . p+q
Assim Cl,, é um espago topologico como espago vetorial isomorfo ao R, uma
+ , . .
vez que sendo R* "™ um espago métrico completo, podemos definir uma norma em C1,,
fixando

[T (@)[} = =[],

onde || - || ¢ a norma euclidiana, que mesmo dependendo da escolha da base, temos a
mesma topologia, ja que quaisquer duas normas sao equivalentes. Além disso C1, , herda
a estrutura diferenciavel de R?"".
Dai, definindo A, (y) = xy, para z,y € Cl, ,, segue que a funcao f : Cl,, = Cl,,,
dada por
x — det(A;)

¢ continua, sendo polinomial em C1, ,.

Consequentemente, como para cada x € Cl;  obtém-se A, invertivel, e dessa forma

*

f(z) # 0, concluimos que CI;

¢ aberto em Cl,,. Logo, tem a estrutura topoldgica e
diferenciavel de C1, , (ver [20], pag. 54), obtida com o isomorfismo J. E portanto, o grupo
das unidade de Clifford C} ¢ um grupo de Lie.

Em particular, Cl} é um grupo de Lie e vejamos que I'), é fechado em CT7}.
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Proposicao 3.5. O grupo Clifford I',, € fechado em CI.

Demonstragao: Iniciemos observemos que o homomorfismo ¢ : Cl," — GL(CI,)

definido por = — ©,(y) := a(z)yx™?

1

é continuo, visto que ¢, é um isomorfismo linear,
para cada x € Cl,", pois ¢, ' = ¢,-1, e & polinomial em Cl,. Entao a agao associada

Ly ClL" x Cly, = Cly, piy(x,y) = 0u(y), também é continua. E ja que R C Cl,, e R"

¢ um R-subespaco vetorial, é fechado e o estabilizador de R™ por Cl,,*, Ry, . = {z €
Cl,"; o(R") = R"}, é fechado em Cl,,* (|2], pag. 38). Portanto, pela defini¢ao [1.17 T,
é fechado em C1,,*, como queriamos mostrar. [

Portanto, pelo corolario|3.4} o grupo Clifford I';, ¢ um grupo de Lie. E dessa forma,
a aplicacao norma restrita a este, N : I', — R"™, ¢ um homomorfismo de grupos continuo,
conforme o corolario e, em (2.1), termos N(z) = ||z

Dai, da definigao [2.1, segue que Pin,, é fechado em T, e consequentemente, é
também um grupo de Lie. Com isso temos que o automorfismo canoénico restrito a Pin,,,
a : Pin, — Pin,, ¢ continuo. E como Spin,, = a(Pin,NCI), obtemos que este ¢ fechado

em Pin,, com a topologia relativa. Logo, Spin, é um grupo de Lie.

Observagao 3.6. Poderiamos trabalhar de uma outra forma, destacando uma linha de
intersecao entre Algebra e Analise, e com isso ressaltar a abrangéncia do uso das algebras
de Clifford nas diversas areas da Matematica.

O caminho seria ver que podemos definir um produto interno na algebra de Clifford
real, ja4 que em dimensao finita esta é isomorfa a dlgebra exterior de RP*, e assim observar
que, com norma induzida pelo produto interno, serd uma dlgebra de Banach unitdria real
(ver [I8], pag. 13-14), isto &, (Cl,,, || ||) um espago vetorial normado onde toda sequéncia

de Cauchy é convergente e tal que

lzyll < [l lllyll e [Lewv.e)ll =1,

para todo z,y € Cl,,.
Sabermos também que em uma dlgebra de Banach o grupo das unidades é um

aberto na dlgebra e as operagoes, (z,y) — xy e x> x "

, sao continuas (6], pag. 3 e pag.
8). Além de, por um calculo, mostrar que tais operagoes sao diferenciaveis, donde cly,

serd um grupo de Lie.

Finalizando a se¢ao com a intengao de ter instigado um sentimento de termos uma

vasta gama de conhecimentos envoltos as algebras de Clifford.
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3.2 Os recobrimentos duplos nas algebras de Clifford

Reais

Considerando os conceitos apresentados nos apéndice A, mostraremos que Pin,,
e Spin, , sao recobrimentos duplos, e em particular, Pin,, e Spin,, sao. Assim, lembremos
0 que é uma acao de um grupo em um espaco topologico, pois o caminho que seguiremos

mostra tais recobrimentos como resultante da acao do grupo Zs.

Definicao 3.7. Uma ac¢ao de um grupo G em um espago topologico Y, a esquerda, é

uma aplicagdo G X Y — Y, dada por (g,y) — gy, satisfazendo:
i) Paratodo g,he GeyeY, (gh)y = g(hy);
ii) Para todoy € Y e e € G a unidade em G, ey = y;
iii) Para todo g € G, a aplicac¢do y — gy é um homeomorfismo de Y.

Com tal acao podemos definir uma relagao de equivaléncia em Y, onde para z,y €
Y, x ~ y se, e somente se, y = gx, para algum g € G. Assim podemos obter o conjunto
Y/G das classe de equivaléncia Gz = {gx; g € G} de qualquer x € Y, que chamamos de

orbita de x, e a aplicagao projegao

p:Y =Y/G
y — Gy.

Dotando-o com a topologia quociente, isto ¢, um subconjunto U em Y /G é aberto, se
p~}(U) for aberto em Y, temos o espaco quociente Y/G.

Além disso, dado um subconjunto V' de Y e qualquer g € G definimos o conjunto
gV ={gy; y € V} e dizemos que G age uniformemente em Y, se para todo y € Y, existe
um subconjunto aberto V, y € V, tal que gV N hV = (), para quaisquer dois elementos
distintos g, h € G. Assim temos o seguinte resultado fundamental para o que desejamos

mostrar:

Proposicao 3.8. Se G age uniformemente no espago Y, entao a aplicagao projecao p :

Y = Y/G € uma aplicagdao de recobrimento.

Demonstragao: Como p é sobrejetiva, por construgao, e continua, pela defini¢cao da
topologia quociente, resta-nos mostrar que para cada ponto x = p(y) em Y /G existe uma
vizinhanga distinguida.

Para isso observemos que p é uma aplicacao aberta, uma vez que, se V' é um aberto em

Y temos que p(V) é aberto em Y/G, pois p~'(p(V)) = JgV e gV ¢ aberto. Este tltimo,
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pelo fato de y — gy é um homeomorfismo, conforme a definigao e o anterior, se y €
p~(p(V)), entao p(y) = p(v), para algum v € V, implicando que Gy = Gv = hy = gv,
para algum h, g € G, donde y € | J gV, e para inclusao inversa se y € | J gV, tem-se y = gv,
para algum g € G, o que implica p(y) = p(gv) = Ggv = Gv = p(v) =y € p~*(p(V)).
Assim, como G age uniformemente em Y, tomamos um aberto V, y € V, e existe uma
aberto U = p(V), para todo x € Y/G. E como gV NhV = (), para g # h € G, tem-se
p ' (U) =p~Hp(V)) =gV

E para concluirmos, temos que p|,v : gV — p(V) é bijetiva, pelo fato de y ~ gy, im-
plicando que p(gy) = p(y), e Ggy1 = Ggy> = hgy, = gy, para algum h € G, donde
gV = ghV, que sendo a agao uniforme, h = e. Portanto, como p é aberta, é um homeo-

morfismo. u

Enfim, podemos apresentar Pin, , e Spin, , como recobrimentos nao triviais, exceto

quando p = ¢ = 1, e duplos, pois SO, , tem duas componentes conexas ([I4], pag. 20), e

(p‘Spinp,q)_l(id) - Z27 Jé que
ker(p|spin,,) = ker p N Spiny, o = R* - 1N Spin,, = {—1,1},
e Opq=950,,UT-S0,, comT € 0,,\50,, ([10], pag.72).

Proposicao 3.9. Os grupos Pin,, e Spin,, sao recobrimentos duplos de O, , e SO, ,,

respectivamente, para p,q > 0. Além disso, sao nao triviais se (p,q) # (1,1).

Demonstragao: Observando que, como p|pi,,, ¢ um homomorfismo sobrejetivo, con-
forme o teorema , e Zy € seu nucleo, O, , ~ Pin, ,/Z,, onde Pin, ,/Z, representa o
grupo quociente dado pela relagdao: = ~y = y~'x € Zy, z,y € Pin,,.

Agora, se tomarmos a acao natural de Zy em Pin,,, Zy X Pin,, — Pin,,, dada por
(—1,z) —» —x e (1,z) — =z, temos a aplicagdo projegao m : Pin,, — Pin,,/Zs, onde
Pin, ,/Zy & o espago topologico das orbitas dadas pela relagdo: x ~y =y =zouy = —z,
para x,y € Pin,,.

Assim, como as relagoes determinam a mesma estrutura algébrica. p é uma aplicagao
projegao e obtemos que O, , ¢ homeomorfo a Pin,,/Z,, visto a definicdo de topologia
quociente em O, ,.

Entao, mostrando que Z, age uniformemente, segue da proposi¢ao anterior, que Pin, ,
¢ um recobrimento de O,,. Se isso nao acontecesse existiria y € Pin,, e um aberto
V,y €V, tal que 1V N (=1)V # 0, donde terfamos y = y e ¥ = —y, implicando
y=0= N(y) =0=y ¢ Pin,,, o que é absurdo. Logo temos que Z, age uniformemente
em Pin,,, como queriamos mostrar.

Para vermos que os recobrimentos sdo nao triviais para (p, q) # (1, 1), é suficiente mostrar-

mos que —1 e 1 sao ligados por um caminho em Pin,,. Isso porqué, do contrario, se
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Pin,, = | |V, com V, homeomorfo a O,,, —1 e 1 nao podem pertencer ao mesmo V,,
visto que p(—1) = p(1) = id, donde estariam em componentes conexas disjuntas.

Dessa forma, como (p,q) # (1,1), podemos encontrar dois vetores ortogonais tais que
D, ,(e1) = @, ,(e2) = £1, e definirmos 7 : [0, 7] — Pin,, dada por y(t) = £ cos(2t)1 +
sen (2t)eje2, que é um caminho em Pin, ,, como podemos mostrar por meio de um cal-
culo, sabendo que v(t) ™' = y(t) = % cos(2t)1 — sen (2t)ere,. Analogamente, obtemos que

Spin, , € um recobrimento de SO, ,. n

Corolario 3.10. Os grupos Pin, e Spin, sao subgrupos compactos.

Demonstracao: Observemos que Cl, ¢ Hausdorff (ver apéndice), pois é um espago
topologico isomorfo ao R™ como espaco vetorial, como foi visto apos ao corolério [3.4]
Assim Pin, e Spin, também sao Hausdorff. E sendo as aplicagoes p; : Pin, — O,
e py : Spin, — SO, recobrimentos duplos, sdo homeomorfismos locais tais que p;'(f)
e p;'(g) tém dois elementos, para todo f € O, e g € SO,. Consequentemente, siao
aplicacoes prdprias ([15], pag. 121), isto é, a imagem inversa de compacto é compacta.

Portanto, ja que O,, e SO,, sao compactos, segue o resultado. [ ]

Observagao 3.11. A proposigao anterior pode ser usado para estudar as relagoes entre
as representacoes de Spin, e SO,, conforme Garling ([10], pag. 180), usando o seguinte
resultado: suponhamos que G seja um grupo de Lie compacto, cujas representagoes sao
conhecidas e  : G — H um homomorfismo sobrejetivo continuo de G em um grupo de
Lie compacto H, onde K ¢é o niicleo. Se 7 for uma representacao irredutivel de H, entao
7 o [3 sera uma representacao irredutivel de G.

Com isso temos uma correspondéncia injetiva entre tais representacoes levando K
no operador identidade. E entao, para determinarmos as representacoes de Spin,, que
nao sao levantamentos das representagoes de SO, escolhemos aquelas que nao aplicam

{—1,1} na identidade. Ou seja, aquelas para as quais nao temos o seguinte diagrama:

Spin,

s T o
7 p\f

Assim encerramos o presente trabalho destacando, que se intencionou, além de tra-
balhar os conceitos algébricos da definicao de variedade spin, proporcionar um vislumbre
da afirmagao de Lawson ([I4], pag. 5, segundo paragrafo) da relacdo entre as represen-
tagoes de Spin, e as de SO, destacando ainda mais a beleza dos “enlaces” nos quais as

Algebras de Clifford se inserem.



Apéndice A
Nocoes de Topologia Algébrica

Lembraremos alguns conceitos de Topologia Algébrica que sao importantes para
segunda se¢ao do terceiro capitulo, pois possibilita compreender que os grupos Pin,, €

Spin, , sao recobrimentos duplos, além de auxiliar a defini¢ao de variedade spin.

Definicao A.1. Sejam X e Y dois espagos topolégicos. Uma aplicagao de recobrimento é
uma aplicacao p : Y — X sobrejetiva continua em que todo ponto x € X tem um aberto
UC X, comaz e U, onde p ! (U) é a unido disjunta de abertos em Y, p™(U) = | | V4, e

p: Vo, — U é um homeomorfismo, isto é, uma bijecao continua com inversa continua.

Dizemos que U, chamado uma wvizinhanca distinguida, é uniformemente coberto
por p, Y & um espaco de recobrimento de X, e para cada x € X, p~!(z) é uma fibra

sobre x. Se X for uniformemente coberto por p, isto ¢, Y = p~1(X) = ||V, com V,
«

homeomorfo a X, o recobrimento p é chamado trivial.

Figura A.1: Recobrimento trivial ([8], pag.153)

Exemplo A.2. p: R — S' dada por
p(y) = (cos2my, sen 2my),

42
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¢ uma aplicacao de recobrimento nao trivial, pois é sobrejetiva, continua com a topologia
induzida pela métrica e paraz € S* e y € R com p(y) = —z temos U, = S'/{—=z}, aberto,

onde,

p N (U.) ={y €R; pv/) #p(y)}

- |_| Vn,xa

nez

com V,, := (y+n,y+n+1), uma vez que ¥ = y + n, se, e somente se, p(y') = p(y).
Além disso, considerando py, : U, — (—1,1), dada por py,(z1,22) = z1, temos um
homeomorfismo, cujo inverso é p[}i (z1) = (21,4/1 — 2%), 0 que permite obtermos outro,

pu, op: Vo — (—1,1), definido por ¢ +— cos27y’. E ja que

plv.. =1y © (pu, o p),

este também é. Portanto, R é um espaco de recobrimento de S!.

' A [ \_{ \ f |
—t——f———f———{——— B — I T
v i \ / \ / \ / |

Figura A.2: Recobrimento de S! ([8], pag.154)

Observemos que, no caso anterior, a cardinalidade de p~'((1,0)) néo é finita. Assim

podemos conhecer o que significa dizer um recobrimento ser duplo, por exemplo.

Definigao A.3. Quando cada fibra, p~!(z), do espago topologico X, tem a mesma cardi-
nalidade finita n, chamada nimero de folhas do recobrimento, para todo x € X, dizemos

que p é um n-recobrimento ou um recobrimento de n folhas.

Quando o espaco X ¢é conexo, por exemplo, suas aplicagoes de recobrimento sao

sempre n-recobrimentos, como mostras a proposi¢ao seguinte:

Proposicao A.4. Se X, as vezes chamado base, de um recobrimentop : Y — X € conexo,

entdo todas as fibras p~'(z), x € X, possuem o mesmo nimero de folhas.

Demonstracao: Observemos inicialmente, que para todo x de uma vizinhanca distin-

guida U o ntimero cardinal da fibra p~!(z) é o mesmo, pois como p~*(U) = | |V, e p|v,
«

¢ um homeomorfismo, cada V, tem um tnico ponto de p~!(z), do contréario, esta nio
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seria injetiva. Assim o nimero de folhas para cada x em uma vizinhanga distinguida é o
nimero de componentes V,, desta.

Agora, dado qualquer ponto xg de X, podemos definir o conjunto
A ={z € X; a cardinalidade de p~ () é a mesma de p~'(x)}.

Sendo este aberto, pois se x € A, pelo que foi observado, U C A, temos uma decomposi¢ao
de X como uma unido disjunta de abertos, nos quais o ntmero de folhas de p~*(z) ¢
constante. Logo, como X é conexo, tem-se um aberto tnico, e portanto, todas fibras

p~!(x) tem o mesmo ntimero de folhas como queriamos provar. [

Com isso, a proxima defini¢ao finaliza o presente apéndice, dando o suporte ja

mencionado a forma equivalente de se ver o conceito de estrutura spin, como se pode ver

apos a defini¢ao [B.15

Definicao A.5. Sejam p : Y — X uma aplicagao de recobrimento e f : Z7 — X uma
aplicacao continua. Um levantamento de f é uma aplicagao f: Z — Y continua tal que
o seguinte diagrama comuta:
Y

p

4 —FX



Apéndice B
Nocao de Variedade Spin

Mesmo considerando que o publico alvo do presente trabalho tenha conhecimentos
a certa da teoria das variedades, apresentaremos aqui alguns conceitos de tal assunto.
Isso por ser uma produgao de cunho algébrico, o que fomenta seu manuseio por outros.
E assim possibilitar uma visao explicita da linha na qual se abordou os conceitos acerca
das algebras de Clifford.

Iniciemos entao relembrando que um espaco topoldgico ¢ um conjunto X junta-

mente com uma familia I' de subconjuntos de X tais que:
1) Se Xl,XQ < F, entao X1 N X2 c F,

ii) Se (Xa)aeca C I' para todo conjunto de indice A, entdao |J X, € T
acA

iii) 0, X eT.

Os subconjunto de I' sao ditos abertos e uma subfamilia B de I" é uma base da
topologia I' se, para todo aberto U € I' e todo ponto p € U, existir um aberto B € B tal
que p € B C U, sendo esta enumeravel, dizemos que o espago topologico é 2-enumerdvel.

Também dizemos que um espaco topologico é Hausdorff se, para quaisquer dois
pontos distintos, p1,ps € X, existem abertos, X;, Xy € I' tais que p; € X1, ps € Xs e
X1 N Xy = 0. Além de chamarmos as aplicacoes entre espacos topologicos cujas imagens
inversas de abertos é um aberto de aplicagoes continuas, dizemos que as bijetivas com
inversas continuas sao homeomorfismos.

Agora para as seguintes defini¢coes é também importante recordamos que um espago
topologico X é localmente euclidiano se para todo x € X existe um homeomorfismo
p: U — V, que chamamos de carta, onde U C X é alguma vizinhanga aberta de x, isto

é,x e U, eV CR"”éum subconjunto aberto de R".

Definicao B.1. Uma variedade topoldgica de dimensao n é um espaco topoldgico Haus-

dorff, 2-enumeravel e localmente euclidiano.
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Definicao B.2. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é uma variedade topologica

M junto com uma cole¢do de cartas, {¢, : Uy — V,}, chamado atlas, tal que:
i) M=, Us;

ii) A aplicagio de transi¢ao, o0 ¢yt 1 0o(UsNUs) — p5(Us NUp), é diferenciavel em
R™ para todo «, 8 onde U, N Uz # 0.

TN «<
/ \°

|

|

Figura B.1: Variedade diferenciavel

Observemos que qualquer atlas é convencionalmente estendido para um tnico atlas
maximal contendo o original ([7], pag. 03), e quando este é diferenciavel, é chamado uma
estrutura diferencidvel, com as componentes de p,(p) € R", p € U,, ditas coordenadas

locars de p.

Exemplo B.3. O grupo linear geral, GL(R™) = {g € R(n); g ¢ invertivel}, que ¢ um

aberto das matrizes n X n com entradas reais, R(n) ([19], pag. 2).

Definicao B.4. Um atlas é orientado, quando todas a aplicagoes de transi¢ao tém deter-

minante positivo. Uma variedade diferenciével é orientdvel se possui um atlas orientado.

Definicao B.5. Sejam M e M’ variedades diferenciaveis com cartas (Uy,, o) € (UL, ¢.,),
respectivamente. Dizemos que uma aplicagao f : M — M’ é diferencidvel, se todas as
aplicagoes ¢/, o f o ! sao diferenciaveis. Sendo f bijetiva com inversa diferenciavel, essa

serd um difeomorfismo.

Para podemos falar em variedades diferenciaveis riemanniana precisamos do con-
ceito de espago tangente. Como é costume escrever as coordenadas locais do R™, em um
aberto Q C R", como r = (z!,...,2"), também a consideramos como as coordenadas
locais em uma variedade M, isto é, (U, vs) := (U, x), onde z : U — ) é uma carta.

Assim para definimos o espaco tangente em uma variedade precisamos definir-lo

antes em um aberto do R".
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Definigao B.6. Seja x = (z',...,2") as coordenadas locais do R", Q C R" aberto e

9 € Q. O espaco tangente de €2 no ponto xg é o0 espago

TzOQ = {.To} X E,

2]

) Oxm

o)
ozt

onde E é o espago vetorial n-dimensional gerado pela base (%, e ), com as

derivadas parciais no ponto x.

Se f: Q — Q é uma aplicagao diferenciavel, Q@ C R™ e € C R™ sao abertos,

definimos a diferencial df (zo) para xo € 2 como a aplicagao linear induzida

df(:to)i Ta:oQ — Tf(xo)Q/
i SR
ox’ i ox? 8fJ

sao as derivadas parciais no ponto f(x).

onde, a I

Definicao B.7. Sejam M uma variedade diferenciavel e p € M. Consideremos o conjunto
A= {(z,v);z : U — Q é uma carta com p € U,v € T2} e a relagao de equivaléncia:
(z,v) ~ (y,w) & w=d(yoxz " )v. O espago tangente para M no ponto p é o espago das

classes de equivaléncia de A, ou seja, em notagao T,M = A/ ~.

Podemos ver que T, M tem estrutura de espaco vetorial e se /' : M — N ¢ uma
aplicagao diferenciével entre variedades diferenciaveis, a diferencial dF : T,M — TN,
em coordenadas locais, v : U C M - R™ey:V C N — R", ¢ dada por d(yo Foxz™1).

E assim temos as seguintes definig¢oes:

Definicao B.8. Uma aplicacao diferenciavel F' : M — N é chamada uma imersao, se

para qualquer p € M a diferencial dF' é injetiva.

Definicao B.9. Uma métrica riemanniana na variedade diferenciavel M é dada por um
produto interno em cada espaco tangente 7),M que depende diferenciavelmente no ponto
base p. Uma wvariedade riemanniana é uma variedade diferenciavel equipada com uma

métrica riemanniana.

Um resultado importante, cuja demonstracao pode ser vista em Do Carmo (|7],
pag. 47) e Jost ([13], pag.14), mostra que toda variedade diferenciavel pode ser equipada

com uma meétrica riemanniana.

Definigao B.10. O fibrado tangente da variedade M é uma tripla (T'M,w, M), onde:
T M, chamado espaco total do fibrado tangente, é a uniao disjunta dos espago tangentes,

T,M,pe M; m:TM — M com n(w) = p para w € T,M é a projegdo no ponto
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base; Ese x : U - R™, y : V — R™ sao cartas para M, dr : TU — Tx(U) é definida
por w +— dx(m(w))(w) € Tyrwyx(U), onde TU = || T,M e Tx(U) tem estrutura

peU
diferenciavel de x(U) x R™, entao as aplicagoes transicao dy o dz—! = d(y o 1) sdo

diferenciaveis.

Observando que o fibrado tangente é um exemplo de fibrado vetorial, passemos a
definicao deste, que pode ser considerado como uma familia de espagos vetoriais parame-

trizados por uma variedade.

Definigao B.11. Um fibrado vetorial diferencidvel de posto n é uma tripla (E, 7, M) onde
E, dita espaco total, e M, dita base, sao variedades diferenciaveis, a projecao m: £ — M
¢ diferenciavel, cada fibra E, := 7 '(z), x € M tem estrutura de espago vetorial n-
dimensional e para cada x € M, existe uma vizinhanca U € M, e um difeomorfismo
o :m HU) = U x R™, chamado trivializagdo local, tal que para todo y € U, ¢, := ¢lg, :
E, — {y} x R" é um isomorfismo. O par (U, ¢) é chamado carta fibrado.

Quando (U,)aca € uma cobertura aberta de M, cujos fibrados sdo triviais, isto
¢, isomorfos a M x R™, com trivializagoes correspondentes ¢, : 71 (U,) — U, x R™, e

U, NUgs # 0, obtemos a aplicagao transi¢ao
©pa : Ua NUsg — GL(R™)

dada por g o ¢ (z,v) = (z, pga(x)v), para x € U, N Us, v € R™. E notemos que um

fibrado vetorial pode ser construido de suas aplicagoes transicao.

Definigao B.12. Um fibrado vetorial (E,m, M) é orientado, se existir uma orientagao

continuamente definida nas fibras E,, x € M.

Definigao B.13. Uma estrutura riemanniana em um fibrado vetorial (F,m, M) é uma
familia de produto interno positivo definido continuamente definido nas fibras F,, = €
M. Um fibrado vetorial riemanniano é um fibrado vetorial equipado com uma estrutura

riemanniana.

Observemos que todo fibrado pode ser equipado como uma estrutura riemanniana.

E para podemos passarmos a nocao de variedade spin, resta-nos o seguinte conceito:

Definigao B.14. Um G-fibrado principal é uma tripla (Pg(M),m, M) juntamente com
um grupo de Lie G, onde o espaco total do fibrado Pg(M) e a base M sao variedades
diferenciaveis, a projegao m : Pg(M) — M é diferenciavel, com a ac¢ao de G em Pg(M),

(p,g9) — pg, (p,g) € G x Pg(M) e pg € Pg(M), satisfazendo:

(i) G age livremente em Pg(M), isto é, pg # p para g # e.
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(ii) M é o quociente de Pg(M) pela relagao de equivaléncia definida pela acao de G,
onde p ~ q < dg € G; p=qg, 7 aplica p € Pg(M) na sua classe de equivaléncia, e

a fibra 771(x) pode ser identificado com G.

(iii) Para cada z € M, existe uma vizinhanga U e um difeomorfismo ¢ : 771 (U) — U X G,

dito trivializagao local, dado por ¢(p) = (7w(p),¥(p)), que é G-invariante, ou seja,
v(pg) = (m(p), ¥(p)g), para todo g € G.

E, da mesma forma que em um fibrado vetorial qualquer, como destacamos apos
a definigao temos a aplica¢ao transicao de Pg(M)

(pgaIUamU3—>G

dada por pgopt(z,9) = (z,psa(7)g), parax € U,NUs, g € G. As quais, quando todas
tomam valores em um subgrupo H de G, este é dito grupo estrutura do fibrado Pg(M).

Enfim, seja F um fibrado vetorial riemanniano n-dimensional orientado sobre uma
variedade M, Pso(E) seu SO, -fibrado principal, uma vez que E ser orientado é equiva-
lente a escolhermos um tal fibrado ([14], pag. 80), e, para n > 3, & : Spin, — SO, o

homomorfismo de recobrimento de SO,, cujo ntcleo é {—1,1} = Zs.

Definicao B.15. Uma estrutura spin em E ¢ um Spin,-fibrado principal Pgp,(F) jun-

tamente como um recobrimento duplo
f : Pspm(E) — Pgo(E)

tal que &(pg) = &(p)éo(g), para todo p € Psyin(E) € g € Spin,.

Considerando as ac¢oes de Spin, e SO, vemos que isso é o mesmo que seguinte

diagrama
Pspin(E) X Spin, —— Pspin(E)
£ x&o 13
Pso(E) x SO,, —— Pso(E)
comutar.

E a existéncia de uma tal estrutura, ja que pode ser construida de suas aplicagoes
transi¢ao, equivale a podemos levantar cada fungao de transicao g, de Pso(E), ou seja,
Spin,
65@
€o
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comuta e
P8 © Ppa = Pra-

Quando n = 2, é analogo, Spiny é substituido por SOs e & : SOy — SO, é
seu recobrimento duplo. E se n = 1, Pso(E) = M e a estrutura spin é definida pelo
recobrimento duplo de M ([14], pag. 80).

Com isso podemos apresentar a definicao de variedade spin, fato inicial da discu-

ticao da nocao de uma estrutura spin nas variedades diferenciaveis.

Definicao B.16. Seja M uma variedade riemanniana orientada. Dizemos que M é uma

variedade spin, quando tem uma estrutura spin em seu fibrado tangente T'M.

Assim, finalizamos o presente apéndice com o intuito de ter dado condigoes para
compreensao da definicao de variedade spin, servindo nao s6 para lembrar tais conceitos,
aos que sao familiarizados com os mesmos, como também para conhece-los, aos quais estes

nao sao cotidianos.
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