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Resumo

Apresentamos o formalismo matemédtico préprio para, primeiramente, estudarmos
as interpretacoes holondmicas da fase geométrica adiabdtica apresentadas por Berry-
Simon e Aharanov-Anadan e, em seguida, as similaridades encontradas com a Teoria de
Representacoes de Grupos, em particular, com o teorema de Borel-Weil-Bott. Estas relagoes
sao feitas via classificacao de fibrados linha complexos, e esses resultados sao usados para
introduzir um procedimento que trata a nao-adiabaticidade e a adiabaticidade da fase de
Berry por meio de uma modificagao na hamiltoniana. Mostramos, também, que em geral, o
espacgo de parametros é uma variedade de bandeira ou uma subvariedade dela e apresentamos
um argumento topoldgico desse espaco, que indica a relagao entre a estrutura Riemanniana
e a conexao de Berry.

Palavras-Chave:

Fase de Berry, Fase adiabdtica, Fase nao adiabdtica, Fibrado linha, Holonomia, Toro

maximal, Teorema de Borel-Weil-Bott, Variedades.
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Abstract

We present the own mathematic formalism to, first of all, study the holonomy
interpretations of the adiabatic geometric phase presented by Berry-Simon and Aharanov-
Anadan and, after this, the similirities found with the teoria de representacoes de
grupos, particularly, with the Borel-Weil-Bott theorem. These relations are made through
classification of complex bundle line, and these results are used to introduce a procedure to
treat the nonadiabatic and adiabatic phase of Berry’s phase through a cranked Hamiltonian.
In general, we also show that the parameter space is a flag manifold or a submanifold of
her and present a topologic argument of this space that indicates the relation between the
structure Riemannian and the Berry’s connection.

Key-Words:

Berry’s phase, Adiabatic phase, Nonadiabatic phase, Line Bundle, Homolonomy,
Maximal Tori, The Borel-Weil-Bott Theorem, Manifolds.
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Notacoes e Simbologias

M designa o espago de pardmetros.

‘H designa o Espaco de Hilbert.

|| designa a norma euclidiana.

|||l designa a norma no espago de Hilbert.

— designa a imersao.

A designa o infimo.

V designa o supremo.

RP"™ designa o espaco projetivo real.

CP"™ designa o espaco projetivo complexo.

Ugr denotarda um grupo de Lie compacto conexo

A designa o reticulado peso.



Introducao

Nos tltimos anos, desde o renascimento da fase geométrica feita por Berry, a fase
geométrica é um assunto que tem chamado a atencao de muitos fisicos. A principal razao para
a pouca popularidade deste extraordinario assunto tem sido a sofisticacao e, consequente,
beleza da fundamentacao matematica necessdria para explicar o fenémeno. Isto foi o que
nos motivou para este trabalho.

Recentemente, foi demonstrado que as duas interpretacoes holonémicas da fase de Berry
eram ligadas através da teoria de fibrados universais. Esta curiosa coincidéncia da fisica
das fases geométricas e a matemdtica dos fibrados permitem estabelecer uma estrutura
conveniente para analisar a fase nao adiabdtica.

No capitulo 1, apresentamos os contetidos matemédticos bdsicos que sao ricos e bem
diversificados, envolvendo assuntos de geometria algébrica, dlgebra, geometria diferencial,
topologia, teoria de grupos, andlise funcional.  Apresentamos algumas defini¢oes e
propriedades algébricas, particularmente grupos e dlgebras de Lie. Finalizamos fazendo
um aprofundamente no que diz respeito a fibrados

No capitulo 2, damos énfase a fase de Berry (ou fase geométrica). Primeiramente
fazemos uma introdugao geral sobre a fase de Berry, para depois fixarmos em duas
importantes interpretagoes de tal fendbmeno. A primeira interpretacao que damos atencao é
a feita por Berry-Simon e no segundo momento estudamos um pouco do que foi feito por
Aharanov-Anadan. E bom salientar que, em ambos os casos, tratamos da fase de Berry
adiabdtica, porém ao final do capitulo, faremos alguns comentdrios a cerca da fase de Berry
nao adiabdtica (bem como a relagdo com a adiabaticidade).

No capitulo 3, utilizamos uma matemadtica ainda mais especifica, aprofundando os
conceitos que envolvem grupos e dlgebras de Lie. Primeiramente expomos a matematica
especifica do capitulo, tais como: espacos pesos, raizes, grupos de Weyl, grupos de
cohomologia, variedade de bandeira, etc.  Apresentamos também alguns resultados
importantes para podermos fazer a relacao entre a fase adiabética e o teorema de Borel-Weil-

Bott, o qual por comodidade trataremos apenas por BWB. Ao teorema BWB, dedicamos

x1



uma secao na qual apresentamos alguns exemplos e aplicacoes desse extraordinario resultado,

o qual une duas importantes dreas da matemadtica: topologia algébrica e teoria de grupos.
O capitulo 4, no primeiro momento, é dedicado a discussao entre a conexao de Berry e a

geometria Riemaniana do espaco de parametro. Depois, apresentamos a relagao do problema

da fase nao adiabdtica para a fase adiabdtica com hamiltonianas modificadas.

xii



Capitulo 1

Pré-requisitos matematicos

Neste trabalho utilizamos muitos conceitos, propriedades e resultados matemaéticos.
Iremos apresentar aqueles que achamos essenciais e indispensdveis para o bom entendimento
do que sera feito durante os demais capitulos. Aqui, daremos destaque aos conceitos
fundamentais: Variedades, Representactes, Grupos e Algebras de Lie, Fibrados,etc. Outros
conteidos matemdticos também serao utilizados, mas estes serao apresentados nos capitulos
onde eles serao utilizados. Por estas razoes, este capitulo é fundamental para nosso trabalho,

que é uma dissertacao em matematica tendo uma motivacao fisica.

1.1 Definicoes basicas

1.1.1 Espacos de Hilbert

Algo de fundamental importancia na formulacao da Mecanica Quéntica é a definicao
abstrata de espaco de Hilbert, que foi introduzida por J. Von Neuman, em 1930. Estes
espacos sao o habitat natural dos fendmenos fisicos quénticos, em particular, o que nos

motivou para este trabalho, a fase geométrica de Berry.

Definigao 1.1 Chamaremos de espago de Hilbert, um espaco vetorial com produto interno

(;) que seja completo.



Observacao 1.1 Um espago métrico é completo se todas as sequéncias de Cauchy forem

convergentes.

Dois exemplos bem simples de espacos de Hilbert sao o espaco Euclidiano R™ e o espaco

Unitario C™.

Exemplo 1.1 R” serd dotado com o sequinte produto interno (x,y)gn = T1y1 + Toyo + ... +
Tnln, enquanto a norma associada a esse produto interno € |z||> = 22 + 23+ ... + 22, e sua
métrica serd d(x,y) = x — Ygn = \/(ml — )’ (@ — 1)+ o+ (2 — )

Para o caso de C" temos o sequinte produto interno (z, w>(cn = Z1W1 + 29Ws + ... + 2, Wy,

a norma e a métrica relativas a esse produto interno sao andlogas ao de R™.

Exemplo 1.2 L? (IRQ) = {f : R* — C mensurdveis; [, |f ( )]2 d:c < oo}, com produto
interno (f,g) = [ f (2) g (x)dz e norma || f||g: = ([ |f ()] dx) , que é conhecido como

0 espaco das fungoes de quadmdo integrdvel em R2.

1.1.2 Reticulados

Lembramos que um conjunto ordenado (as vezes chamado "parcialmente"ordenado) é
um sistema (5, <), onde S é um conjunto e < é uma relagdo bindria em S satisfazendo o

seguinte:
l.a<a
2.a<beb<c=a<c
3.a<beb<a=—a=0b

Também, observamos que um conjunto ordenado onde para quaisquer dois elementos a

e b tivermos a < b ou b < a, serd chamado simplesmente ordenado.

Definigao 1.2 Chamaremos de semirreticulado um conjunto ordenado no qual dois

elementos a e b tem um infimo a A'b. Ou seja, um semirreticulado é um sistema (S, <, A),



onde (S, <) é um conjunto ordenado e A\ é uma operagao bindria satisfazendo ¢ < a Nb <=

c<aec<hb.
Observacdo 1.2 E claro que todo conjunto simplesmente ordenado é um semi-reticulado.

Definicao 1.3 Chamaremos de reticulado um sistema (S, <,\,V) no qual quaisquer dois

elementos a e b tem um infimo a Ab e um supremo a \V b.

Observacao 1.3 Note que todo conjunto simplesmente ordenado é um reticulado no qual

aANb=aloub)eaVb=bloua).

Exemplo 1.3 Um reticulado com 0 e 1 é um reticulado com elementos assim designados,
tais que sempre

0<aea<l
Um elemento a’ é chamado um complemento de a se
aNd =0 e aVvd=1

Se todo elemento do reticulado tiver um complemento, teremos um reticulado
complementar.

Um reticulado é chamado distributivo se
aN(bVe)=(aNb)V(aNc)

Observamos que, caso existam, os complementos de um reticulado distributivo sao

unicos. Assim supomos que a’ e a” s&o ambos complemntos de a, logo
d"=d"Nl=d"NaVvd)=((@"Na)V(d"Nd)=0V(d"Nd)=d"Nd =...=d
Em um reticulado distributivo também vale a propriedade distributiva dual:

aV(bAec)=(aVb)A(aVc)



1.2 Geometria diferencial basica

1.2.1 Variedades

Chamaremos de variedade diferencidvel um espago topoldgico que localmente pode ser

visto como R".

Definigao 1.4 Uma wvariedade diferencidgvel M de classe C* , n—dimensional, é um
conjunto de pontos juntamente com uma familia de pares {U;, p;}, onde i é o indice que
assume determinados valores, podendo inclusive assumir valores num conjunto infinito de
termos. FEssas familias que também sao conhecidas como cartas tem que sastifazer as

sequintes condigoes:

(i) {U;} sao conjuntos abertos que cobrem M, ou seja, UU; = M, e p; € um homeomorfismo
(2

de U; em um aberto U; de R™.

(ii) Dados U; e Uj, tais que U; N U; # @, a aplicacdo v;; = ¢; o goj_l: 0; (U;NU;) —
©; (U; NU;) & de classe C°.

O par (U;, ¢;) para um i fixo, é chamado carta; enquanto a familia {(U;, ¢;)} é chamada

de atlas. O subconjunto U; é chamado vizinhanca coordenada, ¢; é a fun¢ao coordenada.
Exemplo 1.4 O espacgo euclidiano R™ = {(x1,...2,) ;2 € R, 1 <i < n};

Exemplo 1.5 A esfera unitdria S™ = {z € R"™; Sl = 1};

Exemplo 1.6 O Espaco projetivo real

RP" .= {conjunto das retas ndo nulas de R™™ que passam pela origem 0 = (0, ...,0) € ]R”H} ,

o qual podemos associar com o espaco euclidiano de dimensao n + 1

RP" :=R"" — {(0,...,0) .}



Observagao 1.4 A partir deste momento denotaremos variedade diferencidvel apenas por

"variedade".

Vamos agora falar um pouco sobre espagos tangentes, que sao objeto onde se permite
fazer célculos algébricos com elementos associados a pontos de uma variedade. Antes, porém,
vamos falar de uma curva diferencidvel.

Dada uma variedade M, a aplicacao diferencidvel
v:(—ge) — M,
é chamada uma curva diferencidvel em M.

Definicao 1.5 Sejam M wma variedade (diferencidvel) e p € M. Chamamos de vetor

tangente & curva v, emt =0, a funcio v (0), tal que:

¥ =220

t=0
fec=(M).
Um vetor tangente em p é o vetor tangente emt = 0 de alguma curvay : (—e,e) — M,

com v (0) = p.

Definicao 1.6 O espaco linear formado por todos os vetores tangentes em p, serd chamado
de espago tangente a M no ponto p, e denotaremos tal espago por T,M. Além disso,

dim7,M = dim M.

Definigao 1.7 Um campo de wvetores w em wuma wvariedade diferencidgvel M é uma

correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor w (p) € T,M.

Dizemos que o campo de vetores w é diferencidvel se a aplicagao

w: M — TM= UTM
peEM

p w (p)

¢ diferenciavel.



A derivada de um vetor ao longo de uma curva em uma variedade fornece a ferramenta
para definir o transporte paralelo de vetores nesta variedade

O vetor obtido pela projegdo de (dw/dt) (0) sobre o plano 7,S é chamado a derivada
covariante em p = a (0) do campo de vetores w em relacio ao vetor y = o’ (0).

Um vetor ¢ transportado paralelamente sobre uma curva x (\) se sua derivada covariante

sobre a curva é zero:

VuV =0
Onde U ¢ o vetor tangente a curva:
d
= —x (A
U=z}

O transporte paralelo ¢ feito de forma a manter o vetor paralelo ao vetor original,

deslocando-o infinitesimalmente do ponto original ou, equivalentemente:
VA=V (A+d\)=0 ()\2)

Eles sao os mesmos vetores a menos de fatores de ordem \2.

1.3 Grupos de Lie e Algebras de Lie

1.3.1 Grupos de Lie

A nogao de um grupo de Lie é obtida anolgamente & definicdo de um grupo topolégico.
Podemos dizer que um grupo de Lie G é uma variedade com uma estrutura de grupos,

formalmente segue a defini¢ao.

Definicao 1.8 Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G que possui uma estrutura

de grupo, tal que as aplicagoes:

(i) : G x G — G (fechamento)

(9.90) — 9°¢

mv: G — G
(ii) (inverso)
g — g



sejam diferencidveis.

Exemplo 1.7 O conjunto R dos nimeros reais com a estrutura de grupo da soma e a

estrutura diferencial usual é um grupo de Lie.
Exemplo 1.8 Os grupos aditivos R™ e C™.
Exemplo 1.9 O toro m—dimensional
T" ={(z1, ..., 2m) € C" = {0} ;]2;] =1 para 1 < j < m}.

Da definicao acima temos que em um grupo de Lie as aplicagoes:

L,: G — @G e R,: ¢ — @G

sao difeomorfismos, para cada x € (. Estas aplicagoes sao chamadas, respectivamente,
translacao & esquerda por h e translacao & direita por h.

Alguns grupos em particular, serao de grande interesse neste trabalho. Tais grupos
sao conhecidos como grupos de matrizes, os quais sao subgrupos dos Grupos Lineares
GL (n,k) ={A € M,x, (k) /det A # 0}, onde k = R ou k = C, que s@o grupos de Lie.

Para k = R teremos os seguintes grupos:
(a) SL(n,R) ={A € GL(n,R)/det A= 1}, chamado grupo linear especial.
() O(n)={A e GL(n,R)/AA' = A'A = Id} , chamado grupo ortogonal.
(¢c) SO(n)={A€0O(n)/det A= 1}, chamado grupo ortogonal especial.

E para k = C temos os seguintes grupos
(d) SL(n,C)={A € GL(n,C)/det A= 1}, chamado grupo linear especial.
(e) U(n)={A€ GL(n,C)/AAT = ATA = Id}, chamado grupo unitdrio.
(f) SU(n)={A €U (n)/det A= 1}, chamado grupo unitdrio especial.
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Observacgao 1.5 Note que SO (n) = O (n)NSL(n,R) e que SU (n) =U (n) N SL (n,C)

Definicao 1.9 (Toro maximal) Um toro T de G é um subgrupo de G isomorfo a um
produto de fatores de U (1). Diremos que um toro é um toro maximal se nao existe outro

toro H em G, tal que T C H seja uma inclusao prépria.

Como o grupo de Lie é um tipo especial de grupo, muitos dos conceitos que temos para
grupos, também serao titeis em grupos de Lie, assim iremos expor aqueles que mais nos serao

luteis.
Definicao 1.10 Sejam G e H grupos de Lie. Diremos que
¢o:G—H
é um homomorfismo de Lie, se ¢ é um homomorfismo de grupos e é C*°.

Observacao 1.6 Seguindo a mesma idéia da definicao teremos um isomorfismo de Lie,

quando tivermos ao mesmo tempo um difeomorfismo e um isomorfismo de grupos.

Defini¢ao 1.11 Seja G um grupo de Lie. Diremos que o par (H,®), onde H C G, é um

subgrupo de Lie se:
(i) H é um grupo de Lie
(ii) ¢ : H — G é uma imersao injetiva e um homomorfismo de Lie, ou seja,
do : T,H — Ty, G
é injetiva, para todo p € H, ¢ é injetiva e homomorfismo.

Outra definicao importante é saber quando um grupo de Lie é compacto, para isto, nao
termos uma definigao especial. Teremos um grupo de Lie compacto G quando G (vista como
variedade) for compacto.

Daremos agora a definicao de representacao de grupos.

8



Definicao 1.12 Uma representagao de um grupo finito G em um espaco vetorial complexo

V' é um homomorfismo p : G — Aut (V') tal que

pley) =p(x)ply),V o,y €
Note que:
1. p(x) é uma aplicacao linear, pois p (x) € Aut (V) ,Vz,y € G.
2. p & um homomorfismo, pois p (xy) = p(z) p(y),Vz,y € G.

Observagao 1.7 Demonstra-se que todo grupo de Lie é localmente isomorfo a um subgrupo

de GL (n,C).

Quando temos V' com dimensao finita, pela linearidade de p, podemos associd-la a uma

matriz quadrada n x n. Daf segue a defini¢ao:

Defini¢ao 1.13 Seja G um grupo de ordem h. Uma matriz quadrada R (g), é associada a

cada elemento de G, tal que

R(g1) R(g2) = R(9192)

onde R : G — M(nxn). O grupo de matrizes R(g) é uma representacao

n—dimensional do grupo G, desde que R (e) = 1.

Diremos que R é uma representacao irredutivel n-dimensional, se R nao pode ser escrita

na seguinte forma

R, A
0 R,

R =

onde R; é uma matriz quadrada de ordem m, Ry é uma matriz quadrada de ordem (n —m),
A é uma matriz com m linhas e (n — m) colunas e 0 é a matriz nula com (n — m) linhas e

m colunas. Com m sendo a dimensao de um subespaco invariante de V e dimV =n



1.3.2 Algebras de Lie

Atribuido pelo matematico Herman Weyl na década de 30, o termo &lgebra de Lie é uma
referéncia a Sofus Lie. As dlgebras de Lie inicialmente, foram introduzidas para o estudo
das rotacoes infinitesimais, e é uma estrutura algébrica que tem como principal utilizacao

auxiliar o estudo dos grupos de Lie e das variedades diferencidveis.

Definigao 1.14 Seja g um espago vetorial sobre um corpo k, diremos que g é uma dlgebra
de Lie se existe uma operagao bilinear [,] : gxg —g associada (chamada colchete de Lie),

que para todo XY, Z € g, satisfaz a anticomutatividade e a identidade de Jacobi, isto é:
(i) [X, Y], Z] +[[v, 2], X]+[[Z, X] . Y] =0

Exemplo 1.10 Seja g um espacgo vetorial complexo de dimensao finita. Entao, munindo g
com, o colchete de Lie trivial [u,v] = uv—vu = 0, temos que g é uma dlgebra de Lie. Algebras

de Lie deste tipo sao chamadas Abelianas e o colchete de Lie trivial é chamado comutador.

7

Exemplo 1.11 O espago gl (n,R) de todas as matrizes n x n reais é uma dlgebra de Lie

com [A, Bl = AB — BA.

Exemplo 1.12 Se G é um grupo de Lie, entao o espaco tangente T,G pode ser dotado com

uma estrutura de dlgebra de Lie.

Agora vamos especificar alguns conceitos para dlgebras de Lie que nos serao importantes

no decorrer do trabalho.

Definigao 1.15 Uma dlgebra de Lie g é dita simples, se ela nao tem ideais proprios e
dimg > 1. Uma dlgebra de Lie g é dita semissimples se ela pode ser escrita como uma
soma direta de ideais simples g;, ou seja, g = Bg;, 1 <1 < N, neste caso denotaremos por

5.
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Exemplo 1.13 A dlgebras de Lie sl (n,C) sdo todas semi-simples (sdo também dlgebras de

Lie simples).

Definicao 1.16 Chamaremos uma dlgebra de Lie g de redutivel quando ela puder ser

escrita como uma soma direta de ideais g =5 @ Z, onde Z é o nicleo de g.

Observagao 1.8 Um grupo de Lie serd simples, se sua respectiva dlgebra de lie for simples.

Analogamente para os conceitos de semi-simples e redutivel.

Como, para um grupo de Lie temos a definicao de um subgrupo de Lie, para dlgebra de

Lie, também definiremos uma subdlgebra de Lie.

Definicao 1.17 Seja g uma dlgebra de Lie. Diremos que um subespago vetorial hCg é uma
subdlgebra de Lie de g se by é fechado pela operagao colchete, ou seja, para X,Y € b temos

que [X,Y] € b.

Uma subdlgebra de Lie h de uma édlgebra de Lie g pode ser um ideal, desde que satisfaca

0 seguinte
g,b] C b (1.1)

Se uma dlgebra de Lie fh de um subgrupo H C G é um ideal em g, entao H é um subgrupo
normal de G.

Um aplicacao k-linear ¢ entre as édlgebras de Lie a e b ¢ um morfismo de dlgebras de
Lie se

([X,Y]) = [p(X); p(Y)], para todos X,Y € a

Definicao 1.18 Um homomorfismo de dlgebras de Lie é um homomorfismo ¢ : g — b de
espaco vetorial complexo que é compativel com o colchete de Lie, ou seja, para todo X,Y € g

temos
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Seja V um espaco vetorial e gl (V') a dlgebra de Lie das transformagoes lineares de V.
Seja g uma dlgebra de Lie (sobre o mesmo corpo de escalares que V). Um homomorfismo

de dlgebras de Lie
o:g—gl(V)

é chamado uma representa¢io de g sobre V.

Observagao 1.9 Chamamos V de o espaco da representagao, onde sua dimensao serd a

dimensao da representacao.

A nocgao de representacao é importante, pois descreve as dlgebras de Lie como dlgebras

de transformacoes lineares. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.14 Seja g C gl (V) subdlgebra, teremos que a inclusao define, trivialmente, uma

representacao de g em V, que denominamos representacao canonica.

Exemplo 1.15 Seja a uma dlgebra de Lie. Para todo X € a denotamos por ad(X) a
transformagao linear em a definida por ad(X)(Y) = [X;Y], para todo Y € a.

Proposicao 1.1 A trannsformacao linear ad é uma representacdo de a em a.

Prova. Sejam X,Y € a. Como a é uma &lgebra de Lie, temos

ad ([X;Y]) (2) = [[X;Y]; Z]
= —[Z;[X; Y] = [X; [V 2] + [V [Z; X]]
-[Y;[X;2]]
= [X5ad (Y) (2)] = [Y;0d (X) (2)] = ad (X) (ad (Y) (Z)) — ad (Y) (ad (X) (Z))
= (ad(X)ad(Y) —ad (Y) ad (X)) (Z) = lad (X) ; ad (Y)] (Z)
para todo Z € a. ™
Esta representacao é chamada a representacao adjunta de a.

Abaixo daremos alguns exemplos de representagoes que sao contruidas a patir das

operacoes que serao definidas.
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Definigao 1.19 Sejam oy : g — gl(V) e ow : g — gl(W) duas representagoes da dlgebra de

Lie g. FElas sdo ditas equivalentes se existe um isomorfismo linear P : V — W tal que
ow (X)oP=Popy (X); para todo X € g

Definigao 1.20 Sejam g uma dlgebra de Lie e o4, ..., 0, representagoes de g em Vi, ..., V,,
respectivamente. Chamamos de soma direta das representagoes p;, a aplicacdo 0g

definida por
09— gl(Vied...aV,)
Xr— 06 (X)=01(X)® ... ® 0, (X)

Em forma de matrizes, o se escreve em blocos da sequinte forma

01 0
O =
0 On
Em particular, sejam oy : g — gl(V) e ow : g — gl(W) duas representagées da dlgebra
de Lie g. Entao a soma direta destas representagoes é definida por
ov®ow:g—gl(VOW)
ov (X) 0
0 ow (X)

X —

Esta definicao é compativel com a soma direta de representagao de grupos finitos.

Agora temos a seguinte definicao para produto tensorial para duas representagoes de

algebra de Lie:

Definigao 1.21 Sejam g uma dlgebra de Lie e p;, i = 1,...,n representagoes de g em V;.

Chamamos de produto tensorial destas representacoes a aplicagdo o, definida por

0 g —gl(V1®..0V,)
Xr—0(X)=00(X)®1®.01+..+1® ... g, (X)

onde 1 representa a identidade em cada um dos espacos.
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Em particular quando n = 2, ou seja dada duas representacoes oy : g — gl(V) e
ow : g — gl(W) da dlgebra de Lie g, entdo o produto tensorial destas representagies é
definido por

ov @ ow g —gl(VaW)
Xr—o(X)(vew) =ov (X)) @w+v& (ow (X)) (w)

Observacao 1.10 O produto tensorial de representagoes de dlgebra de Lie é bilinear com

respeito a soma direta de representagoes de dlgebras de Lie.

Definicao 1.22 Seja ¢ : g — gl (V) uma representag¢io da dlgebra de Lie g. Entdo a
representacao dual o* de g no dual V* de V' definida por
o' g — gl(V)
X — —Q(X)T

é determinada pela formula
0" (X)(A\)=—=Xoo(X), comAeV”

As aplicagoes pg,0 € 0* definidas acimas, sao representagoes.

1.3.3 Relagao entre grupo de Lie e dlgebra de Lie

Para cada grupo de Lie G de dimensao finita, existe uma &lgebra de Lie real
correspondente de mesma dimensao, a qual usaremos a notagao g. Mais precisamente,
se dimG = n, entdo as matrizes (m xm) Ey, By, ..E, definidas por (E;); =
(0A;1,/0x;)

Usando o mecanismo de translagdo usual (ou seja, mapa exponcial e diferencial) entre

com j,k=1,....mei=1,..,n, formam uma base de g.

r1=x2=...=Tpn=0"

grupos de Lie e dlgebras de Lie, obtemos dlgebras de Lie através de grupos de Lie, e vice
versa. Qualquer grupo de Lie G define uma &lgebra de Lie asociada g = Lie(G).
Veja esta identificacao
g=T.G =% End(V)=gl(V)
exp | Lexp

G — Aut (V)
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Sejam G um grupo de Lie e g := T,G sua dlgebra de Lie correspondente. Se
¢ : G — Aut(V') é uma representagao de G, entao T, : g — End(V) é uma representagao
da &lgebra de Lie g.

Se G for simplesmente conexo, este processo também pode ser invertido: Se g:g — gl(V)
¢ uma representac¢ao (um homomorfismo de dlgebras de Lie), entao existe um homomorfismo

do grupo de Lie (uma representagao de G) do tipo ¢ : G — Aut(V) tal que o = T.ep.

1.3.4 Complexificacao de grupos lineares

De agora em diante usaremos o simbolo G para denotar um grupo de Lie linear redutivel
e o simbolo G¢ para a complexificacdo de Gg. Suponha que Zgo(centro da componente

identidade G2) pode ser expressado como um produto direto

Zco =C - A, com C compacto, A = (Rk; +) para algum k > 0, e (1.2)
ag = algebra de Lie de A, tem uma base {¢i,...,&}, (1.3)

tal que §; é diagonalizdvel, com autovalores racionais.

Os ¢; sao vistos como matrizes via a imersao Gg C GL(n;R) ou Gg C GL(n;C) que exibe Gg
como um grupo linear. Nesta secao, autovalores reais serao suficientes, mas a racionalidade
dos autovalores serao importantes quando complexificarmos Ggr

Denotaremos por Kr C Gg o subgrupo compacto mazximal.
Proposicao 1.2 Valem as sequintes hipdteses para Gg

i) Qualquer subgrupo compacto de G estéd contido em algum subgrupo compacto maximal

Kg, e dimg K > 1 desde que G nao seja abeliano;

ii) quaisquer dois subgrupos compactos maximais de Gy sdo conjugados por um elemento

de Gg;

iii) a inclusao K — G induz um isomorfismo de grupos de componentes Kg/KQ ~ Gg =

0.
Gg;
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iv) se Gy for semissimples, o normalizador de K em G coincide com Kp.

Observagao 1.11 Denotemos por gr e tgr as dlgebras de Lie de G e Kgr, respectivamente.

Entao Kgr atua em gr pela restricao da representac¢ao adjunta ad.

Como qualquer grupo de Lie linear, Gg tem uma complexificagao, um grupo de Lie
complexo G¢, com dlgebra de Lie,

gc = COryr,

contendo Gr como um subgrupo de Lie, tal que
a) a inclusdo Ggr — G¢ induz ggr — ge, E— 1R E, e
b) Gg contém todas as componentes conexas de Gc¢.

Para construir uma complexificagao, consideramos Gg como subgrupo de GL(n;R), tal
que gr C gl(n;R). Isso torna gc uma subalgebra de Lie de gl(n; C) = C®ggl(n; R). Entao
G2, o subgrupo de Lie conexo, de GL(n; C) com &lgebra de Lie gc, satisfaz a condigao (a).
Por construgao G C G2, e Gg normaliza G2, conseqiientemente G¢ = Gg - G° é um grupo
de Lie complexo com dlgebra de Lie g¢, que contém Gy e satisfaz (a) e (b). Quando G¢ é
uma complexificacao de Gg, chamamos Gr uma forma real de G¢. Nao excluimos o caso no
qual um grupo de Lie Gy seja um grupo de Lie complexo; no caso de Gg = GL(n;C), por
exemplo, G¢ = GL(n;C) x GL(n; C) C GL(2n;C).

Em geral, a complexificagao de um grupo de Lie linear depende de sua complexificagao
como um grupo linear. Aqui, a complexificagdo G¢ herda a propriedade (1.2) de Gg. Isto
implica que G¢ ¢ determinado por Gg por isomorfismo, mas a imersao depende da realizacao

como grupo real, a menos que G% tenha centro compacto.
Exemplo 1.16 Vamos complexificar a decomposi¢ao de Cartan.

Sejam gc = CRgrgr, ¢ = CRprtr ¢ p = CRrpr; ¢ g =E€Ep como espago vetorial.
A complexificacio G¢ de Gg (naturalmente) contém K¢ (complexificagdo de Kg), como

subgrupo de Lie complexo.
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K¢ s6 serd compacto se Kg = {e}. Que ndo acontece, a menos que Gg seja abeliano.
De fato, qualquer ¢ € €, nao nulo, é diagonalizdvel sobre C, com autovalores puramente
imagindrio, nao todos nulos, assim o subgrupo complexo de 1—parametro {z — exp(z£)} de

K¢ é ilimitado. Por construcao, as dlgebras de Lie gg, €y, g¢, € € 0s grupos correspondentes

satisfazem :
gr C gc Gr C Gg
U U U U
bk C f¢ Kr C Kc

1.4 Fibrados

Nesta secao introduziremos as defini¢oes bésicas de fibrado, pullback em fibrado, fibrado
principal e conexao em fibrado. Um fibrado é um espaco topoldgico que localmente pode ser
visto como um produto direto de dois espacos topoldgicos. O que nos motiva a estuda-los
é que muitas teorias em Fisica, como a relatividade geral e teorias de gauge, sao descritas

naturalmente em termos de fibrados.

Definicao 1.23 A estrutura de fibrado diferenciaGvel em FE ¢é a séxtupla

(E,7,M,F,G,V), onde:
1. E é uma variedade de classe C*°, chamada de espaco total;

2. M é o espaco quociente, ou seja, M = E/R tal que R é uma relacdo de equivaléncia
em F, tal que, R = {(x1,22) € E X E;3dg € G;x1 - g = x2}. M é uma variedade de

dimensao n, chamada de espaco base;

3. m é a proje¢io definida de E em M, ou seja, 7 : E — M, com 7n(z) =T, m € C® e

tém posto n;
4. F é uma subvariedade de classe C*°, tal que F' C E, e F' é chamada de fibra;

5. G é um grupo de Lie que atua em F' a esquerda, G é chamada grupo de estrutura;

17



6. ¥ ={¥,}, ¢ uma familia de difeomorfismos que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Se {Us}aer € uma cobertura aberta de M, entao Vo € M, 3U,(x) e IV, € U tal
que

U, : Uy x F— 74U, Yo(z,y) =2, V(2,y) €Uy x F (1.4)

(Ua, Vo )acr € a representagao de coordenadas para FE. A funcao ¥, é chamada

de triviliacao local.

(b) Y(Uq, ¥4 )aer, temos
Vo, F— F,={yeE;n(y) =z} (1.5)
onde ¥, ,(y) = Y,(x,y) & bijetora, comy € I e x € U,.

Observacao 1.12 Frequentemente usamos a sequinte notacio E —— M ou simplesmente

E para denotar um fibrado (E, 7, M, F,G, V).

Rigorosamente falando, a defini¢ao de fibrado mostra-se independente de uma cobertura
especial {U,} de M. Na literatura matemdtica a defini¢ao acima é empregada para definir um
fibrado de coordenadas (F,m, M, F,G,{¥,},{U,}). Chamaremos de fibrados equivalentes,
dois fibrados com coordenadas (E,m, M, F,G,{V,},{U,}) e (E,m, M, F,G,{®,},{V.}), tais
que com a coordenada (E,m, M, F,G,{¥V,} U{®,},{U.} U{V,}) ainda temos um fibrado.

Definigao 1.24 Seja E um fibrado. Chamaremos a aplicagcio C*°, s : M — E de sec¢cao

se ela satisfaz: mwos = Idy,.

Notemos que para x € M, temos s(z) = s |,€ F,. O conjunto de todas as se¢oes de M
serd denotado por I'(M, E). Se s estd definida em U C M, com U um aberto; diremos que
s é uma secao local.

Agora, se x € Uy N Ug, temos o difeomorfismo t;;(x) = ¥, o ¥;, : F — F, € G, e
chamamos t;; de fungao de transi¢dao e F, de fibra sobre z € M, F, = 7 (), Vo € M, que

¢ uma subvariedade fechada de E.
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Exemplo 1.17 (Fibrado Tangente) O exemplo mais importante de um fibrado vetorial
sobre uma variedade M é o fibrado tangente TM de M. Como conjunto, o espago total T'M
é simplesmente a uniao disjunta de todos os espagos tangentes:
T™ = \J T,M (1.6)
peM

A projecao 6bvia serd denotada por Tar:

v TM — M (1.7)

1.4.1 Pullback

E importante sabermos como construir novos fibrados vetoriais a partir de um fibrado
vetorial dado. Aqui apresentaremos um procedimento basico, que é conhecido com pullback.

Sejam F — M um fibrado com uma fibra F, e N uma variedade. Dada a aplicacio
f: N — M, temos que o par (E, f) define um novo fibrado, agora sobre N, com a
mesma fibra F'. Consideremos um subespago f*E de N x E, que consiste do ponto (p,u),
tal que f(p) = m(u). Este subespago é chamado o pullback de E por f. A fibra F, de f*E
¢ justamente uma cépia da fibra Fypy de E. Se definir-mos f*E " N por mi(p,u) =pe
mo : [*E — E por my(p,u) = u, entdo o pullback f*E pode ser dotado com uma estrutura

de fibrado e obtemos a seguinte aplicacao de fibrado.

f*E = E
| 7 (1.8)
N — M

f

A comutatividade do diagrama segue, desde que 7w(ma(p,u)) = w(u) = f(p) = f(m(p,u)),
com (p,u) € f*E. Em particular, se N = M e f = idy, entdo teremos que os dois fibrados

f*E e E sao equivalentes.
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1.4.2 Fibrado Principal

Um tipo de fibrado importante é o Fibrado Principal, que até certo ponto pode ser
considerado como uma generalizagao de grupos de Lie.

Um fibrado principal tém por fibra F, que ¢é idéntica com a estrutura do grupo G. Ele
é denotado por P(M,G), sendo também chamado um fibrado G sobre M. As fungoes de
transicoes atuam sob a fibra a esquerda.

Agora, vamos definir a agao de G sobre F' a direita.

Considere ¢; : U; x G — 7~ 1(U;) sendo a trivializagio local dada por ¢~ (u) = (p, g),
onde v € 7 HU;) e p = w(u). A agdo a direita de G sobre 7~ !(U;) é definida por
¢; (ua) = (p,gia), com ua = ¢;(p, g;a), qualquer que sejam a € G e u € 7 *(p). No
caso em que a agao a direita comute com a acao a esquerda, esta defini¢ao nao depende da

trivializagao local. De fato, para p € U; N Uj, se

ua = ¢;(p, g;ja) = ¢;(p, tji(p)gia) = ¢i(p, gia). (1.9)

Entao a multiplicacao a direita é definida sem se referir a trivializacao local. Esta é denotada
por P x G — P ou (u,a) — ua.

Note que m(ua) = 7(u). A agao a direita de G sobre m~(p) é transitiva desde que G
atue sobre G transitivamente a direita e F, = 7 *(p) seja difeomorfica & G. Assim para
quaisquer uy, us € 7 1(p), podemos construir a todas as fibras por 77!(p) = {ua;a € G}. A
acao a direita também ¢é livre, se ua = u para algum v € P. a pode ser o elemento identidade
e € G. Com efeito, se u = ¢;(p, g;), temos ¢;(p, gia) = ¢i(p, gi)a = ua = u = ¢;(p, g;). Ja
que ¢; & bijetora, podemos ter g;a = g;, ou seja, a = e.

Dada a segao s;(p) sobre U;, definimos a preferida trivializagao local ¢; : U; x G —
7 1(U;) como a seguir. Para u € 7 1(U;), p € U, hd um unico elemento g, € G tal que
u = 8;(p)gu. Entao, definimos ¢; por ¢~ '(u) = (p, g.). Nesta trivializagao local, a segao s;(p)
é expressada como s;(p) = ¢;(p, ).

Esta trivializagao local é chamada de trivializagdo canonica. Por definicao ¢;(p,g) =

di(p,e)g = si(p)g. Se p € U;NU;, duas se¢des s;(p) e s;(p) sao relacionadas pela fungao de
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transicao ¢;;(p) como segue

si(p) = ¢i(p, e) = ¢;(p, tji(p)e) = ¢;(p, tji(p))

= ¢;(p, e)tji(p) = s;(p)tji(p). (1.10)

Exemplo 1.18 Considere P sendo um fibrado principal com fibra U(1) = S e o espaco

base S?. Este fibrado principal representa a topologia ambiente do monopdlio magnético.

Seja {Uy,Us} sendo uma cobertura de S? pelo usual angulo polar, nés temos Uy =
{(0,0);0 <0 < T +6,0< B <2nfelUs ={(0a);f —e<0<7,0<3<2m) A
intercessao Uy N Ug é uma faixa que é essencialmente o equador. Considere ¢y e ¢g sendo
a trivializagio local tal que ¢x'(u) = (p,exp(iay)) e ¢5'(u) = (p,exp(ias)), onde p = 7(u).
Tomando uma funcao de transicio tyg da forma e’ onde n deve ser inteiro. Podemos
definir unicamente ¢yg(p) sobre o equador, desde que tyg aplica o equador S* para U(1),
este inteiro caracteriza o grupo de homotopia 71 (U(1)) = Z. As fibras coordenadas ay e
ag sao relacionadas sobre o equador como €N = ¢Fei®s, Se n = 0, a funcdo de transicao
é o elemento unitdrio de U(1) e nés temos um fibrado trivial P = S? x S'. Sen # 0, o
U(1)-fibrado P, é curvado. E impressionante que a estrutura topoldgica de um fibrado seja
caracterizado por um nimero inteiro.

Desde que U(1) seja abeliano, a agdo a direita e a acdo a esquerda sdo equivalentes.
De acordo com a agdo a direita g = €™, nés temos ¢y (ug) = (p, e @¥*V) e ' (ug) =
(p, ei(as—‘r)\)).

Em matemética, o fibrado universal na teoria de fibrados com a estrutura de grupo de
um determinado grupo topolégico G, é um fibrado especifico, sobre o espaco de classificacao
BG@G, tal que cada fibrado com um determinado grupo de estrutura G sobre M é um pullback
por meio de uma aplicagao continua M — BG.

Iremos provar a existéncia de tal grupo para grupos de Lie compacto. Mas,

primeiramente iremos provar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.3 Seja G um grupo Lie compacto. Existe um espago contrdtil EG no qual G

atua livremente. A projecao EG — BG é um G—fibrado principal.
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Demonstragao. Existe uma injecdo de G em um grupo unitdrio U (n) para n
suficientemente grande.

Se encontrarmos EU (n) podemos entdo tomar EG como EU (n). n
Observagao 1.13 A construgio de EU (n) é dada em espago de classifica¢io para EU (n) .
O seguinte teorema é um coroldrio da nossa proposicao acima.

Teorema 1.1 Se M é uma variedade compacta e P — M é um G— fibrado principal, entao
existe uma aplicagio f : M — BG, bem definida pela homotopia, tal que P é isomorfo a

f*(EQ), o pullback do G—fibrado EG — BG por f.

O espago total de um fibrado universal é, geralmente, escrito por FG.

1.4.3 Conexao em Fibrados

Primeiramente definiremos conexao sobre um fibrado principal. Sua defini¢ao é realizada
introduzindo a conexao de 1—forma cuja forma local é bem conhecida para os fisicos como
um poténcial de gauge. Hé vérias definicoes equivalentes de uma conexao sobre um fibrado
principal. A maneira que iremos trabalhar é baseada na sepagao do espago tangente 7, M em
subespacos verticais e horizontais. Embora esta aproximagao pareca ser abstrata, ela tem
vantagens comparada com outras aproximagoes em que ela esclarece o quadro geométrico
envolvido e é definido independente das trivializacoes locais espacias. A conexao é também
definida como 1-forma g-valuada que satisfaz certos axiomas. Mostra-se que estas definigoes
sao equivalentes.

Considere u sendo um elemento de um fibrado principal P(M, G) e considere G, sendo
a fibra em p = 7(u). O subespago vertical VP é um subespaco de T, P que é tangente a
Gp em u. Vejamos a constru¢ao de um plano vertical V,,P. Tomando um elemento X € *¥.
Pela acao a direita

Rexp(ex)t = wexp(tX) (1.11)
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a curva através de u ¢ definida em P. Ja que m(u) = m(uexp(tX)) = p, esta curva existe
dentro dos limites de G,. Definamos um vetor X# € T, P por
X#f(u) = 2 f(uexp(tX)) (1.12)
dt =0
onde f: P — R ¢ uma fungao diferencidvel arbitraria. O vetor X# é tangente para G, em
u, daf X# € V,P. Deste modo definimos um vetor X# em cada ponto de P e construimos
um campo de vetores X7, chamado o campo de vetor fundamental gerado por X. Existe
um isomorfismo de espagos vetoriais # : 5)1? — Xg?f O subespaco horizontal H,P é o
complemento de V,P em T, P, e este, é definido unicamente no caso de existir uma conexao

em P.

Definigao 1.25 Uma conexao sobre P é uma tunica separagao do espago tangente T, P nos

subespacos vertical e horizontal, tais que
(1) T,p=H,P®V,P

(ii) Um campo de vetor C*° X sobre P & separado em campos de vetores C*° X € H,P

e XV eV,Pcomo X =X"4+ XV,
(i13) H,oP = Ry H, P para arbitrdrios u € P e g € G.

A condicao (i77) diz que os subespagos H, P e H,,P sobre a mesma fibra sao relacionados
por uma aplicacao linear Ry, induzida pela acao & direita. A partir do subespago H, P sobre
u a aplicacao R, gera todos os subespagos sobre a mesma fibra.

Nos célculos préticos, devemos separar T,,P em V,P e H,P de modo sistemético. Esta
separacao pode ser alcancada introduzindo uma élgebra de Lie valuada 1-forma w € ¥ QT* P

chamada a conexao de 1-forma.

Definicao 1.26 A conexao de 1-formaw € ¥QT* P é a projecio de T, P sobre a componente

vértical V,P ~¥. A propriedade da projecao é resumida pelas sequintes exigéncias.
(i) w(X#) =X
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(i) Ryw = Adg-w.
Isto é, para X € T, P,
Rywug (X) = wyy (R X) = g tw, (X) g. (1.13)
Definicao 1.27 O subespago horizontal H,P é o nicleo de w.
H,P={X eT,P,w(X)=0} (1.14)

Para mostrar que esta definicao é consistente com a definigao 1.25, nés provamos a

seguinte proposigao.
Proposigao 1.4 O subespago horizontal (1.14) satisfaz
R, H,P = H,4P. (1.15)

Demonstragao. Fixe um ponto u € P e defini H,P = {X € T,P;w(X) = 0}. Tome
X € H,P e construa R, € T,,P. Encontramos desde que w(X) = 0. De acordo com
R, X € H,,P. Notamos que R, ¢ uma aplicacao linear invertivel. Daf qualquer vetor
Y € H,yP é expressado como Y = R, X para algum X € H,P. |

A conexao de 1-forma w definida acima é conhecida na literatura como a conexdo de
Ehresmanm.

Consideremos agora {U; } sendo uma cobertura aberta de M e o; uma se¢ao local definida
sobre cada U;. E conviniente para introduzirmos uma algebra de Lie avaluada em 1-forma
A, sobre U; por

A, =0lwe¥eQUU) (1.16)

consequentemente, dado a dlgebra de Lie avaluada em 1-forma A; sobre U;, nés podemos

recontruir a conexao 1-forma w cujo pullback de o} é A;.

Teorema 1.2 Dado uma 1-forma ¥ —avaluada, A; sobre U; e a secao local o; : U; —

71 (U;), existe uma conexdo 1-forma w tal que A; = ofw sobre Us.
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Prova. Ver [6]. u

Para w ser definida unicamente sobre P, que é separado de maneira tnica como
T,P = H,P ®V,P, nés devemos ter w; = w; sobre U; N U;. A tnica 1-forma w é entao
definida inteiramente em P por w|, = w;. Para cumprir esta condigao, a forma local
A, precisa sastifazer uma propriedade de transformacao peculiar similar aos simbolos de

Christofel. N6s primeiro precisamos de um lema técnico.

Lema 1.1 Considere P(M,G) sendo um fibrado principal e o;(0;) sendo uma se¢do local

sobre U;(U;) tal que U; NU; # @. Para X € T,M (p e U;NU;), 0, X e 0, X satisfazem
05X = Ry, (00 X) + (t;'dt;(X))* (1.17)
onde t;; : U;NU; — G é uma funcgao de transicao.

Prova. Ver [6]. |
A compatividade desta equagao é obtida pela aplicacao da conexao 1-forma w sobre a

equacao (1.17). Nés encontramos que

ojw(X) = Ry w(oiX) + ti_jldtij (X)

v

onde o axioma da definicao 1.26 deve ser usado. Desde que esta seja verdadeira para

quaisquer X € T,M, a equagao acima se reduz em

esta é a condicao de compatibilidade que estavamos procurando.

Convencionalmente, dada uma cobertura aberta {U;}, a sec@o local {o;} e as formas
locais {A;} que satisfaz a equagdo (1.19), podemos construir a 1—forma ¥ —avaluada w
sobre P. Desde que um fibrado principal nao trivial ndo admita uma se¢ao global, o pullback

A; = o;w existe localmente mas nao necessariamente global.
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1.4.4 Fibrado linha

Definigao 1.28 Chamaremos o par (L,7) de fibrado linha complexo sobre uma variedade

M, onde L é uma variedade e m: L — M uma aplicagao sobrejetiva suave, se:

e Toda fibra 7~ *(p) = L, é um espago vetorial complexo unidimensional;

e Todo p € M tem uma vizinhanga aberta U € M para a qual existe um difeomeorfismo
o :m Y U) — U xC tal que o(L,) C {p} x C para todo p e que além disso a aplicagio

¢ |1, Ly — {p} x C é um isomorfismo linear.

Observagao 1.14 A sequnda condi¢ao é chamada trivializacao local pois diz que localmente

o fibrado linha pode ser visto como C x M.

Exemplo 1.19 O exemplo mais simples de um fibrado linha ao longo de uma variedade M é
o fibrado trivial Cx M. Aqui o espago vetorial em cada ponto p é Cx{p} o qual consideramos

como uma copia de C. A definicao geral utiliza este como um modelo local.

Exemplo 1.20 (Fibrado de Hopf) Defininimos o fibrado de Hopf CP' como o conjunto
de todas as linhas (que passam através da origem) em C%. Denote a linha cancelada do vetor
z = (2% 2Y) por [2] = [2% 2Y]. Note que [Azp; \z1] = [2°; 2] para algum nimero complexo A

nao-nulo. Definindo dois conjuntos abertos U; por
U = {[z"%2"];2 =0}

e em coordenadas 1; : U; — C por g ([2]) = 21/2° e ¢ ([2]) = 2°/z1. Como uma variedade
CP! ¢ difeomorfa a S*. Um difeomorfismo S* — CP' ¢ dado por (x,y,z) — [v +1y,1 — 2].
Definimos o fibrado linha H sobre CP! por H C C? x CP! onde

H = {(w, [2]) ;w = Az para algum \ € C*} (1.20)

Definimos a projecio @ : H — CP' por 7 ((w,[2])) = [2]. A fibra H[z] = 77 ([2]) é o
conjunto

{(Az,[2]); A € C} (1.21)
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o qual é naturalmente identificado com a linha cancelada [z]. Isto é, que ele herda uma

estrutura do espaco vetorial dada por

a(w,[z])+ 5 (w,, [z]> = <aw + fuw’ [z])

1.5 Levantamento Horizontal e Transporte Paralelo

Nesta secao, iremos definir o transporte paralelo de um elemento do fibrado principal ao

longo de uma curva em M que serd dado através do levantamento horizontal de uma curva.

Definigao 1.29 Consideremos P(M,G) sendo um G—fibrado e seja ¢ : [0,1] — M wuma
curva em M. Uma curva C : [0,1] — P é chamada de levantamento horizontal de ¢ se

satisfaz as sequintes condi¢coes

2. o vetor tangente a 5(15) sempre pertence a Hg(t)P.

Agora vamos considerarum vetor X tangente a (. Logo, por defini¢ao, satisfaz
w ()? ) = 0. Note que esta condi¢ao é uma Equacao Diferencidvel Ordinaria (EDO) e
pelo teorema fundamental de EDO, garante-se a existéncia e unicidade do levantamento

horizontal.

Teorema 1.3 Seja ¢ : [0,1] — M uma curva em M e seja ug € 7 *(¢(0)). Entdo exsite

um tnico levantamento horizontal ((t) em P tal que ((0) = uo.

Demonstracgao. Consideremos a construcao de tal curva (. Seja U; uma carta que contém

( e tome uma secao o; sobre U;. Se existe um levantamento horizontal Z , ele pode ser
expressado como C(£) = o; (C () - ¢;(t), onde g;(t) levanta para g;(C (t)) € G. Sem perda de

generalidade, nés tomamos uma secao tal que o; (¢ (0)) = ¢(0), isto é g;(0) = e. Considere

X sendo um vetor tangente a ( (¢) sobre ¢ (0). Entéo X = E*X ¢ tangente, a Z sobre
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up = C(0). Desde que o vetor tangente X é horizontal, ele satisfaz w <)A(/ ) = 0. Uma

pequena modificagdo do lema (1.1) produz

X = gi(t) 'onXgi(t) + (g:(t) " dgi(X))* (1.22)

aplicando w sobre a Eq. (1.22), encotramos

> dg;(t
0=w <X) = g;(t) " 'w (05, X) gi(t) + gi ()" gd1<f ) (1.23)
Multiplicando por g; () a esquerda, obtemos

Agora utilizando o teorema fundamental de EDO garantimos a existéncia e unicidade da
solugao da equagao (1.24).
Ja que w (0 X) = ofw (X) = A; (X), expressamos a Eq. (1.24) numa forma local,

di ) - —A; (X)gi(t) (1.25)
e sua solucao formal com g;(0) =e é
1
dxt
gi(y (1)) = Bexp | — [Aq—dt | = (1.26)
0

¢(®)
Bexp | - [ Ay (C(0) da”
¢(0)

onde B é o operador que onderna-caminho ao longo de ¢ (¢). O levantamento horizontal é

expressado como C (¢) = a; (C(£)) - i (C(2)). ]

Corolario 1.1 Seja  outro levantamento de ¢, tal que ¢ (0) = ¢ (0)g. Logo ¢ (t) = ((t) g
para todo t € [0, 1].

Prova. Ver [6]. u
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Exemplo 1.21 Consideremos P(M,G) 2 M xR com M = R*—{0}. Seja¢: ((z,y),r) —
u € P uma trivializagao local, tal que (z,y) sdo as coordenadas de M e r é um elemento do
grupo aditivo R. Seja

ydx — xdy

uma conexao I1-forma.

Verifica-se que w satisfaz o axioma da conexdo 1—forma. De fato, para A% = Aa%,

A € R sendo um elemento da dlgebra de Lie do grupo aditivo, temos w (A#) = A. Além

1

disso, Rgaw = w = g~'wg, jd que R é abeliano. Cosidere ¢ : [0,1] — M definida

por ( (t) = (cos2nt,sin2nt). Vamos construir um levantamento horizontal que passa por
((1,0),0). Considere
d dx 0 dy 0 df 0
_d_dr 0 dy 0  df 0O 1.2
dt dt or T dt oyt of (1.28)

como o vetor tangente a E (t) . Ja que X é horizontal satisfaz

dx Y dy x df df
0=w(X)="". =7, =9 - 1.29
W)= e T g T w T (1.29)
A solugio é dada por r = 2nt + k, k constante. Assim, encontramos o levantamento
horizontal  passando por ((1,0),0),
C (t) = ((cos 2t, sin 27t , 27t) (1.30)

o qual é uma hélice sobre o circulo unitdrio.

De acordo com a agao de grupo (& direita ou & esquerda ), f traduz para f + g, g € R.

Quanto as mudangas no levantamento horizontal é

C(t) = ((cos 2mt, sin 27t) , 27t + g) . (1.31)
Considere ¢ : [0,1] — M uma curva. Seja uo um ponto, tal que, ug € 71 (v(0)).
Existe um tnico levantamento horizontal ¢ (¢) de ¢ () passando por ug, e dai um tnico

ponto u; = ¢ (1) € 77 (y(1)). Chamamos u; de transporte paralelo de ug ao longo da curva
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¢. Assim, podemos definir a aplicacdo I (E) (¢ (0)) — 7L (v (1)), tal que ug — ;.

Empregando a forma local (1.26), temos

uy = 0; (1) = Bexp —/Awdxﬂili(t))dt . (1.32)

Pelo corolario (1.1), mostramos que I'(y) comuta com a agdo a direita R,.
Primeiramente, note que R,I" (Z") (ug) =urgel (Z") R, (up) =T (E) (uog). Agora, veja que
QN“ () g € um levantamento horizontal passando por ugg e u1g. Pela unicidade do levantamento
horizontal através da wpg, temos wg = I'(¥) (uog), que é, R,I' (¥) (uwo) = I'(7) (wog) =

[ () Ry (uo). Daf, para qualquer ug € 71 (v (0)), temos R,I' () =T (3) R,.

1.6 Holonomia

Considere P(M,G) como um fibrado principal e uma curva ¢ cujo levanteamento
horizontal em ug € 7 (¢ (0)) ¢ C. Vimos que a aplicagio I' (7) : 77 (7 (0)) — 7 (y (1))
aplica um ponto uy = 6(0) em u; = Z(l) Considere duas curvas «, 5 : [0,1] — M com
a(0) = B(0) =pyea(l)=pS(1) = p. Passando para os levantamentos horizontais & e 3 de
a e B, respectivamente, tal que & (0) = 3 (0) = uo. Entdo & (1) ndo é necessariamente igual
a (3 (1). Isto mostra que se considerarmos um curva ¢ : [0,1] — M sobre p = ¢ (0) = ¢ (1),
teremos ¢ (0) # ¢ (1). Um curva ¢ define uma transformacio . : 7+ (p) — 7+ (p) sobre

a fibra. Tal definicao é compativel com a acao a direita do grupo,

¢ (ug) = 7¢ (u) g. (1.33)

Observe que 7 nao depende apenas da curva ¢, mas também da conexao.

Sejam u € P um ponto, com 7(u) = p, e C, (M) o conjunto das curvas sobre p;
Cy (M) = {G;C: [0,1] — M e ¢(0) =€ (1) = ph.

O conjunto de elementos ¢, = {g € G;7¢ (u) = ug,( € C, (M)} que é um subgrupo do
grupo de estrutura GG, é chamado o grupo de holonomia sobre u. As propriedade de grupo

de ¢, podem ser verificadas como se segue:
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Se a, f e ( = a* [ sao curvas sobre p, temos 7c = 75 0 T,, € assim

e (u) = 18074 (1) = 75 (UGa) = T3 (U) go = UYsYa (1.34)
onde 7, (1) = ug,.

Isto mostra que g¢ = gsgo. A curva constante c : [0,1] — p define a transformacao
identidade 7, : © — u. E a curva inversa (! induz a transformacio 7.-1 = us ! logo
Gy =05

Na situagao que estamos interessados, estamos preocupados com ~’s que sao curvas
em M, ou seja, v (T) = v(0), e com uma familia de Hamiltonianas {H},.,, com mesma
estrutura, ou seja, sem niveis cruzados. No caso geral Hy = H, ;) tem R autovalores distintos
{e:}7,. Se II; (\) o projetivo sobre o auto-espago H, (A) := span {| ¥ (A}, de H,, tem
o espectro A—dependente da resolugao H, = iei (A IL; (N) .

i=1

(2
O vetor evolui de acordo com a depedéncia do tempo da equagao de Schrédinger

10 |W (1)) = Hy) [V (1)) -

Restringimos 0 mesmo para o caso no qual as curvas 7’s sd@o adiabdticas, ou seja, hy'/vy <
min,4; |e; — €;| . Entdo é conhecido que alguma |Vy) € H serd mapeada depois do periodo
T, sobre:

W (T)) = U (T) [ %), U (T) = &I, (7).

onde:
T
gf)l (T) = / &l ()\l) dr

0

é a fase dindmica e
Ty (7) = Pexp/Al cUMm), (I=1,..,R)
Y
¢ chamada a holonomia associada com a curva 7.
Observagao 1.15 Alguma evolu¢ao qudntica
T
U(T)=Texp [—i/ H(t) dt}
0

pode ser associada com o caminho no espaco.
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1.7 Classes de Chern

As classes de Chern sao um tipo particular de classes caracteristicas que estao associadas
a fibrados vetoriais complexos. Elas sao invariantes topoldgicos associados a fibrados vetoriais
em uma variedade suave. A classe de Chern de uma variedade complexa sao as classes de
Chern do seu fibrado tangente.

Um caso especial e importante de classes de Chern é quando E for um fibrado linha.
Entao a tnica classe de Chern nao-trivial é a primeira classe de Chern, a qual é um elemento
do segundo grupo de cohomologia de X. Como ¢é classe de Chern top, iguala-se com a classe
de Euler do fibrado.

As primeiras classes de Chern volta a ser um invariante completo com a qual classifica
fibrados linha complexos, no contexto topolégico. Ou seja, existe uma bijecao entre as classes
de homomorfismos do fibrado linha sobre X e os elementos de H?(X;Z), os quais associam
ao fibrado linha sua primeira classe de Chern. A adi¢ao no grupo cohomologia bidimensional
coincide com o produto tensorial do fibrado linha complexo.

Em geometria algébrica, essa classificagdo de (classes de isomorfismo) fibrados linha
complexos pela primeira classe de Chern é uma aproximacao grosseira com a classificacao
de (classes de isomorfismo) fibrado linha holomérfico por classes de equivaléncia linear de
divisores.

Para fibrados vetoriais complexos de dimensao superior a 1, as classes de Chern nao sao
um invariante completo.

Se trabalhassemos em uma variedade orientada de dimensao 2n, entao algum produto
da classe de Chern de grau total 2n pode ser unido com a orientacao da classe de homologia
(ou "integrado sobre a variedade") para dar um inteiro, um nudmero de Chern do fibrado
vetorial.

Podemos definir o nimero de Chern em termos da classe de Chern de uma variedade da
seguinte maneira: Para alguma cole¢aode classes de Chern tal que o seu produto "cup"tem
a mesma dimensao da variedade, este produto pode ser avaliada nas classes fundamentais da

variedade. O nimero resultante é chamado o mimero de Chern para essas combinagoes
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de classes de Chern. O aspecto mais importante dos nimeros de Chern é que eles sao
"bordism"invariante.

Por exemplo, se a variedade dimensao 6, existem trés nimeros de Chern linearmente
independentes, dados por ¢, ¢co, € c3. Em geral, se a variedade tem dimensao 2n, o nimero
de possiveis nimeros de Chern independentes é o nimero de particoes de n.

O nimero de Chern de um fibrado tangente de um complexo (ou quase complexo) muitas

vezes sao chamados os nidmeros de Chern da variedade, e sao invariantes importantes.

1.8 Integral de Volterra

Vamos agora investigar equagoes contendo as fungdes nao coincidentes dentro de uma

integral. Estas equacoes sao classificados em duas formas:

1. Se os limites de integracao sao fixados, chamamos a equagao uma equagao Fredholm;

se um limite é varidvel, é uma equacao de Volterra.

2. Se a funcao nao coincidente aparece apenas sob o sinal da integral, vamos chama&-la
de "primeiro tipo". Se aparece tanto dentro quanto fora da integral, chamaremos de

"segundo tipo".
Definicao 1.30 Simbolicamente, temos:
Equacao Fredholm de primeiro tipo
rw = [ Keoewr
Equacao Fredholm de segundo tipo
o) =1 @+ [ Kngwa
Equacao de Volterra de primeiro tipo

fa) = [ K@
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Equacao de Volterra de segundo tipo
o =5 @+ [ Ko

Em todos os quatro casos ¢ (t) é uma fungao nao coincidente. K (z,t) , o qual chamamos

o kernel, e f () sdo assumidos conhecidos. Quando f () = 0, a equacao é dita homogénea.
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Capitulo 2

Apresentacao holonémica da fase

geométrica via fibrados

Neste capitulo, apresentamos duas abordagens da fase de Berry adiabédtica e mostramos
a conexao entre elas que é feita via teoria dos fibrados e também apresentamos como um

exemplo, a fase de Berry para o caso nao-adiabético usando holonomia.

2.1 Fase de Berry

A fase de Berry (ou fase geométrica) é um conceito geométrico que estd ligado ao
transporte paralelo em uma superficie curva. Se tivermos um vetor que foi deslocado
paralelamente ao longo de uma curva fechada sobre a superficie de uma esfera, por exemplo,
este vetor ao final formard, com a direcao inicial, um dngulo caracteristico da curvatura da
superficie.

Analogamente a superficie, em mecénica quantica consideramos os estados puros que
sao descritos por raios. E diremos que duas fungoes de onda pertencem ao mesmo raio
quando estas diferenciam-se somente por uma fase, que no caso das funcoes de onda, a fase
corresponde as dire¢oes dos vetores sobre a superficie. Quando uma fase sofrer o transporte

paralelo ao longo de uma curva fechada no espago dos estados da mecanica quantica, ao final
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ela pode diferir do valor inicial. Chamamos essa diferenca entre o valor final e o valor inicial
de fase de Berry.

Durante muito tempo achava-se que esta fase nao tinha muita importancia e Berry
fazendo célculo de forma global, ou seja usando holonomia, mostrou que essas fases trazem
informagoes importantes.

O transporte paralelo no espaco dos estados da Mecénica Quéantica é dado pela seguinte
equacao adiabdtica:

(W(t),v(t) =0, 0<t<1 (2.1)

Vamos considerar o operador Hamiltonianao H (X ) de um sistema quantico dependendo

de k parametros X = (X7, ..., X). Seja [n; X') o n—ésimo autovetor normalizado de H(X),
H (X) [0 X) = B, (X) s X) (22)

Assumimos (n; X |n; X) = 1 e E, isolado e nao degenerado. Vamos supor que X
descreve uma curva fechada no espago de parametro, ou seja, X = X (¢) , com X (0) = X (1).
Depois de fazer o transporte ao logo de uma curva fechada  no espaco de pardmetro M, o

estado ganha um fator de fase extra.

=1 § (0, X] 5 i ) X 2.3)
B

conhecido como fase de Berry.

Simon, em 1983, foi quem primeiro reconheceu o grande significado geométrico que
estava por trds da fase de Berry, observando que a origem da fase de Berry estd atribuida
a holonomia no espago de parametro. Ele mostrou que a fase de Berry era precisamente
a holonomia no fibrado linha hermitiano, antes mesmo do relatério de Berry ter sido
publicado. Berry, por sua vez, foi quem demonstrou que a evolucao ciclica e adiab&tica
de um sistema quéntico gera um fator de fase global composto pela soma entre um termo
dinamico e outro geométrico, e esta ficou conhcida como a fase de Berry. A contribuicao
dinamica é feita dependendo da velocidade com o qual o sistema tem sua evolucao, enquanto

a contribuicao geométrica é dependente do caminho descrito pela evolugao no espago de
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parametros. A estrutura da fase de Berry (mais especificamente, a feita por Simon) foi
explorada e generalizada em diferentes contextos por diversos autores. A generalizacao mais
revolucionaria da fase de Berry, foi feita por Aharanov e Anadan, que considerava as fases
geométricas em evolugoes quénticas ciclicas unitarias arbitrérias.

Trataremos aqui, de duas interpretagoes matemdticas da fase de Berry. A primeira
que foi feita por Simon (e Berry) e a segunda por Aharanov e Anadan, e por comodidade
iremos nos referir a elas por "BS"e "AA", respectivamente. Nao ¢ dificil perceber que elas
tém estrutura geométrica diferentes, pois na primeira temos um fibrado vetorial cujo espago
base é a variedade de parametro da Hamiltonianaa H (X Lo, XN ) =: H (X), a fibra ¢ o
autoespaco V,,, (X) de H (X) e o grupo de estrutura ¢ GL (d,, C), onde d,, ¢ a dimensao de
Vi (X). Enquanto no segundo temos um fibrado principal cujo o espago é o espago vetorial
de Hilbert sem o vetor nulo, cujo espaco base é o espaco projetivo de Hilbert e o grupo de
estrutura ¢ GL (1,C). Enquanto que no primeiro o fibrado é correspondido a apenas uma
Hamiltonianaa H (X) dependente do pardmetro, no fibrado de AA é correspondido a um
nimero infinito de Hamiltonianaas.

Para entender um pouco mais essa diferenca, vamos analisar separadamente essas duas

interpretagoes.

2.2 A abordagem de Berry-Simon (BS)

Aqui construiremos um fibrado linha L sobre o espaco de parametros M do sistema.
De onde teremos que L é dotado de uma conexao particular que reproduzira a fase de Berry
como holonomia de um caminho fechado no espago de parametros M.

Vamos considerar um sistema de mecanica quantica no qual a evolugao é controlada por

uma Hamiltoniana dependente do parametro = = x ()
H=H(x), zeM

Assumimos que para cada x € M, o espectro de H (z) é discreto e que existem niveis

nao cruzados. Assim, podemos escolher (localmente) uma base ortonormal de autovetores
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{|n;z)}. Podemos dizer que os autovetores |n;x) sdo suaves e tem valores simples, vistas

como funcoes de x. E por serem autovetores, eles obviamente satisfazem a equacao
H () [n;) = Bo () Ini z) (2.4)

onde nota-se que I, (x) sdo os autovalores que correspondem a energia. Como interpretamos

o tempo t como um parametro da curva, logo a Hamiltoniana é explicitamente dependente

do tempo
C:0,T) — M
2.
t— x(t) (25)
dai, podemos fixar
H(t):=H (z(t), tel0,T] (2.6)

Assim, para cada curva fechada C' em M teremos uma Hamiltoniana periddica, definida
pela curva C' e com periodo T. Aqui nos preocupamos em discutir apenas a evolugao do
estado ciclico nao degenerado com periodo 7. Antes de continuarmos desenvolvendo a idéia
da fase de Berry de BS, vamos esclarecer melhor com o que estamos trabalhando.

Chamamos de estado qudntico |1, (t)) qualquer estado (elemento do espago de Hilbert
H) possivel em que um sistema mecénico quantico possa se encontrar. Um estado quéntico
plenamente especificado pode ser descrito por um vetor de estado, por uma funcao de onda
ou por um conjunto completo de niimeros quanticos para um dado sistema. Diremos que
um estado de um sistema mecénico quantico cujas dindmicas sao governadas pela equacgao

de Schrodinger

H (1) 4 (6) = 5 1 (1) (2.7
é ciclico com um perfodo T, se ele é um auto-estado do operador de evolucao temporal
U(T):=Texp [—i fOT H (t) dt}. Aqui 7 é o operador de ordenacao-temporal. Um vetor de

estado inicial associado 1 (0) entao satisfaz

Y (T) =U(T) v (0) = ey (0) (2.8)

onde o (T') € C. Se a Hamiltoniana ¢ auto-adjunta, entdo «(7) € R e consequentemente

¥ (1) e ¢ (0) diferem em fase. Em geral o (T") pode ser expressado como a soma de uma parte
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geométrica e uma parte dindmica. Esta decomposigao usa a estrutura de produto interno do
espaco de Hilbert.
Pela aproximagao adiabdtica o auto-estado inicial sofre evolugoes ciclicas. Se [, (1))

denota o vetor estado desenvolvido, ou seja a solugao da equacao de Schrodinger:

H () 4 (6) = .5 1 (1) (2.9
[0 (0)) = I 2 (0)) (2.10)

entao
[ (7)) G ()] = i (0) {4 (0) (2.11)

Depois de completar um ciclo, o vetor estado passa a ter um fator fase que, com j& foi

dito, consiste de uma parte dinamica (¢*) e uma geométrica (e7)
[ (T)) = €™ |4, (0)) (2.12)
onde
T
w = —/ E,(x(t))dt
0

e = expj{ A (2.13)
c

que é a holonomia discutida no capitulo 1.

A= —(n;z|d|n;z) = —(n;x|aiu\n;x> dxt (2.14)

A 1-forma A é conhecida como a conexao de 1-forma de Berry.
Em [13], Simon mostra que A pode ser interpretada como uma conexao 1-forma em um

(espectro) fibrado linha L sobre M
C—L—-M (2.15)
os quais as fibras sao obtidas pelos auto-estados de enregia no espaco de Hilbert H.
L,:={zn;z);2 € C} (2.16)

Assim no enfoque de BS, a fase de Berry é identificada com a holonomia do caminho C' C M

definido pela conexao 1—forma A da Eq. (2.14)
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2.3 A abordagem de Aharanov-Anadan (AA)

Aqui vamos considerar um fibrado linha complexo E, ou de modo opcional, o fibrado
principal U (1) associado, sobre o espago projetivo de Hilbert P (H) = CPY, N :=
dim (H) — 1.

C— E—CP" =P (H) (2.17)

Neste caso temos que as fibras nos pontos n = [n)(n|, n € P (H) serdo os raios

correspondentes no espaco de Hilbert H.
E,:={z|n);z € C} (2.18)

A conexao 1-forma A de AA pode ser entao vista como uma conexao 1-forma de E. A fase

geométrica ¢ identificada com a holonomia correspondete aos caminhos
C:[0,T]o2t—n(t)eP(H) (2.19)

em P (H). Na evolucao adiabética aproximamos 7 (t) por i, (t) da Eq. (2.4).

Vamos supor que a Hamiltoniana de um sistema quéntico aberto H(t) nao é
necessariamente Hermitiana e consideremos a evolucao do sistema controlada pela equagao
de Schrodinger como na Eq. (2.7).

Agora definamos

¢ (t) = (t) exp {z /01t W H ) Iy (T)>d7'} (2.20)

Obtemos
d (o [H @) ()
g0 0= H(0)0(0) — &L o) (221)
’ d
(9 (1) dt¢(t>> =0, ou (¢ (t) |d¢ (1)) =0 (2:22)

Da 1ltima equacao notamos que (¢ (t) |¢(t)) é uma constante, independente de H(t) ser
hermitiana ou ndo. Em outras palavras, o vetor estado ¢ (t) obtido de v (t) tirando o fator

de fase dindmico sofre uma transformacgao unitdria durante a evolucao. Sabe-se que fase
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geométrica = fase total — fase dindmica. Conseqiientemente a fase geométrica definida
sempre ¢ real. Mostramos que a fase geométrica definida pela Eq. (2.21) ¢ realmente
geomeétrica de acordo com o sentido de A-A.

Seja H* o subconjunto do espaco vetorial de Hilbert que consiste em todos os vetores

nao-nulos, e, ~ uma relacao de equivaléncia em H*, tal que
b b )

P~ @ =co,

para algum niimero complexo c.

O espago quociente H*/ ~:= R ¢é o espago projetivo de Hilbert. Denotamos por [¢)] a
classe de equivaléncia contendo .

Temos a projecao canodnica 7 : H* — R, +— [¢)]. Agora seja {H*,R,n,GL(1,C)}
um fibrado principal, com o espago total H*, o espaco base R, e o grupo de estrutura
GL(1,C). A conexao ¢é determinada pela Eq. (2.22). Consideremos uma evolugao ciclica ¢ ()
onde ¢ (1) = ¢ (0) e®®. Tomemos ®(t) tal que, ®(7) = ®(0), e designando um representante
de [¢ (t)], temos

o (t) = (t)e® (2.23)

dai podemos encontrar 5. Da Eq. (2.23), temos que:
¢ (1) = 0(1)e®™ e ¢(0) = d(0)eO® (2.24)
Como ®(7) = ®(0) e ¢ (1) = ¢ (0) e, substituindo em (2.24), teremos
¢ (0) e = ®(0)e™™ e ¢ (0) = B(0)e™®
Dat

@(O)Gi“(o) e = (ID(O)em(T)
—_—
#(0)

; eia(T)

eia(O)

(8 — gila(m)—a(0)]

41



Portanto
f=a(r)—a(0)
Obtemos
g = i/OT (P (t) ;;q) (t)> dt = z%(@ (t) |[d® (1)) (2.25)
Dai a fase geométrica S de A-A depende apenas do caminho fechado em R e nao tem nada

haver com a duragdo. Em [15], porém, a fase dindmica estd definida como — fot h (t/) dt’,

B() = (e () [0 (1)) re(o ()] (1) o (1)

A fase geométrica de A-A definida em [15] seria

(B H (@) (1)
f< (1) |d® (1) —ZIm/ T IDI

Como o segundo termo depende de H(t), logo nao é geométrico dentro do sentido de A-A.

onde

Assim a tinica generalizacao correta da fase dinamica de A-A (conseqiientemente geométrica)
para evolugdo nao-unitdria estd definida pela Eq. (2.20). A fase geométrica de A-A sempre
é real. Porém a fase geométrica de Berry pode ser complexa para evolucao nao-unitéria.

Entao é necessdrio ver se a fase de Berry é o limite adiabdtico da fase de A-A ou nao.

2.4 Comentarios

Aqui duas interpretacoes da fase de Berry foram apresentadas e sao unidas via teoria
universal de fibrados. E mostrado em [11] e [12] que E (com N — c0) é de fato a classificacao
universal de fibrado linha , e como um resultado da classificacao do teorema para fibrados

linha complexos, todo fibrado pulback de F, isto é, existe uma aplicacao suave,
f:M—P(H) (2.26)

tal que
L=f*(E) (2.27)
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Para o caso adiabético a funcao f é simplesmente dada pela Hamiltonianaa, ou seja
f (@) = In;x) (n; z| (2.28)

Além disso, o fato de que a fase é obtida por A ou A é uma consequéncia da teoria das
conexoes universal. De fato, a conexao A de AA é exatamente a conexao universal, a qual
produz todas as conexoes em todos os fibrados linhas complexos com conexao pullback. Em

particular, a conexao de Berry em L é dada por
A= f*(A) (2.29)

Exemplo 2.1 Vamos considerar um dipolo magnético ji com campo magnético B (x (t)). A

Hamiltonianaa do sistema é dada por
H(z) = —p.B(z) =bxJ (2.30)

onde b = Bge/2mc é a frequéncia de Larmor, x é a dire¢io do campo magnético e J = (.J;),
i=1,2,3, sio os geradores de rotagoes, J; € 50 (3) = su(2). O espaco de parametros é S* e

0s sequintes caminhos circulares
C:00,T|>t—x(t)=(0,0) = (cte,wt) € S? (2.31)

sao os caminhos fechados considerados. Onde x € S* C R? e (0,¢) sdo as coordenadas

esféricas com respeito a base de coordenadas cartesianas canonica (é1,€és,€3) ou <i, 7, k;) de

R3.

Neste caso, a equacao de Schrodinger tem uma solucao exata. Podemos escrever a

Hamiltonianaa H na seguinte forma
H = U'H U (2.32)
onde

U = exp ((itw/h) J3)
Hy = bxo.J = b(cosbJ5 + senb.J;)



e J é o operador momento angular. Note que de (2.31) temos que Hy ¢é independente do

tempo. E de U = exp ((itw/h) J3) , temos que UT = — exp ((itw/h) J3) .
Agora, seja |¢'> = U |¢). Daf temos |p) = UT }w’> e substituindo na equacao de

Schrodinger teremos
i, ) = H ) (2.33)
s 07 }0)) = (01}
invo, (Ut ')

mUGMﬂ<W>)+UWt >

iM@wﬂw»+mgg@
1

1ho,

)
:%W> (2.34)

de H = U'HyU, temos Hy = UTHU. E como H[; é definido por

Hy=UHU' — inUa,U"
encontramos
H, = Hy — ihUd,U"
como U = e/MJs Jogo Ut = e~ (/M) Daf
ot == Ut

assim
1%:%-mg§(?@>
ou seja 1
Hy = Hy — w.Js
ngbam&h+b$n&h—b%h

=) [(cos@ — %) J3 + sin 9J1]
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Novamente por (2.31) teremos que H, 6 ¢ também independente do tempo. Integrando a parte

final da Eq.(2.33) teremos

¥ (1)) = ey (0)) (2:35)
Substituindo em |¢)) = UT |¢)") teremos
(1)) = e [y (0)). (236)

. , . ~ !/
A seguir, mostraremos que os vetores estados ciclicos sao autovetores de H,,.

Seja ‘1; (O)> um vetor estado ciclico exato, ou seja,

[0(T)) = e

5 ) (2.37)
onde T' = %’ ¢ o periodo de um ciclo e a € R. Substituindo na Eq. (2.36), temos

‘7,/; (T)> _ o~ (iTw/h)J3 ,—(T/h)H,

3(0))
3 0)

1o}

e

@Z (O)> = e*(i?W/ﬁ)Jse—(iT/n)H(’]

ou

e—(2m‘/h)J36—(iT/h)H(’)

$(0)) = e

5 0) (2.38)

é a solucao.

Da Eq.(2.38) notamos que ‘w (O)> ¢ um autovetor do operador
exp (— (27i/h) J3) exp (— (iT/h) H(;) .

Porém, os dois operadores exp (— (2mi/h) Js) e exp (— (iT/h) Hy) comutam, logo )12 (0)> é
autovetor simultineo destes dois operadores e portanto de H('). Além disso, como Hj e H(')
nao comutam, logo ‘1/; (0)> nao é um autovetor da energia.

Fixando z como um eixo fixo podemos, entao, promover a construcao de Simon para
o caso nao-adiabdtico, a saber: definimos uma conexao de Berry andloga nao-adiabética e
identificamos a fase nao adiabdtica com sua holonomia. Isto pode ser feito, em geral, a menos

que a frequéncia de precisao w, fique igual a b.
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Seja A = ik (1 — cos ) dp a conexao, daf
Q=dA=1ik(1—cosf)dd Ndp
f=foF,onde F(z)=i= (é,(ﬁ)

No hemisfério norte a conexao nao adiabatica A é dada por

A=ik (1 — cos é) d (2.39)

Q = dA = iksin0d A dg (2.40)

onde k designa um autovalor de H (x) (alternativamente um autovalor de J3), e

_ 0 —
cosf := csr Y (2.41)
V2 —2vcosh + 1
w
= 2.42
vi=? (242)
ou
- cosf — %
cosf =
\/%’—j — 2% cosf+1
e
_ ing
sinf = i
\/%’—; - 2% cosf + 1
onde ¢ = .

Aqui (0, ¢) sdo as coordenadas esféricas (6 € [0,7)), ev = ¢ & o "parametro de lentidao".

O limite adiabédtico é caracterizado por v — 0. Neste limite A aproxima-se da conexao de

Berry, pois cos — cos @, daf

A =ik (1 —cosb)do (2.43)

Note que ao contrario do caso adiabdtico (v — 0) o estado ciclico no caso nao adiabético
mais geral, nao pode ser aproximado pelos estados préprios da Hamiltonianaa inicial, e eles
nao compartilham de auto estados simultaneos.

A topologia do fibrado linha em S? é determinado por seus primeiros nimeros de Chern

a=— [ Q (2.44)

N 27 S2
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onde  é a 2—forma curvatura. Para fibrados linha a curvatura 2—forma ¢é obtida pela

conexao 1—forma, tomando suas derivadas exteriores ordindrias. Tomando €2 = dA temos

C] L dA

21 S2

como A = ik <1 — cos é) d¢, notemos que dA = ikdS?

=" | ikds?

- 2 S2
—k
CL = — d52
21 S2

como [, dS* = drea da esfera = 47, obtemos
¢ = —2k, parav < 1 (2.45)

Isto é extraordindrio, ja que o fato de que ¢; é um inteiro corresponde com o fato de que k é
uma semi-inteiro.

A eq.(2.45) pode também ser vista como um exemplo de uma quantizacao topoldgica
do momento angular. Na linguagem de monopdlio magnético, os quais sao relevantes para o

caso adiabdtico, k = —% corresponde para o produto dos campos elétricos e magnéticos.
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Capitulo 3

O teorema de Borel-Weil-Bott e o

fibrado linha de Berry-Simon

No capitulo anterior, vimos que as fases de Berry adiabdtica e nao adiabédtica tinham
k = —¢ /2, onde o nimero de Chern ¢ é um inteiro, que é um resultado de topologia
algébrica, e £ um semi-inteiro, ¢ um resultado de teoria dos grupos.

Vamos estabelecer a relacao entre a fase de Berry adiabética e o teorema de Borel-Weil-
Bott, que é um resultado de teoria de grupos, em particular de representagao de grupos.

Uma pratica comum em matemdtica é estudar propriedades de uma certa classe
de objetos, observando os sub-objetos nos quais tais propriedades sao conhecidas. Na
teoria de representacao esta situacao é aplicada no caso de representacao de grupos
compactos, restringindo ao toro maximal, onde representacoes de grupos redutiveis lineares
nao compactos sao estudadas por restricao a subgrupos compactos maximais.

O famoso teorema de Borel-Weil-Bott constréi todas as representacoes irredutiveis
de dimensao finita de grupos de Lie compactos semi-simples pela irredutibilidade no seu
toro maximal. Este teorema é muito importante, visto que é um dos melhores resultados
matemadticos conhecido que une a topologia algébrica e a teoria de grupos.

Antes de enunciarmos o teorema de Borel-Weil-Bott iremos apresentar alguns conceitos

matemdticos e algumas propriedades, que faz-se necessdrio para podermos trabalhar no
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teorema.

3.1 Definicoes e propriedades

3.1.1 Pesos, raizes e o grupo de Weyl

Definimos, primeiramente, o reticulado peso A da seguinte forma
A:={\eity; (\ L) C2miZ} — Tr, A3 \+—> e € Tg,

com e : Tp — {z € C;|z| = 1}. Onde, Tr denota o grupo de homomorfismos de T para o
circulo unitdrio S = {z € C;|z| = 1} . Nesta definigao, A C it}, exceto para o fator 27i, ¢ o

reticulado dual do reticulado unidade L C tg.

Definigao 3.1 (peso) Chamaremos de peso, wuma representagcao N\ que seja uma

representacao irredutivel de T'.

Observagao 3.1 Para alguma representacao m de G, o espago peso correspondente a um

determinado peso A\ serd
VVii={ve Vit =eMt)v,Vt € Tr} = {v € Vim(&)v = (N, ) v,YE € tr}; com V£ 0

onde T denota um toro maximal e tg sua dlgebra de Lie. Chamaremos de multiplicidade do

peso A a dim V.

Definigao 3.2 Um peso A € it} é dito dominante se (A, «) > 0, para todo o € T, e reqular
se (A, a) # 0, para todo o € P.

Existem diversas maneiras de etiquetar pesos explicitamente e podemos entao, fazer em

termos ou do grupo Tk ou da dlgebra de Lie tg.

Definigao 3.3 (raiz) As raizes de g sio os pesos nao-nulos da representacao adjunta no
espago vetorial real. Equivalentemente, as raizes sao os elementos nao-nulos de o € ty,

tendo valores inteiros sobre o reticulado inteiro.
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Denotaremos por ® = ® (g,t) =conjunto de todas as raizes, e nos referimos a ® como

o sistema de raizes.

Teremos a decomposicao do espaco de raizes de g relativa a acao de Tr, ou

equivalentemente, relativa a acao de t.

Observacao 3.2 E importante saber que o € & = dim g“ =1, ou seja todas as raizes tem

multiplicidade 1.

Definigao 3.4 (grupo de Weyl) Dado um toro mazimal T em um grupo de Lie compacto

e conexo G, o normalizador de T é o subgrupo
N(T)={g€GigT =Ty} ={g € GigTg™' =T}
T é um subgrupo normal de N (T') e o grupo quociente
W (G, T)=N(T)/T
é chamado o grupo de Weyl de G.

Assim, para cada elemento t € T', consideraremos, em particular, o normalizador N (¢)
desse elemento, e ndo apenas o normalizador N (7') de seu toro. O normalizador N (t) tera

dimensoes diferentes para elementos diferentes.
Definicao 3.5 Para cada t € T', vamos definir o normalizador N (t) de t como
N(t)={g€Gigtg™" =t}
e teremos que t é dito um elemento:
e regular de T, se dim N (t) = dim T';

e singular de T, se dim N (t) > dim 7.
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Exemplo 3.1 Consideremos G = SU (2) e podemos escolher T = U (1) o subgrupo de

matrizes da forma

O espaco G/T ¢, neste caso, S* = CP'. A aplicagao
SU(2)=5* — SU((2) /U (1) = S*

¢ o chamado fibrado de Hopf.

O normalizador N (T) de T' consiste de duas classes distintas de matrizes

e? 0 0 —1 e? 0 0 e

Entao o grupo de Weyl de SU (2) é o grupo de dois elementos , com representantes en N (T')

dados por
10 0 —1

01 1 0
O elemento nao-trivial do grupo de Weyl age permutando ¢ e e=. Os elementos requlares
de T sao os elementos tais que 0 # 0 e 0 # 7. Enquanto que para os dois elementos de T
onde § = 0 e § = w temos que esses sao singulares, pois , é claro que seus normalizadores

sao todo o grupo.

3.1.2 Homologia e Cohomologia

Homologia consiste na atribuicao de uma sequéncia de grupos a um espaco topolégico.
Cohomologia em topologia algébrica, ¢ um termo geral para uma seqiiéncia de grupos
abelianos definidos de uma cadeia de complexos. Ou seja, a cohomologia é definida como o
estudo abstrato de cocadeias, cociclos e co-limites. A cohomologia pode ser vista como um
método para atribuir invariantes algébricos a um espago topoldgico que possui uma estrutura

algébrica mais refinada do que a da homologia. A cohomologia emerge da dualizacao
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algébrica da construgao da homologia. Numa linguagem menos abstrata, cocadeias num
sentido fundamental devem atribuir "quantidades"as cadeias da teoria homoldégica.

Desde seu inicio na topologia, esta idéia tornou-se um método importante na matematica
da segunda metade do século XX; da idéia inicial de homologia como uma relacao
topologicamente invariante de cadeias, a gama de aplicagoes das teorias de homologia e
cohomologia espalhou-se pela geometria e dlgebra abstrata. A terminologia tende a mascarar
o fato de que em muitas aplicagoes, cohomologia, uma teoria contravariante, é mais natural
do que a homologia. Num nivel elementar, isso tem a ver com funcgoes e pullbacks em
situagoes geométricas: dados os espacos X e Y, e algum tipo de funcao F' em Y, para
qualquer mapa f : X — Y, a composicao com f cria uma funcao F o f em X. Grupos
cohomolégicos freqiientemente possuem também um produto natural, a medida produto, a
qual lhes dd uma estrutura de anel.

Afim de definir a cohomologia de um grupo topoldgico G, temos antes que introduzir o
conceito de um espago de classificagao. O espago de classificagao BG é o espago base EG de
um fibrado principal GG, que é chamado fibrado universal, o qual tem as seguintes propriedades
fundamentais: qualquer G fibrado E sobre uma variedade M permite uma aplicacao
do fibrado sobre o fibrado universal e quaisquer dois desses morfismos sao suavemente
homotoépicos. Escrevemos

v: M — BG (3.1)

para a aplicacao induzida das variedades bases, que chamamos mapa de classificacao. A
topologia do fibrado E é totalmente determinada pela classe de homotopy da aplicacao
classificado v. Ou seja, as diferentes componentes do espago Map(M; BG) correspondem
a diferentes fibrados E sobre M. Para isto pode ser mostrado que a homotopia BG
¢ determinada unicamente exigindo que FG seja contratil. Quer dizer, qualquer espaco
contratil com uma acao livre de G é uma realizacao de EG. Em geral o espaco classificado
BG de um grupo compacto é um espaco dedimensional infinita, como por exemplo: BZy =
RP> BU(1) = CP* e BSU(2) = HP>. Notemos que, para nossa classe de grupos de Lie,
BG serd um fibrado sobre BI' com fibra BGy.
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O grupo de cohomologia de um grupo - em detrimento de sua cohomologia como espaco
topolégico - pode agora ser definida como a cohomologia dos espacos classificados associados
BG. Os elementos em H*(BG;Z) também sao chamados classes de caracteristica universal,
desde que sob o pullback v* eles déem origem as classes de cohomologia em H*(M;Z) que
depende apenas da topologia do fibrado E.

Para um grupo de Lie compacto temos a propriedade muito 1itil, devido & Borel, que

para coeficientes reais todas as cohomologias fmpares desaparecem:
H™™ (BG;R) =0 (3.2)

Assim a cohomologia (e homologia) fmpar consiste completamente de tor¢ao. Para grupos
finitos temos resultado mais fortes: toda cohomologia é finita se H*(BG;R) = 0. Com o uso

da sequéncia exata 0 — Z — R — R/Z — 0 isto implica para G finito o isomorfismo
H*(BG;Z) = H*Y(BG;R/Z). (3.3)
Para pares, a cohomologia real existe um importante isomorfismo devido & Weil:
H*(BG;R) = I(G). (3.4)

Aqui I(G) é o anel de polindmios em Lie(G) os quais sao invariantes sobre a a¢ao adjunta de
G. O isomorfismo ¢ estabelecido utilizando o homomorfismo de Chern-Weil das aplicacoes dos
polindmios P € I(G) para as classes [P(F')], onde F ¢é a curvatura de uma conexao arbitraria
no fibrado universal. P(F’) é uma forma diferencial fechada de grau 2k se o polinomio P tem
grau k. Um resultado fundamental é que a imagem [P(F')] em H*(BG;R) é independente
da escolha da conexao.

Um grupo importante em nosso trabalho é o grupo unitario U (n), logo apresentaremos
o seu grupo de cohohomologia, que talvez seja o exemplo mais familiar de grupo de
cohomolgogia. Tal grupo, nao contém nenhuma torcao e é determinado pelo anel polinomial

na classe de Chern ¢, de grau 2k
H(BU(n);Z) = Pol[cy; ...; ¢p). (3.5)
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Como um exemplo de um grupo finito, vamos considerar o grupo ciclico Z,. Novamente o
anel de cohomologia ¢é gerado finitamente. Existe um tnico gerador x de ordem n e grau 2,
tal que

H™(BZ,: 7) = 0; HP"(BZy; 7) = L.

3.1.3 Variedades de Bandeira

Definigao 3.6 Uma bandeira em C" é uma sequéncia L; de subespacos lineares de C" tal
que

L,clyc..CcL,,CC"
onde dim L; = 1.

Dada a base canonica {e1, es, ..., e, } de C" podemos definir a bandeira canénica tomando
L, como todas as combinacoes lineares de ey, Ly todas as combinacoes lineares de e; e es, etc..
Entao U(n) age transitivamente sobre o conjunto de todas as bandeiras, com o subgrupo 7'
nao alterando a bandeira. Assim U(n)/T ¢ o espago de todas as bandeiras.

Tomando G compacto, o espago G/T" serd chamado uma variedade de bandeira e pode
ser identificado com o quociente dos grupos complexos G¢/B. O Gg¢/P para subgrupos

parabdlicos P, sao chamados variedade de bandeira parcial. Um caso especial importante é

U(n)
U (k) x U (n—k)

o Grassmaniano de k-planos complexos em C,,.

Gr(k,n) =

3.2 Resultados preliminares

Aqui apresentaremos alguns resultados que sao fundamentais para introduzirmos o
teorema de Borel-Weyl-Bott, eles sao classicos da Geometria Algébrica e Teoria de Grupos

compactos, portanto nao faremos as demonstragoes, apenas as citamos.

Teorema 3.1 Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo e T um toro maximal de G.

Entao, algum elemento de G é conjugado a um elemento de T'.
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Teorema 3.2 (Peso maximal) Para uma representacao 7 irredutivel complexa com

dimensao finita, temos que as sequintes condicoes sobre um peso \ de w sao equivalentes

I) A+« nao é um peso, para toda raiz o € T ;
IT) Eiste vy € VA \ {0}, tal que m(g“) vo = 0, para todo o € & ;

III) Algum peso de m pode ser expresso como \— A, onde A é uma soma de raizes positivas

(possivelmente vazias, pois repeti¢oes sao permitidas).

Eziste apenas um peso A de w com estas propriedades, o qual chamamos de peso maximal

de .

Observagao 3.3 O peso mazimal é dominante, tem multiplicidade 1(dimV?* = 1) e

determina a representa¢do ™ por isomorfismo.

Observagao 3.4 Todo peso dominante X € A é o peso maximal de uma representacao

rredutivel

Teorema 3.3 (do desaparecimento de Kodaira) Sejam M wma variedade de Kahler,
L um fibrado linha holomdrfico qualquer em M que é um fibrado linha positivo, e K é o

fibrado linha canodnico, entdo
HY(M,KL)={0}, para q > 0.

Aqui KL representa o produto tensorial de fibrados linha. Pela dualidade de Serre, K pode

ser removido.
Prova. Ver [19] n

Observagao 3.5 FEriste uma generalizagcao do teorema acima, o teorema de desaparecimento
de Kodaira-Nakano, onde K, a n-ésima forca exterior do fibrado co-tangente holomdrfico
onde n (dimensao complexa de M ), é substituida pela r-ésima for¢a exterior. Entao o grupo

de cohomologia desaparece sempre que q +1r > n.
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Teorema 3.4 (Borel-Weil) Se \ é um peso dominante, as representagoes de Ug em
H° (X,0 (L)) sdo irredutiveis com peso mazimal X\ e, além disso, H? (X, 0 (L,)) = 0 para

p>0.
Demonstragao. Ver [16] u
Coroldrio 3.1 Se A € A nao é dominante, entio H° (X,0 (L)) =0

Em particular, o teorema fornece uma concreta realizacao geométrica de todas as
representagoes irredutiveis de dimensao finita de Ug. A descrigao de H® (X, O (L)) pode
ser deduzida do teorema do peso maximal , e o desaparecimento do grupo de cohomologia

maximal é uma consequéncia do teorema de desaparecimento de Kodaira.

Teorema 3.5 (Riemann-Roch) Sejam X uma curva lisa projetiva de género g e D um

dwisor em X. Entao
dim H® (X, L (D)) — dim H® (X,wy @ L (D)) =degD +1— g (3.6)
Pela dualidade de Serre, H° (X,wx ® L (D)) ¢é dual a H* (X, L (D)), assim (3.6) fica
dim H® (X, L (D)) — dim H' (X, L (D)) = deg D + 1 — g
Prova. Ver [18] n

Teorema 3.6 (Stone-Weierstrass) Se X é um espaco compacto qualquer, seja A um
subdlgebra da dlgebra C(X) sobre R com as operagoes + e x. Entdo, se A contém as
fungdes constantes e separa os pontos de X (i.e., para qualquer dois pontos x ey distintos
de X, existe alguma fungao f em A tal que f(x) # f(y)), A é denso em C(X) equipada com

norma uniforme.

Prova. Ver [17] u
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Proposicao 3.1 Sejam G um grupo de Lie e p uma representagao de G em C™ (para algum
n € N), a qual é continua se a fun¢io G x C" — C" definida por (g,v) — p(g)(v) é continua.
Entao para cada v € C" e cada o € (C™")*, a fung¢io G — C definida por g — a(p(g)(v)), é
contiua. A medida do espaco vetorial de todas as fungoes é chamada o espaco das fungoes

representativas.

Teorema 3.7 (Peter-Weyl) Assumindo a proposi¢ao (3.1). Seja G um grupo de Lie

compacto, logo vale:

1. As fungoes representativas sao densas no espago de todas as fungoes continuas, com

respeito o norma do supremo;

2. As fungoes representativas sio densas noespaco L*(G) de todas as fungdes quadrado-

integravéis, com respeito a uma medida de Haar em G;

3. A medida do espaco wvetorial das caracteristicas das representacoes continuas
wrredutiveis de G é densa no espaco de todas as funcoes continuas de G dentro de
C o qual é constante em cada classe de conjugacao de G, com respeito a norma de

supremo.
Prova. Ver [20] u

Observagao 3.6 Assumindo G como um grupo de matriz, deduzimos o teorema (3.7)

facilmente do teorema (3.6).

Coroldrio 3.2 Todo grupo de Lie compacto é isomorfo a algum grupo de matriz.

3.3 O teorema de Borel-Weil-Bott (Aplicagoes e
exemplos)

Teorema 3.8 (Borel-Weil-Bott) Se A € A e se A + p é singular, entao
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H? (X,0 (L)) =0, para todo p € Z
Se A+ p é regular, seja w o unico elemento de W tal que w (A + p) é dominante, e defina

p(A\) =#{a e d"/ (A4 p,a) < 0}. Nesta situagao, temos

é nao nulo, irredutivel, de peso mazimal w (A4 p) —p, se p=p(A)
0 ,sep#p(A)

Prova. Ver [21] n

H? (X,0(Ly)) = {

O teorema de Borel-Weil-Bott (BWB) constréi todas as representagoes irredutiveis
de dimensao finita de grupos de Lie compactos semisimples através das representagoes
irredutiveis do seu toro maximal.

A construcgao é feita como se segue.

Sejam G um grupo de Lie compacto semisimples e 7" um toro maximal. Sejam g e t as
dlgebras de Lie de G e T', respectivamente. Podemos ver G como um fibrado principal sobre
o espago quociente G/T"

T—G—GJT (3.7)

O espago homogéneo G/T pode ser mostrado para ter uma estrutura complexa canonica.
Ja que T é abeliano, suas representacoes irredutiveis sao unidimensionais. Assim, cada

representacao irredutivel A de 7" define um fibrado linha complexo associado L, para (3.7):
C— Ly—G/T (3.8)

Agora, considere um A cujo fibrado linha correspondente L, é um fibrado linha positivo.
Entao L, tem a estrutura de um fibrado linha holomérfico. O teorema BWB afirma que
todas representacoes irredutiveis de G sao realizada nos espacos de segoes holomérficas do
fibrado linha positivo L. Em particular, o espago H, das seg¢oes holomérficas de Ly fornece

a representacao irredutivel de G com peso maximal A.

Exemplo 3.2 O exemplo mais simples da aplica¢ao do teorema BWB que temos, é quando

G = SU (2). Neste caso, teremos T =U(1) = S* e G/T = S? = CP'.
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O fibrado de (3.7) ¢ o fibrado de Hopf (1.20):
U(1) =S — SU(2) = 8% — 2. (3.9)

A toma semi-inteiros nao negativos, normalmente denotado por j em Mecéanica

1
)90

Quantica. E de conhecimento geral que para ;7 = 0,5,1..., dé todas as representacoes
irredutiveis de SU(2) e que a representagao de j tem dimensao 2j + 1. A dimensdo do
espago H, pode ser dada por um teorema de indice. Para SU (2), é obtido pelo teorema de
Riemann-Roch (teorema 3.5) no contexto da teoria de superficies de Riemann. O resultado
é

dim (Hp) = c(Lp) =14 ¢ (Ly), (3.10)
onde ¢ e ¢; denotam o total e primeiro nimeros de Chern de L. Isto significa que devemos

ter

c1(Ly) = 2j. (3.11)

Combinando as equagoes (2.45) e (3.11), reestabelecemos o fibrado linha L, como o
fibrado linha de Simon L de (2.15) com k = —j.

Vamos mostrar que hd uma relacao geral entre as construgoes usadas no teorema de
Borel-Weil-Bott e as que foram encontradas na interpretacao BS da fase de Berry. Para
fazer isto, iremos considerar a generaliza¢ao da Eq. (2.30) para um grupo de Lie compacto

semisimples arbitrdrio, ou seja, considereremos

d

H(x) = Ginji (z') e R —{0}. (3.12)

i=1
Aqui J; sdo os geradores de GG e € ¢ uma constante com a dimensao de energia. Ja que H(z) é
assumido como a Hermitiana, J; deve ser representado através de matrizes Hermitianas. Em
outras palavras, o grupo que G é em uma representagao unitdria. Neste sentido, o exemplo
de G = U(n) faz um papel universal. (Isto lembra um do teorema de Peter-Weyl)

O sistema descrito pela Eq.(3.12) é estudado em [22] e [23] . Em [22], ¢ discutido que,

em geral, existem os operadores unitdrios U(t) que diagonalizam a Hamiltoniana instantanea
H(t)=U(t)Hp ) U (1) (3.13)
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pela Eq.(2.6), temos
Ut)y=U(x(t), (3.14)

onde

z(t) = (2 (1)) € g— {0} =R? — {0} (3.15)

sao os pontos da curva no espago de pardmetro. De fato, podemos mostrar que o espago
de parametro "ndo ¢"R? — {0}, mas uma subvariedade deste espaco, isto ¢, a variedade de
bandeira G/T.

Para ver isto, vamos introduzir primeiro o sistema de raizes de g associado com t e a

decomposicao de Cartan correspondente:

gc = tC Da Ja (316)

onde a subscricao C quer dizer complexificacao e v 0 posto para as raizes. Seja [ denotando

ograude g, {H;},_,, ,e E, sdo bases de t e g,, respectivamente. Entdo, temos

[H, Hj) =0, [Hi, Ey) x Ea, [Ea, E_o] x H, € t, (3.17)

[Eaa Eﬁ] (8 Ea+ﬁa para ﬁ 7é «Q

Qualquer elemento de grupo pode ser obtido como um produto do exponenciais dos

geradores da dlgebra. Em particular,

U (t) = exp [Z D Xa (t) E,

exp [7, Z X (1) HZ] (3.18)

Como qualquer elemento diagonal do grupo comuta com H;’s, logo pertencem a t.

Conseqiientemente, temos

Hp (t) =) b () H; (3.19)

substituindo a Eq.(3.19) na Eq.(3.18), a Eq.(3.13) torna-se

H (t) = exp (@Z Xa (1) Ea> Hp (t) exp (—z’ D Xa(t) Ea) (3.20)
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= exp (iz (20 (t) Eq + 25 (1) E_a]> Hp (t) X exp (—iz (25 (t) By + 2a (1) E_a]> (3.21)

a>0 a>0

onde y, € Re z, € C, sao pardmetros que dependem do tempo. Mostra-se que, em geral, a
fase geométrica é determinada em termos de x,’s, ou alternativamente em termos de z,’s, e
nao depende de Hp(t). Notemos que realmente y, corresponde as coordenadas dos pontos
da variedade de bandeira G /T e, alternativamente, podemos usar as coordenadas complexas
Z4, 1sto decorre do fato que G/T tem uma estrutura complexa canonica.

Isto mostra que o espago de pardmetro do sistema, descrito pela Eq. (3.12), ¢ G/T ou
uma subvariedade de G/T'. Vamos utilizar o fato que G/T pode ser visto como uma imersao
em g, isto é 1til porque nos permite trabalhar com os sistemas de coordenadas cartesianas
globais em g=R?. A imersao natural de G/T ¢ definida levando um elemento regular (nio
degenerado) Hy de t e considerando a a¢ao adjunta de G em g. A 6rbita que corresponde a

Hy é uma coépia de G/T. Assim, poderfamos notar que na Eq. (3.12),
z=(a") € G/T CR% (3.22)

O fato que a informacao de fase é codificada em U(t) de Eq. (3.13) pode ser usado para
simplificar o problema, isto é podemos restringir ao caso onde o Hp(t) = Hp(0) = Hy sado
mantidos constante, i.e.,

Hp =Y bH; = Hy€t, b =cte (3.23)

O espaco de Hilbert H dos estados quénticos fornece o espaco das representacoes.
Portanto, pode ser decomposto em espagos de representacoes irredutiveis. Assumiremos
que H (ou o subespago de H pertinente a fase geométrica) corresponde a uma representacao
irredutivel com peso maximal A. Os pesos sao o autovetores simultaneos de H;’s. Eles sao

denotados convenientemente por |Aq, ..., \;) ou coletivamente por |\), onde
Hi N =N\, Vi=1,..1 (3.24)

Claramente, o vetores pesos |\) sdo os vetores de auto-estados da Hamiltoniana inicial.

Aqui, fixamos U (0) = 1, na Eq.(3.13). Em geral, isto pode ser alcangado escolhendo o toro
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maximal 7" adequadamente. Assim, temos

H (2 (0)) = Hp = H, (3.25)
Hp ) = 3 b [ (3.26)

Fazendo a dependéncia de Hp(Hy) no ponto inicial xy := x (0) explicito, podemos escrever

a Eq.(3.26) na forma

Hy (x0) |\, o) = Ex (20) |\, z0) , onde E) (z9) := Z bi\i (o) - (3.27)

i=1
O vetores peso |\, xg), sdo precisamente os autovetores |n, o) da Hamiltoniana inicial Hy(zo).
Ja que zy podem ser escolhidos arbitrariamente, podemos simplesmente retirar a subscrigao
"0", i.e., substituir xy por x e Hy(xy) por H(x).
O fibrado linha de BS, neste caso, é obtido como o fibrado pullback do fibrado universal
E,
LY = f(B), (3.28)

induzido pela aplicacao
frxeM—|\z)(\zx| € P(H) C CP™.

Recordando alguns fatos bésicos sobre variedades de bandeira e a relagao delas para espagos
projetivos, achamos que, de fato que LS corresponde ao fibrado linha L, do teorema de
BWB, se o vetor peso |\, zg) é escolhidocomo o peso maximal A da representagao. Primeiro,
vamos recordar que variedades de bandeira sao variedades projetivas, i.e., existem imersoes
de M em CP*>,

i: M — CP™. (3.29)

Realmente, podemos obter M = G/T como uma ¢rbita fechada tnica da agao de G em
P (CN+1), para alguma representacao irredutivel (N + 1)-dimensional ([24], seccao 23.3). O

fibrado linha L, é entdo a restrigao (pullback sobre a aplicacao identidade) de E:
Ly =1i"(F). (3.30)
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Seja |vp) um vetor nao nulo no espago de representacao (de Hilbert) da representacao

A de G, G¢ é a complexificacao de (G, e considere a aplicagao
D G(C — P (H) 5
definido por

® (3) = [U(3) [vo)] = U (§) lvo) {vol U (9)"- (3.31)

Aqui U(g) é a representagao de § € Gc¢ e [U(g)|vo)] denota o raio passando através de

U(g) |vg). @ é claramente nao injetiva. Seja P o subgrupo fechado de G¢ definido por
P = {B € Ge; U <il) |vg) = c|vo), para algum ¢ € C — {0}} . (3.32)
Por construgao a aplica¢do ® induz uma aplicacao injetiva em G¢/P:
$:Ge/P—P(H). (3.33)
Agora, escolhemos

[vo) :=|A, xg) (3.34)

e denotando por B o subgrupo de Borel de G¢ gerado por H; e E, > 0.

Observagao 3.7 Se G é um grupo de Lie com uma dlgebra de Lie semisimples g, o subgrupo

conexo B de G com dlgebra de Lie b é chamado um subgrupo de Borel.

Entao, B C P e por consequéncia G¢/P é um subvariedade compacta de G¢/B. Porém,
temos a identidade
Ge/b=GJT,
onde por igualdade I quer dizer o difeomorfismo de espagos homogéneos. Assim, em geral,
Gec/P C GJT.
O caso extremo é quando P = B, i.e., M = G¢/P = G/T. Porém, em geral, B pode
ser um subgrupo préprio de P neste caso a variedade de pardmetro pode ser restringida a

subvariedade G¢/P de G/T. Isto depende da representacao, i.e., de A.
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Consideremos o caso geral, i.e., M = G¢/P. Os vetores |\, xz) da base sao

parametrizados pelos pontos de G¢/P C G/T e a aplicacao f de (2.28) torna-se
f:Gepax—|Nx)y(\z|leP(H). (3.35)

Devido ao fato que G¢/P C G/T, podemos trabalhar com o representante de = = [¢g] € G/T
em lugar de x = [§] € G¢/P para os parametros x. O préximo passo légico é comparar a
aplicacio ® da Eq. (3.33) com f. Seja z € M C G/T; entio todo vetor auto-estado |\, z)
pode ser obtido pela acao de G em um vetor nao nulo. Em particular, existe um g, € G tal
que

Combinado as Egs. (3.35) e (3.36) e restringindo para A = A, achamos

/ (:E) = ’)\,$> <)\,$‘

e aplicando a Eq. (3.34), fazendo a restri¢ao A = A, achamos

f(x) = U(gz) lvo) (vol U (92) = [U (gz) [v0)] (3.38)

Recordando o procedimento para o qual z é assumido para representar o parametro (3.22)

do sistema (3.12), podemos identificar [g,] € G¢/P C G/T com z, i.e.,
Ulga) = U (),

e consequentemente
f(z) = U () |v0)] = & (). (3.39)

Para o caso especial de P = B, a aplicagao d se torna a aplicacao ¢ de (3.29). Assim, de

acordo com Egs. (3.30) e (3.39), a identidade seguinte ¢ estabelecida:

Ly=f"(E). (3.40)
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A eq.(3.40) geralmente é vélida, i.e., até mesmo quando P # B. Neste caso, M = G¢/P é
um subvariedade prépria de G/T e o papel da imersao i da Eq.(3.29) é substituido por

i M— G/T —'CP>®

Comparando a Eq.(3.40) com a Eq.(3.28), chegamos ao resultado desejado, isto é, que o
fibrado L, do teorema de Borel-Weil-Bott ¢ idéntico ao fibrado LS de Berry-Simon. Em
particular, a dimensao da representacao irredutivel, i.e., o espaco de Hilbert ‘H ¢é determinado
pelo nimero de se¢oes holomérficas linearmente independentes de LS. O posterior ¢ um
invariante topolégico LES.

E resultado conhecido que a topologia de um fibrado linha complexo ¢ exclusivamente
determinada por sua primeira classe de Chern ¢;. ¢; é representado por uma 2-forma
diferencial fechada em M. Pode ser caracterizado por um conjunto de [p := dim Hy (M, 7Z)]
integrais integrando isto sobre subvariedades bidimensionais compactas p de M, que é
chamado 2-cela de M. Por exemplo, se G = SU (2), M = S? e o espago S? é o tnico
2-cela. Entdo, ¢ é determinado por uma integral simples ¢; via Eq.(2.44).

Em geral, a modificacao seguinte de Eq.(2.44) encontra as integrais necessarias,

N 7
=1 (0u) = o / Q, (3.41)

onde o, é a a-ésima 2-cela (a = 1...,p), ¢; é o primeiro nimero de Chern associado com o,
e 2 é a curvatura 2-forma do fibrado linha.

Para o caso do fibrado linha BWB-BS | ¢; determina as representagoes irredutiveis.
Por outro lado, as representagoes irredutiveis sao determinadas pelo peso maximal A
da representagao. Os posteriores podem ser escritos como uma combinacao linear dos
denominados pesos fundamentais ([24], Secgao 14.1), com coeficientes de integracao nao-

negativos. Denotamos estes por Ay, b = 1...,1. Entao,

l
A=Y "k, by € ZTU{0}. (3.42)

b=1
Isto significa que para determinar os k;,’s e conseqiientemente a representacao irredutivel

precisamos precisamente do primeiro mimero de Chern "independente"l. Estes sao obtidos
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integrando (3.41) sobre 2-cela de G/T. Os 2-cela sdo copias de [ de S? que corresponde ao
subgrupos canonico SU (2) de G. Estes sao gerados pelas triplas dos geradores (E,, E_,, H,),
onde a’s sdo as raizes simples | de g, e E, e H, sdo como na Eq.(3.17). Denotando este
subgrupos SU (2) e o seu toro maximal por G, e T,, respectivamente, os 2-cela sdo dados
por

0 = Go/T, = SU(2) /U (1) = S* (3.43)

A restricao da curvatura 2-forma €) em o, fornece a curvatura de Berry 2-forma. Integrando

estes 2-forma em o, d4d origem a identidades [ da forma (2.45).
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Capitulo 4

Conexao de Berry, geometria

Riemaniana e fase nao adiabatica

4.1 Conexao de Berry e a geometria Riemaniana da
variedade de parametro

Consideramos como algo interessante sobre a fase geométrica o fato que a conexao A
de AA estd relacionada & métrica de Fubini do espaco projetivo CPY. Na linguagem de
fibrados, a geometria Riemanniana de uma variedade X significa a geometria do seu fibrado
tangente 7X. Em particular, a métrica Riemanniana (a conexdo de Levi-Civita) é uma
meétrica (respectivamente, uma conexao) em TX. A afirmacao de que a conexao de AA estd
relacionada & geometria Riemanniana de CPY ¢ equivalente a dizer que o fibrado universal
(AA),

E:C— FE—CPY

estd relacionado ao fibrado tangente
TcpY :C —T1CPY —CPY

Observagao 4.1 Demonstra-se esta afirmacao via topologia
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A relagao fundamental para estabelecer a relacao entre AA e a geometria métrica
Riemaniana é:

Det [TCPY] = E* @ E*, (4.1)
onde Det significa o fibrado determinante:

Det [TCPN] := TCPY A ... ANTCPY

n termos

A representa o produto de cunha do fibrado vetorial, E* é o fibrado linha dual para E, e ®
¢ o produto tensorial.

Para verificarmos a Eq.(4.1) vamos examinar a primeira classe de Chern em ambos os
lados.

De fato, j4 que CP”Y tem um tnico 2-cela, isto ¢, CP! = S? podemos simplesmente
comparar os primeiros nimeros de Chern .

E conhecido que:

a(E)=-1 (4.2)

Além disso, para qualquer fibrado vetorial V/,
éildet V] =é [V] (4.3)

Também, mostra-se que
¢1 (TCPY) = ¢; (TCP') = x (5%) =2 (4.4)
onde y representa a caracteristica de Euler-Poincaré. Das equagoes (4.3) e (4.4), temos

¢ [det TCPY]| = ¢ [TCPY] (4.5)

=2

Como

a(EY) =—¢(B),

Logo, por (4.2), obtemos
C1 (E*) =1
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e assim, temos que a equagao (4.5) se verifica.

A existéncia desta relacdo entre a conexdo de AA e a métrica Riemanniana em CPY
promoveu a investigagao de forma similar ao formalismo de BS. em [28], os autores discutem
o caso de uma Hamiltonianaa geral com um grupo dinamico G e um espaco de parametro
G/H onde H é um subgrupo fechado do grupo de simetrias da Hamiltonianaa. A andlise
apresentada acima parece incluir todos estes casos.

Nesta secdo, iremos mostrar que o sistema descrito pela Eq.(3.12) tem um cardter
universal. Nestes casos considerados, o espaco de parametros GG/H, como uma subvariedade
de FU(m) = U(m)/T™, onde T™ := [U(1)]™, o qual estd imerso em CP*.

Conseqiientemente, os resultados de [28] sao esperados pois

(i) o fibrado (conexao) de BS ¢é o pullback (restrigao) do fibrado universal E;

(ii) E & relacionado a TCPY, pela Eq. (4.1).

4.2 Redugao da fase nao-adiabatica para a fase
adiabatica via Hamiltonianas modificadas

Consideremos uma Hamiltonianaa H arbitrdria (m x m) atuando em H = C™. H
pode ser visto como um elemento do espago vetorial (real) de todas as matrizes Hermitianas
complexas (m x m)-dimensionais complexas. Notemos que a dimensao real deste espaco

2

¢ igual a m?. Assim, H pode ser escrito como uma combinacio linear de m?

matrizes
Hermitianas linearmente independentes. Incidentemente, os geradores J; de U(m) formam
um conjunto de m? matrizes. Isto simplesmente indica que sempre podemos expressar H na
forma da Eq.(3.12). Isto pode ser visto como uma consequéncia do teorema de Peter-Weyl.
A representagao particular de H dada pela Eq.(3.12) com G = U(m) para algum m € Z*

poderia nao ser uma escolha pratica. A escolha abaixo,

3
H = Z Qijo; ® 0y,

u,j=1
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com o; sendo a matriz de Pauli, ¢ mais manejavel nesta forma do que na forma da Eq.(3.12),
com J; escolhido para ser os geradores de U(4). No estanto, em principio, podemos sempre
usar a representagao linear, Eq.(3.12). De fato, podemos usar os geradores de SU(m) em
vez de U(m). Isto ¢ enfatizado em. [22]. Pode ser justificado diretamente recordando que
os (m? — 1) geradores de SU(m) também sao linearmente independentes e estes junto com
a matriz identidade I (m x m) fornece uma base para o espago de matrizes Hermitianas
(m x m). As Hamiltonianaas H podem ser escritas entdo como uma combinagao linear
nesta base. Claramente, o termo proporcional a I nao contribui a fase geométrica. Isto é
frequentemente usado como uma indicacao da natureza geométrica da fase de Berry.

Uma vantagem da representacao linear é que nos permite usar diretamente o
conhecimento sobre os fibrados universais e teorema de BWB. Em particular, em alguns
casos, é possivel obter o analogo nao adiabatico do fibrado linha de BS e a conexdao A. O
primeiro exemplo disto é apresentado em [12]. Mostraremos que desde que o argumento
anterior nao recorra a adiabaticidade do sistema, sempre podemos reduzir a Hamiltoniana a
forma linear. Além disso, se a dependéncia temporal da Hamiltoniana linear correspondente
¢ realizada pela modificacao da Hamiltoniana inicial ao longo de um diregao fixa, entao
podemos obter uma conexao ansloga nao-adiabatica A da conexdo de Berry A, como uma
conexao de 1—forma. A fase geométrica é identificada entao com a holonomia associada
das curvas no espago de parametros. Isto é notével porque significa que, até onde a fase
geométrica estd relacionda, nao necessitamos de todas as solucoes da equagao de Schrodinger.
O ingrediente essencial ¢ a funcao F que induz A como um pullback 1—forma sobre a conexao
adiabdtica 1—forma A.

Vamos utilizar o procedimento apresentado por S. S. Wang [23] para determinar a fungao
F, utilizando as seguintes condigoes:

(1) Os estados ciclicos s@o os auto-estados de um operador da Hermitiana H que depende
parametricamente dos pontos da variendade de pardmetro M, i.e., os estados ciclicos sao os

auto-estados de H (z) com x = z (t = 0).
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(2) H é relacionado a Hamiltonianaa H pela equacio
H (z) = H (F (v)) = (H o F) (2) (4.6)

onde F' : M — M é alguma funcao suave, tal que no limite adiabatico, F' aproxima da
aplicacao identidade.

Veremos primeiro como a primeira condicao é cumprida para qualquer Hamiltonianaa
periédica. De acordo com um resultado da teoria de Floquet ! o operador de evolucao de

tempo para qualquer Hamiltonianaa peridédica é da forma
U(t) =7 (t) e, (4.7)

onde H é um operador Hermitiano independente do tempo e Z é um operador unitdrio

periédico com o mesmo periodo da Hamiltoniana, i.e.,

Z(t+T)=2(t), Z(0)=1 (4.8)
daf para t = 0, temos
U(T) =U(0+T) (4.9)
— Z(0+T)et (4.10)
A (4.11)
= ¢l (4.12)

o que justifica a primeira condic¢ao.
A segunda condi¢do pode ser vista seguindo o argumento usado na discussao da
transformagao da Hamiltonianaa na forma linear. Simplesmente comegamos percebendo

que ja que H é Hermitiana, também pode ser escrito na forma linear:

d
i=1

LA teoria de Floquet é um ramo da teoria das equacoes diferenciais ordindrias relativa a classe de solucoes
para equagoes diferenciais lineares da forma x=A(t)x, com A(t) uma fun¢ao periédica continua com perfodo

T
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onde 7 := (%)) € M depende da Hamiltonianaa (3.12), e consequentemente de C' C M.
Porém, para as Hamiltonianas modificadas a dependéncia temporal da Hamiltoniana é
governada pela acdo de um subgrupo de 1—parametro de G, i.e., o operador U(t) da Eq.
(3.14) é dado por

U (t) := exp [iwtn, E,|, com n, = cte

onde w e (n,) sdo chamadas de taxa acionada e dire¢ao, respectivamente. E claro que para
tais sistemas T s6 podem depender da Hamiltonianaa inicial e assim de xo. A funcao F' é
definida por

To =: F (x0) (4.14)

O tnico problema é que em alguns casos, dependendo do valor do pardmetro de lentidao
v (w) , F' pode ser descontinuo ou até multi-avaliado. Isto acontece no caso da Eq. (2.30)
para v = w/b = 1. Mas no caso genérico F' é suave e a segunda condigao é satisfeita. O

andlogo nao-adiabédtico do fibrado linha de BS é entao determinado por

L:=F*(L) (4.15)
E dotado com uma conexiio 1—forma nao-adiabdtica,

A= F*(A) (4.16)

Para completar, vamos revisar brevemente os argumentos de [12], os quais conduzem as
Eqs.(4.15) e (4.16). A idéia basica ¢ que a existéncia de H que satisfaz a Eq. (4.13) nos
permite imitar o tratamento de Berry dos sistemas adiabaticos. Os autovetores de energia
In, z) sdo substituidos pelos autovetores de energia |71, z)de H(x). Devido a Eq.(4.6), estes
sao determinados por

|, x) = |n,z) = |n, F (2)) (4.17)

A nao adiabaticidade do fibrado L ¢ obtida pelo fibrado linha universal E via o anglogo
nao-adiabético da aplicagdo f da Eq.(2.26). Denotando o posterior por f : M — P(H)
temos

f(w) = |0, x) (0, x| = |n, F () (n, F (z)] = (f o F) (2).
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Entao, usando a propriedade de functorial da operacao do pullback, mostramos que
L=["(E)=(foF) (B)=(Fo[)(E)=F(L) (4.18)

onde na ultima igualdade a Eq.(2.27) é usada. Isto prova a Eq.(4.15). A prova da Eq.(4.16) é
idéntica. Uma observagao importante é que o distinto |n, xq), os vetores estado inicial |7, )

sofrem evolugoes ciclicas exatas.
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