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Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia e multiplicidade de
solucoes para problemas do tipo Ambrosetti-Prodi. Apresentamos a conjectura de
Lazer-McKenna, verificando sua validade no caso unidimensional. Na obtencao de
nosso resultados, utilizamos essencialmente métodos topologicos, variacionais e de

sub e supersolucao.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais parciais elipticas, Métodos variacionais,

Métodos topoldgicos, Problemas do tipo Ambrosetti-Prodi.
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Abstract

In this paper, we study questions related to the existence and multiplicity of
solutions to problems of Ambrosetti-Prodi type. We present the conjecture of Lazer-
McKenna, checking its validity in the one dimensional case. To obtain our results,

we use essentially topological, variational and sub and supersolution methods.

Keywords: Elliptic partial differential equations, Variational methods, Methods
topological, Problems of the Ambrosetti-Prodi type.
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Notacoes

Neste trabalho usaremos as seguintes notagoes:

o C,(Cy,C1,... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
e M* : ortogonal de M;
e |A| denota a medida de Lebesgue de um conjunto A;

e B.(x) denota a bola aberta de centro x € X e raio ¢, onde X é um espago

normado. Quando x € X for a origem, denotaremos apenas por B;

e — — denotam convergéncia forte e fraca, respectivamente;

ou 0 0
o Vu= 4 , Y s “ ) denota o gradiente da funcao u;
0xy’ 0xs orn
e v =max{u,0} e u” = max{—u,0};
N
82
e Au= —1; : o laplaciano de u;
i=1 O]
ou

oy = Vu : derivada normal exterior;
n
e (.t.p. quase todo ponto;

o [P(Q) = {u : 0 — R mensuravel :/]u|pdx < oo}, para 1 < p < oo com
Q

1/p
fully = ([ i)
Q

e (-,-), denota o produto interno em L*(Q);

norma dada por

x1



Notacgoes

o () = {u :  — R mensuravel :sup |u(z)| < oo} com norma dada por
e

l|u||pe = inf{C > 0 : Ju(z)| < C quase sempre em 2};

e () denota o espago das fungdes continuas em §2;
e Cy(Q2) denota as fungdes continuas de suporte compacto em €2;

e C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espago das funcdes k vezes continuamente

diferenciaveis sobre Q e C*(2) = (=, C*();

e Para f € C'(Q), definamos || f||c1 = max{max|f(t)|,max|f’(t)|};
Q 0

o C0(Q) = {u € C(); sup Ju(z) = uly)] < oo} com 0 < a < 1, e CH(Q)
syee | —yl®
sao as fungoes C*(2) tais que todas as derivadas parciais de ordem k estdo em

Co(9Q);
e Para 1l <p < o0,

g1, go, ..., gy € LP(R) tais que
dx:—/gigpdx, VoeCg?()ei=1,...,N
Q

Wh(Q) = u € LP(Q) D
U
/Q Ox;

com norma dada por

1/p
lully, = [ [+ |u|p>dx]

e WyP(9) é o fecho do espaco C3°(Q) com respeito a norma acima. Quando
p = 2, denotamos W12(Q) = H'(Q) e Wy*(Q) = HL(Q). Para um dominio

limitado €2, a norma considerada em H} () ¢ dada por

1/2
lull = [ / |vu|2d4 ;
Q

e (-,-) denota o produto interno em H{(Q);
e H'(Q) denota o espago dual de H} (), com norma || - || -1;

e O expoente critico de Sobolev é dado por

2N
N >3
2% — N —2 > .
) se N=1,2;
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Notacgoes

()]
l9(2)]

1, seu >0

o [=o(g) se

— 0 quando x — z;

® sgn u =
-1, seu<0.
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Introducao

Dentre os varios problemas estudados em equacgoes diferenciais elipticas, existem
os do tipo Ambrosetti-Prodi, os quais sao o foco deste trabalho. Problemas deste tipo
caracterizam-se pela existéncia de interferéncias particulares entre os autovalores e
a nao-linearidade do problema, de modo que a equagao venha, ou nao, a ter solugao.

Diversos problemas deste tipo surgiram motivados pelo trabalho pioneiro de A.
Ambrosetti e G. Prodi [I] em 1972. Neste artigo, os autores consideraram problemas

da forma
—Au = g(u)+ f(x), em ()

u = 0, sobre 0f),

(1)

onde € é um dominio limitado de R, com N > 2, ¢ é uma funcao de classe C? de

R, satisfazendo ¢” > 0, e

0< lim ¢'(s) <A < lim ¢'(s) < Mg,

s——00 s—+00
com \;, i =1,2,..., denotando os autovalores do operador —A em {2 com condi¢ao
de fronteira de Dirichlet. Foi provada a existéncia de uma subvariedade S de classe
C! em C% que divide este espaco em dois subconjuntos disjuntos abertos O; e O, de
tal modo que o problema tem exatamente duas solucoes se f € Oq, tem exatamente
uma solugao se f € S, e caso f € Os, o problema nao possui solugao.

Diferente do que era feito em trabalhos anteriores a [1], nos quais a imagem de ¢’
cruzava autovalores, apenas era conhecida a existéncia de uma tinica solu¢ao para os
casos em que a imagem de ¢’ encontrava-se contida em algum intervalo (Mg, Agi1),
com k >0 e Ay = 0. Este altimo resultado é creditado a C. L. Dolph [11].

Varios trabalhos surgiram com interesse em obter outros resultados, explorando
possiveis variagoes e generalizacoes, em busca de respostas sobre questoes de

existéncia e multiplicidade de solu¢do. Em 1975, M. S. Berger e E. Podolak [4] deram
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uma grande contribuicao acerca dessas questoes. Dando uma estrutura cartesiana
para a variedade S, eles decompuseram a funcao f € C%%(Q) na forma té; + fi,
onde ¢, designa uma autofuncao normalizada e positiva associada ao autovalor \;,

filor et € R, e reescreveram o problema (/1)) na seguinte forma:

—Au = g(u)+to + fi, em €
u = 0, sobre 0f).

(2)

Entao, para cada f; com a propriedade acima, Berger e Podolak mostraram a
existéncia de um namero real ¢(f;) dependendo continuamente de f;, de forma
que possuisse exatamente duas, uma ou nenhuma solugao, conforme t < t(f;),
t =t(f1) et > t(f1), respectivamente. Posteriormente, em 1975 J. Kazdan e F. W.
Warner [19] desconsideraram a condi¢ao de convexidade e diferenciabilidade sobre

a funcao g e trabalharam com a hipotese:

limsupﬁ <A < hminfﬁ,
S——00 S s—>+oo0 S

onde provaram a existéncia de pelo uma ou nenhuma solucao conforme t <
t(fi1) ou t > t(f1), respectivamente. Deixando de assumir as condiges ditas
anteriormente, Kazdan e Warner perderam informacoes sobre o niimero preciso
de solugoes do problema, como também da existéncia de solucao. Porém, mais
tarde, foi imposta uma condi¢ao adicional sobre o crescimento da g, no qual se
esta fosse assintoticamente polinomial, com o grau deste polinémio limitado por
(N +1)/(N — 1), garantiriamos a existéncia de uma soluc¢do para t = t(f1) e pelo
menos duas solugoes para t < t(f;). Esta limita¢do no expoente para o crescimento
da g foi devido a um resultado de estimativa a priori de H. Brezis e R. E. L. Turner
[6]. Em seguida, D. G. de Figueiredo e S. Solimini [14] conseguiram admitir um
crescimento menos restritivo, indo até as poténcias subcriticas 2* — 1, utilizando um
resultado de estimativa a priori obtido por B. Gidas e J. Spruck [16].

A existéncia de mais de duas solugbes para o problema em questao, teve inicio
em 1981 em trabalhos de A. C. Lazer e P. J. McKenna, onde foi analisado o que
acontece quando os limites limsup g(s)/s e I;Q J:&f g(s)/s atravessam mais do que

S—>—00
um autovalor. Em [20], os autores provam que se Ay é simples e

A2 < liminfﬁ < As,
s—+00 S

2
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entao o problema possui ao menos trés solugoes. Posteriormente, os mesmos autores

conjecturaram que se

hmsupﬁ <A e A\ < liminfﬁ < Apat,

5——00 S s—+o0 S

entao o problema admite pelo menos 2n solucoes distintas. Tal conjectura
foi comprovada em 1983 no cenério das equagoes diferenciais ordinarias em [21]
e refutada por E. N Dancer [9], em 1989. No entanto, trabalhos recentes de Dancer
[10] trazem respostas verdadeiras a conjectura sob variadas possibilidades, os quais
foram motivados por resultados de trabalhos de H. Hofer [I§] e S. Solimini [30].
Outros autores tiveram interesse em obter resultados em diferentes diregoes, por
exemplo, B. Ruf e P. N. Srikanth [27| considerando o seguinte tipo de equagdo

diferencial ordinaria

—u" = (u")P+ A u+tsenz, x€(0,7)
u(0) = wu(m) =0,

(3)

ondep >1e A€ (Ag, A\gr1), com k > 1, provaram a existéncia de pelo menos 2k + 2
solugbes para t > 0 e pelo menos 2 solugoes para A € (—oo, A;) para t < 0. Neste
caso, os autores caminharam em um sentido contrario ao que vinha sendo feito. De

fato, uma vez que a nao-linearidade g(u) = (u™)? + A\u satisfaz

lim sup &S) =\ e liminfﬂ = +00,
S——00 S s—+00 S
onde
Mo< < < dimsup 2 Z a2 < timinf 2 - e
s——oc0 S s—Fo0 S

Dessa forma, o cruzamento de autovalores ocorre apenas para uma ordem superior.
Porém, assim como Lazer e Mckenna, os autores conseguiram estabelecer uma
relacao do nimero de solugoes do problema com o nimero de autovalores com os
quais a nao-linearidade nao cruza.

Saindo do cenario das equacgOes diferenciaveis ordinarias, Ruf e Srikanth [2§]

consideraram um problema mais geral

—Au = WP+ u+f, emQ
u = 0, sobre 0f2,



Introdugao

onde 1 < p < 2*—=1eX # )\, Vj € N Os autores usaram a decomposicao
f=1tp1+ f1 com fQ fid1 = 0 e a hipotese de que A > A\, para mostrar a existéncia
de uma constante T" = T'(f) tal que, para ¢ > T, o problema possui pelo
menos duas solucoes. Neste caso, perde-se o resultado de nao existéncia de solugao
garantido quando A < A;.

Ao leitor que deseje conhecer mais detalhes historicos, recomendamos a leitura
dos trabalhos [13], [25] e [27].

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos.

No Capitulo 1, relatamos alguns dos resultados de existéncia de solucao para
problemas do tipo Ambrosetti-Prodi devido a D. G. de Figueiredo [I3] e D. G. de
Figueiredo e S. Solimini [I4]. Na obtengao dos resultados, usamos métodos de sub
e supersolucao via iteracao monotonica e variacional.

O Capitulo 2 é dedicado a verificacao da conjectura de Lazer-McKenna no
caso unidimensional utilizando métodos topologicos e de sub e supersolucao. Este
capitulo tem [2I] como referéncia principal. Em seguida, exibimos o exemplo
encontrado por Dancer [9] para contradizer tal conjectura.

No Capitulo 3, com base no artigo de B. Ruf e P. N. Srikanth [27], provamos
a existéncia e multiplicidade de solugbes para o problema (4)), utilizando como
principal ferramenta o Teorema de Linking de Rabinowitz [23].

Além disso, no Apéndice A, apresentaremos alguns resultados classicos utilizados
no decorrer deste trabalho, os quais serao enunciados sem demonstracao e com
as devidas referéncias para possiveis consultas. No Apéndice B, enunciamos e

demonstramos alguns resultados especificos que serao aplicados nesta dissertacao.



Capitulo 1

Existéncia e multiplicidade de
solucao para problemas do tipo

Ambrosetti - Prodi

O proposito deste capitulo é investigar a existéncia e multiplicidade de solucao

para o problema

—Au = g(z,u)+ f(x) em (2
u = 0 sobre 0f),

(P)

onde Q C RV, N > 3, é um aberto, limitado e conexo, com fronteira 9€) de classe

C?“ e a nao-linearidade g satisfaz:

(g0) limsup 9@ 9) < A1 < liminf 9(z,9)

§—%—00 S s—+00 S

, uniformemente em z € ).

Observagao 1.1 Os limites acima podem ser infinitos.

Seja N o autoespaco correspondente ao primeiro autovalor \; do Laplaciano
com condicao de fronteira Dirichlet em 2. Tal autoespaco é unidimensional, gerado
por uma fungdo ¢; € C*(Q), positiva e normalizada (||¢;||s = 1). Dada qualquer
f € C%(Q), esta pode ser unicamente escrita como f = t¢; + f1, onde f; € C%*(Q),
/ fivr=0et= / fé1. Assim, podemos reescrever o problema (P) como

Q Q

—Au = g(z,u) +té + fi(x), em €
u = 0, sobre 0f).
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No que segue, consideraremos
M = 0 (@) 1 N = {g € 0% (@), / g6y = 0},
Q

Antes de tratarmos do resultado principal deste capitulo, enunciemos um
resultado auxiliar, nao menos importante, que utiliza uma técnica construtiva para

sua verificagao, diferente das que serao empregadas na literatura.

Teorema 1.2 Sejam f € C%*(Q) e g € CHQxR), com f =té,+ fi. Suponhamos
que a condicio (go) € vdlida. Entdo, para cada f; € M*, existe um nimero real
a = a(fr), tal que o problema (P;) nao possui solugao set > a(fy) e possui solugao

set < afi).

Na busca de mais informagoes sobre a existéncia e multiplicidade de solugao para
o problema parametrizado (F;), faremos uso de técnicas variacionais e utilizaremos
hipoteses menos restritivas sobre os espacos aos quais pertencem as fungoes f e g. A
saber, pediremos f € C(Q) e g € C(Q x R,R). Além disso, conforme a necessidade

de cada caso, assumiremos as seguintes hipoteses sobre a nao-linearidade g:
(g1) existem constantes aj,as > 0 tais que
lg(z,€)] < a1 + aslél®, onde 0 < s < 2% —1;

(92) g(x,€) é localmente Lipschitz em ¢ uniformemente para = € Q;

(93) g(z,s) = o(|s]), uniformemente em x, quando s — 0;

(g5) existem 6 > 2 e sy > 0 tais que

0G(z,s) < sg(x,s), Vs > so;

x,S , —
(g4) lim ) = v < 400, uniformemente em z € €Q;
s—+00 S
z,s = N +1
(gy) lim 9@ 5) = 0, uniformemente em z € 2, onde o = —+;
s—+oo  §7 N -1

(g7) existe uma funcdo a : @ — R continua, com a(x) > 0, Yz € Q tal que

lim 9(x,5) = a(z),

s—4o00 87

— 1
uniformemente em x € €2, onde + 1 <o<2F—1.

Seguem os principais resultados deste capitulo.
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Teorema 1.3 Sejam f € C(Q) e g € C(Q x R). Sob as hipdteses (go) — (g4), 08

resultados do Teorema|[1.9 sao garantidos e melhorados, como segue:
(ia) (P;) ndo possui solugao set > a(fi);
(i) (P:) possui pelo menos duas solugoes se t < a(f1);

(itio,) (P;) possui pelo menos uma solugao se t = a(fy).

Teorema 1.4 Sob as hipdteses (go) — (g5) € (g)) (ou (g])) valem as mesmas as

conclusoes do Teorema [1.3.

Destacamos que os resultados deste capitulo sao baseados nas notas de D. G. de
Figueiredo [13] e no artigo de D. G. de Figueiredo e S. Solimini [14]. Apresentaremos
a prova destes resultados em etapas: na secao 1.1 provaremos o Teorema (1.2} nas

secoes 1.2 a 1.5, provaremos a condicao de nao existéncia ), a multiplicidade de

solucao (fit,) e a condicdo (i, ), resultados referentes aos Teoremas e[l.4

1.1 Meétodo de Sub e Supersolucao via Iteracao

Monotonica

Nesta secao, apresentaremos a técnica de sub e supersolucao via iteracao
monotonica, a qual sera utilizada na prova do Teorema [[.2] O método de iteragao
monotonica tem a vantagem de ser construtivo e implica, facilmente, em alguns fatos

importantes que serao vistos no decorrer das proximas subsegoes.

1.1.1 O Método de Iteragao Monotonica

Vejamos algumas definicoes.

Definigao 1.5 Uma funcio u € C?(Q) € dita uma subsolugio do problema (P) se

—Au < g(z,u)+ f(x), em §
u < 0, sobre Of).
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Definicao 1.6 Uma funcio u € C%(Q) ¢ dita uma supersolugio do problema (P)

se
—Au > g(z,u)+ f(x) em 2

u > 0 sobre 0f)

A demonstragao da proposicao que serd enunciada a seguir contém a ideia do

método de iteragao monotodnica.

Proposigao 1.7 Se o problema (P) possui uma subsolugao u e uma supersolu¢ao 1,
com u < u, entao o mesmo possui solugoes U,V &€ C’Q’a(ﬁ) tais queu < U <V <.

Além disso, qualquer outra solugao de (P) comu <u <7 € tal que U <u <V.
Prova. Definamos
k = sup{|gs(z,s)|;z € Q,u(r) < s <u(z)},

onde g, denota a derivada de g em relagao a segunda coordenada. Notemos que

k < +00. De fato, seja
k = max{|g,(z, s)|;z € Q, s € [-R, R]},

onde R = max{||u||oo, ||| |s }. Como Q x [~R, R] é compacto e g, é continua, temos

que o maximo ¢é atingido, garantindo que & seja finito. Assim, uma vez que
{lgs(,5);2 € Qu < s <} C{|gs(z,s)];z € Qs € [-R, R}
segue que
k = sup{|gs(z,s)| : z € Qu(r) <s <Tx)} <k < +oo.

Inicialmente, demonstraremos a existéncia de solugao para o problema em

questao. Para tanto, consideremos a funcao

9(s) = g(x,s) + ks,

que é crescente no intervalo [u(x),u(z)], para todo x € . Com efeito, como u < 7,

aplicando o Teorema do Valor Médio para = € € fixado, temos que

l9(z,u(x)) = g(z,u(@)] = |gs(x, Ol[ulz) — u(x)]
< kefu(e) —u(z),
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onde € € (u(x),u(x)) e k, = [I(HE)%X( ) |gs(z, s)|. Como k, <k, obtemos que
s€|lu(x),u(x

g(w, u(@)) + k() < g(a,0(x)) + ku(z), Yo € Q.

Portanto, ¢ é crescente no intervalo [u(x),u(x)], para todo x € Q.
Fagamos uy = u. Notemos que as fungoes uy e x — g(x,ug(x)) pertencem a

C%(Q). Consideremos o seguinte problema:

—Auy + kuy = g(x,ug) + kug + f(x), em ()
u, = 0, sobre 0f).

(1.1)

Sabemos, pelo Teorema de Schauder, que existe uma tinica solucao u; € C>%(Q)
que satisfaz (I.1)). Assim, por iteracdes, obtemos uma sequéncia {u, ey C C>%(Q),

tal que, para todo n > 1, u,, é solucao tnica do problema

—Auy + ku, = g(x,up_1) + ku,_1 + f(2), em 12)
u, = 0, sobre 0f). ‘
Utilizando indugao sobre n, verifiquemos que
u S Unp S u e U, S Up+1- (1?))
Tomemos n = 1. Sendo u subsolucao de (P) e u; solugao de
—Auy +kuy = g(x,u) + ku+ f(x) em € (1.4)
u; = 0 sobre 0f), .
temos que
—Au+ku < —Au;+ kuy em ()
u < sobre 0
e, assim

—A(uy —u)+k(ug —u) > 0 em ()

u; —u > 0 sobre 0f).
Logo, pelo Principio do Maximo fraco (ver Teorema no Apéndice A), u; > u.
Uma vez que g é crescente no intervalo [u(x),u(x)], para todo x € €2, obtemos

que

—Auy +kuy = g(a,u) + ku+ f(x)

IN

g(z,u) + ku+ f(x)

IN

—Au + k.
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Assim,

e, portanto, pelo Principio do Maximo fraco, u; < @. Suponhamos agora que
UL Uy ST € Upq < Up,. (1.5)

Vemos facilmente, por (1.5)), que w,, > u. Por outro lado, como u < w,_; <, segue

que
—A(up, — 1) + k(u, —u) < 0 em ()

U, —u < 0 sobre 0f2

e, novamente, pelo Principio do Maximo fraco, temos que u,, < u.

Sabemos que

—Atpy1 + kn gy = g(w,u,) + ku, + f(2)

—Auy + ku, = g2, up—1) + kunp_1 + f(2).

Subtraindo as igualdades acima, obtemos que
—AUpy1r — Un) + k(tpi1 — un) = [g(x,up) + kuy] — [g(2, up_1) + k1]

Uma vez que u < u,_1 < u, < u, encontramos que

—A(Ups1 — Up) + k(Upy1 —uy) < 0 em 2 (1.6)
Upi1 — U, < 0 sobre 0N.
Assim, o Principio do Maximo fraco nos leva a concluir que u,, < ;1.
Dessa forma, construimos a seguinte sequéncia:
u<u <uy < <wu, <--- < (1.7)

Usando argumentos similares aos anteriores, conseguimos uma sequéncia

{vptnen € C?(Q), tal que vy = @ e, para todo n > 1, v, é solucdo tnica do
problema
—Av, + kv, = g(z,v,-1) + kv,_1 + f(x) em () (1.8)
v, = 0 sobre 0f). .

10
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Tal sequéncia satisfaz

QS"'SUTL<'”§02§U1SE' (19)

Afirmamos que u; < v, para todo k € N. De fato, para £ = 0, temos

ug = u < U = vy. Supondo que vale para k — 1, temos que

— Avg + kvy = g(x,vp1) + kv + f(z)
> g(@, up—1) + kg1 + f() (1.10)

= —Auy + kuy,
o que implica

—A(Uk — Uk) + k(vk — uk) > 0 em (111>

vy —ur = 0 sobre 0f).

Garantimos, entao, pelo Principio do Méaximo fraco, que wu; < v, conforme

afirmamos.

De e (1.9) segue que

u<u Sup < <up < <0, << <o ST (1.12)

Em virtude de ((1.12]) e da monotonicidade das sequéncias {u, } nen € {vy, fnen, existem

funcoes U e V, definidas em Q, tais que

U(z) = lim u,(z) e V(x)= lim v,(z).

n—oo n—oo

Isto, juntamente com o fato de u,, < v, Vn € N, implica que u < U <V <.
Notemos agora que U e V sao solugoes do problema (P).
Defina a sequéncia h, = |u, — U[P, 1 < p < +oo. E claro que h,, converge

pontualmente para 0 em Q. Como |u,|,|U| < R em 2, Vn € N, temos
|hn| = up — UP < 2°(|u, [P + |UP) < 2°(RP + RP) = 2P RP,

onde 2PT'RP € L'(Q). Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, temos que

lun — UJl2 = / ity — UP —> 0,
Q

11
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ou seja,

u, — U em LP(Q). (1.13)

Do fato de g ser continua na segunda variavel, temos g(z,u,(z)) — g(z,U(z))
pontualmente em Q. Como |g(xz, u,(z))| < k, ¥n € N, Vz € Q, segue, pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que
g(x,up(z)) — g(z,U(z)) em LP(Q). (1.14)

Assim, concluimos que {uy, fnen € {g(+, un) }rnen s80 sequéncias de Cauchy em LP(€2).

Sejam

—Aun + k:un = g(ﬂf,un—l) + kun—l + f([l)) (1 15)

_Aum + k'U/m - g(SU,Um—l) + kumfl + f(x)a

para m,n € N fixados. Subtraindo (1.15)); de (1.15)),, temos que

— AUy — Up) + k(U — up) = g(z,un-1) — (2, Upm—1) + k(Up_1 — Upm_1).
Como up, Uy, € WyP(Q) N W?P(Q), aplicando o Lema [A.18] encontramos que
wn = wmllw2e@) < Cl(=A + k) (un — un)|re(e)
= C(llg(z,un1) = 9(, um—1)llre(@) + Elln-1 — tm-1lo(e)) -

Logo, {ty, }nen € uma sequéncia de Cauchy em W?2P(Q), pois {ty, fnen € {g(-, Un) nen
sao sequéncias de Cauchy em LP(Q). Como W?P(Q) é¢ um espago de Banach, existe

U € W2P(Q) tal que u,, = U em W2?(Q). Além disso, por

segue que u, — U em LP(§2). Assim, pela unicidade do limite, obtemos U = U

U, — U

U, — U

<|

D 2,p

q.t.p., e portanto,
u, — U em WP(Q). (1.16)

Como u,, é solugao do problema (|1.2)), temos que
/Vun+1v¢+k/un+1¢:/g(x,un)¢+k/ungzﬂ—/fqﬁ, Vo € C5°(Q).
Q Q Q Q Q
Aplicando o limite na igualdade acima, segue por (1.14]) e (1.16) que

/QVUWH:/QUgb:/ﬂg(g;,U)ng/QUngr/ﬂfcb,

12
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o que implica
| vuve= [ e0)+ r@)o.
Uma vez que u, — U em W(Q) e {u,} € Wy (Q), temos que U € W,7(Q).
Logo, U € W, P (Q) N W?P(Q) é solucio do problema
—AU = g(z,U) + f(z) em ()
U =20 sobre 0f).

(1.17)

Se p > N ¢ tal que 1 — N/p = «, temos a imersiao W?2P(Q) — CL*(Q).
Como U € W?2P(Q), Vp € [1,00), escolhamos p de forma que tenhamos U e
g(x,U) € C*(Q). O Teorema nos garante que U € C>*(Q).
De maneira similar, concluimos que V' € C%%(Q) é solugio para o problema (P).
Mostremos a existéncia de solugoes minimal e maximal com respeito ao intervalo
[u, ).

Seja u uma solug¢do do problema (P), com u < u < . Para verificarmos que
up <u<w, Vk €N, (1.18)
utilizaremos indugao sobre k. Notemos que para k = 0, vale
U =u < u < U ="1.
Suponhamos que para k — 1 as desigualdades em (|1.18)) sejam validas. Assim,
g(z,up—1) + kug—1 < g(z,u) + ku
e, portanto,

—Au+ku = g(x,u)+ku+ f(x)
> g(x,up_1) + kug—1 + f(x)
Assim, pelo Principio do Méaximo fraco, temos que u > wu;. De forma anéloga,

concluimos que u < vy.

Portanto, pela forma como U e V foram definidas, temos

U<u<V.

13
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Observacgao 1.8 Pode-se, eventualmente, ter U =V . FEsse é o caso quando se

tem unicidade de solugcao entre a sub e supersolucgao.

1.1.2 Prova do Teorema 1.2

Para provarmos a existéncia de solugao para o problema (P;), busquemos uma sub
e uma supersolucao para o mesmo, a fim de utilizarmos a Proposicao [1.7] Faremos

isso nos lemas a seguir.

Lema 1.9 Suponhamos (go). FEntao existem nimeros ¢ > 0, u e [i tais que

p<M<me

(i) g(z,s) > ps —c, Vs € R, Vo € Q;

(ii) g(z,s) >fis —c, Vs €R, Vo € Q.
Prova. A condig@o (gp) nos garante a existéncia de nimeros W e i, tais que
g(z,s) < _ g(z, s).

lim sup w < A < p < liminf

§——00 S - s§—+00 S

E ainda, como tais limites sao uniformes em x € €2, exitem s, s5 > 0 suficientemente

grandes tais que, para todo z € €, valem

g(z,s)

g9(z,s)

IN

W, Vs < —sp e >, Vs> ss.

Seja sg = max{si, sp}. Assim,

g(x,s) s, Vs € (—o0,—s0] e Vo€

g(z,s)

(AVARNAY,
=

s, Vs € [so,+o0] e Yz €.

Tomemos ¢ = max { max |us —g(z,s)|; max |[@s—g(x,s)| p, daf

z€Q zEQ
s€[—s0,50] s€[—s0,50]
g(z,8) > ps —c¢, Vs € [—so,s0] e Vo e,
g(x,8) >Tis — ¢, Vs € [—s0,50] e Vo €Q,

o que implica

x,8) > s —c, Vs € (=00, e Vo eQ,
ole.5) = (=50, 5 o)

g(x,s) >Tis — ¢, Vs € [—sp,+00) e Vr € Q.

14
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Agora, notemos que se s > sy, temos que
g(z,s) >Hs—c>ps—c = g(x,s) > ps—c, Vs € (sp,+00) e Vo e Q. (1.20)
Por outro lado, se s < —sg, obtemos que

g(z,s) > ps—c>ps—c = g(x,s) >Hs—c, Vs € (—o0,—sp) e Vo€ Q. (1.21)

Com ([1.19)), (1.20)) e (1.21]) concluimos a prova.

Lema 1.10 (Existéncia de Subsolugao) Suponhamos (go). Dada f € C%*(€),
existe uma subsolugcdo w € C%*(Q), com w = 0 sobre 99, tal que w < v em Q, para

toda v supersolugao de (P) que se anula sobre OS).

Prova. Pelo Lema existem ¢ > 0, p e 1t tais que p < A\ < 1, e sao
satisfeitas. Tomemos ¢ de forma que as desigualdades sejam estritas. Seja w a tnica

solugao C*%(Q) de

—Aw —pw = f(z)—c em
w = 0 sobre O0f2.

Pela condicao , temos que
—Aw = f(x) + pw — c < g(z,w) + f(z), em Q.

Logo, w é subsolugao de (P) que se anula sobre 0f2.

Seja u uma supersolugao de (P) que se anula sobre 0€). Assim,

—Au+Aw > g(r,u)+c—pw em ()
u—w = 0 sobre 0f),

o que implica, novamente pela condi¢ao , que

~Au—w) —pu—w) > 0 em
u—w = 0 sobre 0.

(1.22)

Note que, se u —w = 0, teriamos
—A(u —w) — plu—w) =0 em €,

15
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contradizendo o problema (|1.22));.

Finalmente, como p < A; e u —w # 0, decorre do Principio do Maximo (ver

Teorema no Apéndice B) que u —w > 0.

Observagao 1.11 Note que podemos supor apenas f € L>®(2) e garantirmos uma

subsolugio C*(Q). Tal fato seque da aplicagio dos Teoremas e nesta

ordem.

Lema 1.12 (Existéncia de Supersolugao) Se f; € M=, entio existe t € R tal

que (P;) tem uma supersolugao.
Prova. Fixemos () > 0 e definamos
m = max{|g(z,s) + fi(z)|;r € Q,0 < s < Q}.
Escolhamos agora subdominios
L CO CQ

onde |Q\;| < 0 para uma escolha futura de 6 > 0. Consideremos a fungao

H € C**(Q) tal que
H=mem Q\Qy, H=0em Q; e 0 < H <mem (.

Seja v uma solugao de
—Av = H em )

v = 0 sobre 0.
Notemos que se m = 0, entao H = 0, e portanto, v = 0 em 2. Tomando ¢t < 0,

temos que t¢; < 0, pois ¢; € positiva. Assim, uma vez que m = 0, obtemos que
—Av=0>tp; = to; + g(z,v) + f em Q.

Assim, v = 0 é uma supersolu¢ao para o problema (F;) que se anula sobre 0f) para

todo t < 0.

16
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No caso em que m > 0, segue, pelo Principio do Méaximo forte (ver Teorema

no Apéndice A), que v > 0 em . Pelo Lema [A.18] temos que

IN

[vllw2r(@) ClIH]l,

IN

Cm(|\u)'7?

IN

Cma'/?. (1.23)
Tomando p = N em (1.23), como W2V (Q) — C%*(Q), segue do Teorema que
1] < Cllvllzp < CCms"™.

Escolhendo § de forma que CCmdé*/N < @, encontramos que
0<v<@Q.

Agora, verifiquemos para quais t € R temos H > m + t¢;. Observemos que, se

z € Q\Qy, entdo H = m. Dai
H=m>m+t¢p, para t < 0.

m

Se x € )y, basta tomar t < ——, onde ¢ > 0 é tal que ¢;(x) > ¢ em €y, e teremos
c

que

Assim,

—Av=H >m+tp; > g(x,v) +tp + fi(z) em Q, Vi < _n
c

Dessa forma, concluimos que v é uma supersolugao de (F;) que se anula sobre 0f).

Observacao 1.13 Note que @) € arbitrdario e m depende de (). Assim, se m = 0,

para todo Q > 0, temos que g(z,s) = —f1(x), Vs € R e Vo € Q. Consequentemente,
t

o problema principal se reduziria a —Au = t¢q, tendo como unica solucao u = )\—(;51
1

Sendo assim, trataremos apenas do caso em que m > 0.

Observagao 1.14 No caso em que f € L>(R2), ainda preservamos a integridade
do Lema[1.13, uma vez que a demonstra¢iao do mesmo independe do espago ao qual

pertence a fungao f.
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Lema 1.15 (Nao existéncia de solugao) Se a condi¢io (go) € wvdlida, entdao
existe um numero T (independente de f1) tal que, para todo t > T, o problema

(P,) nao tem solugao.

Prova. Seja u uma solu¢do do problema (F;). Da definigdo de solugao fraca, temos

que

_/QVUV@ _ /Qg(x,u)(m#—t\/ﬂ?i-i-\/&{:fi

= /g(m,u)¢1+t.
Q

/QVqubl :Al/gluth

A1 / upy = / g(@,u)dr +1.
Q Q
Utilizando o Lema [I.9] segue que

Al/S)uqﬁle/ngbl—c/qulet
)\1/Qu¢12ﬁ/9u¢1—c/9¢+t,

t§c/ﬂ¢1+&:_gz/gu¢1Sc/gqbl,se/guaﬁlg()

t<c/ﬂ<z§1+()\H1:’:_ﬁ2/Qu¢1<C/Q¢1,se/ﬂu¢1>0.

Portanto, em qualquer caso, a existéncia de solugao u para o problema (P;) implica

Como

obtemos que

dai,

necessariamente que t < 7 = ¢ / ¢1. Logo, se t > 7, o problema (P,) nao possui
Q

solugao.

Corolario 1.16 Suponhamos que vale (go). Se, para uma fungio f € C%%(Q) dada,
o problema (P) tem uma solugao, entiao o problema (P) tem uma solu¢ao minimal

Unin, 1510 €, Upin < u em Q para toda u solugio de (P).
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Prova. Seja u solugdo de (P) (que também é supersolugao de (P) que se anula
sobre 0f2). Pelo Lema [1.10} existe subsolugao w de (P) que satisfaz w < u. Agora,
pela Proposicao 1.7 temos que w < U < u, onde U é uma solugao de (P). Notemos
que U = Upi,, pois, uma vez que w nao depende da supersolugao u e a solugao U
é obtida por iteragoes que também independe de u, temos que qualquer solucao v

que se anula sobre 0f2 satisfaz w < v e, portanto, w < U < v.

Lema 1.17 Suponhamos (go). Se o problema (P) tem uma solu¢ao para uma fungao

f € C%(Q) dada, entio o problema de Dirichlet

—Au = g(z,u)+ h(x) em
u = 0 sobre 0f,

(1.24)

com h € C%%(Q) e h < f, tem também solugdo.

Prova. Seja v uma solugao de (P). Por hipotese, temos que

—Av = g(z,v)+ f(z) > g(z,v) + h(z) em )
v = 0 sobre 02,

ou seja, v é supersolugdo do problema ((1.24) que se anula sobre 0f2. Pelo Lema
existe uma subsolucao w de ([1.24)) tal que w < v. Assim, pela Proposicao

garantimos que (|1.24]) possui uma solugao U.

Corolério 1.18 Seja f; € M*. Suponhamos que (go) seja vdlida e que (P;) tenha

solugao para dado ty € R. Entao (P,) também tem solugdo para qualquer t < t.

Prova. Denotemos f = top1 + f1 € h = t¢p1 + f1. Assim, para t < tj, temos que

h < f e, portanto, a existéncia da solugao desejada decorre do Lema [1.17]

Finalmente, apresentemos a prova do Teorema [I.2]
Prova. Pelo Lema [1.12, dada f; € M~ existe ty € R tal que o problema (P;) tem
uma supersolugao u que se anula sobre 0€). O Lema [1.10] garante a existéncia de

uma subsolugao u, para f = ty¢ + f1, tal que u < u. Podemos entao construir uma
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solugao u tal que u < u < w. Assim, para qualquer ¢ < to, pelo Corolario [I.18]
temos que (F;) tem solugao. O conjunto de s onde (P;) tem solucao para f; fixada

é limitado superiormente. Isto é consequéncia do Lema Logo, podemos definir
a(f1) = sup{t € R; o problema (F;) possui solugao para f = t¢, + fi}.

O resultado segue da definicao do supremo, juntamente com o Corolario [1.18

1.2 Método de Sub e Supersolucao via Técnica
Variacional

Pretendemos discutir nesta se¢ao a existéncia de solugao para (P), utilizando
um método de sub e supersolugao via técnica variacional.

Vejamos algumas definigoes.

Definigao 1.19 Diz-se que u € H(Q2) € uma subsolugdo fraca do problema (P) se

/Vqud:B S/g(x,u)vdx+/f(x)vdx, Yo € Hy(Q), v > 0.
Q Q 0

Definigao 1.20 Diz-se que u € H}(2) € uma supersolugdo fraca do problema (P)

se

/Vqud:B 2/g(x,u)vdx+/f(x)vdx, Vv € Hy (), v > 0.
Q Q 0

Antes de continuarmos, mostremos que, de posse da condi¢ao (gg), podemos
supor sem perda de generalidade que g(z,s) = 0, Vs < C, onde a constante C' é
tomada convenientemente.

Com efeito, seja 1 : R — R dada por:

L, se sé€[—||ulloo, +00)
U(s) =
0; se s (=00, —lulloc — 1]
e0<y(s) <1 ses e (—||ulloo —1, —||ul|c), onde u é uma subsolugdo do problema

(P), obtida pelo Lema [1.10]
Definamos §(x, s) = g(x, s)1(s). Observemos na figura|l.1{ o comportamento da

aplicacao § comparado com o da ¢, para um z € Q fixado.
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Figura 1.1: Truncamento da funcao g pela ¥

Seja u solu¢ao do problema

~Au = glz,u)+ flx)  em O (1.25)
0

sobre 0f).

u =

Como § ainda satisfaz a condi¢éo (go) temos, pelo Lema que
g(x,8) > ps—c, Vv €Q e s€R,

donde segue que

—Au = g(x,a) + f(z) = pa —c+ f(z),

onde pt < Aj. E sabido, pelo Lema m, que a subsolugao u para o problema (P), é

solugao do problema

—Au = pu —c+ f(x).

Assim,

—A(u—u) — p(t—u) >0,

Pelo Principio do Maximo fraco, temos 4 > u, o que implica que @ > —||u .

Pela forma como foi definido o truncamento, temos que

o que implica que @ é solu¢ao para o problema (P).
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Portanto, podemos supor, ao invés de (gp), a condi¢ao

(go) existe My > 0 tal que g(z,s) = 0,Vs < —M; e liminfM > Ap,

s——+o0 S

uniformemente em x € §).

Observagao 1.21 Notemos que de posse das condigoes (go) € (g4) ou (gy) ou (g4),
Juntamente com o fato da aplicagdo g ser continua, temos que a condigdo (g1) €
satisfeita. Vejamos porque as condigoes (go) e (ga) implicam em (g1). Da condi¢ao

(94), dado € > 0, existe sg € N tal que

9(@,9)

—7‘ <& =l )| < (e + sl Vs > so.

Do truncamento feito na func¢ao g(x,s), juntamente com o fato de ser continua,
garantimos uma limitagdo para a mesma no compacto [—My, so|, verificando assim

a condi¢io (g1). Os outros casos sequem de forma andloga.

Seja I : H}(2) — R o funcional energia associado ao problema (P), definido por:
1
I(u) = —/ |Vul*dx — / H(z,u)dx,
2 Ja Q

onde h(z,u) = g(z,u) + f(z) e H(z,u) = / h(x,&)dE.
0
No que segue, precisaremos de condigoes que assegurarao as assergoes:
(I1) 1 esta bem definido;
(l) 1€C(Hy(Q2),R)e
I'(u)p = / VuVep — / h(z,u)p, Yo € Hy(Q).
Q Q

Para tal fim, como h(z, &) € C(Q xR, R), vemos que pelo Teorema [A.21} ¢ suficiente

considerarmos a hipdtese (g1).

Definigao 1.22 Dizemos que um funcional F € C1(E,R), onde E é um espago de
Banach, satisfaz a condi¢io de Palais-Smale no nivel ¢, ou de forma abreviada, que

F satisfaz (PS)., se toda sequéncia {u,} C E de Palais-Smale, isto €,
F(up,) — ¢ e ||F'(un)||pr — 0,

possui uma subsequéncia convergente. Dizemos que F' satisfaz a condi¢ao de Palais-

Smale, ou simplesmente que F' satisfaz (PS), se satisfaz (PS). para todo ¢ € R.
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Mais adiante, iremos verificar a condigdo (PS) para o funcional energia [
associado ao problema (P).
O teorema abaixo descreve um método de sub e supersolugao via técninca

variacional e é devido a D. G. de Figueiredo e S. Solimini [14].

Teorema 1.23 Suponhamos que as condigoes (g1) e (PS) sao satisfeitas, e ainda,
que existam w,W € H}(Q) sub e supersolugio fraca para o problema (P),
respectivamente, com w < W. Se a funcao g(x,s) é nao-decrescente em s €
[w(z), W (x)], para todo x € Q, entao existe ug € Hy(Q) tal que I(uy) = [1;1},1;/} I,
I'(ug) =0 e

ug € [w, W] = {u € H}(Q); w(r) <ulr) <W(z),Vr € Q}.

Prova. Tomemos C' = [w,W]. Observemos que C' é convexo e fechado. De fato,

sejam uy, us € C', temos que

tur + (1= thuy < W+ (1—- )W =W
1 ( )2 = ( ) — tul+(1—t)u2€[w,W], VtE[O,l],

tuy + (1 —thug > tw+ (1 —tHw =w
garantindo a convexidade de C. Seja {u,} C H}(Q) tal que u, — u em H}(Q),

assim, u, — u ¢.t.p.em {2, para uma subsequéncia se necessario. Dai,

Uy < W =u<W
=u € [w, W]
Up =W = U > W
e, portanto, C' é fechado.
Como H{ () é isomorfo a H~1(Q), estamos identificando I’ : H}(Q) — H1(Q)

por I' : Hi(2) — Hj(f2). De posse que I'(u)v = (u,v) — [, h(x, u)vdzr, temos

(I'(u),v) = I'(u)v = (u,v) — / h(z,u)vdz.

Q

Aplicando o Teorema de Riesz, existe Ku € HJ () tal que
(I'(w),v) = (u,v) — (Ku,v), Yo € Hy(Q).

Logo, Ku =u — I'(u).

Afirmamos que K é uma aplicagdo de C' em C, isto é, K(C) C C. De fato,
seja u € [w, W]. Uma vez que g(z,-) é ndo-decrescente em [w(z), W(z)|, para todo
x € §2, obtemos

hz,w(x)) < h(z,u(x)) < h(zx, W(z)).

23



Capitulo 1

Dado v € H} (), com v > 0, temos que

(w,v) < Ah(az,w(z))v(z)dz

< /Qh(x,u(x))v(x)dx
< /Qh(m,W(m))v(m)dm
< (W),

donde segue que
(w,v) < (Ku,v) < (W,v), Vv € H}(Q) com v > 0.
Pelo Principio do Méximo fraco, vemos que

w< Ku<W= KueC,

concluindo a validade da afirmacao.
Observemos agora que I é limitada inferiormente em C'. Seja u € C', temos pela

condicao (g1), que

1w>=1mW—/Hmww

> // h(zx,&)dédx
> // —|h(x,&)|d¢dx
>

—C/|u |dx—C’0/|u ) de

Como |u(z)| < max{|w(x)],|W (x)|}, facamos p(x) = max{|w(z)|, |W (z)|}, assim

—c/wmw—%/mmmm
Q Q
Ch

Em virtude do Teorema [B.3| existe ug € [w, W] tal que I'(up) =0 e [inv% I = I(up).

I(u)

v

v

]
Vejamos que podemos descartar o fato de g ser nao-decrescente e concluir o

mesmo resultado obtido acima a partir da condigao (gs).
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Teorema 1.24 Nas mesmas hipoteses do Teorema|1.25, exceto a suposicao de que
g € uma fungao nao-decrescente em s € [w(x), W(zx)], Vo € Q. Suponha contudo

que vale (g2). Entao as conclusoes do Teorema se mantém.

Prova. Tomemos R = max{||w||s, ||W||s}. Como g é localmente Lipschitz em s

e uniformemente para = € , existe M > 0 satisfazendo
lg(x,s) — g(z,t)] < M|s —t|, Vs,t €[-R,R], Vz € Q.
Sejam s1, s € [—R, R|. Supondo s; < s9, temos |s; — S3| = $1 — s2 e assim
g(w,s1) — g(w,52) < M(s2 — s1),
o que implica
h(z,s1) + Msy < h(x,sg) + Mssg, Vsi,s2 € [—R, R].

Vemos entdo que a fungao hy(x,s) = h(z,s) + Ms é nao-decrescente para s €
[—R, R]. Em particular, hy(x,s) é ndo-decrescente em s € [w(z), W(z)],Vx € Q.
Denotemos

(u,v)pr = (u,v) + M/qud:c.

Observemos que
Hueos) = [ bl )i
0

= /Osh(a:,g)ngrM/:gdg

M
= H(z,s)+ ?82.

Consideremos o problema
<U>U>M - / hM<.T,U)U
Q
ue HY(9),

e notemos que

1 1
IM(u):EHUH?W—F/QHM(x,u)dx:§HuH2+/QH(az,u)da::[(u).

Desse modo, I ¢ de classe C*(H}(2),R) e satisfaz a condigao (PS). Podemos

entao aplicar o Teorema [I.23] e concluir o resultado do mesmo.
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1.2.1 Condigao de Palais-Smale (PS)

Provaremos agora a importante propriedade de compacidade com respeito ao
funcional energia I, requerida na hipotese do Teorema [1.24] Consideraremos dois
casos, onde, em cada, vamos impor diferentes condigoes.

A partir de (g1) temos, pelo Teorema , que basta verificar que uma sequéncia
(PS) ¢ limitada.

Caso 1: Sob as hipoteses do Teorema 1.4}
Seja {u,,} C HY(Q) uma sequéncia (PS) para I, isto &,

()| < M, Vm € N (1.26)

I'(up) — 0, quando m — +o0. (1.27)

Da condigao (1.27)), temos que, dado € > 0, existe mgy > 0 tal que
I ()| -1 < €, Ym > my.
Observemos, entao, que

() —%I’(um)um < |I(um)—%f’(um)um|

1 !
< ()l + G I ()l - |

1
< M+ Seflunll. (1.28)
Por outro lado,
1 ! 1 2
Hum) = 21 (un)um = Sllunll” = [ G@,um) — [ f(@)un
1, o, 1 1
~gllenll + 5 [ ot + 5 [ Faun

_ G_g)uumnz—(1—%)/9]0(‘””)“’”

_/ (G(aj,um) — %g(m,um)um> , (1.29)
0
onde denotamos G(z,t) = /Otg(m,f)df.
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Consideremos Q = Q,, U Q,, U Qyp, com Q= {2 € Qi um(z) < —|Juloo — 11,
Q= {2 € O —|lulloc = 1 < um(x) < 50} € Uy = {& € Qup(@) > 50}
1
Denotando A = G(z,u,,) — gg(x,um)um, notemos que, pela forma como o

conjunto €2, foi definido, segue, do truncamento feito sobre a aplicacao g, que

/ A=, (1.30)

Garantimos ainda, pela condigao (g4), que

/Q A>0. (1.31)

Por fim, da continuidade das fungdes g e G' no compacto € X [—||u||s — 1, 5], temos

que estas sao limitadas e, portanto, que

/Q A<C. (1.32)

Das condigoes ([1.30]), (1.31) e ([1.32)), obtemos, pela condigao ((1.29)), que

I () — %I’(um)um > Cllun|]* - C. (1.33)

Relacionando as desigualdades ((1.28)) e ([1.33)), concluimos que

Clltm]|? = Cllum]|| — C < 0. (1.34)

Observando a inequagdo acima com uma forma quadratica em ||u,,||, temos que

||um]|| deve ser limitada.

Caso 2: Sob as hipoteses do Teorema [1.3]

A demonstragao da condi¢ao (PS) segue por contradigao, ou seja, supondo que
|tm || — 400, quando m — +oo.

Consideremos v, = HZ—mH Como ||v,|| = 1 temos que v,, — v em H}(Q),
pois H}(Q) ¢ Banach e reﬂgxivo. Pela imersao compacta Hi(Q2) — LP(Q), com
p € [1,2%), temos que v,, — v em LP(Q). Assim, pelo Teorema Uy — 0
q.t.p. em Q e, existe uma fungao h € LP(Q) tal que |v,(z)| < h(xz) € LP(Q2) q.t.p.
em (). As convergéncias obtidas acima ocorrem a menos de uma subsequéncia.

Dessa forma, temos que v é solucao para o problema

—Av = v em ()
v = 0 sobre 0.

(1.35)
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Com efeito, como

T = [ vavo [t [ o)l v < i),

I'(up) — 0, vy, = vem H(Q) e ||um|| — 400, obtemos, aplicando o limite

quando m — 400, que

0:/Wv¢— i [ 9m), (1.36)
Q

m—+oo Jo U

Denotemos Q2 = {z € Qu(z) > 0}, Q- = {z € Qv(r) < 0} e Qy = {z €
Q;v(x) = 0}. Notemos que, em €, como v,, — v q.t.p. em Q e |[uy| — +oo,
temos, pela forma como foi definida a sequéncia v,,, que u,,(x) deve convergir q.t.p.
em (2 para +00. Em Q_, um raciocinio andlogo ao anterior garante que u,,(x) deve
convergir q.t.p. em §) para —oo.

Pela condicao (g3), dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

w <&, V|s| <6 (1.37)
s
Temos ainda que
G| N N (1.38)
5] 5] 0
o que implica
‘g(‘r’ < vser (1.39)
s

Assim, como |v,,(z)| < h(z) € LP(Q), com p € [1,2*), e por (1.39)), obtemos que

g(z, )
Um,

[vmlé] < Chlg| € L'(Q), (1.40)

9(z, um)

m

(e

st

m

Observemos agora o comportamento da funcao Um® em cada um dos

subconjuntos de €2 definidos acima.
® Em Q+:

Como v,, — v q.t.p. em €2, e segue do dominio em questao que u,, —» 400,
temos, pela condigao (g4), que

9(x, Up,)
Um,

U — v, q.t.p. em Q. (1.41)

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

/Q+ 9(z, tm) m¢—>/ s (1.42)

Um
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e Em ) _:
Como v,, — v q.t.p. em 2_ e, pelo truncamento feito na fungao g, temos
lim M =0 q.t.p. , segue que
§——00 Um,
Xy U,
Mvmqb — 0, q.t.p. em Q_, (1.43)
Um

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

/ 9@ ) (1.44)
_ U,
e Em Qoi
Como v,, — 0 q.t.p. em €y e M é limitada, segue que
U,
g(SB, Um)

U@ — Qv
U

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

Um

/ 9@ tm) o, (1.45)
Qo

Consequentemente, por (1.42), (1.44) e (1.45), encontramos que

/QMU’”QS = /Q Mvmqﬂ—/_ Mvmgb-f-/ﬂ Mvmcb

Um Um Um Um

—)’)//Q+v¢.

donde segue, por (|1.36)), que

/WV¢ = 7/ vp, Vo € Hy(Q). (1.46)
Q Q

Observemos, ainda, que v # 0. De fato, como

I(up) — o2 — G(xaum)v2 . MU
3 =t~ | n /Qnumn m;

[t un,

I(uy,) é limitada, ||u,|| — +oo e ||u,|| = 1, ao passar o limite quando m — +o0

na igualdade na acima, obtemos

G(x7 um) '02

2 (1.47)

1= lim 5
m——+00 Q um
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Afirmagao:

/—G(x;“m>v;—>/ T2, (1.48)
Q U’m Q+ 2

Com efeito, por (1.39)), temos

t
S/ Cls|ds, Vt € R
0

t
MﬂﬂSOM:i‘/g@$%
0

Da definigao de G(z, s), segue que

G < Spp — |99 oo wer
2 t2
Logo,
G m G ) Um
’ <Z’Qu bz | = ‘% 02| < CR? € LM(Q) q.t.p. em €.

G(z, up,)

m

Observemos agora o comportamento da fungao V¢ em cada um dos

subconjuntos de €2 que foram definidos anteriormente.

e Em Qol
G m o
Como v,,, — 0 q.t.p. em g e M é limitada, temos
Um
G(z, up
Mvi — 0, q.t.p. em Q. (1.49)
Um,

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

G(z, upy,
/ %vﬁl 0. (1.50)
Qo U’m
e Em Q_:
Sabemos que
tim 905 g
S—>—00 S

isto é, dado € > 0, existe sy > 0 tal que

e R

S

Integrando a desigualdade acima, obtemos que

/to 9(@, s)

0
</ els|, Vt < —so,
t
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o que implica

£
|G (z,1)] < §|t|2, Vt < —sp.

Assim, temos que

Disto segue que
G(z, up)

5 v2 — 0, q.t.p. em Q.
um

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

/ Glatm) o, (1.51)

ug,
[ ] Em Q+:
Pela condicao (g4), dado &€ > 0, existe so > 0 tal que

‘M—7)<£, Vs > sq.
s

Tomemos s; > sg tal que

% g(z, t)dt
fog# <5 Vs> (1.52)
S

Notemos entao que, por um lado

G(z,s) [ gla,t)dt . [; g(x,t)at
52 - 52 52
+&) [Ptdt
N (v )2f5
S
+e&, Vs> sy,

VAN

<

2D ™

Por um processo anélogo, obtemos que

G
@) 5T ¢ vasa
s 2

donde segue que

G(z,s) v
li == 1.53
Si}lﬁlm 52 2 ( )
Logo,
G(z, um
%vfn — 11)2, q.t.p. em Q. (1.54)
uz, 2
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
G(x, um
/ %vi N (1.55)
Qp U, Q4 2
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Consequentemente, por (|1.50), (1.51)) e ((1.55]), verificamos ([1.48]). Assim, segue,
por (L.56) e (1.48), que

~
§||U

261, —/ v = (1.56)
Q4

o que implica que, v # 0 em ).
Por fim, verifiquemos que v > 0. De fato, como

I'(un) /mew— _/QMU— _/Q% (1.57)

temos, aplicando o limite quando m — +o0, que

0 = /VUVU— lim Mv’
Q

n—-+o0o Q U,
-2
= 7%
Portanto, ||v~|| = 0, o implica que v > 0 em Q.
Concluimos entao que v é uma solugdo nao-trivial para o problema (|1.35),
positiva em €2, o que é um absurdo, pois, terfamos v = \; e estamos supondo

)\1<"}/.

1.3 Nao existéncia de solucao

Nesta secao, mostraremos a condicao de nao existéncia de solugao ) dos
Teoremas [L.3] e L4l

De posse da hipétese (go) e do fato da funcdao f pertencer ao espaco C(Q),
garantimos a existéncia de uma sub e supersolugao solucao fraca para o problema
(P;), com t < 0 grande (ver Observagoes e[L.14). Assim, a partir das hip6teses
dos Teoremas e temos, pelo Teorema [1.24] que (F;) tem solugao para t < 0
grande.

Observemos, ainda, que preservamos o resultado do Lema [I.15 e do Corolario
1.18|no sentido fraco. Logo, o conjunto dos t’s onde (F;) tem solucao para f; fixada

¢ limitado superiormente, e assim, podemos definir
a(f1) = sup{t € R; o problema (F;) possui solu¢ao para f =t¢ + fi}.

Portanto, a condi¢ao (i) e parte da condi¢do (iz,) (obten¢ao da primeira solucao),

seguem da definicao do supremo, juntamente com o Corolario [1.18
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1.4 Existéncia de solucao via Passo da Montanha

Nosso resultado de existéncia de uma segunda solugao para o problema (F;) sera
obtido utilizando-se a técnica do tipo minimaz. Mais precisamente, a seguinte versao

do Teorema do Passo da Montanha devido a A. Ambrosetti e P. H. Rabinowitz [2].

Teorema 1.25 Seja E um espago de Banach real e F € CY(E,R) que satisfaz
(PS). Suponha que F(0) =0 e as sequintes condigdes sao vdlidas:

(i) existem @,r > 0 tais que F' |gp,(0)> @;
(11) existe e € E tal que ||e]| > r e F(e) <0.
Entao, F possui um valor critico ¢ > a. Além disso, € pode ser caracterizado por

¢=inf F(\t
¢ = inf max (A?))

onde ' ={\ € C([0,1], E); A(0) =0 e A(l) =e}.

1.4.1 Geometria do Passo da Montanha

A partir das condiges dos Teoremas [I.3] e [[.4], garantimos pelo Teorema [1.24] a
existéncia de um ponto critico uy € H}(Q2) para o funcional I, tal que, ug € [w, W]
e I(ug) = [i?mf/] I, onde w,WW € H}(Q) sao sub e supersolugio do problema
(P). Mostraremos, nesta subsegao, que o funcional J : H}(2) — R definido por
J(u) = I(u+up) — I(up) tem a geometria do passo da montanha. Com este intuito,

enunciaremos e demonstraremos os lemas a seguir.

Lema 1.26 vy ¢ um minimo local na topologia H}(2) no conjunto Q, dado por:
Q= {w e Cy(Q); u(r) <w(x) <u(r), Vo € Q.

Prova. Inicialmente, verifiquemos alguns resultados, sao eles:

(i) ((Xuoa—n—g) < 0 sobre 0§;
8(u0 — ﬂ)

(ii) an > () sobre 0.
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Uma vez que ug é solu¢do do problema (P) e u é solu¢ao do problema
—Au— pu = f(r) —c,

obtemos que

—A(g — U()) —I—H(ﬂ - Uo) <0

Pelo Principio do Méaximo, concluimos que ug —u > 0 em 2. Logo, a condicao
segue da aplicagao do Lema de Hopf.

Sabemos que @ é supersolucao de (P) e que para
k = sup{|gs(z,8)| ;2 €Q, u<s<u}

a funcdo § = g(x,s) + ks é crescente no intervalo [u(x),u(x)], para todo = € €.

Assim, como ug < u, temos que

—Aug+ kug = g(x,ug) + kug + f(x)
< g(x,u) + ku+ f(x)

< —Au+ ku.

Pelo Principio do Maximo, segue que ug—u < 0 em 2. Garantimos entao pelo Lema
de Hopf que a condigao é satisfeita.

De posse das condicoes (jif) e , como ug —u > 0 em (2, existe ¢ > 0 tal que, se

lw —uoller = flw—u— (up+wer

< e,

entao w —u > 0.
De forma analoga ao caso acima, obtemos que w —u < 0. Portanto, B, (ug) C @,
ou seja, ug € um minimo local em @.
[ ]
Sabendo que o ¢ um minimo local na topologia CZ(Q), segue, pelo resultado

contido em Brezis-Nirenberg [5], que ug ¢ também um minimo local na topologia

H} ().

Observacao 1.27 Assumiremos que ug € um minimo local estrito, pois caso
contrdrio, nao teriamos o que fazer, uma vez que garantiriamos a existéncia de

infinitas solugoes para o problema.
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Lema 1.28 Seja I(ug) = 5. As sequintes condigdes sao satisfeitas:

(1) Ezistem &, p > 0 tais que

I |oB,(up)=> @,

com & > 3.
(2) Existe é € HY(Q) tal que é ¢ B,(ug) e I(é) < 8.

Prova. Como uo ¢ um minimo local estrito, temos que I |p,(u,) > (. Logo, existe
& tal que I |sp,(uy) > & > f3, e isto conclui a condigao (1)).

Mostremos, agora, a existéncia de v € Hj(Q)\{0} tal que I(tv) — —oo quando
t — 400, 0 que prova nossa condi¢ao ([2)) se tomarmos ¢ suficientemente grande.

De fato, pelo Lema [I.9] obtemos que

G(z,tv) > “t*0* —ctv, YVt € R, Vo € Q,

S

onde 1 > A1, donde segue que

t? I3
I(tv) < —||v||2—ﬁt2/ v2+ct/v
2 2" Jo 0

12 7
< lll? = Sl + ctlfolls.

Da caracterizagao variacional do autovalor \;, temos que

) _
I(tw) < = (1= L) o] 22 + ctl[o]| 1oy,
2 A

Logo, I(tv) — —oo quando t — 400 e, portanto, existe ¢ € HJ() tal que
¢ ¢ B,(ug) e I(¢) < B.
|
As condigoes e do Lemam garantem a geometria do passo da montanha
para o funcional I, como podemos observar na figura [1.2
Em vista dos Lemas e [I.28) podemos, agora, provar que o funcional

J(u) = I(u —ug) — I(up) satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.
Lema 1.29 O funcional J satisfaz as sequintes propriedades:
(1) J € CU(HL(S),R).
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Figura 1.2: Geometria do funcional 1

(2) J satisfaz a condigdo (PS).

(3) J(0) =0.

(4) Existem @,r > 0 tais que J |sp,0)> Q.

(5) Eriste e € HY(Q) tal que e ¢ B,(0) e J(e) < 0.

Prova. E facil ver que as condicoes - seguem diretamente da definicao de J.

Para provarmos , tomemos © = w + up com w € 0B,(0). Pela propriedade
do Lema , temos que

I{w+w) > &, Yw € 0B,(0).
Facamos @ = & — I(ug) e r = p, dai
IHw+u) >a+ I(u) = J(w) > @, Yw e IB,(0),

onde @ positivo, uma vez que & > I(ug).

A fim de provarmos , tomemos e = ¢ — uy. Logo, pela propriedade do
Lemall.28], temos I(e+ug) < 3, e pela defini¢ao de J nos faz concluir que J(e) < 0,
onde e ¢ B,(0), pois 1 = p.
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1.4.2 Multiplicidade de solucao

No Lema [1.29| checamos que J satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da

Montanha, logo, J possui um valor critico J(u) =¢ > @ em que

i .
¢ = Inf max J(¥(t)),

onde I' = {¢ € C([0,1], H}(Q));4(0) = 0 e ¥(1) = e}.
Para mostrarmos a existéncia de uma segunda solugdo para o problema (FP;),

verificando assim a condicao (i), tomemos u; = + uo. Dal,
J(W) =T'(u+up) — I'(ug) = I'(0 + ug) = I'(uy).

Como ¢ é valor critico de J, temos que I'(u;) = 0, e assim, u; é um ponto critico
do funcional energia I, diferente de ug, uma vez que o nivel de energia de u; é dado
por I(uy) =¢+ I(ug), onde ¢ > 0.

Notemos ainda, que o valor critico I(u;) = ¢ pode ser caracterizado por

¢ = inf max I(g(s)),
gef‘ sE[O,l]

onde I' = {g € C([0,1], Hj(?)); g(0) = ug e g(1) = &}.
Concluimos aqui a validade da condigao ) nos Teorema e .

1.5 Existéncia de solucao no supremo

Esta segao sera dedicada a existéncia de uma solugao para o problema (F;) no
caso em que t = «a(f;). Denotaremos, no decorrer desta se¢ao t, = a(f;). No que
segue, obteremos inicialmente uma estimativa para a parte negativa de possiveis

solugoes do problema.

Lema 1.30 Suponhamos (go). Entao, para cada f; € L>®(S2), existe uma constante

C' > 0, independente da solu¢do u, de (P,,), tal que
[ty [ < C, (1.58)
para todo t, € [ty — 1,14).
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Prova. Seja u, subsolugao do problema (P, ) obtida pelo Lema m Temos que

(A —pu, = twp1+fi—c em (2
=0 sobre 0f).

Uy,

Se t, € [ta — 1,t4), obtemos pelo Teorema |A.18] que

[upllzp < Ntadr + fr —cllp
< Clta| +C
< C.

Usando a imersdao W?4(Q) < L>((), para ¢ > 5, concluimos que

[l < Cllu,|

27(1 S C'

Agora, dada u,, solugdo do problema (P, ), com t,, € [t,—1,t,), obtida pelo método

de sub e supersolucao via técnica variacional, onde é sabido que w,, > u,,, temos

Un (1) > u, (7) > —||u, |l > —C, Vi, € [ta — 1,t,) e Vo € Q.

al

Portanto, ||u,, ||~ < C, para todo t,, € [t, — 1,t,).
|
As estimativas da parte posivita de u,, sao mais delicadas e requerem um pouco
mais de trabalho. Para conseguirmos a estimativa desejada, a demonstracao sera
separada em trés vertentes, onde em cada, urge considerar diferentes condigoes de

crescimento adicionais sobre a nao-linearidade g.

1.5.1 Crescimento linear

Nesta subsecao, provaremos a existéncia de solucao no supremo, no caso em que

a nao-linearidade g é assintoticamente linear.

Teorema 1.31 Suponhamos (go) — (94). Entao o problema (P;) tem pelo menos

uma solucao no caso em que t = t,.

Vejamos antes o seguinte lema.
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Lema 1.32 Suponhamos (go) e (gs). Entdo, para cada f; € L>®(Q) existe uma

constante C' > 0, independente da solugao u, de (P,,), tal que
[unl| < C, (1.59)
para todo t, € [to, — 1,1,).

Prova. Raciocinando por absurdo, suponhamos que exista uma sequéncia {¢,} C
[ta — 1,t,) tal que |ju,|| — +o00, onde cada u, é solugdo para o problema (P, ).
Logo,
(—A —Y)u, = —yu, + g(x, up) + thdr + f1.
Mostremos que

” — YU + g(x7un)||2
||

— 0, quando n — +o0. (1.60)

De fato, consideremos v,, := “Z—”H Como ||v,|| = 1 temos, que v, — v em Hy(S),
pois H}(Q) é Banach e reﬂexivno. Pela imersao compacta Hj(Q2) — LP(Q), com
p € [1,2%), temos que v, —> v em LP(§2). Assim, pelo Teorema[A.5| v, — v q.t.p.
em € e, existe uma fungdo h € LP(Q2) tal que |v,(z)| < h(z) € LP(2) q.t.p. . As
convergéncias obtidas acima ocorrem a menos de uma subsequéncia.
Analogamente ao que fizemos na demonstragao da condicao (P.S), consideremos
os conjuntos Q. = {x € Qu(z) > 0}, Q- = {z € Qv(z) < 0} e Qy = {z €
Q;v(xz) = 0}. Observemos que em € temos que u, — +00, e que Q_ = (), ja que
pelo Lema [I.30} temos que u,, /A —oc0.
o\ 1/2
| =7+ uls _ ( / — Yy + g, un) )
Q

[ [[n]|

1/2
~ ([ [Frate
Q Unp "
_ / <_7un+g(x7un))2v
Q+ un

Do fato de |v,(z)] < h(z) € LP(QY), com p € [1,2), e

S N
_|_
S~
o
7 N
|
2
+
sle
8
e
N
~__
N
| I |
—
~
(Y]

g(z, uy,)
Un,

ser limitado,

obtemos que

2
'<—7un +9(957Un)) 02 < C.h* € LY(Q) q.t.p.,

Unp




Capitulo 1

Observemos agora o comportamento da fungao em cada

2
—YUn + g($7 un) U2
Uy, "
um dos subconjuntos de ) que foram definidos acima.
([ ] Em Q+:
g9(x,up)

n

Como u,, — 400 em €1, temos que — . A convergéncia v,, —> v
+9 q Y g

q.t.p. em €2, garante que

(—vun + g(x, un) ) *

2
; v = (_7 + W) V2 — (—y+7)v =0 q.t.p. em Q.

Segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

/Q+ <_W” +g($’“”))2vi — 0. (1.61)

Unp
e Em Q:
Como v,, — 0 q.t.p. em )y e w é limitada, temos
<—’yun —Zg(:z:,un))Q .= (—7 + —g<xui un)>2 v2 — 0 q.t.p. em Q.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que

/Q_ (_7“” +g($’“”))2v§ — 0. (1.62)

U,

Consequentemente, por ((1.61)) e (1.62)), temos que (|1.60) é satisfeita.
Por ([1.60)), temos que, dado ¢ > 0, existe n. > 0 tal que

| = vun + g(, un)[|2 < effunll, Vn = ne.
Disto segue que

HunH < CH — Yun +g($aun) +tn¢1 + f1HL2(Q)

< eflunll + Cltal + C,

o que implica que

(1 = &)ljun] < Clta] + C.

Tomemos ¢ < 1. Portanto, como |[u,| — +oo, terfamos que |t,| — +00, 0 que
é um absurdo, pois |t,| C [t, — 1,t,). Assim, concluimos que ||u,|| < C, para todo

tn € [ta —1,ta).
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Apresentaremos agora a prova do Teorema [1.31]

Prova. Seja t, C [t, — 1,t,) tal que t, — t,. Como u, ¢é limitada em HJ (<),
entao u, — wu;, em H}(Q) para algum u;, € Hj (), pois Hj () é Banach e reflexivo.
Iremos mostrar que u,, € solugao de (P, ).

Pela imersdao compacta H}(Q) — LP(Q), para p € [1,2*), temos que u, —> uy,
em LP(2). Assim, pelo Teorema [A.5] u,, — u;, q.t.p. em €2 e, existe uma funcio
h € LP(R2) tal que |u,(z)| < h(x) € LP(Q) q.t.p. . As convergéncias obtidas acima
ocorrem a menos de uma subsequéncia.

Notemos que

9(z, un)v[ = [g(z, ua)l[v]
< (C+ Clun|)|v|
< (C+h)| € LY(Q).

Como u,, — u, q.t.p. em €2, temos, usando a continuidade na segunda variavel
de g, que

g(z,up)v — g(x,uy, )v, q.t.p. em €.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/Qg(x,un)v—>/ﬂg(x,uta)v (1.63)

Dessa forma, como u,, é solugdo do problema (P,,), temos, aplicando o limite

quando n — 400, que

/VutaVv:/g(a:,uta)v—i-ta/gzﬁlv—k/flv.
Q Q Q Q

Com isso, concluimos que o problema (P,) tem solugao u;, no supremo. [

1.5.2 Crescimento subcritico do tipo Brezis-Turner

Nesta subsecao, provaremos a existéncia de solu¢ao no supremo, no caso em
que a nao-linearidade g for assintoticamente polinomial, com o grau do polindémio

limitado por (N +1)/(N —1).
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Teorema 1.33 Suponhamos (go) — (95) € (9,). Entao, o problema (P;) tem pelo

menos uma solugao no caso em que t = a(f1).

Nesta etapa sera conveniente substituir a aplica¢ao g(z, s) por uma outra funcdo
g(z, ) tal que g(z,s) >0, Vz € Qe Vs > 0.

Da condi¢ao (go), garantimos que
g(x,8) > 1is, Vo € Qe Vs > 5.

Seja m = min{g(z,s); * € Qe 0 < s < s5}. Definindo a fungio g(x,s) =
g(x,s) + |m|, temos que esta satisfaz a propriedade desejada e ainda satisfaz as
condigoes (go) — (g5) e (g}). Definamos agora f(x) = f(z) — |m|. Observemos que

o problema (P) pode ser escrito como

—Au = g(z,u) + f(x) em (2
0 sobre 0f).

(1.64)

Uu =
Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que a func@o g, que aparece no

problema (P), satisfaz a condi¢ao
g(x,8) >0, Yz € Qe Vs > 0. (1.65)

Lema 1.34 Suponhamos (go). Entao, para cada f; € L>®(Q)), existe uma constante

C > 0, independente da solugio u,, de (P;,) tal que

/ g(xau:;)(ﬁl
Q

Prova. Da definigao de solugao fraca para o problema (F;, ), temos que

/QVuanbl:/ T, Up) 1+t /gbl /f1¢1

Como ¢, é autofuncgao associada ao autovalor A;, entao

[ = [[owmionsn [+ [

Utilizando das desigualdades obtidas no Lema [1.9] segue que

=) [wor < [en—t. [+ [ fion
=) [wor < [eon—ta [ i+ [ fon
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onde p < Ay < . O termo do lado direito, das desigualdades acima, ¢ limitado, ja

que podemos limitar f; e ¢; em Qe t, € [t, — 1,t,). Assim, temos que

<E—A1>/Qun¢1 < c

IN

(i M) /Q iy < C.

Como p1— Ay < 0epm—A; >0, obtemos que

/Un¢1 >(Ch e /Un¢1 < Oy,
Q Q

/Q tnth

Desta ultima estimativa, concluimos que

/Qg('r’un)¢l

Considerando Q; = {x € Q;u,(z) > 0} e QF = {z € Q;u,(x) <0}, temos que

/Q 9@, u)n| = / gt + / ol )0

/Q g(e,ut)n / ol )6

/Q g(z,u )6, / o)

Do truncamento feito na fungao g(x, s) no inicio do capitulo, juntamente com o fato

donde segue que

<C.

<C.

v

Y

o que implica

< C+

de ser limitada num compacto, garantimos uma limitagao para a mesma, no dominio

Q* . Sendo assim,

IA

C+ g ¢
/Q*| (xaun)H 1|
C.

/ g(xvu:)¢l
Q

IN

Para demonstrarmos o lema a seguir, precisaremos recorrer a desigualdade de

Hardy-Sobolev.
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Desigualdade de Hardy-Sobolev. Seja © um dominio limitado do RY, ¢; uma

autofuncao positiva associada ao primeiro autovalor do operador —A em Q, 7 € [0, 1]

(S

— - Entéo, 5 € L1(Q) e existe C' > 0 tal que
1

Q=
N

u

prs
1

< O||Vulls, Yu € HY(Q).

q

Lema 1.35 Suponhamos (go) e (gy). Entdo, para cada fi € L>®(Q) existe uma

constante C' > 0, independente da solugao u, de (P;,), tal que
/ Vul|* < C, (1.67)
Q
para todo t, € [ty — 1,1,).

Prova. Por ser solugao de (B, ), temos que u,, € H}(Q) e, portanto, u, € HJ ().

Da defini¢ao de solugao no sentido fraco, temos que

/VUNVU:{:/g(x,un)u:{thn/gblu:{%—/flu;r.
Q Q Q Q

Escrevendo u, = wu} 4+ u;, no termo do lado esquerdo da igualdade, segue da

linearidade do operador A, que

/Q|Vu7f|2:/gg(a:,un)uf{+tn/ngbluj—l—/ﬂflu,f. (1.68)

Chamando Q; = {z € Q;u, >0} e Q* = {z € Q;u, < 0}, temos que

/ oz, un)ut = / o, un)ut + / o, up
Q o o
_ / g uut + / o, w it
Q

Qr
—_——
=0

= /g(w,u:{)u:{
Q

Usando a desigualdade de Hélder nos dois tltimos termos do lado esquerdo da

igualdade (|1.68)), segue, da desigualdade de Poincaré, que

tn/qblu:{—i-/fluf{
Q Q

< Cllugll2 + Clluy ll2

< OV s (1.69)
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Podemos escrever

/ gz, uwut = / gla, )P g, ) P 0,
Q o

onde 5 € (0,1) seré escolhido posteriormente. Novamente, segue, da desigualdade

de Holder, que

B is
[ oty < [ / g(x,u:>¢1] [ ot
: o T

Observe que nao estamos usando modulo, ja que g(z, s) > 0, para todo s > 0 e todo
r € Q.
Da estimativa obtida no Lema temos que

+\1=8
[atwir < c| [ gla,ut) )
Q Q.

Agora, observemos que a condigdo (¢j) assumida no lema, junto com fato da
aplicagao ¢ ser limitada num dominio compacto, implicam que, dado ¢ > 0, existe
uma constante ¢, > 0 tal que g(z,s) < €57 + ¢, para todo s > 0 e todo = € €. Do

fato que acabamos de citar e da ultima desigualdade, temos que

VRS B R
9715 -8
/g(ac,u:{)u,;Ir < Cet P /—(U") 5 +C /—(u")ﬁ
Q Q -5 9 pI-F
1 1
Escolhendo 8 = NLH, de forma que 7+ # = 1%, a desigualdade acima nos conduz
a
Y+ 15 || n uwr |7
/g(x,un)un < Ce 372 + C" ? (1.70)
Q o1 || 2 I
-5
Usando a desigualdade de Hardy-Sobolev com 7 = g, temos que
w,t 1 1 1-p/2 2
n + _ b b —
P < C||Vu, ||z, onde P + —N isto é, p = ek (1.71)
p

Novamente pela desigualdade de Hardy-Sobolev, agora com 7 = 3, temos que

+ 1 1—
Il < C||VuS|a, onde = ==+ —/B, (1.72)
¢ 4 N

N | —

B/2
1

/

p
! 1
de forma que p’ < 5
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Usando as estimativas ((1.71)) e (1.72)) na desigualdade ((1.70)), segue que

/g(x,UZ)UZ < Ce P Vur I3 + [V o
Q

Portanto, de (1.68)), (1.69) e (1.73), inferimos que

(1= Ce"N)Vuil3 < Col Vuryl»

(1.73)

Basta tomarmos ¢ > 0 suficientemente pequeno, de forma que (1.67) seja satisfeita.

Finalmente, apresentaremos a prova do Teorema [I.33]

Prova. Dos Lemas e garantimos que
lunllze < C e [[Vuylla < C.

Da desigualdade de Poincaré e da imersao L>(Q) < L* (2), obtemos que

Como

lunll < Cllg(@,un) +tér + fill2

< Clig(z, un)ll2 + C,

(1.74)

precisamos de uma limitacdo para | g(x,u,)|2, para podermos limitar wu,.

Observemos que da condicao (g}), em conjunto com a continuidade e o truncamento

da aplicacao ¢, temos que
lg(z,5)| < C+Cls]”, VreQeseR.
Assim,
loteunlp = [ low )P
Q
< [©+Cluly
Q
< C -I—/ |, |2
Q
Como 20 < 2%, temos L?" — L?°. Da estimativa ([1.74)), segue que
||g(l‘7un)||2 < C?
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e, portanto, ||u,| < C.

Seja t, C [ta — 1,ta), tal que t, — t,. Como {u,} ¢ limitada em H}(Q) entao
U, — wu, em H}(Q), para algum u,, € HJ(2). Procedendo de forma analoga ao
que fizemos na subsegao anterior, mostremos que u;, é solugao de (P, ).

Sabemos que a menos de subsequéncia, u,, — u;, q.t.p. em €2 e que existe uma
funcao h € LP(Q2) tal que |u,(x)| < h(z) € LP(Q) q.t.p. em .

Notemos ainda que

l9(z,un)v] = |g(@,un)||v|
< (CH Clug|?) vl

Como () é um dominio limitado, vemos facilmente, pela desigualdade de Holder, que

(S Lg(Q), jé que [Juy |2+ < C. Como 2 < £, entdo L*(Q2) — LQT(Q) e, portanto,

C + Cluy|?)|v| € LY(), Vo € HE(Q). Da convergéncia u, — 1, q.t.p. em €,
0 o

temos ao usar a continuidade na segunda variavel de g, que
g(l‘aun)v — g(._'[', Uta)?), q.t.p. em Qa
donde segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

/Qg(x,un)v —>/Qg(x,uta)v. (1.76)

Obtidas as convergéncias necessarias, como u, ¢ solucdo do problema (F;,),

concluimos que o problema (P;) tem solugao u;, no supremo.

1.5.3 Crescimento subcritico do tipo Gidas-Spruck

Nosso objetivo, nesta subsecao, é estender o resultado de existéncia de solugao no
supremo, no caso em que a nao-linearidade g possui um crescimento subcritico menos
restritivo que o da subsecao anterior. Isto sera feito utilizando-se da estimativa a

priori de Gidas-Spruck [16] dada no teorema abaixo.

Teorema 1.36 Seja u € C%(Q) uma solugdo positiva do problema

—Au = f(z,u) em )
u = 0 sobre Of).
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Suponhamos f(x,u) continua em x € Q e que, para algum 1 < o < 2* — 1, temos

lim 9(z, 5) = h(z)

s—+o00 i
uniformemente em x € Q. Aqui h(x) é uma fung¢ao continua e estritamente positiva
em €. Entao,

u(z) < C,

onde C depende somente de o e ), e nao da particular solugcao wu.

Teorema 1.37 Suponhamos as hipdteses (go) — (g5) € (g). Entao o problema (P;)

tem pelo menos uma solug¢ao no caso em que t = a(fy).

Prova. Seja u, uma solu¢do qualquer de (P, ). Sabemos pelo Lema que
|lu, || < C, Vt, € [ta — 1,t,). Precisamos de uma limitagao semelhante para u; .

— oyt 4y
Uma vez que u,, = u, +u,,, temos

—Aul = g(z,uf +u))+ Au, +t,01 + f1 em €
utf =0 sobre 0f).

Defina f,(z,s) = g(x,s +u, ) + Au,, +t,é1 + f1. Mostremos que, da condicao (g}),

garantimos que as aplicagoes f,(z, s) satisfazem

lim fn(2:5)

s—+o00 i

= a(x), (1.77)

uniformemente em z € 2 e Vn € N. De fato, como

lim Au, (x) + tpdr () + fi(2)

s—+400 s

=0,

uniformemente em = € €, verificar (1.77]) se resume apenas a mostrar que

lim 9z, 5+ u, (2)) = a(z), (1.78)

s—+o00 i

uniformemente em x € Q.
Pela condicao (g7), temos que dado &; > 0 existe s; > tal que

g(z, u, (x) + 5)

= (2) + 5 < a(z) + €, (1.79)

a(z) — e <

sempre que u,(r) + s > s, Vo € . E ainda, dado &5 > 0, existe sy > 0 tal que

(u, () + 5)°

1—¢e < -

<1+ey, Vs>syeVrel (1.80)
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Por um lado, temos, por (1.79)) e (1.80) que, dado ¢ = Cey + €1(1 + €2) existe

sp = max{sy, $2} tal que

o (@) ) (ala) +e)(s+ g ()
< (ale) +e)(1+22)

= a(v)+e, Vs> sy, Yo €Q.

De forma anéloga, obtemos que

g(x,s +u, ()

Vv

a(r) —e, Vs> sg, Vo e, (1.81)

garantindo assim (|1.78]).
Logo, pelo Teorema [1.36] temos u;f < C', o que nos garante que |u,|/z~ < C,
Vi, € [ta — 1, ta).

Como u,, é solugao de (F,,), temos que

lunl| < Cllg(z,un) +tad1 + fill2

S 007

uma vez que g é continua, ||u,||r~ < Cet, € [to — 1,t,). Portanto, raciocinando
de forma analoga ao Teorema [1.33| concluimos que se t,, — t, entao u, — u;, onde

ug, € uma solugao para o problema (P,,).
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A Conjectura de Lazer McKenna

Neste capitulo, apresentaremos uma conjectura sobre o niimero de solucoes para

problemas elipticos em que a nao-linearidade f que aparece no problema satisfaz

limsupm <M <. <M< liminf® < A1
s—~—co0 S s—too S

Dessa forma, estamos impondo que os limites acima cruzem £k autovalores,
diferentemente do Capitulo 1, onde exigimos interferéncia apenas com o primeiro
autovalor.

Motivados por [20], Lazer-McKenna conjecturaram em [21I] o resultado a seguir.

Conjectura 2.1 (Lazer-McKenna) Seja Q um dominio limitado de RN e ¢, a
autofuncao correspondente ao primeiro autovalor \i do operador —/A em §2, com
condi¢ao de fronteira Dirichlet. Sejam v € L*(Q) e f : R — R uma fungdo de

classe C1 tais que

limsupﬁ =u € liminf@ =v
s—»—oco0 S s—+oo S

Suponha que p < A\ < v e que o intervalo (u,v) contenha pelo menos k autovalores

(contando a multiplicidade). Entao o problema

—Au = f(u)+tp —v em Q
u = 0 sobre 0f),

tem pelo menos 2k solugoes para t > 0 suficientemente grande.

50



Capitulo 2

Na Segao 2.1, confirmaremos a veracidade da conjectura para o caso
unidimensional, mostrando a existéncia de 2k solugoes para a equacao diferencial
ordinaria no caso em que o intervalo (u,r) possui k autovalores. Finalmente, na

Secao 2.2, veremos porque a conjectura € falsa no caso multidimensional.

2.1 Caso unidimensional da Conjectura de Lazer-

McKenna

A proposta desta secao ¢é verificar a validade da conjectura no caso

unidimensional. Para isso, tomamos 2 = (0, 7), o que é conveniente, pois o problema

—u" = u, em (0,7)
(2.1)
u(0) = u(m) =0,
possui autovalores \, = n? n = 1,2,.... As solugdes nao-triviais de (2.1)

correspondentes a cada autovalor A\, sdo ¢,(x) = sen (nz). Como qualquer aberto

conexo de R é um intervalo, o problema acima ¢é tratado sem perda de generalidade.

Teorema 2.2 Seja f € C*(R) tal que

limsup®<1en2< lim f(s) < (n+1)

5——00 S s—+00
para algum inteiro n > 1, fivo. Entdo para cada h € C([0, 7)), existe um nimero
t1 = t1(h) tal que para dado t > t; o problema

u'(x) = —f(u(z))+ h(z)+tsenz, x€(0,7)
(2.2)

tem pelo menos 2n solucoes.

A demonstragao deste teorema sera feita ao longo de toda a secao. Todos os
resultados apresentados e demonstrados sao auxiliares na demonstracao, porém,
alguns deles trazem informacgoes interessantes por si so.

Definamos a aplicagao g(s) = f(s) — As, onde A = lim f'(s). Das hipoteses

s——+00

assumidas sobre a fungao f, segue que:
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g9(s)

(1) ¢'(s) —0, T — 0 quando s — o0;

(g2) A —l—limsup@ < A1

S——00

Estabeleceremos agora um primeiro resultado que garante a existéncia de uma

solucao para o problema em questao.
Teorema 2.3 Eziste um niimero &y tal que para cada & € (0,00] existe (85) € R de

forma que o problema

u'(z) + Au(z) + g(u(x)) = tsenx + h(z), x€(0,7)
u(0) =u(r) = 0,

(2.3)

possui uma unica solu¢io Zy(x) para cada t > f(é) Além disso, essa solugdo € tal

sen T

que || Z; —tXo||cr < td, com Xo(z) = o1 ¢ 1Z:/t— Xo||ct — 0 quando t — oo.

Prova. Definindo v(z) =t tu(x), t > 0, (2.3) se torna
g(tv) h(z)

V4w + T~ = senx+——=, xz€ (0,7
t t (0,) (2.4)

v(0) =v(r) = 0.
Observemos que o problema (2.3]) é uma perturbagao do problema linear

y'(x) + Ay(z) = senz, xz€(0,n)

(2.5)
y(0) =y(r) = 0,
. sen , .
que tem como solu¢do Xo(z) = o1 Assim, o problema 1) é equivalente a

equacao integral

o(z) = Xo) — /Oﬂa(m,r) [MZ) - 9(’5”(7”))1 dr | (2.6)

t

onde G ¢é a funcao de Green para o problema

y'+Xxy = f, em(0,7)
y(0) =y(r) = 0.

(2.7)

Escolhamos dy > 0 de forma que ||[v — Xg||cr < g implique que v(z) > 0 com
z € (0,7). Isso é possivel, pois Xy > 0 em (0,7), X{(0) >0 e X/(7) < 0.
Denotemos por Bs(Xy) o conjuntos das fungoes em C'([0,7]) que satisfazem

|lv — Xol|lcr <, para 0 < § < dg. Se I é€ um subintervalo compacto de (0, 7), entéo,
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pelo modo como 4y foi escolhido, existe a(1,d) > 0, que independe de v € Bs(X)),
tal que
v(z) > a(l,6), Ve € I, Yv € Bs(Xo). (2.8)

Seja v € Bs(Xj). Definamos o operador S; : Bs(Xy) — C*([0,7]) por

) _ ol 4,
t t

(Spv)(z) = Xo(x) — /07r G(z,r) { (2.9)

Vamos utilizar o Teorema de ponto fixo de Banach (ver Teorema no Apéncide
A) para encontrar um ponto fixo para o operador S;. Observe que tal ponto fixo
satisfaz e é a solucao procurada. Notemos que, por ser fechado no espaco
de Banach C'([0,7]), Bs(Xo) também ¢ um espago métrico completo. Mostremos

inicialmente que o operador S; é uma contragao estrita, isto é,
HStvl — S{Ugucl S k”Ul - U2H01, Vvl,vg € BJ(XO)’ (210)

com 0 < k < 1.

Como ¢'(s) — 0 quando s — oo e ¢’ ¢é continua, entao ¢’ ¢ limitada em [0, 00)
por alguma constante L;. A continuidade de G e 5 ™ [0, 7] x [0, 7] garante a
existéncia de Ly, uma constante que limita ambas as fung¢oes em [0, 7] x [0, 7).

Escolhamos ¢ > 0 de modo que 2¢ < 7 e 2el1Ly < 411 Como ¢'(s) — 0
quando s —> o0, entdo existe t*(0) > 0, definida em (0,d] tal que se = >
£(6) - a (e, 7 — €], ) entao |¢'(x)] < ——

- 4L27T'
Sejam vy, vy € Bs(Xy) e t > t*(9). Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

lg(tv1(x)) = g(tva (@) = |g'(c)| - [tvr(w) — toa(w)], Vo € [e,m — €] (2.11)

onde ¢ € [tvy(z), tva(x)]. Por (2.8), temos que vy, v3 > afle, 1 —¢],d) e x € [e,m—¢].

Assim, como

c > tu(x) > t-alle,m—¢]) > t7(9) - a(le,m — €],0),

obtemos, por (2.11)), que |¢'(c)| <

e, consequentemente,
4L27T

o(tvs(a)) = gltva(e))| < =l (@) = o)) (212)
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Logo,
1Syon () — Sva()| = ‘Xo(x)— /0 " G ) {h(;)—g(t”;(m]dr
—Xo(x)+/07r Gla,7) {MZ) - 9(“’;(”)} d ‘

/w G [guvl(r)) ) ngm)] dr‘

t t

" |G($, 7“)’ ‘g(tvl(r)) ; g(tUQ(T»’dr

IN

0

< /LQLl’Ul(T)_UQ(T)’dT
0

T—E 1
+/€ Loy —lon(r) — va(r)dr
T / Lo Loy (r) — va(r)|dr
T—E
1
S LlLQEHUl — 'Ug”cl + Z_L(ﬂ- — 25)”1)1 — Ug”cl + L1L2€||’U1 — U2||Cl
1
S 2L1L2€||U1 — U2||Cl + 4_1||U1 — 'Ug“cl.
1
Como 2eL1Ly < 7 concluimos que

1
|Spv1(z) — Spva(x)] < §||vl — g, Y € [0,7]. (2.13)

Ainda, temos que

‘ o) - SM@))‘ - |2 /()”c:(x,r) {Q(tv;(r))_g(tvi(r))}dr‘

< [ |t |lstntd s,

ox t
Prosseguindo de forma analoga ao caso anterior, obtemos que

d 1
’%(Stvl(x) — Sﬂ)g(l‘))’ < 5”111 — vg|c1, YV € [0, 7]
e, portanto, que

1
HSﬂJl - Sﬂ]g”cvl < 5”1}1 — UQHCI, VUI,UQ S Bg(X()) (214)
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Mostremos que S; é tal que Sy(Bjs(Xo)) € Bs(Xo). De fato, observemos
inicialmente que da condicio (g), dado g > 0, existe um namero £(§) > t*(5)

tal que, podemos escolher v > 0 de forma que

o [ [0 B (et )
0 t t t
g(tXo(r ) h(r)
L / ( tXO tX()(T))Xo(T) ar
tX() ]’L(T)
/7 - dr
) N
< —= t
- 2
Logo,
L2/0 g(t)i‘)(r)) - h(tr) dr < g, vt > 1(0). (2.15)

~

Assim, para t > t(6), x € [0,7] e v € Bs(Xp), temos que

[ 6ta) [ =se0D)]

|Sew(z) — Xo(2)| =

t
| [ etn {hm —o0X(0) + (0ol —g<w<r>>] N
3 / A = 0500,
Y T BT
Como obtemos anteriormente que
[ 16t JTFIE 0 ) PR T A
segue por e que
Sla) = Xo(@)] < 5+ 5l —wller < 545 =4

De forma anéloga ao caso anterior, obtemos que

d d
_ = <
dr StU( ) dr Sﬂ)(l’) ~ 57

~

para t > t(0) e z € [0,7]. Portanto, Sy(Bs(Xy)) C Bs(X,) para t > (0).
Pelo Teorema do Ponto fixo de Banach, para ¢t > tA((S) existe uma tunica funcgao
v € Bs(Xp) tal que Syvy = v;. Segue da mudancga de variavel realizada no inicio da

demonstracao, que uma solugao para (2.3)) é dada por Z; = Tv,.
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A dltima afirmacao feita no Teorema|2.3] sobre a solugao Z;, decorre da unicidade

da mesma.

Dada a equagao diferencial
y"(x) + My(x) + g(y(x)) = tsenx + h(x), Yz € (0,7),

definamos y(z) = u(z) + Z;(z). Como Z;(x) é solu¢do do problema (2.3)), a equagao
anterior torna-se:
'+ M+ glu+Z) —g(Z) =0, (2.17)
em (0, 7).
O Teorema jd nos da a existéncia de uma solugao para o problema .
Vamos agora em busca das demais. Os proximos trés lemas serao utilizados para
determinar a existéncia das outras solugoes do problema , garantindo assim a

validade da conjectura.

Lema 2.4 FExiste uma constante tq tal que, para todo t > ty, a equacao tem

uma solugao Uy(z) satisfazendo
Uo(0) = Up(m) = 0; UH(0) < 0; Uj(mw) >0 e Uy(x) <0, Yz € [0,n].

Prova. Para demonstracao do lema, usaremos o método de sub e supersolucao visto
no capitulo anterior, o qual é valido no caso unidimensional (ver [29]).

Como n? < XA < (n+ 1)? entdao A nao ¢ autovalor de (2.1)). Pela Alternativa de
Fredholm (ver Teorema no Apéncide A), existe uma tnica funcao ¢ (z) solugao

do problema
(@) +Mpy(x) = -1, Vae(0,n)
Y(0)=2(r) = 0.

Definindo ¢y (z) = Bi)1(x) — senz, com x € (0,7) e § uma constante positiva a

(2.18)

ser escolhida, mostremos que existe um namero ¢y > 0 (¢y dependendo de (3) tal que,
para t > ty a aplicagao 1, é uma supersolucao do problema , com condic¢ao
fronteira 15 (0) = ¥y(m) = 0.

De fato, pelo Teorema [2.3] dado ¢ > 0, existe to > 0 tal que

||Zt/t—X0||Cl S £, \V/tzto
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Tomemos ¢ de forma que Z;/t > 0 em (0,7). Como ¢t > 0, entdo Z; > 0 em (0, 7),
para todo t > to. Sejam 15 e M tais que |¢y] < 1o em [0,7] e |¢'(§)] < M em

[—713,00). Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

19(Zi(x) + Pa(w)) — g(Zi(@))] = 19/ ()[¢2(1)] < Mo (t)],

onde ¢ € [Z(z) + o(x), Zi(x)] C [—1r2, 00).

Como 15(0) = (7)) = 0, entdo existe a > 0 tal que [P < , Vo €

2M
[0, ] U [r — «a, 7]. Consequentemente, para t > tg e z € [0,a] U [1 — «, 7], obtemos
5 (1) + Mo () + 9(Zi(2) + ¢a(2)) — 9(Ze())
= B[] (x) + A1 (x)] + senz — Asenx + g(Zy(x) + o(2)) — g(Zi(2))
=B — (A= Dsenwz + g(Z(x) + ¢2(z)) — 9(Zi(x))

< B-A-1)+M (%) <0. (2.19)

Ja em [, m—a], como Z; — +o0 uniformemente em x € [, — ] quando t — +00
e ¢'(§) — 0 quando & — +00, tomemos ¢, suficientemente grande para que, pelo
Teorema do Valor Médio concluamos que |g(Zi(x) — ¥a(x)) — g(Zi(x))] < g para

t > tyg. Assim para t >ty e x € [a, ™ — af, temos

2 () + Moa(x) + g(Zi(x) + a(x)) — 9(Zi(x))
=0 — (A= 1Lsenz + g(Z(x) + ¢o(2)) — 9(Zi(z))
g—(A—l)—6+§ < 0. (2.20)
Como 15(0) = ¢o(m) = 0, segue, de e (2.20), que ¢ ¢ supersolucao do
problema .
As condigoes (g1) e (g2) implicam a existéncia de constantes by e by > 0, com
0 < by <1, tais que
g(s) +As > bis—by, Vs € R. (2.21)

Agora vamos construir uma subsolu¢@o para o problema (2.17)). Seja 13 solugao

tnica do problema

5 + 013 = by + g(Z;) + (A —b1)Z;, em (0,7)

3(0) = 93(m) = 0, (2.22)
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com t > ty fixado. Definamos 14(x) = 93(x) — ksen z, Vx € [0, 7|, onde k é uma

constante positiva, que seréd escolhida posteriormente.

Por (2.21)), obtemos que

1(@) + () + g(hs + Zi(2)) — 9(Zi(2))

1(@) + AWa(z) + Zi(2)) + 9(a + Zi(2)) — 9(Zi(x)) — AZi()
() + 01(Va(z) + Zi(x)) — by — g(Zi(x)) — AZi(x)

/(
b

(0
> iy
¥y (z) + ksenx + by (Y3 — ksenx + Zy(z)) — by — g(Z(x)) — AZy(x)
=(1

— by)ksenzx > 0,

para todo z € [0,7]. Como 14(0) = ¥4(m) = 0, segue que 14 é uma subsolugao do

problema (2.17)).

Mostremos que podemos tomar 3 > 0 pequeno para que tenhamos () =
pi1 —senx < 0, Vo € [0, 7).

Com efeito, definamos F'(z) = S (x) — senz. Observemos que
e para z = 0, temos F’(0) = ¢} (0) — cos(0) = p1(0) — 1,
e para x = 7, temos F'(m) = S| (7) — cos(m) = pyy(m) + 1

Para que 1 seja estritamente negativa em (0,7), precisamos que F’(0) < 0 e
F'(m) > 0. Notemos, entao, que quando ¢](0) < 0 e ¢|(m) > 0, temos naturalmente
essas condigoes sobre F”.

Nos casos em que ¥1(0) > 0 e/ou ¢j(m) < 0, basta tomarmos 0 < [ <
) 1 1
min ,— :
{wa(m (7 )}

Por um raciocinio analogo ao usado para mostrar que ¥, < 0, conseguimos uma

constante k > 0 tal que 14(x) = 3(x) — ksenz < ,(z) para todo x € [0, 7].

Como ¥y (z) < 1hy(x), segue pelo método de sub e supersolugao, a existéncia de
solugdo Uy do problema (2.17)), com Uy(0) = Up(m) = 0, tal que ¢u(z) < Up(z) <
Yo(z) < 0 para x € (0,7). As condiges Uj(0) < 0 e Uj(m) > 0 seguem do fato de
Uo(x) ter apenas zeros simples, isto é, os ponto nos quais a fungao se anula possuem

suas respectivas derivadas diferente de zero.
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Lema 2.5 FEuxiste uma constante t1 > to tal que, para t > ty, o problema tem
solugoes vy, vy e w definidas em [0, 7] tais que v1(0) = v2(0) = w(mw) =0, v{(0) <0,
v5(0) > 0, w'(w) > 0 e todas as trés solugoes tem n zeros simples no intervalo aberto

(0, 7).

Prova. Provaremos apenas a existéncia da solu¢do wvy(x). A demonstragdo da
existéncia das solugoes vi(x) e w(x) sdo baseadas no mesmo tipo de argumento.

Como n? < A < (n+1)?, entao a fungio p(x) = sen (\/X:L‘) possui exatamente n
zeros simples em (0, 7). Portanto, existe um ntmero ¢ > 0 tal que, se U € C'([0, 7])
é tal que U(0) = ¢(0) =0, U'(0) = ¢'(0) e [[p = Ul|cr < ¢, entdo U tem exatamente
n zeros simples em (0, 7). Podemos supor que ¢ < 1.

Considere a seguinte a equacao integral
o(a) = [ (Fysen (VAo = 1) WZG) +010) + 0) = 20 )
(2.23)
com ¥ € C*([0, 7]).

Vamos calcular a derivada de ¢). Denotando

O (x,r) = %sen <\/X(a: — 7’))

02(r) = g(Ze(r) + ¢ (r) + (1)) — 9(Zi(r)),
temos que
P(z) = /0 01 (z,7)02(x)dr.

Fazendo a mudanga de variavel y = r/z, encontramos

ba) = z / 61 (2, 20 () dy.

Vo) = Lot [ Orleantalen) dy

= @) te / (8191 (, 79)Balxy) + 0abr (i, w)Ba(ay)y + s, xy)i%(xy)y) dy

T dz

= 2 [ [ (G + G oo n g o)

00,

— [+ 1 [ (o) + Gr s+ o0 G20 ) o
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Denotando a segunda integral da igualdade obtida acima por I5 e usando integragao
por partes, observemos que

L = 1+ /0 <61(:U,7“)92(7’)+r%(91(x,r)92(7"))) dr

X

_ ! ( [ oiantatora + wtia otz - [ emx,r)ez(r)dr)

= 01(z,x)0(x)

= 0’
onde 0;, i = 1,2, denota a derivada parcial com respeito a coordenada i. Portanto,

vi) = [ Do)

0

= / cos (VA=) [0(Z () + () + 9(0r)) — g(Zu(r))] dr.
Notemos que 1(0) = ¢'(0) = 0, ¢ € C?0, 7] e
V(@) + Mo(@) + 9(Zi(@) + (@) + (@) — g(Z@) = 0. (2:24)

Além disso, existe um numero t; > to tal que, para t > t;, a equagao ([2.23]) tem
uma solucdo satisfazendo ||¢||cr < €. De fato, como ¢” + A¢p = 0, notemos que

vy = ¢ + 1 & solucao de (2.17) que satisfaz v5(0) = 0 e v4(0) > 0. Com efeito,

o vy + Ao+ g(vat Zy) — g(Z) = " + 0"+ Mo+ ) +g(o + ¥+ Zt) — 9(Z:)
= (" +Ap) + "+ XM+ glo+ ¥ + Z,) — 9(Z1)

e 13(0) = ¢(0) +9(0) = 0;
o v(0) = /(0) +'(0) = VA - cos <\/X - o) — VA > 0.

Sejam M tal que |¢'(z)] < M, com z € [—-2,00), e § > 0 um namero tal que

20 < medMo < % Como ¢'(x) — 0 quando z — o0, entdo existe um ntmero
Ly > Xo(z) tal que

ld'(x)] < % para x > Ly. (2.25)

Pelo Teorema 1, existe um ndamero ¢; > ¢ tal que, para t > ¢, a solugao Z;(z)

satisfaz Z;(x) > Xo(x) + 2 para todo = € [§, 7 — d]. Se |c| < 2 et > 1y, segue, pelo
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Teorema do Valor Médio, que para todo = € [0, 7 — 4],

9(Z(x) + ¢) — g(Zu(x)] = |g'(@)]-|c]

<
< 7r|c| (2.26)

onde ¢ € [Zy(z) + ¢, Zi(x)] C [Xo(z), +00).
Para t > t; fixado, definamos o operador N; : A — C'[0, 7] por

(Vid) (o) == [ sen (Vi@ = 1)) (0(Zi0) + plr) + 60) — o Z(r)
(2.27)
onde A = {¢ € C'[0,7]; #(0) = ¢'(0) =0 e [|¢|; < e}. Notemos que A é um
conjunto fechado, convexo e limitado na topologia C'. Além disso, o operador
N; esta bem definido, isto é, Ny (A) C A. Com efeito, como |p(z) + ¢(x)| <
lp(@)| + |p(x)] < 1+ € < 2, temos por ([2.26) e pelo Teorema do Valor Médio,

que

()] = / N9 Zulr) + () + 6(r)) — g(Zu(r)dr

1) T—0 T
€
2Md —d 2Md
/0 : +/5 5T /H r (2.28)

aMs+ &
3

2¢

=

IN

IN

IN

O fato de que
(Ned)' () = /Ox cos (A(x — 1)) [9(Zi(r) + (1) + ¢(r)) — g(Z(r))]dr,

implica, pelo mesmo raciocinio, que |(Ny¢)'(z)] < % Como (Ny9)(0) = (Ny9)'(0) =
0, segue que N;(A) C A.

Sep € AeU = Nyg, entdo U"(x) = =AU (x) — g(Zi(z) + o(x) + ¢(x)) + g(Z(2)).
Logo |U"(z)| < k, Vo € [0, 7], onde k é uma constante que nao depende de ¢ e,
portanto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli (ver Teorema no Apéndice A) temos
que N; é compacto. Como N; é continua, usamos o Teorema do Ponto Fixo de

Schauder (ver Teorema no Apéncide A) para garantir a existéncia ¢ € A, onde
Ny = 1 e, entao, concluir que ||[¢]|cr < € e que ¥ é solugao de equagdo ([2.23)).

61



Capitulo 2

Sendo assim, pela forma como definimos a fung¢ao vy, temos que a mesma ¢é solucao
para o problema e |lva—¢|lcr < e. Da ultima condigao que garantimos sobre a
solugao vq, concluimos que a mesma possui exatamente n zeros simples no intervalo
aberto (0, ).

A demonstracao da existéncia das solucoes v, e w seguem a mesma linha de

raciocinio, onde consideramos ao invés da fun¢ao p(zr) = sen (\/X:c), as funcgoes

—sen (\/Xx) e sen (\/X(x - 7T>>, respectivamente.

Lema 2.6 Dado p > 0 um inteiro, se para algum t > ti, existe uma solucao v de
satisfazendo a condi¢dao de fronteira v(0) = v(mw) = 0 e possuindo exatamente
p zeros simples em (0,7) e, além disso, ainda existe outra solugdo y de tal

que
y(0) =0, sgny'(0) =sgnv’(0) ey tem g > p+ 1 zeros em (0, ), (2.29)

entao, para qualquer inteiro k com p < k < q existe uma solucao U de
que possui exatamente k zeros simples em (0,7) e satisfaz U(0) = U(m) = 0,

sgn U’ (0) = sgny/'(0). Se, em vez de , pedirmos que
y(m) =0, sgn ¢'(r) =sgn v'(7), (2.30)

entao, existird uma solucao U de com exatamente k zeros simples em (0,7)

satisfazendo U(0) = U(mw) =0 e sgnU'(mw) = sgnv'(m).

Prova. Inicialmente, mostremos que, para ¢t > t; fixado, existe um namero r; tal

que qualquer solugao U(x) do problema

U'+NXU+g(Z;+U)—g(Z;) = 0, em (0,7)
Uu)=U(x) = 0

(2.31)

satisfaz U(z) > r em [0, 7).

De fato, dada U(x) solucao de (2.31)), segue, da desigualdade (2.21)), que
U'x) — AZi(z) — 9(Zi(2)) = —MZi(z) +U(z)) — 9(Zi(z) + Ul))
< —bl(Zt(l') + U(l‘)) + bg,
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onde b; < 1, o que implica que
U'(z) + b1U(x) < (AN =b1)Z(x) + by + g(Z(2)), Vo € [0, 7).

Seja 1) uma solugao tnica do problema

V' + b1y = (A=b1)Z + g(Z¢) + b2, em (0,7)
Y(0) =4¢(r) = 0.

Definindo ¢4 (x) = U(z) — ¢(x), Yz € [0, 7], temos, por (2.33), que

U'(x) — ¢ (x) + biU(z) — biha (t) = (X = b1) Ze(w) + g(Ze()) + ba.

Pela desigualdade em , obtemos que
— ¢§(x) = by () > 0.
Segue, pelo Principio do Maximo, que v1(x) > 0 em [0, 7]. Assim,
Ua) = 1(0) + ¥la) > (o) 2 mine(a) =11

e, portanto, U(t) > ry em [0, 7].

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Sejam v e y como nas hipoteses do lema. Uma vez que estas sao solugoes da

equacao ([2.17)), temos que ambas sdo continuas, logo limitadas. Escolhamos entao

ro < 0 tal que y(z),v(x) > ry em [0, 7] e 79 < 1.

Definamos F(x,U) para (z,U) € [0,7] x R por

F(z,U) = bi(U+ Zy(x)) — by — \Zy(x) + g(Z(2)) + h(z) se ry > U.

{ F(o,U) = MU+ Z(@)) + g(U + Zy(x)) = MZi(2) + 9(Zi(x)) sers <U

onde h(x) = Nry + Zy(x)) + g(re + Zi(z)) — [b1(re + Zi(x)) — be]. Da desigualdade

(2.21)) temos que h(z) > 0 em [0, 7.

Seja U uma solugao para o problema

U'(z)+ F(t,U(z)) = 0 em©
Uu)=U(r) = 0.

Observemos que no caso em que U(z) > o ou U(x) < 1y, obtemos que
U'(z) + biU(2) < (A = b1)Zi(2) — 9(Ze(x)) + ba.
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Por argumentos semelhantes aos que fizemos anteriormente, temos que U(x) > ry >

ro em [0, 7]. Assim, pela definigdo da funcao F, segue que
F(z,U) = U+ g(U + Z;) — 9(Z)

e, portanto, qualquer solu¢ao do problema ([2.37)) é solugao para ([2.17)), com condigao

de fronteira u(0) = u(m) = 0. Além disso, garantimos que as solugoes y e v sao
solugbes da equagao diferencial U” + F(z,U) = 0, pois y(t),v(t) > ra.

Visto que g(z) cresce linearmente quando x — +00, temos que a func¢do F' é
continua e satisfaz a condi¢ao de uniformemente Lipschitz com respeito a segunda

variavel. Isto resulta que, se U(z, a) denota a solugdo do problema com valor inicial

U'(z)+ F(z,U(z)) = 0 emQ
U@0,a) = 0
U0,a) = a.

entdo U(x,a) é definida e continua em (z,a) € [0, 7] x R.

Como 75 < 0, segue pela defini¢ao da fungao F' que F(x,0) = 0. Se U é solugao
nao-trivial da equacgao diferencial U” + F(z,U) = 0, os zeros da solugao sao todos
simples, pois, se nao fossem, teriamos que U seria solugao do problema com valor
inicial

U'(x)+ F(z,U(x)) = 0 em{
Uly) = 0
Ully) = 0.

Notemos que U = 0 é solucdo do problema acima, logo, pelo Teorema de Existéncia

(
(

e Unicidade de solucao, temos que U = 0, o que é uma contradicao.

Como sgn v’'(0) = sgn ¢/'(0), temos que v'(0) - ¥'(0) > 0. Se a esta entre y'(0)
e v'(0), entdo U(x,a) é solugao nao-trivial da equagao, pois, se nao fosse, teriamos
a =0, o que é um absurdo.

Seja k um inteiro, p < k < ¢. Denotemos a; = v'(0) e ay = ¢/(0), para que
U(t,a;) tenha p < k zeros simples em (0, 7) e U(t, az) tenha g > k zeros simples em
(0, 7). Vamos assumir, sem perda de generalidade, a; < as.

Seja A = {a > a;;U(x,a) tem pelo menos k + 1 zeros simples em (0,7) }.

Definindo a = inf A, temos que a; < a < ay. Como efeito, como ay € A, segue
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da definicao de infimo que a < ay. Vejamos agora que a igualdade a = a; nao pode
ocorrer, pois, como U(0,a;) =0, U'(0,a;) # 0 e U(x,a;) tem menos que k + 1 zeros
simples em (0, 7], temos pela continuidade de U(z,a) e U'(z,a) em a e x que, para
a proximo de ay, U(x,a) teria menos k + 1 zeros simples em (0, 7).

Por um raciocinio analogo, temos que U(x,a) deve ter pelo menos k + 1 zeros
no intervalo (0, 7], pois caso U(x,a) tivesse menos que k + 1 zeros em (0, 7] para a
ligeiramente maior que a, teriamos U(x,a) com menos de k + 1 zeros em (0, 7], o
que contradiz a defini¢ao de infimo de @.

Se U(z,a) tem pelo menos que k + 1 zeros simples em (0,7), entdo, para a
ligeiramente menor que @, de forma que a; < a, temos que U(z, a) teria pelos menos
k + 1 zeros simples em (0, 7), e assim, a € A e a < a, contradizendo a definigao de
a. Portanto, U(z,a) tem exatamente k zeros simples em (0, 7) e U(m,a) = 0. Como
U(z,a) =0esgnlU’(0,a) = sgny’(0), concluimos a primeira parte do lema. A prova
da segunda parte do lema segue de forma analoga.

|
Temos agora desenvolvidos os argumentos necessarios para enunciar e demonstrar

o seguinte teorema:

Teorema 2.7 Ezxiste um nimero t; tal que, para t > t1, o problema tem
2n — 1 solugoes distintas Uy, Uy, ..., Up_1, 601,02, ...,0,_1 tais que U;(0) = U;(7) = 0,
para j = 0,1,...n—1 e 6;(0) = 0;(w) =0, para i = 1,2,...n — 1. Além disso,
U;(z) e 0;(x) tem de modo respectivo, exatamente j e i zeros simples em (0,7), para

j=0,1,..,n—1ei=1,2,....n—1, e se distinguem porque
U;(0) <0 e 6;(0) >0.

Prova. Pelos Lemas [2.4] e garantimos, respectivamente, a existéncia das
solucoes Uy e v; da equagao diferencial , para t > t; > tg. Do fato de
v1(0) = Up(0) = Up(m) = 0, sgn v} (0) = sgn Uj(0), Uy nao ter zeros simples em
(0,7) e vy ter n zeros simples em (0, ), segue, pelo Lema2.6] que, para cada inteiro
J, com 1 < j <n—1, existe uma solucao U; de tal que U; tem exatamente j
zeros simples no intervalo (0, 7). Além disso, segue também que U;(0) = U;(m) =0

e sgn U[(0) =sgn v{(0).
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Seja w a solugao de obtida no Lema[2.5| Temos que w(w) = 0, w'(7) > 0 e
w(x) tem n zeros simples em (0, 7). Dai, e do fato de Uy(0) = Uy(m) = 0 e Uy ndo ter
zeros em (0, 1), segue, novamente pelo Lema , a existéncia de uma solugao 6; de
que possui exatamente um zero simples em (0, 7) e satisfaz 6;(0) = 0;(7) =0
e 0'(r) > 0. Como #; é uma solu¢ao nao trivial com apenas um zero simples, temos
que 07(0) > 0.

Apliquemos o Lema as solugoes 01 e vy(x), a tltima obtida pelo Lema .
Como v5(0) = 0, v5(0) > 0 e vo tem n zeros simples em (0, ), seque, pelo Lema,
que se n > 2 entdo para cada inteiro i com 2 < ¢ < n — 1 existe uma solugao 6;(z)
de tal que 6;(0) = 0;(m) = 0, 6 > 0 e que possui exatamente i zeros simples
em (0, 7).

|

Consequentemente, para t > ty, Z;, Z; +U; para j =0,1,....,n—1 e Z, + 0; para

1 =1,2,...,n — 1, sao solugoes de , ou seja, o problema tem 2n solugoes

distintas. Dessa forma, concluimos a veracidade do Teorema [2.2]

2.2 Um Contra-exemplo para a Conjectura de
Lazer-McKenna

Nesta segao, apresentaremos o exemplo encontrado por Dancer [9] para refutar
a Conjectura de Lazer-McKenna. No decorrer desse processo, optamos por omitir a
justificativa de alguns resultados, apenas citando a referéncia para os mesmos, uma
vez que os argumentos 14 contidos fogem do objetivo deste trabalho.

Sejam 2 = B; em RY e ¢ : R — R uma aplicacao continua e de suporte
compacto tal que f(y) = vy™ + py~ + g(y) € C°(R). Para termos p < A\; < v,
vamos impor as seguintes condig¢oes sobre a funcao g:

limsupM =0 e liminfM = 0.
s——o0o0 S s—to0 S

Seja Ay 0 autovalor do operador —A em B; (com condigao de fronteira Dirichlet)
e w uma autofuncao correspondente. Escolhendo v ligeiramente maior que Ay e
supondo que este tenha multiplicidade n, inferimos que o intervalo (u,r) contem

n 4+ 1 autovalores de —A.
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Segundo a conjectura de Lazer-McKenna deveriamos ter 2(n + 1) solugdes para

o problema
—Av = f(v) —tp; —w em By
v = 0 sobre 0B;.

(2.38)

Contraditoriamente, mostraremos que esse problema tem apenas, e exatamente, 4
solucgoes.

Notemos que quando n = 1 nao ha contradi¢ao, mas sim uma confirmagao de
que, neste caso, a conjetura se mostra verdadeira.

Realizando as mudangas de variavel v(z) = tu(r) e ¢ = ¢!, para t > 0, o

problema (2.38)), torna-se:

—Au = vut +pu +egletu) —td — ew em B
u = 0 sobre 0DB;.

(2.39)
Se a aplicacao g for identicamente nula, construimos um exemplo semelhante ao
contido em [§], que garantira a existéncia de 4 solugoes do problema

—Au = vut +puT —tp; — ew em B
u = 0 sobre 0By,

(2.40)

onde € > 0 é pequeno. Dancer [9] mostra que o termo extra no problema ([2.39)) nao
interfere no argumento utilizado em [§] para a obtencao das solugoes.

Como g ¢é limitada em R, o termo eg(e 'u) — ew ¢ pequeno em L?*(B)
uniformemente em u para € suficientemente pequeno. Assim, qualquer solucao de

(2.39) para € pequeno esté proxima de uma solugao do problema

—Au = vut +pu — ¢ em B
u = 0 sobre 0B;.

(2.41)

A proposigao a seguir nos da informagoes sobre as solugoes do problema (2.41]).

A demonstracao da mesma pode ser encontrada em [g].

Proposigao 2.8 Sev < A\ e s < u < A3, entao tem exatamente 2 solugoes

radialmente simétricas e exatamente uma orbita 6 de solucoes nao-simétricas.

Vide Apéndice A para definigao de 6rbita de solugbes e conceitos relacionados.
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Na verdade, as solucoes radialmente simétricas do problema sao (u —
M)l e (v — A)7lgy, e é de facil verificagio que as mesmas sao solugoes do
problema.

Por argumentos similares ao do Teorema em [21]], se € é pequeno e positivo,
entao encontramos 2 soluc¢oes do problema , onde uma esta proxima da solucao
positiva e outra da solugao negativa do problema ([2.41)).

Para a busca de outras soluc¢oes para o problema , serao obtidas, a principio,
equagoes equivalentes ao mesmo. Inicialmente, observamos que o problema

pode ser escrito variacionalmente da seguinte forma
(I — F)u=ej(u) — ¢ — e

onde F : Hj(Q) — H(Q) é tal que (F(u),v) = (vu®™ + pu~,v), para todo
v € HHQ); (§,v) = (g,v), para todo v € HE(Q) e ¢y, 1 sdo definidas de forma
analoga a §. Como ¢; e w sdo autofun¢oes do operador —A em By, temos que ¢ e
w sao multiplos de ¢, e w, respectivamente.

Em [8], Dancer verifica que os pontos proximos da érbita 6 em Hg(B;) podem ser
escritos de forma tnica como m + r, onde m € 6, r é pequeno e ortogonal a Tm(e),
o espaco tangente a # em m. Dado k € 0, garante-se a existéncia de uma imersao
¢ : G/Gy — G, em que elementos de H}(B;) proximos a k podem ser unicamente
escritos como T (k + p), onde s esta proximo do elemento trivial de G/Gj e p é
pequeno e ortogonal a 7] k(0). Assim sendo, precisamos obter uma solugao da forma

T,(s)(k + p), que satisfaca a equagao
(I F)(Tyo(k + p)) = (e Ty (k +p)) — 61 — et (2.42)

Mostremos que as aplica¢oes F' e g também sao equivariantes. Com efeito, como

a acao preserva produto interno, temos que
(Th(Fu),v) = (T-1Th(Fu), Th-1v) = (Fu, T,-1v) . (2.43)

Da defini¢ao do funcional F, juntamente com o fato da acao G sobre o espago L?(B)

68



Capitulo 2

também preservar produto interno, segue que
(Fu,Tj-wv) = (vu® 4 pu™, Tj-1v),
= (Th(l/u+ + pu), ThT;fw)2
= (l/ThU+ + puThu™), v)2 )
Pela definicao da acao, temos que

Tt (z) = ut(h'2) = max{u(h~'z),0} = max{T,u(x),0} = (Thu)",

e assim,

(Fu, Ty-1v) = (v(Thu)t + w(Thu)~,v), = (F(Thu),v). (2.44)

2

Por (2.43)) e (2.44), concluimos que a aplica¢ao F' é equivariante.

De forma anéloga a anterior, obtemos que
<Th§(u)7 U) - <gu7 Th*1U> . (245)

Observemos que

confirma a equivariancia de g.

Como as aplicagoes I, F' e g sao equivariantes e ¢; € Hé’rad, entao a equacao

(2.42)) torna-se:
(I — F)(k —l—p) = Ef](&il(k +p)) - (51 — ET(SO(S))—HI). (246)

Agora, tome § > 0, ¢ > 0 pequeno e p;, po € H}(Q) pequenos. Queremos
mostrar que
leg(e™ (g +p1)) — eg(e™" (g + p2))|| < dllp1 — po (2.47)
Notemos que, para tal, é suficiente provar que
ellg(e™ (k +p1)) — g(e™" (k + p1))ll2 < dllpr = p2, (2.48)
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pois
leg(e™ (% +p1)) — eg(e™ (k +p2))|| < %1”9(5—1(1{: +p1) = gle (k +p2))l2-

Com efeito, segue da definicao da aplicacao g, juntamente com a caracterizagao

variacional do autovalor \; e da aplicacao da desigualdade de Holder, que

leg(e™" (k +p1)) — eg(e™ (k + p2))|I?

= e (g(e™ (k+p1)) — g(e™ (k+p2)), g(e™ (k +p1)) — g(e™ ' (k +p2))),

< ellg(e™ (k+p1)) — g(e™ (b +p2)ll2llg(e™ (B +p1)) — g(e ™ (k +p2)) 2
<ellgle™H(k+p)) —gle™(k +p2))||2)\i1||§(€_1(k’ +p1)) = (e (B +p2))l-

Para provarmos ([2.48]), notemos inicialmente que, dado 7, existe 7 > 0 tal que
o conjunto A = {z € B;|k(z) + pi(x)| < 7 ou |k(z) + p2(x)| <7} tem medida no
mAximo v se p; e pp sdo pequenos em Hj(By).

Sex ¢ Aee < TR onde R ¢é tal que |g(z)] < R, Vz € R, temos que
g(e 1 (k(x) + pi(x))) = 0 para i = 1,2. Logo,

lg(e™" (k(x) + pi(2))) — g(e™" (k(z) + pa(2)))]|2
{/ lg(e™ (k(x) + pr(x))) — g(e 7 (k(x) + pa(2)))|” §
Denotando L = sup{|¢'(£)];€ € R e £ # 0} e aplicando a desigualdade de Holder,
temos que
lg(e™ (k(z) + pr(2))) — g(e™ (k@) + p2(2)ll2 < Le™"|p1 — pallo,a
< Le AR Iy~ pllpa

Usando agora a imersao de Sobolev obtemos que
lg(e™ (k(z) + pi(2))) — g(e™" (k(z) + pa()))ll2 < 0™ |p1 = p2,

e, portanto, (2.47) é satisfeita.

Assim, é possivel provar que o problema

PJ(I = F)(k+p)+ 1 + Ty 2 — £g(k +p)] =0,
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tem uma tnica solucdo p = S(e,s) em T,(A)" para cada ¢ e s, onde P denota

a projecdo ortogonal sobre 7] w(0)L.

15(e, s)|| < Cilel e

Além disso, [§] ainda nos leva a obter que

||S(E, 81> — S(ﬁ, 82)“ S CgEd(Sl, 82) (249)

para €, s1, So, S pequenos.

A equagao (2.46)) pode ser, entao, reduzida para a forma
Qr [([ — F)(k+ S(e,s)) + (51 + €T (p(s))-1W — 8@(671(/{7 + S(e, )| =0, (2.50)

onde Qk =1 - Pk
Em [8], Dancer verifica que Qu¢1 = 0 e Qr(I—F'(k)) = 0. Como F é estritamente
diferenciavel em k, temos, por ([2.49)), que

F(k+S(e,s1)) — F(k+S(e,s2)) = F'(k)(S(e,s1) — S(e, s2))
+o(1)[[S(e, 51) — S(e, s2)]
< F'(k)(S(e,s1) — S(e, s2)) + o(1)ed(sq, s2).

Dessa forma, da equacao , segue que
QT p(s)—10 + A(e, s) — eQrg(e " (k + S(e, s))) = 0. (2.51)
Dividindo a equacao anterior por € # 0, obtemos que
QT sy 10 + Re(e,s) — Qrg(e " (k+ S(e, s))) = 0. (2.52)

Por argumentos similares, utilizados na prova de , temos que g(e (k +
S(e,)s)) € pequeno em H}(Bj) se € e s sdo pequenos. Além disso, por e
(2.49), o termo g(e~'(k+ S(e,)s)) é Lipschitz. Em vista desse fatos, observa-se que
sO poderao existir solugoes perto de k se Qrw = 0. Em seguida, prova-se a existéncia
de exatamente dois pontos m; e mg em 6 onde Q),,, w0 = 0, ¢ = 1,2, e, portanto, a
existéncia de exatamente duas solugoes de proximas a orbita 6.

Enfim, concluimos que o problema possui apenas 4 solugoes, independente

do ntimero de autovalores contidos no intervalo (p, ), com n > 1.
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Multiplicidade de solucao para
problemas com interferéncia em

autovalores de ordem superior

Neste capitulo, vamos discutir a existéncia e multiplicidade de solucao para o

problema

—Au = gu)+f emQ
u = 0 sobre 0f2.

(P)

onde Q@ C RY, N > 2 é um aberto, limitado e suave, f € L%(Q2) e g(u) = (u)? + \u,
coml<p<2*—1leleR. Assuma A > Ay, com A € (A\j, A\j11), para algum j € N.
Usando a decomposicao f = t¢; + f1 com fQ fié1 = 0, reescrevemos o problema

(P) na forma parametrizada

—Au = WP+ M+t +fi em Q
u = 0 sobre 0f.

(F)

Diferente do que vem sendo discutido nos capitulos anteriores, onde trabalhamos

com problemas em que a nao-linearidade ¢ satisfazia a condigao

(s)

lim sup Rns) < A1,
s

§—>—00

questionaremos, neste capitulo, a existéncia de solug¢ao para o problema (F;) em que

9(s)

A < limsup == = A,

s——oco S
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Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 3.1 Para cada f; € C(Q) com /flgzﬁl = 0, ewiste uma constante
Q

T = T(f1) tal que, para t > T existe pelos menos duas solu¢oes para o problema

(F)-

Destacamos que os resultados deste capitulo trazem uma abordagem diferente
da que é utilizada no trabalho de Ruf-Srikanth [27], o qual nos baseamos. De
fato, apresentamos uma demonstracao bem mais simples da geometria de Linking

associada ao problema. Tais argumentos sdo inspirados em [26].

Observagao 3.2 Apesar do problema em questao sequir a mesma ideia de
cruzamento de autovalores, ainda nao sao conhecidos resultados de nao existéncia
ou sequer de existéncia de solu¢ao em um possivel infimo dos t’s tal que o problema

(P;) possui solugio, uma vez que o cruzamento ndo se dd em Ay.

3.1 Existéncia de solugao negativa

Nesta secao, provaremos a existéncia de uma solugao negativa para o problema

(P,), com t > T(f).

Proposicao 3.3 Nas condigoes do Teorema existe T(f1) = T tal que, para
t > T eziste uma solugao negativa 1, para o problema (F;).
Prova. Seja u; solucao do problema

—Au = Au+tgr+fi emQ
u = 0 sobre 0f2.

(3.1)

Como A nao é autovalor do operador —A, a existéncia e unicidade de solugao para
o problema acima fica garantida pela Alternativa de Fredholm (veja Teorema
do Apéndice A). No caso em que u; for uma solugao negativa, temos que esta é uma
solugdo para o problema (P;), uma vez que o termo ((u;)™)? = 0.

Seja fl solucao do problema

—Ah = M+ f; em()
h = 0 sobre 0.
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Segue da Alternativa de Fredholm a existéncia e unicidade de solugdo para o

. t ~
problema acima. E facil ver que u; = 3 )\(bl + f1 é solugao do problema 1)
L —

Precisamos encontrar o parametro ¢ tais que a solugao u; do problema ({3.1)) seja

negativa. Para tanto observemos que

AL — A A
e B e
t o1 o1
A— >\1
’ | HleCl
_ O
Uma vez que tomamos a autofuncao ¢; tal que ¢; > 0 em (2 e B < 0 sobre 012,
n
existe € > 0 tal que se
AL — A
‘ . — ¢ <E&
t o1
. — A —
entao u; > 0 em Q. Tomemos |t| > T de forma que . ||f1||Cl < e.

No caso em que t > T, como \; < A, temos que u; é negativa, garantindo assim

a existéncia de uma solu¢ao negativa para o problema (F;), a qual denotaremos por

Yt

3.2 Multiplicidade de solucao

Nesta segao, encontramos uma segunda solugao para o problema (P,) utilizando-
se de um problema modificado com auxilio da solucao negativa 1, obtida na se¢ao
anterior.

Denote v; = w + ;. Observemos que w é solu¢ao do problema

—Aw = dw+ ((w+¢)")P  emQ
w = 0 sobre 0f2

(3.2)

se, e somente, se v; é solugao de (P,).

De fato, como w = v; — 14, temos

—Avy+ Ay = Mg — ) + ((vp — Yy + ¢t)+)p
= vy — My + ((vp) 7).
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Sabendo que v é solucao negativa de (P,), temos ((¢¢))? = 0. Logo,

—Avy 4+ Athy — té1 — fr = =My — () T)P = té1 — f1 + Avg + ((0)F)P.

Como 14 é solugao de (P;), concluimos que v; também o é. Como o processo acima
é completamente reversivel, garantimos a equivaléncia.

Como w = 0 é solugao de , temos que a solucao v; corresponde a solucao
negativa de (F;), na segao anterior. Portanto, devemos procurar solugao nao-trivial
para , para assim garantirmos a existéncia de uma segunda solucao para o
problema (F;).

Formulamos o problema em uma estrutura variacional, considerando o

seguinte funcional energia I : Hj(Q2) — R, definido por:

1 A 1

Observemos inicialmente que sendo as condi¢oes do Teorema (ver Apeéndice)
satisfeitas, segue que I esta bem definido e I € C*(Hj(92),R). Além disso, temos

I'(u)v = /Qvuvu — )\/qu - /Q((u + 1) )P, Yu,v € Hy(Q).

Como I(0) = 0 e I'(0)v = 0, Vo € HQ), procuramos por um valor
critico diferente do nulo. Para estabelecer a existéncia deste segundo valor
critico, utilizaremos da generalizacao do Teorema do Passo da Montanha devido

a Rabinowitz [23].

Teorema 3.4 (Teorema de Linking) Seja E = W & X um espago de Banach,
com W # {0} um subespago de dimensao finita e seja [ € C*(E,R) uma aplicag¢io
satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale (PS). Se I satisfaz

(i) existem constantes p, 3 > 0 tais que
I'\op,nx > B;
(i1) existem v € 0B N X, Ry >0 e Ry > p tais que
I'ag <0,

onde Q = (Bp, "W) @ {sv;0 < s < Ry}.
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Entao, I tem um ponto critico ¢ > 3. Além disso, ¢ pode ser caracterizado por
¢ = inf max I(h(u)),

hel’ ueQ

onde I' ={h € C(Q, E); h(u) = u Yu € 0Q}.

3.2.1 Condicao de Palais-Smale (PS)

A seguir, mostramos que [ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (PS), (vide

Definigao [1.22)).
Lema 3.5 Qualquer sequéncia (PS) para o funcional I é limitada.

Prova. Seja {u,} C H}(€)) uma sequéncia (PS) para I. Dado € > 0, existe nyg > 0

tal que

IN

1 1
‘f(un) = 5 (un)un [ )|+ S 1 (wn) -1 [

M + elju,||, Vn > no. (3.3)

IN

Por outro lado, obtemos que

Tn) = 57 ) = 5 [ (Gt 000 = — [ (w0077 ()

Como

/é<un+wt>+>p+1 - / (tm + )P (1 + 50)*
- /((unwt)ﬂp(unwt)— /é(unwt)ﬂp(unwt): (3.5)

Q

-~

=0

segue que
) = 57t = (5= =57 ) fiwt ™ = 5 flwvorr
> € [ ((un+007, (3:6)
Q

p+1

Relacionando as condigoes (3.3)) e (3.6]), obtemos que

onde observamos que [,((un + ) )Pty <0 e C = (% _ L) > 0.

0/«%+%VVH<M+ﬂWW (3.7)
Q
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Raciocinando por absurdo, suponhamos que ||u,|| — +o00 quando n — +oc.

Da estimativa (3.7]), temos que

1 1 C()M C()E n—-+o0o
< L [y < By G ot g
[un|| "7 /o [unl| 777 luall”
o que implica
+\p
unH 1+%
Consideremos a sequéncia v, = ”u—nH Como ||v,]| = 1 temos que v, — v em
U,

H (), pois HY(Q) é Banach reflexivo. Pela imersao compacta H(Q) < LP(Q),
com p € [1,2%), temos que v, — v em LP(2). Assim, pelo Teorema (ver
Apéndice A), v, — v qt.p. em e, existe uma funcdo h € LP(f2) tal que
lun(z)| < h(z) € LP(Q) q.t.p.. As convergéncias obtidas acima ocorrem a menos
de uma subsequéncia.

Analogamente ao que fizemos no Capitulo 1, verifiquemos que v é solugao para

o problema
—Av = v em {2

v = 0 sobre 0.

(3.10)

Com efeito, como
I'(uy, n
= [ 5envo - [ [ vo e e

I'(ty) — 0, v, = vem H(Q), v, — v em L*(Q) e |lu,| — +o0, temos,

aplicando o limite na igualdade acima, que

= v — v — lim ((un +10) )P
0—/QVV¢ A/{)(b 1 (3.11)

ntoo Jo oo [lunl|

A convergéncia da condigao (3.9)), nos garante que
((un + 1) )P

]

— 0, q.t.p. em

e existe h € LH%(Q) tal que

‘((un +¢) ")
[[un

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue (ver Teorema no

‘ < h(x)|é] € L'(9), qtp.

Apéndice A), temos que

/ (un+ )P0 (3.12)

[
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Portanto,
/Wwp = )\/ vp, Vo € Hy(Q). (3.13)
Q Q

Logo, v é solugao de (3.10)).

Verifiquemos que v # 0. Com efeito, como

I(u,) 1 A 1 ((un +1p) )Pt
) = lonll = Sl = — [ o
Junl[* 2 2 p+1Jg [[ttn]|
v, — v em L?(Q) e segue da desigualdade (3.7) que
n Hptl o CoM Coe  nostoo
0< / () TP oM Gt noigey (3.15)
0 [t [unl*  flual
de onde temos, aplicando o limite em (3.14) quando n — +o00, que
1 A
s iz =o. (3.16)

Logo, ||v||2 # 0 e, portanto, v # 0.
Concluimos entao que v é uma solugao nao-trivial para o problema (3.10)), e como

A nao é autovalor, chegamos em uma contradicgao.

3.2.2 Condigoes geométricas e a demonstragao do Teorema

3.1]

Esta subsegao estd dedicada a provar que o funcional [ possui as condig¢oes
geométricas do Teorema de Linking.

Consideremos o seguinte espaco de dimensao finita H; = span{¢1,...,¢;}. Note
que H}(Q) = H; © Hj. No que segue, precisaremos recorrer a caracterizagao
variacional dos autovalores, dada por:

o IVul? . Jo IVul?
= mb = €A = sub e
wert fo |l well; Jo lul

Lema 3.6 Ezriste v € Hj- N 0B, tal que v(x) > —C para todo z € Q e v ¢ L=(Q).

Prova. Seja u € H}(Q) tal que u ¢ L>°(). Tal u existe, pois H}(2) nio esté

imerso em L>(Q)) em dimensao N > 2. Temos que |u] € Hj(Q2) e |u| &€ L>(Q).
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Sejam P; e PjL as projegoes ortogonais de Hj(Q) em H; e HJ-L, respectivamente.
Podemos escrever |u| = Pjlu| + z, onde z = P;*|u|. Note que z ¢ L>((2). De fato,
se z € L>(9), terfamos que |u| € L>(€2), ja que funcdes que geram o espaco H; sao

todas C'°(£2), logo limitadas. Isto gera uma contradigao. Observemos ainda que

z=|u] — Pjlu| >0—-C=-C. (3.17)
Denote v = ﬁ Assim, v € Hjl N 0B; e é limitada inferiormente, com
z
v ¢ LX(Q).
[ ]

Os proximos dois lemas, provam que [ satisfaz as condigdes geométricas do

Teorema de Linking.
Lema 3.7 Ezistem constantes p, 3 > 0 tais que

I dB,NH;- > f.

Prova. Sejau € 0B,NH ]l Pela caracterizagao variacional do autovalor A;,, como
uwe H ]l temos

lully < —llull*.

Jj+1
E ainda, como 1); é negativa, obtemos que (u + ;)" < |u|. Logo,

1 A 1 "
I(u) = §HUHZ — 5““”3 o1l ((u+y)h)”
A

1 1
> Zlulz = u2__/up+1
> ol = gyl = o [ 1

1 , 1 »
= 5 (1= ) e = gt

Como p € (1,2* — 1), segue da imersao H}(Q)) — L%(Q), com q € [1,2*), que

A
Aj+1

1 A
Iuw)>=(1- ull?* = C|ulPT
= 3 (1= ) Il = Clal

Queremos encontrar p > 0 tal que

1 A
— (1= 2_Cprtt >0,
2( /\j+1>p 4

Como p > 1, reescrevemos a desigualdade acima
Kp* — Cp*pP~' > 0.
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onde K = 1 (1 — A
2 Aj+1

Seguem as seguintes equivaléncias

) >0, ja que A < Ajyq.

1

K\ r1
PK-CpPrH>0e=K-CpPt'>0=p< (E) .

Logo,

‘ =

R}
A\
VR
Sl
VR
—_
|
3
t >
~
~
3

Tomemos entao

Portanto,

onde 8 =

DN | —

(1 _ A ) p? — CpPTt.
Aj+1

Lema 3.8 Existem v € 0B, N HJ-L, Ry >0 e Ry > p tais que
I'ag <0,
onde Q = (Bp, N H;) ® {sv;0 < s < Ry}.

Prova. Tome v dado no Lema [3.6] Seguindo argumentos tradicionais, quebramos

0@ em trés diferentes conjuntos. Consideremos 0@Q) = ()1 U Q2 U 2, onde

Q1 = {we Hjllwl < R}
Q2
Q3

{w+ sv; [Jw|| = Ry e 0 < s < Ry}

{w+ Ryv; |l < Ry},
Verifiquemos que o funcional [ |, <0,i=1,2¢ 3.

e Em Ql:

Seja w € 1. Como w € Hj, segue da forma variacional do autovalor A;, que

lwl* < Ajllwlls. (3.18)
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Logo,
1 A 1
Iw) = Gl = Slwlg—— [ (v
<0
1 2
< 50 =Vl
< 0.

E importante destacar, nesta etapa, que nao temos dependéncia alguma da

norma H; () de w durante a demonstragao, o que nos garante

e Em QQ:

I(w) <0, Ywe Hj.

A
Facamos Ry, = ¢ Ry, com ¢ > 0 tal que (1 by + 82) < 0. Um elemento em

J

(22 é entao escrito na forma w + sev, com 0 < s < Ry. Logo,

I(w+ sev) =

IN

IN

IN

<

| . A , 1 .
- evl]? — = ev||2 ——— € P+l
2||w+s | 2||w—|—s v||2\p+1/ﬂ((w+s v+1)7)

J/

<0
Sl = 252l = 2 3 — 252 ol
(3t
% <1 —%4‘52) R:
0,

Observe que a desigualdade acima se da para qualquer Ry > 0.

e Em ()3:

Pelas escolhas de R, e ¢, feitas no item anterior, um elemento em (3 € escrito
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da forma w + Rjev. Logo,

1 A 1
I(w+Riev) = §||w+R1€UH2—§||w+R1w“§_p—+1/Q((erleJr%)Jr)pﬂ

1 1 A A
< SlhwlP+ SR — Sl — SRRl
—_—
<0
b (w+ Ryev + ) TPt
p+1Jq
1 A 1 1
< —(1-+)RI+zRie*— —— R il
S 2( )\j> 1+2 1€ D1 Q((w+ 1€V + 1) 7)
<0
< 1 %Ez_L/(<w+R1€U‘|‘wt>+)p+l
+1
1 5 o R117+1/v (w wt)+ p
= -—Ri? -1 — tev+ — :
2 p—|—]. 0 Rl Rl

Utilizaremos um lema técnico, que sera demonstrado a seguir, no qual garante

+ p+1
/ ((%er%) ) > O, (3.19)
Q

onde C; > 0 nao depende de R > 1 e de w € H; N JBg.

Por (3.19), obtemos que

que

1 Rp+1

I(w + Ryev) < §Rfa2 — p—ll— 16’5,

para R; > 1. Basta tomarmos R; > 0 suficientemente grande, para
concluirmos que I(w + Rjev) < 0. A escolha de R; também deve ser feita

de forma que Ry = € R; seja estritamente maior que p.

1\ P+l
Lema 3.9 Dado ¢ > 0, existe Ce > 0 tal que, / ((% + ev + %) ) > C,
Q

para todo R > 1 e todo w € H; N 0Bp.

_ w _
Prova. Seja w € BN H;, assim = € BN H;. Uma vez que a dimensao do espago
H; ¢ finita, temos que quaisquer normas neste espago sao equivalentes. Portanto,

existe C; > 0 tal que
w
= < C,
7l... <

%H <. (3.20)
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Como v, € CH*(Q) e 9, < 0, temos, para qualquer R > 1, que existe C' > 0 tal que

% > 4y > —C. (3.21)

Logo,

/Q ((}% v %>+>M > /Q((—cj L ew— Oy H

p+1
- ep+1/ U—Cj+0 ' .
Q £

Como v ¢ L* e é limitada inferiormente, existe Q. C € tal que [Q] > 0 e
J

2
v(x) > w, para todo x € Q.. Assim,

L(Goes) ) = L{Ges))
- [ ()

= (Cj+ O .

Logo, basta tomar C. = (C; + C)PT|Q]|.
[ ]
Uma vez que provamos que o funcional [ satisfaz as condi¢oes geométricas e de
compacidade exigidas no Teorema de Linking, temos portanto a existéncia de uma

solu¢do nao-trivial para o problema (3.2)), concluindo a demonstragao do Teorema

B.I
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Apéndice A

Resultados Gerais

Resultados Basicos

Neste apéndice, enunciaremos alguns dos principais teoremas utilizados nas

demonstragoes deste trabalho.

Teorema A.1 ([22], Desigualdade do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R™ um
caminho continuo, diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Se |f'(t)| < M para todo
t € (a,b), entao

[f(b) = fla)] < Mb—al.

Resultados de Medida e Integracao

Teorema A.2 ([3], Teorema 5.6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue))

Seja (fn) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) tal que

(i) fu(z) — f(z) ¢.t.p. em Q;
(ii) existe g € L*(Q) tal que, para todo n € N, |f,(z)] < g(x) q.t.p. em Q.

Entao, f € LY(Q) e ||fn — flli — 0. Consequentemente,

lim /fndac:/fdx.
n—-+00 Q Q
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Teorema A.3 ([7], Teorema 4.6 (Desigualdade de Hélder)) Sejam
1 1

ferr(Q) ege LIQ), com1<p,q<+oo, tal que —+ — = 1. Entao, fg € L*(Q)
p q

e

1fglly < (£ llpllgllq-

Observagao A.4 Se Q C RN ¢ um aberto limitado e f € LP(Q), entio f € LI(S2),

para todo 1 < g < p.

Teorema A.5 ([7], Teorema 4.9) Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q)) e f €
LP(Q) tais que || f, — fll, — 0. Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) e uma fungao

h € LP(Q) tal que
(1) fo,(x) — f(z) g.t.p. em Q;

(ii) |fu (0)] < B(x) g.L.p. em Q.

Resultados de Analise Funcional

Teorema A.6 ([17], Teorema 5.7 (Teorema da Representagao de Riesz))
Seja H um espago de Hilbert munido do produto interno (z,y), com x,y € H. Dado
T um funcional linear e limitado em H, existe um unico z € H tal que T'(z) = (x, z),

para todo x € H. Além disso, ||T|| = ||z||, onde ||z|| = (2, 2)"/2.

Teorema A.7 ([7], Teorema 3.18) Se X ¢é um espaco de Banach reflexivo e {z,}
uma sequéncia limitada em X, entao existe uma subsequéncia {x,,} que converge

na topologia fraca de X.

Definigao A.8 Dizemos que um operador T : X — Y ¢é compacto se T(B) €

relativamente compacto (isto é, T(B) € compacto) para qualquer B C X limitado.

Teorema A.9 ([7], Teorema 6.6 (Alternativa de Fredholm)) Sejam E um

espaco de Banach e T : E — E um operador linear compacto. Entao,
1. N(I =T) possui dimensao finita;
2. R(I =T) é fechado e R(I —T) = N(I —T*)*;
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3. NI-T)={0} <<= R(I-T)=E;
4. dimN(I —T)=dimN(I —T%).
onde T™ ¢ o operador adjunto de T

Definicao A.10 Seja T : X — X linear e continuo. Dizemos que \ € um
autovalor de T se N(AN —T) # {0}, no qual N(AI—=T') € dito o autoespago associado
a A\

Teorema A.11 ([7], Teorema 4.25 (Arzela-Ascoli)) Sejam X um
espago métrico compacto e H um subconjunto limitado de C(X). Suponha que H é

uniformemente equicontinua, isto €,
Ve >0, 36 > 0 tal que d(x1,29) <§ = |f(z1) — f(z2)| <&, Vf € H.
Entao, o fecho de H ¢é compacto.

Teorema A.12 ([7] Teorema 5.7 (Teorema do Ponto Fixo de Banach))
Sejam X um espaco métrico completo nao-vazio e F : X — X uma contra¢do
estrita, 1sto €,

d(Fx,Fx) < kd(z,y), Yo,y € X, com k < 1.

Entao, F tem um ponto fixro z = Fz.

Teorema A.13 ([7], Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Sejam C  um
subconjunto convexo e fechado de um espaco de Banach E e F' : C — C uma
aplicacao continua, tal que, F(C) C K, onde K é um subconjunto compacto de C'.

Entao F tem um ponto fixro em C .

Resultados de Espacos de Sobolev

Teorema A.14 ([12], Teorem 5.6 (Desigualdade Geral de Sobolev)) Seja

Q C RY um dominio aberto, com fronteira de classe C'. Suponhamos u € W*P((Q).
(1) Se k < %, entao u € L1(Q2) e
[lully < Cllullkp,

% e C' ¢ uma constante que depende de k,p, N e €.

onde 1 =1
e p
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(i1) Se k > %, entio u € C'k_[%]_m(ﬁ) e

<
el s g < Clele
onde
N N N . o
—| +1— —,se — nao é um niumero inteiro
= p p p

qualquer numero positivo < 1, se — € um numero inteiro.

e C' uma constante que depende de k,p, N,~ e €.

Principio do maximo e regularidade
Consideremos operadores elipticos L, tendo a forma
Lu=—Au+ a(z)u (A.1)

onde a € L*>(Q2). Os proximos resultados sao validos para operados mais gerais. No

entanto, apresentaremos apenas o que sera necessario ao nosso trabalho.

Teorema A.15 ([12], Principio do méaximo fraco, com a > 0) Suponhamos
que L € um operador eliptico dado por (A.1), Q C RN ¢ aberto, limitado e conexo,
u€ C2(Q)NCQ) ea>0em .

(1) Se Lu <0 em Q, entdo

maxu < maxut.

Q o0
(i) Se Lu > 0 em Q, entdao

minu > —maxu .
Q o9

Em particular, se Lu =0 em €2, entao

max |u| = max |ul.
Q o0

Teorema A.16 ([12], Principio do méaximo forte, com a > 0) Suponhamos
que L € um operador eliptico dado por (A.1), Q C RN ¢ aberto, limitado e conezo,
u€CHANCQ) ea>0em Q.
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(i) Se Lu < 0 em § e u atinge um mdzimo nao negativo em Q em um ponto

interior, entdo u € constante em ().

(i) Se Lu > 0 em Q e u atinge um minimo nao positivo em Q em um ponto

interior, entdo u € constante em ().

Teorema A.17 (J17], Teorema 9.15) Sejam Q C RY um dominio de classe C*!
e L um operador estritamente eliptico dado por (A.l) em Q. Se f € LP(Q) e
o € W?P(Q), onde 1 < p < oo, entio o problema de Dirichlet Lu = f em Q,

com u — ¢ € WyP(Q) tem uma unica solucio u € WP(Q).

Lema A.18 ([17], Teorema 9.17) Se L é um operador satisfazendo as hipdteses
do Teorema[A.17, entdo existe uma constante C' (independente de u) tal que

lull2p < Cl[Lull,
para toda v € W2P(Q) N WZP(Q), com 1 < p < co.

Teorema A.19 ([17], Teorema 9.19) Se u uma solucio W2F(R2) do operador
eliptico Lu = f em um dominio S0, onde os coeficientes de L pertencem C*~11(Q),

(CFLo(Q)), f € Wk’q(Q), (CF12(Q)), com1 < p,g< oo, k>1el<a<l,

loc

entdo u € WEHIQ), (C*1(Q)). Além disso, se Q € CFBLL (CH1Le) [
¢ estritamente eliptico em 0 com coeficientes em C*~11(Q), (C*12(Q)), e f €

Wha(Q), (C*1(Q)), entdo u € WH24(Q), (CH+1e(Q)).

Teorema A.20 ([5], Teorema 9.33 (Schauder)) Se Q2 ¢ um dominio limitado e
de classe C**, com 0 < a < 1, entdo, para toda f € C%*(Q) eriste uma tinica

solugdo u € C**(Q) do problema

—Au+u = f em ()
u = 0 sobre Of).

(A.2)

Além disso, se Q2 € de classe ™2 (m > 1 um nimero inteiro) e se f € C™(Q),

temos

u € C™22(Q) com ||ul|cmize < C||f]|cma.

88



Apéndice

Proposicao A.21 (|24], Proposicao B.10) Seja p uma funcgao satisfazendo as
sequintes condicoes:
(1) p(z,€) € C(AXR,R);

(p2) existem constantes ay,as > 0 tais que
p(z, )| < a1 + asf€].
onde 0 < s <2*—1. Se P(x,§) = fo (z,t)dt e
1 2
I(u) = —|Vu|* — P(x,u) ) dx,
a \ 2
entao I € C'(H}(Q),R) e

I'(u)p = /Q (VuVe — p(z,u)p) dz, Vo € Hy(Q).

Além disso, J(u fQ ))dx € fracamente continuo e J'(u) € compacto para

cada u € Hg(Q).

Proposicao A.22 (|24], Proposigao B.35) Sejam p satisfazendo as condigoes
(p1) — (p2) e I o operador definido como na Proposicao [A.21. Se {u,} € uma
sequéncia limitada em HJ(Q) tal que I'(u,,) — 0 quando m — +o0, entio {u,}

possui uma subsequéncia convergente.

Acao de um Grupo Topolégico

Apresentaremos algumas defini¢oes e resultados necessarios para um bom

entendimento do Capitulo 2.

Definigao A.23 Um grupo topoldgico é um espago topoldgico (G, T,+), munido de

uma operag¢ao "+ "que torna G um grupo ( "t "denota a topologia de G), tal que:
1. A aplicagio + : G x G — G definida por +(g,h) = g + h € continua,
2. A fungio I™' : G — G definida por I7'(g) = ¢! ¢ continua.

Denotaremos O(N) o grupo de todas as transformagoes lineares ortogonais de
RN, E possivel verificar que O(N) munido com a operacao produto de matrizes é

um grupo topolégico, o qual é designado na literatura por grupo de rotacoes em RY.
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Definicao A.24 Uma agao de um grupo topologico G sobre um espago vetorial

normado E € uma aplica¢cao continua

p: GXE — E
(g,u) +— plg,u) =g-u

que satisfaz:
1. 1-u=wu para todo u € F;
2. (9g+h) - u=g-(h-u), para todos g,h € G eu € E;
3. u —> g-u € linear, para todo g € G.

Se |lg - u|| = ||u|| para todo u € E, a agdo € dita isométrica.

Exemplo A.25 A aplicacao

T : ON)x H)(Q) — H} ()
(h,u) —> T'(h,u) =Thu

onde definimos Tyu = u(h™'z), ¢ uma agao isométrica. Quando falarmos em agdo

de um grupo de O(N) sobre o Hg(Q)), estaremos nos referindo a agdao T,.

Antes de definirmos funcao radial, precisamos saber o conceito de conjunto
radialmente simétrico. Um subconjunto Q2 C RY ¢ dito radialmente simétrico se

é mensuravel e satisfaz a propriedade:
se xg € Q) e |z| =]z entdo z € .
Uma bola e o RY sdo exemplos de conjuntos radialmente simétricos.

Definigao A.26 (Forma algébrica) Sejam Q C RY um conjunto radialmente

simétrico e u € L, (). Dizemos que u é uma fungdo radialmente simétrica se,

para cada transformacao linear ortogonal A : RN — RY | a igualdade u(Ax) = u(x)

q.t.p. em Q.
Definimos o espago Hg,,4(€2) por:
Haa(Q) = {u € Hy(Q); Thu(z) = u(z), Yz €Qehe O(N)}.
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Chamaremos as fungoes de Hj,,,(€2) de funges radiais. O espago Hg,,,(Q) ¢ um
espaco de Hilbert

Estabeleceremos a seguir algumas defini¢oes.

Definicao A.27 Dada uma ag¢ao de um grupo topologico G sobre um espago vetorial

normado E, a orbita de u € E é o conjunto {gu; g € G}.

Definicao A.28 Dada uma agao de um grupo topologico G sobre um espaco vetorial

normado E, o estabilizador de w € E é o conjunto G, = {g € G; g(u) = u}.

Definicao A.29 Dada uma agao de um grupo topologico G sobre um espaco vetorial

normado E.
1. Um funcional F : E — R é G-invariente se F og =g, Vg € G.

2. Uma aplicagao F : E — E ¢ equivariante se Fog=goF,VgeG.
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Resultados Especificos

Neste apéndice, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados especificos

que foram usados nesta dissertacao.

Teorema B.1 (Principio do Maximo) Seja u € C?(Q) N C(Q) tal que —Au +
c(x)u <0 em Q eu = 0 sobre I, onde c(x) > ¢y > —A; para todo © € 2, e
ce L>(). Seuz#0, entdo u <0 em S.

Prova. Escolhamos um dominio €’ tal que 2 C €' e )} (o primeiro autovalor do
—A com condi¢do de Dirichlet em ') satisfaz A\; > N| > —¢y. Tomemos ¢ > 0

~ (4 = .
autofungao correspondente ao autovalor A} e definamos v = — em ). Assim,

a’U o a u . uxigb/ - UQZS;I
Ox; O (&) G

Donde segue que

n

1
07 2! S
1 v
= —VuV¢ — —|V¢'?,
¢/ ¢ ¢/| ¢|
e, portanto,
Vu-V¢ = ¢VoVe + |V (B.1)
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Agora, derivando 8U encontramos que
Z;
@ — 9 umigb/ B uqb;z
8.7312 N ze (Qb,)Q
o (ued — udy )a (¢)? — (ued' — ugy,)20'¢),
o ¢/4
1 / / 2 /I \2
= g \Uziz, @ — Uy, No Uz; zz i)
()~ W) = ndh + ()
o que implica pela igualdade (B.1]) que
1 2v
Av = — (Au- ¢ —uA¢’ - V¢ 2
@ - <o>> @y Ve
1
= Au - ¢ — Nug' ——VUV
(¢/) ( ¢ 1 QS) (b/ ¢
2
= —Au + Njv — =VoVde'
7 gV
Por hipotese, obtemos que
1
—Av——V'UV +Xv——Au —c(x)u) = —c(x)v,

e assim, concluimos que

2
—Av — $V¢/VU + (e(z) + X)) v <0.

Observemos que este é um operador eliptico tal que

_W) e LX) e c(z)+ N, >0e L®(Q).

Logo, uma vez que v Z 0 e v = 0 sobre 02, temos pelo Principio do Méaximo que

v < 0 e, portanto, u = v < 0.

Teorema B.2 (Principio Varicional Ekeland) Seja (X, d) um espago métrico

completo e ¢ : X — RU{+oo} um funcional semicontinuo inferiormente e limitado

inferiormente. Dado € > 0, sejau € X tal que
6(m) < inf 6 + -
u) < in 5
Entao, dado \ > 0 existe uy € X tal que
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(1) d(ur) < ¢(u),

(i3) d(ux, @) < A,

(111) p(uy) < p(u) + ;d(u)\,u), Yu # uy.

1
Prova. Denotemos dy(z,y) = <ﬁ) d(z,y). Definamos em X um ordem parcial

dada por

u<ve o(u) < ov) — edy(u,v).

Seja S; = {u € X;u < uy}, onde uy = u. Tomemos uy € S; tal que
b(us) <inf o+
in —.
v2) = S1 22
Por iteragoes, obtemos uma sequéncia {5, } de subconjuntos de X, onde

Sp ={u € X;u <wu,}, com ¢(u,) < inf +§.

Sn—1
E facil ver que S; D S, D --- D S, D ---. De fato, se u € Spi1 entdo u < Upy1,
como u,.1 € S, temos por transitividade que u,1 < u,, € assim, u € .S,,. Notemos
ainda que cada S, é um conjunto fechado. Seja {z;} C S, com z; = = € X. Pela

defini¢ao do conjunto .S, temos que

¢(Ij) < gb(“n) - sd,\(xj,un).
o que implica que

liminf ¢(z;) < ¢(uy,) — e liminf dy(x;, uy,).

j—+oo j—+oo

Como ¢ é semicontinua inferiormente e d,(-, u,) é continua, temos que

o(z) < liminf < ¢(uy,) — edr(z, uy),

j—+oo

donde segue que x < u,, e portanto, x € .S,,.
Verifiquemos agora o que acontece com o didmetro desses subconjuntos .S,

quando n — 400. Seja x € S, temos

6(x) < inf ¢ — ed(w,uy):

Snfl
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Sabemos ainda que z € 5,1, entao, uma vez que

Plun) < inf ¢+ o=

n—1

obtemos que

Ox) < inf ¢+ o — eda(w,un) < 6(x) + 5 — eda(z,un).

Logo,

1
edy(z,u,) < 2% = dy(z,u,) < o Vo € .S,.

Sejam x,y € S,, como u, € 5,, temos

1 1 1
d,\(x,y) < dA(x’u”) + dk(umy) < 2_n + 2_n - on—1’
e assim,
A
ﬁd(m y) = on—1 = d(x,y) S 2_n’vx’y c Sn

A
Concluimos, entao, que diam(S,,) < o Dai, quando n — 400, temos que
diamy, 1 00(Sn) — 0.

Portanto,

ﬂnSn = {UA}

Vejamos agora que uy é o elemento desejado. Uma vez que uy € Sy, temos que
P(un) < (@) — edx(u, 1) = ¢(ur) < ¢(u).

Notemos agora que,

—

da(T,up) < da(uj, ujpr) =
j=1

1
—)\ d(“j, Uji1).

||MH

A
Como u;,uj11 € Sj e diam(S;) < T obtemos que

H
—

n— n—

1=
U < _ _— =
Bl ) < 55 250 ‘

A
E.

DN —

1

<.
Il

Sabendo que wu,, — u, quando n — 400, temos que
_ 1 _
dx (T, uy) < 5= d(@,uy) < A\
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Seja u € X, tal que, u < uy, entao, por transitividade temos que u € U,.S,,. Assim

terfamos que u = uy. Se u # uy temos que u £ uy, entao,

P(u) > o(ur) — edr(u, un) = d(uy) < d(u) + ;d(ua Uy).

Teorema B.3 Seja ¢ € C'(H,R) satisfazendo a condi¢io (PS). Seja C' um
subconjunto fechado e convero de H. Suponhamos K = [ — ¢' aplicagao de C

em C e ¢ limitada inferiormente em C. Entdo existe uy € C tal que ¢'(ug) =0 e
. Y
lgf ¢ = ¢'(uo)-

Prova. Pelo Teorema de Riesz como H ~ H’ estamos identificando ¢ : H — H’
por ¢ : H — H. Como ¢ é continua, temos que ¢ é semicontinua inferiormente, e
assim, aplicando o Principio Variacional de Ekelando, dado ¢ > 0 podemos encontrar

ue € C tal que
Bu) <info+ = e 6(u) < 6(w) + el ue — ull, Yu € C.
com u # u,.
Uma vez que K : C — (' e C é convexo, temos que, Ku, € C e
u = (1—t)ue+thu. € C

= ue +t(Ku. —ue),Vt € [0,1].
Aplicando a féormula de Taylor, obtemos que
O(u) = Oue) + (¢ (ue), t(Kue — ue)) + oft][ Kue — ue|)

< o(u) + elfue — ul] + 8¢ (ue), Kue — ue) + o(t]|¢(ue)[)
= () + elfue — ul] + {6 (ue), ¢ (ue)) + ot (ue)l]).

Assim,

t]]¢" (ue)|* < elfue — ul] + oft).
Set=#0et— 0, obtemos que
16/ (ue)II” < ellg’ (ue)l| = [1¢' (ue)l| < e.

. 1
Tomemos entao ¢, = —. Para cada n temos que
n
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1
inf 6 < o) <info+— e [|6(u)] < L.

e assim,
o(un) — igf(b e ¢'(u,) — 0.

Uma vez que ¢ satisfaz a condi¢do (PS), existe uma subsequéncia {u,, } tal que

Up, — ug. Como ¢ e ¢’ sdo aplicagoes continuas, temos que ug satisfaz

P(uo) = igf¢ e ¢'(up) = 0.
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