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Resumo

Neste trabalho, obtemos resultados de existéncia, nao existéncia e multiplicidade de
solucoes para a equacao diferencial parcial eliptica

1
—Au — E(xVu) +elulfu = Ay, z € RY,

emque N >3, e=21,A>0el<p<(N+2)/(N—2). Tal equagao ¢ obtida quando
procuramos solucoes autossimilares para certas equacgoes do calor nao-lineares. Para
a obtencao dos resultados principais, usamos métodos variacionais, mais precisamente,
argumentos de minimizagao, Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e resultados de
regularidade eliptica.

Palavras-chave: Solucoes autossimilares, equagao do calor, métodos variacionais.



Abstract

In this work, we obtain existence, nonexistence and multiplicity of solutions for the
elliptic partial differential equation

1
—Au — E(xVu) +elulfu = Ay, z € RY,

where N >3, e =241, A>0and 1 < p < (N +2)/(N — 2). Such equation is obtained
when we look for self-similar solutions for certain nonlinear heat equations. To obtain
the main results, we use variational methods, more precisely, minimization arguments,
Lagrange multipliers theorem and elliptic regularity results.

Key words: Self-similar solutions, heat equation, variational methods.
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Notacoes

Q2 ¢ um subconjunto aberto e suave do RY, podendo, inclusive, ser o proprio RY;
L1Q) ={f:Q— R mensuravel; [,|f|%dz < +oco};

wma(Q) = {f : Q@ — R; D*f existe no sentido fraco, para todo |a| <
m, e pertence a L1(Q)};

Wa(Q) = {f € W™4(T), para todo compacto T" C Q};

loc
H'(Q) = Wh2(Q);

| - | valor absoluto e norma euclidiana em R”;

C(Q) ={f:Q—R;fécontinua};

CHQ) ={f:Q — R; D*f existe e ¢ continua para todo 0 < |a| < k};
C*(Q) = {f € C*(Q); f tem suporte compacto};

Bp, denota a bola aberta em RY centrada na origem com raio R;

CHB(Q) = {f € C*(Q); |f(x)—f(y)| < clr—y|?, Va,y € Q}, para alguma constante
c positiva;

CHA(Q) = {f € CHA(T), para todo compacto T' C Q};

loc

D(RY) = {f € C®(RY); | fllas = Supyern [2*DP f(z)| < o0,V a, B}. Este espago
serd chamado de espaco das fungoes de decaimento rapido;

wy & o volume da esfera unitéria de RY;

f = O(1) quando £ — 0 significa que, para algum C' > 0, tem-se |f(¢)| < C para
todo ¢ suficientemente préoximo de 0;

f = o(1) quando ¢ — 0 significa que lir% f(e) =0;
E—

f = 0(e) quando ¢ — 0 significa que, para algum C > 0, tem-se |f(g)| < Cle| para
todo ¢ suficientemente proximo de 0;

f = o(e) quando ¢ — 0 significa que lin% m =0;
e—> I

q.t.p. significa para quase todo ponto.



Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, nao-existéncia e
multiplicidade de solugoes para a equacao diferencial parcial eliptica

1
—Au — 5(9:Vu) +eluff u = du, r € RY, (0.1)

onde N > 3, ¢ = +1, A é um nimero positivoe 1 <p < (N +2)/(N —2).

A motivagao para se abordar (0.1) se origina da busca de solugoes autossimilares da
seguinte equagao de evoluc¢ao (equagao do calor nao-linear):

uy — Au+eluP'u =0 em (0,400) x RY, (0.2)

em que p > 1, ¢ = £1 e N é um inteiro maior ou igual a 1. Observe que se u é uma
solugdo para (0.2), entdo definindo

w(t,z) == u\(t,x) = )\%u()gt, Az), para A > 0,
temos que uy também é uma solugdo para (0.2). De fato, notemos que
wy = /\%Hut e Aw= /\%HAU,
e, portanto,

w; — Aw + elw]Plw = )\P%l“(ut — Au+ elulP~tu) = 0.

Assim, para todo A > 0, temos que u, também é uma solugao para (0.2). Logo, podemos
definir uma familia de solugbes (uy)r>o para a equagao (0.2). Dizemos que u é uma solugao
autossimilar de (0.2) se u) = u para todo A > 0. Agora, se u ¢ uma solugdo autossimiliar
de (0.2) e denotando f(z) = u(l,z), segue que

u(t, ) =trif (%)

e, desta forma, um célculo simples mostra que f satisfaz a equagao diferencial eliptica
1
SAf = @)+ =0 em RY, (0.3)

com A\ = 1/(p — 1). Reciprocamente, se f é uma solu¢do da equagdo anterior, entao
definindo
x

ult, ) :tpllf(\/E

),(t,x) € (0, 4+00) x RY,

1



SUMARIO

facilmente segue que u é uma solugao autossimilar da equagao do calor (0.2). Portanto, se
encontrarmos uma solugao nao-trivial de (0.3), entdo obtemos uma solu¢ao autossimilar
para a equacao do calor acima.

Haraux e Weissler, em [8], consideraram o problema (0.3) com ¢ = —1 e, quando
1+2/N <p < (N+2)/(N —2), encontraram solugoes esfericamente simétricas, isto é,
f(z) = g(|x|), onde g : Ry — R, satisfaz a equacao

N-1 r 1
" /
g~ ——+z)d+d=—=g em (0,+00).
g ( . 2) g4y =79 ( )
Posteriormente, Brézis, Pelletier e Terman, em [3], consideraram o problema com ¢ = 1
e, usando técnicas de E.D.O., provaram a existéncia e unicidade de solugao positiva para
o problema

N—-1 r 1 2
- —|——+=)¢d=¢"+——g com 1<p<l+ —.
g ( . +2)9 '+ p<lt g

Nosso trabalho estd baseado no artigo de Escobedo e Kavian [5]. Estudamos o
problema (0.3) utilizando métodos variacionais, ou seja, associamos um funcional energia
ao problema e procuramos pontos criticos deste funcional que serao as solugoes almejadas.
Considerando a fun¢ao K(x) = el?’/4 facilmente tem-se que a equacio

—div(K(2)Vf) +eK ()| [’ f = AK(2) (0.4)

é equivalente a (0.3). Nosso proposito é estudar a equagao anterior num espago de fungoes
conveniente, o qual estard imerso compactamente em certos espagos de Lebesgue com peso.

O nosso trabalho esta dividido em quatro capitulos e um apéndice.

No Capitulo 1, primeiramente, trabalhamos com uma funcao peso geral dada por
Ky(z) = /@ em que 0 é uma fungdo de classe C2?(RY) satisfazendo a seguinte condigio
no infinito:

lim (Ae + ljvm?) = +00.
|x| =400 2

Nesta diregao, mostramos que o espago de Sobolev com peso H'(Kj,) estd imerso
compactamente no espacgo de Lebesgue com peso L?*(Ky). Em seguida, considerando
especificamente a funcéo peso K (z) = e**/4 ou seja, 0(x) = |z|?/4 (observa-se facilmente
que 6 satisfaz a condi¢do no infinito mencionada anteriormente), conseguimos mostrar
que H'(K) estd imerso continuamente em L? (K) e compactamente em L4(K), com
2 < ¢ < 2% em que 2* := 2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev. Tais espagos,
mencionados acima, e suas respectivas normas estao definidos com detalhes no referido
capitulo.

No Capitulo 2, fizemos uma analise do espectro do operador L definido por

z.Vu

1
Lu = ——div(KVu) = —Au+ 5

K
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e, considerando o problema de autovalor

{ Lu = \u (0.5)

u€e L*(K),u#0,

juntamente com o auxilio da Transformada de Fourier, descrevemos os autovalores (\;);en
deste problema, como também seus autoespagos associados. Além disso, calculamos a
dimensao desses autoespagos.

De posse das informagoes obtidas nos Capitulos 1 e 2, obtivemos ferramentas
suficientes para podermos estudar solugdes para o problema (0.4).

O Capitulo 3 foi destinado ao estudo do problema (0.4). Como foi dito antes,
ultilizamos métodos variacionais, mais precisamente, solugoes nao triviais de (0.4) sdo
obtidas como pontos criticos do funcional energia

1 A
E.(u) = 5/ |Vul|? Kdx + %/ lulPT Kdx — 5/ |u|? K du,
RN p RN RN

com u em um espaco de fungoes apropriado. Para utilizarmos os métodos variacionais
classicos, foram essenciais os resultados de imersoes obtidos no Capitulo 1.

Primeiramente, estudamos o problema (0.4) com € = 1 e observamos a existéncia e
multiplicidade de solugoes nao triviais se A > \;, parai € N, e 1 < p < 2* — 1 (poténcia
subcritica). Além disso, também verificamos que se A > A; (A; é o primeiro autovalor
associado ao problema (0.5)), as solugdes obtidas sdo classicas. Concluimos também
que estas solugoes e suas derivadas parciais primeiras possuem decaimento exponencial.
Posteriomente, sob certas condigoes sobre p, mostramos a existéncia e unicidade de solugao
positiva para (0.4). Para o problema (0.4) com ¢ = —1, verificamos que se existe solugao
neste caso, entao ela ¢ de classe C?.

No Capitulo 4, estudamos a existéncia de solugoes positivas para o problema (0.4) com
e=—lep=2"—1=(N+2)/(N —2) (poténcia critica). Verificamos que este problema
nao admite solu¢ao se A < N/4 ou A > N/2. Além disso, utilizando argumentos classicos
de Brézis e Nirenberg [2]|, verificamos que (0.4) tem solugao se A € (N/4, N/2) quando
N >4 ese X e (1,3/2) quando N = 3. Observamos que nao temos conclusoes no caso
em que N =3 e\ € (3/4,1].

Finalmente, no Apéndice A se encontram alguns resultados bésicos (ou nao) que foram
necessarios para um melhor entendimento desta dissertacao.



Capitulo 1

Os Espacos de Lebesgue com Peso

Neste capitulo, estamos interessados em resultados de imersoes nos espacos de
Lebesgue com uma fungao peso, como também suas consequéncias. Na primeira parte,
introduzimos as definigoes e ferramentas necessarias para obtermos tais resultados.
Posteriormente, provamos os resultados de imersao, os quais sao essenciais em nossos
argumentos para obtencao de pontos criticos dos funcionais energia associados aos
problemas em estudo.

1.1 Resultados Preliminares
Aqui, vamos considerar uma funcao Ky : RN — R definida por
Ky(z) = '@,

onde # é uma funcao de RY em R,. Daqui por diante, chamaremos Ky de funcao peso.
Para obtermos os resultados desejados, pediremos que a fungao @ seja de classe C?(RY R )
e satisfaga a seguinte condi¢ao no infinito:

lim (Ae(x) - %]VQ(:U)F) = +00. (1.1)

|z| =400

Exemplo 1.1 Seja 6 : RY — R definida por:

¢ de classe C*(RY R, ) e satisfaz a condigao (1.1).

Definamos os espacos de Lebesgue com peso por

LP(Ky) = {u RY 5 R mensurével;/ |ulP Kydx < oo} , para 1 < p < oo,
R

N

e o correspondente espaco de Sobolev por

H'(Ky) = {u € LQ(KQ);/ \Vul? Kydr < oo} :
R

N

4



1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Lembramos que estamos identificando as fungoes que sao iguais a menos de conjunto de
medida (de Lebesgue) zero. De maneira analoga aos espagos de Lebesgue e Sobolev usuais,
mostra-se que os espacos anteriores sao de Banach com as normas dadas, respectivamente,
por

; %
lull Lo (i) = (/ |u|pK9dx) e ||ull gk, = (/ |u|2K9dm—|—/ |Vu|2K9dx) )
RN RN RN

Observagao 1.2 O espago C°(RY) ¢ denso em H'(Ky) com a norma dada acima. De
fato, primeiro, seja u € H'(Ky) com suporte K = supp(u) compacto. Desde que Ky > 1
seque que u € L*(RY) e considerando (p,) uma sequéncia reqularizante em RN (veja
Brézis [1, pag. 108]), temos

0o ou ou
. 0o N 2 N no__ _
Gn = pnxu € C; (R )’ Pn = u emL(R) ¢ 8xi_p”*0xi_>3xi

em L*(RM).
Tomemos um compacto Ky tal que IC U supp(¢,) C Ky, para todo n € N. Assim,

/ |¢n — U|2K9d$ = |gbn — u|2K9de‘ S ||K9||Loo(]cl) / |¢n — u|2d$
RN K1 K1

de modo que
/ |, — u|* Kpdx — 0.
RN

Além disso,

2

¢, Ou

— 0,
L2(K4)

N
/RN Vo — Vul*Kydr < || Kyl| ey Y
=1

de onde obtemos

[¢n — ull 1 (xg) — 0.
Agora, dada v € H'(Kp) qualquer, seja u,(z) = M, (z)u(z) onde M,(z) = M (£) e M ¢
uma funcgao de truncamento em C§°(RY) definida por

. 17 JIEBl
M(x)_{o, z € B,

com0 < M < 1. E claro que u,, € H'(Ky) e tem suporte compacto. Além disso, |u,| < |ul
e u, —u qtp. em RY. Logo,

lun, — u|? Ky < 4u*Kg € L'(RY) e |up, —ul?Ky =0 qtp. em RY,

e dat pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
/ |, — ul* Kpdx — 0.
RN

Por outro lado,

Ou, l@M M %
or; n@xiu " O

5



1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

€, CoOm 1SS0,

ou, Ou| 1M |? ou  Oul
n_ Kodr < 2 - Kodz + 2 M, — — Kodx. (1.2
/RN or; O oer = /RN n@xiu 00T + /RN Or; Ox; odz. (12)
Desde que
M%—augf( —0 qtp. em RY e M%—aUQK <2 8U2K ELl(RN)
"Ox;  Ox; 0 q-t-p- "Or; O, " =70 ’

obtemos novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque

ou ou
M. = —
/]RN n@xz @xz

2
Kng — 0.

10M
n 0x;

Resta mostrar que [gy u|?Kydxr — 0. Observemos que

2 2

10M 10M
/ - u| Kpdx :/ - u| Kopdx
rN |1 Ox; Ban\B, | T OT;
C
<= |u]2K9da: — 0 quando n — oo,
" JBan\Bn

pelo fato de |u|*Ky € L*(RY). Das duas convergéncias obtidas anteriormente, por (1.2),
seque, para it =1,..., N, que

2

ou, Ou

— — 0
e, portanto,
N 2
ou, Ou
I = ulfZs oy = - +/ lun — 2Ky — 0,
e ; Ori Oxill iz Jre

ou seja,
u, —u em H'(Kp).

Observagao 1.3 O espaco H'(Kjy) estd imerso continuamente em H'(RY). De fato, se
v € HY(Ky) entio [v|*?Ky € LY(RY) e |[Vv|*?Ky, € LY(RY). Como 6 > 0 tem-se |v]? <
[v]2Ky em RY, donde |v|* € LYRY). Analogamente, concluimos que |Vv|?> € L*(RY).
Assim, v e H'(RY) e |Jull i wyy < l|ull i)

Mais adiante, veremos que H'(Kj) esta imerso compactamente em L?(Kj), sendo este
o resultado principal deste capitulo. Para isto, precisamos do auxilio de alguns lemas.

Lema 1.4 Seja € C*(RY,R,) satisfazendo (1.1). Entdo, para todo f € C°(RY) temos

%/RN P Ko(2) (A@(:c) 4 %|V@(a¢)]2) de < /RN IV f 12K (2)ds.



1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Demonstragao: Definamos v(0(z)) = @72 f(z), x € RY. Assim,

1 o@ 0(x)
2

Vu(0(z)) = §GTV0(x)f(x) +e 2 Vf(z).
Como A .
K} (@) (@) = " Vf(2)
temos que
1 1 6@ 0(x) 1 o
Vv — §UV6’ = e Vo(x)f(z)+e =2 Vf(zr)— -e2 VO(x)f(x)
= ¢ TVf(2)
Logo,
Ko| VI = (KgVH(KV)
1 1
= |Vu]* - 5(2UVUV9) + ZIUIZ\VQIZ.
Portanto,
1 1
/ KoV f2de = / |Vo|* — —/ (20VuVh)dx +/ —v|V6|dz. (1.3)
RN RN 2 RN RN 4
Por outro lado, usando integragao por partes (Teorema A.10 do Apéndice A), obtemos
1 ov 80
_§/IRN 20VoVldr = ——Z/RN QUaxZ axz

. ——Z/ 81}2 89
N RN axz axl
1 ,0%0
- 1> I
=1

= 1/ V2 Abdz.
2 ]RN

Usando a igualdade anterior em (1.3), segue que

/ Ko|Vf[de = / yvu|2da:+1/ v? (A9+1\v9|2) da
RN RN 2 RN 2
1 2 1 2
2/RNU <A9—|—2|V9|)dx
1 2 1 2
= = |fI° Ko | A0+ =|VO|” ) do
2 RN 2

0 que prova o lema. [

v

Como consequéncia deste lema e da Observagao 1.2, temos o seguinte resultado:

7



1.1. RESULTADOS PRELIMINARES

Lema 1.5 Seja 0 € C*(RY,R,) satisfazendo (1.1). Entdo, para todo f € H'(Ky), temos

1 1
—/Iﬂ%bAM~NW mg/|vam.
2 RN 2 RN

Demonstragao: Desde que C®(RY) ¢ denso em H'(Kj), dado f € H'(Kjy), existe uma
sequéncia (f,,) C C*(RY) tal que f, — f em H'(Kjy), de onde obtemos

/ ‘fnPKgdm — / ’f|2K9d.I'
RN RN

/|wmmm%/‘wﬁmm
RN RN

Pelo lema anterior, temos que

1

1
—/ mﬁm{%9+%vmﬁdx§/‘wmme% VneN
2 RN 2 RN

e usando a condigao (1.1), existe R > 0 tal que

1
Ab(z) + §]V0(x)|2 >0, VzeRY; |2|>R.

Escrevendo,
1 2 1 2 1 2 1 2
— |ful* Ko | A0+ =|VO|*| dx = = |ful” Ky |AO 4+ =|VO|7| dx
2 JrN 2 2 /g, 2
1 2 1 2
+ = |ful“ Ky |AO + =|VO|7| dx
2 Jjal>r 2

< / IV £ [2Kda,
]RN
segue que

n—o0

1 1
liminf—/ | fu2 Ky (A9 + —\V9]2) dx
2 /s, 2
| 2 1 2
+ liminf — |ful" Ko | A0+ =|VO|* ) dx

gliminf/ IV £ Kpdx
RN

n—oo

_/|vmmw.
RN
Desde que
1
P (800) + JI90R ) 20, Vel 2 R



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

pelo Lema de Fatou (Teorema A.13), obtemos

n—oo

1 1 1 1
liminf—/ | a2 Ky (A@ + —|V9|2) dx > —/ |fI* Ky (A@ + —|V9|2) dz.
|z|>R 2 2 Jlol2r 2

Portanto,

1 1 1 1
lim inf -/ 2K (Ae v —|v9|2) dz + —/ K, (Ae 4 —|vey2) dr
2 /By 2 2[>R 2

n—oo 2

(1.4)
< /RN IV 2K pda.

Por outro lado, como |f,|*Ky (A0 + $|V6|?) é continua, temos que existe C' > 0 tal que

o) P o) |A6(z) + 5[ V0()]

< (C, paratodo x € Bp.

Como . .
|fn|2K9 <A0 + §\V8|2> — ’f|2K9 (AQ + §|V9|2) q.t.p. em BR,

segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.12), que

lim inf | ful? Ko (A@ + 1|V6[2) dx = / FiR:e (AQ + 1’V9|2> dx.
Br 2 Br 2

n—oo
Logo, por (1.4)

1 1 1 1
-/ 2K, (A0 + —|ve|2> d + —/ 2K, (AH + -|ve|2) iz < / IV 2K de,
2 BR 2 2 |33‘2R 2 RN

de onde concluimos que

1
/ 12K, <A0+ 5|ve|2) da g/ VK dz.
RN RN

1.2 Resultados de Imersoes e Consequéncias

De posse dos resultados da primeira se¢ao, podemos mostrar o resultado mais
importante deste capitulo, a imersio compacta de H'(Kjy) em L*(Kj,) onde 6 é uma
fungdao em C?(RY R, ) que satisfaz a condigao (1.1).

Proposigao 1.6 Seja 6 € C*(RY,R,) satisfazendo (1.1). Entdo, a imersao H'(Ky) —
L*(Ky) € compacta.

Demonstragao: Seja (u,) C H'(Kjy) uma sequéncia limitada. Desde que H'(Kj) é um
espago de Hilbert, portanto reflexivo, entdo, a menos de subsequéncia, existe u € H'(Kj)
tal que

u, ~u em HY(Kj).

9



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Queremos mostrar que u,, — u em L*(Kjy). Desde que 0 satisfaz (1.1), temos que, dado
e > 0, existe R > 0 tal que

1 2
Ab(z) + §]V0(a:)]2 >- v lz| > R.

Assim,

1 2
/ |, — ul* Ky <A9 + —|V9]2) dx > —/ |, — u|*Kpdz.
l2|>R 2 € Jizj>R

Pelo lema anterior e como (u,,) ¢ limitada em H'(Kj), temos
/ |, — ul?Kodr < e/ |V (1, — u)|*Kpdr < Ce.
|z|>R |z[>R

Por outro lado, pelo Teorema A.4 do Apéndice A, sabemos que H'(Bg) estd imerso
compactamente em L?(Bg). Dai, u, — u em L?*(Bg). Como Kj ¢ continua e Br ¢
compacto, tem-se

/ |, — ul* Kodr < Cl/ U, — ul*dr < ¢,
Br

Br

para todo n maior que um certo ng € N. Portanto,

/ Uy — u|?Kpdr = / |y, — ul?Kpdx + / |y, — ul?Kpdx
RN |z|>R Bgr

< Cie4e=(C1 4+ 1)e,

para todo m > ng. Assim,
u, —u em L*(Ky),
o que prova que a imersao H'(Ky) — L*(Kj,) é compacta. ]
Desta proposicao, seguem dois resultados. O primeiro é uma versao da Desigualdade

de Poincaré, que pode ser usado para mostrar de forma elementar que as normas ||u|| g1 (x,)
e || Vul|r2(k,) sdo equivalentes em H'(Kjy).

Corolério 1.7 (Desigualdade de Poincaré) Seja 0 € C*(RY;R,) satisfazendo (1.1).
Entao, existe A\ = \(0) > 0 tal que

)\/ lu|? Kydx §/ IVul?Kgdr; YV ue H'(Ky).
RN RN

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que a desigualdade acima nao seja
verdadeira. Assim, para todo n € N, existe u,, € H'(Kj) tal que

1
—/ ]un|2K9dm>/ IV 2Ky dz. (15)
n Jry RN
Definindo
Unp,
Un =7 — >
[ 22(x5)

10



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

temos v

Up

Vi Ty © Il =1
n 0

Voltando a (1.5), concluimos que

IVunllr2g) 1

||an||L2(K9) = LT DK < -, VneN.
||Un||L2(K9) n

Fazendo n — oo, obtemos
lim ||vvnHL2(K6) =0.
n—o0

Note que (v,) é limitada em H'(Kjy), pois
[onllzrreo) = Nlvnll2e) + IVORllize) <1+1=2, VneN.

Logo, a menos de subsequéncia v, — v em H'(Kj). Pela proposicao anterior, v,, — v em
L*(Kyp). Assim, ||v||r2(x,) = 1, pois ||vn|r2(k,) = 1, para todo n € N. Por outro lado, da
convergéncia fraca v, — v em H'(Kjy) e pela semicontinuidade da norma, temos

ol < timind ol ) < timsup [ i

de onde segue que

HUH%Q(K@) + HVUH%?(KQ) < limsup ||U7LH%2(K9) + lim sup ||an||2L2(K9)-
n—oo n—oo

Como v, — v em L*(Kj), obtemos

0 < ||Vl 2k, < limsup ||V, || r2ik,) = le VUnlr2(x,) = 0,
n—00 n—0o0

donde
||VU||L2(K9) = O.

Desde que RY & conexo, tem-se que v(z) = C, onde C' # 0, pois ||v||2(x,) = 1. Logo,
L =||v|r2x,) = 02/ /@y > 02/ ldx = +o0,
RN RN
o que é uma contradi¢ao. Portanto, a desigualdade ¢ verdadeira.

Corolario 1.8 Seja 6 € C*(RY,R,) satisfazendo (1.1). Para todo q > 2 ec > 0, existem
constantes ¢ = c¢(e,q) > 0 e R > 0 tais que

/ 2K yd < 5/ Vul Kode + cl|ul2ags,.
RN RN

para todo u € H*(Ky) N L}

loc

(RY).

11



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Demonstragao: Seja u € H'(Ky) () L1 (RY). Logo, pelo Lema 1.5, temos

loc

1 1
—/ lu|? Ky (A@ + —|V9|2> dr < / |Vul?Kyda.
2 RN 2 RN

Por outro lado, usando a condigao (1.1), dado £ > 0, existe R > 0 tal que

1 2
24(x) + 5[ VO@)* > =,

para todo x € RY, com |z| > R. Escrevendo

/ \u|2K9daz:/ |u|2K9d:c—|—/ lu|? Kpdx,
RN Br |$‘>R

e usando o Lema 1.5, temos

1 2 1 1
-/ 2K ydz < -/ 2K, ( A0+ 2|V0? ) da
2 Jiz>r € 2 Jiz>r 2
1 1
_ _/ 2K, (AQ + —|V9|2) do
2 RN 2

1 1
— —/ u|? Ky (AG + —|V6’|2) dx (1.6)
2 /. 2

1 1
< / |Vul? Kydz — —/ lu|® Ky <A9 + —\V0|2) dx
RN 2 Br 2

§/ |Vu\2K9da:—@ |u|? Kyd,
RN 2

Br

onde m = r%in {AH +(1/ 2)|V€|2}. Por outro lado, pela desigualdade de Holder (Teorema
R
A.2 do Apéndice A),

[ 1l Kade < e, (/ |Ke|wdx) Dl (L7)
BR BR

Dessa forma, por (1.6) e (1.7), obtemos

/ |u|2K9d$ = / |U|2K9dl'—|—/ |u|2K9da:
RN |z|>R Bgr

< 5/ Vul?Kydr — 22 |u|2K9d:B+/ u|2 Kodz
RN 2 Jp, Br
EMY ~
< 5/ [V Koda + (1= =) @)l ocsy
RN

— E/IR{N \Vu\ngd:E—|—c(5,q)]|u\|%q(BR).

A seguir, obtemos outras imersoes que serao uteis no decorrer deste trabalho.

12



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Proposigao 1.9 Sejam N > 1, 6 € C*(RY;R,) satisfazendo (1.1) e suponha que vale
a condi¢ao

alVO(a)* < A0(a) + 5 |VO(a)

para todo x € RN e para algum o > 0. Entdo,

i) Se N > 3, entio H'(Kj) estd imerso continuamente em LQ*(KNQ/(N_Q));

i) Se N =2, entao H'(Ky) estd imerso continuamente em LY(K)2), para todo q > 2;
iii) Se N =1 eu € H(Ky), entio uKy € COY2(RV).

Para demonstrarmos esta proposicao, precisamos do auxilio da seguinte afirmacao:

Afirmagao 1.10 Se u € H'(Kjp) e existe o« > 0 tal que o|VO|* < A+ 1|V0|?, entao
U/KQ/Q S H1<RN)

Prova: Seja u € H'(Kj). Entao, [u]*?Ky € LY(RY) e |Vu|*Ky € L'(RY). Assim,

2 [
2

2
‘qu = |u|? = Kplu?> € LY(RM).

= |ue
Além disso,
\Y
\Y% <qu) :ngu—l-?f(gu.
donde
2 2 |ve 1
]v(qu) < 2 ‘ngu —|—‘7K3u :2K9]Vu|2—|—§K9|V9\2|u]2
2, L 1 2
< 2K|Vul|* + —|u|*Ky | A0+ =|VO|7 ) .
2c 2
Portanto,

2 1 1
/ ‘v(m)‘ datg/ 2K9\Vu\2dx+/ — |ulKy (A0 + =|VO]? ) do
RN 2 RN RN 20( 2

e usando o Lema 1.5 segue que
2 1
/ ‘V (u[@)‘ dr <2 Ko|Vul*dz + —/ \Vul? Kydr < oo,
RN 2 RN 2c RN

de onde concluimos
uk € HY(RY).

n
Demonstragao da Proposicao 1.8:
i) Sejam N > 3 e u € H'(Ky). Entao, pela afirmagao anterior, uKy;, € H*(RY). Pela
desigualdade de Gagliado-Nirenberg-Sobolev, sabemos que H*(RY) c L? (R"). Logo,

sze|u|2*=/ ‘UKQ
N—2 RN 2

2%

< 0.
RN

13



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Portanto, u e LZ* (KNH/(N—Q)) .

ii) Sejam N = 2 e u € H'(Kj,). Entao, como H'(RY) estd imerso continuamente em
LY(RY), para todo ¢ > 2, temos

1 1
q q q
</ |u]qqudx> :(/ (yuu@) d:c) = ko || agny < ClluKo | ),
RN 2 RN 2 2 2

onde C' é uma constante positiva e temos o que queremos.

ii) Se N = 1eu € H'(Ky) entdao uKyn € H'(RY). Pela desigualdade de Morrey
(Teorema A.8), temos H'(RY) c C%V/2(R") donde uKy), € COV/2(RY). ]

O fato de 6 € C*(RY,R,) e satisfazer (1.1) é crucial para obtermos estes resultados
de imersao. Mais adiante, fazendo uso do proximo lema, mostraremos que se 6(z) = |z,
entdao a imersao H'(Ky) C L?(Ky) nao ¢ compacta.

Lema 1.11 Sejam Q := B{ em RY, G(x) := e®l|z|'N e definamos os espacos

L2,,(90,G) = {u € L*(Q); u € esfericamente simétrica e / |u|?G(x)dz < —I—oo}
Q
Hjoa(Q,G) = {u € L2,4(Q,G)n H&(Q);/ Vu]*G(z)dz < oo} ,
Q

com as sequintes normas

il o0 = ([ 10PG@ar) " eluly oo = ([ WG+ [ [waewr)
(Q,G) c L% ,(,G) ndo é compacta.

respectivamente. Entdo, a imersio H; tad

;rad

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que a imersao H&md(Q,G) c L?,(9G)
seja compacta. Definamos o niamero

m = inf {/Q \Vul?G(z)dz; u € Hy,uq(QG) e /Q|u|2G(x)dx = 1}
Dessa forma, existe (un) C Hy,,4(Q2, G) tal que
/Q|Vun|2G(:c)d:c —m e /Q\un|2G(:c)d:z: =1, VneN.
Logo, (uy) ¢ limitada em Hj,,,(€, G) e portanto, a menos de subsequéncia, existe v €

Hj ,0a(, G) tal que u, — v em Hj,4(Q,G). Como a imersao Hy,,,(Q,G) C L?,,4,(Q,G)

rad
é compacta, u, — v em L2 ;(Q, G). Logo,

1:/Q|un|2G(:1:)dx—>/Q|v|2G(x)dx

14



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

donde temos que
/|v\2G(x)d:z; _
Q

L(Q.0) < hm mf ||t | 72

0,ra

Além disso,
[[0]] a2

0,ra

4(,G)
e, assim,

/ |Vv|*G(x)dz < lim inf/ Vu,|*G(x)dz = m.

Pela definicao de m, segue que

/ |Vu’G(z)dx = m,
0

isto é, o infimo, definido anteriormente, é atingido. Deste modo, pelo Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange (Teorema A.9), existe A € R tal que

J(0)u=AF'(v).u, Vue Hj,u.0G),
onde

/]Vw\ G(x)dzr e F(w /\w\ G(z)dz, we Hj,.,(2,G).

Agora, observemos que

J0)u = lim J(v+tu) — J(v)

t—0 t

iy ollV0 4 ) PG() — VPG ()]de

t—0 t

~ Jo G(@)t[2VoVu + t|Vul?|dx

t—0 t

= lim [ G(2)[2VoVu + t|Vu|?|dz

=0 Jq
= Q/QVUVUG(x)dx.
De maneira analoga, obtemos que
F'(v)u = 2/QUUG(x)dx

Logo,
/VvVuG(a:)da:: A/qu(x)dx
Q Q

isto é,

ov 8u
Z/ oz, &rz r)dr = )\/QUUG(ZL‘)d!L‘.
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Usando integragao por partes,
N
—Z/ g (@G) udx = )\/ vuG(z)dz
i— JoLi \Ti Q

—/ [AvG + VuVGludz = )\/ vuG(z)de, Y u € Hj .. G).
0 Q

donde

Dessa forma,
—AvG — VoVG = MG, (1.8)

Agora, fazendo
r=lzl e wv(x)=f(r)

temos ) ) )
z; rt — x:

. X
r= T = 5 e v = )+ )

Deste modo,
N-1
Vo= f(r)5 e Av= () + () ——.

Também temos que G(x) = e"r'~V. Logo,
VG =[N+ (1 —-N)yr "Dy
e voltando a (1.8), obtemos

_ f//(T’) + f/(T)NT_ 1} 67«7,1_N . @ [T_N + (1 _ N)T_(N—H)} e = /\f(T)@TT‘l_N

donde temos que

=f1(r) = f'(r) = Af(r).
Por outro lado, como v € Hg,,,(, G), tem-se que v(z) = 0, para todo x com |z| = 1.
Assim, f(1) =0 e desde que

/Q jo(2)[2C(a)dx = 1,

usando coordenadas polares, concluimos que
/ Oo /
1 S

wy /OO |f(r)|?e"dr = 1.

|f(T)|26TT1NdS> dr =1,

(zg,7)

isto é,

Resumindo, f deve satisfazer:
a) —f"(r) — f'(r) = M(r);

b) f(1) = 0;

c) wy [ |f(r)Perdr = 1.
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Do item a), obtemos a E.D.O. homogénea com coeficientes constantes

')+ f1(r) + Af(r) = 0.

Buscando uma solugao do tipo f(r) = e*", temos que f'(r) = ae® e f’(r) = a’e
Assim,
aQear +aear+)\ear — 0’

de onde devemos ter
o +a+\=0.

Se A = 1/4, entao o discriminante da equagao quadratica acima ¢ A = 0, e a solugao
geral é dada por
flr) = (C’lr + CQ)B_T/Q

onde C; e Cy sado constantes arbitrarias. Agora, desde que f(1) = 0, temos Cy = —C] e,
portanto, f(r) = C; (r — 1) e™"/2. Usando a condicdo c), devemos ter

1:wN/ \f(r)|26Tdr:wN/ (r—1)2|C’1|2d'r’:+oo,
1 1

o que é um absurdo. Logo, se A = 1/4 a imersao nao é compacta. Se A < 1/4, entao
A =1—4X> 0, e a solugao geral é dada por
F(r) = Cre™™ + Coe”

onde C} e Cy sdo constantes arbitrarias. Como f(1) = 0, temos Cy = —CheVi=4 ¢,

portanto,

ajtaz)r

f(T’) = Olealr . Clemeagr _ 01(1 . 6@)6(

Logo,
()2 = C? (1 _ e‘/1_4’\)2 p2ar+az)r

Usando a condigao c¢) segue que

1 = wN/ |f(r)|2erd7“
1
= wyC? (1 — €m>2/°° e(Zeat2az+1)r ).
1

= +OO,

o que é um absurdo. Logo, se A < 1/4, a imersao nao é compacta.
Resta-nos analisar o ultimo caso. Se A > 1/4 entdo A =1 —4X < 0, e a solugao ¢ dada

da por
\/4)\—1r) —r (\/4)\—17“)
— |+ Coezsen | ——— | .

f(r) = Cie™ cos ( 5 5

Como f(1) =0, devemos ter

VAl —1
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Entao,
VAA —1 = VAN — 1r —r VAN — 1r
f(’r) = _C2tg T € 2 Ccos T + 026 2 sen T .

Novamente, pela condigao c), obtemos a seguinte contradi¢ao

1:wN/ |f(r)]Pe"dr = oo.
1

Assim, se A > 1/4, a imersdo ndo é compacta. Portanto, a imersao Hj,,,(2,G) —

L2 ,(Q,G) nao é compacta. ]

Teorema 1.12 A imersao H'(Ky) — L*(Kjp) ndo é compacta quando 0(z) = |z|.

Demonstragao: Suponha por absurdo, que a imersao H'(Ky) < L*(Kj) seja compacta.
Agora, considere (u,,) uma sequéncia em H} () tal que

/|Vun|G Ydz — X e /|un\G r=1 VneN,
em que {2, \ e GG sao definidos como no lema anterior. Defina

vn() = |m|%un, se x € €}
S 0, sex &Q.

Afirmamos que v, € H'(Kjy). De fato,
/ |’Un|2€|$|d{17 = / |un|2|x|1_Ne|$|d:17 =1
RN Q

=N T, (2)2 + Vua(z)|z] 2 sex € Q
= 2 n n )
Von(@) { 0; sex &,

e desde que

temos

1— N)?
/ |an|26|mdx:/u|x|_N M2 |z |?e |”|dx—|—/(1—N)]x|_NunVunxex|dx
RN o 4 0
+/ (Vo |?|z) Vel dz
Q
1—N)?
< u/ |un|2|a:|1_Ne|$|dx+/ 12N || | Vi, e da
4 Q Q
+/ Vo, ||z N el*lda
Q
1— N)?
_(=N) /|un|2|x|1_Nex|dx
4 Q
+/(|x\12N]un|ex|)(]a:|l2N\Vun]em|)dx+/ Vi, |? ||V el da
Q Q
1 — N)2
:u/|un|2|x|l—f\fexldx
4 Q
1
+ = /|un|2|x|1_Ne$|d:v+/|Vun|2|x|1_Ne‘”|dx
2 \Ja Q

+/ V22|~ Nekldz < oo,
Q
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

o que mostra que v, € H'(Ky). Além disso, (v,) é limitada em H'(Kj). Portanto, existe
v € H'(Ky) tal que, a menos de subsequéncia, v, — v em H'(Kj). Como a imersdo
H'(Kj) = L*(Ky) é compacta,

v, — v em L*(Kp).
Logo,
/ lvn, — v|?el®ldz — 0.
Q

Agora, definindo u(x) := v(z)|z|N~Y/?) temos

/]u|2]x\1_Nex|dx = / lv|?ellda < oo.
Q Q

Logo, u € L2 ,(9,G). Assim,

rad

/ v, — v]2el®ldz — 0
Q

donde
/ |y, — ul?|z|*Nelldz — 0,
Q
mostrando que u, — u em L2 ;(2,G), o que ¢ um absurdo, pois contradiz o fato da
imersao Hy,,4(Q,G) < L2,4(Q, G) nao ser compacta. Logo, a imersao H'(Ky) < L*(Ky)
nao é compacta, o que finaliza a prova. [

Observagao 1.13 A Proposicio 1.6 nos diz que se 0 € C*(RN R, e satisfaz a condigao
(1.1), entio a imersao H'(Ky) — L*(Kp) € compacta. Logo, 0(x) = |z| ndo pode
satisfazer uma dessas condigoes, pois, para 0(x) = |z|, concluimos que a imersao
H'(Ky) < L*(Ky) nao é compacta. De fato, note que

i

donde Nl )
vo= " e ap= kT oy
] ]
Logo,
1 1 1
A+ Z|AP=N—-1+-=N——
+ 2| | + 2 2
e, portanto,

1 1

|z|—o00

Proposigao 1.14 Seja a € R, a > —1. Entao, para toda f € C;(0,+00) tem-se

“+o0 . 4 0o / )
/0 |f(r)Predr < m/o £/ (r)[2rot2dr.
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Demonstragao: Observe, primeiramente, que

S0P == [ Gk =2 [ sty e

Assim, pelo Teorema de Fubini,

/0°° |[f(r))?rodr = —2 /000 /100 f )t f (tr)dtdr

= -2 /100 /Ooo f@r)r ' (tr)drdt.

Agora, fazendo a mudancga de variavel y = tr, obtemos

[ rwrear = <2 [T [T e ) g

~ 0 ,
— 9 /1 raro it /0 FWy™ ' (y)dy

- = [ e
Entao, o .
| e < 2 [l ol (19)

Além disso, note que |f(y)||y|2 € L*(0,+o0). De fato,

') R
/ @) Plylody Zt/!ﬂwﬂm%y(mmfecﬂ&+wﬁ
0 0

R
gnﬂ&/’w@
0

Ra+l

_ 2
— I

< 00

De maneira analoga, mostra-se que |f'(y)|y>*t € L2(0,+00). Usando a desigualdade de
Holder e (1.9), temos

/ FOPrdr < 2 / F@)ly 1 ()ldy
0 0

a+1
< 2 (/OO|f(y)|2y“dy)é (/OOIf’(y)Ian“dy>é
— a+1\UJy 0 ‘
Podemos supor que [;°|f(r)|*rdr > 0, pois no caso de [;°|f(r)]*r*dr = 0, a

desigualdade é trivialmente satisfeita. Logo,

[ uepea %
</;f(ﬁad>;<a+1(é U“”T+m>’
; r)roar
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

- a 4 * / a
|1 < s [T ireRe

finalizando a prova. ]

donde

Uma generalizacao da proposicao anterior para funcoes de RY em R ¢ obtida a seguir.
Esta informacao seré usada para mostrarmos um resultado de nao existéncia de solugao
no estudo do caso critico, que sera visto no Capitulo 4.

Corolario 1.15 (Desigualdade de Hardy) Seja a € R, a > —N. Entdo, para todo
u € CLRYN) tem-se

4 o0
2] </ —/ . 2t N+ gy gy,
[ u@Pade < [ o [ vute e iy

Demonstragao: Seja u € C}(RY). Definamos

f:(0,00) > R
ri f(r) = ulry) = u(z)

onde r = |z| e x = ry. Logo,

() = [(Vulry) »)* < [Vulry)Ply* = [Vu(ry) .

Realizando um procedimento analogo ao que foi feito para provar a Proposicao 1.14,
podemos obter

o0 4 o
2N+a—1d < / 2N+a+1d'
| rmpesear < s [ ipepeetan

Assim, pelo teorema de Fubini, concluimos que

[ @Platas = [ [ s iy
RN SN-1
_ /SN / (F)[2rN+e1drdy
/.. —(HN) s [Py

:/ y a—I—N / |(Vu(7"y).y)|2rN+“+1d7"dy

/ a+N / \Vu(z)[>rNtdrdy.
SN-1

Agora, veremos resultados de imersoes para o caso particular de 0. Este peso serd
considerado nos capitulos que se seguem.

IN

IN

Proposicao 1.16 Seja 0(z) = |z|?/4. Entdo, a imersio H'(K) < L* (K) é continua.
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1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

Demonstragao: Primeiramente, observe que § € C?(RY R, ) e

, 1 2\ o N 1|zl
lim (Ae(x)+§\v9($)\)— lim (2+2 1) =%

|x| =400 |z| =400

isto é, 6 satisfaz a condi¢ao (1.1). Além disso,

3
(/ |u|2*Kdm) = (/ |uK2i*
RN RN

e pela imersao continua H'(RY) — L* (RY), temos

(/ \u|2*Kda:>2 < </ |V(uKz>1*)2d:c)2
RN RN

e (/ |Vu|2K22*d:v+Cg/ |u|2K22*|:B|2dx)
RN RN

Como 2 < 2* temos que K& <K. Logo,

L 1
(/ \uz*de> <O (/ |Vu]2Kda:—i—C’2/ |uy2K\x|2da:> :
RN RN RN

Pelo Lema 1.5,

1
*

. 2
de) ,

1 2 2 1 2 1 |z 2
— lu|*K|z|“dr < = Jul*K | =+ — | dz < |Vu|*Kdzx.
16 RN 2 RN 2 8 RN
Assim,
L 1
(/ lu Z*Kd:c> < O (/ \VulKdx + 03/ \qude)
RN RN RN
%
= C, (/ |Vu|2KdJ:) ,
RN
ou seja,
Jull 2+ (50 < Callullmrxc)-
Isto conclui a prova. [

Dai, segue o seguinte resultado de imersao compacta:

Coroléario 1.17 Sejam 0(z) = |x|*/4. Entdo, a imersio H'(K) — Li(K) é compacta,
para todo 2 < q < 2%.

Demonstragao: Pela Proposi¢io 1.6, H'(K) < L?(K) compactamente e pela
proposigao anterior H'(K) < L* (K) continuamente. Assim, pela Desigualdade de
Interpolagao

||| ey < ||u||‘L‘2(K)HuH1Lgf(K) para toda u € H'(K),

onde 1/q = a/2 + (1 — a)/2*. Agora, seja (u,) C H'(K) tal que (u,) ¢ limitada em
H'(K). Entdo, a menos de subsequéncia, existe ug € H'(K) tal que u,, — uy em H'(K)

22



1.2. RESULTADOS DE IMERSOES E CONSEQUENCIAS

e pela Proposicao 1.6, u,, — ug em L?*(K). Por outro lado, pela proposi¢ao anterior (u,,)
¢ limitada em L% (K). Logo,

= ol agaey < Il — w0l L2y 1t — woll 127 1) = 0,

quando n — +oo. Portanto, H'(K) — L(K) compactamente para todo 2 < q < 2*, o
que conclui a prova. [
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Capitulo 2

Analise Espectral do Operador L

A partir deste capitulo, trabalharemos com o peso especifico K(z) = elel*/ 4 ou seja,
6(z) = |z|?/4. Como vimos anteriormente, 6 ¢ de classe de C? e satisfaz (1.1). Portanto,
todos os resultados de imersoes obtidos no Capitulo 1 sao validos para este peso.

2.1 O Operador L

Comecaremos esta se¢ao relembrando a seguinte definigao:

Definigao 2.1 Sejam E| F espagos de Banach e A : D(A) C E — F um operador linear
nao limitado. Dizemos que um operador A* : D(A*) C F* — E* € um operador adjunto
de A se satisfaz

(v, Au) po p = (A", U)oy VU € B, Yo € I,
Dizemos que o operador A € auto-adjunto se D(A) = D(A*) e A= A*.

Definamos, agora, o operador

Lu= —%V.(KVU)

cujo dominio ¢ D(L) := {u € L*(K);Lu € L*(K)}. Este operador possui algumas
propriedades, conforme proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.2 L é um operador linear, nao limitado e auto-adjunto.

Demonstracao: Se u,v € D(L) e A € R, entdo

1
L(u+ M) = —?V.[KV(U + Av)]
1 1
= —ZV.(KVu) = A V.(KVv)
= Lu+ \Lv.

Portanto, L ¢ linear. Seja u : R® — R dada por u(x) = 1/(K2(1+ |z|?)) e observe que

dz
2
u|*Kdx = —— < +00,
]R3| | /R3 (1 + |z[?)2
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2.1. O OPERADOR L

ou seja, u € L*(K). Porém, Lu ¢ L*(K). De fato,

\Lu|2 1 4 ‘l’|2 4 1 o 4|‘7"|2
I6K(1+ |=]?)2  32K(1+ |z[?)2  K(1+|z?)3 K(1+ |z[*)*
P N N LR
256K (1 + |z?)*  4K(1+ |2z)? K+ |z)*  K(1+ [z*)*
32|z |? 64|x|*

K+ 27> K1+ |2[*)*

Logo,
|z

Lul’Kdx = o ,
/RJ uf Kde C+/Rs 2561+ o2 °°

Portanto, L é nao limitado. Além disso, note que

Lu = —%V.(KVU)
1 0 1 0 ou ou
= <—Ea—xl7..., _E%) . <K8:E17”'7Kal’]v>
1 0 ou 1 0 ou
= Kom (Ka—xl)"“—ﬁa (Kﬂ)

= —Au-— % (xVu); Yu e D(L),

e, como 1/2+1/2 =1 temos que L*(K) ~ (L*(K))", portanto D(L*) C L*(K). Assim,
usando integracao por partes, temos

(u, L*U>L2(K) = <LU7U>L2(K)
= —/ V. (KVu)vdz
RN

= KVuVudzx

RN

= —/ uV. (KVv)dz
RN

_ /RN u (—%v. (KW)) Kdz, Yue D(L) e Vv e D(LY).

Logo,

1
L*v = —EV. (KVv).

Portanto, L = L* e D(L) = D(L"*) e, desta forma, L é um operador auto-adjunto, o que
finaliza a demonstracao desta proposicao.
[ ]
Na secao, a seguir, analisaremos um problema de autovalor para o oporador L.
Descreveremos seus autovalores, os autoespacos e a dimensao destes autoespacos.
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

2.2 Problemas Envolvendo o Operador L

Seja f € C(RY) N L?(K) e considere o seguinte problema:

Lu=f
{ w e LK), (2.1)

Definigao 2.3 Uma solugio cldssica de (2.1) é uma fungao v € C*(RY) N L3(K) que
satisfaz (2.1) pontualmente.

Sejam v uma solugio cléssica de (2.1) e p € C°(RY) qualquer. Assim, temos

/ (Lu)pKdz = feKdz,
RN RN
e pela definicao de L
—/ V.(KVu)pdr = foKdx.
RN RN
Usando integragao por partes, obtemos
/ VuVeKdr = foKdx.
RN RN

Desde que C5°(RY) é denso em H'(K), temos

VuVuKdr = fvKdr paratoda v € H'(K). (2.2)
RN RN
Desta forma, dizemos que u ¢ uma solugao fraca de (2.1) se u € H'(K) e satisfaz (2.2).
Observagao 2.4 E imediato verificar que se u € C?(RN) N L*(K) satisfaz (2.2), entdo
u € solugao classica de (2.1).

Proposigao 2.5 Toda solugao classica de (2.1) é uma solugao fraca de (2.1).

Demonstragao: Como ja vimos toda solugao cléassica de (2.1) satisfaz (2.2). Portanto,
resta-nos mostrar que v € H'(K). Usando integracao por partes e a desigualdade de
Holder, temos

/ |Vul?Kdr = VuVuKdx
RN

RN

= —/ uV.(KVu)dx
RN

= /RN —%V.(KVu)ude

_ /]R (L da

= fK2uK 2 dx
RN
3 3
< (/ |f]2de) </ \u]ﬁ(dac)
RN RN
< oQ.
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

No que segue mostraremos a existéncia e a unicidade de solucao fraca para o problema
(2.1).

Proposigao 2.6 Para cada f € L*(K), o problema (2.1) tem uma tinica solugio fraca.

Demonstragao: Para u,v € H'(K), defina

a(u,v) = VuVuKdr e o(u) = fuKdz.
RN RN
Vamos mostrar que a e ¢, definidas dessa forma, satisfazem as hipoteses do Teorema de
Lax-Milgram (Teorema A.14 do Apéndice A). a ¢é bilinear e simétrica, pois a é o produto
interno em H'(K). Mostremos entao que a é continua. Temos

la(u,v)] = VuVuKdx
RN
< / \Vu|K?|Vo|K?dz
RN
< </ \VUPKd:U) (/ |Vv|2Kd:c)
RN RN

= ||U||H1(K)||U||H1(K)-

Para que a satisfaca as condigoes do Teorema de Lax-Milgran, resta-nos mostrar que a
¢ coercivo, ou seja, existe a > 0 tal que |a(u,u)| > aHuH?{l(K), para todo u pertecente a

H'(K). Isto ¢ verdade, pois

la(u,u)] = VuVuKdx

RN

= / |Vul*Kdx
RN

= HUH%U(K)'

Observe que ¢ ¢é linear e continua. De fato,
o(u+ Av) :/ (fuK + AfoK)dx = fuKdz + X foKdx = p(u) + Ap(v),
RN RN RN

el < [ 1Al

< (/RN |f|2de)% (/RN |u|2Kd:c)é

= | fllzeco lJull a1y

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgran, existe uma tnica v € H'(K) tal que
a(u,v) = ¢(v)
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

para toda v € H'(K), isto ¢, existe uma tnica v € H'(K) tal que

VuVuKdx = fuKdx.

RN RN
para toda v € H'(K), o que finaliza a prova. [

De posse deste resultado, definamos operador
S:L*(K)— HYK) por S(f)=u,
onde u é a tnica solucao fraca de (2.1) para f € L?(K).

Proposicao 2.7 O operador S acima tem as sequintes propriedades:

1) S € linear e continuo;

2) Vendo S tomando valores em L?(K), podomos dizer que S é compacto (pois a imersao
HYK) — L*(K) ¢é compacta);

3) S ¢ simétrico em L*(K);

4) (S(f); ) r2x) > 0 para todo f € L*(K) — {0};

5) S admite uma sequéncia (u,,) de autovalores com p, — 0 e L*(K) possui uma base
ortonormal completa formada de autovetores;

6) Os autovalores p, sao positivos.

Observe que estas propriedades sao as mesmas do operador "inverso" de —A, sendo
suas demonstracoes analogas. Para uma melhor ilustra¢ao, demonstraremos a primeira.
As demais propriedades ficam a cargo do leitor.

Demonstragao: 1) Sejam f,g € L*(K) e A € R e observe que

V(S(f))Vdex:/ foKdx

RN RN

A V(S(g9))VvKdx = )\/ guKdx

RN RN
para toda v € H'(K). Assim,

/RN [VS(f) + AVS(g)|VoKdr = /

RN

(f + A\g)oKdz — /

RN

foKdzx + )\/ guKdx

RN
para toda v € H'(K), isto ¢,

S(f+Ag) = S(f) +AS(g).

Portanto, S ¢ linear. Além disso, usando a desigualdade de Holder, temos
IS = [ 1VS(OPKds

= VS(f).VS(f)Kdx

RN

= fS(f)Kdx

RN

< ([Lse) ([ swpras)

= A ll2aollSUH 20
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

Como a imersao H'(K) — L*(K) é continua, entdo ||S(f)|lr2x) < CIIS(f)|la k), de
onde obtemos que

ISy < Ol f |l 2y para f # 0.

Se f =0 a desigualdade anterior é claramente satisfeita e portanto S é continua. [ ]

Agora, considerando o problema de autovalor

Lu = \u
{ u€ L*(K),u#0, (2:3)
temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.8 Eziste uma base ortonormal {wy, }n,en de L*(K) e uma sequéncia (\,)
de nimeros positivos tal que 0 < A\ < Ay < ... < A\, < ... e A\, = o0 satisfazendo

Lw,, = \w,
wy, # 0.

Além disso, w, € C®(RY) para todo n.

(2.4)

Demonstragao: Observe primeiramente que u satisfaz (2.3) com A # 0 se, e somente
se, S(u) = (1/A)u, o que nos diz que p = 1/X ¢é autovalor de S. Pela propriedade 5) do
operador S, existe uma sequéncia (u,) decrescente de autovalores de S tal que u,, — 0.

Logo, (\,) é crescente e

1
A, = — — 00.
in

Mostremos agora que A; > 0. Para isto, note que

(Lu, un) po gy = (M, ) o) = A1/ | [* K dz.
RN

Por outro lado,

(Lut,wi)pogy = — V.(KVu)uidz
RN

= KVu;Vuidx

RN

= / |Vu, > Kdz.
RN

Logo,

/ |Vu, > Kdx
RN

/ luy | K da
RN

Pela Desigualdade de Poincaré (Corolario 1.7), existe a > 0 tal que

/ |Vu, > Kdx
0<a S RY = )\1.

/ luy | K da
RN
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

Além disso, existe uma base ortonormal de L*(K) formada por autovetores de S, isto &,
S(wy,) = ppw, Vn € N.

Logo,
Lw, = \,w, VYn é€N.

O fato de w, € C*(R"), segue usando o conhecimento que K € C*(RY), a estrutura do
operador L e usando recursivamente resultados de regularidade eliptica. [

Observagao 2.9 Se u € L*(K), entdo para todo m >0, |- |™u € L*(RY),

Demonstragao: Seja m > 0 e defina

FiRY SR

e ) =2

|2m

||
e 4
Agora, considere
g: Ry =R

2m

r—g(r)=—
e
e note que g(r) — 0, quando r — +oc0. Portanto, para ¢ > 0, existe R > 0 tal que se
r > R tem-se g(r) < . Deste modo, para |z| > R, tem-se f(z) < €, e isso nos diz que
f(z) — 0 quando |z| — +o0. Assim,

[ Jetru@pde = [ pPrlu@pPde s [ aPriuePds
RY [o|<R jo|>R
o[

< R2m/||<R\u(x)|2dx+€/ e 1 |u(z)Pdx

|z|>R
12
< Pﬁm/ |u(:c)]2d:z:+€/ ¢ u(2)Pda
RN RN

< +o0.
Portanto, | - ["u € L*(RY). u

O proximo teorema exibe os autovalores do problema (2.3), como também os
autoespacos associados a estes autovalores. Além disso, calculamos as dimensoes desses
autoespacos.

Teorema 2.10 Os autovalores de L sao os nimeros (A, )nen dados por
_ N+n-1
= 5 .
Para cada n € N, o autoespaco associado a N\, €
Nuc(L — \I) = Span{D?p; || =n — 1},
onde p(x) = e~l7’/4 3 e NV, 1Bl =B1+ ...+ By e DP = 3{31...8]5\,”. Além disso,

N+n—2
N -1 '

An

dimNuc(L — N\, 1) = (
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

Demonstragao: Estamos interessados em encontrar A € R tal que
Lu = A\u,
para alguma u € D(L), com u # 0. Isto é equivalente a dizer que

—Au — %x.Vu = \u, (2.5)

para alguma u € D(L), com u # 0. Aplicando a Transformada de Fourier na equagao
(2.5) e usando suas propriedades (veja Apéndice A), obtemos

—Au — §x.Vu = \u. (2.6)
Note também que

&ms):( %(&)) =3 T8O = )

J=1

onde i = —1 e estamos usando novamente as propriedades da Transformada de Fourier
que se encontram no Apéndice A. Além disso,

N /g A N N
1= Lo 0= 5 (e —w) @ = 0 -t
- Lj Lj — -
=1 7j=1 7j=1
em que o = (0,...,0,2,0,...,0) e 8; = (0,...,0,1,0,...,0), com 2 e 1 na j-ésima posicao
respectivamente, onde estamos usando a notagio (zi, ..., xy )@ V) = 28 2. Por
outro lado,

/ e~y (1) da — / e~y (x)dw
N N N
(2m)20;u(¢) = lim =& R

t—0 t

) —itr; __ 1
= lim e~ "y () (e—) dx.
t—0 RN t

Além disso, note que

) —itz; 1 ) 1
e~y (x) (6—> < e‘mgu(x)g € LY(RM),

t

donde, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

enoe) = [ e ula)(iny)ds

w2

= —i(zu)"(€)(2m)

Portanto, chegamos que

Au(€) = —[€Pu(e) e z.Vu(€) = —£.Va(E) — Nu(g).
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

Substituindo estes valores na equagao (2.6), obtemos
EV(E) = (20— N - 2J¢[2) (). 1)

Definindo
o(€) = ea(e)
temos que v € C*(RY), pois u € C*(RY) e

Vo(€) = 26 0(€) + e va ).
Logo,
EVU(E) = 2Pl TE) + e (. va(e))

= 20¢)0(€) + (2A — N —2[¢?) v(€)

= (A= N)v(E).

Entao, pelo Teorema de Euler para fungoes homogéneas (Teorema A.22 do Apéndice
A), temos que v é homogénea de grau 2\ — N. Desde que v € C°(RY), afirmamos
que 2\ — N é um numero inteiro e nao negativo. De fato, como consequéncia do
Teorema de Euler, temos que v(™ ¢é uma funcdo homogénea de grau 2\ — N — n, ou
seja, v (tz) = t* =N~ (z), para todo n € N. Vamos considerar duas situacoes:

Caso 1: 2\ — N < 0. Neste caso, seja z € RV arbitrario, porém fixo e defina

g: R+ — R
1
t—g(t) =v(te) = mv(x)

Logo, g nao é diferenciavel em t = 0 e, assim, v nao seria diferenciavel na origem, o que
¢ uma contradicao, pois v € C*°(RY). Portanto, este caso nao pode ocorrer.

Caso 2: 2\ — N > 0e 2\ — N ¢ Z. Pelo fato do conjunto dos nimeros inteiros ser
ilimitado superiormente, temos que existe n € Z, com n > 0, tal que 0 <2\ — N —n < 1.
Assim, para x € RY fixo, defina

hiR, - R

Fs h(t) = v(tz) = —

v V(2)-

Observe que h nao é diferenciavel em ¢ = 0 e, assim, v™ nao é diferenciavel na origem,
o que novamente ¢ uma contradi¢do, pois v € C*(R"). Portanto, este caso também nao
ocorre e nossa afirmagao esta provada.

Agora, seja n € N tal que 2\ — N = n. Assim, temos

v(tz) = t"v(z),
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2.2. PROBLEMAS ENVOLVENDO O OPERADOR L

e derivando com respeito a t, segue que v'(tx).z = nt" ‘v(z),..., v (tr).2" = nlv(z) e
™™ (tz).2™™ = 0, para todo m € N,

Em ¢t =0 tem-se

Dai, pelo formula de Taylor de v, devemos ter

(n)(()) n

v x

Vo) =

o que nos diz que v é um polinémio homogéneo de grau n = 2\ — N. Escrevendo

2\ = N =m — 1 temos que A = (N +m — 1)/2 e v(§) é um polindémio homogéneo de
grau m — 1, com m € N. Como v(§) = e's‘zﬂ(ﬁ), pelas propriedades da Transformada
de Fourier, tem-se que u(§) = e“5|2pm,1(§) e, portanto, aplicando a Transformada de
Fourier Inversa e usando novamente as propriedades, obtemos

u(r) = p1(D)e ",

onde p,,_1 ¢ um polinémio homogéneo de grau m — 1 composto com o operador derivagao
D. Se m = 1, obtemos que o primeiro autovalor e a primeira autofuncao do problema
(2.3) sao

N

A = 5} e pi(z) = e’lx‘Q,

respectivamente. Se m > 1, temos que
u(r) = pm-1(D)e” " = DPp, (x).

onde 3 é um multi-indice com |3] = m — 1 e D%y, () sdo as autofuncdes associadas ao
autovalor \,,. Deste modo, denotando

A, = Span{D"py; onde |3| =m — 1},

como sendo o autoestago gerado pelas autofungoes associadas ao autovalor \,,, temos que
a dimensao de A,, é justamente o namero de derivadas parciais distintas de ordem m — 1
que possui a funcdo (1, o que é equivalente a encontrar a quantidade de solucoes em NY

para a equagao
8m71
o+ ...tay=m-—1 — .
Pt ay <8xfl...8j‘\“,N)

Usando o Teorema de Cauchy-Schwarz do Célculo Classico, podemos desprezar a ordem,
isto é, s6 importa quantas vezes vamos derivar ¢; com relagao a cada uma das variaveis.
Portanto, usando argumentos de permutagao simples, concluimos que

dimA :(m—1+N—1)!: (m+ N —2)! _ [ m+N-=2
" (N=D!(m -1 (m—1YN —1)! N -1 ’
finalizando a demonstracao do teorema. ]
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Capitulo 3

Multiplicidade de Solucoes

3.1 O Problema Variacional

Neste capitulo, estamos interessados em encontrar solugoes nao-triviais para o
problema
1

—Au — E(a:Vu) + [uP7ru = A (3.1)

ue HY(K)
emque A > \;, comi € Njel < p < 2*—1. Para este fim, usaremos métodos variacionais.
Com este proposito, precisamos encontrar o funcional energia associado ao problema (3.1),
e ¢ isto que nos é fornecido no proximo resultado.

Proposicao 3.1 O funcional energia associado & (3.1) € dado por

1 1 A
B() = /RN VulKdo + /RN up ™ K~ /RN WPKdr,  (3.2)

onde u € H(K).

Demonstragao: Sejam u € H!(K) uma solugao classica de (3.1) e p € C5(RYN).
Multiplicando (3.1) por 9K e integrando em RY temos
1
- NupKdr — —/ (:c.Vu)@Kd:U—l—/ |u|p1u<pKda::)\/ upKdx.
RN 2 Jrn RN RN

Logo, usando integragao por partes,
/ VuVoKdr + / lulPrup K dr = )\/ upKdz.
RN RN RN
Usando a densidade de C§°(RY) em H'(K), segue que

VuVuoKdx + /

RN

lulPruv K dr = )\/ wKdz,

RN RN

para toda v € H'(K), ou seja, u ¢ uma solugao fraca do problema (3.1). Parau € H'(K),
calculemos a derivada de Gateaux do funcional E dado acima. Se ¢ € H*(K), temos

t—0 t

1
— T — p+1 _ |, |pH+1
. VuVpKdr + 1111(1) ( )i /RN (|u + ty |ul ) dx )\/]RN upKdz.
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3.1. O PROBLEMA VARIACIONAL

Agora, considere
v:R—-R
s 1(s) = [s|PH.
Temos que
s
Ui(s)=(p+ 1)|8|pm~

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, para |t| < 1, existe v entre u e u + tp tal que
lu+tp) = P(u) = ¢ (v)(u+ to — u) = ¢¥'(v)te.
Desta forma, observa-se que

v

1
tolPt — JuPt) de = 1 —/ D[P —teKd
L Gt —pupttyae = tim—e [ Dl

lim
t—0 (p + 1)t

= lim [P v K dx

t—0 RN

observando que lirrév = u e usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
t—

tem-se

i p+l _ |, |p+1 — p—1
1133 TESID /RN (Ju+ tol lu[P*) da /RN [ulP" up Kdx.

Portanto,

E'(u)p = / Vchpde—l—/ |u]p_1ug0de—)\/ upKdz,
RN RN RN

0 que mostra que os pontos criticos de F sdo exatamente as solugoes fracas de (3.1).
Assim, E é o funcional energia associado ao problema (3.1). [ ]

O funcional E claramente estd bem definido em H'(K) e além disso, devido as duas
proximas proposigoes vistas mais abaixo, também obtemos que E é um funcional de classe

C'em H'(K).
Proposicao 3.2 Seja 2 < p < 2*. Entao, o funcional
v:HY(K)—R
ur— P(u) = / |ulP Kdx
RN

¢ de classe C'(H'(K),R) e sua derivada é dada por

' (u).v :p/ lulP?uv K dz,
RN
para todo v € H'(K).

Demonstragao: Defina g : R — R por g(s) = |s|? e observe que ¢'(s) = p|s[P~2s. Entao,
pelo teorema do valor médio, dados ¢t € (0,1) e a,b € R, existe ¢ € (a,a + tb) tal que

gla+tb) — g(a) = g'(c)tb.
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3.1. O PROBLEMA VARIACIONAL

Como ¢ € (a,a + tb), temos que ¢ = a + tab, para algum « € (0,1). Logo,
gla+1tb) — g(a) = ¢'(a + tab)tb

e, assim,
g(a+1tb) —g(a)
t
Agora, sejam u,v € H'(K) e fixe x € RY. Da equagao anterior, temos

lg(u(z) + tv(z)) — g(u(x))]
t

= pla + tabP~*(a + tab)b.

= plu(z) + tav ()" o(z)]
< pllu@)] +[o@)))P " |v(z)].

Com isto, afirmamos que p(|u|+|v|)P~tv| € L'(K). De fato, pela Desigualdade de Holder,

[ o) + o) i 5

<o ([ ot ez wa) " ([ o)

—1
= P [lul + [0l ) N0 oy < Fo00,

pois u e v pertencem a H'(K) que esta imerso continuamente em L?(K), para 2 < ¢ < 2*.
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

o [ 9@ + (@) — g(u(@)
t—0 RN t

Kdr = p/RN Ju(z) [P~ u(z)v(z) Kd.

Assim,
P'(u)w = p/ lu|P2uv K dz,
RN

para todo v € H'(K). Além disso, ¢'(u) ¢ um funcional linear continuo para cada
u € H'(K). A linearidade ¢ imediata e, para v € H'(K), segue que

[0 (w).v] < pllullf, (e 1ol orey < Cullvlln s

o que implica na continuidade de v'(u). Agora, mostremos que ¢’ : HY(K) — (H'(K))’
é continua. Seja u, — ug em H'(K). Como H'(K) — LP(K) continuamente, para
2 <p < 2* temos que u, — ug em LP(K), para 2 < p < 2*. Desta forma, definamos

Flu) = [uf’~?u

e vejamos que f(un) — f(ug) em L1 (K). Primeiramente observe que f(un) — f(uo)
em L7 1(K) se, e somente se, f(un)sz'%1 — f(uo)sz%1 em L7 1 (RY). Como u, — ug
em LP(K), entdo uK? — upK? em LP(RY). Logo, pelo Teorema 1.14, a menos de
subsequéncia,
unK% — uOK% q.t.p. em RY
e existe g € LP(RY) tal que
|unK%| < g
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3.1. O PROBLEMA VARIACIONAL

Assim,
p—1 p—1
flu)K 7 — f(ug)K » qt.p. em RY

mek%ﬁj:wﬁﬁwgfeLWW)

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

fim [ f) K = [ i P K = [ JelK = [ ).
R RN RN

n—+400 RN N n—-+o00

Desta forma, como dissemos f(u,) — f(uo) em L7-1(K). Usando a desigualdade de
Holder

|9 (un)-v — ¢ (uo) v| = p

[ [ = sl

IN

p [ 1) = )l ol s

p—1

([, 100 = St ko) el

PO £ () = £ (o) 1y 101l 212
PO f () = £ (u0) 5o,

IN

VANRVAN

se ||[v]| k) £ 1. Como f(u,) — f(ug) em L71(K) temos

10" (un) = ¢'(uo)l = sup |9 (un)v — 9" (uo)v]

”v”Hl(K)Sl
< pC||f (un) = f(uo)llfoix) = 0,
o que mostra que ¥'(u,) — '(up), ou seja, que ¢’ é continua. Portanto, ¢ €

C'HYK),R) e ¢/'(u)v = p/ lu|P~*uv K dz, o que finaliza a prova. ]
RN

Proposicao 3.3 O funcional
p: H(K) —R
u— p(u) = / |Vul*Kdx
RN
¢ de classe C'(H'(K),R) e sua derivada é dada por
Pwov=2 [ VuVuKdr
RN

para todo v € H'(K).
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Demonstragao: Dado v € H'(K), temos

Vu + tVu|?Kdr — / \Vul|? Kdx

tv) — / |

§0/<U>U — lim SD(U + 'U) SO(U) — lim RN RN
t—0 t t—0 t

= lim?2 Vqude—i—t/ IVv|? Kdx

t—0 RN RN

= 2 VuVuKdz.
RN
A prova de que ¢'(u) é um funcional linear continuo para cada u € H'(K) ¢ imediata.
Mostremos que ¢’ : HY(K) — (H*(K))" é continua. Para isto, seja u,, — ug em H'(K).
Entao,

¢ (un)v — ¢ (wo)v| = 2

/ (Vu, — Vug)VoKdx
RN

IN

2/ |V, — Vug||Vv|Kdz
RN

< 2ljun — uol| g (k)
se ||v]| g k) < 1. Logo,
1@ (un) = @' (wo)l = sup [ (un)v — &' (uo)v]
ol 1 gy <1
< 2wy — uo|| g1y = 0,
o que mostra que ¢'(u,) — ¢'(up), isto é, ¢’ é continua, e isto finaliza a prova. |

O resultado, a seguir, mostra que o funcional E satisfaz a condicao de compacidade
de Palais-Smale.

Proposicao 3.4 O funcional E satisfaz a condi¢io de Palais-Smale, ou seja, dada
(u,) € HYK) tal que E(u,) — C e E'(u,) — 0, entdo, a menos de subsequéncia,
(un) converge em H'(K).

Prova: Relembremos que, pelo Corolario 1.8, temos que para todo e > 0 e ¢ > 2, existem
C >0e R >0 tais que

)\/ 2K dz < g/ CuPKdr + Clull,.
RN RN

Como
1

1 A
E(u) = —/ Vul*Kdz + —/ lu[PT Kdx — —/ lu|?Kdx,
2 RN p + 1 RN 2 RN

paraec =1/2e q=p—+ 1, temos

2
1 1 C PiT
E(u) > Z/ \VulKdx + —1/ lu[PT Kdx — 3 (/ \u|p+1>
RN p+1 JrN Br
1 1 C P
> —/ \Vul?Kdx + —/ lu|PT Kdr — — / |u|PT K dx
4 RN p+1 RN 2 RN
1 1 C
= Sl + g = Sl (3.3
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3.1. O PROBLEMA VARIACIONAL

para toda u € H'(K). Agora, defina
g:10,+0) - R

t—g(t) = P — —¢2,

p+1 2

Claramente g ¢ diferenciével e
gty =t —Ct=t(t"""' - ).

Desde que p > 1, temos que ¢'(t) = 0 se, e somente se, t = 0 ou t = tg = C’P%l, isto é,
t =0et =ty sao os Unicos pontos criticos de g. Note também que

gt =ptr ' —-C, ¢'0)=-C<0 e ¢'(t,) =pC—C>0.

Ou seja, tp ¢ um ponto de minimo local de g e como lim; ,,,, = +00, temos que ¢y é
ponto de minimo absoluto de g. Logo, sendo ¢(tg) = C, temos que g(t) > C, entao

C
1
mll 1z ey = el ey = Cr

Logo, de (3.1), temos que
1
E(u) > Zllullip ) + O, (3.4)
paratodou € H'(K). Sendo assim, seja (u,) € H'(K) tal que E(u,) — Cye E'(u,) — 0.
Afirmamos que (u,,) é limitada em H'(K). De fato, como F(u,) — Cy, existe ng € N tal

que
|E(u,)] <14 Cy, para todo n > ny.

Logo, de (3.1), temos que
7 (i) < 4max {1+ Cy, E(uy) — Ch, ..., E(ug,) — C1},

para todo n € N. Logo, (u,) ¢ limitada em H'(K). Portanto, existe uma subsequéncia
(un,) de (uy) tal que u,, — u em H'(K). Usando novamente o fato de H'(K) est4 imerso
compactamente em LI(K’) para todo 2 < ¢ < 2%, temos que u,; — u em LI(K), para
todo 2 < ¢ < 2*. Além disso, observe que

pt1
|, [P 5 Kdo = |y, [P K do — |ulPT Kdx = |ulP™ | de
J J J
RN RN RN RN

ou seja, |un, [P up, — [ulP"lu em LPTTl(K). Por outro lado, pelo fato de E'(u,,;) — 0,
temos que

E'(uy,)v =0, Yve H(K).
Assim,

1 1 A
— Vu, VoKdx + —/ |un.\p_1un.dex — —/ Uy, VK dx — 0,
2 RN J p"‘ 1 RN 7 7 2 RN J

para todo v € H'(K). Logo, como u,, — u em H'(K), u,, = v em LP*1(K) e u,, — u
em L*(K), temos que
1

1 A
= VuVuKdr + — lulPtuv K dx — —/ uwwKdr =0,
2 RN P —+ ]. RN 2 RN
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para todo v € H'(K). Portanto,
E'(u)v =0, Yve H(K).
Dessa forma,
[E' (tn;) — E'(W)] (un; — 1) = E'(un,).(un; — 1) — E'(w).(un, —u) = 0
Logo,
%/ IV (tn, — w)|?Kdx + L/ (Jton, [P~ i, — uP~ ) (up, — u)Kda
RN p+1 /gy

A

(3.5)
- —/ U, — ul?Kdx — 0
RN

2
pt1

Usando a desigualdade de Holder e as convergéncias |un, [P~ u,, = [ufP™'u em L' (K) e
Uun, — u em L*(K), obtemos

/ (Jton, [P~ g, — [ulP~ ) (wn, — u) Kdz — 0 e / |, — ul*Kdz — 0
RN

RN
Com isso, voltando a (3.5) temos

1
—/ IV, — Vul>?Kdz — 0
2 RN J

Portanto, u,, — u em H 1(K) e, assim, concluimos que F satisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale.
[ ]
Até este momento, estamos enunciando e demonstrando resultados que nos ajudarao
a mostrar a existéncia de solugoes para o problema (3.1). Dando continuidade, abaixo
segue mais um desses resultados.

Lema 3.5 Para cadai € N e A > )\, definamos C; := jrelli max E(u), onde
O { A C HY(K)—{0}; eziste h: ™' — H'(K) — {0} satisfazendo, }

N h € impar, continua e h(S"™1) = A

e S € a esfera unitdria i-dimensional. Seja d,()\) = Zdz’mN(L — M\;I). Entao, para

j=1
todo i € [1,d,(N\)] NN tem-se que C; € R e C; < 0.
Demonstracao: Como vimos na tltima proposi¢ao
1 1 =
BEw) > -/ IVl Kdz + —/ Pt K de — C / P K de
4 RN P + 1 RN RN

1 1
mHUHIL)Ll(K) - OHUH%PH(K)'

v
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Para o nosso proposito precisamos mostrar que existe ¢ > 0 tal que E(u) > —¢. Com este
intuito, defina
g:]0,+00) — R

t—g(t) = tt — 2.

p+1

Pelo fato de p > 1 temos que tliin g(t) = +o0. Note que t; =0 ety = (C’)p%l sao as duas
—400

tnicas raizes de ¢ e finalmente por ¢'(t) = (p + 1)t? — 2Ct, temos também que t; = 0 e
ts = (2C/(p+ 1))17%1 sao os tnicos pontos criticos de g e observando que ¢'(t) < 0 para
0<t<tsed(t) >0 parat > t; segue que t3 ¢ o tinico ponto de minimo absoluto de g.
Além disso,

p+1 2

20\ F 20 \ 71
) = (=) —co(=2
g(ta) (p+1> <p+1)

G
- \p+1 p+1

- _ES O)

pois p > 1. Deste modo, para todo m € [1,d;(\)] NN, C,, > —¢. Desde que
i € [1,d;(M)] NN, se A € Ty, entao A = h(S"!) é compacto e E atinge maximo C
em A. Portanto,

—¢ < (; = inf max F(u) < C < 400,
AGFZ' u€EA

o que nos diz que C; € R. Resta-nos mostrar que C; < 0. Para isso, considere ¢;
uma autofuncdo normalizada associada ao autovalor \; tal que [pn |p;?Kdr = 1 e
fRN wipide =0se j#1lel <yl <n. Considere também o conjunto

A= {Zé’jcpj; 29]2 = 1} :
j=1 j=1

Em seguida, definamos

f:87— HYK) - {0}

%

r=(x1,....,75) = f(z) = ijgoj.
j=1

Observa-se facilmente que f estd bem definida e é continua. Além disso, verifiquemos que
f & injetiva, fmpar e f(S"!) = A.

Sejam x,y € ST tais que f(z) = f(y), entdo Z(IJ —y;)p; = 0, integrando
j=1

)

/RN [Z(x] - yj)%}dx -0

J=1
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3.1. O PROBLEMA VARIACIONAL

e, assim, como {(py, ..., ;} ¢ um conjunto linearmente independente em L?(K) temos que
x; = y;, para todo j = 1,...,7. Consequentemente, x = y e, assim, concluimos que f ¢
injetiva. Também observe que

fl=2) = (—z;)¢; = — Z%‘%’ = —f(z),

Jj=1

isto ¢, f ¢ uma funcao impar. Resta-nos mostrar que f(S" ') = A. Se y € f(S*1), entao
existe z € S"7! tal que f(z) = f(y), ou seja,

Zx? =1, e ijapj =y.
Jj=1 j=1

Assim, por defini¢do de A tem-se que y € A. Por outro lado, se z € A entao

z = i@ﬂ)j, comi@? =1,
=1 j=1

donde 6 = (04, ...,0;) € S ! e, assim, z = f(6), concluindo que z € f(S*!). Finalmente,
depois de todas estas conclusoes sobre f, chegamos que A € I';. Analogamente também

temos que ' '
:{EZQJQO], Z@?zl}éfl, Ve>D0.
j=1 j=1

Dessa forma, se ¢ € €A, ou seja, existe = (01, ...,0;) € S™! tal que p = ¢ Z 0;p;, entao

j=1
g2 d 2 Ae?
E(@)ZE/RN‘ZQJ-V%- de—— ‘29]% Kdx
gptl1 p+1
v \Zej% Kdz

£ 2 2 Ae? i 2 2
< 5/RNZQJ,|V%| de—T/RN;e)j%de

p+1/ ‘ZQJ‘PJ

p+1

Kdzx

Por outro lado, desde que ¢; € Nuc(L — A\;I) temos

Vgijdex:)\/ poKdz, Y ve H(K).

RN RN
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Tomando v = ¢; segue que

/ \V(pj|2de:)\j/ i Kdx = \;.
RN RN

Por outro lado, se tomarmos v = ¢;, com [ # j, temos
/ VoV Kdx = )\j/ ;i dxr = 0.
RN RN

Desta forma, como a imersao H'(K) — LP*(K) é compacta, 0;p; € H'(K) e desde que
Aj < A; tem-se

2 i 22 i eptl i 1
j=1 j=1 p RN T
< 3 ()x - ) 8p+1 Z/ 10,07 Kdx
2
< Si= N +e00),
onde
) > 0.0, Kd .
O(Z)_p+1j1 N|390J| r>0

Relembrando que A\ > )\; e tomando

0<e< ((p+212j(();)_ )\i))?’ll

vé-se facilmente que
2

max F(p) < %()\Z — A +ePMC6E) <0

peeA

De onde concluimos que

C; = inf max F(u) < max F(p) < 0.

Bel'; ueB pEeA

3.2 Multiplicidade de Solucoes para o Problema
Variacional

Com os resultados obtidos na segao anterior, estamos em condi¢oes de demonstrar um
resultado de multiplicidade de solugoes.

Teorema 3.6 Sejam A\ > N\, 1 <p < (N +2)/(N—2) ed;(\) = ZdimNuc(L -\ I).
j=1
Entao, existem, ao menos, 2d;(\) solug¢oes nao triviais para o problema (3.1).
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Demonstragao: Sejam u € H'(K) e C; e I'; como no lema anterior. Sabemos que
E € CYH'(K),R) ¢ um funcional par que satisfaz a condi¢do de Palais-Smale com
E(u) > —¢, para todo u € H'(K). Além disso, como vimos no lema anterior existe
A €Ty, tal que A é homeomorfo a S4N=1 por uma funcdo h impar e

sup B(u) < E(0) = 0,

u€A

temos, pelo Teorema A.18 do Apéndice A, que F possui ao menos d(A) pares distintos
de pontos criticos, consequentemente (3.1) possui ao menos 2d(\) solugoes distintas nao
triviais. [

Observagao 3.7 Sejamp > 1, A€ R e f € L*(K). Quanto a eristéncia de solugio do
problema

x.Vu 1 B
{ —Au — 5 + ulPtu — Au = f (3.6)

we HY(K) N LK)

temos:

Como fizemos para o problema (3.1), o funcional associado a (3.6) ¢ dado por:

1 1
F(u) = 5/ \Vul?Kdx + ?/ lu|P K dx — %/ lu|? K dz —/ fuKdx.
RN P RN RN RN

Usando o Corolario 1.8, a desigualdade de Holder e a imersao de H'(K) em L*(K),
verifica-se que

1 1 1
F(u) > —/ \Vul?Kdx + —/ lu|PT Kdw — —/ \Vul*Kdx
2 RN 4 RN

— % </ |u|p+1dm) / fuKdx
Br

1

1
> —IIU||%1 ey = el T ey — |IUI|Lp+1 =l fllz2cro llwll 22 e
p+1
p+1 Cl 2 C
= gl __HUHLPH(K) ZHUHHl(K)_ 2\l wll ) -

onde (' e (5 sao constantes positivas. Definindo

g:]0,400) x [0,400) — R
(t,s) —g(t,s) = p}rltp*l G2 4 152 — Oys,

1
vé-se claramente que g é diferenciavel e ¢ = (C7™",2C3) é o unico ponto de minimo de g.
Além disso,
lim g¢(t,s) = lim g¢(f,s) = lim t,s) =+

s—1+oog( ) t—o0 9(t. ) |(t,s)|%+oog< ,8) = Foo,
o que nos diz que g é limitada inferiormente. Consequentemente, observa-se a seguinte
condi¢ao no infinito sobre F'

lim F(u) = +oo,

||| —+o00
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onde [jul| = |jullmi(x) + ||ullzr+1k). Além de obtermos também que F' ¢é limitada
inferiormente. Sendo assim, existe (u,) C H'(K) N LPT(K) tal que

F(u,) — inf F(v).
veEH(K)NLPH1(K)

Observe que (u,) ¢ limitada em H'(K) N LPT(K), pois se ||u,|| — +oo teriamos que
F(u,) — 400, 0 que ndo pode acontecer pois F'(u,) é convergente. Deste modo, a menos
de subsequéncia, u, — uw em H'(K)N LPY(K). Em particular, u, — u em H'(K).
Novamente usando a imersao compacta de H'(K) em L?(K), temos que u, — u em
L*(K), ou seja,

/ lu, |* Kdx — / |u, |* K dx e/ fu, Kdx — fuKdzx.
RN RN RN RN
Além disso, defina
h: H(K)NnLPTH(K) — R
1 1
v h(v) = —/ VoK dx + —/ lv[PT K da
2 RN p + ]. RN

e note que, devido a norma ser fracamente semicontinua inferiormente, h é fracamente
semicontinua inferiormente em H'(K) N LPT(K). Com isto, temos

1 1
inf F(v) < F(u) = —/ |Vu|* Kdx + —/ |ulP K dx
RN P +1 RN

veH(K)NLP+1(K) 2

A
- —/ lu|* Kdx — fuKdx
2 RN RN

A
< liminf g(u,) — lim (—/ \un\dex—i—/ fuanx>
2 RN RN

n—-+00 n—-+0o00
= Jim_ F(un)
= inf F(v)

veH(K)NLPH1(K)

Logo, infyemi(xynrri(iy F(v) = F(u), o que nos diz que u é um ponto critico de F e,
portanto, uma solugao fraca de (3.6).

Observe que para o estudo deste problema nao foi necessario impormos limitagoes em
p>1enemem A € R. Mas, € bom notar que nao conseguimos multiplicidade de solucao
para (3.6).

Voltando ao estudo do problema (3.1), a seguir, veremos um resultado que garante,
sob certas condigoes, que se u satisfaz (3.1) entao u € C*(RY), ou seja, u ¢ uma solucio
classica.

Teorema 3.8 Sejam 1 < p < (N +2)/(N —2) e A > N/2. Seu € H'(K) satisfaz o
problema (5.1), entdo u € C*(RY) e existem constantes C >0 e 3 > 0 tais que

lu(z)] < Ce PlP ¢

|Du(x)| < Ce Pl
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~ . 2
Demonstracao: Seja w = el*I"/8y e observe que

I e _l=?
Vu=—-e"5 zw+e s Vw e
Au = T6¢ 52w — Ze%w -3¢ S Vw+ e 5 Aw.
Como —Au — (1/2)(x.Vu) + |[u[P" u = Au, temos
N 2 —(p=1)|z|?
Cnw (N B e ) (3.7)
4 16
Definindo N f?
NV | E o
V(z): 1 A+ 16 +e ® |w|P,
entao, de (3.7), temos que
—Aw = -V (z)w.

Agora, seja £ um dominio limitado em RY e defina

g:OIxR—R
(z,w) = g(z, w) = =V(2z)w(z)

g claramente é Carathéodory e

l9(z, w)| = [V (@)[[w] < [V(@)[[w] + [V (2)] = [V(2)|(1+ |w]).

Além disso,
0% N |.’E|2 —(p=Dlz|® |7t
v tde = [ [Xoa B e e e
Q Ql4 16
N 2 % 2 2
< 2p2_1 / __>\+|J}_| dx+2102—1/e_281 ]e%u(x) 2*dI
ol 4 16 Q

< oo,

pois, H*(K) esta imerso contiuamente em L* (RY), deste modo u restrito a Q pertence

a L¥(Q) e assim, |V (z)| € L%(Q) Observe também que N/2 < 2*/(p — 1) e dai
V| € LN/?(Q), para todo dominio limitado £ de RY. Portanto pelo teorema de Brézis-
Kato, w € L} (Q), para todo ¢ < co. Por outro lado, note que

loc

[1-vieuera - [
<o

< o0,

N 2 1) |a]2 q
Ny l2h et jw(a)|'dz

p—1
LA+ w()

1 —(p=Dqlz|?
dx + 2‘1/ e 5 |w(x)Pdx
Q

pois w € L*(2), para todo s < oo. Como

—Aw+w = -V (x)w+w € LI(Q),
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por Agmon-Douglas-Nirenberg, w € W?4(Q), para todo Q dominio limitado do RY
e portanto, w € VVli’cq(RN ). Tomando ¢ > N/2, pois nessas condigbes temos que,

W24(Q) C C%(Q), e assim w € C2*(RYN), com 0 < a < 1. Além disso, pelo fato
de el=(r=DIEP/8 ¢ C0x(Q) tem-se que V € C%*(Q), logo (=Vw + w) € C%*(Q) e assim,
pelo Teorema de Schauder , w € C%%(Q), para todo dominio 2 do RY, o que nos diz que,
w € C*(RY). Portanto, u € C*(RY). Para mostrarmos o decaimento exponencial de u, ¢

suficiente mostrarmos que w € L®(RY). De fato, pois se w € L>(RY) temos

para todo z € RV. Logo,
2
lu(z)| < CePlel

onde C = ||lw|l ¢ B8 = 1/8. Portanto mostremos que w € L®(RY). Seja M =
I%%XR] |lw(x)], onde R = 44/\ — N/4 e defina
xTEe s

o(r) = (w(z) — M)", VaeRY.

¢ pertence a H'(RY), de fato, tomando v = 1/4 temos que v|Vl|> < A + $|VH|?, pelo
fato de v € H'(K) temos da afirmagao (1.10), que w = Kou € H'(RY). Assim,

[ erar = [ ) = ras
4/|II>R|w(x)|2dx

4[| o@pds

< 00,

IN

IN

pois H'(RY) c L*(RY). Logo, » € L*(RY). Agora, observando que

| Vw ; sew(x)>M
Vgo-{o ; sew(x) <M

temos

/ |V(r)|*dz §/ |Vw[*dr < co.
RN

RN
Portanto, ¢ € H'(R"Y). Dessa forma, multiplicando a equacao (3.7) por ¢ e integrando
sobre o RY temos

- [ Av@plads == [ Vil

Usando integragao por partes e fato de ¢ ser identicamente nula dentro da bola de centro
zero e raio R, temos

Vw(z)Ve(z)dr = —/ V(z)w(z)p(x)de. (3.8)

|z|>R lz|>R
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Também observa-se que
N |z
S NI o I
V(z) > 1 + 6> 0

para |z| > R. Sendo assim, suponha que exista ro € RY tal que p(xy) > 0, ou seja,
w(xg) > M, pelo fato de ¢ ser continua, existe r > 0 tal que p(z) > 0, para todo
x € B(xg,r), consequentemente w(x) > M > 0, para todo z € B(xg,r), claramente
B, (x9) C B%, ja que ¢ =0 em Bg. Voltando a equagcao (3.8) temos que

Vo(z)|?de = Vw(x)Vo(z)dr
/W' o) /M (@) V()

= —/ V(z)w(z)p(x)dx
|z|>R

VAN

— / V(x)w(z)p(x)dx
B(zo,r)

< 0.

O que ¢ um absurdo, pois |V (z)|? > 0. Logo, p(x) = 0, para todo € RY e, portanto,
w(z) < M para todo z € RY. Além disso, observe que se w satisfaz (3.7), —w também
satisfaz, assim definindo

P(x) = (—w(x) — M)", VoeeRY

e fazendo o mesmo procedimento que foi feito com ¢, obtemos que ¥ (x) = 0, para todo
r € RY deste modo, —w(x) < M, para todo # € RY. Portanto,|w(z)| < M, concluindo
que w € L>®(RY). Para terminarmos a demonstragio deste teorema resta-nos mostrar o
decaimento exponencial da derivada de u. para este fim observe que, como u satisfaz

1
—Au — §(xVu) + ulPtu = \u

derivando ambos os lados da equagao acima, podemos fazer isto porque ja vimos que
u € C*(RY), temos

1 1
—A(Vu) — éx.V(VU) + plufP ' Vu — §Vu = \Vu.

Sendo v = Vu temos ) )
—Av — §x.Vv + plufP~tv — 5V = v,

. ~ o|?
Agora, definindo w = e s v obtemos

N 1 |z
—Aw — =A==+ — uPt)w =0
N ( 4 SRISTORRIE )
Assim, como fizemos para mostrarmos o decaimento exponencial da u, basta mostrarmos
que w € L"O(RN ) e isto segue extamente como fizemos para mostrar que w € L‘X’(RN ).
Portanto, |Du| = |v] < Ce P,
[ ]
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3.3 Unicidade de Solucao Positiva para o Problema
Variacional

O Teorema 3.6 nos deu condigbes para garantirmos a existencia de solugao para
o problema (3.1), j4 o teorema (3.8) nos disse que sob certas condigoes essa solugao
¢ de classe C?(R") e além disso tem um decaimento exponencial. Contudo, o nosso
proximo teorema nos dara condigoes para mostrarmos, além da existéncia, a unicidade de
solugao positiva para o problema (3.1). Para demonstrarmos tal resultado precisaremos
do proximo lema

Lema 3.9 Sejam a,b >0 e p > 1. Entao,
(a+0b)P > a? + 1P,
Demonstracao: Observe, primeiramente, que

(a+b)P >al+b°

(1) - (3 120

f:00,40) — R
t— ft)=0+1)P—tr -1

se, e somente se,

Dessa forma, defina

e note que f(0) = 0. Além disso, f claramente é diferenciavel com
F'(#) = plt+ 177" —pt7

Comot+1>tep—1>0 temos que (t+ 1)? > ¢, dai concluimos que f'(t) > 0, para
todo t € [0,400), ou seja, f é crescente, por f(0) = 0 temos que f(t) > 0, para todo

t > 0. Portanto,
a P a\?Pp
Sa1) = (3) —120,
(5 b =

(a+0b)P > a? + 7.

donde temos que

Observacao 3.10 Podemos provar também que se a,b >0 e s < 1 entao,
(a+0b)° <a®+10°.

Teorema 3.11 Sejam 1 <p <1+ (2/N) e A > Ay = N/2. Entao, o problema (3.1) tem
uma unica solugao positiva.

Demonstracao: O Teorema 3.6, nessas condigoes, ja nos garantiu a existéncia de solugao
nao trivial e o teorema 3.8 nos disse que essa solugao é classica. Sendo assim observando
que E(u) — 400, quando |u| — 400, concluimos a existécia de ug € H'(K) tal que g
¢ um minimo absoluto do funcional E. Deste modo, ¢ facil ver que |ug| também é um
minimo absoluto para E, em particular, é uma solugao nao negativa para o problema (3.1).
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Denotando v = |ug]|, afirmamos que v é positiva. De fato, suponhamos, por absurdo, que
exista rg € RY tal que v(zy) = 0. Entdo, fixando R > 0 de forma arbitréria e, considere
Br(xp). Além disso, como

1
—Av — §(x.Vv) +vP~tv = v >0 em Bg(w).

Entao,
Tv>0 em Bg(xp),

1
onde Tu = —Au — §(xVu) + c(x)u com c(z) = |u(z)P~t > 0. Observando que T

¢ um operador diferencial eliptico com ¢ > 0, pelo Principio do Méaximo Forte (veja
Teorema A.19 do Apéndice A), v deve constante em Bg(zg) e, desde que u(zg) = 0,
temos que u = 0 em Bg(zy). Como a bola foi arbitraria, entdao u = 0 em RY, o que é
uma contradicao. Logo, a solucao é estritamente positiva em RY. Quanto a unicidade,
suponha, por contradigdo, que existam wu; e ug positivas satisfazendo o problema (3.1)
com u; # up. Afirmamos que nao existe w satisfazendo o problema (3.1) com w > u; e
w > us. De fato, em primeiro lugar, como u; # uy temos que w # uy; ou w # ug, sem
perda de generalidade podemos supor w # u;. Assim

Lw + wP = \w
Luy 4+ vl = My

Fazendo (Lw + w? = Aw)u; K — (Luy + u} = \uy)wK e integrando sobre o RY temos

/ (Lw)ulea:—i—/ wpule:C:/ (Lul)deaf+/ ujwKdzx.
RN RN RN RN

Usando integracao por partes

VuwVu, Kdx + / wPu, Kdx = VuwVu, Kdx + / wjwKdx.
RN RN RN RN
Logo, como uy,w > 0
wP u
—uwKdr = —uwwKdz. (3.9)
RN W RN Uq

Por outro lado, como w > u; temos que wP~! > u’f_l, pois p > 1, entdo (w?/w)ujwkK >
(u? Juy)uywK, usando o fato de w # u; e o Teorema 3.8, temos que w,u; € C?(RY) e

p p
/ w—uleda: > / ﬁuleal;E. (3.10)
R R

N W N Uq

Das equagoes (3.9) e (3.10) obtemos uma contradi¢ao. Resta-nos mostrar, a partir de wu;
e Uus, a existéncia de uma tal w. Para isto, defina

Wo = U1 + Us.
Como u; e uy sao solugoes de (3.1) temos que estes satisfazem

Luy +uf =X uy e Lug + ub = Mus.
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Somando estas duas equacoes temos
Luy 4 Lug + uf + ub = Muy + ug).
Usando o lema anterior
L(uy 4+ ug) + (u1 + u2)” > AMug + u).

Logo,
Lwy + wh > Awy,

ou seja, wy ¢ uma supersolugao para (3.1). Sendo assim, considere o problema
Lu + |ulP~ u = Awy. (3.11)

Da mesma forma que obtemos solugao para o problema na observagao (3.7), encontramos
solugdo para (3.11) e seguindo o mesmo raciocinio do teorema 3.8 para mostrar que
as solugoes de (3.1) sdo classicas, mostramos que se u € H'(K) satisfaz (3.11) entao
u € C?(RY). Seja w; tal solugao, seguindo com este raciocinio, construimos uma sequéncia
(w,) C HY(K) tal que

Lwp i1 + [Wop1 [P wn g1 = Aw,, V€ NU{0}. (3.12)

Agora, observe que w, > 0; para todo n € NU{0}. Usaremos indugao para mostrar esta
afirmacao. wy é claramente maior ou igual a zero, suponha que wy, ..., w, também sejam
e vejamos se wy41; > 0. Suponha, por contradicdo, que exita o € RY tal que w,4+; < 0,
como wy41 € continua, existe R > 0 tal que se z € B(xg, R) entdo wy,41(x) < 0, sendo
assim pela hipotese de inducao temos

—1
Lwn+1 + |wn+1|p W41 = )\wn > 07

Multiplicando a inequagao acima por (w,1)K e integrando sobre B(zg, R) temos

/ L(wy 1wy Kdz < —/ |wy 1 [P Kd < 0.
B(zo,R) B(zo,R)

Usando integragao por partes temos que

/ Vw1 |*Kdr <0
B(zo,R)

O que é uma contradi¢ao, logo w,,; > 0. Além disso, w, < w,_1, para todo n € N.
Usaremos mais uma vez um argumento de inducao para provar tal afirmagao. Paran = 1,
sabemos que

Lwy +w) = wy e Lwy+ wj > wy.

Subtraindo a segunda da primeira temos
L(wy —wy) + wi —w] > 0.

Supondo, por absurdo, que exista o € RY tal que w,(x) < w;(zo), deste modo, wy e w;
sdo continuas, exite R > 0 tal que w,(z) < wy(x), para todo x € B(xg, R). Multiplicando
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a inequagao acima por (wy — wy)K, integrando sobre B(xg, R) e usando o teorema de
integracao por partes temos que

/ |V (wo — wy) [P Kdx < 0,
B(zo,R)

o que é uma contradi¢ao. Portanto w; < wy. Agora suponhamos que w, < w,_1 < ... <

wy € vejamos se Wy, < w,. Usando um argumento de contradi¢cao similar ao que foi
usado logo acima chegamos que

/ |V (wy, — Wpy)|* Kdz < 0
B(zo,R)

o que, novamente, é uma contradi¢ao. Logo, w,+; < w,. Com um argumento idéntico ao
anterior mostramos também que uq,us < w,_1 para todo n € N. Sendo assim, fixando
x € RN arbitrariamente, concluimos que (w,()) ¢ uma sequéncia real monétona limitada.
Portanto, w,(z) — w(z). Agora, para todo n € N, defina v, = e/**/8w,,. Assim,

_Avn—‘rl + V(x)vn+1 = /\Unv

onde N ’2
x —(p=1)|z|? _
Vi(z) = T Tt [

Considerando o problema

{ —Avpi1 + V(2)vps1 = vy, em B,

)
Un+1 = Up41, €I aB7‘

onde B, é uma bola com o raio r suficientemente grande. Como w,(z) — w(z), temos
que v, () = v(z), com v(x) = el*/Bw(z). Logo,
o2 |z

l=|? l=2 l=|?
0<ues <wv, <wpe s <C)=maxwy(r)e s ;
CEEBT

para todo n € N e para todo x € B,. Assim, (v,,) é limitada em L*(B,) e isto implica que
(vy) € limitada em L7(B,), para todo ¢ > 1. E mais, como w,, € C*(B,) tem-se também
que v, € C?(B,), entdo por Agmon-Douglas-Niremberg, v,,,1 € W4(B,) e existe Cy > 0
tal que

[vns1llwzas,) < CallvallLos,) < +oo.

Logo, (v,) ¢ limitada em W24(B,). Tomando ¢ de tal forma que N < g temos
v, € C Iy = ol ).

Sendo o = 1 — (N/2q), pois assim, W%4(B,) — C"*(B,) continuamente e assim existe
Cs5 > 0 tal que
[vnllcres,) < Csllvallwzas,)
Temos que, Vv, € C'*(B,), entao pelo teorema de Schauder v, 1 € C**(B,) e existe
Cy > 0 tal que
[ons1llc2as,) < Callvnllcoas,) < +oo.
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Ou seja, (v,,) € limitada em C*%(B,), e como C**(B,) — C?*(B,) compactamente temos
que existe v € C*(B,) tal que v, — v em C?*(B,), e isto nos diz que

1vn = Tloo + [VUn — V||leo + ||V — V0|0 — 0,

donde temos que
lvn, — V]|e — 0,

o que implica que (v,) converge para U uniformemente e, consequentemente,

pontualmente. Portanto, pela unicidade do limite, v(z) = ©v(x), para todo z € B,.
Assim,

—Av+ Vo=,
e, portanto,

1
—Aw — §x.Vw + wP = \w,

ou seja, w é uma solugdo positiva para (3.1) e w > wuy, uy, gerando uma contradigao, o
que conclui a demonstracao deste teorema. ]
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Capitulo 4

O Problema Critico

4.1 Entendendo o Método

Brézis e Nirenberg, em [18], provaram que o problema

—Au = uP 4+ A\u, em
u>0, em {2 (4.1)
u =0, sobre 0f2,

onde p = (N +2)/(N — 2), Q ¢ um dominio "starshaped" suave e limitado e A;(€2) é o
primeiro autovalor de —A em §2 com condig¢des de fronteira de Dirichlet, tem pelo menos
uma solugao para 0 < A < A\(Q) quando N > 4 e ndo tem solugdo quando A ¢ (0, A;(£2)).
No caso em que N = 3, mostraram que existe \* > 0 tal que (4.1) tem solugdo para
A* <A< A1(Q2). O argumento dos autores ¢ baseado no fato de que

Sy = inf {/\W\?-A/my?; /|u|p+1:1}
weHY(Q) [ Jq Q Q

¢ atingido sempre que 0 < Sy < Sy =: S. Eles provaram que Sy € (0,5), para N > 4 e
A € (0,11(Q)). Para isso, construiram uma sequéncia de fungoes u. € H}(Q) tais que

_ Jo IVu> = X [ Jue|?

||Ue||;2>+1

Qk(us) : < S

com ¢ > (0 suficientemente pequeno. Estas func¢oes u. sao da forma:

up(z) = p(x)
(e + 2

onde ¢ € D(Q2) é uma funcao positiva fixada tal que ¢(x) = 1 em alguma vizinhanca de
0 € €. Isto acontece porque a melhor constante de Sobolev S := 5y é aproximada pelas
fungdes testes f.(z) = (¢ + |z|>)~N=2)/2,

O nosso propoésito neste capitulo é estabelecer condigoes suficientes para que o
problema

1
—Au — éxVu =uP + \u, em RV

u >0
u e H(K),

(4.2)
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com p = (N +2)/(N —2) =2*— 1, tenha solu¢ao. A intensao é usar o método de Brézis
e Nirenberg. Mas, neste caso, nao sabemos nenhuma funcao teste aproximando o ntimero
Jan [Vul? K

weHL(K),uz0 (fRN lu Q*K) 21

S(K) :=

Entao, a idéia é comparar os nameros S e S(K), S\ e Sy\(K), onde

SA(K) = inf / |Vu|2de—)\/ |u|2de;/ lu
ueH(K),u#0 RN RN RN

e mostrar que, quando N/4 < A< N/2 = X;, S = S(K) e Sy(K) > S,.

Para o caso N > 4, podemos mostrar que (4.2) tem uma solugdo quando A €
(N/4,N/2) e nao tem solugdo quando A ¢ (N/4,N/2). Para o caso N = 3, a situagao é
um pouco mais delicada, mas usando o mesmo tipo de argumentagao, podemos mostrar
que (4.2) tem uma solugao para A € (1,3/2) e ndo tem solu¢do quando A < 3/4 ou quando
A>3/2.

Y Kdr = 1}

4.2 Resultados de Nao Existéncia

Vejamos dois resultados de nao existéncia de solug¢ao para o problema (4.2).

Teorema 4.1 Sejam N >3, p= (N +2)/(N —2) e A\ > N/2. Entdo, o problema (4.2)
nao possui solucao positiva.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que exista u > 0 satisfazendo (4.2). Sabemos
que
Lu=—Au— lx Vu = —iV (KVu)
u = 5T Vu=—2V. )
Assim, por (4.2) temos
~V.(KVu) = K[ufP'u 4+ AKu (4.3)

Multiplicando (4.3) por ¢; (primeira autofuncao associada ao problema de autovalor) e
integrando, obtemos

- V.(KVu)pidr = / (JulP~"u + Au) Kgrda.
RN RN
Usando integragao por partes, obtemos

VuVp Kdr = / (Jul" u + Au) Kprda. (4.4)

RN RN

Por outro lado, como ¢, é a primeira autofuncao associada ao problema de autovalor,
temos

~V.(KVp)) = K\, em RY. (4.5)
Multiplicando (4.5) por wu, integrando, aplicando o teorema de integragdo por partes e

usando o fato de \; = N/2, chegamos que

N
KVuVpide = B} Kuprdz. (4.6)

RN RN
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Deste modo, por (4.4) e (4.6) temos que

N
0< / Ko |ulP ude = (— — )\> Kupidr <0,
RN 2 RN

pois A > N/2 e K, u,p; > 0, gerando assim uma contradi¢ao. Portanto, o problema (4.2)
nao tem solugdo se A > N/2. |
O proéximo resultado de nao existéncia é enunciado como segue:

Teorema 4.2 Sejam N >3, p= (N +2)/(N —2) e A < N/4. Seja também v € H (K)
satisfazendo

1
—Au — §x.Vu = |ulP '+ A, em RY. (4.7)
Entao, u = 0.
Demonstragao: Suponha, por absurdo, que exista v € H'(K), com u # 0 satisfazendo
(4.7). Sendo assim, seja p € D(RY) tal que 0 < p(x) < 1le
(z) = 1; selz| <1
PN 0 se |z| > 2,

com |[Vy| < C, onde C' é uma constante positiva. Com isto, para todo n € N, defina
x
on() :<p<—>, r e RN,
n

Multiplicando (4.7) por ug,, obtemos
1
~(Bujugn — S (@Vu)ug, = [uP* g, + Al

e integrando em RY , usando o teorema de integragao por partes e o fato de V(u?) = 2uVu,
temos

1
/ |Vul|?p,d +/ uVuVp,dx — - V (u?)zp,dr
RN RN

4
RY (4.8)
= / (]u\p“ + )\]u\Q) ond.
RN
E imediato ver que ¢, — ¢ = 1 pontualmente em R™. Assim, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/|Vu|2<pnd:c—>/ |Vul*dz
RN RN

/ (|u|erl + )\|u|2) opdr — / (|u|erl + )\|u|2) dx.
RN RN

Observando também que Vi, (z) = (1/n)Ve (x/n), pela desigualdade de Holder, segue
que

< [ 19ullVelulds
RN

C
—/ |Vul|u|dx
n Jrn

¢ (/ ]Vu]Qda:) ) (/ \u]Qda:) ) — 0,
n RN RN

o6

/ uVquond:U—/ Odz
RN RN
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quando n — oo, pois u € H'(K). Logo,

/ uVuVe,dr — 0.
RN

Fazendo uso de integracao por partes mais uma vez, verificamos que

N 1
= —/ uggpnder—/ wrV,de
4 RN 4 RN

N
— |u|*dx +/ |2 z‘ ‘Vgpn (f> ‘ dz.
dn Jpn RN n n

Assim, como |z/n| |V, (x/n)| < C e, para todo x € R fixado, tem-se
EVg@ (£> — 0,
n n

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

H /R (V) rgds

<

L rellwe. (D] a0
RN n n
e, portanto,
1
—= V(u)zpndr| — 0
4 RN

quando n — oo. Agora, fazendo n — oo em (4.8) temos que

N
/ |Vu|2dx—|——/ |u|2dx:/ |u|p+1dx+)\/ fuf2dz. (4.9)
]RN 4 RN ]RN ]RN

Por outro lado, multiplicando (4.7) por x;0;uy,, integrando e usando integracao por
partes novamente, obtemos

/ VuV(é?ju)xjgondm+/ 0u|*pndr + VuV, (0ju)x;dx
RN RN

RN

—1/ Vu(050)250md —/ o (1 Y (4.10)
5 RNx w(Oju)xjpndr = N e 5 ) Titnde. :

Mais uma vez usando integragao por partes, segue que

1 1
VuV (0;u)z;ppdr = ——/ IVul?p,dx — —/ |Vu|2mj8jgond:1:
RN 2 RN 2 RN

Pt Jul? / ™A
o, (M N o pde = — e, 2 od
I8 J(p+1+ 2 )t == [ \pet Tl e

A
- =42 Dipndz.
[ (G« 3l e

Substituindo estas identidades na equacao (4.10) e usando o Teorema da Convegéncia
Dominada de Lebesgue como fizemos anteriormente, concluimos que

—1/ \Vu\zdx—l—/ |84u]2dx—/ (xVu)x-@-udm——/ M—FAMQ dx
2 RN RN / RN 7 N RN p+1 2 ’
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para todo 1 < j < N. Logo,

N
1

Z (—5 /RN |Vul*dz + /RN |0u|*dx — /RN(xVu)xjajudx>

j=1

N p+1 by
= E —/ 4 + =|ul? ) dx| .
- RN p+1 2
Jj=1
Assim,
N -2 , 1 ) N N
—_— d - . dr = —— pHiq —/ 2de. (4.11
5 /RN\VM :c—|—2/RN(:cVu) x . RN\u| T+ RN!u\ z. (4.11)

A seguir, multiplicando (4.9) por (N — 2)/2 e subtraindo (4.11), obtemos

N-2 N 1 N(N —2)
_ p+1 - 2 N A S 2
( 5 p—i—l) /RN |ul da:+2/RN(x.Vu) dx ( 3 —1—)\) /RN |u|“dx.

Notando que

tem-se

5 [ vt = (Y20 [ upas

e desde que u # 0, pela desigualdade de Hardy, com a = 0, Corolario 1.15, temos

N? 1 N? N
—/ lul?dz < —/ |zVu|*dr = —/ lul?dz + [ X — — / |u|*dx
8 RN 2 RN 8 RN 4 RN

o que nos diz que
N 2
A—— |ul“dx >0
4 RN

e assim devemos ter A > N/4, o que é uma contradigao. Portanto, u = 0. [

4.3 Existéncia de Solucoes para o Problema Critico

Visto as condigoes necessarias em A para que o problema (4.2) tenha solugao, nosso
proposito neste momento é mostrarmos que o problema (4.2) admite solugao. Usaremos
o método de Brézis e Nirenberg, esbogado na Secgao 4.1, para determinar a existéncia de
solucoes. Nesta direcao, para A € R e N > 3, defina

S\(K):= b Qx(w) (4.12)

/ |Vu|2de—)\/ lu|? K dx
RN RN

2
(/ ]u|2*de>
RN

o8

em que

Q,\(U) =

O primeiro lema é o seguinte:
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Lema 4.3 Se 0 < S\(K) < So(K), entao o infimo em (4.12) € atingido.

Demonstracao: Seja (u;) uma sequéncia tal que

/ lu;|* Kdr =1 para todo j € N,
RN

/|Vuj|2de—)\/ lu;|* Kdx — Sy(K).
RN RN

Como Sy(K) < Sy(K), para j suficientemente grande, temos

/ V2K dz — A/ 2K de < So(K). (4.13)
RN RN

Pela Desigualdade de Poincaré (Corolario 1.7), existe A;(6) > 0 tal que

/ \Vul|? Kdx
RN

/ lu|? K dx
RN

para todo u € H'(K) com u # 0. Deste modo,

A (0) <

/ |Vul*Kdx
0<M(f) <A:= inf RY .
ueH1 (K),u#0 / ‘U’QKCZ(E
RN

Logo,

)xl/ |u|2de§/ |Vul*Kdx,
RN RN

para todo v € H'(K). Utilizando a desigualdade acima em (4.13), obtemos

<1 — %) /RN |Vu; P Kdx < Sy(K). (4.14)

Além disso, afirmamos que A\; > \. De fato, por hipotese, temos que

2
0 < S\K) (/ |u\2*Kd:U> < / \Vul? Kdx — )\/ |u|® K dx, (4.15)
RN RN RN

para toda u € H'(K), u # 0. Dali,

Jen [Vul? Kdx
f]RN ul2Kdx —

para toda v € H'(K), u # 0, o que implica que A\; > \. Agora, suponha que \; = \.
Seja (v;) C HY(K) tal que

/ |Vu,;|?Kdx — A, com lv;|?Kdx = 1, para todo j € N.
RN RN
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Deste modo (v;) é limitada em H'(K). Logo, a menos de subsequéncia, existe v € H'(K)
tal que v; — v em H'(K) e, pela Proposi¢ao 1.6, v; — v em L?*(K). Portanto,

/ [ Kdx = 1.
RN

[WllE iy < liminf [Jo; |3 ) = A,

Por outro lado,

donde conclui-se que
/ |Vul?Kdx = \.
RN

Tomando u = v em (4.15), obtemos uma contradigdo. Assim, devemos ter \; > X e a
afirmagao esta provada. Por (4.14), temos

n

o(K)
-3

/ |V, Kdx <
RN

Dessa forma, (u;) € limitada em H'(K). Portanto, a menos de subsequéncia, u; — wug
para alguma vy € H'(K). Usando mais uma vez a Proposigao 1.6, temos que u; — ug
em L*(K). Logo,

u; —> up q.t.p. em RV,

Como

/ |V Kdx — )\/ lu;|*Kdx — S\(K),
RN RN
dado 0 < & < Sy(K) — Sy(K), existe jo € N tal que, para todo j > jo,
/ IV 2K dr — )\/ 2K de — Sy(K) <
RN RN
donde

)\/ lu;|°Kdx > / |Vu,|?Kdr — Sy(K) — ¢
RN RN
Z So(K)—S)\(K>—6.

Dai, fazendo 7 — 0o, segue que

)\/ luo|* Kdx > So(K) — Sy(K) —e > 0,
RN

o que nos diz que vy # 0. Agora, defina w; = u; — up. Deste modo, temos que w; — 0
em H'(K), w; — 0 q.t.p. em RY e usando novamente que

/ |Vuj|2de—)\/ luj|* Kdx — S\(K),
RN ]RN
temos

/ |ij|2Kda:+2/ ijVuode+/ |Vu0|2de—)\/ lu;|* Kdx = Sy(K)+o(1).
RN RN RN RN
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Como w; — 0 em H'(K) e u; — ug em L*(K) temos
/ |ij|2de+/ |Vu0|2de—)\/ luo|? Kdx = S\(K) + o(1)
RN RN RN

Além disso, pelo Lema de Brézis-Lieb (Lema A.17),

L= 2 ey = o+ w3l %

= lluo 1o (xe) +o(1)

— / |u0|2*de+/ lw;|*" Kdx + o(1).
RN RN

iz*(K) + [Jw;

Assim,
2

£
1= (/ ]u|2*de—|-/ |wj|2*Kd:L‘+0(1)) :
RN RN

Como 2/2* < 1, pela Observagao 4.17, tem-se

1§(/ |uo
RN

(/RN |w;
= (/IRN o 50(1K)

Multiplicando a desigualdade acima por S\(K') > 0, obtemos

2
=

2 2%
2$de) + (/ |Wj|2*de) +o(1)
RN

2% 1
Y Kd < / 12Kd
x) ~ So(K) RNij' -

e desde que

temos )
bxa

2*de) +

/RN |Vw,|?Kdx + o(1).

= S\(K)

Sy(K) < S\(K) (/RN |u0\2*de) +SO<K) /RN |Vw; > Kdr + o(1)

e, deste modo, voltando a equacdo (4.16), segue que

S/\(K)>/ 9 / 9 / 2
1-— Vw;|"Kdx + Vugl*Kdx — A up|* Kdx

< S\(K) (/RN yuOyZ*de) g + o(1).

Como 1 — Sy(K)/So(K) > 0, temos

2
2*

/ \Vuo\Qde—)\/ luo|* Kdx < S\(K) (/ \uOIQ*de) +o(1).
RN RN RN

Logo,

/ ]Vu0|2de—)\/ luo|* K dx
RN RN

2
(/ ]uOIQ*de)
RN
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< S\(K),

(4.16)
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ou seja, Qx(up) < SH\(K). Mas S\(K) = eHli(an) 20 Qx(u) e, portanto, devemos ter

Q)\(U()) = S)\(K)

O proximo teorema fornece a existéncia de solu¢ao para o problema (4.2).

Teorema 4.4 Suponha que exista ug € H'(K), ug # 0, tal que Qx(ug) = Sy(K). Entao,
existe uma solugdao para (4.2).

Demonstragao: Defina F,G : H'(K) — R por

F(u) ::/ |Vu|2de—/\/ lul*Kdx , G(u) ::/ lu|* Kdx
RN RN RN

M = {w EHI(K);/ lw|* Kdx = 1}.
RN

Pelos Lemas 3.2 e 3.3 temos que F,G € C'(H'(K),R). Assim, como podemos supor que
ug € M, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe u € R tal que

F'(ug).v = pG'(ug).v,

para todo v € H'(K). Entao,

2 VusVoKdx — 2/\/

RN RN

ugvKdr = 2*,11/ luo|* “PugvK de, (4.17)
RN

para todo v € H'(K). Tomando v = ug, obtemos

2/ |Vuo*Kdx — 2)\/ luo|* K dx = 2*,u/ luo|*” Kdx = 2*p,
RN RN RN

ou seja,
2
=—F
=% (uo)
No Lema 4.3, vimos que Ay > A. Dai, F(up) > 0 e, assim, concluimos que p > 0.

Considerando w = uﬁuo, temos ug = uﬁw. Substituindo na equagao (4.17), obtemos

2 VusVoKdx — 2)\/

RN RN

upvKdr = 2F(u0)/ luo|* ugv K da,

RN
para todo v € H'(K). Logo,

VwVuoKdx — )\/

wuKdr = lw|* 2wvKdr,
RN RN

RN
para todo v € H'(K), isto é, w ¢ uma solugao fraca para

1 .
—Au — §x.Vu = |ul* ?u + \u.
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Como no Capitulo 3, w é uma solucao classica e nao-negativa e aplicando o Principio do
Méximo forte, conclui-se que w é uma soluc¢ao de (4.2). Isto finaliza a demonstragao do
teorema. |

De posse do teorema anterior e pelo Lema 4.3, para garantirmos a existéncia de solucao
para o problema (4.2) basta vermos sob que condigoes 0 < S\(K) < S(K) = So(K). Para
este fim, obteremos os proximos resultados.

Lema 4.5 Seja N > 1 ¢ defina H := {v € H'(K); |z|v € L*(RN)}. Entdo, se uK? € H
tem-se que u € H*(K).

Demonstracgao: Primeiramente, note que

V(Kiu) = K5Vu + (2) Ktu.
Entao,
2
/ Vul K dz :/ V(K )Pz —2 [ V(KWL Khude +/ 2 2 ke
]RN ]RN RN 4 ]RN ].6

Como vimos na demonstragao do Lema 1.5, temos

—2/ vVvV@dx:/ v2Aldz,
RN RN

Tomando v = Kzu e 6(z) = |z|2/4, obtemos

N

i vu«%u)fK%u:/ 2y
4 RN 2

RN

N
dx = —/ lu|?* K dz.

2 ]RN
Assim,

2 Lo\2 N 2 1 21,12
|Vu|*Kdx = \V(Kzu)|* + — lul* Kdx + — |z]*|u)* Kdx < 400,

RN RN 2 Jpn 16 Jr~

pois K2u € HY(RY), u € LA(K) e |z|u € L2(K). Concluimos entdo que u € H(K). =

Lema 4.6 Seja N > 3. Entao,

Vol|?dx
S(K) > S := inf /RN| |

ve HL (RN ) v#£0 ) 2% .
(/ [v]? dx)
RN

/ |Vul*Kdx
S()(K) = inf RY

u€H(K),u#0 o
( / lu|* K dx)
RN
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Demonstragao: Como vimos
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Definindo, para cada v € H'(K),
vi=K2u

temos que v € ‘H. Usando novamente que

—2/ vVvVde:/ V2 AbBdx
RN RN

2
S(K) = inf  —dwr [VulRdr
u€H(K),u#0 (f]RN ’u‘2*de)27

Jaw |VU _ (%) U‘Z

= inf 5

H w0 N>
verer <fRN |U|2*KTQK>2

Jan [VVPda — ZfRN —x(Vo)vdr + fRN

(o Pl 1675 )

Jen VU2 + I [oy [v]2dz + E Jen 12?|v]?dx

e H C HY(K), temos

|2
s

= in
vEH,v#0

2
¥

EH, 7

o (fRN o] Kv=> 2)
o Jen [Vv]Pdz + % Jen 0?dx + 1—6 Jan |z]?|v|?dz
= 2

vEH vF£O (I]RN |U 2*) oF

Voul?dz

> inf —fRN [Vl §

vEH,v#£0 (fRN |U|2*) o¥
>S5,

o que conclui a prova. [

Teorema 4.7 Seja N >4 e A € (N/4,N/2). Entao,
0<SHK)<S<S(K).

Demonstragao: Seja ¢ € Ce°(RY) tal que 0 < ¢ < 1, com p(z) = 1se 2] < 1e
o(x) =0 se |z| > 2. Agora, para ¢ > 0, defina

1 -1
V() i= ———— 5= e u(zr) = K72 ¢(@)v.(z).
)= s © ) = K elaul)

Assim, observe que
Vu, = _TIK%WJE + K%IUEVQO + K%l<va€.

Portanto,

1 1
/ |Vu.|*Kdx :/ —|z|*v? — Z2v. V. + |V | pdx
RN RN 16 2

1
+ 2/ eV <Vv€ — —a:’v€> vedx +/ |V ?|ve|*dx
RN 4 RN
=F + >+ I,
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onde

1 1
F = /RN (E|$|2ng - §$UEVU5 + ‘VUE|2) pdz,

1

Iy = 2/ eV (va — —xv5> vedr e

RN 4
Fs = / IV ?|v. | d.
RN
Além disso, note que Vo = 0 se |z| < 1 ou se || > 2. Logo, se Q = By \ By, temos
1
Fy+ F3 = 2/ eV (VUE — vag) vedx —I—/ (Vo ?|v. | d.

Q Q

Observando que

Vo (x) = —(V =2z
(e + 2’
temos
—(N —2 1 1
F2+F3:2/(pv90 ( )]‘f—_ - N—2 N72d‘r
Q e+ 1]z)2  de+]aP)7 ) (e+|z) T
1
Vol | ————————— | dz.
o [ et (erpms) &
Logo,

N =2)|¢||Vo||x Vol||x
Bt By < / WV = 2)lellVellel . / pllVellz]
o (e +[2[)2 (e + [2[*) = 0 d(e+ 22) 2 (e + |zf2) =7

Vo|?
+/Q et 2™

1 2
< o —o [ eVl 1 lelvwllwldx+2/ Vel®
Q

Q |1’|2N—2 2 Q ’JI|2N—4 |.7}|2N_4

1 2
PlVel, 1 [ leliVel, ., [ 1Vl

d
@ I T E o Tapr TS o T

— 2N -2)

< o0,

pois N >3 e ¢ € C(RY). Assim, I, + F3 = O(1). Por outro lado, para F, observe que

1 |z]2p? N—Q/ ||
Ro= — | Ty d
L TR A P P R R N P P e
|z2p?
+N_22/ e
N=27 | Er P

— Il+]2+13,

onde ||2 )
MO

L=(N-2?] 2% 4

1= >/RN E+ 2PN
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N -2 |z|2p?
L=—=[| —1T 4
27 / (e + a8 14" °

1 |z2p?
Li=— | —2 X g
37 16 /RN (e +z)N2"

Desta forma, para I;, temos

2 2 2 2
j N—22/ m—gpdm+ N—22/ el
e A A RO EER R Y RO

Como ||2 ) |]2 )
T|"p 2 Tty
N—22/ — 0 —dr < (N =2 dx
N2 e e @ = O =20 [ Jopw
d
—(N—2)2/%<oo,
tem-se

2 |x|2g02 _
(N —2) /Bf s = 0.

Por outro lado,

(N—Q)QAl%dm = (N—Q)Q/&(Ldm

e+ [zf?)

e observando que

2 1 K
———dr = — dz
e (e [2)N eV Jpy (L4 |2/ VEP)N

Além disso, note que [|z|*/(e + |z|?)"] ¢ integravel se, e somente se, N > 3. Deste modo,
ultilizando a mudanca de varidvel y = (z/e2),

af? "y / af?
———dr =& 2 —dx.
/RN e+ [«2)¥ o (L+ [P

Entao,

onde
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Com um procedimento analogo ao que fizemos com [, mostra-se que

I, = 62_%(142 +O(1)); para N > 5,

com N9 ]
— x
Ay = d
*T 2 / 1+ [e)F1
€ N
Iy =¢*"2 (A3 +O(1)); para N >7,
onde

1 |z
A = — dx.
T 16 /RN L+ [2P)¥2
Impomos estas limitagoes sobre NN, pois, como fizemos para [y, usamos o teorema de

mudanca de variavel e, para [, e I3, este resultado s6 pode ser ultilizado com estas
restri¢goes sobre N. Desta forma,

/ \Vu|*Kdz = el (A1 4+ Ay + A3+ 0(1)), se N >T.
RN

Observe que a igualdade em I3 acima s6 é valida para N > 7. Entao, vejamos o que
acontece com I3 quando N = 6. Primeiramente, notemos que

1 Eds 1 |z[*?
| T = | o
16 Jipy<1 (€ + [2[?) 16 Jipj<1 (€ + [2[?)

1 |z]2p?
< — [ =¥ 4
= 16 /RN e+ 2P
1 2 .2
_ _/ |z] L
16 Jiz1<2 (e + |2]?)
1 |z|?
<

— ————dx.
16 Jig<2 (e + |=|*)*

Além disso, para todo R > 0 dado, temos

|CU|2 R r? R r7
ot = ————dS | dr = "
/M e+ P / (/ (e +r2)° ) ' “’5/0 Errai

Fazendo s = € + r?, obtemos

2 e+R? 3 5+R21 3 3e2 3
[t - [ [T
wi<r (€ +]2[?) 2 J. s 2 /. s s s s

ws s 3ews 1 > dews 1 s dwy 1 2
= —In(s) [T TS EHH Ty 2 . 6 @ £

Observando que

3811)5 1 ‘5+R2 . —3w5R2
2 s ¢ -~ 2(e+ R?)
= _7’11]5 < 400
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e fazendo € — 0, concluimos que

De maneira analoga, mostra-se que

3811)5 1 +R2 €3w5 1 2
__— 2 | :Ol e — €+R201
WL 00) ¢ S S0
Além disso,
D5 1n(s) 7= Dne + R?) — D in(e).
2 2 2
Supondo 0 < ¢ < 1, tem-se que In(e) < 0 o que implica que |In(e)| = —In(e). Logo,

= In(s) [£7= 0(1) + [ Ine)].

Dessa forma,

/ Vu|*Kdx = 2 <A1 +eAs + 52%| In(e)| + O(l)) , para N = 6.
RN

Procedento da mesma forma para A [y |u.|*Kdz, temos

2

@
A 52Kd = )\ —
/RN'“' . Awmww—”

©? ©?
= A — +>\/—d ,
/.m E+ )2 7 ) e [N 2

em que §) = By, — By. Facilmente, observa-se que
o
AN —————dx=0(1
| eriete = 0w
2
© dx
— T dzx = / —
Aq (e + |z[*)N—2 wl<1 (€4 [z[*)N 2
dx dx
- NN-_2 vzt
ry (€ + |z[?) 2l>1 (€ + [2[?)
dx
= ———— + O(1).
L e ow

Ultilizando o teorema de mudanca de variavel, vemos que

dx 9 2 dx
Y —_— N > 5.
/RN e+ aP)¥2~ © / (It Jap)y2 PP =

Assim, concluimos que

>\/ uc|?Kdx = >~ (A, + O(1)); para N > 5,
RN
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onde

dx
Ay = —_—
! /RN (1 + [z]?)N=2

Fazendo o mesmo tipo de estimativa, obtemos que

. 2 [ Na
/ lu.|* Kdow = / L
RN ry (€ [2)Y
—2 —2 N
K~z K™=z 2
= —da:+/ —dr
/|x§1 (€ + [z[)N o (e+ 22N

K3
= —  _dx+ O(1).
/| e epr e oW

Ademais,
K2 Kve2 —1 1
/mq P /|| Gt /| G+l
Desde que
K~z 1 el 1
/xm P = /| P
—|z|?

IN

e2N—4 — ]|
———v—dx
/ac|§1 (Jx?)N

1 =T
e2N—42 — |
= wN—l/ —dr
0

r

e usando o teorema de mudanca de variavel com s = r/(2N — 4), temos

—2
K~v—32 — 1] Le=s _1q
———dr < wn_ ds.

/|z|§1 (e + [z|?)N N 1/0 S

Agora, defina f : [0,1] — R por

IN

£(s) = L ;ses#0

—1 ; se s =0.

Afirmamos que f é continua. Basta mostrarmos que f é continua em s = 0, pois f é
claramente continua para todo s # 0. Usando a regra de L’Hospital, segue que

lim f(s) = £1£I(1) —e *=—1= f(0).

s—0

Dai, definindo ¢ : (0,1] — R por g(s) = (e7* — 1)/s tem-se que f =g q.t.p. em [0,1] e

[ otsris = [ sisias < o,
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pois f é continua no compacto [0, 1]. Portanto,

Por outro lado,

/ dx B / dx _/ dx
wj<1 (€ + o)V ry (E+ (2PN s (e + 22N

dx
= [ oW

Usando o teorema da mudanca de variavel, do mesmo modo como foi feito anteriormente,
chegamos que

/ d 8% —dx ara N >3
A . .
an (e + [2]2) o (L1 PN P =
Logo,
/ u.¥ Kdx = e (Ag+O(1)), para N >3
RN
onde ;
x
Ay = R —
’ /]RN (1 +[z2)N
Daf,

i) = ATV (Ay 4 2(Ay — ML) + €245 + o(1)) . para N > 7
AUe) — =2

Ag (A1 +¢e(Ay — MAy) + 5;wse’ In(e) + 0(1)) ; para N = 6.
Note que para A > N/4 temos Ay < AA4. De fato,

4 N — 2/ |z|?dx N -2 /°° rNFtldr
= = WN— ——n T
T2 ey (T [N 2 Ny Q42N
e integrando por partes, com t = V¥ e ds = Wdr, obtemos

r

N e’} 7,J\/'fl
Ay = —wpy_ —d
2 4wN 1/0 (1+r2)N—2 r

00 TN_l
< Awpy_ ———d

B )\/ dx
Sy (L [N
= M4
Assim, para N > 7,
Ox(ue) = Ay "N (Ay+e(Ay — AAY) + 2245 + (1))
ASH% (A1 +*A3+0(1)) (para e suficientemente pequeno)

i
< Ay TE AL
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Para N = 6, com ¢ suficientemente pequeno, temos

—2

QA(U€> = A03 <A1 -+ 8(142 — /\A4)3i2w552 111(8) + O(l))

=2 1
< Ay (A1 + §w552 In(e) + 0(1))
;2
S A03 Al.
Assim, para N > 6, A > Ay /A, e para € > 0 suficientemente pequeno, temos

Qx(u.) < Ay TV A

Afirmacio 4.8 § = A,V A,

Tomemos como valida esta afirmacao por enquanto. Faremos sua prova mais adiante.
Desta forma,

—_— < AN A =
Sy(K) ueH&%ﬁ w0 Or(u) < Qx(u:) < A, 1=,

para todo, N > 6 e A\ > N/4. Resta-nos estudar os casos quando N =5 e N = 4. Para
N =5, basta analisarmos a expressao [3. Deste modo,

I — i/ |z|2dx _ 1 \z|2p%dx oL |z |2p%dx
16 Jipj<a (€ + [2[?)? 16 Jipj<r (€ +[2[?)? 7 16 Jan (€ + [2[?)?
1 |z|?¢*dx o1 / |z|*dx

16 Jizj<2 (e +[2[?)3 7 16 Jjycq (e + [2]?)3

wy [* rSdr _
e _ _— 007
16 Jo (e +71?)3
para todo € > 0. Logo,
1 |z|2p?dx
I3 = — ————=0(1
P16 Jpn (e + |2]2)3 1)

e, portanto, \
Qx(us) = AP (A1 +e(As — NAy) +0o(1)).
Dali, concluimos
Sy(K) < Qa(ue) < Ag' A1 =8

Para N = 4, precisaremos analisar as expressoes I3 e I, de maneira analoga como fizemos
acima. No caso N = 5, chegamos que I3 = O(1). Por outro lado, para I, temos

|z|2dx |22 p?dx |z |*dx
I, = —pu S | s S [FENFEER
wj<1 (€ +|22)> ~ Jrw (e +[2[?) jaj<2 (€ + |2]?)

Usando o teorema da mudancga de variavel, obtemos

1
|z |2dx —3 |z |2dx —3 22 podr
3 ¢ a2y C s (1 + r2)3
jaf<2 (€ +[z[?)? o<z (1+|zf?) o (1+r?)

2z [T (s—1)2ds 27
= In(4e™t +1) + O(1).
[ B E)
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4.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA CRITICO

Logo,

7|22z 2eT 1
I, = = In(4 1)+ O(1).
= o T~ g e 00

Com o mesmo tipo de procedimento anterior, também chegamos que

2d .
/\/RN 2K da = /\/RN % - %g% In(4e~! + 1) + O(1).

Assim,
—1
-1

Qx(us) = A2 (A1 + gzw?’ In(4e™ +1)(1 = \) + 0(1)> ,

e para A > 1 = N/4 e ¢ suficientemente pequeno, temos
S\K) < Qa(u:) < A Ay = 8

Portanto, para A € (N/4, N/2) e N > 4, concluimos que

0<S\(K)<S<S(K).

Provemos, agora, a Afirmacao 4.8. Em Brézis e Nirenberg (2], o nimero S é atingido pela
funcao

C
Ulz) = ———F5=,
(1+ )=
onde C' é uma constante positiva. Um calculo simples mostra que
—C(N —
U(w) = SN2
(1+|z?)=
donde 22
U|*d C2(N -2 2/ e
5= It e
/ opa) (2 )T AT
RN (1+ [z)N
Desde que 2/2* =1 —2/N, temos
S= A"V A,
o que finaliza a prova da afirmagao e do teorema. [ ]

Resta-nos, agora, analisar o caso N = 3. Para esta dimensao, nao temos conclusoes
para A no intervalo (3/4,1]. Mas, para A € (1,3/2), obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.9 Sejam N =3 e A € (1,3/2). Entao,

0 < S\(K) < S < S(K).
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4.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA CRITICO

Demonstragao: Seja ¢ € D(RY) tal que ¢ é esfericamente simétrica. Para todo € > 0,

definamos .

Ve(x) i= —— e ugx::K_T1 T)ve(x).
(z) 1) (z) p(x)ve(z)

Assim, temos
\V4 Zd 2 2d 1 2 Zd
/ VuKdr = / [Veldo I+/ oo de +—/ Lelyrde
RN ey (€4 [2?)  Jrw (427?16 Jpv (e +[]?)
1/ 2g0chxdx+1/ 2|z|?p?dx / 2pVxdr
4 Jen e+ 2?) A Jen e+ 12?)?  Jan (e +][2?)?*
Usando integracao por partes, obtemos
_/ 2pVprdr _/ V(p?)xdx :/ <p2V( x )dm
v G~ S CH P S 7Y G PR
_ / r (3(5+|x|2)2—2(5+|x|2)2x:v) i
. e+ o)’
2 20,12
] S
rv (€ +[z]?)? ey (€ +[z[?)?

e de maneira andloga também segue que

1/ 20V pxdr 1/ 3p? p 1/ 0%z |? p
—= T = — T _dr— = L dx.
4 Jen (e+[z) 4 Jpw (e+ [2[?) 2 Jrv (e +[z[?)?

Logo,
2d 1 2 2d 2
/ |WE|2MZ/ M+_/ MHg/ o
RN ey (€4 [2[?) 16 Jpw (e + [2]?) ey (€4 |2[?)°
4 Jev (e+ |2?)

No entanto, fazendo a mudanca de variavel y = observamos que

21727
2 1 B 32)12d
[ g L ) lelctlb
ry (6 |2?) e Jrv (14|55 ry (14 [z[?)
Logo,
2 1 2,2 . 1 2
/ Vo Kdr — / Vel d;lf +_/ \w!sodf L3 190(6296)\261356
RN Ry (€4 [2f?) 16 Jpv (e + |2?) ey (1 [2]?)
4 Jan (e +[aP)
Além disso,

1 1

= lp(e2a)Pde = -1 lp(e2x)Pde -1
3ew [ LPERDNAT Sy Lgew [ AERDFAT Sy
S e I E I W C e ) R
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4.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA CRITICO

onde p
T
Ay =3 _ .
' /]RN (e + [=]?)?
Assim,
-1 |80(5295)|2d33 / (@) — 1
e T —— A 43 L ___d
Tt ) P v e
donde
21 2 1
o VR T .
ry (€4 [2]?)? ry (€ + |2]2)? ry (€ + |z]?)?
2 0 er
—_ 3 4 |SO<I')| d _3 5 / r
- / (e [e2Pp™ 72 ) @)
= O(1) + o(1).

Note também que
/ Vo|*dx / V|*dx / ( Ve|? |V<ﬂ\2>
= + — dx
ey (€ + [2]?) v |7[? ey \ (e +[z?)  |af?
2d
/ Vel x—i—o(l).
RN

Realizando um procedimento analogo ao anterior, obtemos

1 |z |2p?dx 1/ 3/ ©? 3/ ©?

— — = dz + - ————dr = — dx +o
16 Jan (= +|22) 16 pPde+ol) e 3 J E+12P)™ T 1 Jox 1[2? (1)

Desta forma, concluimos que

Vol?dx 1 3
/RNWusPde:/RN' |§||2 +1g ), 1v¢ dx+4/RN |“0| dr+ Aie? +0(1)

Por outro lado,

/\/ o (2) 2K da = A/ B )\/ P o)
RN ry (€ + |z[?) rv (€ + |z[?) ’

e ultilizando o mesmo argumento ao que usamos no caso N > 4, obtemos

/ 2 Kdz = % (Ay + O(e))
RN

d
po- [
ey (14 |2f?)?
Finalmente, concluimos que

S T L o NpfPda + 2 o Erda
e7 (Ag + O(e))?
N e5 A, — A fan |‘Tf|§lz + O(e)
e7 (A + O(c))?

I \Vol?de 1 3 / ©?
= AP d - — A —d O(e).
S+ez A [/RN PE +16 ]go] T+ 1 v T2 x| + O(e)
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4.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA CRITICO

Tomando ¢(z) = e /8 temos Vip(z) = (—1/2)e /82 e usando coordenadas polares
e integragao por partes, chegamos que

Vo|l?de 1 1 2
/ Vel d ¢|2 + —/ lo|?dr = _/ %dx.
RN |fI/'| 16 RN 4 RN |ZL'|

2

Or(u) = S + T AT [(1 - )\)/R ﬂdx] L 0(e).

N Jaf?

Assim,

Portanto, se A > 1 temos, para ¢ suficientemente pequeno, que

Q)\(ug) < S.

Como consequéncia dos teoremas 4.7 e 4.9, seguem os seguintes resultados:

Corolario 4.10 Sejam N >3 e \* :=max {1, N/4}. Entao,
Sl gy + Al < 2 [ | VKl

para toda v € H'(K).

Demonstragao: Primeiramente, note que a desigualdade ¢é claramente satisfeita se u = 0.
Se u # 0, observe que

/ |Vul*Kdx
Slluf|2ae ey < 225 5 Jull? 2 o = |Vul?Kdz. (4.18)
= e ™ s
L?*(K) R

Além disso, como Sy(K) > 0 temos que
A||u||§2(K)</ |Vul*Kdu,
RN
para A > N/4,se N >4 e para A > 1, se N = 3. Logo,
Nl 225y < / |Vul*Kdx. (4.19)
RN
Desta forma, somando as desigualdade (4.18) e (4.19), obtemos
Sl gy + XNl Za gy < Q/RN \Vul?K da.

Corolario 4.11 Sejam N > 3 e 2 < q < 2*. Entao, se 1/q = a/2+ (1 — a)/2, existe
C > 0 tal que
lull ooy <l IVl 2t
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4.3. EXISTENCIA DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA CRITICO

Demonstragao: Pela desigualdade de interpolagao,
lull Loy < Mull o lull %

para todo 2 < ¢ < 2*. Pelo corolério anterior, vimos que
2
S||u||%2*(K) < /N |Vu|*Kdx
R

e isto implica que

el e i \/—HWIIB

Voltando a desigualdade de Interpolagao, concluimos que

lull 2oy < Cllullge o) I Vull z2(k
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Apéndice A

Alguns Resultados Auxiliares e
Definicoes

Aqui, seguem alguns resultados importantes para uma melhor compreensao de todo
este trabalho. Aconselhamos ao leitor tomar conhecimento destes antes de comegar a
ler esta dissertacdo. Em alguns resultados, indicamos uma referéncia onde pode ser
encontrada a demonstragao.

Teorema A.1 (Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R continua, onde a,b € R
com a < b. Se f é diferencidvel em (a,b), eziste ¢ € (a,b) tal que

F(b) ~ f(a)

O

Teorema A.2 (Desigualdade de Hélder) Seja Q um dominio de RY. Suponha que
1 1

u€ LP(Q) eve LYQ), com — + — = 1. Entao, uwv € L'(Q) e
P q

|uv]| L) < [JullLr@ o] zo@)-
(1], pag. 92)

Teorema A.3 (Desigualdade de Interpolagao) Seja f € [P N LY, com 1 <p<q<
400, entao, € L™ para todo p < r < q e ainda vale a sequinte desiqualdade

L1l < AIGIAllG ™

1 1—
onde—:g%— a

rop
([1]. pag. 93)

Teorema A.4 (Rellich-Kondrachov) Seja Q) um dominio limitado de RY de classe C*.
Entao, temos as sequintes imersoes compactas:

e0<a<l.

WhP(Q) C LY(RQ), para todo q € [1,p*), onde 1/p* =1/p—1/N, se p < N;
Whp(Q) C L), para todo q € [p,+0), sep= N;
Wir(Q) c C(Q), sep> N.

([1], pag. 285)
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Teorema A.5 Sejam X um espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada
de elementos de X. Entdo, existem uma subsequéncia (x,;) de (x,) e x € X tais que

Tpj — T,
em particular, se u, — u, temos que

|lu|| < liminf |ju,||.
n—oo

([6], pag. 659)

Teorema A.6 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Assuma que 1 <
p < N. Entao existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de p e N, tal que

|ul| Lo @ry < || Dul| Lo @n).-

para toda u € C3(RY).
([6], pag. 263)

Teorema A.7 Sejam 0 um subconjunto aberto e limitado de RN com fronteira C*,
1 < p < N. Entao, existe C' > 0, dependendo apenas de p, N e §2 tal que

1wl Lo ) < [Jullwir@),

para toda u € WHP(Q).
([6], pag. 265)

Teorema A.8 (Desigualdade de Morrey) Seja N < p < oo. Entao, existe uma
constante C' > 0, dependendo apenas de p e N tal que

[ullco.e@yy < Cllullwrewyy,

N
para toda u € C*(RY), onde o :=1— —.

p
(/6] pag. 266)

Teorema A.9 (Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaco de Banach, F e
G fungoes de classe C*(X,R), e g € X um extremo local de F restrito ao conjunto

M :={z € X; G(x) = G(z9) = c}.
Se G'(x9) # 0, ou seja G'(xg)w # 0 para algum w € X, entao existe X € R tal que
F/(I()) == /\G/(ZL‘O),

ou seja,
F'(zo)w = AG'(zo)w, para todo w € X.

Teorema A.10 (Integracao por Partes) Sejam Q um dominio limitado de RY e

u,v € C(Q). Entdo,
/uiivdx: —/uvxidqu/ uvr'dS.
Q Q o9
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Teorema A.11 (Coordenadas Polares) Seja f : RY — R continua e integrdvel.

Entao,
fdx = / ( / f dS) dr
RN 0 0B(zo,r)

para todo vo € RYN. Em particular,

d
(L )L
dr 0B (zo,r) 0B (zo,r)

para todo r > 0.
([6], pag. 628)

Teorema A.12 (Convergéncia Dominadada de Lebesgue) Sejam Q um conjunto e
(fn) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) satisfazendo

(a) fo(x) = f(2), ¢.t.p. em €,
(b) existe uma funcio g € L*(Q) tal que para todo n natural, | f,(z)| < g(x), q.t.p. em Q.
Entao, f € LYQ) e ||f. — fl1 — 0.

([1]; pag. 90)

Lema A.13 (Fatou) Sejam Q um conjunto e (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(£2)
satisfazendo
(a) para todon € N, f, >0, q.t.p. em €,

(b) sup,en [ fadr < +oo.

Para quase todo x € Q, definamos f(z) = liminf, ., f.(x) < +oo. Entao, f € L'(Q) e

/ fdxr <liminf | f,dx.
) Q

n—oo

([1], pag. 90)

Teorema A.14 (Lax-Milgram) Sejam H um espago de Hilbert e a : H x H — R uma
forma bilinear, continua e coerciva. Entao, dada o € H', existe um unico u € H tal que

a(u,v) = p(v), para todov € H.
Além disso, se a for simétrico, entao

J(u) = min J(v),

onde J(v) = %a(v,v) — p(v).
(1], pag. 140)

Teorema A.15 (Brézis-Kato) Sejam Q um dominio em RY e g : Q@ x R — R uma
funcao Carathéodory tal que, para quase todo x € €,

|9z, u)| < a(2)(1 + [ul),
(). Seja também u € H}

loc

N/2

loc (Q) uma solugdo de

para alguma func¢ao a € L
—Au=g(x,u) em Q.

Entdo, u € LT (), para todo q < +o00. Seu € H}(Q) e a € LN?(Q), entio u € LI(Q),

loc

para todo ¢ < 400.
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Teorema A.16 (Agmon-Douglas-Nirenberg) Suponha que 2 é de classe C* com
fronteira limitada. Seja 1 < p < 400, entdo para todo f € LP(QQ), entao existe uma
inica solugdo u € WP(Q) "W,y (Q) da equagio

—Au+u=f, emf .
Além do mais, se S € de classe C™2 e se f € W™P(Q), entio existe C > 0 tal que
ue W™P(Q) e |lulwmze < Cllullpms.
(1], pag. 316)

Lema A.17 (Brézis-Lieb) Seja (f,) uma sequéncia limitada em LP(S2) tal que f, — f
q.t.p. Entao, f € LP(Q) e

lim [|fn|p—|fn—f|p]dx:/|f|pdx.
Q Q

n——+oo

Teorema A.18 Sejam X um espago de Banach e F € CY{X,R) um funcional par,
limitado inferiormente e satisfazendo a condi¢ao de Palais-smale. Suponha que F(0) =0
e que exista um conjunto B C X tal que B é homeomorfo a S7=t por uma funcdo impar
tal que sup,cp F(x) < 0. Entao, F' possui ao menos j pares distintos de pontos criticos.

([13], pag. 53).

Teorema A.19 (Principio do Mdximo Forte) Seja T um operador diferencial parcial

da forma
N

Tu = Z a;;(x lex] + Z bi(z)uy, + c(x)u,

i,j=1
onde as fungoes a;j,b; e c sao continuas e o operador T' satisfaz a condigao de elipticidade

N

Z ai;&& > CIE?, para alguma constante C' > 0.
ij=1

Sejau € C*HQ)NC(Q) ec>0 em Q. Suponha que Q2 seja conexvo. Temos:

1. Se Tu <0 em Q e u atinge um mdximo nao negativo em um ponto interior de €2,
entdo u € constante em €.

2. SeTu >0 em Q e u atinge um minimo nao positivo em um ponto interior de 2,
entao u € constante em €.

([6], pag. 333)

Teorema A.20 Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tais que
an - f”p — 0.

Entao, existe uma subsequéncia (f,,) de (fn) e uma fungdo h € LP tais que
(a) fn. () = f(x) ¢.t.p. em §2;
(b) | fn,.(z)| < h(x), para todo k € N e q.t.p. em Q.

([1], pag. 94)
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A.1. A TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicao A.21 Dizemos que f : RN — R é homogénea de grau p se
fAz) = N f(x)
para todo x € RN e X > 0.

Teorema A.22 (Teorema de Euler para Funcoes Homogéneas) Se f: RY — R ¢
uma funcao diferencidvel e homogénea de grau p, entao

N
0
> = pr),

onde x = (T1,...,TN).
Demonstragao: Como f é homogénea de grau p, para todo A > 0, temos
fAzy, ..., den) = AP f(xq, ..., xN) (A.1)

Agora, observe que, sendo y = Az, ou seja, y; = \x; para ¢ = 1,..., N, temos, usando a
regra da cadeia, que

=z

Oy; ON

=1 =1

of af oy f Oy
W =5, Z

Dessa forma, derivando a equagao (A.1) com relagdo a A, obtemos

N

Tomando A = 1, segue o resultado desejado.
]
Na proxima secao, faremos um estudo breve sobre a Transformada de Fourier,
ferramenta fundamental no Capitulo 2 para obtermos informagoes sobre os autovalres
do problema (2.3). Deixaremos as demonstragoes dos resultados, exceto do Teorema
A.24, a cargo do leitor e todas podem ser encontradas no Capitulo 9 de [9].

A.1 A Transformada de Fourier

Seja f uma funcao em L'(RY). A Transformada de Fourier de f ¢ definida pela fun¢ao
f:RY — C dada por

FO =020 [ fle)e v dr, (A.2)
RN
onde £.x representa o produto interno em RY.

Teorema A.23 A Transformada de Fourier, acima definida, € uma funcao continua,
limitada e satisfaz a desigualdade

||f||L<>o (RN) S <(2m)2 2 1S | 21 vy,
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A.1. A TRANSFORMADA DE FOURIER

Dadas f,g € L*(R"), a convolucdo de f e g é a funcgao definida por

(fxg)(z) = - flx=y)g(y)dy, zeR".

A convolugao de fungoes mensuréveis tem as seguintes propriedades algébricas:

A relaga@o entre a convolucao e a Transformada de Fourier é dada pela expressao

(f % 9)"(€) = (2m) 2 F(€)3(€), € € RV,

Definimos o espaco de Schwarz como o conjunto das funcdes f : RV — C tais que
feCRY)e
[ fllas = sup [+°D? f(z)| < oo,

z€RN
para todo par de multi-indices o e 8. Na literatura, este espago é chamado de Fspaco das
Fungoes de Decaimento Rdpido e denotado por D(RY). Pode-se mostrar que C>°(RY)
¢ denso em D(RYM). Desta forma, podemos obter uma relacio entre a derivada e a
Transformada de Fourier, dada pelo resultado a seguir.

Teorema A.24 Suponha que f € D(RY). Entio, f € D(RY) e vale que
(=)0 ))M(€) = € F(€)

(=0) @ )" (€) = (@ /)(©).

O resultado acima é de extrema importancia para sabermos inverter a Transformada
de Fourier, por isso apresentaremos um esbog¢o de sua demonstragao.

Demonstragao: Note que f(® € D(RY), para todo multi-indice a. Agora, usando o
teorema de integracao por partes, temos

NN oy o [ Of e
(2) ©=en™ [ Loww

= (27?)%1'5 f(ac)e_i&dx
]RN

= ief(€), ¢eRY.
Integrando por partes || vezes, chegamos que
(=)@ F)"(&) = " F(©)-
De maneira analoga, mostra-se que

(—=0) @ 1) (€) = (@ /)(©).
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A.1. A TRANSFORMADA DE FOURIER

Teorema A.25 Seja f € D(RY). Entao,

flz)=0m= [ Fle)eide, x e RV,
RN

De posse desta informacao, podemos definir a transformada inversa como sendo
3 =N ix
fla)=n = [ feeae,
R

para toda f € D(RY).

83



Referéncias Bibliograficas

1]

2l

3]

4]

5]

(6]

17l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

13

H. Brézis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Fquations,
Rutgers University (2010).

H. Brézis & L. Nirenberg, Positive solutions of monlinear elliptic equations
involving critical Sobolev exponents, Communs pure and appl. Math. XXXVI (1983).

H. Brézis, L. Pelletier & D. Terman, A very singular solution of the heat equation
with absorption. University P. & M. Curie. Laboratoire d’Analyse Numérique,
publication N° 84015.

F. Catrina, M. Furtado & M. Montenegro, Positive solutions for nonlinear
elliptic equations with fast increasing weights, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 137
(2007), no. 6, 1157-1178.

M. Escobedo & O. Kavian, Variational Problems related to Self-Similar Solutions
of the Heat Equation. Nonlinear Anal. 11 (1987), no. 10, 1103-1133.

L. C. Evans, Partial Differential Fquations, Rhode Island: American Math. Society
(1999).

D. Gilbarg & N. S. Trudinger, Elliptic Partial Diferential Equations of Second
Order, Springer-Verlag, Berlin, (1984).

A. Haraux & F. Weissler, Nonuniqueness for asemilinear initial value problem.
Idiana University. Math. J. 31, 167-189 (1982).

R. Iério & V. Iério, Equagdes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao, Projeto
Euclides [Euclid Project]|, 17. Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), Rio
de Janeiro, 1988.

O. Kavian, Introduction & la Théorie des Points Critiques, Mathématiques &
Applications (Berlin) [Mathematics & Applications|, 13. Springer-Verlag, Paris, 1993.

S. Kesavan, Topics in Functional Analysis and Applications, John Wiley & Sons,
Inc., New York, 1989.

L. A. Medeiros & M. M. Miranda, Inicia¢cio aos Problemas FEliticos Nao
Homogéneos, Apostila Espaco de Sobolev, UFRJ,(2000).

P. H. Rabinowitz, Minimax Methods in Critical Point Theory with Applications
to Diferential FEquations CBMS Regional Conference Series in Mathematics, 65.
Published for the Conference Board of the Mathematical Sciences, Washington, DC;
by the American Mathematical Society, Providence, RI, 1986.

84



Referéncias Bibliogrdficas

[14] V. D. Radulescu Qualitative Analysis of Nonlinear Elliptic Partial Differential
Equations. Contemporary Mathematics and Its Applications, 6. Hindawi Publishing
Corporation, New York, 2008.

[15] H. L. Royden Real Analysis, Macmillan, New York (1968).
[16] W. Rudin, Funcional Analysis, Mc Graw-Hill, New York (1973).
[17] M. Spivak, Calculus on Manifolds, Benjamim, New York, 1965.

[18] M. Willem, Minimax Theorems, Birkhauser, Boston, Basel, Berlim, (1996).

85



