Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pé6s-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Idempotentes em Algebras de
Grupos

e
Cdédigos Abelianos Minimais

por

Ailton Ribeiro de Assis

sob orientacao do

Prof. Dr. Anténio de Andrade e Silva

Dissertacao apresentada ao Corpo Do-

cente do Programa de Pés-Graduacgao

em Matemética - CCEN - UFPB, como

requisito parcial para obtencao do ti-

tulo de Mestre em Matemé4tica.

Setembro/2011
Joao Pessoa - PB



AB48i Assis, Ailton Ribeiro de.
Idempotentes em dlgebras de grupos e cddigos abelianos
minimais / Ailton Ribeiro de Assis. — Jodo Pessoa, 2011.
67f.
Orientador: Antonio de Andrade e Silva.
Dissertacdo (Mestrado) - UFPB/CCEN.
1.Matemitica. 2.Algebras de grupos. 3.Corpos finitos.
4.Cédigo minimal. 5. Cédigo abeliano.

UFPB/BC CDU: 51(043)

ii




Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduacao em Matemaética

Curso de Mestrado em Matematica

Idempotentes em Algebras de Grupos e Cédigos Abelianos
Minimais

por

Ailton Ribeiro de Assis

Dissertacao apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade Federal da

Paraiba, como requisito parcial para a obtencao do titulo de Mestre em Matematica.
Area de Concentracio: Algebra

Aprovada por:

Y vt v A L d By By 5 e e

>
#

Prof. Dr. Antonio de Andrade e Silva - UFPB (Orientador)

A KO, 4 AL
) /

: | \ !
Prof. Dr. André Luiz Meireles Aratjo - UFPE

Prof. Dr. Fernando Xavier de Souza - UFPB

iii



Dedicatoria

Aos meus pais.

v



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar saide, forca e capacidade, mesmo nao merecendo.

Agradego aos meus pais pelo apoio e amor incondicional. A Arilson e Hélen, meus
queridos irmaos. A Jéssica, por sempre me apoiar, e aos meus amigos Elton, Hellosman,
David Patricio, Ruben Neto e tantos outros que fazem meus dias serem mais divertidos.

Agradego ao meu orientador, Professor Anténio de Andrade e Silva. Posso dizer que
tive a sorte de contar com a sua ajuda. Muito obrigado pela dedicagao, amizade e acima
de tudo, pela confianca depositada em mim ao aceitar me orientar.

Agradego também o apoio de todos os professores e funciondrios do DM da UFPB.

Agradeco a todos os meus colegas de graduagao e pds-graduagao, em especial a Joed-

son, Claudemir, Tarciana, Valdecir, Marcos Aurélio, Antonio Pereira e Flavio Alves.

Por fim a Capes pelo apoio financeiro.



Resumo

Neste trabalho, estudamos dlgebras de grupos semisimples F,C), de grupos abelianos
finitos C), sobre um corpo finito [, e as condicoes para que o nimero de componentes
simples seja minimo, ou seja igual ao nimero de componentes simples sobre a dlgebra de
grupos racionais do mesmo grupo. Sob tais condigoes, calculamos o conjunto de idem-
potentes primitivos de [F,G e a de partir dai, estudamos os cédigos ciclicos como ideais
minimais da dlgebra de grupo, os quais sao gerados pelos idempotentes primitivos, calcu-

lando suas dimensoes e distancias minimas.

Palavras chave: Algebras de grupos; Corpos finitos; Cédigo minimal, Cédigo abeliano
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Abstract

In this work, we study the semisimple group algebras IF,C), of the finite abelian groups
C,, over a finite field IF, and give conditions so that the number of its simple components is
minimal; i.e. equal to the number of simple components of the rational group algebra of
the same group. Under such conditions, we compute the set of primitive idempotents
of F,C,, and from there, we study the abelian codes as minimal ideals of the group
algebra, which are generated by the primitive idempotents, computing their dimension

and minimum distances.

Key words: Group algebra; Finite field; Minimal code; Abelian code
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Notacao

e [F, - corpo finito com ¢ elementos onde ¢ é a poténcia de um nimero primo;
e (), - grupo ciclico de ordem n;

o IF,C), - élgebra de grupo;

e m,(z) - polindmio minimal de «;

e C; - classes ciclotomicas;

e RG - Anel de Grupo;

e ¢; - idempotentes centrais primitivos de R;

o d(z,y)=|{i:z; #y;, i=0,...,n— 1} - distdncia de Hamming;

e deg P - grau do divisor P.
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Introducao

Historico

Em nosso cotidiano os cédigos corretores de erros aparecem de varias maneiras: surgem,
por exemplo, quando fazemos o uso de informagoes digitalizadas, tais como na comuni-
cacdo mével, nos aparelhos de armazenamento de dados (gravador, CD, DVD), na co-
municacao via satélite, no processamento de imagens digitais, na internet, no radio, etc.
Um co6digo corretor de erros é, basicamente, uma forma organizada de acrescentar algum
dado a cada informacao que precise ser transmitida ou armazenada, de modo que per-
mita, ao recuperar a informagao, detectar e corrigir os erros no processo de transmissao
da informacao.

Esta teoria teve inicio na década de 40 e atualmente ¢ um campo de pesquisa muito
atraente, tanto do ponto de vista cientifico quanto tecnolégico, o que a torna um campo
amplamente pesquisado em diversas dreas do conhecimento tais como, Matematica, Com-
putacao, Engenharia Elétrica, Estatistica, entre outras. A teoria dos codigos é capaz
de misturar conceitos e técnicas importantes da Algebra abstrata com aplicacdes ime-
diatas da vida real, o que mostra como a sofisticacao tecnoldgica torna cada vez mais
imperceptivel a relacao entre a chamada matemdtica pura e a matemaética aplicada.

Na Teoria de Cdédigos Corretores de Erros, um conjunto finito A com ¢ elementos
é chamado de alfabeto. Os elementos de A serao chamados de letras ou digitos. Uma
sequéncia de n elementos de A é chamada de palavra de comprimento n. Um cddigo de
comprimento n é um subconjunto nao trivial de A", para algum n € N:C C A".

Um nome de destaque na Teoria dos Cédigos é Richard W. Hamming. Ele se interessou
pelos erros que ocorriam internamente nos computadores e desenvolveu um cédigo corretor
de 1nico erro e c6digos que detectam até dois erros e corrigem um tnico erro. Seu trabalho

foi publicado em abril de 1950 no " The Bell System Thechnical Journal", publicacao esta



que ocorreu dois anos apés a conclusao do trabalho, devido ao pedido de patente feito pelo
Laboratério Bell e durante os anos em que tais cédigos foram elaborados, ele publicou
alguns memorandos conforme sua pesquisa evoluia.

Hamming queria fazer um cédigo mais eficiente e indagou se era possivel construir
um cédigo corretor de tinico erro onde as palavras teriam quatro digitos de informacoes e
menos que oito digitos de verificacoes. Esta questao foi respondida indiretamente em out-
ubro de 1948 por C.E. Shannon, no artigo "A Mathematical Theory of Communication",
publicado também no "The Bell System Thechnical Journal". Este artigo deu inicio a
um novo campo da Engenharia Elétrica, a Teoria da Informagao, cuja énfase era o estudo
do canal de comunicacao que recebia interferéncia durante as transmissoes de dados. A
partir deste artigo, podemos dizer que houve um desenvolvimento continuo e bastante
significativo da Teoria de Cédigos.

Em seu artigo, Shannon enfatiza que o problema fundamental da comunicacao é a
reproducao exata de cada caracter de modo como este foi enviado, pois cada mensagem
tem um significado préprio.

O esquema de representagao de um sistema de comunicacao que Shannon propos em

seu trabalho ¢ utilizado até hoje e, iremos reproduzi-lo a seguir:

Ruido
o | [coame] S0 [ ] "S5 o] —» (e
- - .
Informacdo

Este esquema consiste essencialmente em cinco partes:

e Fonte de Informacao: produz uma mensagem ou sequéncia de mensagens para

serem transmitidas a um terminal receptor.

e Codificador ou transmissor: opera a mensagem produzindo um sinal para trans-

missao sobre um canal.
e Canal: meio usado para transmitir o sinal do codificador para o receptor.
e Decodificador ou Receptor: desempenha a operacao inversa feita pelo codifi-

cador, reconstruindo a mensagem.
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e Destinatario: pessoa (ou objeto) para quem a mensagem é destinada.

A medida que a Teoria de Cédigos Corretores de Erros foi avangando, novas técnicas
foram desenvolvidas incorporando estruturas algébricas mais elaboradas. Para nossos
propositos, consideramos cddigos lineares, que sao subespacos préprios do espaco vetorial
[y, onde o alfabeto escolhido ¢ um corpo finito F; com ¢ elementos. Em particular, um
codigo linear C é chamado de cddigo ciclico se para toda palavra ¢ = (¢, c1,...,¢,-1) €Ca
palavra (¢,_1, ¢, - - ., Cn_2), obtida através de ¢ pela troca ciclica de coordenadas i — i+1,
tomada moédulo n, também é uma palavra cédigo em C. Os cédigos ciclicos sao muito
utilizados por formarem uma classe de c6digos lineares que possui bons algoritmos de
codificacao e de decodificacao.

Observamos que o espago vetorial Fy de dimensao n sobre F, ¢ isomorfo a élgebra
de grupo F,C,,, onde C,, é o grupo ciclico de ordem n. Este isomorfismo estabelece uma
correspondéncia entre os cédigos ciclicos de Fy e os ideais do anel de grupo F,C,,. Desta
maneira, cédigos ciclicos de F,C), podem ser realizados como ideais de F,C,,. Além disso,
sabemos que tal dlgebra ¢ um anel semisimples quando a caracteristica do corpo I, nao
divide n. Desta forma, um cédigo ciclico minimal é um ideal minimal de F,C,,.

Mais geralmente se F € um corpo e G um grupo, ambos finitos, dizemos que um cédigo

em uma &lgebra de grupo F,G ¢ um ideal desta dlgebra.

Descricao do trabalho

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo dos cédigos abelianos minimais.
Para isto, no Capitulo 1 apresentaremos nogoes bdsicas sobre corpos finitos, aneis de
grupos e alguns resultados sobre semissimplicidade de aneis e algebras, culminando em
uma adaptacao do Teorema de Wedderburn-Artin 1.9. Em seguida, apresentaremos as
defini¢oes e principais resultados sobre aneis de grupo bem como o Teorema de Maschke
1.10 que estabelece condicoes necessdrias e suficientes para que uma anel de grupo seja
semissimples e, assim, se decomponha em uma soma direta de ideais minimais bilaterais.

Para o caso em que GG é um grupo finito e F é um corpo tal que a caracteristica de
F nao divide a ordem de GG, a dlgebra de grupo é semissimples e, como tal, pode ser

decomposta em uma soma direta de ideais minimais bilaterais, cada um deles gerado por

um idempotente central primitivo. Desta maneira para descrever os cédigos de grupo,
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basta conhecermos os seus idempotentes geradores.

Como nosso foco sao os cédigos abelianos minimais, iniciaremos o Capitulo 2 com uma
introdugao a Teoria de Cédigos Corretores de Erros, para estabelecer a linguagem utilizada
nesta teoria. Em seguida, descreveremos os cédigos ciclicos como ideais na &dlgebra de
grupo [F,C;,, do grupo ciclico finito €}, de ordem n e, para os cédigos ciclicos minimais,
utilizaremos a estrutura de subgrupos do grupo ciclico para calcular os idempotentes
centrais primitivos geradores desses codigos.

O Capitulo 3 é o principal deste trabalho. Iniciaremos calculando o nimero de com-
ponentes simples de uma dlgebra de grupo abeliano finito FG' sobre corpos finitos e deter-
minaremos sob que condi¢oes este niimero ¢ minimo, ou seja, igual niimero de componentes
simples sobre a dlgebra de grupos racionais de tais grupos. Utilizaremos estes resultados
para calcular os idempotentes geradores de cédigos abelianos minimais e estendemos os
resultados de Arora e Pruthi. Sob estas condigoes, mostraremos como calcular as dimen-
soes e as distdncias minimas dos c6digos abelianos minimais a partir de resultados gerais

de aneis de grupos.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo fixaremos algumas notacoes e apresentaremos algumas defini¢oes e re-
sultados bésicos sobre corpos finitos, aneis de grupos, necessérios para o desenvolvimento
do nosso trabalho. As demonstracées omitidas neste capitulos podem ser encontradas em

6, 8.

1.1 Corpos Finitos

Sejam p € N um nimero primo e
F,=GF(p) ={0,1,...,p—1}

um conjunto de inteiros. Entdo ¢ : Z, — F, definida como ¢(@) = a é uma bije¢ao. Logo,
[F, com as operacoes induzidas por ¢ ¢ um corpo finito, chamado de corpo de Galois de
ordem p. Portanto, ¢ é um isomorfismo.

Sejam ' um corpo finito e K um subcorpo de F. Entao o grau de F sobre K, em
stmbolos [F : K], é a dimensao de F visto como um espaco vetorial sobre K. O corpo F é

chamado uma eztensao finita de K se [F : K] é finito.

Lema 1.1 Sejam F um corpo finito e K um subcorpo de F, com |K| = q. Entao |F| = ¢q™,

em que [F : K] = m.

Prova. Como F é um espago vetorial sobre K e IF' ¢ um corpo finito temos que [F : K] = m,

para algum m € N. Assim,

Portanto, |F| = ¢™. [ |



Corolario 1.1 Seja F um corpo finito. Entao |F| = p™, com p a caracteristica de F e

[F:Zy =m.

Seja R um anel comutativo com identidade. Um elemento p € R é irredutivel sobre R

se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
l.p#0ep ¢ U(R).
2. Se p = be, entao b € U(R) ou ¢ € U(R), isto é, p nao tem divisores proprios.

Proposigao 1.1 Sejam K um corpo qualquer e f(x) € K[z|. Entdo f(z) é irredutivel

sobre o corpo K se, e somente se,

é um corpo. |

Se K=F, e 9(f(z)) = m, entao o nimero de elementos do corpo

Fplz]
(f(z))

¢ igual ao nimero de polinémios em F,[z] com grau menor do que m, a saber, p™. Neste

={r(z)+ (f(x)) : r(z) € Fp[z] e O(r(z)) <m}

caso,
F, [x]

(f(z))

Teorema 1.1 (Kronecker) Se K é um corpo qualquer e f(x) € K|x] é irredutivel sobre

={ao+ar+- -+ m1x™ 1 a; € Fp} = Fym

K, entdo existe um corpo L contendo K e as raizes de f(x).
Lema 1.2 Seja K um corpo de caracteristica p > 0. Entao:

1. pa =0, para todo a € K.
2. (a:tb)pk = a”" £ ", para todos a,b € K e k € N.

3. A funcao ¢ : K — K definida por p(a) = a? é um homomorfismo de corpos injetor.
Neste caso,

Im(p) =K?

é um subcorpo de K.

Seja f(z) € K|[z] irredutivel sobre o corpo F. Entao, pelo Teorema de Kronecker,

existe um corpo L contendo K tal que



1. f(x)=(r—a1) - (v — a,) em L.
2. L=Klay,...,an]

O corpo L é chamado o corpo de decomposi¢cao de f(z) sobre K. Note que L é minimal
com respeito a condigao (1), isto é, se f decompde sobre F', com K C F C L, entao

F=1L.

Teorema 1.2 Sejam p um nimero primo e f(x) = 27" — z € F,[z], para algum n € N.

Entao L é o corpo de decomposi¢io de f(x) se L possui p" elementos.

Prova. Suponhamos que L seja o corpo de decomposicao de f(z) sobre F,. Como o
mde(f(x), f'(z)) = 1 temos que as raizes de f(x) s@o todas distintas em L. Logo, L

possui pelo menos p” elementos. Agora, consideremos o subconjunto
F={acL:fla)=0}={acL:a" =a}

de L. Entao é fécil verificar que F' é um subcorpo de L, com p" elementos. Portanto,
F=1L.

Suponhamos que L contenha p" elementos. Como L°® é um grupo multiplicativo de
ordem p™ — 1 temos, pelo Teorema de Lagrange, que o’ ~! = 1, para todo o € L®, ou seja,
o = o, para todo o € L*. Assim, o®" = o, para todo o € L. Portanto, f(x) fatora-se

em L. Neste caso,

que é o resultado desejado. |
Coroldrio 1.2 Quaisquer dois corpos finitos, com p™ elementos, sao isomorfos.

Coroldrio 1.3 O corpo GF(p") = F,u é o corpo de decomposicio de f(z) = 2P —z €
Fylz].

Coroldrio 1.4 O corpo Fyn existe, para qualquer nimero primo p e qualquer nimero

n € N.
Lema 1.3 Sejam G um grupo abeliano e a,b € G, com ordens m e n. Entao:

1. Ezxiste um elemento de ordem k = mmc(m,n).

3



2. Se a ordem maximal dos elementos de G ¢ igual a N, entdo a”

a € (.

= e, para todo

Teorema 1.3 Sejam K um corpo qualquer e G um subgrupo finito de K®. Entao G é
um grupo ciclico. Em particular, se K é um corpo finito, entio K = Z, (o), para algum

o € K.

Prova. Seja |G| = n. Entao, pelo item (2) do Lema 1.3, existe um nimero inteiro
maximal N tal que a” = 1, para todo a € G. Como o polindomio f(z) =2 — 1 € K[z]
possui no méaximo N rafzes distintas em K temos que n < N. Por outro lado, pelo
Teorema de Lagrange, N < n. Portanto, n = N e G contém um elemento de ordem n,
isto é, G é um grupo ciclico. Finalmente, existe o € K* tal que K* = (a). Como Z,, («) é

a menor extensao que contém « e Z, temos que K = Z, (a). |

Teorema 1.4 Seja K um corpo qualquer. Entio x™ — 1 divide 2™ — 1 em Klz] se, e

somente se, m divide n. Além disso,
mde(z™ — 1,2 — 1) = gmdetmm) _ 1,
Prova. Pelo o Algoritmo da Divisao, existem ¢, r € Z tais que

n=qgm-+r, com 0<7r<m.

Logo,
=1 g0 1 =" ! — 2" 2" — 1
= 2" -1)+2" -1
q—1
=z (inq> (™ —=1) 42" —1.
i=0
Portanto, ™ — 1 divide " — 1 em K[z] se, e somente se, m divide n. [ |

Corolario 1.5 Para qualquer nimero primo p, p™ — 1 diwvide p" — 1 se, e somente se, m

divide n.

Seja [F um corpo finito de caracteristica p. Diremos que o € F é um elemento primitivo

se F = 7Z, (o). Neste caso, o nimero de elementos primitivos de F é igual a

o(p" — 1),

em que ¢ é a funcao de Euler.



Teorema 1.5 Sejam p um nimero primo p e m,n € N. Entao:

1. Fym € um subcorpo de IFyn se, e somente se, m divide n.

2. Para cada divisor m de n, existe um tnico subcorpo Fpm de Fpn.

Prova. (1) Suponhamos que F,» seja um subcorpo de F,». Entao a dimensao de Fyn

sobre [F,m € igual k, para algum k € N. Logo,

e m divide n. Reciprocamente, pelo Teorema 1.4 e seu Coroldrio, obtemos z*" 1 — 1
divide zP"~! — 1. Logo, qualquer raiz de 2" — z em F,m é também uma raiz de 27" — .
Portanto, estao em F,», ou seja, F,» é um subcorpo de .

(2) Note que para cada divisor m de n, existe um unico subcorpo F,m de Fyn, caso

, . . “ . . , m
contrario, existiria mais do que p™ raizes de x¥ — x. |

Teorema 1.6 Seja f(z) € F,[z] um polinémio irredutivel de grau k, com q = p™. Entdo

Fx € o corpo de decomposigao de f.
Prova. Seja a uma raiz de f e consideremos a extensao F,(a). Se
f(x) =ao+ax + -+ apa”,

entao, pelo Lema 1.2,

%

k k k q
@y AV id _ J _
fla )—E a;(a?) —E a;od? = E ajol | =0,
J=0 4=0 4=0
isto é,
2 k—1
ol o, o

sdo todas as outras raizes de f(z), chamadas conjugadas de a. Sejam [ o menor inteiro

positivo tal que



Entao, pelo Lema 1.2,

Assim, se

g(x) = by + by + - - - + b,

entao
l

> e = (g(a))" = gla") = 3" by’

=0
ouseja, bf = b; e g(x) € Fy[z]. Como g(x) divide f(x) no corpo de decomposicao para f(z)
temos que g(x) divide f(x) em F,[z]. Portanto, g(z) = f(z) e [ = k. Consequentemente,

F,» € o corpo de decomposicao de f, pois

sao linearmente independentes. |

Teorema 1.7 Seja f(z) € Fy[z] um polinémio irredutivel de grau k, com ¢ = p™. Entdo

f(z) divide 7" — x em F[z] se, e somente se, k divide n.

Prova. Suponhamos que f(z) divida 29" — x em F,[z]. Entdo o corpo de decomposigao
F,. de f(x) estd contido em g, pois todas as raizes de f(x) estdao em Fyn. Assim,
pelo Teorema 1.5, k divide n. Reciprocamente, suponhamos que k divide n. Entao, pelo
Teorema 1.5, F i estd contido em Fyn. Assim, f(z) divide 27" — z em Fyn[z], pois f(z) e

27" — x fatoram-se sobre F,». Portanto, f(z) divide 27" — z em F,[x]. [ |

Observagao 1.1 Jd vimos que se o é uma raiz do polindomio irredutivel f(z) de grau k,
entao

2 k—1
o, a? ... af

s@o as outras raizes de f(x). Note que como mde(p,q — 1) =1 temos que

A
)

pois Fy € um grupo ciclico de ordem q — 1, ou seja, os conjugados de o com relagao a
L] Z . , .
qualquer subcorpo de ¥, possuem a mesma ordem em Fy. Além disso, f(x) s6 possui

. . . . n ~ .
raizes simples, pois as raizes de x4 — x sdo todas simples.



Coroldrio 1.6 O polinomio f(x) = 27 — x € F,[x| pode ser fatorado em um produto de

polindomio monicos irredutiveis sobre Iy, cujo grau divide n.

Prova. Basta observar que se g(x) e h(z) sdo polindmio moénicos irredutiveis e distintos
sobre F, que dividem f(z), entao g(x)h(x) divide f(x), pois mde(g(x), h(z)) = 1. Agora,
aplique a Observacao. [ |

Seja o um elemento de Fyn. O polindomio minimal de a, em sfmbolos m,(x), é o
polinémio monico irredutivel sobre F, que tem o como raiz. Note que « e a” possuem
o mesmo polindmio minimal, pois pela prova do Teorema 1.6, [m,(z)]? = mq(a?). Além
disso, o grau k de m,(x) é o menor inteiro positivo tal que

k

at =1 (modg™ —1).
Seja 1 € Fyn um elemento primitivo. Entao

IFqn:Fq(n):(n):{ni:izo,l,...,q”—Q}.

Logo,

27—z =my(z)---my(x),

com m;(x) = myi(x) =m, (), i =1,...,1. Assim,

i g .G i~ 1)g
Rmi:{’r}a’r}qanq a"'a’r}(q )}

¢ o conjunto das raizes de m;(z) e d(m;(x)) = k; divide n. Note que estes conjuntos
formam uma partigao de Fyn, com |R,,,| = 1 nos elementos de F,. Portanto, essa parti¢ao

de F,» induz uma parti¢ao no conjunto de inteiros
Spo1=1{0,1,...,¢" — 2},
a saber,
Ci = {Za q’l, q2ia SR (qki_l)i}a
onde os inteiros sao lidos médulo ¢ — 1. Reciprocamente, a funcao o : Sjn_1 — Sgn_1

definida como

o(i) =1iq (modq™ — 1)
estd bem definida. Portanto, obtemos uma particao
Ci = {7'7 qu q2i7 R (qkiil)i}a
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de Syn_; e cada conjunto C; corresponde a um polindémio minimal m;(z), pois k; é o menor

inteiro positivo tal que
di=i (modg® —1) (o’ =1 (modg" — 1)).

Os conjuntos C; sao chamados de classes ciclotomicas médulo ¢" — 1 ou (¢™ — 1)-classes

ciclotomicas. Note que 7 no indice do conjunto C; é o representante de classe e

J€eC;
Exemplo 1.1 Sejamp =2, n=4 e q= 2. Entao Fys é um corpo, com 16 elementos, e

as classes ciclotomicas modulo 15 sao:

C = {0}
C = {1,2,4,8}
C; = {3,6,12,9}
C; = {510}

C; = {7,14,13,11}.

1.2 Aneis de Grupos

Nesta se¢ao introduzimos a definicao de um anel de grupo RG de um grupo G sobre
um anel com unidade R. Além disso, discutiremos condi¢oes sobre o grupo GG e sobre o
anel R para que o anel de grupo RG seja semissimples e apresentaremos o Teorema de
Maschke.

Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Definiremos por RG o conjunto de

todas as “somas formais” do tipo

o= Za(g)g, onde a(g) € R.

geG

Note que a definicao implica que dados

a=>Y alg)g e =Y Blgg € RG,

geG geqG

diremos que « é igual 3 se, e somente se,

a(g) =p(g), ¥V geq.

8



O suporte de «, em simbolos supp(«), é o conjunto

supp(a) = {g € G : a(g) # 0}.

Pode-se definir a soma de dois elementos a e § de RG como

at+B8=> (alg)+B(9))g (1.1)

geG

e seu produto por um escalar A € R como

Aa =\ (Z a(g)g> => (Aa(g))g (1.2)

geG geG
Finalmente, pode-se definir o produto de dois elementos o e 5 de RG como

af = (ag)B()gh =D (), (1.3)

9€G helG feGq

com

V()= alg)Blg"f)

geG

e a(g)B(h) indica o produto em R e gh o produto em G. Com as operagoes soma €
produto definidas em (1.1) e (1.3) acima, RG ¢ um anel com unidade
1= a(g)g,
geG
com al) =1 e a(g) =0, para todo g € G — {1}. O anel RG serd chamado de anel de
grupo.

Note que RG com a soma (1.1) e o produto por um escalar (1.2) é um R-médulo. Além
disso, se R for um anel comutativo, RG é uma R-algebra sobre R. Neste caso, chamamos
RG de dlgebra de grupo de G sobre R.

A funcao imersao ¢ : G — RG definida como

Wg) = x(h)h € RG,
heG
com z(g) = 1 e z(h) =0, para todo h € G — {g}. é um monomorfismo de grupos. Assim,
podemos identificar G com sua imagem «+(G) em RG. Portanto, com essa identificacao,
podemos considerar G como uma base de RG sobre R.
A funcao inclusao v : R — RG definida como

v(a) =Y x(g)g € RG,

geG



com z(1) = a e z(g) = 0, para todo g € G — {1}. & um monomorfismo de aneis. Assim,
podemos identificar R com sua imagem v(R) em RG.
A partir dessas identificagoes podemos concluir que: ag = ga em RG, para todo a € R

egeq.

Lema 1.4 Sejam o : R — S um homomorfismo de aneis, com o(1) = 1, e M um

S-mddulo & esquerda. Entao M munido com a agdo
a*xm = o(a)m
é um R-mddulo o esquerda.

Teorema 1.8 Sejam R um anel e G um grupo. FEntao temos a sequinte propriedade
universal: para qualquer anel S contendo R e qualquer fun¢ao o : G — S tal que o(gh) =
o(g)o(h), para todos g,h € G, existe um unico homomorfismo de aneis R-linear ¢ :
RG — S tal que 0 = potr, comt: G — RG. Em particular, se R C Z(S5), entao ¢ é um

homomorfismo de R-dlgebras.

Prova. A fungao ¢ : RG — S definida como

@ (Z a(g)g> = alg)alg)

geG geG

tem as propriedades desejadas. |

Coroldrio 1.7 Sejam R um anel e p : G — H um homomorfismo de grupos. FEntao
existe um dnico homomorfismo de aneis ¢ : RG — RH tal que §|q¢ = ¢. Em particular,
se R é um anel comutativo, entao @ é um homomorfismo de R-dlgebras. Além disso, se

© € injetor, sobrejetor ou bijetor, entao @ também o é.

Lema 1.5 Sejam S um anel com identidade, R um subanel de S, com a mesma identidade
de S, e G um grupo. Entao
SG ~ S ®gr RG.

Prova. Note que a multiplicacao sobre S ®zr RG ¢é definida distributivamente como segue

(sRa)(tep)=staf, ¥V s,teS eaqpfeRG.
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Assim, a funcdo ¢ : G — S ®r RG definida como o(g) = 1 ® g satisfaz as condigoes
do Teorema 1.8, Portanto, existe um tinico homomorfismo de aneis R-linear ¢ : SG —
S ®r RG tal que

pla)=1®a.

Por outro lado, a funcao 7 : S x RG — SG definda como
7(s, ) = s«

é¢ um homomorfismo de aneis R-bilinear. Assim, existe um tinico homomorfismo de R-

algebras v : S ®p RG — SG definido como

P(s ® a) = sa.
Note que
(Yop)la)=v(l®a)=a
e
(po)(s ®a) = p(sa) = s(1®9) = (s @ a),
ou seja, Y o = Igg e ¢ o = I(sg,ra). Portanto, SG ~ S ®r RG. [ |

Proposicao 1.2 Sejam R um anel comutativo com identidade e G, H grupos. Entdo
R(G x H) ~ (RG)H ~ RG ®r RH.
Prova. A funcéo o : G x H — (RG)H definida como
(g, h) = gh
é tal que

o((g1, 1) - (g2, h2)) = (9192, hiha) = g1g2h1he = g1h1g2ho
= 0(91,h1) : 0(92,h2)7 v (91,}11)7 (gzyhz) €GxH.

Assim, pelo Teorema 1.8, existe um tinico homomorfismo de R-algebras

v:R(Gx H)— (RG)H

11



tal que

el Y. alghgh) | = > algh)olgh)

(9,h)eGxH (9,h)eGxH

=y (Za(g, h)g> h.

heH \geG

E facil verificar que ¢ é bijetor.
Finalmente, pelo Lema 1.5, obtemos (RG)H ~ RG ®r RH, RG ®r RH ¢ R(G x H)

sao isomorfos. [ ]

Proposigao 1.3 Sejam {R;}ic; uma familia de aneis e R =Y., R;. Entdo

el

RG ~ Z R,G,

el

para qualquer grupo G.

O seguinte teorema determina condigoes necesséarias e suficientes sobre R e G para que

o anel de grupo RG seja semissimples.

Teorema 1.9 (Teorema de Maschke Generalizado) Seja G um grupo. Entao o anel

de grupo RG é semissimples se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. R é um anel semissimples.
2. G ¢ finito.

3. |G| é invertivel em R.

O caso em que R = [F é um corpo é de grande importancia, pois F é sempre semissim-
ples e |G| é invertivel em F se, e somente se, |G| # 0 em F, isto é, se, e somente se, a

caracteristica de F nao divide |G|.

Coroléario 1.8 Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entdao KG ¢é semissimples se, e

somente se, a caracteristica de K nao divide a ordem de G.

Veremos agora uma adaptagao do Teorema de Wedderburn-Artin que nos déd muitas

informacoes sobre a estrutura de uma &dlgebra de grupo.
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Teorema 1.10 Sejam G um grupo finito e F um corpo tal que a caracteristica de F nao

divide |G|. Entao:
1. FG é uma soma direta de um nimero finito de ideais minimais {B;}1<i<r, as com-
ponentes simples de FG. Cada B; é um anel simples.

2. Qualquer ideal de FG é uma soma direta de alguns dos membros da familia {B;}1<i<;.

3. Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matrizes completo da forma
M, (D;), com D; um anel de divisio contendo uma copia de F em seu centro, e o

isomorfismo
FG ~ > " M,,(D;)
i=1
¢ um isomorfismo de F-dlgebras.

4. Em cada matriz M, (D;), o conjunto

( 3

T 0 0
i) 0 0 .
Ii: 25(31,5(32,...,5(37”6DZ' ﬁD:h
0
\ J

¢ um ideal minimal G esquerda.

Dado z € FG, consideremos
$(x) = (a1,....00) € Y M, (D;)
i=1
e definimos o produto de x por um elemento m; € I; como
Tm; = o;m;.
Com esta defini¢do I; torna-se um FG-mddulo simples.
5. Sei# j, entao I; £ I;.

6. Qualquer FG-mddulo simples é isomorfo a algum I;, 1 =1,... 7.

Coroldrio 1.9 Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal que a

caracteristica de F nao divide |G|. Entao:
FG ~ > " M, (F)
i=1
eni+n3+---+n2=IG|.
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Os tnicos ideais minimais de um anel semissimples R sao chamados de componentes

simples de R.

Teorema 1.11 Seja R = @®;_, A; uma decomposi¢cio de um anel semissimples como soma

direta de ideais minimais. Entao existe uma familia {ei,...,es} de elementos de R tal
que:
1. e; # 0 é um idempotente central de R, i =1,...,s.

2. Se i # j, entao e;e; = 0.
3. 1=e+ - +e;.

4. €; mao pode ser escrito como e; = ¢e; + e, em que €} e e sio idempotentes centrais

nao nulos tais que ee! =0, 1 <i <s.

i

Os elementos eq, ..., es; do teorema sao chamados de idempotentes centrais primitivos

de R.

1.3 Algebras de Grupos Abelianos

Nesta secao descreveremos dlgebras de grupo de grupos abelianos finitos GG sobre corpos
F de caracteristica relativamente prima com a ordem do grupo, isto é, de modo que a
dlgebra de grupo seja semissimples. Esta caracterizagao foi dada por Perlis e Walker [7].

Sejam G um grupo ciclico finito de ordem n:
G = {a) ={1,a,a® ...,a" '}
e IF um corpo tal que a caracteristica de [F nao divide n. Consideremos a fungao avaliagao
¢: Flz] — FG
flz) — fla)

E féacil verificar que ¢ é um epimorfismo de aneis e, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo,

Fla]

FG ~
ker ¢’

com



Como F[z]| ¢ um dominio de ideais principais temos ker ¢ é um ideal gerado pelo polinémio
monico irredutivel fy(x) de menor grau tal que fy(a) = 0. Neste caso, fo(z) = m.(z)
e a é algébrico sobre F. E importante observar, sob este isomorfismo, que a imagem do

elemento a é a classe

pla) =2+ (fo(2)) €

E claro que 2" — 1 € ker ¢, pois a” = 1. Note que se
i=0
¢ um polindmio de grau r < n, entao
fg(a) = Z kiai 7é 0
i=0
em RG, pois os elementos 1, a, a?, . .., a" sdo linearmente independentes sobre F. Portanto,

ker p = (2" — 1)

Seja
2" = 1= fi(2)fa(x) - filz)

a fatoragao de 2™ — 1 em fatores irredutiveis sobre F. Como a caracteristica de F nao
divide n temos que f; # f;, quando 7 # j. Logo, pelo o Teorema Chinés dos Restos,

obtemos
Pl Fj
KO o -0 = @) © o)) Gu(@)y

pois
(fi(x)) + (fi(z)) = Flz].
Assim, o gerador a de GG é aplicado em

pla) = (x4 (@), ..., 2+ (fi2))).

Sejam (; as raizes de f;(x) em um fecho algébrico de F. Entao

~ F(G).



Consequentemente,

FG~F(G) @ F(G) & & F(G).

Como todos os elementos (; sao raizes de ™ — 1 temos que FG isomorfo a uma soma

direta de extensoes de F. Neste caso, o elemento a é aplicado em

(Ch CZa s >Ct)-
Observacao 1.2 Seja
~ " —1 ,
fz(l'): f(l‘) :Hfj, ’L:1,...,t.
! i
Entao ¢ facil verificar que os ﬁ(m), o ﬁ(:c) sao relativamente primos e que v — 1 divide

ﬁ(x)]/‘;(x) se i # j. Assim, existem gi(x),. .., gr(z) € Fz] tais que
Ai@)ai(@) + - + ful@)ge(e) = 1.
Pondo e; = ﬁ(a)gi(a), em FG, i=1,...,t, obtemos

61—|—"'—|—6t:1 e 6,‘6j251‘j61‘.

Portanto,

FG =FGe, @ --- @ FGey.
Fazendo (; = ae;, i = 1,...,t, temos que FGe; é uma dlgebra com unidade e; e m¢,(x) =
fi(z).

Exemplo 1.2 Sejam G um grupo ciclico de ordem 7,
G = {a) = {1,a,a® a* a* da°, a®},
elF =Q o corpo dos nimeros racionais. Entao
T —1l=( -+t +2® + 2+ 2+ 1)

¢ a fatoracio de 7 — 1 em fatores irredutiveis sobre F. Assim, se ( é uma raiz sétima

primitiva da unidade, entdo

FG~FaF(().
Neste caso, o gerador a do grupo G é aplicado em

(1,0).
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Finalmente, como

~

file) =2+ 2%+t + 2+ 2+ 1 e fg(:c):x—l

temos que
1~ 1\ »
?fl(:c)jt <—?) fo(z) (2° + 22" + 32® + 42® + B + 6) = 1.
Logo,
1 1
61:?(a6+a5+a4+a3+a2+a+1) e e =— (®+a°+a*+a®+a*+a—06).

Exemplo 1.3 Sejam G um 2-grupo abeliano elementar de ordem 2™ e F = Q o corpo

dos nimeros racionais. Mostre que FG é isomorfo a uma soma direta de 2™ copias de F.
Solugao. Vamos usar indugao sobre m. Note que
G=Cix-xCp,
com Cj, 1 =1,...,m, grupos ciclicos de ordem 2. Se m = 1, entao, pelo Exemplo 1.2,
FG~FaTF,

pois

v —1=(x—1)(z+1).

Suponhamos que o resultado seja vilido para qualquer grupo que é um produto direto de

k cépias de grupos ciclicos de ordem 2, com 1 < k < m. Pela Proposicao 1.2, obtemos
FG ~F(Cy x - X Cpq) X Cp) = (F(Cy X -+ X Cp1)) O
Logo, pela hipétese de indugao,
F(Cyx - xCpq)=F1®---®F,_1, com F,~FPF.
Como
FG~F, & ---®F,1)Cp ~F.C@---dF,,1C, e F,C,, ~FC,, FC,,
temos o resultado desejado. |

Agora, vamos apresentar uma forma alternativa de decompor a dlgebra de grupo de um

grupo ciclico que nos possibilitard generalizar o resultado para grupos abelianos finitos.
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Lembramos que, para um dado inteiro n, o n-ésimo polinémio ciclotomico, denotado
por ®,(x), é definido como

®,(z) = H (z — Cj)a

mde(n,j)=1
com ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade e o grau de ®,(z) é ¢(n).
Sejam (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade e FF = Q o corpo dos nimeros

racionais. Entao a funcao

F(Cn)

definida como o(f + (®,)) = ¢, ¢é claramente um isomorfismo. Portanto,

Flz]
(®n)

¢ uma extensao ciclotomica de F de grau ¢(n).

F(Cn) ~

Se n = kd, entdo (¥ ¢ um elemento de ordem d e é uma raiz d-ésima primitivas da

unidade. Assim, existe exatamente um d-ésimo polinémio ciclotoémico

Neste caso,
1<d<n
din

Para cada d fixado, seja
ad
= H fdl(x)
i=1

a fatoracao de ®,4(r) como um produto de polindmios irredutiveis sobre F. Entao a
decomposicao de FG pode ser escrita sob a forma:

e Z<Z ) =2 (Sre)

d=1 =1
n

Para um d fixo, todos os elementos (,, sao raizes n-ésimas primitivas da unidade. Portanto,

todos os corpos da forma F((y,) sao iguais e podemos sempre escrever

FG ~ " adF(Ca),

d=1
dln
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aqF({;) denota a soma direta de ay corpos diferentes, todos isomorfos a F((;). Portanto,

¢(d) = aqlF(Ca) : F.

Consequentemente,

Nq
Ad = ~—7 -~

[F(Ca) : F]’

em que ny ¢ o nimero de elementos de ordem d em G, o qual é precisamente ¢(d).
Exemplo 1.4 Sejam G um grupo ciclico de ordem n,

G ={a) ={l,a,a® ...,a" '},
e F =Q o corpo dos niimeros racionais. Entao

at—1= H O4(x)
1<d<n
din
é a fatoracao de x™ — 1 em fatores irredutiveis sobre F. Assim, se (g5 é uma raiz d-ésima

primitiva da unidade, entao

FG ~ " asF(Ca).
d=1
d|n
com
ad = nd = nd = 1

[F(¢a) - F]  ¢(d)
Em particular, se n = 6, entao
1‘6 -1 = CI)l(x)CI)2(;L‘)(I)3(;L‘)CI)6(x)
= (r—1)(z+1)@*+z+1)(z* -z +1).

Portanto,

I 14 +/—
FG:F@F@F(%) ®F (JFT?’) .
A descricao obtida acima pode ser estendida a aneis de grupo de um grupos abelianos

finitos, conforme o teorema a seguir, cuja demonstragao é feita por indugao e utiliza o

Teorema de Estrutura dos Grupos Abelianos Finitos.

Teorema 1.12 (Perlis-Walker) Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e K um

corpo qualquer tal que a caracteristica de K nao divide |G|. Entao

KG ~ Y " aqF((a).

d=1
dln
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Coroldrio 1.10 Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n. Entao

QG ~ > a,Q(Ca).
d=1
dln
Coroldrio 1.11 Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e F um corpo tal que a
caracteristica de F nao divide n. Se F contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade,

entao
FG~ > F;,
i=1

comF,=F,i=1,...,n.

Finalizaremos esta se¢ao apresentado uma descricao do centro de uma &lgebra de
grupo. Essas informagoes serao titeis na determinagao da estrutura de uma dlgebra de
grupo semissimples.

Nao existe um método geral para se determinar os ideais & esquerda de uma &alge-
bra de grupo FG, no entanto, existem alguns resultados que estabelecem o nimero de
componentes simples de FG, utilizando a estrutura intrinseca do grupo.

Se g é um elemento do grupo G, entao o(g) indica o ordem do elemento g e o conjunto
C(g)=1{h"'gh:hec G}

é a classe de conjugacao de g em G. Se C(g) é um conjunto finito, entdo definimos o
elemento

Ag= > h
)

heCl(g

no anel de grupo RG, o qual é chamado uma soma de classe de G sobre R.

Teorema 1.13 Sejam G um grupo e R um anel comutativo com unidade. Entdao o con-

gunto {Ay}gec de todas as somas de classes de G sobre R formam uma base de Z(RG).

Teorema 1.14 Sejam G um grupo finito e F um corpo algebricamente fechado tal que
a caracteristica de F nao divide |G|. Entdo o nimero de componentes simples de FG é

igual ao numero de classes de conjugagao de G.

Observacgao 1.3 Se o corpo F nao for algebricamente fechado e a caracteristica de F nao
divide |G|, entdo o nimero de componentes simples de FG serd sempre menor do que ou

igual ao numero de classes de conjugacao do grupo G.
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Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se H = {1}, entao, pelo Coroldrio 1.7,

existe um tnico homomorfismo de aneis € : RG — R tal que

Note que

A(G,H) =kere = {Z a(g)g : Za(g) = O}

geG geG

é um ideal de RG chamado de ideal aumentado.
Ja vimos que se e é um idempotente central de um anel R, entao e induz uma decom-

posicao de R como uma soma direta de ideais, ou seja,
R=Re® R(1—e),
pois
a=ae+a—ae=ae+a(l—e) e ReNR(1—¢e)={0}.

Existe uma maneira padrao de construir idempotentes dos subgrupos de um determinado
grupo, em um anel de grupo.
Dados um anel de grupo RG e um subconjunto finito H de G tal que |H| ¢ um elemento

invertivel em R, vamos denotar por H o elemento

Lema 1.6 Sejam R um anel comutativo com identidade e H subgrupo finito de um grupo

G.

1. Se |H| é um elemento invertivel em R, entio e% = ey em RG.

2. H é um subgrupo normal em G se, e somente se, ey é central em RG. Em particular,

RGey ~egRG e
G

(RG)err ~ R (E) .

3. Se H é um subgrupo normal em G, entao
RG = RGey @ RG(1 — ep),
com

RGey ~ R <%) e RG(1 —ey)=A(G,H).

21



Prova. (1) Basta observar que ey estd bem definida,
ey = ‘—;‘ Z h # 0.
heH
Neste caso, egy = ey, para todo y € H, pois hy € H. Em particular,

1 1 1 1
2 o _ —_ i
eH_eH(\mZh) B |H|Z€Hh_ |H]| Do = |H]| Hlen =en.

heH heH heH

(2) Se H ¢ um subgrupo normal em G, entdao gHg ! = H, para todo g € G. Logo,

1 1 1
-1 __ § -1 __ § -1 __ § _

heH heH heH
Portanto, gey = egg, paratodo g € GG, ou seja, ey € central. Além disso, RGey ~ eg RG.
Reciprocamente, se ey é central em RG, entao, para qualquer g € G,

1 1
-1 -1
- = =Y h=— 3 ghg .
heH heH

1

Logo, gHg~" = H, para todo g € G, ou seja, H é um subgrupo normal em G.

Finalmente, para qualquer g € G,

1 1
96H29<ﬁ2h> :QE <|H|—Z(1—h)> =g+9,

heH heH

com

§ = —g‘—;‘ > (1—h) € A(G, H).

heH

Logo, as fungoes

RG RG G
6= s m < se.m i)

definidas como

o(gen) =g+ A(G, H) e o(g+A(G, H)) = gH
sao claramente isomorfismos. Portanto,

(RG)ew ~ R (%) |

(3) E facil verificar que

RG = RGey & RG(1 — ep).
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Agora,
RG(1—ey) = RG (\H| -y h) C > RG(1-h)=A(G,H).

heH heH
Por outro lado, como

(1-h)(1—eg)=1—h—(1—h)eg=1—h—eg+heg=1—h
temos que A(G, H) C RG(1 — eg). Portanto, RG(1 — ex) = A(G, H). [ |

Quando H = G, eg é chamado de idempotente principal de RG. Em particular, se
RG é semissimples e H = G’ o subgrupo derivado de GG, entdo a componente A(G,G’) é

a soma de todas as componentes simples nao comutativas de RG.

Lema 1.7 Sejam R um anel comutativo com identidade e H, K subgrupo normais em

um grupo finito G tais que H C K. Entao
dim RG(eg — ex) = dim RGey — dim RGek.
Prova. Como H C K temos que egex = ex. Logo,
gen = gex + gen — gex = gex + glem — ex) e ex(en —ex) =0,

ou seja,

RGey = RGeyx @ RG(ey — ex),

que é o resultado desejado. |

Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem p", com p um ndmero primo fixado. Entao

existe um tnico subgrupo H = <api> de G, para cada i =0, ..., n. Portanto,
[} =(@") < (@) < <) <) =G
é a tnica série de decomposicao para (G, ou seja, obtemos
G=Gy>G D---DG,={1}
a cadeia descendente de subgrupos ciclicos de G, em que G; = (a}”i>.

Lema 1.8 Sejam F = Q o corpo dos nimeros racionais, G = (a) um grupo ciclico de

ordem p", com p um niumero primo fixado, e
G=Gy,DG D---DG,={1}

23



a cadeta descendente de subgrupos ciclicos de G. Entao os elementos

~

GQZGQ eei:Gi—Gi_l, izl,...,n,

formam um conjunto de idempotentes primitivos de FG. Além disso, FGe; ~ F((,i), com
(i a raiz p'-ésima primitiva da unidade, e [FGe : F] = e(1)p™, para qualquer idempotente

primitivo e de FG e e(1) denota o coeficiente de 1 em e.

Prova. Como
n

FG ~ Z F(¢p)

Jj=0

temos que FG contém exatamente n + 1 idempotentes primitivos. Note que
€o€; — @0 (é\z — @i,1> = @0@1 — @0@2;1 = 0, 1= 1, e,y
pois
égéizéo, z':0,1,...,n.

Além disso, se 1 <1 < j, entao

Logo,
€i€j = (éz — é\ifl)(é\j — @j,l) - é\l — @ié\jfl - @i,l + Gifl = (Sij (@Z - @@j,l).
Assim,
€0,€1,€i,...,6Em

sao m + 1 idempotentes centrais ortogonais aos pares. Portanto, eles sao primitivos e

~

Zei :é\ﬂ‘l'@l_@0+@2_é\1+"'+Gn—1_én—2+Gn_én—1 =L
i=0
Finalmente, pelo Lema 1.6, obtemos

IE‘G:IFeIFGeiZIF(g)ei:FL, 1=1,...,n,

com L um grupo ciclico de ordem p’. Assim, pelo Lema 1.7,

~

[FGe, : F] = [(IFG)@:IF} - [(IFG)Gi_l :IE‘]

— pi—p!



Portanto, FGe; ~ F((,i), i = 1,...,n. Note que

n __ 1 1 n __ .1 —1 .
e;()p" = <pni — pn(il)) pt=p' —p " =[FGe; : F].
Enquanto,
eo(1)p" =1 = [FGey : F].
Assim, [FGe : F] = e(1)p™, para qualquer idempotente primitivo e de FG. |

Observacao 1.4 Na prova do Lema 1.8 usamos o fato de que os polindomios ciclotomicos
sao irredutiveis sobre Q. Assim, podemos estendé-lo somente para dlgebras de grupos sobre
corpos com a mesma propriedade, ou seja, o Lema nao é verdade em geral, por exemplo,

sejam G um grupo ciclico de ordem 3 e F = IF; um corpo finito. Entao

P =1 =[] ®ule)=21(x)®s(z) = (z — 1)(2® + 2+ 1)

1<d<n
dn

= (z—=1)(x—2)(z—4).

Logo,
PR P L e T

Por outro lado,

o _Qz] Q] Q=]
O s -0 o 20

com (3 a raiz terceira primitiva da unidade. Assim, a dlgebra de grupo FG contém trés
elementos idempotentes primitivos, enquanto a dlgebra grupo QG contém dois elementos

tdempotentes primitivos. Portanto, eles nao podem ser obtidos do Lema.

Exemplo 1.5 Sejam G um grupo ciclico de ordem 3% e F = Q o corpo dos nimeros

racionais. Entao

Gy =

{

(a”)
Gy = (a°) ={1,d°,a"%}
Gy = {
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Logo,

~

1
eo = Go==—=(1+a+a*+ - +a* +a*)

~ 27
G = %(1+a3+a6+a9+a12+a15+a18—|—a21—|—a24)
Gy = %(1+a9+a18)
Gy = 1.
Assim,
e = @1—@0:%(2—a—a2—|—2a3—a4—---—a23—|—2a24—a25—a26)
ey = @2—@1:é(Q—as'—a6+2a9—a12—a15+2a18—a21—a24)

~ ~ 1

€3 = G3 — G2 = §<2— ag —alg).
Portanto, eje; = d;je;, eg+e1+ex+ez=1¢e

e;(1)3% = 3" — 31,
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Capitulo 2

Teoria dos Cédigos

Iniciaremos este capitulo com uma introducao dos conceitos béasicos da Teoria dos
Codigos, para estabelecer a linguagem utilizada nesta teoria e, em seguida, apresentaremos
os codigos lineares e alguns resultados sobre um tipo de cédigo bastante relevante para
o objetivo deste trabalho: os cédigos ciclicos minimais que normalmente, na literatura
introdutéria, sao apresentados utilizando-se a estrutura de anéis de polinémios, onde os
c6digos ciclicos sao descritos como ideais no anel quociente

Fy[z]
(zr = 1)’
onde F, ¢ um corpo finito, que possui ¢ elementos, e n ¢ um nimero natural que indica o

comprimento do cédigo. Através de um isomorfismo entre o anel

e a algebra de grupo F,C,, do grupo ciclico finito (), de ordem n, fica estabelecida uma
correspondéncia biunivoca entre os ideais no anel quociente de polinémios e os ideais da
algebra [F,C,,. Desta maneira, descrevemos os cédigos ciclicos como ideais na dlgebra de
grupo F,C,,.

De modo geral, pela Teoria dos Anéis de Grupos, um ideal ou cédigo (minimal) de
uma algebra de grupo semissimples é gerado por um idempotente (primitivo). Para alguns
codigos ciclicos, utilizamos a estrutura de subgrupos do grupo ciclico para calcular os

idempotentes centrais primitivos da dlgebra de grupo geradores desses cédigos.
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2.1 Conceitos Basicos

Seja A qualquer conjunto finito, com ¢ elementos, o qual serd chamado de alfabeto.
Os elementos de A serao chamados de letras ou digitos. Uma sequéncia de n elementos
de A serd chamada uma palavra de comprimento n.

Consideremos A" o conjunto de todas as palavras de comprimento n sobre A, isto é,
A" ={(co 1y yen1) i €A i =0,...,n—1}.
Um cddigo de comprimento n é qualquer subconjunto nao trivial de A", para algum n € N:
C CA".

Um dos principais objetivos da Teoria dos Cédigos Corretores de Erros é determinar
quando uma palavra transmitida através de um canal é recebida com algum erro e, o mais
importante, saber corrigir este erro. Estas observagoes podem ser expressas em linguagem
rigorosa e nos levarao aos primeiros resultados da Teoria dos Cédigos.

Dados dois elementos

= (20, ., Tn),y = (Yo,---,Yn) € A",

chama-se distincia de Hamming entre eles ao nimero de coordenadas em que x e y

diferem, ou seja:

Dado um cédigo C CA™, chama-se distancia minima de C ao nimero:
d = min{d(x,y) : z,y € C, com x # y}.

Um cédigo sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais (n,m,d), que
sdo, respectivamente, o seu comprimento (o nimero n corresponde a dimensao do espago
ambiente A", onde C se encontra), o seu nimero de elementos e a sua distancia minima.

O objetivo dos c6digos corretores de erros é acrescentar dados adicionais & mensagem
que iremos transmitir ou armazenar de forma que nos permita recuperd-la detectando
e corrigindo possiveis erros. O processo de adicionar dados & mensagem é chamado de

codificacdo. E o processo de recuperagao da mensagem é chamado de decodificacao.
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2.2 (Cbdigos Lineares

Como estamos interessados em trabalhar com conjuntos munido de uma estrutura
algébrica, o alfabeto escolhido serd um corpo finito F,, com ¢ elementos. Além disso, o
nosso conjunto de palavras C sobre F, serd tomado de maneira a formar um subespaco
vetorial nao trivial de Fy e, neste caso, tal cédigo é conhecido como cddigo linear.

Dada uma palavra z = (2o, . .. , #,-1) de [F, definimos o seu peso como sendo o niimero
inteiro

w(x)={i:z; #0, i=0,...,n—1}|

Em outras palavras, temos

w(z) = d(z,0),
em que d representa a distdncia de Hamming. O peso de um cédigo linear C é o inteiro
w(C) = min{w(z) : = €C—{0}}.

Existem vdrias maneiras de descrevermos um cédigo linear C. Apresentaremos duas
delas neste trabalho:

Consideremos a base canodnica

{flu---vfn}

de I, de modo que qualquer vetor v pode ser escrito de mod tnico sob a forma
v=uvfi1+vafo+---+v,f,, onde v, €F et =1,...,n
Seja C um cddigo linear de dimensao k sobre [F,. Se

{e1,...,ex}

é a base canodnica de IF’; e
{c1,..., ¢k}

¢ uma base de C, entao a fungao

v IF]; — [ definida como v(e;)) =¢;, i=1,...,n,
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é linear e injetora, com Imv = C. Esta aplicagao pode ser visualizada no seguinte dia-
grama:

Ft = 7

| |

V|]Fk

A
Vamos determinar a matriz G' que representa a transformacao linear v nas bases candnicas
de IF'; e [, respectivamente. Para isso, escreveremos os elementos da base de C na base

canodnica de IFZ;.

ci = bufi + bufo + -+ 4+ bufa
ca = binfi + bnfo + -+ 4+ bpafs
ce = bigfi + bafo + - 4+ bupfa

\

onde os coeficientes b;; € F;. Como
vie)) =c¢i =bufi+bafo+ - +bufn, i1=1,...k,

temos que a matriz de v em relagao as bases canonicas é

bll b12 e blk
G _ b21 b22 T ka
bnl bn2 e bnk

Note que cada coluna da matriz GG corresponde a um vetor que pertence ao cédigo C, ou
seja, podemos dizer que C é o subespaco de [y gerado pelas colunas da matriz G (que
formam, na realidade, uma base de C). Os elementos de C sao todas as palavras w € F}
da forma w = v(v), onde v € Fi. Uma matriz G € M,.(F,) cujas colunas formam uma
base para o cédigo C é chamada de matriz de codificagao ou matriz geradora do cédigo C.

Outra maneira de descrevermos o cédigo linear C é através de uma transformagcao
linear sobrejetora 7 : Fy — FZ"“ tal que kerm = C, descrito do seguinte modo: dado

uma base
{c1,. . ek}
do cédigo C, ela pode ser estendida (de vdrias maneiras) para uma base
{C17 <oy Chy U1y e 7,Unfk}
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do espago [Fy. Assim, qualquer v € Fj pode ser escrito de modo tnico sob a forma
v=A1C1 + - ApCr + Mg -+ AUk
onde \; € Fy,i=1,...,n. A fungao 7 : F} — IFZ”“ definida como
(V) = A1 + -+ + A\Un_g

é tal que ker m = C. Podemos representar esta fungao no seguinte diagrama:

n ™ n—k
]Fq Fq

| |
C — 0

Denotaremos por H € M, _)xn(Fq) a matriz de posto (n — k) que representa a trans-
formagao linear 7 nas bases canonicas de [y e F;‘_k , respectivamente. Como kerm = C

temos que o cédigo linear C € o conjunto de todas as palavras w € Fj que satisfazem
Huw' =0,

de modo que multiplicar pela matriz H é uma forma de decidir se um dado vetor pertence,
ou nao, ao cédigo C. A matriz H é chamada de matriz de teste de paridade ou matriz de
verificagcao de paridade do cédigo linear C. Portanto, um cédigo linear C pode, também,
ser definido através de uma matriz de teste.

Agora, vamos analisar como 7 e v se relacionam: cconsideremos o diagrama
k v n T n—k
Fq ]Fq ]Fq

F’;HC — 0

com C =Imv =Xkerm. Se x € IF’;, entao

pois

v(xz) € Imv =C = kerm.

Em notacao matricial, obtemos

HG =0.

31



2.3 Cdbdigos Ciclicos

Enriquecendo a estrutura do espago vetorial ', definiremos a seguir uma das principais
classes de cédigos lineares: os cédigos ciclicos. Estes cédigos sao amplamente utilizados
em sistemas digitais, onde os circuitos eletronicos estao cada vez mais sucetiveis a interfer-
éncias do meio devido ao avanco das tecnologias de fabricacao, que permite a diminuigao
de suas dimensoes, além disso, possuem bons algoritmos de codificacao e de decodificacao
baseados em operagoes com polindmios. Assim, quando pensamos em tecnologia digital,
estamos empregando, implicitamente, os cédigos ciclicos.

Em toda esta secao I significa, salvo mencao explicita em contrédrio, um corpo finito

com ¢ elementos, ou seja, F = GL(q) e

um grupo ciclico de ordem n. Se deslocarmos ciclicamente a coordenada ¢ — i + 1 da
palavra

c=(co,C1y-vsCn1)

obtemos a palavra

Cl - (Cn—17 Coy -+ Cn—2)7

chamada de troca ciclica de x. Se as componentes de x sao deslocadas ciclicamente [

posicoes para a direita, entao obtemos a palavra

l
C( ) = (C(n—l)+1> <o C(n—D)+2y - -5 Cn,y Coy - - - acn—l) .

Um cédigo linear C é chamado de cddigo ciclico se qualquer deslocamemto ciclico de uma
palavra codigo

c¢=(co,C1,...,Cn 1) €C,

é também uma palavra cédigo em C. E conveniente identificar uma palavra cédigo ¢ € C

com um polinémio cédigo
c(x) =co+eciw+ -+ 2"t € Fla).
Assim, um deslocamemto ciclico de uma palavra cédigo

c¢=(co,C1,...,Ch 1) €C,
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corresponde a multiplicacao

x - o(x),
onde o expoente é reduzido médulo n. Portanto, a reducao médulo n corresponde a
reducao médulo z" — 1, ou seja,

R, = % ={r(z)+ (" —1):r(x) e Flz] e I(r(x)) <n}~F"

Note que R,, é uma [F-algebra que é um dominio de ideais principais. Ja vimos que
FG ~R,.

Teorema 2.1 Um cddigo linear C de comprimento n sobre F é ciclico se, e somente se,

C é um ideal em R,,.

Prova. Suponhamos que C seja um c6digo ciclico sobre F. Entao xc(x) € C, para todo

polindomio cédigo ¢(z) € F[z]. Portanto,
r'c(r) € C, V i.
Como C é linear temos que
a(z)c(z) € C, ¥V a(x) € Ry.
Portanto, C é um ideal em R,,.

Reciprocamente, seja

c(x) =co+c1x+ -+ cpo1a"

uma palavra cédigo. Entao

xzc(x) € C,

pois C é um ideal em R,,. Portanto, C é um cdédigo ciclico sobre . |

Obserque que se mdc(q,n) = 1, entao pelo Coroldrio 1.8 a dlgebra de grupo FG é
semisimples, ou seja, se escreve como uma soma direta de ideais bilaterais minimais e todos
os outros ideais desta dlgebra sao determinados como uma soma destes. Assim, diremos
que um cddigo ciclico minimal é um ideal minimal da &dlgebra de grupo semissimples
FG. Como no caso dos ideais, todos os cédigos ciclicos estarao determinados a partir

dos cédigos ciclicos minimais. Devido a essa identificacao entre cédigos e ideais, todas as
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definicoes feitas para cédigos lineares de peso e distdncia minima podem ser atribuidas a
ideais.

Seja Z um ideal em R,,. Entéo existe um tinico polindmio monico g(z) € F|x] tal que
(9(z)) =T e g(x) é um divisor de 2" — 1. Neste caso, diremos g é o polinémio gerador do
ideal Z e a dimensao de Z é igual a n — d(g(x)). Reciprocamente, cada divisor de 2" — 1

gera um ideal em R,,. Suponhamos que

n—=k
— i n—k—1 n—k
g(x) = Gr' =co+car+ -+ Cp_p1x + 2",
=0

Entao os elementos

k—1

g(x),zg(x),..., 2" g(x)

sao linearmente independentes em Z. Como qualquer elemento de Z é da forma
hz) - g(z),

com O(h(z)) < k, temos que estes elementos geram Z e a dimensao Z ¢ igual a k. Neste

caso, a matriz geradora de Z é da forma

Chp C1 Co -+ Cp—k—1 1 0 cee 0 0
- 0 co 1~ Cpk2 Cog1 1 -+ 0 0
o o0 o0 -- 0 Co €1t Cp—g—1 1

Sejam C um (n, k)-cédigo ciclico com gerador

n—k k
g(x) = Zci:ﬂi e h(z) = Zb,:ﬂZ
i=0 i=0

Entao, em R,
n

8 ()

i=0 \ j=0

h(x) - g(x)

implica que
n—1
D eibij=0,i=0,1,...,n—1.
j=0
em que b; =0 se i <0 oui> k. Logo, o vetor
(CO>Cla"'>Cn—k>0a"'ﬂ0)

é ortogonal ao vetor

(bs b1, - - 00,0, . .., 0)
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e todos os seus deslocamento ciclicos. Portanto, uma matriz de verificacao de paridade

para C pode ser escrita como

b, br_1 bp_o --- by bg 0 --- 0 0
. 0 b.k bkfl b.2 5.1 by - 0 0 |
0 0 0O --- 0 by by --- b b

a qual possui posto é (n — k) e

GH' = 0.
Assim, H é a matriz geradora do cédigo dual
Ct={zecF:2c =0, V ccC}
a C. Note que C* é um (n,n — k)-cédigo ciclico com gerador ah*(z), com

h(z) = a*h (é)

o polindmio reciproco de h(z) e « é escolhido de modo que ah*(x) seja monico.
Vamos lembrar qua a condigdo mdc(q,n) = 1 garante que as raizes de z" — 1 seja

todas simples e a semissimplicidade de R,,. Neste caso,

Flz Flo Flz
G R = 1 © e T
com
2" =1 = gi(x)ga(2) - - gu()
a fatoragao de " —1 em fatores irredutiveis sobre F. Note que os M; = (g;(z)),i =1,...,1,

sao ideais maximais em R,,, mas os

sao ideais minimais em R,,. Portanto,
R,~~FG~B ®&®B,@® - B,.
Assim, pelo Teorema 1.11, existem elementos idenpotentes e;(x) tais que
e1(x) +ex(z) + - +eu(r) =1 e e(x)ej(x) = djei(x).
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Logo,
B; = FGe;(z) = (e;(x)),

e;(x) é a identidade sobre B; e se

onde f;(z) € B;, entao

ei(z)f(z) = fi(x), i=1,...,t.
Portanto, B; possui gerador h;(x) e idempotente e;(z), enquanto M; possui gerador g;(x)
e idempotente 1 — e;(z), pois

B; ® Bj = (mdc(hi(x), h;(z))) = <#;j(lx)>

" —1
M; = (gi(x)) = <g1(x)---gi_l(x)gi+1(w)---gt($)>
= Bi® DB 1PBi1®-- D B,

Mais geralmente, seja Z um ideal qualquer gerado por g(x). Entao

mde (g(x), h(x)) = mdc (g(m), 932(;)1) =1
Logo, existem a(x),b(x) € F|x] tais que

a(x)g(x) + b(x)h(x) = 1.

Pondo e(z) = a(x)g(x) € Z, obtemos

¢ um idempotente e Z = (e(x)).
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Capitulo 3

Cédigos Abelianos Minimais

Este ¢ o principal capitulo deste trabalho. Faremos construcoes para cédigos abelianos
minimais e estendemos os resultados de Berman na medida do possivel.

Para isso, na primeira se¢ao, calcularemos o nimero de componentes simples de uma
algebra de grupo abeliano finito FG e determinaremos as condigdes para que este nimero
seja minimo, ou seja, igual ao mimero de componentes simples sobre a dlgebra de grupos
racionais do mesmo grupo. Tal cédlculo pode ser obtido a partir do teorema de Berman
e Witt e de um resultado de Khiilshammer, utilizando a Teoria dos Caracteres. Em [10],
Ferraz e Milies simplificaram os métodos de Ferraz para grupos abelianos finitos, apresen-
tando um método geral para calcular o nimero de componentes simples de uma dlgebra de
grupo semissimples sem utilizar a Teoria de Caracteres, utilizando apenas a estrutura da
FG. Na terceira secao, utilizaremos este resultado para calcular os idempotentes geradores
de cédigos abelianos minimais e estendemos os resultados de Arora e Pruthi. Finalmente,
na ultima secao, mostraremos como calcular a dimensao e peso destes cédigos de forma

simples.

3.1 O Numero de Componentes Simples

Em todo este capitulo [F significa, salvo mencao explicita em contrario, um corpo finito
com ¢ elementos, ou seja, F = F, = GL(q) e G um grupo abeliano finito de ordem n tal
que mdc(q,n) = 1. Entao, pelo Corolario 1.8, a &lgebra de grupo FG é semissimples.

Além disso,
T

FG ~ > (FG)e; ~ ZIF
=1

=1
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com F; ~ (FG)e;, 1 = 1,...,r, extensoes finitas de IF e os e; sdo idempotentes primitivos
de FG. Ferraz apresentou um método geral para calcularmos o nimero r de componentes
simples de uma &dlgebra de grupo semissimples. Na dlgebra de grupos finitos para grupos

abelianos podemos determinar este nimero de uma maneira mais simples. Definindo

A= i FGZ‘.
i=1

Observe que Fe; ~ F sao vistos como corpos de uma forma natural e que o niimero r de

componentes simples é também a dimensao de A visto como um espaco vetorial sobre F.

Lema 3.1 Seja a um elemento de FG. Entdio o € A se, e somente se, o = a. Em

particular, se

entao

para cada g € G.

Prova. Dado
o = Z Q; € A,
i=1

onde a; = ae; € F;, @ = 1,...,r. Entdao o é um elemento de A se, e somente se, cada
elemento a; € Fe;, i = 1,...,r. Como Fe; ~ F temos que o = o, i = 1,...,r. Entao,

pelo Lema 1.2, obtemos

r q r r
ol = E o :E a?zg a; = o.
i=1 i=1

1=1

Finalmente, como

Y alglg=a=a"= (Z a(g)g> =Y a(g)y’

geG geG

temos que a(g) = a(g9). [ |
Seja C; = {1} e escolhemos gy ¢ C;. Entao

P tgo—1
ng{gg] :]:0,...,1592—1}:{gg,gg,...,ggg2 1
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em que t4, ¢ 0 menor inteiro positivo tal que

t

gg 92 = gy OU qtgz =1 (mOd‘g2D>

pois G é um grupo finito. Agora, escolhendo g3 ¢ C; U Cy, obtemos

C3:{gg]:j:07”’7t93_1}7

em que tg, € 0 menor inteiro positivo tal que

tg

95" =gs ou ¢'= =1 (mod |gs|).
Continuando deste modo, obtemos a decomposicao de G em classes g-ciclotémicas
G=CUCU---UC;.

Em particular, se G = (a) é um grupo ciclico. Entao cada g € G pode ser escrito sob a
forma g = a’ e

Ci = {i,qi,¢%,...,q" 1}
Note que os inteiros ¢, sempre existe. De fato. como mdc(q, |g;|) = 1 temos que existem

a,b € 7 tais que

ag+blgl =1<ag=1 (modl|gl|) < G € [U(Zy)|,

com
U(Zyg) = {T € Zig : mde(r, |gil) =1} e |U(Zg,))| = (|gi])-
Logo,
g = gi = gl = gna,
Neste caso,

T ={91,92,---,9s}

¢ um conjunto minimal de representante das classes g-ciclotomicas.

Teorema 3.1 Sejam F um corpo e G um grupo abeliano. Entdao o nimero de componentes

simples de FG é igual ao nimero de classes q-ciclotomicos de G.
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Prova. Sabemos que o nimero de componentes simples de FG é igual & dimensao A
sobre . Vamos apresentar uma base desta sub-dlgebra com s elementos. Dada uma

classe ¢-ciclotomicos C;, definimos

=Y geFG, i=1...s.

g€C;
Entao q
= (Zg> => g"=> g=n
g€C; g€C; g€C;

en; €Ai=1,...,s.
Afirmacgao. B = {n,...,7ns} ¢ uma base A sobre F e s = .

De fato, se
Dam=0=3 3 aig=0,
i=1 i=1 gec;
entao o; = 0,7 =1,...,s, pois os elementos de GG sao linearmente independentes. Logo,

B é um conjunto linearmente independente. Assim, resta provar que B gera A. Dado

a € A, digamos

o= alg)g.

geG
Entao .
a=> alg)g= (Z a(g)g> =Y alg)'g".
geG geG geG

Se a(g) € F, entdo a(g)? = a(g) e, pelo Lema 3.1, obtemos a(g) = a(g?), para todo
g € G. Portanto,

a=> a9,

geG

ou seja, B gera A. ]

Um teorema bem conhecido, devido a Perlis e Walker [7], mostra que o nimero de
componentes simples da dlgebra de grupo racional de um grupo abeliano finito G é igual
a ambos o nimero de subgrupos ciclicos de G e o mimero dos seus fatores ciclicos. Note

que se h € C;, entao h = gfj, para algum j. Como mdc(q,|g;|) = 1 temos que

{9i) = (h).

Portanto, cada classe g-ciclotomica C, ¢ um subconjunto do conjunto de geradores do

grupo ciclico (g), ou seja,
Cy C© Gy =A{g" :mdc(r,|g]) =1} ={g" : T €U(Zy)}, V g€ G.
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Assim, o nimero de subgrupos ciclicos de G é uma cota inferior para o nimero de com-

ponentes simples e esta cota ¢ alcangada se, e somente se,
Cg=0, V ged.

Lembramos que o expoente de um grupo GG é o menor inteiro positivo n tal que ¢g" = 1,

para todo g € G.

Teorema 3.2 Sejam F um corpo e G um grupo de expoente e tal que mdc(q, |G|) = 1.
Entao C;, = Gy, para todo g € G se, e somente se, U(Z.) é um grupo ciclico gerado por

q € Ze. Neste caso, q é uma raiz primitiva da unidade, ou seja,
¢*® =1 (mode).

Prova. Suponhamos que G, = C,, para todo g € G. Como G é um grupo de expoente e
temos que existe um gy € G de ordem e tal que G,, = C,,. Logo, para cada r € Z tal que
T € U(Z.), temos que g € Cy, e existe j € Z tal que T = ¢’. Portanto, g gera U(Z,).
Reciprocramente, suponhamos que U(Z.) seja ciclico gerado por g. Entao, para um
g € G, temos que |g| divide e e § € Z, ¢ um gerador de U(Zj,). Para cada h € G,, temos
que existe r € Z; tal que h = g". Logo, T € U(Z)y). Assim, existe j € Z, tal que T = ¢’
eh= gqj € C,. Portanto, G, = C,. [ |

Lema 3.2 U(Z.) é um grupo ciclico se, e somente se, e = 2, 4, p" ou 2p"™, em que p é

um numero primo impar e n é um inteiro positivo.

Corolario 3.1 SejamTF um corpo e G um grupo abeliano de expoente e tal que mdc(q, |G|) =

1. Entao Cy = Gy, para todo g € G se, e somente se, uma das sequintes condigoes ocorre:
1. e =2 e q é numero impar.
2. e=4eq=3 (mode).
3. e =7p", em que p é um nimero primo impar e |q| = ¢(e) em U(Z).
4. e =2p", em que p é um numero primo impar e |q| = ¢(e) em U(Z).

Prova. Primeiro note que se

G= {gla"'agk}>
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entao
e=mmc(|g1], .-, |gx])-
Logo, pelo Teorema 3.2, C, = G,, para todo g € G se, e somente se, U(Z.) é um grupo
ciclico gerado por g € Z..
(1) Se e = 2, entdao G é um 2-grupo e U(Z.) ¢ um grupo ciclico. Se ¢ ¢ um nimero
fmpar, entao
¢*® =g =1 (mode).
Portanto, g ¢ um gerador de U(Z,).
(2) See =4 e q=3 (mode), entdo U(Z.) ¢ um grupo ciclico e
¢*® = =1 (mode).
Portanto, g é um gerador de U(Z.).

Reciprocamente, se § é um gerador de U(Z,), entao
¢*9 =@ =1 (mode).
Logo, e divide ¢> — 1 = (¢ — 1)(¢ + 1). Como mdc(e,q) = 1 temos que e divide g + 1.
Portanto, ¢ = 3 (mode).
(3) Se e =p" e |q| = ¢(e) em U(Z), entao U(Z,) é um grupo ciclico e
¢*® = ¢l =1 (mode).
Portanto, g ¢ um gerador de U(Z,).

Reciprocamente, se ¢ ¢ um gerador de U(Z,), entao
¢*® =1 (mode).

Portanto, |q| = ¢(e) em U(Z).

(4) De modo inteiramente andlogo ao item (3), pois

U(Zopn ) = U(Za) X U(Zpn) = U(Zyn)

e ¢(2p™) = |q| em U(Zaopn). [ |

Note, pelo Corolario 3.1, que se G = (), é um grupo ciclico, entao FC,, e QC,,
possuem o mesmo nimero de componentes simples se, e somente se, m = 2, 4, p" ou 2p"
e a ordem ¢ de F satisfaz a correspondente condicao deste Coroldrio. Neste caso, como ja

dissemos, os idempotentes centrais primitivos de FC,, serao os mesmos ja conhecidos de

QC,,, Portanto, podemos descrever os cédigos ciclicos minimais.
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3.2 (Cdbdigos Ciclicos Minimais

Nesta secao daremos a descricao dos idempotentes centrais primitivos de QG e em
seguida veremos quais sao as algebras de grupo de grupos ciclicos sobre corpos finitos que
utilizam a mesma férmula para o célculo de seus idempotentes.

O préximo lema nos auxilia na determinacao dos idempotentes centrais primitivos
geradores de alguns cédigos ciclicos, utilizando a estrutura dos subgrupos do grupo ciclico

de ordem p", onde p é um nimero primo.

Lema 3.3 Sejam F um corpo finito, com |F| = q, G = (a) um grupo ciclico de ordem p",

com p um numero primo, e
G=Gy,DG D---DG,={1}
a cadeia descendente de subgrupos ciclicos de G. Entao os elementos
eozéo e el-:@i—@i,l, 1=1,...,n,
formam um conjunto de idempotentes ortogonais de FG tais que
ec+e+---+e,=1.
Prova. Segue do Lema 1.8. ]

Ja vimos, pela Observacao 1.4, que o método do Lema 3.3, produz o conjunto de
idempotentes primitivos de QG, no entanto, nao vale sobre um corpo qualquer. Mas

temos o seguinte resultado:

Corolario 3.2 Sejam F um corpo finito com |F| = q e G = (a) um grupo ciclico de
ordem p", com p um nimero primo. Entao o conjunto de idempotentes do Lema 3.3 é um

congunto de idempotentes primitivos se, e somente se, uma das sequintes condi¢ao vale:
1. p=2,n=1 eq um nimero impar oun =2 e g =3 (mod4).
2. p é um numero primo impar e o(q) = ¢(p") em U(Zyn).

Prova. Pelo Lema 3.3, existem exatamente n + 1 elementos idempotentes em FG. Como
o expoente de GG é igual a p"” temos que eles sao primitivos se, e somente se, p” e ¢ sao

como no Corolério 3.1. ]
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Teorema 3.3 (Pruthi and Arora) Sejam F um corpo finito, com |F| = q, G = (a) um

grupo ciclico de ordem p™, com p um nimero primo e o(q) = ¢(p™) em U(Zy), €
G=GyD>DG D---DG,={1}

a cadeia descendente de subgrupos ciclicos de G. Entao o conjunto dos elementos idem-

potentes primitivos em FG é dado por

~ 1 ~ ~
GOZGOZ— geei:Gi—Gi_l,izl,...,n.
pn Z
Prova. Consequéncia direta do Corolario 3.2. |

Note que os idempotentes do Teorema 3.3 determinam o conjunto de ideais minimais
em FG e, portanto, o cédigo ciclico minimal de comprimento p™ sobre F. Um célculo
simples mostra que esses sdo os mesmos idempotentes dados em Pruthi and Arora [11],
onde eles sao expressos em termos de classes ciclotémicos.

Os idempotentes geradores de ideais minimais no caso de grupos ciclicos de ordem 2p™
seguem facilmente dos resultados anteriores.

Seja G um grupo ciclico de ordem 2p", com p um nimero primo impar. Entao
G=CxA
com A o p-subgrupo de Sylow de G'e C' = {1,t} o 2-subgrupo de Sylow. Assim,
FG~F(Cx A) ~ (FO)A~ (F®F)A.

Pelo Exemplo 1.3, os idempotentes primitivos de FC' sao

(1+1) (1=
g 2T g

€1 =

e os idempotentes de FA sao calculados no Teorema 3.3. Assim, obtemos imediatamente

o seguinte resultado:

Teorema 3.4 (Arora and Pruthi) Sejam F um corpo com q elementos e G um grupo
ciclico de ordem 2p™, com p nimero primo impar, de modo que o(q) = ¢(p™) em U(ZLgyn ).
Pondo G = C x A, com A o p-subgrupo de Sylow de G e C = {1,t} o 2-subgrupo de
Sylow. See;, 1 =0,1,...,n, sao os idempotentes primitivos de FA, entao os idempotentes
primitivos de FG,, sao:

1+t 1—t

5 e; e Tei, 1=0,1,...,n.
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Prova. Como os idempotentes de FC' sao iguais a

141 1—t
SRS P ()
e os idempotentes de FA sao calculados, pelo Teorema 3.3, temos o resultado. |

Note que a dimensao e a distdncia minima dos ideais minimais
— —_—
= (FG)(Gi — Gi-v)

pode ser calculado diretamente de uma forma simples, que serd dada na tltima secao
em um contexto mais geral para cédigos abelianos. Os polindmios geradores nao sao
realmente necessdrios nesta abordagem, mas serd dada por uma questao de completude.
Eles podem ser facilmente calculado como se segue: Se ¢;(X) € F,[X] é um polinémio

qualquer tal que ¢;(a) = ¢;, entdo o polindmio gerador para I; é dada por

s

9:(X) = mdc(e;( X), X —1), i=0,1,...,n.

Calculamos
n 7 —1 n i+1_ 1
A — gpit
ei(X) = e Z X
1 n (3 —1 pnferl 1
=n_—mpZX”’ > X
p =0
1 B n i -1 p—l . pnfi_l .
- oo (T ) (S (g e
p i j=1 =0
1 pfl ' p’n*ifl .
= n—it1 p—Zij”> Z X
p =0 =0
e
p"71—1
X1 o= (XP—1) Y X
=0
(p 1 n % —1

_ (XpH—l) Z XJp’ ! Z X P’

Como qualquer raiz de (X7 — 1) em um fecho algebrico F é uma raiz de
(p—1)p"*

p— Z Xt

J=0
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temos que

g:i(X) = mdc(ei(X),Xp" —1)
Pl -1

= (X" -1 Z xIr'
=0
Logo o grau de (g;(X)) é igual a p" — p' + p'~!. Portanto,

dim(L;) = p" — 8(gs(X)) = p' —p' ' = ().

3.3 C(Cdbdigos Abelianos Minimais

Nesta segao vamos estender os resultados da Secao anterior para grupos abelianos
finitos. Vamos primeiro considerar o caso de p-grupos. Seja G um p-grupo abeliano.

Entao, para cada subgrupo H de G tal que

— G
G=2#11)

seja ciclico, construiremos um idempotente de FG. Observe que como G é um grupo ciclico

de ordem p" temos, pelo Teorema da Correspondéncia, que existe um tnico subgrupo H*

i

Definimos ey = H- EI\*, obtemos ey # 0 e o seguinte resultado:

de G contendo H tal que

|
|~ P

Lema 3.4 Os elementos ey, definido acima, com e = G formam o conjunto de idem-

potentes ortogonais aos pares de FG, cuja soma € igual a 1.

Prova. Note que

—

ey = <I§—I/1-T\*) (ﬁ—f/ﬁ) —H—-HH*—HH*+ H*=H—H* = ey.
Sejam H e K diferentes subgrupos de G tais que
G G
A1) e £ A

sejam ciclicos e H* e K* subgrupos de G contendo de H e K, respectivamente, tais que

K*
K

K
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Se H e K sao compardveis, digamos H C K, entao H* C K e

enex = (H— HY)(K — K*) = HK — HK* — H*K + H*K* = 0.

Se H e K nao sao compardveis, entao H, K C¢ HK. Assim, H*, K* C HK.

H*K* ¢ HK. Portanto HK = H*K*. Como

HK Cc HK* C H'K*

temos que HK* = HK. De modo andloga, obtemos H*K = HK. Portanto,

Egeg — 0.

Em particular,

egeqa =0 e egexg = 0.

Logo,

Finalmente, para cada subgrupo ciclico C' de G, denotamos por G(C') o conjunto de todos

os elementos de C' que geram esse subgrupo, isto é,
G(C) ={ce C:mdc(o(c),|C|) =1} .
Se C é a familia de todos os subgrupos ciclicos de G, entao

Gl = "16(0)]

cec
e como GG é um p-grupo temos que
]
ga)=|C]——.
G(O) = C] 5
Agora, seja S o conjunto de todos os subgrupos H de G tal que

- G
G:ﬁ%{l}

seja ciclico e denotamos
€ = E (528

Afirmacgao. e = 1.

De fato, basta provar que (FG)e = FG. J4 vimos que esses idempotentes sao ortogonais

aos pares. Logo,

(FG)e =Y (FG)ey e dim(FG)e =Y  dim(FG)ey.

HeS HeS
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Note que
dim(FG)ey = dim(FG)H — dim(FG)H*,

pois H=H +ep e J.’{-I\*eH = 0 implicam que
(FG)H = (FG)ey & (FG)H*.

Pelo item (2) do Lema 1.6, obtemos

. : G : G
dim(FG)ey = dimF (E) — dim(F (H*) (3.1)
e
: G G . G G

Pode ser provado que existe uma fungao bijetora o : C — S tal que

\X\:'%‘, vV X el

Se denotarmos por C' € C o subgrupo de G tal que ¢(C') = H, entdo, pelo Terceiro

Teorema de Isomorfismos,

: G\ : G\ |G| |€l 10

dlmlﬁ‘(ﬁ)—m’\ e dlmF(H*>—'H* 1 =

Assim,
C )
IG(C)] =|C| - % = dim(FG)ey.
Portanto,
dim(FG)e = Y dim(FG)en = Y _1G(C)| = |G|
HeS cec

ee=1. ]

Teorema 3.5 Sejam p um nimero primo impar e G um p-grupo abeliano de expoente p".
Entao o conjunto de idempotentes do Lema 3.4 é o conjunto de idempotentes primitivos

de FG se, e somente se, uma das sequintes condigoes vale:

1. p" =2 e q for um nidmero impar.
2. p" =4 eq=3 (modd).

3. p é um nimero primo impar e o(q) = ¢(p") em U(Zyr).
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Prova. Consequéncia direta do Lema 3.4 e do Coroldrio 3.1. |

Teorema 3.6 Sejam p um primo impar e G um p-grupo abeliano de expoente 2p™. Pondo
G = FE x B, com E um 2-grupo abeliano elementar e B um p-grupo. FEm seguida, o
tdempotentes primitivos da FG sdo produtos da forma ef, em que e é um idempotente

primitivo da FE e f um idempotente primitivo de FB.

Observe que o idempotentes primitivos de FB sao dadas pelo Teorema 3.5 e, pelo
Exemplo 1.3, os idempotentes primitivo de FE sao todos os produtos da forma e =

€169 "+ * €5, COM

141, 1—-t .
e = 2Zee,~: 21,220,1,...,77@.
Note, pelo Coroldrio 3.1, que esses sao os tunicos casos onde os idempotentes primitivos

da dlgebras de grupo abeliano finito pode ser calculado desta maneira.

3.4 Dimensao e Distancia Minima

Suponhamos que G é um grupo de ordem 2™p", com p um nimero primo impar e
m > 0. Pondo

G=EXBeFE={(t) XX (tn),

com E um 2-grupo abeliano elementar de ordem 2™ (eventualmente trivial) e B um p-
grupo de Sylow. Ja vimos, no Teorema 3.6, que os idempotentes primitivos de FE sao
todos os produtos da forma e = ejes - - - €,,, cOm

1+t 1—-1t
2 2

€; ,izO,l,...,m.

e os idempotentes primitivos da FG sao produtos da forma egep, em que eg é um idem-
potente primitivo de FE e eg um idempotente primitivo de FB5.

Fixado um idempotente er de FE e um elemento y € E, digamos

y=13"---tom onde ¢; € {0,1}, i=0,1,...,m.

m

Assim

1+¢ 1+1¢,
yeE:t?( 21)""5?9”( 2 ):ieEz(—l)%E, (3.2)

onde ¢, € {0,1}.
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Consideremos primeiro o idempotente primitivo da forma epB. Um elemento de

(FG)e £ B pode ser escrito sob a forma vepB, com

Y= Z xybyba

yEE,bEB

Logo,

76E§: Z xybyeEb§:< Z xyb(—1)€y> eEE.

yeE,beB yeE beB
Portanto, a dimenséo do ideal I = (FGQ)epB ¢ igual a 1 e a distancia minima ¢ [(I) = |G.
Agora, consideramos os idempotentes da forma e = egey, onde e € FE e ey =

H— Iil\*, com H é um subgrupo de B tal que
B

H

é um grupo ciclico de ordem p*, e H* ¢ o tnico subgrupo de B contendo H tal que
[H*: H] = p.

Sejam [, = (FG)e e b € B tal que B = (b, H). Entao

H* = (" H).
Note que

(1=t egH = (1=t Neg(H* +ey) = (1 — 0 egey € 1.
Como b ¢ H temos que
supp(1— " VH)=HUW 'H
¢ uma uniao disjunta e o peso deste elemento é
w((1 =" NegH) =2|E||H]|,

de modo que, se denotarmos por [(I.) a distdncia minima de I., temos que [([.) <
2L H|.
Sendo
B=HUbHU---UW 'H,

uma uniao disjunta, obtemos
G=ExHUbExXxH)U---UW YE x H)
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uniao disjunta. Assim, qualquer elemento @ de FG pode ser escrito sob a forma

p'-1
a= Zajbj, onde «; € F[E x H].

J=0

Note que pela equagao (3.2) e pelo fato de que hH = H , para todo h € H, obtemos
ajeperg = ajegey = kjeger, onde k; € F, 7 =0,1,... pt—1.

Como

(FQ)egey C (FQ)egH,

temos que

0 7A S (FA)eEeH = Ie

pode ser escrito sob a forma

v = aeEﬁ = (ko +kib+---+ k:pi,lbpi’l)eEﬁ,

com pelo menos um dos coeficientes k; # 0. Se v = kjbjeEf-\I, entao eEﬁ € (FG)egen,

o que uma ¢ contradigao. Assim, pelo menos dois coeficientes diferentes k; e k; sao

diferentes de zero em . Portanto,

(1) > 2" H| e I(I,)=2"""|H|.

Finalmente, vamos calcular a dimensao do cédigo abeliano minimal, ou seja, a dimensao

dos ideais da forma FGe, com e um idempotente primitivo de FG. Seja e = egey um

idempotente primitivo. Entao

IFGGEGH = IF[E X B]GEQH = ((IFE)B)GEBH = (FE@E)BQH

Como (FFE)eg é isomorfo a F, para todos os idempotentes primitivos de FE, temos que

FGegpeyg ~ FBey.

Assim, pela equagao (3.1), temos que

dim(FGegey) = o(p").

De modo anélogo, obtemos

dim(FGegB) = dim(FBB) = 1.
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Exemplo 3.1 Sejam G um grupo ciclico de ordem 23 e F = F3 um corpo com trés

elementos. Entao

Go = (a)={1,a,a%d%a,d® a® a’, a®}
G, = (a®) ={1,a*a* a®}

Gy = (a*) ={1,a* a®}

Gy = (a®) ={1}.

Portanto, os idempotentes primitivos de FG sao:
ey = @0:2+2a+2a2+2a3+2a4+2a5—|—2a6—|—2a7
e1 = Gi—Go=2+a+2a"+d>+2a* +d® +2a° + a’
ey = @g—él =1+2a®+a* +24°

€3 — @3—@2:2+a4.
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