Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Construgao de STBCs de Ordem
Maximal em Algebras Centrais
Simples
Josenildo Brandao Santos

sob orientacao do

Prof. Dr. Antoénio de Andrade e Silva

Dissertagao apresentada ao Corpo Do-

cente do Programa de Pés-Graduacao

em Matemédtica - CCEN - UFPB, como

requisito parcial para obtengao do ti-

tulo de Mestre em Matemaética.

Setembro/2012

Joao Pessoa - PB



S237c¢  Santos, Josenildo Brandao.

Construgao de STBCs de ordem maximal em dlgebras centrais
simples / Josenildo Brandao Santos.- Joao Pessoa, 2013. 96f.
Orientador: Antonio de Andrade e Silva.

Dissertagao (Mestrado) - UFPB/CCEN.

1. Matemstica. 2. Algebras. 3. Cédigos. 4. Corpo de nimeros.

5. Ordem maximal. 6. Reticulados.

UFPB/BC CDU: 51(043)




Construcao de STBCs de Ordem

Maximal em Algebras centrais
Simples

por

Josenildo Brandao Santos

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao em Mate-
mética - CCEN - UFPB, como requisito parcial para obtengao do titulo de Mestre em

Matemética.
Area de Concentracao: Algebra

Aprovada por:

7 /J-? i | AR
Prof. D/r,-/,%éﬁﬁmndrade e Silva - UFPB
\ P i
Prof. Dra. Jac@ﬁabiola Rojas A;"ancfbia - UFPB

,‘ - =

anley Juriaans - IME-USP

e [}

Prof. Dr#Orlando

Prof. Dr. Napoleén Caro Tuesta - UFPB

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Setembro/2012

i



Agradecimentos

Nesta caminhada, convivi com muitas pessoas que de forma direta ou indireta con-

tribufram para que esse projeto se concretizasse. Assim, gostaria de deixar aqui registrado

os meus sinceros agradecimentos.

A Deus porque sem Ele nada sou e nada posso fazer.

A minha familia e em especial & minha mae Maria de Lourdes Brandao Santos e ao meu

pai José Carlos dos Santos (in memoriam), pelo apoio, incentivo e crenga em mim.

Ao Professor Dr. Antonio de Andrade e Silva, que foi muito mais um amigo do que
um orientador e, alids, a palavra orientador nao consegue descrever a pessoa incrivel

que ele representa.

Aos amigos Guilherme, Yane, Nivea e Reginaldo por serem minha familia neste periodo

do mestrado e por me acolherem, aconselharem e apoiarem em todos os momentos.

Aos professores Elisandra Gloss, Napoleon Tuesta, Daniel Pelegrino e Everaldo Medeiros

que muito contribuiram para a minha formagao académica, profissional e pessoal.

Aos colegas do curso de mestrado, em especial aos amigos que sempre tiveram presentes
nos momentos de maior dificuldade do curso: Pamela, Rainelly, Pedro, Gilson,

Wanderson, Gustavo, Nacib, Bruna, Ana Karine e Ivaldo.

Aos amigos Lenita (Nita), Cristiane Gomes (Binha), Elaine (Lay), Edson, Célia Nunes,
Naldeci (Nal), Andrea (Dea) e Maria Sdo Pedro (Peu) por ouvirem com paciéncia

os meus desabafos e por me acalmarem nos momentos de angustia.
A Graga, pela atencao e presteza no atendimento de secretaria.
Aos colegas do Centro Integrado Oscar Marinho Falcao.

Aos colegas do Colegiado de Matemédtica no DEDC - UNEB - Campus de Teixeira de

Freitas.

il



Dedicatoria

A meu pai José Carlos dos Santos

(in memoriam).

v



Resumo

Nesta dissertagao, serd apresentada uma maneira para construir STBCs denso com
diversidade completa, de ordem maximal em &dlgebras centrais simples. Construiremos
um cédigo reticulado ST com determinante nao nulo para uma aplicacao de quatro an-
tenas de transmissao MISO. Apresentaremos também, um algoritmo geral para testar a
maximalidade de uma ordem dada, uma vez que com o uso de uma ordem maximal em
vez de apenas o anel dos inteiros algébricos, conseguimos um aumento na capacidade do
c6digo sem perda no determinante minimo. Além disso, utilizando o ideal de uma ordem
maximal melhoramos ainda mais o cédigo, & medida que aumentamos o determinante
minimo.

Palavras Chave: Algebras, Cédigos, Corpo de Numeros, Ordem Maximal, Reticu-

lados.



Abstract

In this dissertation, a way to build dense STBCs with full diversity of maximal order
in central simple algebra will be presented. We constructed a retriculated ST code with
a nonzero determinant for a quad antenna MISO transmission. Also, we will present a
general algorithm to test the limit of a given order, since by the use of a maximum order
instead of just the algebraic integer ring, we can increase the capacity of the code without
a loss in the minimum determinant. Furthermore, by using the ideal of a maximum order
we can further improve the code, as we increase the minimum determinant.

Key words: Algebras, Codes, Numbers Field, Maximal Orders, Lattice.
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Notacao

R - Anel

R]x] - Anel dos polindmios sobre R

Un(R) - Conjunto das raizes n-ésimas das unidades de R

P, (R) - Conjunto das raizes n-ésimas primitivas da unidade
Ok - Anel dos inteiros em K

Z[i] - Anel dos inteiros Gaussianos

L _

= = Ly, - Anel dos inteiros médulo n

Zy|z] - Conjunto dos polindmios na varidavel x com coeficientes em Z,
Z - Conjunto dos nimeros inteiros

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos niimeros reais

C - Conjunto dos ntiimeros complexos

H - Algebra dos quatérnios de Hamilton

Endg (K) - Conjunto dos operadores lineares sobre Q
Autg (K) - Conjunto dos isomorfismos em K

[x] - Ideal principal gerado por x

la1,as, ..., a,] - ideal gerado por {ay,as,...,a,}
mdc(a, b) - Maximo dividor comum de a e b

? - Anel quociente de R sobre [

Gal (f,Q) - Corpo de decomposigao de um polindémio f
Gal(F'/K) - Grupo de Galois de F' sobre K

F/K - Extensao de um corpo F' sobre um corpo K
Jd(f) - Grau do polinémio f

@ - Conjugado de «

E,(0) - Esfera de raio p e centro 0

[F': K] - Grau de F sobre K

®,, - n-ésimo polinémio ciclotémico

fa - Polindmio caracteristico de «

€, - Raiz n-ésima da unidade

irr(#, K') - Polinomio irredutivel de 6 sobre K

A - K-élgebra
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U (A) - Conjunto dos elementos invertiveis de A
Z (A) - Centro da K-algebra

ker ¢ - Niicleo da funcao ¢

Im ¢ - Imagem da funcao ¢

|.X| - Cardinalidade do conjunto X

@ - Soma direta

® - Produto tensorial

= - Congruente

| - Divide

~ - Isomorfo

V - Para todo
>~ - Soma
H - Produto

M,, (K) - Conjunto das matrizes de ordem n X n com entradas em K
A - Representacao matricial de f

det A - determinante da matriz A

sgn (o) - sinal de o

tr(a) - Trago reduzido de «

nr () - Norma reduzida de «

N(«) - Norma absoluta de «

Tr () - Trago absoluto de «

K(a,...,ay) - menor subcorpo contendo ay, ..., a, e K
Alay, ..., o] - discriminante de {aq, ..., a,}

d (O) - discriminante ideal de O

I" - Reticulado

O - Ordem

L - Anel de Lipschitz

H - Anel de Hurwitz

C - Cédigo

G - Matriz geradora de um reticulado

div(e, ) - distancia de Hamming entre « e 3
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Introducao

Historico

A &lgebra tem desempenhado um papel significativo no desenvolvimento da chamada
teoria da codificacao. A partir de um problema sobre a confiabilidade na comunicacao
em um canal com ruido, surge uma teoria com o objetivo de detectar e corrigir erros na
transmissao de informacoes. Ao transmitirmos dados, podem ocorrer problemas tais como
interferéncias eletromagnéticas ou mesmo erros humanos (erros de digitagao, por exemplo)
que chamamos ruido fazendo com que a mensagem recebida seja diferente daquela que
foi enviada. Assim, da necessidade de recuperar e corrigir a mensagem enviada ¢é que
surge a teoria dos cédigos corretores de erros. Em 1948, Shannon d4 inicio a esta teoria
através de um trabalho onde mostra que, usando cédigos corretores de erros, é possivel
projetar sistemas de comunicacao digital com probabilidade de erro tao pequena quanto se
deseje. Desde entao, apareceram intimeras pesquisas em busca de cédigos bons, capazes de
melhorar o desempenho de sistemas de comunicacao digital, ressaltando-se em particular,
os cédigos sobre dlgebras.

Os cédigos corretores de erros surgem, por exemplo, quando fazemos o uso de infor-
macoes digitalizadas, tais como na comunicagao sem fio, nos aparelhos de armazenamento
de dados, no processamento de imagens digitais, na internet, no radio, etc. Um codigo
corretor de erros é, basicamente, uma forma organizada de acrescentar algum dado a
cada informacao que precise ser transmitida ou armazenada, de modo que permita, ao
recuperd-la, detectar e corrigir os erros no processo de transmissao desta informacao.

Da teoria cldssica da codificacao um cddigo “linear” sobre um corpo finito F é um
subespago de ", em que n é o comprimento do cédigo. O posto do cédigo é a sua dimen-
sao e as palavras codigo sao os vetores em F”. Se todas as palavras cédigo tem o mesmo

comprimento, diremos que o cédigo estd na forma de bloco. A distdncia minima de um



c6digo, que é um parametro de desempenho deste, é a menor distdncia de Hamming entre
duas palavras codigo distintas, em que a distdncia de Hamming conta o niimero de simbo-
los em que as duas palavras cédigo diferem. Esta teoria cldssica, tinha sua fundamentacao
matemadtica na teoria elementar dos nimeros, em que corpos finitos eram a ferramenta
central no desenvolvimento de c6digos bindrios e, gracas aos avangos tecnologicos e ao au-
mento na poténcia de processamento, disponivel em receptores digitais, mudou-se o foco
da atencao para a busca de cédigos de sinais no espaco no quadro de sistemas de modu-
lacdo codificadas. E af que a teoria dos reticulados Euclidianos se torna 1til na concepcio
de constelagoes de sinais densos, ou seja, qualquer subconjunto finito de R™. No entanto,
com o advento da comunicagao sem fio, os teéricos da codificacao foram "forcados"a lidar
com canais de desvanecimento. Embora a investigacao matemadtica tenha progredido na
compreensao de questoes levantadas na teoria da codificacao cldssica, pesquisas em en-
genharia apontavam para novos problemas de codificacao que apareciam na comunicagao
sem fio. Assim, é que, para criar c6digos, novos critérios tiveram que ser considerados a
fim de melhorar o desempenho pobre dos sistemas de transmissao sem fio.

Assim sendo, o projeto dos cédigos corretores de erros foi substituido pelo chamado
codigo espago temporal (ST'). Neste contexto, um c6digo linear é um subgrupo aditivo de
M, (F), em que F' & um subcorpo de C e M, (F') denota o conjunto de todas as matrizes
n X n com entradas em F'. Uma palavra cédigo é, agora, uma matriz deste subgrupo
e a distancia minima é substituida pelo “determinante minimo” como parametro. O
determinante minimo é definido como o médulo do menor determinante da diferenca de
duas palavras cédigo distintas. O objetivo é maximizar o determinante minimo, para
em particular se certificar que ele é nao nulo, sempre que duas matrizes no cédigo sao
distintas. No caso em que o determinante minimo é nao nulo dizemos que o cédigo é de
diversidade completa. Este iltimo requisito atrai, de forma natural, a atencao para as
dlgebras com divisao uma vez que supondo, por exemplo, que o cédigo ¢ um subanel de
M,, (F) de diversidade completa, entao ele ¢ um anel com divisao que é uma dlgebra com
divisao sobre o seu centro.

Com o intuito de transmitir de maneira eficiente muita informagao em curtos intervalos
de tempo, a utilizagao de miiltiplas antenas se tornou uma proposta bastante interessante.
Essa ideia ja vinha sendo explorada no sistema de comunicacao mével ha varios anos com

muiltiplas antenas instaladas no receptor. Tal sistema, conhecido como M IMO (Multiple
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Input-Multiple Output) estéd representado na figura abaixo:

> s
-~ ’~
E t d ‘_: Z :\; _\/)(\:.A/_\_:_,
ntrada I RO | .
— R Saida

1 //:< NS AN
Transmissor j/‘:: AN \|[ Receptor :>

Figura 1: Modelo de um Canal MIMO

Em 1998, Alamouti propos a construcao de um cédigo simples para comunicagao sem
fio com duas antenas transmissoras e (opcionalmente) multiplas antenas receptoras. Esta

construcgao consistia em considerar z, w € C os sfmbolos da informagao a ser enviada e
C= cz,w e C

um livro de cddigos (codebook) ou o espago de palavras. A fim de obter um cddigo eficiente,
Alamouti projetou seu cédigo para ser de diversidade completa. Formalmente, se X; e

X, sao duas palavras cédigo em C entao
det (Xl — Xg) = |2’1 — ZQ|2 + |’LU1 - U}2|2 Z 0.

Note que a igualdade acontece se, e somente se, z; = 23 € w; = wy. Boa performance
combinada com simplicidade fez o c6digo de Alamouti muito atrativo. Por isso, tentativas
de compreendé-lo melhor foram feitas com o objetivo de generaliza-lo. Dai que, em 1999,
Tarokh et al. generalizaram o cédigo de Alamouti para o caso de multiplas antenas
no transmissor e chamaram essa nova classe de c6digos como cddigos espago temporais
de bloco-STBC (Space-Time Block Codes) que eram associados basicamente a matrizes
ortogonais. Em 2002, Sethuraman et al. perceberam que as palavras cédigo do cédigo de
Alamouti podiam ser vistas como multiplicacao & esquerda de matrizes por elementos da
algebra dos quatérnios de Hamilton e, é por isso, que nesta dissertacao esta dlgebra serd
amplamente considerada.

Nesta dissertacao utilizaremos um caso particular do sistema MIMO, ou melhor, um

sistema onde temos multiplas entradas e apenas uma saida. Neste sistema, conhecido
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como MISO (Multiple Input-Single Output), o sinal recebido y € C™ é dado por
y = hX +n,

em que X é uma palavra transmitida do cédigo C, h é a resposta do canal de desvane-
cimento Rayleigh e as componentes do vetor ruido n sao varidveis complexas gaussianas

aleatérias (independentes e identicamente distribuidas).

Descricao do trabalho

Em [?] Hollanti e Lahtonen propoem a construgao de ST BC's denso, de ordem maximal
em dlgebras centrais simples, para um sistema M 1.SO com quatro antenas no transmissor
e, com base neste trabalho, esta dissertacao foi desenvolvida. Este desenvolvimento se
deu em quatro capitulos nos quais foram apresentados as ferramentas necessdrias para
compreensao da construgao descrita anteriormente.

No Capitulo 1 apresentamos nocoes bésicas sobre a teoria algébrica dos nimeros, no
que diz respeito aos inteiros algébricos, corpo de nimeros, corpos quadraticos e ciclotomi-
cos além de alguns resultados sobre ordens de um corpo quadrético.

Os c6digos serao construidos sobre uma dlgebra e, por isso, no capitulo 2, fazemos
um estudo de dlgebras evidenciando as dlgebras centrais simples, as dlgebras ciclicas e as
algebras dos quatérnios.

No capitulo 3, abordamos um pouco da teoria dos reticulados e ordens sobre dlgebras
dos quatérnios.

Finalizamos esta dissertagao, apresentando no capitulo 4, um método para determinar
reticulados algébricos via imersao de Minkowiski e codigos sobre dlgebras, além de um
algoritmo que permite testar a maximalidade de uma ordem em uma &lgebra central

simples.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bédsicos da teoria al-
gébrica dos niimeros que serao necessarios para a compreensao desta dissertagao. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [?, 7, ?].

1.1 Corpo de Niimeros

Salvo mencao explicita em contrario, todos os corpos considerados nesta dissertacao
sao subcorpos dos niimeros complexos C.

Sejam K um subcorpo de C e # € C. Denotaremos por

K[0] = {ZaiQi:nGZJr e ag,al,...,aneK}

— (0 : f € Kal)

o menor subanel de C contendo K e 6, e

K(0) = {% : fyg € K[x], com g(0) 7&0}

o corpo quociente de K[0].

Um elemento 6 € C chama-se algébrico sobre K se existir m € N tal que o conjunto
{1,0,...,6™}

é linearmente dependente sobre K ou, equivalentemente, se existir um polinémio nao

constante
~1
f(x)=a 2" +a, 12" + -+ a1z + ag, onde ag,as,...,a, 1,0, € K,

1



tal que f(6) = 0. Em particular, se 6 ¢é algébrico sobre Q diremos que # é um nimero

algébrico. Note que f (f) = 0 implica que
0" + 10"+ a0+ ag =0
e como f é nao constante temos que a, # 0. Assim, pondo a_! - f() = 0, obtemos
0" + (ay'an—1)0""" + -+ (a,,'a1) 0 + a,'ag = 0.
Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que o polinémio f é modnico.

Proposicao 1.1 Sejam a um elemento de C e K um subcorpo de C. Entao a funcao

¢ : Klz| — C definida como ¢(f) = f(a) é um homomorfismo de aneis tal que:
1. Im¢ = K[a] e K C K[a] C C.

2. « € algébrico sobre K se, e somente se, ker ¢ # {0}.

Seja 6 € C algébrico sobre K. Entao K (6) = K [0], pois
0"+ ap 10"+ alFag=0=0(—ag (an_10"+ -+ ay)) = 1.
Teorema 1.1 Seja 6 € C algébrico sobre K. Entao:

1. Ezxiste um unico polinomio monico p € K [x] de menor grau tal que p (0) = 0.
2. p é um polinémio irredutivel sobre K.

3. Se f e K[x] é tal que f (0) =0, entao p divide f.

O polinémio p do Teorema 7?7 chama-se o polindmio minimal de 6 e serd denotado
por p = irr (0, K).

Seja F' um subcorpo de K. Podemos ver K como um espago vetorial sobre F' e K
chama-se extensao de F'. Diremos que K é uma extensao finita se K é um espago vetorial

de dimensao finita sobre F'. Se K é uma extensao finita de F', denotaremos por

[K : F]



a dimensao de K visto como um espago vetorial de sobre F' e [K : F| chama-se o grau de
K sobre F.

Sejam «, § € C. Diremos que « é conjugado a 3 sobre K se « e [3 sao raizes do mesmo
polinémio irredutivel sobre K. E importante observar que o conceito de conjugado ¢ o
mesmo conceito cldssico do conjugado de um nimero complexo, pois se a,b € R, com
b # 0, entao o conjugado de « = a + bi é 8 = a — bi e ambos sao raizes do polindémio

f=2"—2ax+a®*+V* € Rlz],

o qual é irredutivel sobre R.

Exemplo 1.1 Seja K uma extensio de Q. Entdo [K : Q] = 2 se, e somente se, existe

d € Q tal que K = Q(+/d).

Solucao. Sendo K um espago vetorial de dimensao 2 sobre Q, podemos estender a base

{1} de Q, para uma base de K sobre Q, digamos {1, a}, onde o € K — Q. Logo,
K=Q®aQ={a+ba:abeQ}.

Como K é um corpo temos que o> € K. Assim, existem a,b € Q tais que o = a + ba.

Logo,
b\ > b2
(06—5) :a—i-ze@.
Pondo
b
—a—-€K
=« 5 € I,

temos que {1, 3} é também uma base de K sobre Q tal que K = Q(), onde

2

b
62:a+zzd€(@.

Portanto,

K =QWd)={a+bVd:abeQ}.
Reciprocamente, é facil verificar que K com a adi¢ao
(a1 + b1 Vd) + (ag + baVd) = (a1 + az) + (by + ba)Vd
e a multiplicacao
(ay 4+ biVd) - (as + byVd) = (aras + bibsd) + (arbs + ashy)Vd
& um corpo, com uma base {1,v/d}. Portanto, [K : Q] = 2. [ |

3



Observagao 1.1 Como d € Q temos que d pode ser escrito de modo inico sob a forma

onde m,n € Z e mde(m,n) = 1. Logo, Q(v/d) = Q(/mn), onde /mn € K — Q.
Portanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que d é um niumero inteiro livre de

quadrados.

Proposicao 1.2 (Teorema da Conjugagao) Sejam «, 3 € C algébricos sobre K, com
[K(«) : K| = n. Entao a fungao ¢ : K(a) — K(B) definida como p(a) = f e ¢(a) = a,

para todo a € K, é um isomorfismo se, e somente se, a e 3 sao conjugados sobre K.

Sejam K uma extensao finita de Q e a € K*. Entao a funcao L, : K — K definida
como L, () = af é claramente uma transformacao linear injetora sobre Q. Denotaremos
por Endg(K) o conjunto de todos os operadores lineares sobre Q. Logo, a funcao L :
K — Endg(K) definida como L(«) = L, ¢ um homomorfismo de aneis injetor. Portanto,

podemos identificar K com um subcorpo de Endg(K). Se
B=A{ay,...,a,}
é uma base de K como espaco vetorial sobre Q,
{Loys---yLa,}

¢ uma base de Endg(K) e

La(Oéj) = Zaijai, ] = 1, o,
i=1

entao

fa(x) = det(2I — A,)

é o polindomio caracteristico de o sobre Q, em que A, = [a;;| é a matriz n x n de L, em

relacao a base B. O trago absoluto e a norma absoluta de o sao definidos por
Tr(a) = Tr(A,) e N(a) = det(A,).
Portanto, para determinarmos Tr(«) e N(«), escolhemos uma base

B=Aay,...,a,}

4



para K e

n

La(Oéj> = Zaijai, j = ]., Lo,

=1

Suponhamos que
fol)=(x — 1) (z — a,) € Clx].
Entao

Tr(a) = Zaj e N(a) = Haj.

Finalmente, a funcao 7' : K — Q definida como T'(«) = Tr(«) é um funcional linear.

Exemplo 1.2 Sejam K = Q(\/d), com d livre de quadrados e € K. Entio fy =
2?2 — 2az + a® — db?, Tr(0) = 2a e N(0) = a® — db?, onde a,b € Q.

Solugdo. Como {1,v/d} ¢ uma base K sobre Q temos que 6 = a + bv/d, onde a,b € Q.

Assim,
Lo(1) = (a+bVd)-1=a+bVd
Ly(Vd) = (a+0bVd)-Vd=bd+aVd

Portanto,

a bd

0 p—

b a

Neste caso, Tr(0) = 2a, N(0) = a® — db* e fo = 2* — 2ax + a® — db* € Q[z]. |

Observagao 1.2 Seja K = Q(\/c_i), com d livre de quadrados. Entao K é isomorfo ao

corpo de matrizes

a bd
EK: :a,be@ gM2<Q>
b «a

Ezplicitamente, a fungio L : K — L C My(Q) definida como
L(a+bVd) = al + bA,

em que

10 0 d d 0
A = € My(Q) e A2 = = dI,
01 10 0 d

é um isomorfismo.



Seja K uma extensao de Q. Uma Q-imersdo (ou simplesmente uma imersao) de K em
C é qualquer homomorfismo de corpos nao nulo o : K — C tal que o(a) = a, para todo
a € Q, isto &, o|g = I. Neste caso, diremos que Q é o corpo fizo de o. Um isomorfismo
de K sobre L é qualquer isomorfismo de corpos ¢ : K — L tal que o(a) = a, para todo

a € Q, e serd denotado por

Autg(K) ={o: K — K : ¢ é um isomorfismo}.
Note que qualquer QQ-imersao o de K em C é uma transformacao linear sobre Q.
Teorema 1.2 Seja K uma extensao de Q de grau n. Entao:

1. Eziste 0 € K tal que K = Q(0). (O elemento 6 chama-se elemento primitivo)

2. Existem exatamente n imersoes o; : K — C, onde 0;(0) = 0; sio as raizes em C de
irr(0,Q). As imagens K; = 0;,(K) = Q(6;) em C chamam-se corpos conjugados de

K, e os K; sdo isomorfos a K.

3. Para cada 1, todos os elementos de K; sao niumeros algébricos e seus graus dividem

n.

4. Sea € K ep=irr(a,Q), entio f, = p*, para algum k € N. Além disso, f, = p se,

e somente se, a é um elemento primitivo de K.
Sejam K/F uma extensao e f € F[x]. Diremos que f decompée-se sobre K se
f=alz—a1)-(z—an),
onde aq,...,a, € K e a € I'. Note que os o; nao sao necessariamente distintos e
f=alr—o) - (x —a,) € K[z].

Sejam F' um corpo e f € Flz]. Um corpo de decomposicao de f sobre F é uma

extensao K/F tal que as seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. f decompoe-se sobre K.

2. K é minimal com respeito a condicao (1), isto é, se f decompde sobre L, sendo

FCLCK,entio K = L.



Vamos denotar o corpo de decomposi¢ao de um polindémio f € Q[z] por K = Gal(f, Q).
Seja K uma extensao finita de Q. Diremos que K/Q é uma extensio Galoisiana se K é
igual aos seus corpos de conjugacoes ou, equivalentemente, K é um corpo de decomposicao

de algum polindomio f € Q[z].
Teorema 1.3 Seja K/Q uma extensio Galoisiana. Entdo
At o(K)| = [K : Q).
Além disso, se a € K e a ¢ Q, entao existe 0 € Aut o(K) tal que o(a) # a.

Seja K/Q uma extensao qualquer. O subgrupo Aut g(K) do grupo Aut(K) chama-se
grupo de Galois de K/Q e serd denotado por

Gal(K/Q) = Aut o(K).
pois se o, p € Gal(K/Q), entao
(vo)(a) = (o(a)) = ¢(a) = a = o € Gal(K/Q).

Diremos que K/Q & uma extensdo abeliana (ciclica) se ela é Galoisiana e seu grupo de
Galois Gal(K/Q) é abeliano (ciclico).

Note que se a € C é algébrico sobre K e p = irr(«, K) € K|x], entao
|Gal(K (a)/K)| = numero de raizes de p.

Portanto, K (a)/K é uma extensao Galoisiana se, e somente se, p possui n raizes distintas

em K(«a), com n = 9J(p).

Exemplo 1.3 Sejam K = Q(V/d), com d livre de quadrados. Entio Gal(K/Q) ~ Z.

Solugao. Para qualquer o € Gal(K/Q) e a = a + bv/d € K, onde a,b € Q, obtemos
o(a) = a + bo(Vd).

Assim, o é completamente determinado pelo valor a(\/a). Como

temos que o(v/d) € uma raiz do polinémio irr(v/d, Q) € Q[z]. Logo,

o(Vd) = Vd ou o(Vd) = —Vd.
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Portanto, 0 = I ou ¢ = 0y, com o1(a) = a — bd o conjugado de . Neste caso,
Gal(K/Q) = {Lon} =~ o=
e K/Q é uma extensao ciclica. |
Sejam f € Q[x] um polindémio qualquer e K = Gal(f, Q). Entao o grupo de Galois de
f sobre Q é o grupo Gal(K/Q). Neste caso, se
f(z) =a 2"+ +amzx + ap € Qz]
e @ € K é uma raiz de f, entdo para cada o € Gal(K/Q) fixado, obtemos
(@) = ano(a) +-+amola) + a
= o(ay)o(a")+ - +o(ar)o(a) + o(ag)
= o(a,a" + -+ aja+ ap)
= o0(0)=0.

Portanto, o(«) € K é uma raiz de f, ou seja, as raizes de f sdao permutadas por qualquer

o € Gal(K/Q). Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4 Seja K/Q uma extensao Galoisiana, com [K : Q] = n. Entdo Gal(K/Q)
é isomorfo a um subgrupo de S,. Em particular, |Gal(K/Q)| divide n!.

Sejam K um corpo qualquer e G um subconjunto de Aut(K’). Entao o conjunto
K¢={acK:o(a)=a, VocG}

¢ um subcorpo de K. O subcorpo K¢ chama-se corpo fizo de G.
Sejam K /Q uma extensdo e G = Gal(K/Q). Vamos denotar por Int(K/Q) o conjunto
de todos os corpos intermedidrios de K/Q e por Sub(G) o conjunto de todos os subgrupos

de G.

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Sejam K/Q uma ex-

tensao Galoisiana e G = Gal(K/Q). Entao:

1. A funcdo v : Sub(G) — Int(K/Q) definida como v(H) = K" ¢ uma bijecdo inver-
tendo ordem, com inversa § : Int(K/Q) — Sub(G) definida por §(F) = Gal(K/F).

2. Para qualquer F € Int(K/Q), F/Q é uma extensao Galoisiana se, e somente se,

Gal(K/F) é um subgrupo normal em G. Em particular,

G

Gali /) = G/



1.2 Inteiros Algébricos

Um elemento # € C chama-se um nimero algébrico se 6 é algébrico sobre Q. Um
nimero algébrico § € C chama-se um inteiro algébrico se existir um polindémio moénico

f € Z[x] tal que f(6) = 0.
Teorema 1.6 Seja 0 € C niumero algébrico. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. 6 é um inteiro algébrico.
2. O anel Z[0] é um Z-mddulo finitamente gerado.
3. Existe um subanel O de C que é um Z-mddulo finitamente gerado e tal que 6 € O.

4. Eziste um Z-mddulo finitamente gerado nao nulo M de C tal que 0 M C M.

Seja
B={0cC:0 éum inteiro algébrico}.
Entao B é um subanel de C contendo Z.

Um subcorpo K de C chama-se um corpo de nimeros se ele é uma extensao finita de

Q, isto é, K é um espaco vetorial sobre Q de dimensao finita. Neste caso o anel
Ok =BnNnK

chama-se anel dos inteiros em K. Observe que, Ok possui todas as operagoes de K,
exceto a inversao. Note que se um subanel O de C é um Z-mddulo finitamente gerado,
entao pelo item (3) do Teorema ?? O C O.

Sejam R um subanel de C e K = Q(R) seu corpo quociente. Diremos que R é

integralmente fechado em K se Og = R.

Proposicao 1.3 Seja K um corpo de nimeros. Se a € K, entao existe b € Z* tal que
ba € Ok. Portanto, qualquer mimero algébrico é da forma o = a~'f3, onde a € Z* e

G € Ok. Neste caso, K = QOk.

Uma base de K sobre Q

{ag, ..., a,}



chama-se uma base integral (Z-base) para K se aq,...,a, € Ok e cada § € Ok pode ser

escrito de modo unico sob a forma
B =bas+ -+ by,

onde b; € Z, ou seja,

O =Zoy ® -+ D ZLa,.

Teorema 1.7 Seja K um corpo de nimeros de grau n. FEntao existe 8 € Ok tal que

K = Q(0). Neste caso, d(irr(0,Q)) = n.
Sejam K = Q(0) e 0; = 0,(0), i =1,...,n, os conjugados de . Entao

Gal(K/Q) ={o1,...,0n}.

Como
p=1irr(0,Q) = (z — b1) -+ (v — On) € Klz]
temos que : }
Tr(0) = z;ai(G) e N(0) = Hai(e).
Se

p=irr(0,Q) = 2" + an,_12" " + - + ayx + ag,

entdo Tr(f) = —a, 1 € Q e N(f) = (—1)"ap € Q. Em particular, se § € Ok, entdo
Te(6), N(9) € Z.

Seja {a, ..., a,} uma base de K sobre Q. Definimos o discriminante desta base como
Alay, . .., a,] = det[Tr(oya;)] = {det]o; ()]}
Sendo K = Q(f) e 9(p) = n temos que {1,6,...,6" '} é uma base de K. Assim,
aj = Zn:cijﬁil, (j=1,...,n) onde ¢; € Q,
i=1
e m = det[c;;] # 0. Portanto,
Alay, ..., a,) = m?A[L,0,...,0"1.

Note que o;(6’) = #7. Entao



é o discriminante de p. Assim,

i#j
em que p’ é a derivada formal de p e d(p) € Q Portanto, o discriminante de qualquer

base de K é racional e nao nulo.

Teorema 1.8 Sejam K um corpo de nimero de grau n e Ok o seu anel de inteiros.

Entao:

1. Ok é um Z-mddulo livre de posto n.

2. Qualquer ideal nao nulo J em Ok é um Z-mddulo livre de posto n.

Corolario 1.1 Seja K um corpo de niimeros de grau n. Entao K possui pelo menos uma

base integral.

O discriminante de qualquer base integral de K chama-se o discriminante do corpo K
e serda denotado por dx. Assim, dx # 0 e 0 € Z. Portanto, se K = Q(0), onde 0 € O,

entao

Neste caso,

Ok
yAGY/ N R/
= Ox:Z®70S-- - L.

Em particular, d(p) ¢ um multiplo quadrético de d e
0k =0 ou 1 (mod4).
Uma base minimal para K é uma base integral com |d x| minimo.

Proposicao 1.4 Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n, onde 0 € Ok,
e p = irr(6,Q). Entao Gal(K/Q) é um subgrupo de A, se, e somente se, d(p) é um

quadrado em 7.
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Prova. Sejam 0; = 0;(6), i = 1,...,n, os conjugados de 0 e
D= T] :-9).
1<i<j<n

Entao é claro que D € Ok e
o(D)=sgn(o)D, ¥V o € S,.

Assim, (D) = D, para todo o € Gal(K/Q). Portanto, D € Z e d(p) é um quadrado em
Z.

Reciprocamente, se D € Z, entao D # 0, pois todas as raizes de p sao distintas.
Logo, sgn(o) = 1, para todo ¢ € Gal(E/Q), pois o(D) = D. Portanto, Gal(£/Q) é um
subgrupo de A,,. Note que como A, é um subgrupo normal de .S, temos que qualquer

subgrupo de A,, depende somente de suas classes de conjugacoes. [ |

1.3 Corpos Quadraticos e Ciclotémicos

Um corpo quadrdtico K sobre Q é um corpo de nimeros de grau 2. Entao, pelo
Exemplo ??, K = Q(v/d), com d livre de quadrados é um corpo quadratico. Note que se

B € K, entao

5:a+b\/a

, onde a,b,c € Z, e mdcc(a,b,c) = 1.

Assim, pelo Exemplo 77,

2a a? — db?

Te(f) =B +01(f) = — e N(f) = for(f) = —5—

C

Além disso,
f2 =Te(B)B — N(B) & % — Tr(6)5 + N(B) = 0.
Portanto, § € O se, e somente se, Tr(3), N(5) € Z, ou seja,

Tr(5) =
N(B) =

0 (modc¢)
0 (mod ¢?)
Teorema 1.9 Sejam K = Q(\/E), d livre de quadrados, e Ok o anel dos inteiros. Entao:
1. O =Z[Vd] se d=2 ou 3 (mod4). Neste caso, 0 = 4d e
(Vi)

¢ uma base integral para K.
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2. O = Z[3(1 + Vd)] se d =1 (mod4). Neste caso, 6 =d e
2

Coroldrio 1.2 Se d =1 (mod4), entao qualquer elemento de Ok pode ser escrito sob a

¢ uma base integral para K.

forma
a+bV/d

5 com a = b (mod2).

{L1+vﬂ}
2

é uma base integral para K temos que cada 3 € Ok pode ser escrito de modo tinico so a

Prova. Como

forma

1++d 21 +y +yVd
P=rtyl =5 )= 2 |

Pondo a = 2z 4+ y e b = y, obtemos
_a+ bd

B 5 com a = b (mod?2).
Reciprocamente, se
bvd

B = %_, com a = b (mod2),

entao
a+b/d b+2x+0Vd 1+Vd
B = = =x+b .

2 2 2

Portanto, € Ok. [ |

Seja K uma extensao de Q. Diremos que £ € K é uma raiz n-ésima da unidade se &

¢ uma raiz do polinémio
f=2"—-1€Q|x].
O conjunto
Un(K) ={§ € K: " =1},

chama-se o conjunto das raizes n-ésimas das unidades de K e é um subgrupo ciclico de
K* de ordem no méximo n. Se £" = 1, mas & # 1, para 1 < k < n — 1, diremos que &
é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e denotaremos por P, (K) o conjunto de todas

as raizes n-ésimas primitivas da unidade.
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Exemplo 1.4 Construir um corpo de decomposi¢cio sobre Q para o polindomio f = x™ —

1 € Qlx].

Solugao. Seja & =¢, = e e C. Entao, pela Férmula De Moivre, ¢ é uma raiz de f,

pois

2 27 \"
5":(cos—ﬂ+isen—w) = cos2m +isen 2w = 1.
n n

Como f' = na""! temos que mdc(f, f/) = 1. Portanto, as rafzes 1,&,...,&" ! sdo dis-

tintas. Assim, K = Gal(f,Q) = Q(&) é um corpo de decomposicao de f sobre Q. Neste

caso,
n—1
fzx"—le(x—ﬁj) € Klz]
§=0
e K chama-se a n-ésima extensao ciclotomica de Q. |

Seja K = Q(&) a n-ésima extensao ciclotomica de Q. O polinémio

b= [[ @G-9= 1] -

£€Py(K) keU(%)

chama-se o n-ésimo polinémio ciclotoémico sobre K. Note que

[Bn—lznq)d

dn

e ®,, € Z|x], para todo n € N, pois

" =1=2, J] ®i=@ug.
d|n,d#n

com ¢ um polindmio moénico de grau menor do que n, e o resultado segue do Lema de

Gauss. Por exemplo, ®; =2 —1, dy =2 +1, P, =22+ 1¢
1% — 1= 0Py 0yPs.
Portanto, &5 = 2* + 1.
Teorema 1.10 Seja K = Q(&) a n-ésima extensdo ciclotomica de Q.

1. Qualquer polinomio ciclotomico sobre 7. é irredutivel.
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2. K/Q é uma extensao Galoisiana e

Gal (K/Q) = {0} : mdc(n, k) = 1, onde o4(§) ="} ~ U (%) .

Neste caso, |Gal (K/Q)| = ¢(n), onde ¢ é a funcio de Euler, e K/Q é uma extensdo

abeliana.

3. O anel dos inteiros de K é Ok = Z[¢] e

{1, €62 ,§¢<“>—1}

¢ uma base integral de K sobre Q. Neste caso,
o(n) no)

HP%7

pln

em que s é o numero de primos distintos na fatora¢do de n.

4. O anel dos inteiros de F = Q¢+ ) C K ¢ O =Z[¢E+E& M e

{Levet@ae?. e p el
¢ uma base integral de F' sobre Q.

Exemplo 1.5 Sejam

&= esieC
a raiz nona da unidade e F = Q(a), onde a = & + &1 = 2cos (%”) € R. Entao
Gal(F/Q) ~ Z.

Solugao. Note que

f= @=E+EMN@E—(E@+)@—- (" +¢Y)
= 1-3z+2°cQ[z],

pois €2 = 1. E claro que f ¢ irredutivel sobre Q e que F é o corpo de decomposicio de f,

poisse iy =, ap = E2 +E 2 eag =&+ &4 entdo
2 _ 2 _ 2 _
o= +2, ag=a3+2 e a5=aqa;+2.

Jé vimos que cada elemento o € Gal(F/Q) é completamente determinado por o(ay),

digamos o;() = oy, i = 1,2, 3. E claro que o, = I. Se o2(ay) = ag, entdo
o) = 03(a —2) = a3 — 2 = az
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e de modo inteiramente andlogo, obtemos o2(as3) = a, 0% =o03e ag’ = 0,. Portanto,

Gal(F/Q) = {01,02,03} = (09) >~ A3 ~ 3%:

que ¢é o resultado desejado. [

Teorema 1.11 Sejam F' um corpo contendo uma raiz n-ésima da unidade e f = ™ —c €

Flz]. Se K = Gal(f, F), entao existe um homomorfismo de grupos injetor
Gal(K/F) — -~
: Ga - —.
v n.

Além disso, f é irredutivel se, e somente se, v é sobrejetora. Neste caso, [K : F] =n e

K/F ¢é uma extensao abeliana.

Prova. E claro que o = e € C é uma raiz de f. Seja f € C uma raiz qualquer de f.

(é)"_ﬁ_”_f_l_
« am c

Logo, 8 = a&, em que £ é uma raiz do polinomio g = 2" — 1 € Q[x]. Assim, as raizes

Entao

distintas de f sao

-1
a,af, ... ol

Portanto, K = Gal(f, F') = F(«) é¢ um corpo de decomposigao de f.
Agora, se 0 € Gal(K/F), entao o ¢ completamente determinada pelo valor k, onde

o(a) = at®. E facil verificar que a funcio
Gal(K/F) — 2
: Ga - —
i n

definida como (o) = k 4+ nZ é um homomorfismo de grupos injetor. |

1.4 Ordens

O objetivo principal desta se¢ao é classificar todas as “ordens” de um corpo quadratico.
Seja K um corpo de niimeros de grau n. Um subconjunto O de K é uma ordem em

K se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. O é um subanel de K, com a mesma unidade de K.

2. O é um Z-médulo finitamente gerado.
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3. O posto de O é maximo n.

Note que a condi¢ao (3) afirma que O contém uma base de K sobre Q. Neste caso,
K =QO0.
Sejam K = Q(\/Ei), d livre de quadrados, e Ok seu anel dos inteiros. Com o objetivo

de simplificar a notagao vamos por

1, se d# 1 (mod4)
2, se d=1(mod4)

k:

e definir
E—1++Vd
W:T~

Assim, § € O se, e somente se, existem xz,y € Z tais que

B=x+yn.

Sejam O uma ordem em K e {aj,as} uma base para O. Entao, pelo Exemplo 77,

2
aq Qo

Alog,a0) = {det[o;(c;)]}* =
oi(ar) o1(az)

= (aqo1(az) — 04201(041))2‘

Em particular,

5 = A(Ly) = (oa(1) — 1) = (%)d

Teorema 1.12 Com as notagoes acima, temos que qualquer ordem de K = Q(n) é da

forma Z[mn], para algum m € N. Além disso, se m > 1, entao Z[mn| nao é um ideal em

Prova. E claro que Z[m#] é uma ordem de K, para todo m € N, pois
Zlmn] ={a+bmn:a,be Z}

Por outro lado, seja {a, s} uma base para O. Como 1 € O temos que existem z,y € Z
tais que

1 =2xaq7 + yas.

Pondo D = mdc(z,y), existem r, s € Z tais que

rx—syzD@r(%)—s(%>:1.
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Sendo

1 Ty
p| _| D D aq

- )
15} s T Qo

em que 3 = sy + ras, teremos uma nova base

1
{7}
para O, pois

det

ol
S Ul

I

5
/~
O &
~—

|

[V
/~
wl
—

I

[S—y

»

Afirmagao. D = 1.
De fato, se D > 1, entao

1 1
ﬁe(’), pois 56(’).

Assim, existem u, v € Z tais que

1 U 1 U
— = = f=_——__
- p =l p @

o que é um absurdo. Portanto, {1, 3} é uma base para O.

Finalmente, como 32 € O temos que existem b, ¢ € Z tais que
=c+bBfe 2 —bf—c=0,
ou seja, € Ok. Logo, existem f,m € Z, com m > 0, tais que
B =f+mn
Portanto, O C Ok e

O = {a+bB:a,beZ}
= {a+0b(f+mn):a,beZ}
= {(a+bf)+b(mn) :a,b e Z},
ou seja, O = Z|mn)|, para algum m € N.
Observagao 1.3 Como {1,mn} é uma base para O temos que
2

A(Limn) = (o1(mn) —mn)? = m(o1(n) - n)* = M2
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Teorema 1.13 Seja K um corpo de nimero de graun. Entdao as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:

1. A fungio T : K — Q definida como T'(a) = Tr(«) € linear sobre Q e sobrejetora.
2. A funcao T nao é identicamente nula.

3. A forma bilinear b : K x K — Q definida por b(a, ) = Tr(a3) é nao degenerada.

Prova. (1 = 2) E claro. Para provar que (2 = 1), suponhamos que T # 0. Entao existe
a € K, com T(a) = b # 0. Logo,

T(ch'a)=cb'T(a)=cb 'b=¢c, ¥V ccQ.

Portanto, T' é sobrejetora.
(1 = 3) Suponhamos que T seja sobrejetora. Entao existe a € K* tal que T'(«) # 0.
Dado 8 € K*, existe a3 € K tal que

b(af™,B) =T(af™'B) = T(a) # 0.

Portanto, b é nao degenerada.

(3 = 1) Segue da definicao. |

Teorema 1.14 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e ¢ : K — Q uma funcao

linear sobre Q. Entao existe um tnico a € K tal que ¢(B) = Tr(af), para todo 5 € K.

Prova. Seja {ay,...,a,} uma base para K. Entao, pelo item (3) Teorema ?7?, o sistema

de equagoes lineares
ZTI"(CJ{iO!j)xZ‘ = gO(Olj), .] =1,... » T
i=1

possui uma tnica solucao ¢y, ..., ¢, € Q. Portanto, existe um tnico
a=ca+- -+, €K
tal que p(5) = Tr(af). [

Seja {ai,...,a,} uma base para K. Entao para qualquer o € K existem unicos

ci(a),...,cp(@) € Q tais que

a=c(a)og+--+c(a)a, € K.
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Assim, as fungoes f; : K — Q definidas como f;(«) = ¢;(a), j =1,...,n, sdo claramente

lineares sobre Q. Logo, pelo Teorema 77, existem tinicos 3; € K tais que f;(a) = Tr(5;a),

para todo a € K. Pondo o« = oy, 2 = 1,...,n, obtemos
1, sei=7
Tr(B;04) = o
0, se i#j
Além disso, {3,...,03,} € uma nova base para K, pois se

bify+ -+ b, =0,

entao

0 = Tr(0c;) = Tr(b1fr0; + - - - + by Sp05) = b, i=1,...,n.

Portanto, para qualquer base {ai,...,a,} para K existe uma unica base {f,,...,05,}

para K tal que

1, set1=y

Tr(ﬁjai) = 0 oy
, se i F£ ]

e, para todo o € K, teremos

a = Tr(a1e)By + -+ + Tr(ana) By,

pois

a=dify+--+d.B, = Tr(ya)=d;, i=1,...,n.
A base {f;,...,03,} chama-se a base dual da base {ai,...,a,}. Consequentemente,
{ai,...,a,} é uma base dual de {3,,...,03,} e, para todo a € K, teremos

a=Tr(f,a)a; + -+ Tr(5,0)a,.

Coroldrio 1.3 Com os dados do Teorema ??, a func¢io T : K — L(K,Q) definida como

T(a) = ¢ é um isomorfismo sobre Q, em que ¢ (B) = Tr (af3).

Proposicao 1.5 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok seu anel dos inteiros.

Sejam ayq, ..., o, € Og uma base de K e {f,,...,08,} a sua base dual. Entdo

Zoy @ -+ ® Loy, COx CLB, D - DLB,,.

20



Prova. Dado a € Ok,
a=Tr(wa)f, + - + Tr(a,a)B,,.
Como Tr(w;a) € Z temos que
a€ELP D DLB,.

Portanto,
Loy @ - @® Loy, C Oxg CLBL D -+ DL,
Observe que

2B, ®---® LB, ={8€ K :Tr(aB) €Z, ¥V a € O},

onde O = Zoy @ - -+ D Zavy,. |

Note que se M = [0;(a;)], entdo

41
~ detM

adj(M) e 6xkOx CZaoy @ -+ D Za,.

Teorema 1.15 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e O uma ordem qualquer em

K. Seay,...,a, € Ok , entio Olay,...,a,] é uma ordem em K.

Prova. Como O C Ola] temos que O[a] contém n elementos linearmente independentes
sobre Z. Assim, resta provar que Ola] é um Z-mdédulo. Seja {5,...,[5,,} uma base

qualquer para O. Sendo
" =by+ba+--+bpa™t VEEN,

com m = J(irr(a, Z)), teremos que qualquer 5 € O[a] pode ser escrito sob a forma

m—1 n

6 = Z Zcijﬁiaj'
j=1 =1

Portanto, Ofa] é um Z-mdédulo finitamente gerado. O resto da prova segue por indugao

sobre 7. [ |

Teorema 1.16 Seja K um corpo de nimeros de grau n. Entdo Og € a ordem maximal

em K.
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Prova. Seja O qualquer ordem em K. Entao, pelo Teorema 7?7, O C Og. Seja
{B1,..., 0, } uma base qualquer para O e {v4,...,7,} a base dual. Entao, pela prova da
Proposicao 77,

Ok CZy, & & Zy,.

Portanto, Ok é a ordem maximal em K. [ |

Sejam K um corpo de nimero de grau n e O uma ordem qualquer em K. O discri-
minante ideal de O sobre Z, denotado por d(O), é igual a “raiz quadrada” do ideal Zx

em Z gerado pelo conjunto
T = {det(Tr(vc;)) : 0 <i,j5 <n},
onde «; € O, ou seja,

IK:{G1$1+"'+&k$kaEN, CLZ’EZGJ?Z‘ET}

Note que d(O) # {0}, pois a forma bilinear associada a Tr é nao degenerada. Portanto,

se J é ideal nao nulo em O, entao J é um Z-mddulo livre de posto n.

Teorema 1.17 Sejam K um corpo de nimero de grau n e O uma ordem qualquer em
K (em Ok). Para todas as bases {ay,...,a,} de O os discriminantes Aoy, ..., o)

coincidem. Em particular, os discriminantes de todas as bases integrais de Ok coincidem.

Teorema 1.18 Sejam K um corpo de nimero de graun e 0 € Ok. Entdo as sequintes

condigoes sao equivalentes:

2. {1,0,...,0" '} é uma base integral para Ok-.

3. 0 = A(L,0,...,0" ).

Vamos finalizar esta se¢do com um estudo detalhado do corpo K = Gal(f,Q), onde
f=2"-3z+1¢€Z[x].

E claro que f ¢ irredutivel sobre Q. Seja # € C uma raiz de f. Entdo, pelo Exemplo

??, K = Q(0), onde 0 € O e {1,0,6%} é uma base de K sobre Q. Logo, cada o € K
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pode ser escrito de modo tinico sob a forma a = a + b + c¢6?, onde a, b, ¢ € Q. Assim,

Lo(1) = a-1=a+bl+ch
Lo(0) = a-0=—c+ (a+3c)0+ bo?

Lo(0?) = a-0>=—b+ (3b— )0+ (a + 3c)0?

pois #* = 30 —1 e #* = 30> — 0. Portanto, K = Q(6) ¢ isomorfo ao conjunto das matrizes

da forma
a —c —b
A,=|0b a+3c 3b—c |, onde a,b,ceQ.
c b a+ 3c
Neste caso,
fa(z) = det(zI - A,)
= 2%+ b2® + bz + by
em que
by = —Tr(a) =—(3a+ 6¢),

by = 3a®+ 12ac — 3b* + 3bc + 9¢2

bs = —N(a)=—(a®+ 6a’c— 3ab® + 3abc + 9ac® — b* + 3bc® + ).

Portanto,

d(f) = det | Tr(d) Tr(6?) Tr(6%)

3 0 6
= det | 0 6 -3

6 —3 18
— 8l

Poderfamos também obter o discriminante de f da seguinte maneira: como

f'(8) =36% —3=—3+ 367
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temos que

3(3—1)

a(f) = (=1) = N(f(9))
= —[(—=3)® +6(—3)?3 +9(—3)3% + 3°]
= 8I1.
Note que d(f) = 9% é um quadrado em Z e Gal(K/Q) = (o) = {I, 0,0}, com o(0) = as,

0%(0) = as; a; = 0, as e asz sao as raizes de f.

Agora, vamos determinar uma base integral para K. Primeiro note que

> 1.

j— OK
VY Y/ &

- |z

E facil verificar que qualquer 8 € K pode ser escrito sob a forma

g = %(u + v8 + wh?),

onde u,v,w,D € Z e mdc(u,v,w,D) = 1. Como [K : Q] = 3 temos que o polinébmio

minimal de [ é da forma

L . ()

onde
Tr(B) = 3(u—+2w)
by = 3(u*+duv — v +vw + 3w?)

N(B) = v+ 6u*w — 3uv® 4 3uvw + Juw? — v* + 3vw?® + w?

Assim, 5 € Ok se, e somente se,

Tr(5) = 0 (mod D)
by = 0 (mod D?)
N(B) = 0 (mod D?).
Se existisse um ndmero primo p tal que p divide D, u e w, entdo, por by, p? divide

v(4u — v + w). Logo, p divide v, o que é impossivel. Portanto, mde(D, u, w) = 1.
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Afirmagao. D = 1.
De fato, se D > 1, entdo D = 3 e mdc(3,u) = mde(3,w) = 1. Logo, mde(3,v) = 1 e por
N(B)
u—v+w =0 (mod3).

Assim, existem apenas duas possibilidades: v = w = 1 (mod3), v = —1 (mod3) ou
uw=w=-1(mod3), v =1(mod3). Se u =w = 1(mod3), v = —1 (mod 3), digamos
u=3r+1,w=3s+1ev=3t—1, entao

N(B) = 27 +162r%s + 81r% 4 243rs® + 81rst + 243rs — 81rt* + 81rt

+54r 4 2753 + 81s%t + 8152 + 81st + bds — 27t3 + 27t + 0.

Assim,
9 =0 (mod 27),

o que ¢ impossivel. Se u = w = —1 (mod 3), v = 1 (mod 3), obtemos de modo andlogo
—9 =0 (mod 27).

Portanto, D = 1 e € Z[f]. Consequentemente, Ox = Z[f] e {1,0,6*} & uma base
integral para K.

Finalmente, vamos determinar a base dual de {1,6,6°}. Seja {,, 35, 55} a base dual

de {1,0,6%}. Entdo

. 1, set1=y
Te(3,6'") = /
0, sei#j
Como
B; = ayj + a0 + az;0°, j=1,2,3,
temos que
Tl‘(ﬁl) =1 3@11 + 0(121 + 6@31 =1
Tl'(ﬁlg) =0 < 0&11 + 6&21 — 3@31 =0
Tr(3,6%) =0 6a11 — 3as + 18az; = 0
Logo,
11 2 4
11 = —, Q91 = —— € Q3] = ——
11 g’ 9 31 9
e
1

By = 5(11 — 20 — 46%).
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De modo anélogo, obtemos
1 2 1 2
By = §(—2—|—29+0 ) e [y = §(—4+9+29 ).
Portanto, pelo Teorema 77, teremos

Ok C ZB, ® LB, ® ZB5.

Se
1 -2 —4
c-1!
=9 -2 2 1
-4 1 2
entao

A(By, s 52) = (det CPAUL OB = o ¢ 2.

Consequentemente, {3, 35, 3} ndo é uma base integral para K. Mas

Ok (ZB, ®ZPy ® ZBs) C Ok.
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Capitulo 2

Algebras com Divisao Ciclicas

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢oes e resultados béasicos sobre dlge-
bras, que serao necessdrios para os capitulos subsequentes. O leitor interessado em mais

detalhes pode consultar [?, 7, ?].

2.1 Algebras

Salvo mencao explicita em contrério, a palavra anel nesta dissertacao significa anel
com unidade.

Ja vimos que se K é um corpo de nimeros de grau n, entao existe # € Ok tal que
K = Q(0) e 0(irr(0,Q)) = n. Além disso, K é um espaco vetorial sobre Q, pois essas

operacoes ja existem de modo natural no corpo K. Note que a condicao

clap) =(ca)B=a(ch), YV ceQ e a,f €K,

é claramente satisfeita em K, de modo que a multiplicacao sobre K ¢é bilinear sobre Q.
Isto motiva a seguinte definigao:
Seja K um corpo. Uma dlgebra sobre K ou uma K-dlgebra é um anel A tal que

V = (A, +) é um espago vetorial sobre K e o seguinte axioma é satisfeito
c(af) = (ca)fp=a(ch), Vce K e a,f € A,

de modo que a multiplicacao sobre A é bilinear. O posto e uma base de uma &lgebra A

significa o posto e uma base, respectivamente, do espaco vetorial V' sobre K.
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Seja A uma dlgebra sobre K. Diremos que A é uma dlgebra com divisao se qualquer

elemento nao nulo o em A possui um inverso em A, isto &,
UA) =A—-{0} = A"

Proposigao 2.1 Seja A uma dlgebra de dimensao n sobre K. Entdo as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

1. A é uma dlgebra com divisao.

2. A nao possui divisores de zero.

Sejam K um corpo, V um espago vetorial de dimensao n sobre K e A = Endg (V)
o conjunto de todas as transformacoes lineares de V em V. Entao A munido com as

operagoes de adi¢ao ¢ + ¢ definida como

(0 +¢)() = ¢(a) +p(a), Vael,
e composicao externa c¢ definida como
(co)(a) =cop(a), Vce K e a€eV,
¢ um espaco vetorial de dimensao n? sobre K, com uma base ordenada lexicograficamente

B:{fij:i,jzl,...,n},

isto é,
f117"'7f1’n7f217"‘)an)"'afnla"‘7fnn7
em que
a;, se j==k
fij(Oék) = 53’1@0@ = '
0, se j#k.

O produto dos elementos basicos em A é dado por

fi, se j=k
fijfu = 0ifa = e 0fi; = £i;0 =0.
0, sej#k

Assim, cada ¢ € A pode ser escrito de modo tnico sob a forma

¢ = En: i aij fij-

i=17=1
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Finalmente, A munido com a operagao de composi¢ao de fungdes ¢ definida como

(9p)(a) = ¢(p(a)), V a eV,

é um anel nao comutativo com identidade, chamado de endomorfismo de aneis. Portanto,

A = Endg (V) é uma &lgebra sobre K, pois

c(pp) = (cp)p = pep), YV ceE K e ¢,p € A

Note que a fungao f : K — A = Endk (V) definida como f(a) = al é um monomor-

fismo de aneis. Logo, podemos identificar K com o subcorpo
{al :a € K}

de A que esta contido no centro Z(A) da dlgebra A. Por outro lado, dado ¢ € Z(A),

temos que
pp=¢p, Vo€ A
Em particular,

Fixando i # j, obtemos

ofi; = (i anaklfkl) fij = ééaklfklfij

k=11=1

= Z Z le5lifkj = Z akifkj
k=1

=11l=1

e
~

e
fijo = (Z > klfk:l) = > > apfijfu
=1i=1 =1i=1
= > > apbifu = ajfu.
f=1i=1 =1
Logo,

n n

> arifr; = D ajfu-

=1 =1

Comparando os coeficientes, temos que ay; = 0 quando ¢ # k e a; = aj; = a. Portanto,
¢ = al e, consequentemente,

K = Z(A).
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Seja A uma dlgebra sobre K. Diremos que A é uma dlgebra central se K = Z(A).
Portanto, se V' um espago vetorial de dimensao n sobre K, entdo A = Endg (V) é uma

dlgebra central, mas nao é uma &lgebra com divisao, pois se j # k, entao
fijf =0,

com fi; # 0 e fiu # 0.

As defini¢oes de subdlgebras, dlgebras geradas, homomorfismos de dlgebras, ideais,
etc. sao andlogos aos ja vistos, por isto, vamos omiti-los nesta dissertacao. Por exemplo,
um subconjunto nao vazio J de uma &lgebra A sobre K é um ideal de A se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
1. Sea,f € J,entaoa— 5 € J.
2. Sece Keace€J, entao ca € J.

3.SedeAeae J, entao \a € J e al € J.

Note que se A é uma dlgebra com identidade 14, entao qualquer ideal J do anel A é

um ideal da dlgebra A, pois
ca = c(lya) = (clg)a € J.

Sejam A e B duas dlgebras sobre K e f : A — B um homomorfismo de dlgebras. A

imagem de f é o conjunto
Imf={feB:3=f(a),paraalgum o € A} = {f(a):a € A} = f(A).
O nicleo de f é o conjunto
ker f ={a € A: f(a) =0} = f7(0).
Observagao 2.1 ker f é um ideal em A e Im f é uma subdlgebra de B.

Seja A uma algebra sobre K. Diremos que A é uma dlgebra simples se A% # {0} e os
tnicos ideais de A sao {0} e A. Note que se A é uma algebra com identidade, entao a
condigao A? # {0} ¢ sempre verdadeira.

Exemplo 2.1 Qualquer dlgebra com divisdo é uma dlgebra simples.
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Solugao. Sejam A uma dlgebra com divisao sobre K e J um ideal de A. Suponhamos

que J # {0}. Entao J contém um elemento nao nulo a € A. Logo, dado 8 € A, obtemos
B=p14=(Ba )acJ
Portanto, J = A. [ |

Sejam A uma dlgebra de posto n sobre K, V = (A, +) o espago vetorial sobre K e

BIZ{CYl,...,Oén} € BQZ{ﬁla"'aﬂn}

bases de A. Seja f : V — V uma transformacao linear qualquer. Entao

flag), ..., flay) € V.

Como B; é uma base de V' temos que existem unicos a;; € K tais que
n .
flag)=>ayB, j=1,...,n,
i=1

isto é, f é completamente determinada pelos os escalares a;;. A transposta da matriz
dos coeficientes deste sistema serd chamada a representa¢ao matricial de f em relacao as

bases By e B, e sera denotada por

aix -+ Aip

A=
Qp1 *++ Qpp

Reciprocamente, dados A = [a;;] € M, (K),
a=ba+---+bya, €V, onde b; € K.
Entao existe uma tnica transformacao linear f : V' — V' definido como
fla) = (Z:Xn:l biali) B4+ (Z:il bﬂm) B
tal que A = A;. Assim, a funcao
¢ Endg (V) — M, (K)

definida como ¢(f) = Ay é um isomorfismo de dlgebras. Portanto, as dlgebras M, (K) e

Endg (V') sao equivalentes e vamos nos referir a estas dlgebras indistintamente.
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Observagao 2.2 Note que esse isomorfismo induz as operagoes usuais de matrizes
Aerg = Af + Ag, Acf = CAf e Agof = AgAf,
para todos f,g € End(V) e c € K, pois

@e Dl = a(sia) =a (S aar )
)

com

cij = > bpag;, i,j=1...,n.
k=1
Teorema 2.1 Sejam K um corpo e A= M,(K). Entao A é uma dlgebra central simples.

Prova. Resta provar que A é simples. Seja J um ideal em A. Suponhamos que J # {0}.

Entao J contém uma matriz nao nula

A= [aij] S A,
com ay # 0, para algum k,l =1,...,n. Como
E.AE; = Eg <Z Z apquq) Ej; = Z Z apq (EirEpg) Eyj
p=1 ¢g=1 p=1 ¢=1
= Z Z pgOrpEigEi; = Z kg BiqEuyj = Z kg0qi i
p=1 ¢g=1 q=1 q=1
= apk;

temos que

E;; = (a;;'Ei) AE;; € I

Em particular,

In:E11++Enn€]

Portanto, I = A. [ |
Sejam V' um espago vetorial de dimensao n sobre K,

By ={a,...,an} e Bo={5,...,0,}
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duas bases de V. Entao sabemos que existem unicos p,q € Endg (V') tais que

p(ai>:5i7 i=1,...,n, e q(ﬁj):@j, j=1...,n.

Afirmagao. p é uma bijecao com inversa q.
De fato.
(pQ)(ﬂj) = p(Q(ﬁj)) = plaj) = 5j, j=1,...,n,

(gp)(i) = q(p(as)) = q(B;) = cu, i=1,...,n.

Seja g = p~ ! fp, para cada f € End x(V) Entao
Bi=A,=A, 1;, = A, 1A/A,.
Pondo P = A, obtemos
B; = P'A,P.

Portanto, as matrizes Ay e By sao semelhantes ou conjugadas. Além disso, provamos o

seguinte teorema:

Teorema 2.2 Sejam A uma dlgebra de posto n sobre K eV = (A, +) o espago vetorial

sobre K. Entdo a funcao ¢ : Endg (V) — Endg (V) definida como

o(f)=p""fp

para algum p € Autg (V) é um isomorfismo. Em particular, qualquer elemento de
Autg (V) é um automorfismo interno. Note que Auty (V) ~ GL,(F) o grupo linear

geral de grau n.

Observacao 2.3 Pode ser provado, com auxilio do Teorema acima, que se A é uma
dlgebra central simples de posto n sobre K, entdao qualquer elemento ¢ € Auty(A) é

interno, ou seja, p(r) = a wa, para todo v € A e a € A*.

Sejam 4 uma &lgebra de posto n sobre K, V = (A,+) o espago vetorial sobre K e
a € A. Entao a fungao L, : V — V definida como L, (z) = az é claramente linear sobre

K (observe que se A é uma &lgebra com divisdo, entdo L, é bijetora). Logo, a fungao
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L: A — EndgV ~ M,(K) definida como L(«) = L, ¢ um homomorfismo de dlgebras
injetor, pois Lo1g = Lo + Lg, Lo = cLq,
Lag(z) = (af)x = a(zf) = La(2f)
= La(Ls(2)) = (Lalp)(x), ¥ z € A,
e se a # 3, entao
La(LA) = 7& ﬁ = ng(lA).

Portanto, podemos identificar A com uma subélgebra
A = {La O .A}

de M, (K). De modo anélogo, temos que a fun¢ao R, : V' — V definida como R, (z) = z«
¢ claramente linear sobre K. Logo, a fungdo R : A — Endg V ~ M, (K) definida como

R(a) = R, € um anti-homomorfismo de dlgebras injetor
Rop(z) = z(af) = (za)f = Rs(za)
= Rg(Ra(2)) = (RgR.)(z), ¥V z € A,

Observe que L,R, = R,L., para todo a € A. Neste caso, as dlgebras A; e Ar sao

dlgebras opostas ou reciprocas. Agora, se
B=Aai,...,a,}
é uma base de V/,
{Loys---yLa,}
¢ uma base de A} e .
Ly(oy) = Z bijai, j=1,...,n,
i=1

entao

fo(z) = det(2I — A,) € K|x]

¢ o polinomio caracteristico de a sobre K, com A, = [b;;] a matriz n xn de L, em relacao

a base B. O traco absoluto e a norma absoluta de o sao definidos por
Tr(a) = Tr(A,) e N(a) = det(A,).
Consequentemente, qualquer « € A é algébrico sobre K. Note que se f € K|[z], entao
f(La) = Lya)-
Portanto, o é uma raiz de f se, e somente se, L, também o é.
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Teorema 2.3 Sejam A uma dlgebra de posto n sobre K, a« € A e p =irr(a, K) € K|x].

Entao:
1. p é o unico polinémio monico de menor grau tal que p(a)) = 0.
2. Se f € Klz] é tal que f(a)) =0, entao p divide f.

3. Os polinémios f, e p possuem os mesmos fatores irredutiveis, a menos de multipli-

cidades.

Os conceitos e resultados sobre inteiros algébricos, vistos no Capitulo 1, podem ser

estendidos, com alguns ajustes, para uma dlgebra A de posto n sobre K, por exemplo, se

0 0
b=, | em@
0

2

O =

0
o =
0

entdo « e 3 sdo inteiros, pois ambos sdo raizes do polinémio f = z? € Z[x], mas a + [ e

af nao sao inteiros, pois eles sao raizes dos polinémios

f=e-7€Qh] e g=2~ 1 € Q)

respectivamente. Isto ocorre porque af # Sa.

2.2 Algebras dos Quatérnios

Vamos iniciar esta se¢ao fazendo algumas observagoes sobre o corpo dos nimeros
complexos C e a dlgebra dos quatérnios de Hamilton H.
J4 vimos que C é uma &lgebra (comutativa) sobre R, com uma base {1,7}. Além disso,

é facil verificar que Gal(C/R) = {1,0}, onde
o(z) =z.

Para um a = a + bi € C fixado, a funcdo L, : C — C definida como L,(z) = az é

linear sobre R e

Lo(1)=a+bi e L,(i) = —b+ ai.
Assim, a funcdo L : C — Endg C ~ My(R) definida como

a —b
b a

L(a+bi) = L, <
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¢ um homomorfismo de dlgebras injetor sobre R. Portanto, podemos identificar C com o

conjunto das matrizes

a —b
ca,b e R ) C My(R).
b a

Note que
N(a) = ao(a) =a®*+b* = |a| e Tr(a) = a+o(a) =2a = Re(a + a).

Como |az| = |af|z|, para todo z € C, temos que L, é uma rotagao se, e somente se,
la] = 1.

Sejam

1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), 7=1(0,0,1,0) e k= (0,0,0,1)
a base canonica de R*. Entao é ficil verificar que o subconjunto
H={a+0bi+cj+dk:a,bcdcR} CR

com a soma e multiplicacdo por escalar é um subespaco vetorial de R*, e com a operacao
de multiplicacao sobre H obtida por meio da tdbua de multiplicagao

1 i ok

11 ik
ili -1k —j
i -k -1
Elk  § —i —1

e estendida por linearidade para todo H, é uma élgebra sobre R nao comutativa, chamada
de dlgebra dos quatérnios de Hamilton. A palavra quatérnio significa o elemento de qual-
quer conjunto com quatro pessoas ou objetos.

Dado a = a + bi + ¢j + dk € H, obtemos
a=(a+bi)+j(c—di) = z+ jw, onde z,w e C.

Assim, H é um espaco vetorial sobre C, com a multiplicacao por escalar H x C — H, e
{1,j} ¢ uma base de H sobre C. Para um a € H fixado, a funcdo L, : H — H definida
como L,(z) = ax ¢é linear sobre C. Logo, a funcao L : H — End¢ H ~ M,(C) definida
como

z —w
L(a) = Ly <

]|

w

36



¢ um homomorfismo de &dlgebras injetor sobre C. Portanto, podemos identificar H com o

conjunto das matrizes

zZ —w
HL: ZZ,U)G(C QMQ(C)
w oz

Entao Hj é uma &lgebra sobre C. Note que se A € H, com A # O, entao

z
A = (]2 + [w) € Hy.
—w  z

Portanto, H;, é uma algebra com divisao. E claro que as matrizes

10 0
1 = Ll = ) I= Lz = 9
01 0 —i
0 —1 0 —i
J = L;= e K=1L,= ,
1 0 —i 0
formam uma base para Hy,.
Agora, dado
zZ —w
w z
obtemos
z —w 0 —u 0 —u z —w
= , VueC.
w z U 0 U 0 w z
Logo,

uz =uz e uw =uw, V u e C.
Assim, z € R e w = 0. Portanto,
R« {al:a € R} = Z(H)

e H é uma &lgebra central simples. Observe que se a = a + bt + ¢j + dk € H, entao

a —b —c —d

b a —d c
L,— A,=

c d a —b

d —c b a
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Neste caso,
Tr(a) =4a =2(2+2) e N(a) = (a> + 0>+ &+ d*)? = (|2 + |w|*)?.

Finalmente, para um z € C fixado, a fungao R, : H — H definida como R,(z) = xz é

linear sobre C. Assim, a fun¢do R : C — End¢ H ~ M,(C) definida como

z 0
0 z

R(z) =R, <

¢ um anti-homomorfismo de dlgebras injetor. Portanto, podemos identificar C com o

conjunto das matrizes

z 0
F = zeC QMQ(C)
0 z

Portanto, provamos o seguinte teorema.
Teorema 2.4 Com as notagoes acima, obtemos:

1. A dlgebra My (C) é igual a dlgebra
[H,, F] = {ZLWR@ neN ea,B, € ]HI} .
r=1
2. dim M5(C) = (dimHy) - (dim F).
3. AB = BA, para qualquer A € H;, e B € F.

Em particular, Ms(C) ~ H ®g C.

Agora, vamos generalizar a definicao de dlgebra dos quatérnios de Hamilton para um

corpo qualquer K contendo Q.

Lema 2.1 Sejam K um corpo e A uma dlgebra com divisao ndao comutativa de dimensao

4 sobre K. Entao o polinomio minimal de qualquer elemento de A é quadrdtico.

Prova. J4 vimos que qualquer elemento de A satisfaz um polindmio de grau menor do
que ou igual a 4, com coeficientes em K. Se para algum o € A o polindbmio minimal

3

de a ¢ de grau 4, entdo 1, o, a? e o sao linearmente independentes sobre K. Assim,

eles formam uma base de A sobre K. Como as poténcias de a comutam entre si temos
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que A seria comutativa, o que é impossivel. Logo, qualquer elemento em A satisfaz um
polindmio de grau menor do que ou igual a 3, com coeficientes em K. Suponhamos que,

2

para algum a € A, o polindbmio minimal é de grau 3. Entao 1, a e a® sao linearmente

independentes sobre K e, além disso, existe 3 € A tal que 3 ¢ K(a). Assim, 1, a, o? e

[ formam uma base de A sobre K. Em particular,
aff =cy+ i+ 0 + ¢33, onde ¢; € K,i=0,1,2,3,
ou, equivalentemente,
(o —¢c3) B = co+ cra + 0.

Como « ¢ K temos que a — c3 # 0. Logo,
B=(a— 03)71 (co + o+ 02042) € K(a),

o que é uma contradigdo. Portanto, se &« € A e a ¢ K, o polindbmio minimal de « sobre

K ¢ quadratico. u

Teorema 2.5 Sejam K um corpo e A uma dlgebra com divisio nao comutativa de di-

mensao 4 sobre K. Entao podemos escolher uma base 1, i, j e k para A satisfazendo

i*=a, °=bek=1ij =—ji,

onde a,b € K — {0}. Neste caso, é usual dar-se a operag¢io de multiplicagcdo da dlgebra

A por meio de uma tdbua de multiplica¢ao

k
k

o |1 7

J
1)1 i
1|1 a k aj
j -k b —b
k|k —aj bi —ab

e estender isto por linearidade para uma multiplicacao sobre A.

Prova. Seja o € A, a ¢ K. Entao, pelo Lema ??, 1 e o formam uma base de K («) sobre
K. Seja 5 € A tal que g ¢ K(«).

Afirmagao. 1, a, f e af sao linearmente independentes sobre K.
De fato, suponhamos que

co+ cra+ o+ csaf =0, onde ¢, € K,r=0,1,2,3.
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Entao

(2 + c3a) B = —co — 1.
Se ¢y + csa = 0, entao co = c3 = 0, pois 1 e « sao linearmente independentes e, conse-
quentemente, ¢y = ¢; = 0. Se ¢y + c3a # 0, entao

= (c2+ 0304)_1 (—co — 1) € K(a)

o que contradiz a escolha de 3. Portanto, 1, o, 5 e a8 formam uma base de A sobre K.
Agora, construiremos a partir desta base a base desejada. Ja vimos que o polinémio

de 3 sobre K é quadratico, entao podemos escrever este polindmio sob a forma
2?4+ 2cx+d, c,d e K.

Seja j = 4 c. Entéo j ¢ K(«), pois f ¢ K(«). Assim, 1, «, j e aj formam uma base
de A sobre K. Além disso,

j2:(6+c)2:62+2cﬁ+02:b,

onde b = —d + ¢* € K. Seja jo = a 'ja. Entdo jo # j, pois A é nao comutativa, e

jg = oflj2a =a tha = j2.

Logo, para y = j — jo, teremos

y#0 e yj+ joy=0.

Portanto,
—j =y "oy = (ay) " j(ay).
Ponha i = ay. Se7 € K ou j é um polindbmio em i, entao j comuta com i e, consequente-
mente, —j = j, o que é impossivel. Assim, i ¢ K, j ¢ K(i)e 1,1, j e k = ij formam uma
base de A sobre K.
Agora, como —j = i~'ji temos que —i = j~1ij. Portanto, i e i~! possuem o mesmo

polinémio minimal e o polinémio minimal de i ¢ quadratico, donde concluimos que 2 =

a€ K. |
A &lgebra A serd denotada por

b o
A= (a?) ou A= (a,b)x = K3, j|,
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ou simplesmente Q, a qual serd chamada de dlgebra dos quatérnios generalizada ou sim-
plesmente dlgebra dos quatérnios sobre K e a base {1,i,j,k} é chamada de base de

definicao da dlgebra.

Lema 2.2 Seja K um corpo. Entdo as dlgebras (a,b) i e (ax?, by*)x sao isomorfas, para

todos a,b,x,y € K*. Em particular, (a,b)r e (b,a)x sao isomorfas.
Prova. Sejam A = (a,b)x e B = (az? by?)x. Entao, pelo Teorema ?7, existem bases
{1,7,5,k} e {1,e, f,ef} de A e B, respectivamente, tais que

izza, j2:beezzax2, f2:by2.

Assim, é fécil verificar que a fungéo ¢ : B — A definida como

o(co + cre+ eof + csef) = co + crwi + coyj + cszyk,

¢ um isomorfismo de dlgebras. Por exemplo, (zi)? = az?.

Finalmente, com i < abi e j <> abj, obtemos
(a,b)k =~ (a®V,a*b*)k ~ (b, a)k,
ou seja, (a,b)x e (b, a)k sao isomorfas. [ |
Seja a € A, digamos
a=co+ it + coj + 3k, co,c1,09,03 € K.

Entao

@:co—cli—@j—c;z,k

chama-se o conjugado de «. Além disso, para quaisquer o, € A e ¢ € K, valem as

seguintes propriedades:

ca=ca, a+f=a+p, af=pFaca=a,

ou seja, a funcdo - : A — A é um antiautomorfismo de dlgebras e A% = A ¢é a dlgebra
oposta de A. A norma reduzida de « e o trago reduzido de o, em simbolos nr(a) e tr(a),

sao definidos como

nr(a) = a@ = aa = ¢§ — acj — bcs + abcj e tr(a) = a+a = 2¢.

41



Portanto, sobre a dlgebra das matrizes a norma e o trago absoluto coincidem com a norma

e o traco reduzido. Como
a = (co+ c1i) + j(ca — c3i) = z + jw, co,¢1,02,c3 € K,
temos que
nr(a) = (z + jw)(zZ — jw) = 2Z — bww.

Observe, nao é para toda escolha de a e b em K, que o Teorema 7?7 determina uma

algebra com divisdo sobre K, com uma base {1, 1, j, k} satisfazendo

onde a, b € K —{0}. Se a ou b ¢ um quadrado em K uma tal dlgebra ¢ isomorfa a dlgebra

M, (K). Por exemplo,

, 1 0 _ 0 b
(Lb)g = My(K), i+ e je
0 —1 10

Mas temos a seguinte caracterizacao:

Proposicao 2.2 Seja A uma dlgebra dos quatérnios sobre K tal que A = (a,b), . Entdo

as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. A é uma dlgebra com divisao,

2. nr(a) # 0, para todo o € A*, ou seja, nr : A — K é uma forma quadrdtica néo

degenerada;

2

3. A tinica solugdo da equagdo x* = ay?® + bz% em K é a trivial.

Prova. (1 = 2) Se o € A*, entdo o' € A. Logo,

a 'nr(a) = a Haa) =a # 0.

Portanto, nr(«) # 0, para todo a € A*.
(2 = 3) Suponhamos, por absurdo, que a equagao possua pelo menos uma solucao

nao trivial em K, digamos xg, 4o, 20 € K. Entao a = xg + yoi + 20J € A*, com
nr(a) = x2 — ays — bz =0,
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o que é uma contradicao.

(3=1) Se o € A*, entao
a = o+ c1i+ cof + sk = co + c1i + j(e3 — cqi), co,c1,C0,03 € K.

Assim, devemos provar que « é invertivel. Se c3 — ¢4 = 0, entao a = ¢o + c11 # 0 é
invertivel em K (i) = K(y/a) e portanto, em A. Se c3 — c4i # 0, entdo ¢z — c4i é invertivel
em K(i) e

afcs — cqi) ™t = (co + cri)(cg — cqi) T+
Logo, para provar que « ¢é invertivel basta mostrar que todo elemento da forma
T+ yt+zj
é invertivel, com pelo menos um escalar nao nulo. Note que
(x+yi+ zj)(x —yi—j) =2° —ay® — bz* € K*,

pois
22— ay? — b2 =0 = 22 = ay® + b2?,
o que é impossivel. Portanto,

T—Yyi—zj

. N—1
(I’+yZ+Z]) _xg_ayg_bzg'

Consequentemente, a é invertivel. [ |
Lema 2.3 Seja A uma dlgebra dos quatérnios sobre K.

1. A norma reduzida nr induz um endomorfismo de grupos nr : U(A) — U(A).

2. O trago reduzido tr induz um funcional linear sobrejetor tr : A — K.

3. A fungaob : Ax A — K definida como b(a, 5) = tr(af) € bilinear e ndo degenerada.

Proposigao 2.3 Seja A uma dlgebra de dimensao 4 sobre K. Entio A é uma dlgebra

dos quatérnios se, e somente se, A é uma dlgebra central simples.
Prova. Suponhamos que A seja uma dlgebra dos quatérnios. Seja

a=cy+ci1t+ coj + 3k € Z(.A), Co, C1,Co,C3 € K,
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Entao,
0=ak—ka=2(c1i+cj)k = c1 =c3=0.
De modo andlogo, prova-se que ¢z = 0. Portanto, Z(A) = K.
Finalmente, sejam J um ideal em A e
a=cy+cri+coj+cskeJ— {0}, Co, C1,Co,C3 € K.
Seci=ca=c3=0,entdioa =cy € K*el =aa!=a'la € J, ouseja, J = A. Se
¢ # 0, para algum [ = 1,2, 3, entao
ak —ka = 2(c1i+ coj)k € J.
Logo,
Bzcli—l—czj e J

Assim,

6] +]6 = 202b € J.

Como 2¢3b € K temos que J = A. Portanto, A = (a,b)x é uma dlgebra central simples.

A reciproca segue do Teorema 77. [ |

Observe que para cada a € A, o é puro (a« € A — K) se, e somente se, ¥ = —a e « é
escalar (o € K) se, e somente se, @ = a.
Note que se

a=cy+cri+cj+csk €A cyc1,00,03 €K,
entao
2 _ 2 2 2 2 : .
a® = ¢+ aci + be; — abes + 2¢o(cri + +eoj + csk)
= —ci+ac +bc; — abcs + 2co(co + c1i + +caf + c3k)
= —unr(a) + tr(a)a.
Portanto, a € uma raiz do polindémio (irredutivel se a ¢ K)
p =1 —tr(a)z +nr(a) € K[z].

Em particular,
—nr(a), se a é puro
nr(a), se a é escalar
ou seja, o € K se, e somente se, o é puro ou é escalar. Portanto, se o € A — K, entao

[L: K]=2,onde L =K(a).
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Teorema 2.6 Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre K e o € A. FEntdo o é um
inteiro algébrico sobre A (a € Ok) se, e somente se, p =

r(a) € Z.

irr(a, K) € Zlx] ou, equivalen-

temente, tr(a),n

Prova. Suponhamos que « seja um inteiro algébrico sobre 4. Entao existe g € Zx]
tal que g(a) = 0. Assim, pelo item (2) do Teorema ??, existe um polindmuio monico
h € K|x] tal que g = ph. Portanto, pelo Lema de Gauss, p € Z[z].

A reciproca segue da definicao. [ |

Suponhamos que a nao seja um quadrado em K, isto é, v/a ¢ K. Entao, dado

a = cg+ c1i + caj + c3k € A, obtemos

a=(co+cva)+jlea —csv/a) =z+jw e A, z,we F=K(a).

Assim, A é um espago vetorial sobre F' e {1, j} é uma base de A sobre F'. Paraum « € A
fixado, a fungao L, : A — A definida como L, (z) = ax é linear sobre F. Logo, a fungao

L: A— Endr A~ My(F) definida como

z bo(w)

L(a) = La >

w  o(z)

onde 0 € Autg(F), ¢ um homomorfismo de dlgebras injetor sobre F'. Portanto, podemos

identificar A com o conjunto das matrizes

z bo(w)
Ap = cz,w € F y C My(F).
w  o(z)
E claro que as matrizes

10 0

1 = Ll = ) I= LZ = \/_ )
0 1 0 —a
0 b

J = Lj = e K= Lk \/_ 5
10

formam uma base para A;. Observe que

co ac; bey —abes

C1 Co ng —ng
La — Aa =

Cy —ac3 (O acy

€3 —C Co
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Neste caso,
Tr(a) = 4co = 2tr(a) e N(a) = (c2 — ac? — bci + abc3)? = nr(a)?.
A imersao
L:A— A, C M,y (F)

chama-se de imersao de Cayley.
Finalmente, para um z € F fixado, a fungao R, : A — A definida como R,(x) = xz é

linear sobre F'. Assim, a fungao R : F' — Endp A ~ M,(F') definida como

z 0
0 z

R(z) =R, <

é um anti-homomorfismo de dlgebras injetor. Portanto, podemos identificar F' com o

conjunto das matrizes

Portanto, provamos o seguinte teorema.
Teorema 2.7 Com as notagoes acima, obtemos:

1. A dlgebra My(F) € igual a dlgebra

[Ap, Fr| = {Z Lo.Rg :neNeaw, B, € A} :
r=1

2. dim My(F) = (dim Ayp) - (dim Fy).

3. AB = BA, para qualquer A € A, ¢ B € Fp.

Em particular, Ms(F) ~ A®@g F.

2.3 Algebras Ciclicas

Sejam K um corpo contendo Q e F' uma extensao quadrética de K. Entao, de modo

andlogo ao Exemplo 77, existe a € K tal que F' = K(y/a). Assim, pelo Exemplo ?7?,

Gal(F/K)={l,0} ~ %7

46



onde 0(z) = z—y+/a € F éo conjugado de z = z+y\/a € F, e F/K é uma extensao ciclica.
Pelo exposto acima, se A é uma algebra dos quatérnios sobre K e a = co+cii+caj+c3k €
A, entao

a=(cog+ci1va)+ jles — csv/a) = z + jo(w) € A, z,w € F.

Neste caso,

j?=be zj=jo(z), Vz€F.

Portanto, esta formulacao da dlgebra dos quatérnios A depende de uma extensao quadratica
F de K e de um automorfismo o € Gal(F'/K), em outras palavras, A depende da equacao
(ciclica)

7? —a € K[z]

e de um grupo ciclico Gal(F/K). Isto motiva a seguinte definigao:
Sejam F'/K uma extensao ciclica de grau n, com Gal (F/K) = (o), e b € K* fixado.

Diremos que o terno A = (F/K,0,b) ¢ uma dlgebra ciclica sobre K se

A= FepBF® --0p"'F

= {eotBert  + " enr i € F}
e a multiplicagao é dada pelas equacoes
" =be af=po(a), ¥V a€F,

onde f = 2" — b € K[z] é irredutivel sobre K e § € C uma raiz de f.
Note que se F'= K(0) e

p=ir(0,K) =ap + a1z + - +a, 12" +2" € K[z],

entao

0,0(0),...,0" 1 (0)

sdo as raizes (distintas) de p em F. Como {1,6,...,0" '} é uma base I sobre K temos

que cada vy € F pode ser escrito de modo tnico sob a forma
y=ao+ab+--+a, 10", onde ag,as,...,a, 1 € K.

Assim,

c=g¢€Klz] e a"(0) =0.

47



Sendo 3 € C uma raiz de f, teremos que {1, (,...,3" '} ¢ uma base A sobre F e

A = FepFa---op"'F

n—1 n—1
= {ZZCLUBWJ D Qg € K}

i=1 j=1

é uma algebra de posto n? sobre K, com relacoes
05 = Ba(0),0°5 = 080(0) = Bo(0)?,....0M5 = Ba(0)™, ...
Portanto, para qualquer h € K|[x], obtemos
h0)B = Bh(a(0))
e, indutivamente,
R(O)E™ = B h(o™(0)), ¥ m € L.
Para um
a=co+PBci+- 4" e, €A, onde ¢y, e, .., ¢h 1 €F,

fixado, a fun¢ao L, : A — A definida como L, (x) = ax € linear sobre F. Entao

Loz(]-) = a-1= Co +Bcl + - +6n_1cn—1
Lo(B) = a-B=>bo(ca-1)+ Bo(co) + -+ " o (ch2)

Lo(B?) = a-B%=b0%(cpz) + Bbo?(cpo1) + -+ + " Lo (cps)

La(ﬁn_l) = - ﬁm_l = bo(cy-1) + Bo(co) + -+ + Bn_la(cn—Q)

Logo, a fungao L : A — Endg A ~ M, (F') definida como

| co  bo(cn1) bo*(cp_2) -+ bo"iey) ]

1 o(co)  bo*(ca1) -+ bo"Hew)

L(a) - La — Co O'(Cl) 0'2(60) s bO'n_l(Cg)
| Cn-1 o(cna) 0%(cp3) -+ 0" c) |
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¢ um homomorfismo de algebras injetor sobre F'. Portanto, podemos identificar A com o

conjunto das matrizes

¢ N 3\

co  bo(cn1) bo*(cnz) -+ bo" )
1 o(co)  bo*(ch1) -+ bo" T (ew)
Ap = Ca o(cr) 02(cg) -+ bo"eg) | tem € F p © My(F).
|| 1 olca2) 0%(cams) -+ 0" M) | )

Finalmente, para um ~ € F fixado, a funcao R, : A — A definida como R, (z) = xy
¢ linear sobre F'. Assim, a funcdo R : F' — Endp A ~ M, (F') definida como

é um anti-homomorfismo de algebras injetor. Portanto, podemos identificar F' com o

conjunto das matrizes

FrL = s | iy €eF ) CM,(F).
0 -

E assim, provamos o seguinte teorema.
Teorema 2.8 Com as notagoes acima, obtemos:

1. A dlgebra M, (F) é igual a dlgebra
[AL, Fr] = {ZL%R :meN e a,,7, € A}.

2. dim M, (F) = (dim Ay) - (dim F7,).
3. AB = BA, para qualquer A € A, ¢ B € Fp.
Em particular, M, (F) ~ A®g F.

Teorema 2.9 Sejam F' = K(0) uma extensao ciclica de grau n, com Gal (F/K) = (o),
eb € K* firado. Se menhuma poténcia de b menor do que a n-ésima é a norma de
um polinomio em 0, com coeficitentes em K, entio A = (F/K,0,b) é uma dlgebra com

divisao sobre K.
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Prova. Confira [?, page, 221-226]. [ |

Vamos finalizar esta se¢ao com dois exemplos concretos de dlgebras ciclicas:

Pondo K = Q(7) e F' = Q(&), com

£=t=cf = —-(1+i) €.

temos que F' é o corpo de decomposi¢ao do polinémio
p=a"—i¢c K|z,

o qual é irredutivel sobre K. Assim, F' é uma extensao ciclica de grau 2 sobre K, com o
grupo de Galois

Gal(F/K) ={1,0} ~ %,

onde o(£) = £° € F. Seja b € F* tal que

b # N(z+&y) = (x+&yo(z+0(&y) = (x+&y)(x +£y)

= 22— Varye K.
Entao f = t* — b € F|[t] ¢ irredutivel sobre F. Se 8 = j € C é uma raiz de f, entao

H = FgBF

= {z+pw:z,weF}
¢ uma &lgebra ciclica de posto 4, com relacoes

E+1=0, =be&f=pe.

Portanto,
z bo(w)
H< A, = cz,w € F oy C My(F).
w  o(2)
Note que F' é um espago vetorial sobre K, com uma base {1,£} e {1,£,7,£j} € uma base
de H sobre K.
Agora, sejam

§=g=ev'eC

a raiz nona da unidade K = Q e F' = Q(#), onde

=¢461 =2cos <2§> € R.
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Entao, pelo Exemplo 77,
7

3+Z7

com o() = ay, 0%() = as, onde a; = 0, a9, a3 € R sdo as raizes de

Gal(F/Q) = (o) ~

p=irr(0,Q) =1 -3z +2° € Z[x].

Note que o(6) = 6> — 2, 6%(0) = 2+ 60 — 0% e F é uma extensdo ciclica de grau 3 sobre K.
Seja b € K*, com
b# N(y) =70(y)o*(7), ¥ vEF.

Entao f = 2% — b € Q[z] ¢ irredutivel sobre Q. Se 3 € C ¢ uma raiz de f, entao

A = F@pF¢[F

= {co+ Ber + Bzt co, 01,00 € F}
¢ uma dalgebra ciclica de posto 9, com relagoes
0> —30+1=0, B°=0be 03 =p5(6>—-2).

Portanto,
co bo(cy) bo?(cy)

Ao AL = c1 olco) bo?(cy) | iem € F p C Ms(F).

Co O'(Cl> O'2<CU)
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Capitulo 3

Reticulados e Ordens dos Quatérnios

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre reticulados e ordens
sobre dlgebras dos quatérnios A, necessérios para o desenvolvimento desta dissertacao. O

leitor interessado em mais detalhes pode consultar [?, 7, 7, ?].

3.1 Reticulados

Nesta se¢ao vamos generalizar alguns conceitos e resultados vistos no Capitulo 1, para
um espago vetorial qualquer.
Sejam K um corpo de nimeros, Ok seu anel dos inteiros e V' um espago vetorial de

dimensao finita sobre K. Se I' ¢ um Og-mdédulo de V', definimos
KIl'={ca:ce K e a T}
Assim, pela Proposicao 77, obtemos
Kl ={a'B:a€ Ok, a#0, e BT}

Portanto, KT é um subespaco de V, ou seja,

KF:[F]:{ZCiai:mEN, cieKeaiEF}.

=1

Um Opx-mddulo I' chama-se um reticulado em V' se existir uma base

{ag,...,an}

para V' tal que
r g OK()(1+"'+OKOén.
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Diremos que I' é um reticulado completo em V' se, além disso,
KI'=V.

Em particular,

Orgaq + -+ Okay,

¢ um reticulado completo em V.
Seja J um subconjunto de K, com J # {0}. Diremos que J é um ideal fraciondrio de

K se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. J é um Ox-mddulo.

2. Existe b € Ok tal que bJ C Ok, ou seja, bJ é um ideal de Ok.

Note que isto é equivalente a: J é um reticulado completo em K tal que QJ = K.
Portanto, qualquer ideal de O é necessariamente um ideal fraciondrio de K, pois é

possivel provar que O é um anel Noetheriano.

Lema 3.1 Sejam V um espacgo vetorial de dimensao finita e I' um reticulado completo
em V. Entao um Og-mddulo A em V é um reticulado em V' se, e somente se, existir

be Ok tal que bA C T.
Prova. Suponhamos que A seja um Og-médulo em V. Entao existe uma base

B=A{ay,...,a,}

de V' tal que
ACOkas+ -+ Oka,.

Como I' é um reticulado completo em V' temos que I' contém uma base

’Y:{’YIa"'?’Yn}

de V. Logo, existem tnicos r;; € K tais que

n
Oéjzzmj’}/i, ]:1,,71
i=1

Pondo
rij = % € bj = blijj"'bnj c OK,
ij
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obtemos b,1;; € Ok, para todo i e j. (Neste caso, o conjunto gerado pelos 7; ¢ um ideal

fraciondrio de K'). Assim, existe b = biby - - - b, € Ok tal que
bOéj g OK71+"'+OK'7n QF

Portanto, existe b € Ok tal que bA C T'.
Reciprocamente, suponhamos que existe b € Ok tal que bA C I'. Como I' é um

reticulado completo em V' temos que I' contém uma base

B=AB1.... 8.}
de V tal que
[ C OB+ + OB,
Entao
ACHV T COr(B B+ -+ O0x(b7'8,).
Portanto, A é um reticulado em V. [ |

Corolario 3.1 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre K e U um subespago
deV, comT' CU CV. EntaoT é um reticulado em V' se, e somente se, I' é um reticulado

em U.
Prova. Como U é um subespaco de V' temos que U contém uma base

a={o,..., o}
que é parte de uma base
B ={an,...QkQki1,. .., 00}

de V. Definimos
A =Ogaqg + -+ Ogap e A= Ogay + -+ Ogay,.

Se I'' é um reticulado em U, entao existe b € Ok tal que bI' C A; C A. Portanto, I' é um
reticulado em V.
Reciprocamente, suponhamos que I' seja um reticulado em V. Entao existe b € Ok
tal que oI' C A. Logo,
b CANU = Ay,

pois I' C U. Portanto, I' ¢ um reticulado em U. [
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Observagao 3.1 Sejam V um espaco vetorial sobre K de dimensao finita.

1. Qualquer O -submddulo de um reticulado I' em V' é um reticulado.

2. SeT e A sao reticulados em V', entao ' N A é um reticulado em V. Além disso, cI’,

JIU e '+ A sao reticulados, para todo ¢ € K e todo ideal fraciondrio J de K, onde

JF—{ZCiai:mEN, c €J eaiEF}.

=1

3. E claro que Okc e cOx sio reticulados em V, para todo ¢ € K. Portanto,
Syt Tk

é um reticulado em V', para todo ideal fraciondrio J; de K e~y; € K. Em particular,

qualquer O -mddulo finitamente gerado em V' é um reticulado em V.

Agora, vamos considerar o corpo K como sendo o corpo dos nimeros reais Re V' = R".

Dados aq,...,a,, € R" com m < n, consideremos o conjunto
I'=%2Zc;1+ -+ Za.

Diremos que um subconjunto C' de R™ é compacto se C' ¢ limitado e fechado. Diremos que
subgrupo aditivo em R" é discreto se a sua interse¢ao com qualquer subconjunto limitado
(compacto) em R" é finita.

O préximo resultado nos permitird concluir quando um dado subconjunto I' de R™ é

um reticulado, sem a necessidade de conhecermos uma base deste.

Proposicao 3.1 Um subconjunto I' de R™ é um reticulado de R" se, e somente se, I' é

um subgrupo aditivo e discreto em R™.

Prova. Suponhamos que I" seja um reticulado de R". Entao é fécil verificar que I' é um

subgrupo aditivo. Suponhamos que ay, ..., a,, seja uma base de I', entao
m<n
e existem au,11,...,q, € R" tais que o, ..., a, seja uma base para R". Portanto,
A=log,. ..,
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¢ um reticulado contendo I'. Assim, para provar que I' é discreto, basta provar que A o

é. Seja {f,,...,0,} a base dual de {a,...,a,}, isto &,
(Oéi,ﬁj) :61'3' Z,j = 1,...,7’L.
Entao, para todo a = cyaq + - - - 4+ ¢, € A, teremos que

(,B;)=¢5, j=1,...,n.
Para todo r > 0 e todo @ € AN B,, com

B, —{a €R": ol <1},
temos que

leil = (e Bl < lladl |85 < 18], =1, .

Logo, A N B, é finito. Portanto, A é discreto.
Reciprocamente, seja I' um grupo aditivo e discreto em R". Suponhamos que os
elementos vq,...,7,, formem um sistema maximal de elementos de I' linearmente inde-

pendentes sobre R. Entao 74, ...,7,, formam uma base do reticulado
Lo =2y, + -+ Zry,,.

Seja

TW:{ZT[}/Z-ZOST’Z‘<1, izl,...,m}

=1

a regiao fundamental basica de I'. Entao
('nT,)+Ty CT,

e como todo § € I' é linearmente dependente (sobre R) de 74, ...,~,, temos que
('nT,)+ Ty =T.

Logo,

m

52201%—1-27"1% comcg €E€ZeO0<r;, <1, i=1,...,m.

i=1 =1

Assim,

i=1 =1

irﬁi = (5 — ici%) cel'NnT,.
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Agora, considerando o homomorfismo canénico

T
7: ' — —

Ty’

temos que PLO ¢ finito, pois I' discreto e T, limitado implicam que I' N T, é finito. Seja d

a ordem de FLO Entao
I Cd'l'y=7Z6,+ - +7Zb,, onde §; =d ‘v, i=1,...,m.

Portanto, I' é um Z-mdédulo livre, de um posto £ < m. Logo, possui uma base

{ag, ..., ar}.
Como
I CT Cd'ly
temos que
R71++R7m:Ral++Rak7
ou seja, oy, ..., sao linearmente independentes sobre R. Portanto, I' é um reticulado
de R™. |
Sejam I' um reticulado completo em R™, {a,...,a,} uma base de I e

o = (aﬂ, .. ,CLm) e R".

Entao a matriz

G = [o;:1<i<n]
a11 Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ QA2p
Ap1 Gp2 - App

cujas linhas sao determinadas pelas coordenadas dos vetores «;, chama-se uma matriz
geradora do reticulado I' e os elementos de ' sao os vetores uG, onde u € Z".

Seja {f,...,,} outra base de I'. Entao existem unicos b;; € Z tais que

ﬁj :Zbij&i, 1 Sj §n

i=1
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De modo andlogo, existem unicos a;; € Z tais que

n

ozjzzaijﬁi, 1<j<n.

=1

Logo,
i=1 i=1 k=1 k=1 \i=1

Assim,

- 1 sej=k

Z ijbri = ’

i=1 0 se j 7é k
Se A = [a;;] é a matriz de mudanca da base {f,,...,5,} para a base {ai,...,a,} e
B = [b;;] ¢ a matriz de mudanga da base {a, ..., a,} para a base {f,,...,,}, entao

AB=1,,

em que I,, é a matriz identidade de ordem n. Donde,

det A det B = det(AB) = 1.

Portanto,

det A =detB =4 1.

Conclusao. Qualquer base {f,...,5,} de I' pode ser obtida a partir de uma dada

base {a1,...,a,} de T, com
B = Zbijaia L<j<n,
i=1

onde b;; € Z e det B = £1.
O determinante do reticulado I' é o quadrado do determinante de uma matriz geradora
G, isto é,

detT' = |det G|*.

E importante lembrar que se G nao ¢ uma matriz quadrada, ento
detT' = det(GG"),

em que GG’ é a matriz de Gram de T'. Note, do exposto acima, que det I' é independente

da base escolhida para I'.
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Sejam I' um reticulado em R", A um sub-reticulado de I', {a, ..., @, } uma base de

[e{By,...,B,} uma base de A. Como 3; € I' temos que existem tinicos b;; € Z tais que
i=1

Se B = [b;;], entao
det I’
det A

é chamado de indice de I' em A. Note que N depende somente de A e I', nao das bases

N = |detB| =

escolhidas para A e I'. Pela Regra de Cramer, obtemos

n

i=1
onde a;; € Z. Assim,

NT CT CA,

em que NI' = {Na : a € I'} é um reticulado. Portanto, { Na,..., Na,} é uma base de
NT. O wvolume fundamental de um reticulado I' é o volume de uma regiao fundamental

(bésica), o qual serd denotado por V(I'). Pode ser provado que (confira [?])

em que

n
F:{Zriaizogri<1, izl,...,n}

=1

A densidade de I' é definida como

e a densidade de centro de I' é definida como

A

* = VEo)

em que

E,(0) = {a e R": |laf = p}

¢ a esfera de centro 0, raio p e ||a; — ;|| > 4p?, para todo i # j. Neste caso,
I
p= 5m1n{||oz|| raeTl}
é chamado o rato de empacotamento de T'.
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Finalmente, sejam o = (ay,...,a,) e B = (b1, ..., b,) vetores de R". A diversidade ou

distincia de Haomming de o e (8 é definida como
divio, B) = [{ia; £ b, ¥ i=1,...,n}],

isto é, o nimero de componentes em que « e 3 diferem. Seja S um subconjunto de R™.

A diversidade ou distdncia minima de Hamming de S é definida como
div. S = min{div(e, 8) : o, 5 € S, com « # }.
Em particular, se I' ¢ um reticulado em R", entao

divI = min{div(0, o) : « € T'}.

3.2 Ordens

Nesta secao vamos estender os conceitos e resultados sobre ordens, dado no Capitulo
1, para uma &algebra dos quatérnios. Embora esses resultados continuam vélidos para
qualquer dominio de Dedekind.

Seja A uma &dlgebra dos quatérnios sobre K. Um subconjunto O de A é uma ordem

em A se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. O é um subanel de A, com a mesma unidade de A.
2. O é um Og-médulo finitamente gerado.
3. O posto de O é maximo r, isto é, A = KO.

Note que esta definigdo é equivalente a: O é um reticulado completo em A. Além disso,
af € O, para todos o, € O, e qualquer elemento a € O ¢é inteiro sobre Ok, pois

Okla] € O é um Og-mdédulo finitamente gerado. Portanto,
nr(a), tr(a) € Ok, V a € O.
Observagao 3.2 Seja
I' = Ogag + Ogay + Ogas + Oras.
Entao I' é um reticulado em A. Assim, os conjuntos
Ol)={acA:al’' CT} e Og(l)={ac A:TaCT}
sao ordens em A, pois sao subaneis de A e Ok -submddulos de I.
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Exemplo 3.1 Sejam
(1+i)eC

a raiz oitava da unidade, K = Q(i) e

H = Q(¢) ®jQ(S)

uma subdlgebra da algebra dos quatérnios de Hamilton sobre K, com uma base {1,¢&, j, j¢}

sobre K, com Q(&) = K(€) = Q(i,v/?2). E facil verificar que
L={co+ &1+ jea+ j€cs: ou ¢; € G}

¢ uma ordem de H, chamada de anel de Lipschitz, onde G = Z[i] é o anel dos inteiros de

Gauss. Note que
O - £+ OZZ = [17§7j7a]7

em que
o lEHjte
= 5 ,

é uma ordem de H contendo L.
Sejam A uma algebra sobre K e O uma ordem em A. Diremos que O é uma ordem

mazimal em A se O # A e se O € uma ordem em A tal que O C O; C A, entao O = O,
ou O, = A.

Exemplo 3.2 Seja K um corpo de nimeros e A = My(K). Entao O = My(Ok) é uma

ordem mazimal em A.
Solugao. Sejam O; uma ordem em A tal que O C O; C A e consideremos o conjunto
R = {c € K : ¢ ¢ uma entrada de alguma matriz de O, }.

Entao é facil verificar que R é um subanel de K contendo Ok tal que QR = K. Assim,
R é uma ordem em K. Logo, pelo Teorema ??, O = R ou R = K. Portanto, O = O,
ou O; = A. [ ]

Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre K e O uma Og-ordem em A. O discrimi-
nante ideal de O, denotado por d(Q), é igual a raiz quadrada do ideal Zx em Ok gerado
pelo conjunto

T = {det(tr(a;a;)) : 0 <i,j <2},
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onde a; € O, ou seja,
Ik ={ax1+ - +apzr k€N, a; € Og e z; € T}.
Note que d(O) # {0}, pois a forma bilinear associada a tr ¢ nao degenerada.

Proposigao 3.2 Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre K e O uma Og-ordem em

A. Se O possui uma base {eq, ez, e3,e4} € d = det(tr(ee;)), entdo dOx C d(O) e
d(0) = (dOk)z = {dB : B € Ok}
Além disso, se ' é qualquer Ok -ordem de A contendo O, entdo
dl' C Okler, e, €e3,e4] C O.

Prova. E facil verificar que

(dOK)? C d(O).
Por outro lado, sejam «q, as, as, ay € O, de modo que
4
Q= ) ik,
k=1
onde a;; € Ok. Entao

det(tr(a;a;)) = det(A)ddet(A') € dOk

N

= d(0) C (dOk)2,
onde A = [a;] e det(A) € Ok. Portanto, d(0) = (dOx)z. |

Corolario 3.2 Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre K e O, Oy duas Ok -ordem

em A. Se O C Oy, entio d(Oy) divide d(O) e d(O) = d(Op) implica que O = Oy. |
Exemplo 3.3 Sejam A = (a,b),, onde a,b € Ok. Entao
O = (a,b)p, ={ao+ i+ azj + ask : ag, a1, a2, a3 € Ok}

¢ uma ordem em A. Como {ey,es,e3,e4}t = {1,i,j,k} é a base definindo O temos que

(tr(ese;)) € a sequinte matriz diagonal:

2 0 0 0

0 —2a O 0
[tr(ese;)] =

0 0 26 0

0 O 0 2ab



Portanto,
d(O) = 4ab = 40[( = {45 . ﬁ € OK}

Em particular, se K =Q,a=b=—1¢

o 1l4+i4+ 9+ kK
{61762763764}:{172737+}7

entdo d(O) = 2Z.

Observagao 3.3 Sejam
A= <\/§7 _1)K

uma dlgebra dos quatérnios sobre K = Q(v/2) e Ok = Z[\/2]. Entdo
A= (2,1 = (—V2, -1k = Ay e d(A) = d(A) = V2Z.

Teorema 3.1 Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre K e R um subanel de A con-
tendo Ok tal que KR = A. Se cada a € R é inteiro sobre Ok, entio R é uma O -ordem

em A. Reciprocamente, qualquer Qg -ordem em A possui estas propriedades.

Prova. Suponhamos que R seja um subanel de A contendo Ok tal que KR = A. Entao
4
./4 = Z KGZ’,
i=1

onde e¢; € R. Assim,

d = det (tr(ee;)) € Ok,

pois os ¢€; sao inteiros sobre Ok.
Afirmacgao.

4
RCd'S Oge,.
;=1

1=

De fato, seja a € R, de modo que
4
a=>Y re € K.
i=1
Entao

tr(oe;) = > mitr(ee;), 1 <j <4

4
—1

)

Como ae; € R temos que tr(ae;) € Ok. Logo, pela Regra de Cramer,
b,
=2 1<i<4,
ri = <i<

onde b; € O. Assim,
4
RCd Y Oge;.
=1

)

Portanto, R é um reticulado em A. [ |
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Teorema 3.2 Qualquer dlgebra A sobre um corpo K contém pelo menos uma ordem

maximal em A.
Prova. Confira [?, page, 127]. [ |

Proposigao 3.3 Sejam A uma dlgebra central simples sobre K e M uma Og-ordem de

A. Entao existe o € Ok, com a # 0, tal que a- 1 € O . Além disso,
OrM)={bea'M:bM C M} Ca M.

Teorema 3.3 Sejam A uma dlgebra dos quatérnios sobre K e O uma Og-ordem em A.

Entao existe uma base {ey, s, e3,¢e4} de A e um ideal fraciondrio J de K tal que
O = {a161 + x9e9 + TI3€3 + 244 Q1 E J, x; € OK}
Prova. Confira [?, page, 212]. [ |

Exemplo 3.4 Sejam

A=(2,-1)k

uma dlgebra dos quatérnios sobre K = Q(v/2) e Og = Z[\/2], com uma base {1,e, f,ef}
satisfazendo

2 =2, f2=-1
e O =(v2,~1)g, em que
x
R:{Q—n.xEOK enGN}.
Entio d(Q) = v/2Z. Além disso, como observado em 77,

A~ Ay = (—V2,-1)k e d(A) = V2Z.

Desta forma, O é uma R-ordem mazximal em A.
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Capitulo 4

Reticulados Algébricos e Cédigos

Neste capitulo apresentaremos um método para determinar reticulados algébricos em
R"™ via a imersao de Minkowiski e cédigos baseados em algebras. Além disso, apresentare-

mos um algoritmo para determinar uma ordem maximal em uma dlgebra central simples.

4.1 Reticulados Algébricos

Sejam K um corpo de nimeros e Ok o seu anel dos inteiros. Entdo K = Q(6), onde

0 € Ok. Sejam 0, = 1,...,0, o conjunto de todas as imersoes de K em C, isto é,

Gal(K/Q) = {01 =1,...,00}.

A assinatura de K é um par (r,s), onde r é o nimero de imersoes de K cuja imagem
estd em R, e 25 é o nimero de imersoes nao reais, de modo que r + 2s = n. Note que o
nimero de imersoes nao reais sempre ocorrem aos pares, pois se ¢ é uma imersao nao real,
entdo ¢ também o é. Vamos ordenar os o;, de modo que, para todo a € K, 0;(a) € R,
1 <i<r, eojss() éaconjugagao de o,(a), parar+1<j <r+s.

O homomorfismo ¢ : K — R" x C*® definido como

pla) = (01(@), ..., 00(a), ora(@), ..., 0ri5(@))

chama-se de imersio candénica ou imersao de Minkowiski. Assim, podemos definir ¢ :

K — R" como

ola) = (o1(a),...,00(a),Reo,i1(), Imo, 1 (a),...,Reo,5(a), Imo, (),
onde Re e Im denotam, respectivamente, a parte real e imagindria de «.
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Teorema 4.1 Seja p : K — R" definido acima. Entao:
1. ¢ é um homomorfismo injetor.
2. ¢(ca) = cp(ar), para todo c € Q e a € K.

3. Se {ay,...,an} é uma base de K sobre Q, entao {p(a1), p(a2),...,o(a,)} € lin-

earmente independente sobre R.

4. Seja O um Z-mddulo livre de Ok, com {ai,...,a,} uma base integral para K.

Entao a imagem de O

I'=9(0) = [p(ar), ..., p(an)]

via @ em R™ é um reticulado, com geradores p(ay), ..., o(a,), o qual é chamado de

reticulado algébrico.

Coroldrio 4.1 Seja ¢ : K — R™ a imersao canénica. FEntio ¢o(J) é um reticulado

algébrico em R", para todo ideal nao nulo em O.

Note que se {aq, ..., a,} uma base integral para K, entdo a matriz geradora do retic-

ulado I' é dada por

o1(aq) -+ o.(an) Reorii(ag) Imo,ii(ar) -+ Reoris(ar) Imo,is(a)
G_ oi1(ag) -+ o.(ag) Reorii(az) Imo,ii(az) -+ Reoris(az) Imo,ys(as)
o1(ay) ++ op(an) Reori(ay,) Imoii(ay,) -+ Reopps(a,) Imo,ig(ay)

Exemplo 4.1 Se K = Q(n), em que d =1 (mod 4),

1+Vd
2

n e d<0,

entio § = p(Ok) é um reticulado em R

Solugao. Pelo Teorema 7?7, {1,n} é uma base integral de K. Seja ¢ : K — C uma

imersao. Entao dado a € K, digamos a = a + bn, onde a,b € Q, obtemos
o(a) =a+bo(n).

Como o(n) é também uma raiz de

1—-d
irr(n, Q) =z —x—i—T,
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temos que o(n) = n ou o(n) = 7. Portanto, o(a) = a e o(a) = @. Assim, existem
exatamente duas imersoes 01,09 : K — C, com 09 = 7. Neste caso, Gal(K/Q) = {o] =
1,05}. Logo, a fungao ¢ : K — R? definida como

p(a) = (Reoy(a),Imoy(a))

¢ uma imersao canonica e I' = p(Ok) é um reticulado em R? gerado por ¢(1) e ¢(n), isto

{00 G2}

G Reoi(1) Imoy(1) _ 1

Reoi(n) Imoq(n)

é, o conjunto

¢ uma Z-base de I'. Portanto,

N =
b =
IS

¢ uma matriz geradora de I'. [ |

4.2 (Cdbdigos

Quando falamos de codificacao de espacos temporais descrevemos o problema de codi-
ficacdo que estamos interessados para transmitir n antenas em termos da construcao de
subgrupos aditivos G de M, (F'), onde todas as matrizes nao nulas de G sao invertiveis
e FF C C é um subcorpo. Portanto, subconjuntos C de G produzem livros de cédigos de
diversidade completa.

Sejam A uma &lgebra dos quatérnios (ou uma dlgebra qualquer) sobre K e F um
subcorpo (maximal) de A contendo K. Para cada o € A fixado, a fungao L, : A — A
definida como L,(z) = ax ¢é linear sobre F. Logo, a fungdo L : A — My(F) definida

CcOomo

z bo(w)
w  o(2)
onde 0 € Autg(F) e 2 = dimp(A), ¢ um homomorfismo de algebras injetor sobre F'.

Portanto, podemos identificar A com o conjunto das matrizes

z bo(w)
AL: IZ,UJGF QMQ(F) QMQ(C)
w  o(z)
Um cddigo baseado na dlgebra A ou simplesmente um cddigo sobre A é um subconjunto

(finito) C de M5(C) definido como
C={X=M,:ac B},
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onde B é um subconjunto de A.

Proposigao 4.1 Se A é uma dlgebra com divisao sobre K, entio C é um cddigo de

diversidade completa.

Prova. Dados X, X5 € C, com X; # X,. Entao existem «, 5 € B, com «a # 3, tais que
L(a) =M, e L(5) = M,. Assim.

L(a—B) = Mg

¢ uma matriz invertivel em M;(F'), pois L é um homomorfismo de aneis e a —  é uma
unidade em A. Portanto,

det(X1 - Xg) 7é 0

e C é um cédigo de diversidade completa. [ |
Seja F' um corpo de nimero de grau n. Entao F' = Q(6), com § uma raiz do polinémio
p=irr(0,Q) = ap + a1 + - + a,_ 12" + 2" € Qla],

e a funcdo L : FF — M,(Q), definida como L(a) = M,, ¢ um homomorfismo de aneis
injetor. Como {1,6,...,6" '} é uma base F sobre Q temos que cada a € F pode ser

escrito de modo tnico sob a forma

—1
a=cy+c0+---+c,_10" ", onde cy,cq,...,c_1 € Q.

Assim,
L,(1) = co+c0+---+ 10"t
Lo(0) = —ach_1+ (co—a1cn_1)0 + -+ (Coeg — ap_10n_1)0""
Portanto,
| Co —QapCp—1 ]
M, — €1 Co — A1Cp_1

Ch—1 Cpn—2 — Qp—1Cp—1

= CgIn + ClMQ + -+ Cn_lMgL—l,
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em que

000 -+ 0 =—a

100 - 0 —a
My=1010 -+ 0 =—a

000 -+ 1 —ap

¢ a matriz companheira de p. Consequentemente, o c6digo
C={X=M,:«acF},
é de diversidade completa, pois A = F' é uma dlgebra (um corpo) sobre K = Q ou
det X = N(a) = (—1)"ag # 0.

Em particular, se
p=irr(0,Q) = 2" — a € Q[z],

com a # 0, entao

Co aCp—1 QACp—o -+ QACy

C1 Co aCp—1 +++ QAC2

Moc = Co C1 Co cec o AC3
Cn—1 Cp—2 Cp-3 -+ Cp

e o codigo

C={X=M,:a€F}

é de diversidade completa. Note que

S = {Co,Cl, e ,Cnfl}

é o conjunto de sinais, os elementos de S sao os simbolos de informacoes e os outros
sao simbolos de verificacao de paridade ou simbolos de detecgao para ser enviado sobre o
canal. Portanto, o cédigo C é sobre S e as entradas das matrizes palavras cédigo estao no
conjunto SUaS. Além disso, esse codigo é possivel se existir n antenas de transmissao na
saida do transmissor. E importante observar que C é um cédigo finito quando limitamos

os sfmbolos de informagoes c;.
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A taza de informacao R do cédigo C é definida como a razao entre os simbolos de

informagoes e os coeficientes enviados. No c6digo acima

1
R=—=—.
n? n

Agora, vamos considerar a dlgebra dos quaténios de Hamilton
H=(-1,-1)g={a+bi+cj+dk:a,b,cdecR}.

Seja
x; 1
=¢g=et'=—(1+4) eC
a raiz oitava da unidade. Entao, pelo Exemplo 77,

H = Q(¢) Q)

= {co+ &1+ jeo + jes i co, ¢, 02,03 € Qi) }

¢ uma algebra de posto 4 sobre K = Q(i), a qual é uma subdlgebra de H. Neste caso,

(T T )

Co iCl —C2 —C3

C1 Co 7/63 —62 .
C= 1 Co, €1, C2, c3 € Q(7)

Cy 1C3 EO Cq

C3 (&) —2'51 EO
\ L . J

é um cédigo de diversidade completa. Observe que

4

=%

1
T
Finalmente, vamos considerar a dlgebra dos quatérnios (ciclica) A = (a, b) g, com

i=a, ?=bek=1ij=—ji,

onde a,b € K — {0}. Sejam i ¢ K e F = K(i). Entao I' é o corpo de decomposicao do
polinémio p = 2?> — a € K[x], o qual é irredutivel sobre K. Assim, F ¢ uma extensao

ciclica de grau 2 de K, com o grupo de Galois

Gal(F/K) ={1,0} ~ %7

em que o(x + yy/a) = x — yy/a € F. Portanto,

r+yya b(z—wya)

CA: :x7y727w€K

z+wya x—ya
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¢ um codigo de diversidade completa sobre A = (a,b)x = (F/K,0,b). Neste caso, os
simbolos de informagoes do cédigo C4 sao z, vy, z e w.
Ja vimos que

H = Q(¢) & jQ(¢)

¢ uma dlgebra com divisao de posto 4 sobre K = Q(7), contida na dlgebra dos quatérnios

de Hamilton H = (-1, —1)g, e que o conjunto
L ={co+&cr+ jea + jées : o, c1, 02,03 € G}

é o anel de Lipschitz. Note que £ nao é uma G-ordem maximal em H, pois

H = g[pa pgajajf]a
com G =Z[i] e
Cl+idj+k
-
¢ um subanel de H contendo £. O anel H chama-se o anel de Hurwitz em H. Observe

que q = cog + &1 + jeo + j€cs € 'H se, e somente se, existem ag, ay, as, a3 € G tais que
o+ &c1 + jea + jées = pao + pSar + jag + jas.

se, e somente se, (1+i)c; € G, t =0,1,2,3, e cg+ca,c1+c3 € G. Neste caso, se [ = G[1+1],
entdo [G: I =2e[H: L] =4. Como N(a+bi) = a®+b* > 1 temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.2 Sejam L, H o anel de Lipschitz e Hurwitz, respectivamente, em H e
a=cy+Ecy + jeo + jées € H.

Entao

Ir={M, :co,c1,c2,c3 € G}

1+
FH: {Ma:CO,Cl,CQ,Cg € Tg700+02 egacl+c3 Eg}

sao ST BC-reticulados de determinante minimo igual a 1.

Observe que pondo K = Q(v/2) e F = Q(£), com



temos que F' é o corpo de decomposicao do polindémio
p=(x—-8&x—-&Y=2-V2+1e K[z

o qual é irredutivel sobre K. Assim, I’ é uma extensao ciclica de grau 2 sobre K, com o

grupo de Galois

Gal(F/K) = {1,0} ~ %,

onde o(§) = ¢! € F. Portanto,
H =Q(¢) & jQ(¢) ~ (F/K,0,-1),
com jZ = —1.
Proposigao 4.3 O anel Hurwitz
H={co+ &1+ jea+jécs: ;e K,(1+i)e, €G, YV t, e co+ca,c1+c3€G}
é uma Z-ordem mazximal em H.

Prova. E f4cil verificar que H é um subanel de H e que H = QH. Seja O qualquer Z-
ordem em H. Entdo, pelo Teorema ??, O[v2] = OZ[/2] também é uma Z[v/2]-ordem em
H. Assim, basta provar que H ¢ uma Z[v/2]-ordem maximal. Suponhamos, por absurdo,
que H nao seja Z[v/2]-ordem maximal. Entéo existe uma Z[v/2]-ordem O = H]q] contendo

propriamente H, com q¢ = a; + asj €
ar = o+ &en + Een+ ez € F, t=1,2.

Logo,
tr(q) = 2c1p + (c11 — c13)V2 € Z[V2],
de modo que

1
ou cjg € Z ou 010€Z+§

e ci1 — ¢13 € Z. De modo andlogo,
tr(q€) = —2c13 + (c10 — c12)V2 € Z[V2],

de modo que

1
ou ¢y € Z ou cll€Z+§, [1=0,1,2,3
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€ OS pares

ou (cig,c12), (11, ¢13) € Z* ou (cyo, c12), (c11, c13) € Z° + %
Agora, usando tr(¢¢) e tr(gj&), obtemos
ou ¢y € Z ou cy EZ+%, 1=0,1,2,3
e 0s pares
ou (ca0,Ca2), (Ca1, Ca3) € Z* ou (cao, C22), (Co1, C23) € Z° + %

Podemos supor, sem perda de generalidade, que
1
C11, Ca1 € {Oa 5} ) [ = 07 17 2737

pois substituindo ¢ por ¢ — w; ou ¢ — waj, onde wi,wy € Z[¢], ndo muda a Z[v/2]-ordem
O = H|g|, uma vez que Z[¢] C H. Além disso, se substituirmos ¢ por ¢—p ou g — p&, entao
ainda podemos restringir ao caso em que coy = 0, [ = 0, 1,2, 3. Assim, é facil verificar que

a norma de qualquer um dos elementos
1 L1 o 1 .
q=51+1),5(1+9& 51 +)(1+¢)
2 2 2
nio estd em Z[v/2], o que ¢ uma contradico. |

Em tudo que segue I representa uma ideal ndo nulo em Ok (ou em um dominio
Noetheriano). Consideremos o reticulado

1

By=——
S

3
{(00,61,02,03) Eg4:CO+[:Ct+[, t:1,2,3, ZCtEQQ}

=0
O leitor interessado em outras construgoes desse reticulado pode consultar [?]. Com a
identificacdo entre os elementos (cg, c1, ¢z, c3) de G*e os elementos de H, é facil verificar

que I' = (1 + i) Eg possui o conjunto
2,0+ +1+9)&EA+)E+ (L +9)j,1+E+5+56FC L
como uma G-base, enquanto o conjunto
{(1+61+&8+4,p+ 0 CH

¢ uma G-base para Fg. Neste caso, Fg = H|[1 + ¢, isto é, Eg ¢ um ideal nao nulo do anel
de Hurwitz H gerado por 1+ ¢ e, pela Proposi¢ao 7?7, o reticulado I'p, a seguir é étimo

dentro de H.
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Proposicao 4.4 Sejam L o anel de Lipschhitz em H e
a=co+Eci+ jeg + jEez € H.
Entao

3
FESZ{MQ:CO+]:Ct+Ia t=1,2,3, th€2g}

t=0

¢ um sub-reticulado de Tz, com [I'z : T'g| = 16. Além disso, o determinante minimo de

I'p, € igual a 64.
Prova. Seja M; = M,,, com o = 1 + £. Entao
det(MIEt) =4.
Pelo exposto acima, qualquer matriz de I'g, pode ser escrita sob a forma
A = MM;,(1 +14),
onde M é uma matriz em I'y;. Assim,
det(AA") = 16 det(M;M;") det(MM).

Note que ¢y pode ser escolhido arbitrariamente em G, enquanto c¢; e ¢ devem estar na

classe cg + I e c3 deve ser escolhido de maneira que
o+ 1+t g €26 =17

Como I = [1 + 1] é¢ um ideal em G de indice 2 temos que o indice de I'g, em I'; € 16.

Finalmente, pela Proposicao 7?7, o determinante minimo I'g, € igual a 64. |

4.3 Algoritmo

Antes de apresentarmos o algoritmo daremos mais algumas observacgoes e definicoes.
Sejam A um anel comutativo com identidade e S C A. Diremos que S é um sistema

multiplicativo de A se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. 1€ 8.

2. ste S, Vs, tes.
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Dados (a, s), (b,t) € A x S, definimos
(a,s) ~ (b,t) & 3F ue S tal que (at —bs)u = 0.

Entao é facil verifica que ~ é uma relagao de equivaléncia sobre A x S. Além disso,

S*A:Axsz{fmeAeseS}

~ S

¢ uma particao de A x S, em que ¢ denota a classe (a, s).

Teorema 4.2 O conjunto S~*A munido com as operagdoes bindrias

S t st

st

a b at+bs a b ab
s t

é um anel comutativo com identidade. Em particular, se A é um dominio de integridade

e S =A—{0}, entio STLA é um corpo, chamado o corpo de fracoes de A.

Consideremos um ideal I em A. Entao

S_llz{z:xeleseé}

S

¢ um ideal em S~'A. Reciprocamente, se J é um ideal em S~ A, entao

I:{aeA:%eJ}

¢ um ideal em A. Portanto, as funcoes

p: I(A) — I(S71A) P I(ST'A) — I(A)
I — ST J —(J)

em que

W(J) {aeA:%eJ}

estao bem definidas e satisfazem (@ o) (J) = J e (¢ o p) (I) # I. Mas temos o seguinte

resultado:

Teorema 4.3 Eriste uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos P de A que

sio disjuntos com S e os ideais primos Q@ de STA.
Proposigao 4.5 Sejam A um anel comutativo com identidade e P um ideal em A. Entdo:

1. S = A— P é um sistema multiplicativo de A se, e somente se, P é um ideal primo.
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2. O conjunto

M:{gzaepesgép}
s

é o 1inico ideal mazimal em S™'A = Ap, chamado de localizacio de A em P.

Agora, vamos obter um caso particular da Proposicao acima. Seja p um mimero primo.

Entdo P = [p] = pZ é um ideal primo (maximal) de Z. Consideremos o conjunto
a
Zp:{—EQ:a,SEZ, com 3¢P}.
s

Entao Zp é um dominio de ideais principais, pois se J é um ideal de Zp, entao é facil

verificar que o conjunto
a
I:{CLEZ:—EJ, para algum 3¢P}
s
¢ um ideal em Z. Assim, existe um menor inteiro positivo d tal que
I =dZ ={dn:necZ}.

Afirmagao. J = %Zp, para algum x ¢ P.
De fato, dado u € J, digamos v = ¢, onde a,s € Z e s ¢ P. Entao, pelo Algoritmo da

Divisao, existem tnicos q,r € Z tais que
a=qd+r, com 0<r<d.
Logo, r = 0, pois se r > 0, entao
r d
-=u—q- € J,
s s
o que contradiz a minimalidade de d. Assim,
a d/qx d d
== (") e 4] - 2zn
s xT\s x x
Agora, vamos provar que o conjunto
a
Mp:{—:aeP e S¢P}:pr
s
¢ o tnico ideal maximal em Zp. Dados %, % € Mp e 7 € Zp, obtemos

= € Mp,
st P

a b at—bs
S t
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pois at —bs € Pe st ¢ S,

a T axr
—.Z == ¢ Mp,
S U SU

pois ax € P e su ¢ P. Logo, Mp é um ideal em Zp.

Finalmente, se ¥ € Zp — Mp, entao y ¢ P. Assim,

b y
—€Z = elU(Zp).
ye pebE (p)

Portanto, se I é um ideal qualquer em Zp tal que I ¢ Mp, entdo I C U(Rp), ou seja,
I = Ap. Assim, Mp é o unico ideal maximal em Zp. Neste caso, diremos que Zp é um

dominio local. Além disso, se O é uma Z-ordem em Zp, usaremos a notacao
Op =ZpO.
Seja R um anel comutativo com identidade. O conjunto
Rad(R) ={x € A:aM = {0}},

em que M é um R-médulo simples, chama-se o Radical de Jacobson de R ou, equivalen-

temente, Rad(R) é igual a intersegao de todos os ideais maximais em R. Por exemplo,
Rad(Zp) = pr.

Proposicao 4.6 Seja R um anel comutativo com identidade. Entdo v € Rad (R) se, e

somente se, 1 — xy é uma unidade em R, para todo y € R.

Proposigao 4.7 Sejam A uma dlgebra central simples de posto n sobre K e O uma R-
ordem mazximal de A (R um anel de Dedekind). Entdo os ideais primos P em O estdo

em correspondéncia biunivoca com os ideais primos P em R via P=PNR e PO C P.
1. Qualquer ideal J em O pode ser escrito sob a forma
J =Pi-Pn,
onde P1, ..., Py sao ideais primos em O.

2. Para um ideal primo P em R existe um unico nimero natural np tal que PO = P"F,
Os numeros np sao divisores de n e np = 1, exceto para uma quantidade finita de

1deais primos P em R.
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3. d(O) é idependente da R-ordem mazximal O. Além disso, se np > 1, entao P divide

d(0) € O, ou seja, P divide [d(O)]
Prova. Confira [?, Chapter 6]. |

Proposigao 4.8 Sejam A uma dlgebra central simples de posto n sobre K e P um ideal
primo em R. Se O é uma R-ordem de A tal que Op nao é uma Rp-ordem mazimal,

entao existe um ideal PO C T em O, para o qual O C Or(7).

Podemos usar as Proposicoes 77 e 77, como um algoritmo para determinarmos a
maximalidade de uma R-ordem em uma algebra central simples sobre um corpo K. Sejam
O uma Og-ordem em A e k um muiltiplo de d(O). Entéao o algoritmo trabalha como segue:

Na entrada do algoritmo requeremos duas listas:

1. Consiste dos ideais primos P de O que dividem k.

2. Os ideais primos P em O que contém PQO.

Note, pelas Proposigoes 7?7 e 77, que se P nao estd contido na primeira lista, entao
Op é uma (Ok)p-ordem maximal. Assim, devemos verificar a maximalidade local nos
ideais primos P da primeira lista. Portanto, pelas Proposicoes 77 e 7?7, basta aplicar o

algoritmo a seguir em cada P.

Algoritmo

1. Passo. Existe um tinico um ideal primo P de O na segunda lista tal que PO C P?

Se nao pare e O nao é uma (O )p-ordem maximal. Caso contrario, vd para o Passo

2.

2.0 Passo. Existe um inteiro ¢, com 1 < t < n, tal que PO = P!? Se nao pare e O nao

¢ uma (Ok)p-ordem maximal. Caso contrario, v para o Passo 3.
3.0 Passo. A igualdade
{J:POCJidealde O} = {P":0<i<t}

vale? Se nao pare e O nao ¢ uma (Og)p-ordem maximal. Caso contrério, vd para o

Passo 4.
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4.9 Passo. E a Og-ordem Og(P?) = O, para todo ideal P* em O, com 0 < i < ¢? Sim,
entdo O é uma (O ) p-ordem maximal. Caso contrario, O nao é uma (O ) p-ordem

maximal.
Como uma aplicacao deste algoritmo apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2 Se A é uma dlgebra dos quatérnios sobre K = Q(i), entdo

1+¢5]
7
2 M

Z

¢ uma ordem mazimal de A.
Solugao. Seja F = K(v/5) = Q(v/5,4). Entdo F é o corpo de decomposicio do polinémio
p=12>—2—1¢ Kl[z],

o qual é irredutivel sobre K, com

"
S
S

6521_9:1_

0 —
2 2

raizes. Assim, F' é uma extensao ciclica de grau 2 sobre K, com o grupo de Galois

Gal(F/K) = {1,0} ~ %,

onde o(z + 0y) = 2 + 0y € F. Como
iZN@+0y) =2 +ay—y* Vao,yck,
temos que f = t* —i € K]|t] é irredutivel sobre K. Se 8 € C é uma raiz de f, entao
E = FafF
= {z+pw:z,weF}

é uma algebra ciclica de posto 4, com uma base {1, 0, 3, 50}. Note que Ok = Z[i] é o anel
dos inteiros de Gauss. Assim, O = Oklf] é a Z][i]-ordem maximal de E, com discriminante
d = 5%. Logo, a primeira lista é formada pelos primos P = [2+i] e P = [2 — i]. Logo,
aplicaremos o algoritmo apenas para o ideal P = [2 4 1].

Primeiro note que como 3> = —2 em P—% temos que S define um corpo Fo5. Assim,

qualquer ideal nao trivial I C % ¢ um espaco vetorial sobre Fy5 €
I NTFy; = {0}.
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E possivel verificar que o ideal J = Fy5[f + 2] é nilpotente. Como

@)
di — | =4
1m]F5 <PO)
J & o tunico ideal maximal nao trivial em -2 . Entio

PO"

J_Rm(g%)_ﬁﬁﬂ+m@Fmﬂe+m}

Portanto, a segunda lista é:
{Po.P=(Vv5.P0) 0},

com P o unico ideal primo e v/5 = 20 — 1. O algoritmo agora ¢ feito como se segue:

1.9 Passo. J4 vimos que P é o tinico ideal primo na segunda lista

2.0 Passo. Se t = 2, entao P! = PO.

De fato, a inclusdo P? C PO ¢é imediata. Entao basta provar que PO C P2, isto é,

que P € P?. Note que
(2+®?(¢@26P?
Como G é um dominio Euclidiano temos que existem a,b € G tais que
a(2+i)° +05=2+1.
Logo, P = (2+1) € P2
3. Passo. Sendo P° = O, P! = P e P? = PO, obtemos

{J:POCJidealde O} = {P":0<i<2}.

4.9 Passo. Devemos provar que O (M) = O, para todo
M e {PO,P — <\/5,P(9>,o}.

Note que
OCOg(P), 1<i<t

Pela Proposi¢ao 7?7, Op (M) C 1710, com1 € O e
Op(M)C (2+4) 0.
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Observe que 2+1i € M, para todo M. No caso M = PO, & claro que O (M) C O

e também no caso M = P. Assim, resta provar se
r=p+rB+sVs+tfV5e O (M), onde p,r,s,teQ(i),

entao 2 + ¢ nao divide os denominadores de p,7, s e t. Considerando os elementos

2/5,2 (2 + 1) € P temos que isto ¢ verdade e, consequentemente, O é maximal em

P. |
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