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Resumo

Neste trabalho, utilizando métodos variacionais e o método de sub e supersolucao
estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para algumas classes de
problemas envolvendo o operador p—Laplaciano em dominios limitados do R". Inicial-
mente, estudamos um resultado de existéncia de solugao positiva para um problema onde a
nao-linearidade nao satisfaz a clédssica condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, e em seguida
estudamos um resultado de existéncia e multiplicidade de solucoes positivas para uma

classe de problemas onde a nao-linearidade pode mudar de sinal.
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Abstract

In this work, using variational methods and the sub and super solutions method we
study the existence and multiplicity of positive solutions for some classes of problems
involving the p—Laplacian operator in bounded domains of RY. Initially, we study a
result of existence of positive solution for a problem where the nonlinearity does not
satisfy the classical Ambrosetti-Rabinowitz condition, and then we study the existence
and multiplicity result of positive solutions for a class of problems where the considered

nonlinearity can change sign.
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Notacao

Ao longo deste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

o U, Cy, C1,Cs, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

e (O C RY ¢ um conjunto mensurdvel, e || denota sua medida de Lebesgue em RY;
e X* é o dual topoldgico do espaco de Banach X

e Denotemos a convergéncia fraca por “ — 7 e a convergéncia forte por “ — 7;

e v =max{0,u} e u” =max{0,—u};

o X, denota a fungao caracteristica do conjunto €2;

e B (a, R) denota a bola aberta de centro em a e raio R;

ou O 0
o Vu= ( i 4 ) denota o gradiente da funcao u;

Oxy Oxy” 7 Oxy
N 92
e Au = ) —— denota o laplaciano da fungao u;
i=1 0T;

o Aju=div (|Vu|p -2 Vu) denota o operador p—Laplaciano;

o L7(Q) = {u:Q — R mensurdvel : [,[ul’ dv <oc} com1 <p <oceQ CRY

aberto, denota o espago de Lebesgue com norma dada por

full, = ([ 1up ar) v

e L () denota o espago das fungées mensurdveis que sao limitadas quase sempre

em {2 com norma dada por

|ull,, =inf{C >0:|u(x)] < C q.t.p em Q}.
e ('(£2) denota o espago das fungdes continuas em €2;

1X



C3e (2) denota o espago das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto;
o (ﬁ) = {“ S C<ﬁ) : sup M < oo} com (0 < a<l1,e(Cke (ﬁ) Sao

«
sye@ T — Y|
as fungoes em C* (2) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estdo em

o (Q)

N
Para1§p<N,p*:Np

é o expoente critico de Sobolev;

Para 1 < p < oo, p' &€ 0 expoente conjugado de p, isto é, Z; + % =1
|u| denota a norma euclidiana da fungao u;

||| denota a norma da funcio u em W, 7 ()

[ul|;,, denota a norma da fungao u em W (Q);

||u||, denota a norma da funcdo u no dual de Wol’p (Q);

(, ) denota a aplicagao dualidade;

[u > 0] denota o conjunto {z € Q:u(x) > 0};

J' denota a derivada de Gateaux e a derivada de Fréchet do funcional J;
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes positivas para
algumas classes de problemas quaselineares envolvendo o operador p—Laplaciano. As
classes de problemas que trataremos sao bem particulares, no sentido de que tais proble-
mas tém algumas caracteristicas em comum: o crescimento subcritico da nao-linearidade
e a limitacao do dominio de definicao do problema. Nestas condi¢oes, métodos varia-
cionais do tipo minimax e o método de sub e supersolucao podem ser usados, bem como
as imersoes de Sobolev.

Baseados no artigo de Iturriaga, Lorca e Ubilla [27], estudaremos inicialmente o

seguinte problema:

Problema 1. Considerando © C RY (N > 2) um dominio limitado com fronteira

suave, encontraremos uma solucao positiva para

—Ayu = g(z,u) emQ,
u = 0 sobre 02,

onde Ayu = div (|Vu|p*2 Vu) denota o operador p—Laplaciano, com 1 < p < N e a
nao-linearidade ¢ (x,u) é uma fungao de Carathéodory que possui crescimento subcritico
e nao satisfaz a condicao classica de Ambrosetti-Rabinowitz.

Na literatura existe uma vasta pesquisa sobre problemas de equacoes diferenciais par-
ciais onde a nao-linearidade satisfaz a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz. No entanto,
atualmente muitos autores utilizam-se das mais variadas estratégias, e muitos esforgos sao
empregados para desenvolver resultados de existéncia de solugoes para problemas onde a
nao-linearidade nao satisfaz a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz. Veja por exemplo [18],
[34], [38], [39], [41], [50], [51] e [52] como alguns dos trabalhos que estudam problemas
desse tipo.

Em seguida baseados no artigo de Brock, Iturriaga e Ubilla [12], estudaremos o seguinte

problema:

Problema 2. Considerando © C RY (N > 2) um dominio limitado com fronteira

xiil



suave, provaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes positivas para

—Ayu = Af(x,u) em Q,
u = 0 sobre 0f2,

onde a nao-linearidade f (,u) se comporta como |ul’"" préximo de zero e no infinito e
pode mudar de sinal, 1 < p < N, e A é um parametro real positivo.

Resultados de existéncia para problemas que trabalham com este tipo de nao-linearidade
tém sido estudado por vdrios autores. Veja por exemplo, o artigo [13] e suas referéncias.

E importante comparar também nosso problema com o caso dual que foi investigado
no artigo cléssico de Ambrosetti, Brezis e Cerami [4], onde eles consideram a equagio
—Au = Ml +u", comu € H} () el < g <1<r < 2% A situagio andloga para o
p—Laplaciano foi estudada por Garcia e Peral em [5], no entanto, neste trabalho, a nao-
linearidade considerada nao muda de sinal. Finalmente é valido ressaltar que Ambrosetti,
Garcia e Peral estabeleceram em [3] a existéncia de solugoes que mudam de sinal.

O operador p—Laplaciano tem recebido grande atengao durante as ltimas duas decé-
das devido ao fato de que os problemas onde este operador estd presente aparecem nao sé
na matemadtica pura, mas em vdrias aplicagoes como por exemplo nos problemas envol-
vendo Mecéanica dos fluidos, reacao-difusao, extracao do petroleo, elasticidade nao-linear,
astronomia, dentre outros. Para outras informacoes sobre problemas modelados pelo

operador p—Laplaciano, veja, por exemplo, [1], [20], [21], [23] e [42].
A seguir detalharemos como este trabalho estd organizado.

No capfitulo 1 apresentamos alguns resultados classicos que serao utilizados ao longo
do trabalho, os quais serao enunciados sem demonstragao e com as devidas referéncias
para possiveis consultas.

No capitulo 2, estudamos o Problema 1. Para garantir a existéncia de uma solucao
positiva, usamos o método minimax; mais precisamente, associamos ao problema um
funcional energia e mostramos que este tem a geometria do passo da montanha. Dai
utilizamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha que nos garante a existén-
cia de uma sequéncia de Cerami no nivel minimax do passo da montanha. Em seguida,
mostramos que essa sequéncia de Cerami é limitada; esta serd uma das principais dificul-
dades encontradas ao longo deste capitulo, uma vez que g (x,u) nao satisfaz a cldssica
condicao de Ambrosetti-Rabinowitz. Além disso, mostramos também que a sequéncia
em questao possui uma subsequéncia que converge fortemente para uma solucao fraca
nao-trivial do problema estudado.

O capitulo 3 é voltado para o estudo do Problema 2. A fim de encontrarmos solugoes

positivas, utilizamos argumentos variacionais, bem como o método de sub e supersolucao.
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Capitulo 1

Mais especificamente, associamos funcionais aos problemas em questao, e mostramos que
os pontos criticos desses funcionais sao as solugoes procuradas dos problemas. A partir
disto, usamos um principio do méximo para garantirmos que a solucao encontrada para
o Problema 2 ¢é, de fato, positiva, e, utilizando alguns resultados de regularidade devido
a [35] e [47], obtemos que essa solugdo & C1 (€2) .

Finalmente, no Apéndice, provamos alguns resultados utilizados no decorrer deste
trabalho. Mais especificamente, apresentamos a formulagao fraca da classe de problemas
que estamos estudando e fazemos o estudo dos funcionais. Além disso, mostramos que as

solugoes do Problema 2 sdo uniformemente limitadas em L> (£2).



Capitulo 1
Preliminares

Ao longo deste capitulo apresentaremos alguns resultados e defini¢oes que serao neces-

sdrios para uma melhor compreensao do estudo que seré feito nos capitulos subsequentes.

1.1 Resultados Basicos

Proposigao 1.1 ([10], Proposigao 3.5,(iii), p. 58) Sejam E um espago de Banach e
(z,,) uma sequéncia em E . Se x, — = na topologia fraca de E , entdo (||x,||) é limitada
e temos que

||| < Liminf |2,
n—oo

Proposigao 1.2 ([10], Teorema 3.18, p. 69) Sejam E um espago de Banach reflexivo
e (z,) uma sequéncia limitada em E, entdo eviste uma subsequéncia (x,,) de (x,) que

converge na topologia fraca de E.

Lema 1.3 ([17], Teorema 1.2, Obs: 1.1, p. 8-9) Seja E um espago de Banach refle-
ziwo e ¢ : E— R um funcional tal que:

i) ¢ é fracamente semicontinuo inferiormente,

i1) ¢ € coercivo, isto é, p(u) — oo quando ||ul| — oo.

Entao ¢ é limitado inferiormente e existe uy € E tal que ¢ (ug) = ig}fg o(u). Além disso,

se ¢ tem derivada de Gateauz em gy, entdo ug é um ponto critico, isto é, ¢’ (ug) = 0.

Lema 1.4 ([49], Lema A.3, p. 98) Se 1 <p<oo ea>0,b> 0, entio
(a+b)P <2071 (aP +1P). (1.1)

Lema 1.5 ([42], Lema A.05, p. 80) Sejax,y € RY e (-,-) o produto interno candnico
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em RY. Entdo

cp‘x‘_'yvn se p;Z 27

p—2 p—2
T T — , T — > —
<| | Ivl™y y> —|£ yl se 1<p<2.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Hdélder, [10], Teorema 4.6, p. 92) Assuma que f €
LP(Q) ege L (Q) com 1 < p < oco. Entio fg € L' (Q) e

L 1sa <51, lll, -
Q

Proposigao 1.7 (Desigualdade de Minkowski, [24], Proposigao 4.2.2, p. 81)
Sejam f,g € LP () com 1 < p < oo. Entio f +g € LP(Q) e

LF+gll, < A1, + gl -

Definicao 1.8 ([36], p. 243) Sejam (M,dy) e (N,dy) espagos métricos. Um conjunto
E de aplicagoes f : M — N diz-se uniformemente equicontinuo quando, para todo € > 0

dado, existe § > 0 tal que dp(x,y) < 0, implica que dy(f (z), f (y)) < € para toda f € E.

Teorema 1.9 (Ascoli-Arzeld, [10], Teorema 4.25, p. 111) Sejam K, N espagos métri-
cos e E um subconjunto limitado de aplicagoes continuas f : K — N, onde K é compacto.
Se B C C(K,N) é uniformemente equicontinuo, entio o fecho de E em C (K, N) é com-

pacto, ou seja, toda sequéncia de E possui subsequéncia convergente em C (K, N).
Agora enunciaremos o importante Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Teorema 1.10 ([10], Teorema 4.2, p. 90) Seja (f,) uma sequéncia de fungées em
L' (Q). Suponhamos que:

) fa(@) > £ (2) gtp em D e
ii) existe uma fungao g € L* (Q) tal que para todo n € N,

|fn (2)] < g(x) qt.pem Q.

Entao, f € L' (Q) e
i Ifa— £l = 0.

Consequentemente,

lim an () do = /Qf (x) dz.

n—oo
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Teorema 1.11 ([10], Teorema 4.9, p. 94) Sejam (f,) uma sequéncia em L? () e f €
LP () tais que
[ = fll, = 0.

Entao podemos extrair uma subsequéncia (f,,) de (f,) tal que

(@) foi () = [ (2) qt.p em Qe
(12) | fr, ()] < h(x) q.t.p em Q para todo k, com h € LP (Q).

Lema 1.12 ([10], Lema 4.1, p. 90) Seja (f,) uma sequéncia de fungées em L* (Q) que
satisfaz:

(1) fn >0 q.t.p em , para todo n,

) sup/fndx < 0.

Cons;dergmos f(x)= lirllqig}f fn(x) q.t.p em Q. Entao f € L' (Q) e

fdxr <lim inf/ fndx.
Q

—
Q n—oo

Teorema 1.13 ([28], Coroldrio 9.7, p. 101) Sejam X espago de Banach e p € C* (X, R)
um funcional satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale (PS). Se ¢ possui um par de mi-

nimos (ou mdximos) locais, entio ¢ possui um terceiro ponto critico.

1.2 Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao apresentaremos alguns aspectos da teoria dos espagos de Sobolev, espagos
esses que possuem uma configuracao adequada para aplicarmos os resultados da andlise

funcional.

Definigao 1.14 O espaco de Sobolev W? (Q),1 < p < oo, é definido por

WP (Q) = {u € LP(Q), cujas derivadas fracas a@u existem e gu
€X; €X;

N P 1/p
lully, = (IIUIIZ +) ) :
i=1 p

Proposigao 1.15 ([10], Proposigao 9.1, p. 264) Com a norma acima, temos que W'? (Q)

eLP(Q),z':l,...,N},

munido da norma

ou
8:62-

¢ um espag¢o de Banach para todo 1 < p < oo. Além disso, WP (Q) ¢é reflevivo para

1 <p< oo, e é separdvel para 1 < p < o0.

Consideremos o seguinte subespago de W () :
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Wt (@) = G (@)

Observacgao 1.16 O espago W, () tem as mesmas propriedades que WP(Q) enunci-

adas na Proposi¢ao 1.15.

Uma outra caracterizagao desse subespaco VVO1 P (Q) é dada como sendo o espago das
fungoes u € WP (Q) que se anulam sobre 92, vale ressaltar que o valor de u sobre Of)
¢ entendido no sentido do traco. Pois para €2 limitado com 9 de classe C!, existe um

operador linear e limitado

T: W (Q) — LP (09Q)

tal que para cada u € W17 ()
i) T (u) =uloq se u e W (Q)NC (),

@) ([T (u)ll po(aq) < C llull;,, com a constante C' dependendo apenas de p e (1.

Proposigao 1.17 ([49], Proposigao A.1, p. 99) Seja Q um dominio limitado em RY
1 <p<oo. Seue W (Q), entdo ut = max{0,u},u” = max{0,—u} e |u| =u" +u"
pertencem a WP (Q).

Proposicao 1.18 (Desigualdade de Poincaré [10], Coroldrio 9.19, p. 290)

Suponha que 1 < p < oo e Q C RY é um conjunto aberto e limitado. Entdo existe uma

constante C' (dependendo de ) e p) tal que para toda u € Wol’p (Q),
[ull, < C[[Vul,-

Em particular, a expressio ||Vul|, define uma norma em Wy (Q), que é equivalente a

norma ||ul[, .

A fim de estabelecermos uma relagao entre os espacos de Sobolev e os espacos de
Lebesgue, estaremos utilizando ao longo do nosso trabalho as imersées de Sobolev, imer-

soes estas que estao resumidas nos proximos resultados.

Teorema 1.19 ([10], Corolério 9.14, p. 284-285) Seja Q2 C RN um aberto de classe

C com fronteira limitada, e 1 < p < 0o. Seque que,

* 1 1
se 1 < p <N, entao W'? () C L”" (Q) onde — = N’
p

D

se p= N, entdo W' (Q) C L1(Q), Vg € [N, 4+0),
se p> N, entao W' (Q) C L* (Q),

e todas essas imersoes sao continuas.
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Teorema 1.20 (Rellich-Kondrachov [10], Teorema 9.16, p. 285) Seja 2 C RY um

aberto limitado de classe C*. Entdo temos as sequintes imersoes compactas:

1 1

se 1 <p < N, entao WP (Q) C L9 (Q), Vq € [1,p*) onde — = — — N
p p

se p= N, entdo W' (Q) C L1(R), Vq € [N, +00),

sep > N, entao W (Q) C C (Q) .

1.3 Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

Estudaremos o operador p—Laplaciano definido por Aj,u = div (|Vu|p -2 Vu) . Este
é um operador tipico que surge na modelagem de varios problemas fisicos, como por
exemplo, na mecénica dos fluidos, no estudo da fluéncia de torcao, em algumas equacoes
de reacao-difusao e na extracao do petréleo. Por esse motivo, nas ultimas décadas tem
recebido grande atencao.

O p—Laplaciano é o exemplo padrao de operador eliptico quaselinear, observe que se
p = 2, torna-se o operador classico de Laplace. A seguir, veremos alguns resultados para
este operador, que serao de grande importancia para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Consideremos, o problema de autovalor para o p—Laplaciano com condicao de fronteira
de Dirichlet, com 1 < p < co e u € W, (Q), u # 0.

(1.2)

~Aju = Muf?u em Q,
u = 0 sobre 0f).

Dizemos que (u,\) € Wy” (Q) x R, u # 0 é uma solucdo de (1.2), se eles verificam
(1.2) no sentido fraco.

O primeiro autovalor de (1.2) foi estudado por Peral em [42] e é caracterizado por:

A1 (2) :inf{/ |Vw|” dx:wGW()l’p(Q);/ Jw|” d:l:zl}.
Q Q

Os resultados a seguir dao informacoes extremamente utéis sobre ele.

Lema 1.21 ([42], Lema 1.4.3, p. 20) Seja A\, (Q2) um autovalor de (1.2), entdo toda

autofunc¢ao uy associada a A1 (2) nao muda de sinal em Q) , isto é, ou uy > 0 ou u; < 0.

Lema 1.22 ([42], Lema 1.4.5, p. 21) A (Q) é simples, isto é, se u,v sdo duas auto-

fungées correspondente ao autovalor i (), entdo u = av para algum « € R.

Lema 1.23 ([42], Lema 1.4.7, p. 24) X\ (Q2) é isolado, isto é, A\ (2) é o unico auto-
valor em [0, \; + a], para algum a > 0. Além disso, A (2) > 0.



Capitulo 1 1.8. Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

Os proximos resultados dizem respeito a regularidade da solugao para problemas quase-

lineares.

Teorema 1.24 ([42], Teorema E.0.20, p. 100) Sejam 1 < p < N eu € Wy* (Q)

uma solucao do problema

—Ayu = f(z,u) em Q,
u = 0 sobre 0f2,
If (z,u)] < C 1+ ul") comr+1<p"
Entao u € L™ ().
O préximo resultado é uma consequéncia do Coroldrio 1.1 apresentado em [26].

Lema 1.25 ([26], Coroldrio 1.1, p. 884) Seja Q um dominio limitado em RY que
possui fronteira suave e sejau € Wy (Q)NL® (Q) tal que Ayu € L® (Q), com1 <p < N.
Entdao v € Y (ﬁ) , para algum o € (0,1).

A seguir apresentamos uma extensao do Lema de Hopf para o operador p—Laplaciano.

Lema 1.26 ([42], Lema A.08, p. 83-84) Seja Q um dominio limitado em RY que pos-
sui fronteira suave. Se u € C' (Q) N Wy™ (Q) e verifica

—Apu > 0 em
u > 0 em €
u = 0 sobre 0f.

Entao % < 0 sobre 0f).
ov

O préximo resultado é um principio de comparagao forte provado em [19].

Teorema 1.27 ([19], Teorema 2.1, p. 725) Seja Q C RY (N > 2) um dominio limi-
tado cuja 0 é uma variedade conexa C*. Consideremos a sequinte classe de problemas

elipticos quaselinear

(1.3)

—div(a(z,Vu)) —b(x,u) = f(x) em Q,
u = 0 sobre 0f2.

Assuma que a(x,Vu) satisfaz as condigdes (1) e (2) e b(x,u) satisfaz a condi¢io (3) e

(4) enunciadas a sequir:



Capitulo 1 1.8. Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

(1) a = (a1, ...,an), e cada a; (x,0) =0 parai=1,...,N.
(2) Para todo conjunto compacto K C RN /{0} existe uma constante o € (0,1) tal que

da; —
¢ eC” (QXK) para todo i,j =1,...,N.
on;

(3) |b(x,u)| <7 (k4 [u))P> u| comy € (0,00) ek e[0,1].

(4) Seja (z,u) € Q xR, b(z,u) é nao-decrescente em u e (1.3) tem uma unica solugdo

nao-negativa u € W, ” ().
Além disso, sejam f,g € L™ (Q) tais que 0 < f < g com f # g em §) e assuma finalmente
que u,v € Wy (Q) sio solucées nio-negativas de (1.3). Entio as sequintes desigualdades

sao vdlidas para u e v,
0 < uw < v emf

ov ou
— — << .
£y < 5 = 0 sobre 0f2

O préximo resultado é um principio de comparacao forte para uma equacao envolvendo

o p—Laplaciano.

Proposigao 1.28 ([25], Proposigao 5.1, p. 1238) Sejam 1 < p < oo e Q C RY um
dominio limitado com OS2 de classe C*“ (Q) para algum o € (0,1), a < p—1. Assumimos

que Uy, Uy € Wol’p (Q)NCY>(Q), sdo, respectivamente, solugdes fracas de

—Apuy = arp, (u1) + fi,
_Apu2 = a¢p (Ug) + f27

onde —0o < a <0, e fi,fo€C*(Q), com0< f1 < foel<u <wuy qtpem . Além
disso, existe § > 0 suficientemente pequeno tal que |Vus|,|Vug| > 6. EX C Qs é uma

componente conexa de (s, entdo ou

Uy = us em X, ou,

up < up em L\ e % > % em X N ON.
ov v

Teorema 1.29 (Principio do Méaximo Fraco [16], Teorema 17.6, p. 237) Suponha

que uy, us satisfazem, para toda ¢ € Wol’p (Q),

/|Vuz~|p2|Vu,~|V<,0dx:/f,~<pdx, i=1,2.
Q Q

Se f1 < fo em Q e uy < ug sobre 02. Entdo uy < us q.t.p em €.
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Teorema 1.30 ([48], Teorema 5, p. 200) Seja u € C'(Q) tal que Ayu € L2 (Q),

loc
u >0 qgtp emn Q, Aju < B(u) gtp em Q com [ : [0,00) — R continua, ndo-
decrescente, 5 (0) =0 e, ou [ (s) =0 para algum s > 0 ou 5 (s) > 0 para todo s > 0 mas
1
/ (B(s) s) P ds = oo.
0

Entdao se u nao é identicamente nula em €, u € positiva q.t.p em €.

Proposicao 1.31 ([26], Proposigao 1.1, p. 881) Sejam Q C RY aberto e limitado,
com OS) de classe C? e p > 1. Se f é uma funcdo definida em 2, consideremos a sequinte

equacao

—Ayu = f em ()
u = 0 sobre 0f).
Assuma que f € C! (ﬁ) eu € Che (ﬁ) Entao existe C' > 0, dependendo de p, N,€) e
/1l tal que
[ullore@) < C-

Teorema 1.32 ([49], Teorema 1.10, p. 27) Se u, — u em W, 7 (Q) e

lim / |V |P~* Vu, V (u, —u) < 0.
Q

n—-+00
Entio u, — u em Wy ().

O proximo Teorema é crucial para mostrarmos a multiplicidade de solugoes. Brezis e
Nirenberg em [11] estudaram o caso p = 2, o caso geral enunciado a seguir foi provado em
[6], neste trabalho Azorero, Manfredi e Peral apresentam uma prova bastante técnica. J&

Brock, Iturriaga e Ubilla deram uma ideia de uma nova prova em [12].

Teorema 1.33 ([6], Teorema 1.2, p. 387) Seja f : QxR — R uma fungao de Carathéodory
que para todo (z,t) € Q X R satisfaz

|f(z, ) < C 1+,

para alguma constante C > 0 e r € [0,p* — 1). Assuma que ug € Wy™ (Q) é uma solugdo

fraca de

{—Apu = f(z,u) em (1.4)

u = 0 sobre 0f).

Consideremos o funcional associado a (1.4) definido por:

J(u):%/9|Vu|p d:z:—/ﬂF(x,u) d.
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Se ugy € VVO1 P(Q) é um minimo local de J em C} (ﬁ) , entao uy € também um minimo
local em W, (Q).

10



Capitulo 2

Existéncia de Solucao Positiva para
um Problema Quaselinear sem a

Condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capitulo estudaremos a existéncia de uma solucao positiva para a seguinte classe

de problemas envolvendo o operador p—Laplaciano

{—Apu = g(z,u) emQ, (P)

u = 0 sobre 02,

onde Ayu = div (|Vu|p - Vu) , © C RY ¢ um domifnio limitado com fronteira suave,

1 <p< N com N > 2 e anao-linearidade g (x,u) satisfaz as seguintes hipéteses:

(G1) g : Q x [0,400) — [0,+00) é uma fungdo de Carathéodory, isto ¢, g(-,s) é

mensurével para todo s € R e g (x,-) é continua q.t.p em Q.

(G3) Existem constantes positivas Cy, Cy e qo € (p—1,p* — 1), onde p* denota o
expoente critico de Sobolev dado por p* = Np/(N — p), tais que para todo t > 0 e
x € (), temos

g (z,t) < Cy + Cat.

(Gs) lim L5

T 0, uniformemente q.t.p em ().
t—0

(G4) Para qualquer M > 0, existe Cjy > 0 tal que, para todo t > 0 e x € Q, temos

g (z,t) > M=t — .

(Gs) Existe R > 0 tal que a fungao t + g (z,t) t'"P ¢ nao-decrescente se t > R q.t.p

em ).

11
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Os resultados apresentados ao longo desse capitulo se baseiam no artigo de Iturriaga,

Lorca e Ubilla [27], sendo o resultado principal o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Assumindo que g (x,u) satisfaz as hipéteses (G1) — (Gs) . Entao (P) tem

uma solu¢ao positiva.

Hipéteses do tipo (G1) — (G5) tem sido utilizados por diversos autores, veja, por
exemplo, [29], [38] e suas referéncias. No entanto, a maioria deles impoe a condigao
(G5) em [0,400), isto € R = 0, aqui esta condigdo somente é assumida no infinito.
Vale ressaltar também que as hipoteses do Teorema 2.1 nao implicam na condigao de
Ambrosseti- Rabinowitz (A-R), condigao esta que para o p—Laplaciano é enunciada em
[37] da seguinte forma:

Condicao (A-R) Existe um nimero u > p e Ry > 0 tal que para todo (z,t) € Q x
[Ro, +00],
0 < uG (z,t) < tg(z,t).

Consideremos g (x,t) = t?"'1n (¢t + 1) e vejamos que g (z,t) satisfaz as hip6teses (G;) —
(G5) porém nao satisfaz a condi¢ao (A-R).

De fato, claramente temos que a hipétese (G1) é satisfeita, uma vez que g (z,t) é uma
fungao de Carathéodory.

Além disso, notemos que g (z,t) < Cy + Cat®, pois

t 1t n(1+1¢
lim 9(z.1) = lim —n( i )
t—+oo {90 t——400 t4o
Como gy > p — 1, segue que
.t n (1 +¢) .t n (1 +¢)
lim ——~ " — lim ————
t——+00 tdo t—+too tP—1 (thpr)
Usando L’Hospital obtemos
1
t
im g(@t) _ lim 1+1 =
t——4o0 t4o t——+o0 (qo —_ p + ]_) t2%0—p

Assim, g (z,t) < C + Cyt®™ e, portanto, temos que a hipétese (G3) € satisfeita.
A hipétese (G3) vale, pois
g (z,1) .t lin(t+1)

Ji T = Jip o =l e+ ) =0

12
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Além disso, temos que

t P~ n(t+1
fim L0 o, PO ) = o
t—+too tP—1 t—+o00 tp—1 t—+o00

Donde obtemos que g (z,t) > Mt*~! para qualquer M > 0, e assim a hipétese (G4) é
satisfeita, isto é, existe Cy tal que g (z,t) > MtP~! — Cyy para qualquer M > 0.

Notemos que a hip6tese (G5) vale; para isso consideremos h(t) = g(z,t)t'™? =
In (¢ +1). Para qualquer ¢ > 0 temos que h (t) é ndo-decrescente. Assim para qualquer
R > 0 segue que h (t) é ndo-decrescente para todo t > R.

Agora, vejamos que g (z,t) = tP"'In (¢t 4+ 1) nao satisfaz a condigao de Ambrosetti-
Rabinowitz.

De fato, se g (x,t) satisfizesse tal condi¢ao, terfamos para todo (x,t) € Q x [R, 00| e
[t > p que

0 < uG (z,t) <tg(z,t),

isto é, para todo t > R,

Notemos que,
G(x,t) [fys ' In(s+1)ds

tg(z,t)  tPIn(t+1)

t R t
/ s In(s+1) ds = / 2 1In(s+1) ds + / 271 In (s + 1) ds.
0 0 R

Logo,

¢ ¢
/ s n(s+1) ds > / s 'n(s+ 1) ds.
0 R

Agora notemos que, usando L’Hospital, dado € > 0 existe t; tal que para todo t > t;

Int 1 Cot+1 1
im L:lim %zhm—:hm—zl.
t—+oo In (t -+ 1) t—too 2 toteo t t—+oo 1

Entao, para t > t, (suficientemente grande), temos que

Int

bty
In(t+1)

<e.

Donde obtemos que, para t > t, (suficientemente grande),

Int<(e+1)In(t+1).

13
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Dati, considerando R = t; temos que

In (s) 1

t p—1 t p—1]
G(m,t)>f;5p_1ln(s+1) ds_fRS (5+1)d8_ (8_|_1)fRS n(s) ds
tg(x,t) — trln (t+ 1)  tIn(t+1) trln (t + 1)

1 1 sP : : .

Sendo u = In s e dv = sP~"ds, segue que du = —ds e v = —. Assim, usando integragao

S p

por partes, segue que

/t P Un(s) ds = S ln () — =7 — C
S nis S = —1n — — — .
R p p? f

Logo,

G (z,t) 1 r N 1, 1
tg(x,t)z(e—i—l) <p1 (®) pzt CR) tPIn(t+1)

Usando as propriedades de limite, obtemos que

. G(z,t) 1 , tP1n (t) _ tP , Cr
lim > im ———— lim ———— — lim —— .
t—too tg(x,t) — (e+ 1) \t=tooptPIn(t + 1) t—+oo p?tPIn(t+1) t—+ootPIn(t+ 1)
Donde,
1
lim G(x,?) > :
t—+oo tg (x,t) — (e+1)p
tP1In (t 1 tP C
uma vez que lim ﬁz—el - =1 S B——}

totoo ptPIn(t+1) p =400 p?tPIn (t 4 1) t—too 710 (t+1)

Fazendo ¢ — 0, temos que para todo t > R

G (z,t)
tg (z,t)

>

=

Consequentemente g (z,t) nao satisfaz a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz.

2.1 Formulacao Variacional

Nosso objetivo é encontrar solugoes fracas para (P), isto é, encontrar fungoes u €

W, ? (Q) que para toda ¢ € Wy () satisfazem
/ |Vul"~? VuVe dz — / g(z,u)pdr = 0.
0 0

Ao problema (P) est4 associado o funcional I : Wy (Q) — R, definido por

p

I(u):1/9|Vu\p dx—/QG(:c,u) dz,

14
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onde

G(m,t):/otg(x,s) ds.

Para mais detalhes, veja Apéndice A.
Temos também que I € C* (W, (), R) e para toda u, ¢ € Wy (), temos

I'(u)gpz/Q|Vu]p_2VuV<pdx—/ﬂg(m,u)gpdx.

Veja Apéndice B para os detalhes.

Observagao 2.2 Como estamos interessados em obter solugdes fracas positivas, esten-

deremos a fungao g (x,t) para valores negativos de t como a seguir,

(o) g(z,t) se (x,t) € Qx]0,+00),
I 0 se (z,t) € Q x (—00,0).

No que seque, escreveremos g (z,t) em vez de g (x,t).

2.2 Existéncia de Solucao
Inicialmente, relembremos a definigdo de sequéncia de Cerami, introduzida em [14] e
[15] por Cerami.

Definigao 2.3 Seja E um espago de Banach real e J € C' (E,R). Dizemos que uma

sequéncia (u,) C E é de Cerami no nivel ¢ se,

J(u) — ¢ (2.1)
I+ lual) 17" (wa)ll, — 0.

O resultado de existéncia serd obtido aplicando-se a seguinte versao do Teorema do
Passo da Montanha, o qual nos garante a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel

do passo da montanha. A versao a seguir do Teorema pode ser encontrada em [44].
Teorema 2.4 Seja E um espaco de Banach real, com espago dual E* e suponha que

J € C'(E,R) satisfaga a condigdo

max {J(0),J (u1)} <a<p < inf J(u) (2.2)

lull g=p

para alguns o, B,p >0 euy € E com ||u1||z > p. Seja cpr definido por

ey = inf max J(v(7)),

15
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ondeI’ ={y e C(([0,1]),E):v(0) =0 ey (1) = uy} é o conjunto de caminhos continuos

unindo 0 e uy. Entao existe uma sequéncia (u,) C E tal que quando n — 400,

J(un) - Cm Z B:

{ (1 [l ) [[7 (un) [ — 0.

2.2.1 Geometria do Funcional

Vejamos que as hipéteses (G1) — (G4) asseguram que o funcional energia I associado

a (P) tem a geometria do passo da montanha. Para isso utilizaremos os lemas a seguir:

Lema 2.5 Assumindo as hipdteses (G1) — (G3), existem p, 3 > 0 tais que I (u) > 8 para
toda v € Wy (Q), com ||u]| = p.

Demonstragao: De fato, pela hipétese (G3) temos que dado £ > 0, existe d > 0 tal que
para todo (7,t) € Q x [0, J]

g(z,t) <ett™l. (2.3)
| q0

(')‘QO

Por (Gs), para |t| > ¢, temos que > 1, logo

g(z,t) < Cp+ Cyt®
|t|QO

< CHW + Cy [t|™

C
_ <5Tl + 02> % (2.4)

Portanto de (2.3) e (2.4), dado £ > 0, existe C. > 0 tal que, para todo (z,t) € Q x R,
temos
g(z,t) el + Coft™.

Dai,
/ g (z,t) dt < / et dt+/ C. [t| dt.
0 0 0

Logo,

€ & qo+1

G(z,s) < —|s|" + ——|s] )

p g+ 1

Assim,

I(w) = }Qnunp— / G (z,u) dz

1 € C
> = u? - = / uff dz — —= / " da
p P Ja G +1Jq

1 € C,
[[ul [[ull, q0+1|! I

qo+1
qo+1°

16
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Usando a imersao W™ (Q) < L4 (Q) para todo ¢ € [1,p*) e como p < p* e go+ 1 < p*

concluimos que

1 eC’ c.C"” a0°+1
I(u) = —ful” = — [ul” = —— ul
p Qo +1
_ HUHp (1 _ e — Cecﬂp HuH(qo—H)—p) .
p o +1
Escolhendo € de forma que 1 —eC” > 0 e considerando ||u|| = p suficientemente pequeno

de forma que
1"
¢.C pp(qo+l)*p

1—eC >
qo+1

Y

teremos que

pp< G +1)_)

I(W)>B:="—1—-eC' — ——)p\ Pl >0.

(u) > " e
n

Lema 2.6 Assumindo a hipdtese (Gy) existe u; € Wy? (), com |u1] > p, tal que

Demonstragao: De fato, pela hipétese (G4) temos que para qualquer M > 0 existe Cy

tal que para todot > 0e x € Q,

g (z,t) > Mt~ — .

/g(:c,t)dtzM/ tpldt—co/ dt,
0 0 0

M
G(z,s) > ?sp — Cps. (2.5)

Integrando temos,
isto &,

Sewv e VVO1 P (Q) é nado-nula, para todo ¢t > 0, temos que

I (tv) :%/QW(M)V)—/QG(:E,M) dz.

Usando a desigualdade (2.5), segue que

e M P
I(tv) < — || =—— [ [tvff dx+ Cy [ tvdx
p P Ja Q
o M
= — ||| = —||v||5 + Cot ||v]]; .
o ol ===l o]l

Logo,
P
(o) < - (Ioll” = A foll) + Cot ol -

17
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P
v
Tomando M > % temos que [[v][” — M ||v||? < 0. Assim, quando t — +o0, temos que
v
P
I (tv) — —o0.
Portanto, para ¢ grande, basta tomar u; = tv e teremos que [ (u;) < 0. [ |

Assim pelos Lemas 2.5 e 2.6, temos que o funcional I satisfaz a condi¢ao (2.2) no
Teorema 2.4, logo podemos garantir a existéncia de uma sequéncia de Cerami (u,) C
WyP(Q).

Nosso objetivo a partir de agora é mostrar a limitagdo dessa sequéncia (u,), vale
ressaltar que este ¢ um dos pontos primordiais desse capitulo, uma vez que a nao-

linearidade nao satisfaz a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz.

2.2.2 Limitacao da Sequéncia de Cerami

A fim de provar a limitacao da sequéncia de Cerami utilizaremos alguns resultados

técnicos que serao apresentados ao longo desta secao.

Lema 2.7 Assumindo as hipdteses (Gz2) e (G5), existe uma constante positiva C' tal que

para toda v < u q.t.p em 2,

(uP —vP) g (z,u)
pup~!

G(z,u) — G (z,v) < +C.

Demonstragao: Temos trés casos a serem analisados:
Caso 1: R<v<uy
Consideremos H (z,t) := G (x, 1/ p) . Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo para

H (z,t), teremos que
H(et)~ H(os) = [ H(06) dé.

Notemos que
5(1/19)—1

H (2,6) = G (:@g””) g

Dai,

el <I7§1/”> 5(1/17)—1

H(ot)— H(z,s) = / de

N
_ / N e

pg(pfl)/p

S

18
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Pela definicao de H, temos que

G (a:,tl/p> -G (x, sl/p) = /twdﬁ. (2.6)

(p—1)/p
29

S

Pela hipétese (G5), se t > s > R temos que g (z,t"/?) tP/P > ¢ (x,Rl/p) RU-P)/p,
Logo em (2.6), resulta que

1/p
G (a:,tl/p> — G (z,8'7) < % (t—s).

Assim, para u” =t e vP = s, obtemos que

G (r,u) — G (z,v) < (

Caso 2: v<u<R
Pela hipétese (Gs), temos que para todot >0 e x € €,

g (w,u) < Cp+ Cat®.

Assim,
/ g(x,t) dt S / Cldt+/ O2thO dt.
Logo,
& qo+1
G(z,u) —G(z,v) < Cy(u—v)+ (u— )
g +1
C a a
< O (ful +lol) + =152 (" +ol"").
Como |u| < R e |v] < R, segue que
2q002 ao+1

2R

G(z,u) — G (z,v) <2C1R + Wil

Portanto, temos que
G(z,u) — G (z,v) <C(R).

Caso 3: v < R<uy
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Aqui usaremos uma combinagao dos casos acima para chegarmos ao resultado desejado.

Notemos que

G(z,u) — G (z,v) =G (z,u) — G(z,R)+ G (z,R) — G (x,v) .
Como v < R, pelo Caso 2, temos que G (z,R) — G (z,v) < C(R). Além disso, como
R < u, pelo Caso 1, temos que

(" — ) g (,0)

(p—-1)/p

pu

G(z,u) —G(z,R) <

Assim,

(u? — R") g (x,u)

G(z,u) — G (z,v) < e +C(R)
(up — Up) g (l’, U)
sawvy T CR)

Portanto, combinando os casos acima, temos que para toda v < u q.t.p em €2,

_ Un (z)
[t

temos que (w,) é limitada em W," (Q), que é reflexivo; entdo, pela Proposicio 1.2, a

Tomando a sequéncia de Cerami (u,, ), consideremos w;, (z) . Como ||w,|| =1,

menos de subsequéncia, temos que w, — w em WO1 P(Q). Além disso, como 1 < p < N
e Q ¢ limitado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, Wy (Q) < L () compactamente
para todo ¢ € [1,p*), em particular para p < p*, logo w, — w em LP (). Pelo Teorema
1.11, a menos de subsequéncia, segue que w, () — w (z) q.t.p em Q e |w, (z)| < h(z)
q.t.p em Q, com h € LP ().

. 1
Provaremos, no lema a seguir, que w;” — w™ em W;”" (Q).
1
Lema 2.8 w} — wt em W," (Q).

Demonstracao: Considerando A7 = {z € Q: w, (x) > 0}, temos

wyy (1) = Xyt (2) wy (x) .

n

Desde que |[w;|| < |lwn| = 1, temos que (w;") é limitada e, como W™ (Q) é reflexivo,
entao pela Proposigao 1.2, a menos de subsequéncia, temos que w;” — v em VVO1 ?(Q), onde

v ¢ uma fungao nao-negativa. Consequentemente, pelos mesmos argumentos usados acima
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+

T (x) — v(z) q.t.p em Q. Notemos que, para n suficientemente

para (w,), temos que w
grande,
ArcAt={ze€eQ:w(x)>0}.

De fato, seja € A entdao w, () > 0, isto &, w, () = w; (x). Como w, () — w ()
q.t.pem Qe w! (x) — v(z) >0 q.t.p em Q, pela unicidade do limite temos que w (x) =
v(z) > 0. Logo, z € AT,

Além disso, uma vez que w, (z) — w(x) q.t.p em €, temos que para n suficientemente
grande, w, () = w (z) q.t.p em 2, ou seja, w, () # w(x) apenas em um conjunto de

medida nula. Assim, tomando ng suficientemente grande, o conjunto
By, = AN\A ={r € Q:w, (z) #w(x)}

tem medida nula.

Logo, v (x) = w* () q.t.p em Q, donde concluimos que w; — wtem Wy” (). n

Observagao 2.9 Utilizando o Teorema de Rellich-Kondrachov, concluimos que w,” —
wt em LP ().

A partir de agora, vamos supor, para futura contradigao, que ||u,|| — +oc.
Lema 2.10 Assumindo a hipdtese (Gy), temos que w* =0 q.t.p em .

Demonstragao: Primeiramente, notemos que (2.1) implica que existe uma sequéncia
de mimeros positivos (¢,,) tal que ¢,, — 0 e ||u,||” = /(g (@, up) Uy + ¢,) da.
Q

De fato, em (2.1) temos que
(1 Jlunl) [ (), — 0.

Como

1" (un)ll, = sup [I" (un) @I,
lel=1

temos que

(1 ) [ Cun)ll, = (1 4 [Junl]) Sup 7" (un) ol -

Considerando ¢ = w,, entao

L+ funl) I (a)ll, = (L [Junl) [ (un)

Un
[

> lunl |1 (un)

Unp
2zl
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Pela definigao de I’ (u,,), segue que

V|’ n
[V dx—/g(w,un)u—dx
o unl Q [[tn]|

= Jluall? - / o (. uy) uy, do.

(XA Nunll) M (un)ll, = ]

Logo,
Huan—/g(:v,un) U, dx — 0.
Q

Assim, podemos garantir a existéncia de uma sequéncia de nimeros reais (¢,,) , com ¢,, — 0

tal que
lunl? = / (g.(, ) un + C,) da.

[ |” / ( Un, Cn )
= g (x,up) + dz.
[unl” Ja lunll” Jlun]l”

Un ¢
1:/ (g(m,un) + —= >dx.
Q [en [ e |”

Consideremos agora Q7 := {z € Q, w(z) > 0} e suponhamos que |Q*| > 0.
Dai,

Entao, temos

Logo,

Uy, ¢ Up, ¢
1 _/ (g (2, u,) + —= > dm—i—/ (g (z,u,) + —= > dx.
o+ lunl” Nlunll” o\o+ lunl” Nlunll”

Assim, temos que
1>/ ( (@) —2 + Cn )d
> g (z,uy, x.
o+ lunl” Nunll”

Como para n > ng, temos que u, > 0, entdo pela hipétese (Gy4), para qualquer M > 0,

segue que

Unp, Cn —1 Un CTL
g (z,uy) + ) dz 2/ < MuP™ — Cy + ) dz.
/m ( lunll” Jlun” o+ ( ) lunl” [un]”

Portanto,

Uy, ¢
12/ (waL—Cg + == >dx.
o+ [wnl[®  [unl”

Tomando o limite na desigualdade acima, temos que

1> M lim whdr — Cp lim Lpdx + lim C—"pdx.
n—too Joi n—too Jor [ n—too Jor |
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Pela Observagao 2.9, w, — w* em L? (), logo, / whdr — wPdz. Desde que
o+ o+

[ I”

¢, — 0 e ||u,||” — +oo segue que — 0. Uma vez que toda sequéncia convergente

n

[ I”

< (. Entao como o dominio ¢ limitado, pelo Teorema

Cn

—2_—dr — 0. Além disso,

em R é limitada, temos que

da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos que /

o+ [lunll”
Uy, (7) p . A
notemos que Tl = wy, (x) W, como ||u,||” — +o0o0 e w, (x) é uma sequéncia
n Un
limitada em R, temos que 'ﬁn (ﬁz —0e 1|I|Jn (ﬁz < C, entao, novamente, pelo Teorema da
U, Uy,
Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos que ﬁ dxr — 0. Donde segue que
ot [|Un

M wPldx <1,
O+

o que é uma contradicao, uma vez que M é uma constante arbitréria.

Logo, temos que |Q7| =0, isto &, w" =0 q.t.p em Q. |

Agora, para cada n € N, definimos

m, = max [ (tw,).
0<t<|lun|

Uma vez que I ¢ continuo e [0, ||u,||] ¢ compacto para cada n € N, entdo I atinge o

méximo, ou seja, existe t,, 0 < ¢, < |lu,|| tal que
my, = I (tywy,)
No lema a seguir, mostraremos que m,, — +00 .

Lema 2.11 Assumindo as hipéteses (G3) — (G4), temos que m,, — 400 .

Demonstracao: Como |lu,| — 400, entdo dado M > 0, temos que M < ||u,|| para n
suficientemente grande. Além disso, temos que m,, > I (Mw,) para todo M € [0, ||u,]||] -
Assim,

liminf m,, > liminf I (Mw,) . (2.7)

n—o0 n—o0

Notemos que

n—oo n—oo

1
liminf I (Mw,) = liminf (—/ | Mw,|” da:—/G(x,Mwn) da:)
P Ja Q
MP
— liminf (—Hwan—/G(a:,Mwn) dx).
oo\ p Q
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Como |lwy|| = 1, obtemos que

MP
liminf I (Mw,) = lim inf (— — / G (z, Mw,,) d:z:) :
Q

n—oo n—oo p

Uma vez que w,, — w q.t.p em Q, e pelo Lema 2.10, w™ = 0 q.t.p em €, temos que Mw,, —
—Mw~ q.t.p em Q. Usando que G (z, -) é continua segue que G (x, Mw,) — G (z,—Mw™)

g-t.p em 2. Mas, por defini¢ao, temos que G (z, —w~) = 0. Consequentemente,
G (z, Mw,) — 0 q.t.p em £.

Além disso, pelas hipéteses (G) e (G3), vimos na demonstragao do Lema 2.5, que

eMP C.Mao+1

G (x, Mw,) < — |w,|" + w, |
(e, M) < o EME

Como |w,| < h € LP (), segue que

MP ano-‘rl
G (x,w,) < el ¢ 1 hoott e L1 (Q).
p do

Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que
/ G (z, Mw,) dz — 0.
Q

Portanto,
p

M
liminf I (Mw,) = —.
n—oo p
Logo, em (2.7) temos que
MP
liminf m,, > —.

n—oo
Desde que M é uma constante arbitrédria, através dessa tltima expressao obtemos a con-

clusao desejada, isto é m,, — +00. [
Agora, estamos prontos para mostrar o seguinte resultado.

Proposicao 2.12 Assumindo as hipéteses (G3) — (Gs), toda sequéncia de Cerami (uy,)

associada ao funcional I ¢é limitada em W, ().

Demonstragao: Observemos que, pela definicao de I, temos

I(tyaw,)—1T /|Vtwn|pdx /Gxtwn

(p/ VP dx—/QG(x ) dx).
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Logo,
tp
I(tywy,) — 1 (u,) = —"/ |Vw,|" dx — /G(x,tnwn) dx
{7 0 Q
- —/ |V, | dx+/G(x,un) dz.
PJa Q
t
Usando a defini¢ao da sequéncia (w,,), e considerando s,, = || - Tk obtemos
Up,
th lJunl|”  [Jun])” /
I (t,wy,) — I (u,) == — — G (z, spu,) — G (z,uy,)) d.
(tnwn) — 1 (un) NG » Q( ( ) = G (7,un))
Assim,
th — llunll”
I (thwy,) — I (up) = *———+ [ (G(x,u,) — G(x,s,uy,)) dz. (2.8)
p Q
ln . .
Como s, = Tl < 1 pois t,, € [0, ||u,||] temos que s,u, () < w, (x). Assim por (2.8) e
Un,

pelo Lema 2.7 temos que, para alguma constante positiva C),

tP — p P _ gPyP
Q

D pub !
S Gy AT LTS P
P 0 pun

Donde,

tp_ np 1_ P n n
I<tnwn)_1<un) < M"’/( Sn)g(z,U)u dz + C
p Q p
2 — u, || 1—gP
= n [ —i-( S")/g(m,un)undx+0.
p p Q

Como t,, = s, ||ul , segue que

S l[unll” = llunll” (= s7)

I (thwy) — I (uy) < p p

/g(a:,un) up dz + C.
0

Dai,

I () — 1 (uy) < ;Sﬁ) (— ||un||p+/Qg(x,un) ", dx) e

Pela definigao de I’ (u,,) u,, obtemos

I (twy) — I () < & _psﬁ) (=1 () ) + C.

Assim, tomando o limite na desigualdade acima temos que

lim (I (tawy) — I (up)) < lim (M (—I’(un)un)—f—C’),

n—-+o0o n—-+o0o p
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ou seja,
1_ P
lim m, — lim [ (u,) < lim <ﬂ

Jlim Jim Jdim P (=1 (up) up) + C’) : (2.9)
Pelas propriedades da sequéncia (u,,) , temos que I’ (u,) u, — 0 e I (u,) — c. Além disso,
temos que (s,) é limitada pois s, = m < 1. Assim, o lado esquerdo da desigualdade
(2.9) diverge, pois pelo Lema 2.11, m,, — +oo quando n — +o0, e o lado direito da
mesma desigualdade é limitado por alguma constante positiva C', o que é uma contradigao.

Portanto (u,) é limitada em W, ” () e a Proposicio estd provada. n

2.3 Prova do Teorema 2.1

Demonstragao: Pela Proposicio 2.12 temos que (u,,) ¢ limitada em W, * (©2) entao como
Wy? () é reflexivo podemos extrair uma subsequéncia (u,,) de (u,) tal que u,, — u
em I/VO1 P(Q). Além disso, como 1 < p < N e Q ¢é limitado, pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov temos que para todo ¢ € [1,p*), a imersdo W, ? (Q) — L7(Q) é compacta.
Portanto, u,, — u em L7 (Q) para todo ¢q € [1,p*).

Além disso, g (z,u,,) ¢ limitada em LY (Q), pois,

. 1/q
lg (@ un)ll, = ( [lumr dx)

E pela hipétese (G2) temos que
) 1/q
([loura) <
Q

<

, 1/q
/ |Cl + CQUZ(L‘(] dl’)

/ / 1/(]/ / /
/2‘1—103 dx) + (/ 2710y
Q Q

(@52) + C (¢, ) [lun, lIgo

q0q’ °

o)

VAN

’
q09q
unk

(
g )

Considerando ¢ = qo + 1, temos que qo¢’ = (¢ —1)¢ = g e p < ¢ < p*. Assim, obtemos
que
lg (z, un,)l, < C.

Temos que I’ (u,, ) ¢ — 0 para toda ¢ € Wy (Q), em particular, para ¢ = u segue que
I' (up, ) u — 0. Além disso, como (u,, ) ¢ uma sequéncia de Cerami e limitada, temos que
[T ()t | < ()]l [|tn, || — 0, donde podemos concluir que, I’ (uy, ) (u,, —u) — 0.

Notemos que
I’ (up,) (U, —u) = / V[P Vn, V (tn, — 1) d:v—/ g (z,un, ) (Up, —u) dz. (2.10)
Q 0
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Pela Desigualdade de Holder, temos que

< llg (&, un )l g 1tny, = ully = 0.

/Qg (@, un, ) (Up, —u) do

Logo por (2.10), obtemos que
/Q V|2 Vtn, V (U, — 1) dz — 0. (2.11)

Como u,, — uem W, 7 (Q) e vale (2.11), entdo pelo Teorema 1.32, u,, — uem W," (Q).

Usando que para toda ¢ € W, 7 (Q),
I' (up,) o — I' (u) o e I' (uy,) @ € continuo.

Como I’ (uy, ) p — 0, temos que u ¢é solugao fraca de (P).
Notemos que u é solucao nao-trivial. Como I é continuo e u,, — u em W,y (€), obtemos
que

I (up,) — 1 (u).

Mas, pelo Teorema 2.4, temos que I (u,,) — cp > 0. Ent@o, pela unicidade do limite,
segue que I (u) = ¢pr. Como 1(0) = 0 e ¢pr # 0 segue que u ¢é solugdo nao-trivial.
Agora mostremos que a solugao encontrada u é nao negativa. Para isso, consideremos a

seguinte funcio teste ¢ = u~ = max {0, —u} € Wy” (), entdo

/ |VulP > VuVu~ dz = / g(z,u)u” dx.
Q Q

Notemos que

/ \Vul"~? VuVu~ dz = / \Vul"~? VuVu~ dz + / — | Vu~ ‘p_Q Vu Vu dz.
0 [u>0]

[u<0]

Desde que Vu~ =0 em [u > 0], temos que
/ \Vul"~? VuVu~ dz = / —|[Vu|" dz. (2.12)
Q [u<0]

Além disso,

/Qg(x,u)udx:/[uzo] g(:c,u)uda:—i—/ g(z,u)u" dz=0. (2.13)

[u<0]
De (2.12) e (2.13) temos que

Hufﬂﬁvgm[ugm =0,
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isto &, u~ =0 q.t.p em €.
Como u = ut —u~ eu” = 0 qt.p em €, segue que u = u', ou seja, v > 0, como
queriamos.

Finalmente, como u é solu¢do de (P) e temos que |g(z,u)| < C; + Cu® com
go < p* — 1, pelo Teorema 1.24, temos que u € L™ (2) e desde que |Ayu| < C) + Cou® €
L>(Q), pelo Lema 1.25 obtemos que u € C1 (ﬁ) para algum o € (0,1). Além disso
Ayu € L2 (), pois Q é limitado. Assim Ayu € L7, (Q). Uma vez que —Ayu = g (z,u) >
0, temos que Ayu < 0. Entao, considerando 3 (s) = 0 para todo s € [0, +00), temos que
Ayu < B (s) e todas as hipéteses do Teorema 1.30 sdo satisfeitas. Como ja vimos que u
nao é identicamente nula, segue que ug > 0 q.t.p em Q.

Portanto, o problema (P) tem uma solugao positiva. [ ]

2.4 Uma Aplicacao do Teorema 2.1

A fim de apresentar uma aplicacao do Teorema 2.1, mostraremos a existéncia de uma

solugao positiva do seguinte problema:

(2.14)
u = 0 sobre 0f),

{ —Ayu = |Vul’ + f(z,u) emQ,
onde A,u = div (|Vu|%2 Vu) , © ¢ um domifnio suave e limitadoem RV, 1 <p < N e a
nao-linearidade f (x,t) satisfaz as seguintes hipéteses:

(Fy) f:Q x [0,4+00) — [0, +00) é uma fungio de Carathéodory.

p2

(N=p)(p—1)

(Fy) Existem ¢q € (0,
(2,1) € 0 x [0, +00),

) e uma constante positiva b tais que para todo

f(z,t) < be.

(F3) lim f(z,t) 177 = 0, uniformemente para todo x € (.
t—0

(Fy) Dado M > 0, existe to > 0 tal que para todo t > t,

f(x,t) > M.

(F5) Existe R > 0 tal que a fungao t — f (z,t)t'"? é nao-decrescente se t > R q.t.p

em ().

Nesta secao provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.13 Assuma que f (x,t) satisfaz (Fy) — (F5). Entao o problema (2.14) tem

uma solucao positiva.
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Observagao 2.14 Resultados de existéncia para problemas do tipo (2.14) foram estuda-
dos para o caso em que p = 2 e f(z,u) = f(x) em [32] e [33], posteriormente foram
consideradas equagoes elipticas com crescimento quadrdtico com respeito ao gradiente em
[2] e [9]. No entanto a maioria dos trabalhos lidam com o caso em que a nao-linearidade
f (z,u) nao depende de u ou estd entre poténcias de u, o que nao ocorre neste trabalho,
uma vez que consideramos, por exemplo, fungoes com crescimento exponencial no infinito,

veja (Fy) .

A seguir, exibiremos um exemplo que verifica as hipéteses do Teorema acima.

z

Exemplo 2.15 Um exemplo de nao-linearidade que satisfaz as hipdteses (Fy) — (Fy) é
dado por
fat)y=a() " (F+e" —1),

p2
(N=p)(p—1)

De fato, claramente temos que f (+,t) é uma fun¢ao mensuravel para todo t € [0, +00)

onde a (v) é uma fungdo continua positiva em  come >0 e0 < q<

e f(z,-) é uniformemente continua q.t.p em €. Assim, temos que f :  x [0, +o0) —
[0, 4+00) é uma funcao de Carathéodory. Logo, a hip6tese (F}) é satisfeita.

Quanto a hipétese (Fy) , basta considerarmos b = 2e? max a () e teremos que f (z,t) <
e
be?t. Para isso, notemos que

fzt) = a(@)t" (F+e" —1)
< a(x)trt (4 e").

Como e? > t* para todo t € [0, +00), segue que
f(z,t) < 2a(z) (" "e?).
Temos, também, que tP~! < e? para todo t € [0, +00), logo

f(z,t) < 2a(x)e%e” < 2maxa (v)ele?.
e
Donde, concluimos que, para todo (z,t) € Q x [0,+00), f (z,t) < be.

Agora, notemos que

p—1 (1€ qt __ 1
lim f(z,t)t'"? = lim alw)t (F+e )

t—0+ t—0+ tr—1

= a(x) tl_i)r(% (t°+e" —1).

29



Capitulo 2 2.5. Prova do Teorema 2.13

Como lim+ el =1e lim+ t* = 0, obtemos que, para todo x € ),
t—0 t—0

lim f (z,t)t'"? = 0.

t—0t
O que implica que a hipétese (F3) é satisfeita.
Seja M = mina (z)e? = a(xg)e? > 0, considerando t; > 1, mostraremos que para
Q

xe

todo t > to, temos f (z,t) > M. De fato,

flat)y=a(@) " (F+e’—1).
Como t > tg, temos que

flz,t)>a(x)th™ (t5+e™ —1).
Por outro lado, desde que ¢ty > 1, segue que

f(z,t) >a(x)e? > miga(a:) el =a(xg)e? = M.

O que garante que a hipétese (Fy) vale.
E por fim, seja h (t) = f (x,t) t17P, ou seja,

W) = a(z)th t(;fal—i- et — 1)

= a(z)(F+e"—1).

Notemos que h (t) é ndo decrescente para todo t € [0,+00), pois, como a (z) é positiva,
obtemos que
W(t)=a(z) (et + ge*) > 0.

Em partircular, para t > R, temos que (Fj) é satisfeita, qualquer que seja R.

Donde concluimos que a fungao dada f (x,t) satisfaz as hipéteses (Fy) — (Fs) .

2.5 Prova do Teorema 2.13

Inicialmente consideremos o seguinte problema auxiliar:

(2.15)

—Aypy = h(z,v) em Q,
v = 0 sobre 02,
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onde
v+1

p—1

h(z,v) = ( )p_lf(x,(p—l)ln(v+1)).

Notemos que se que f (x, s) satisfaz (F)—(F5) , entdo a funcdo h (x, t) satisfaz as hipéteses
(G1) = (G5) .

De fato, claramente temos que h (-, t) é uma fun¢ao mensuravel para todo t € [0, +00)
e h(z,-) é continua q.t.p em €2, pois é a composta de fungdes continuas, uma vez que por
(Fy) temos que f (z,-) é continua q.t.p em Q. Assim temos que h : Q x [0, +00) — [0, +00)
¢ uma funcao de Carathéodory. Logo, a hipétese (G) ¢é satisfeita.

Quanto a hipétese (G2) , consideramos Cy = eqo=¢q(p—1)+(p—1), teremos

(p—1""
que 0 < h(z,t) < Cy + Cot®. Para isso, inicialmente, notemos que qo € (p — 1,p* — 1).

Com efeito, claramente ¢y > p — 1. Mostremos, entao, que gy < p* — 1. Como, por (F3),
2 2

p
temos que g € | 0, ),seuequeq< + (p—1). Logo,

(N=p 1)) e e o<y 1) Tos
i1« Loy My

o — P p—1)—

’ (N —p) (N —p)

P+WN-pp-1)-Np+(N-p) _,
(N —p)

Donde concluimos que gy < p* + 1.
Agora vejamos que 0 < h(z,t) < C; 4+ Cst®. De fato, por defini¢do, temos que
h(xz,t) > 0. E além disso, desde que

t+1

1) S ).

h@,t):(

por (F3), temos que

p—1
h (m, t) < i:; bhed(P—1) In(i+1)
p p—
= (ﬂ)p_l beln(t+1)f1(ﬂfl)'
p—1
Donde segue que
t4 1) -
h(z,t) < %b(t + 1)1
(p—1)""
ou seja,
h(x,t) < M
T -
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Logo, para todo t > ty, com %, € suficientemente grande, temos que

btao
h(z,t) < ————— = Cyt®. (2.16)

(p—1"
E como h (z,t) é continua e [0, ty] € um conjunto compacto, temos que existe C; tal que
para todo t € [0, to],
h(x,t) < Ch. (2.17)

Portanto de (2.16) e (2.17) para todo ¢ > 0, temos que a hipétese (G2) é satisfeita, ou
seja,
h (ZE, t) S Ol + Ogtqo.

Agora notemos que

lim h(z,t)t'™" = lim L p_lf(aj (p—1)In(t+1))
o oot \p—1 AP
1 [(t+1\"! [(p—1)In(t+ 1)
= lim — [ —— r,(p—1)In(t+1
i (555) S0y ) R
Assim,
p—1 p—1 -
g P@t) D) [+ D fe,(p—1)In (t+2).
t—ot+ Pl t—0+ tpt (p—1)In(t+ 1))
Usando as propriedades de limite, segue-se que
1 P! — 1)1 1
T T o Gl G e A Y el H(HJ). (2.18)
t—o+ 1 t—0+ t—0t tp—1 t—0+ [(p — 1) In (t + 1)]1?

Por (F3), temos que
D)
=" [(p =) (t+ 1)

Além disso, temos que linr}r (t+1)P'=1e
t—0

i LD gy (D)

t—0+ tp—1 t—0+

Usando L’Hospital, obtemos

p—1 p—1
g DD <L> _ 1
P11

t—0t tp—1 t—0t
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Portanto, por (2.18), temos que

lim h(z,t)

t—o+ tr—1

=0.

O que implica que a hipdtese (G3) é satisfeita.
Agora, vamos mostrar a hipétese (Gy), isto é, que para qualquer M > 0, existe Cj tal
que para todo t > 0,
h(x,t) > MtP — Q.

De fato, por (F}) temos que, dado M’ > 0, existe so > 0 tal que f (z,s) > M’ para todo
s(t) > sg, com s(t) = (p—1)In(t+ 1). Assim temos que, para todo s (t) > sy,

(1) = (E)f( () > M (;%11)

Como ¢ + 1 > t, segue que (t + 1)’ > *~1; logo, para todo s () > so,

Notemos que se s (t) > sg, entdo t > ty. De fato, se s (t) > 5o entao
(p—DIn(t+1)>(p-1)In(ty+1),

logo In(t+1) > In(tp+1). Uma vez que a funcdo logaritmo ¢é crescente, temos que
/

t+1 > ty+ 1, e portanto t > ty3. Logo, considerando M = temos que, para

(p—1"
todo t > t,
h(x,t) > Mt~ (2.19)
Oy 1/(p—1)
Notemos que para t € [0, ty] com ¢y < <M> , temos que Cy > MtP~ e
h(x,t) > Mtr—t — Cj. (2.20)

Portanto, de (2.19) e (2.20) segue que a hipotése (G4) vale, isto é, para todo ¢ > 0 existe
Cy tal que
h(z,t) > MtP~ — Q.
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E por fim, seja p(t) = h(x,t) t17P, ou seja,

p0 = (S5) reb-umer ) o5
(Y e (o= Din(t + )
B (p—l) fn =D+ D) -1+ 1)

Donde

(D)D) f(r(p— D n(t+1))
p<t>_( t ) [(p—Dn(t+ 1P
[, (p=1)In(t+1))

Por (F3) , existe R’ > 0 tal que —
) TENG

énao-decrescentese (p — 1) In (t + 1) >

R, ou seja, se t > eft/(P=1) _ 1,
(t+1)In(t+1)
t

Resta-nos mostrar, entao, que [ () = é nao-decrescente, isto é, I’ (t) > 0.

Para isso, notemos que

t+1)
(t) = .

(1n(t+1)+(t+1);)t—[(t+1)1n(t+1)]

Donde obtemos

tln(t+1)+t—tln(t+1)—In(t+1)
t2

t—In(t+1)
2 '

Assim, desde que t > In (¢t + 1) para todo t > 0, segue que, !’ (t) > 0, ou seja, [ (t) é ndo
decrescente para todo ¢t > 0.
Portanto, considerando R = min{O,eR//(p_l) — 1} segue que para todo t > R, p(t) é
nao-decrescente q.t.p em 2. Portanto, a hipdtese (G5) é satisfeita.
Como a funcao h (z,t) satisfaz as hipéteses (G1) — (G5) , aplicando o Teorema 2.1 temos
que o problema (2.15) possui solucdo positiva, isto é, existe v > 0, solucao de (2.15).

Consideremos u = (p — 1) In (v + 1) e mostremos que u ¢ solucao fraca do problema

(2.14), ou seja, que u satisfaz
/ IVul"~? VuVp de — / f(z,u)pda —/ |Vul” pdz =0,
Q Q Q
para toda @ € W, 7 (Q).

Seja v = ¢*/@=1) — 1 € " (Q) solugdo fraca de (2.15), entfio para toda ¢ € Wy™” (),

temos que
/ Vo’ ? VoV dz — / h(xz,v)pdz = 0. (2.21)
Q Q
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Notemos que
ov  e“P1 gy

Ox; p—10x;

Donde

u/p—1

(&
Vo| = Vul.
Vol = S IVu

Logo, por (2.21) temos que

eu/p_l P 2 2 /p eu/p_]- pil
L) ensone [ (S22 st e
Q - Q

p—1
Isto é,
eu/pfl p—1 9 eu/pfl p—1
/Q(p—l) |VulP™ Vquodx—/Q(p_l) f(x,u) pdz = 0.
Assim,
_ e e
Considerando a fungao teste
- e
-y
Segue que
Y - Yy
= u .
N A T

Dai, por (2.22) temos que
/|Vu|p 2Vu( ( l)p 1Vu<,0) d:v—/f z,u)pdr =0.
Logo,
/Q\Vu|p_2 VuVedr — /Q |Vl VuVu#gpdx - /Qf(:(:,u)gbdm =0.

Assim,

/|Vu]p_2VuV<f0dx—/|Vu|pgbdx—/f(x,u)gbdx—0.
Q Q Q

Portanto, u é solucao fraca do problema (2.14) como querfamos demonstrar.
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Multiplicidade de Solucoes Positivas

para um Problema Quaselinear com
Sinal Indefinido

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas positivas

para a seguinte classe de problemas quaselineares:

{—Apu = A (z,u) em Q, (P)

u = 0 sobre 02,

onde A,u = div (|Vu|p - Vu) é o operador p-Laplaciano, A € um parametro positivo, {2 é
um dominio suave e limitado em RY, com N > 2,1 < p < N e a nao-linearidade f (z,t)
se comporta como |t[’~" préximo de zero e no infinito.

Os resultados apresentados ao longo deste capitulo sao baseados no artigo de Brock,
Iturriaga e Ubilla. Veja [12]. Para provar tais resultados, utilizaremos os métodos de sub
e supersolucao e o de minimizacao.

Nosso principal objetivo é especificar um intervalo para A € (0, +00) no qual exista
multiplicidade de solugées positivas para (Py). Para isso, assumiremos as seguintes

condigoes sobre a nao-linearidade f (z,t) :

(Hy) f: Q x [0,+00) — R ¢ uma fungdo mensurdvel e f (x,-) é uniformemente

continua q.t.p em 2 e para todo (z,t) €  x [0, 4+00) existe C' > 0 tal que
|f (2, ) < C(1+17),

comr € [0,p* — 1), onde p* denota o expoente critico de Sobolev, isto é, p* = Np/ (N — p) .

(H,) Existe uma fungdo continua nao-decrescente g : [0, +00) — [0, +00) satisfazendo
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g(0) = 0 e tal que a fungdo t — f(z,t) + g (t) é nao-decrescente uniformemente para
todo = € Q.

(Hj) li%%‘_ f (x,t) t7? = 0, uniformemente para todo z € .
t—

Hy) limsup f (z,t) t'~? < 0, uniformemente para todo = € Q.

t—o0

(

(Hs) Nesta hipdtese, temos duas situagoes:

(1) f(z,t) >0 para todo (z,t) € Q x (0,00), ou
(

i1) Existem 6; > 0 e uma bola B, (xo) C §2, g9 > 0, z¢ € €2, tais que
F (z,t) > 0 para todo (x,t) € B, (x0) X (0,04],

onde

F(x,t) = /Otf(x,s) ds,

e existe ¢ > p — 1 tal que a funcdo t — t~9f (x,t) é estritamente decrescente em (0, +00)

q.t.p em €.

Hg) Existem constantes Cy > 0 e §p > 0 tais que a funcao t +— f(x,t) + CotP~ L é
6 0= 0 q G ) 0

nao-decrescente para todo (x,t) € Q x (0, ] .

O préximo teorema contém o resultado principal desse capitulo.

Teorema 3.1 Assumindo que f (x,t) satisfaz as condi¢oes (Hy) — (Hg), existe uma cons-
tante positiva X tal que o problema (Py) tem pelo menos duas solugdes positivas para

A > X, pelo menos uma solu¢io positiva para X = \ e ndo possui solucdo positiva para
A<

Observagao 3.2 Como estamos interessados em encontrar solugées positivas para (Py),
por conveniéncia, estendemos a funcao f(x,t) para valores negativos de t, da sequinte

forma:
- ) fxt) se (3,1) € Q x [0, 4+00)
flat)= { 0 se (z,t) € Q x (—00,0)

e passamos a estudar o sequinte problema

~Aju = M(z,u) em Q N
u = 0 sobre 0f2

em vez do problema (P ).

Vejamos exemplos de funcoes que satisfazem as condigoes do Teorema 3.1.
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Exemplo 3.3 Uma tipica nao-linearidade satisfazendo as hipdteses (Hy)—(Hs) (i) e (He)
é
F ) = a () (1+49),

ondep—1<gq,a(x) e L*(Q), com inf a(x) >0 .
xeQ)

De fato, claramente temos que f (z,t) é uma fungdo mensurdvel e f (x,-) é uniforme-

mente continua q.t.p em €. Além disso,
|f (@) = [a (@) [In (1 + ¢9)] .

Donde,
|f (z,8)] < C(1L+127).

Logo, a hipétese (H) é satisfeita.
Quanto & hipétese (Hs), esta é de verificagdo imediata pois basta considerar g (t)
identicamente nula e assim teremos que a fungao ¢t — f (x,t) + g (t) é ndo-decrescente.

Agora, notemos que

li He'P = i In (1 +t9)t+?
Jim £ (z,) lim a(2)In(1+¢)
q
~ a(2) lim In (1 +¢7)

Como p — 1 < ¢, obtemos que

t—0t+
o que implica a hipdtese (Hs).
Por outro lado,
i I-p _ i q) 41-p
tE+moof(x,t)t = tEerooa(x)ln(l—O—t )t

= a(x) tginoo In (1 +¢9)¢'P

gt
= a(x) lim — —-
t—+oo p — 1tP=2 4 p — 1tatp

Como g+ p—2>q—1, temos que
lim f(z,t)t'" " =0,

t——+o0

o que garante a hipétese (Hy).
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Além disso, desde que f (z,t) > 0 para todo (z,t) € Q x (0,+00), temos que f (z,t)
satisfaz (Hs) (i) .
E por fim, como f (x,t) é ndo decrescente para todo (z,t) € ) x (0, +00), temos que

(Hg) ¢é satisfeita para quaisquer constantes Cy > 0 e 09 > 0.

Exemplo 3.4 Agora, a nao-linearidade
[z, t) =ay (2) 7 (1 —az (2)17),

comp—1<gq,r>0,a1(z),az(x) € L®(Q), com a1 (x) nao-negativa e inf ay (x) > 0,
€S
satisfaz as hipdteses (Hy) — (Hs) (i) e (Hg) .

Com efeito, claramente temos que f(x,t) ¢ mensurdvel e f(x,-) é uniformemente

continua q.t.p em €. Além disso,

[f (@, 0)] = ay (2) 17 (1 — ag (2)17)]
= lay () 1] [1 — ag (2) 7]

Donde temos que
|f (2, 8)] < lax (2)] 27 < Jlay [ o 87 < Cr (1 +127),

comC; >0eqé€ (p—1,p°—1). Assim, f (x,t) satisfaz a hipétese (Hy) .
Quanto a hipétese (Hs), basta considerar g (t) = ||a1|| t? + [|a1|| llaz|| o t*7", pois
claramente temos que ¢ : [0,+00) — [0,400) é continua, nao-decrescente e g (0) = 0.

Além disso, a fungao t — h (t) = f (x,t) + g (t) é¢ ndo-decrescente. De fato,

W) = ai(x) gt —ay(x)az (x) (g + )77 + o[ gt
+llarll llazll (g +r) 27

Como ||a;]| |Jas|l,, > a1 (z)az (x) q.t.p em Q, segue que,
W (1) = (a1 (2) + laallo) gt + (lanll llazlloe = a1 (2) a2 (2)) (g + ) £77771 > 0.

Isto garante a hipétese (Hy).

Por outro lado, desde que

aj (z) 7 — ay () ag () 7"

Ii Httr = 1
t—lg}r ! <x’ ) t—lg}" tp—1
.t (ay (o) tPT — ay (2) ag (x) t9TTPTL)
= lim
t—0+ tp—l
=0

39



Capitulo 3

aj (z)t? — aq () ag (z) L1

. 1-p _ .
tlg-noo f (I7 t) t a tlgi—noo tp—1
1
ot (a1 () e (x) az (x))
= lim
t——+o00 tp_l
. r— 1
= tl}ﬁnoo atr—pH <a1 (x) Pl (x) ay (x))
pr— —OO,

segue que as hipoteses (Hs) e (Hy) sao satisfeitas.

Sabemos apenas que inf ay () > 0. Logo nao podemos garantir que inf as (z) < 1, e
e eN

assim, nao podemos afirmar que f (z,t) > 0 para todo (z,t) € Q x (0, 4+00) . Mostremos,

entao, que f (z,t) satisfaz (Hs) (i7) .

Escolhendo zq € Q tal que as (z9) # 0 e considerando

_ Va+r+1/ax(zo) (g +1)

51 9 9

temos que F (xg,t) > 0, para todo t € (0,0;]. De fato, por defini¢ao temos que

t
F (z0,t) = / a (wg) 87 — ay (wg) as (wg) s ds.
0

Integrando, segue-se

Flent) = @000 01@0) (@0) 0
¢+1 qg+r+1
a1 ( (v0) @ (x0)as (xo)tr> |
¢+1 g+r+1

Como t € (0,6], temos que 0 < ¢" < 47, logo

F (J; t) > tq—i—l <al (3:0) . ay (./L'O) ag (‘CEO) q +r4+ 1 )
v q+1 g+r+1 as(zo)(g+1)2r

tﬁlch@d GN%))‘

g+1 (¢+1)2r

Assim,

tatl 1
F@mw>——ﬁ5ﬂﬁ(y——)>o.

- qg+1

Desde que F' (z,t) é continua q.t.p em €2, temos que existe eg > 0 tal que F' (z,t) > 0, para

todo = € B, (xo) . Portanto, temos que F' (x,t) > 0 para todo (z,t) € B, (x¢) x (0,04].
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Além disso, existe ¢ > p—1 tal que a fungao h (t) = t72f (x,t) é estritamente decrescente.

De fato, temos

hit) = t79(ar (2) 1! — ay () ag () 1977)

= a1 (x) —ay(x)ag (z)t".

Assim,
R (t) = —ay (v) ag (x) rt" ' < 0.

Portanto, f (z,t) satisfaz (Hs) (i7) .

Por fim, existem Cy > 0 e §p > 0 tais que a funcao h(t) = f (z,t) + CotP~! é nao-
decrescente para todo (x,t) € Q x (0,do] . Para isto, analisemos dois casos:
(i) Se dp € (0,1), basta considerar

Co = ||a1]|o (lazlly (¢ +7) — q) > 0.

Dai,
h(t) = a1 (2) 7 — a1 (2) az (2) 77 + [|ar | (lazll (g +7) — q) 77"

Logo,
W (t) = ay(2) gt = ar (@) az () (¢ + ) 7+ (p = 1) aa |l (lazll o (g +7) = q) 772
Ou seja,

B (t) = tP2(ay (x) @t P — ay (z) ag (z) (¢ + r) tT7—PTL)
+72((p = D [laall (a2l (g + 1) = 9))-

Desde que, para todo t € (0,1),

(p— 1) llarllo, (lazlly, (g +7) — q) > a1 () ag (x) (g + ) TP — ay (2) @t P,

segue que, h' (t) > 0.

(7i) Se o > 1, basta considerar
Co = (laall o 067) (laall (g +7) & — q) = 0.
Como

h(t) = ar (@)t — ay (2) az (2) 14 + ([laallg 5 77) (lazll (g + 1) 6 — ) 7.
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Temos que,

R (t) = tr72(ay (x) gt P —ay (2) ag (z) (q + 7) t4t7 7P+
+72 ((p— 1) (laa|l o 6277 (lazlly, (g +7) 65 — q)) .

Desde que, para todo t € (0, 0],
(0= 1) (laalle 857) (lasll (g + )5 — 0) > a1 (2) a9 —ay () a (1) (g + 1) #5572,

segue que ' (t) > 0.

Portanto, em qualquer dos casos, temos que a hipétese (Hg) é satisfeita.

Observacao 3.5 A nao-linearidade do Fxemplo 3.4 tem sido considerada por diver-
sos autores, uma vez que modela processos de reacao-difusdo e problemas logisticos em
dinamica populacional. Veja ([40],[45]). Quando a;y (x) = ag (z) = 1, um resultado de
multiplicidade foi obtido por Takeuchi em [46] sobre a restri¢ao p > 2. Depois, Dong e

Cheng, em [22], provaram o mesmo resultado para todo p > 1.

3.1 Formulacao Variacional

Inicialmente, estamos interessados em encontrar solugoes fracas para o problema (Py),

isto €, determinar funcgoes u € VVO1 P (Q) que para toda ¢ € WO1 P (Q) satisfazem a equagao:
/ |Vul|P > VuVpdz — )\/ f(z,u)pdz = 0.
Q Q

Consequentemente, solucdes fracas de (Py) sdo pontos criticos do funcional Iy : Wy (Q) —
R, definido por

1 -
[)\(v):;/ﬂ\vmp d:c—)\/QF(x,v) dz.

Para mais detalhes, veja o Apéndice A.
Para provarmos a existéncia de solucoes fracas para o problema (f’,\) utilizaremos o

método de sub e supersolucao.

3.2 O Método de Sub e Supersolucao

Definigao 3.6 Uma funcio u € Wy (Q) N L*® (Q) é dita uma subsolugio de (Py) se

/ IVu" > VuVedr < /\/f(x,g)@dx
Q Q
para toda ¢ € Wy (Q) com ¢ >0, eu = 0 sobre .
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Além disso, uma fungio @ € WyP () N L™ (Q) ¢é dita uma supersolugio de (Py) se
/ \Val’ > VaVe dz > )\/f(x,ﬂ) pdx
Q Q
para toda @ € Wy (Q) com ¢ >0, e =0 sobre .

Finalmente, uma func¢ao u € Wol’p (Q)NL>® () que é uma subsolugdo e uma supersolugao,

¢ chamada uma solugdo fraca de (Py ).
O lema que enunciaremos abaixo sera utilizado para provarmos a préxima proposicao.

Lema 3.7 Para cada fun¢do ndo negativa h € LP (Q), o problema

(3.1)
u = 0 sobre 052,

{—Apu = M (xz) em Q,

possui uma unica solug¢ao nao-negativa para todo A > 0. Além disso, o operador associado

Ty: LV (Q) — WP (Q)

h — U
é continuo e nao-decrescente.

Demonstracgio: Consideremos o funcional J : W7 (Q) — R associado ao Problema
(3.1), definido por

J(u):%/Q|Vu|pdx—)\/9h(9:)udx.

Encontrar as solugoes fracas de (3.1) é determinar os pontos criticos do funcional J, pois

para toda ¢ € VVO1 P (Q), a derivada de Gateaux é dada por

J'(u)cp:/|Vu|p2VuV<pda:—)\/h($)gpda:.
0 Q

Inicialmente, mostraremos que J satisfaz as hipéteses do Lema 1.3. Ja sabemos que
Wy (Q) é reflexivo. E, claramente temos que .J estd bem definido, uma vez que a primeira
parcela do funcional se trata da norma em VVO1 P (Q), e para a segunda parcela, temos que

h € L (Q), logo pela Desigualdade de Holder, temos que
A [ @) ul do < Afal ful, < oo,

Portanto, |J (u)| < co.
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Vejamos que J é coercivo. De fato, pela Desigualdade de Holder, temos

1 1
Ju:—/Vupd:v—)\/hxude—up—)\h,u.
(u) ; Q\ | i (2) pH | 1Al [lull,

Pela Desigualdade de Poincaré, obtemos que
1 p
J(u) > , [ull” = ACy Al [[Vull, -

Logo,
1
J(u) = , [ull” = C'flull.

Assim, desde que p > 1, obtemos que J (u) — 400 quando [|u|| — +o0.

Agora, vejamos que J é sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente.

E conhecido que a norma ¢é fracamente semicontinua inferiormente, ou seja, dada u, — u
em Wy™" (Q), entdo

|lul| < lminf ||u,] .
n—oo

Assim,
1
— JJul] < liminf = ||u,||.
p n—oo P
Como
lu]|” < (iminf [Ju,||)P < liminf ||u,||”,
n—oo n—oo
temos que
1 1
Ll < Timinf = P,
n—oo p
ou seja,

1 1
—/ |VulP de < liminf—/ |Vuy,|” dz.
P Ja n—eo PJa

Agora mostraremos que dada u, — u em W, (Q), entdo
/hunda: — / hudz.
Q Q
Para tanto, basta provarmos que

— 0.

/Q(hun — hu) dzx

Temos que

/Qh(un—u) dz §/ﬂ|h(un—u)|dx.
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Usando a Desigualdade de Holder, obtemos

/Q 1 (t — )]z < ], e — ],

Assim,

< (1Al flem — wll (3-2)

P

/Qh(un—u)dx

Como u, — u em Wy?(Q), 1 < p < N e Q & limitado, pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov, temos que a imersao W," (Q) < L9 (Q) é compacta para todo ¢ € [1,p*).
Como p < p*, em particular W, ? (Q) < L? (Q) compactamente. Dai, a menos de subse-
quéncia

up, — uem LP(Q). (3.3)

Consequentemente, usando (3.2) e (3.3) obtemos

/Qh(un—u) dz

Donde concluimos que J (u) < liminf J (u,) sempre que u, — u. Isto é, J é fracamente

n—oo

— 0.

semicontinuo inferiormente.

L oqe . . . . 1 ,
Portanto, pelo Lema 1.3, J é limitado inferiormente e existe ug € Wy (2) que é um
minimizador de J.

Além disso, temos que J é Gateaux diferencidvel e sua derivada de Géateaux é dada por

J’(u)gpz/lvmp2Vchpdx—)\/h(x)<pdx.
Q Q

Para ver isto, confira o Apéndice B, Lema B.3.
Assim, novamente pelo Lema 1.3, ug é ponto critico de J, logo, solu¢ao do Problema (3.1).
Afirmamos que toda u € W, " () solucio do problema (3.1) é nao-negativa.

De fato, sabemos que para toda ¢ € VVO1 P(Q),
/ IVu|P > VuVedr = A/ h(z)@dz.
Q Q
Considerando ¢ = u~ € VVO1 P (Q) como uma funcao teste, teremos que

/ IVul" > VuVpdr = / \Vul" > VuVu~ dz
Q
= /{‘ Vul""* VuVu~ dz
>0

+ — |Vu P Vu Vu~ da.

[u<0]

45



Capitulo 3 3.2. O Método de Sub e Supersolugao

Desde que Vu~ =0 em [u > 0], temos que

/ IVulP 7 VuVu~ dz = / — |[Vu™ | da.
Q [u<0]

Além disso,

)\/Qh($)u_dx:)\(/[@0]h(x)u_dzv—l—/[lLSO]h(x)u_dx).

Como u~ =0 em [u > 0], temos que

)\/h(x)udx:)\/ h(x)u™ dz.
Q [u<0]

Portanto,
—/ }Vu’!pdx = )\/ h(x)u” dz.
Q )
Donde concluimos que v~ = 0 q.t.p em €2, pois h é nao negativa e A > 0.
Como u =u" —u~ eu” =0, segue que u = v+, donde u > 0.

Além disso, afirmamos que esta solucao u € tinica. De fato, suponhamos que existam duas

solucoes uy, uy para (3.1), com uy, uy > 0 em Q. Dai, para toda ¢ € W, 7 (), temos que

/|Vul|p_2 VuVodr = )\/h(x)godx. (3.4)
Q Q

/ \Vuy P> ViV dz = )\/ h(z)pdz. (3.5)
0 Q
Subtraindo (3.5) de (3.4) temos que para toda ¢ € W, 7 ()
/ |Vul|p*2 Vu Veodxr — / |Vuz|p*2 Vus Vi dr = 0.
Q 0

Assim,
/ [\Vul\p_Q Vuy — |Vl Vuy| Ve da = 0.
Q

Tomemos ¢ = (u; — uy) € Wy (Q) como uma funcio teste. Dat,
/ [|Vu1|p_2 Vuy, — | V|’ Vs (V (u1 — us)) dz = 0.
Q
Considerando

A= / [|VU1|p72 Vu, — |VU2|p72 Vuz} (Vu; — Vuy) dz.
Q
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E usando o Lema 1.5, para p > 2, temos que
cp/ |Vu; — Vs dz < A =0.
Q
Ou seja,
||U1 — UQHp =0.

Logo, u; = us q.t.p em Q.
Para 1 < p < 2, temos que

2
Cp/ |V(U1 U2>|2_p dz < A=0.
o (V| +[Vuzl)

Como,
Hul_U2l|2 <. / |V(u1_u2)‘2 o
(Jo (IVerl + [Veual)” dx)(z_p)/p = o (V| + [Vu)?? 7
obtemos 2
Hul - UQH _
(fQ (|VU1| + ]Vu2|)p dx)@—p)/p
Daf,

||U1 — U2||2 =0.

Logo, u; = us q.t.p em €.

Portanto, em qualquer dos casos u; = up q.t.p em €2, e assim, (3.1) possui uma tnica
solugdo u nao-negativa e desde que h () nao é identicamente nula temos que u nao é a
solugao trivial.

Usando a unicidade da solucao, temos que o operador T estd bem definido. Além disso,
o operador T é nao-decrescente, pois se hy < hg, temos que T (h1) = uy e Ty (ha) = us.

Como uyq, up sao solugdes de (3.1), temos pelo Lema 1.29 que
uy < ug,

ou seja,

Ty (hy) < Ty (ho).

Finalmente, temos que T é continuo, ou seja, se ||y — hal|,, < 2. entdo

T (1) = T (ho)|| < & = 6V,
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De fato, como uy, uy séo solucdes de (3.1), temos que, para toda o € W, 7 (Q),

/Q|Vu1|p_2Vu1Vgpdx = /th (z) pda. (3.6)

/ V[P VuyVpdr = / hy (z) @ dx. (3.7)
Q 0
Subtraindo (3.7) de (3.6), temos que, para toda ¢ € W7 (Q),

/ (’VU1|p72 vul N ‘VUQ‘IF2 VUQ) V(p dr = )\/ (hl — hg) ng.CIf
Q Q

Tomando ¢ = (u; — ug) como uma fungao teste, temos que

/ (‘VU1|p_2 VUI - |VU2|p_2 VUQ) \Y% (Ul - Ug) dz = /\/ (hl - hg) (Ul — UQ) dz.
Q Q

Dati, pelo Lema 1.5, se p > 2,
cp/Q |V (u1 — ug)” da < )\/Q (h1 — he) (u; — ug) du.
Pela Desigualdade de Holder,
cp [lur = uz||” < XAy = hall,, fur — uzl],,

ou seja,

A
Jur — ua||” < o [h1 = hally lur — usl, -
P

Pela Desigualdade de Poincaré,
Jur = ual|” < C'l|hy — hall,, [Jur — uall,
isto é,
lur = us|[P™H < C 1y = hall,, -
Extraindo a raiz (p — 1)—ésima, temos

1/(p—1) 1/(p=1)

|ur —ug|| < C |h1 = holl,, -

Consequentemente,
I (A1) = T (ha)|| < 6V/07D = e,
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Sel<p<2,

oo [ VO v s — il o~ (35)
o (V| + [ Vol 7 p

Note que

V (ug — ug)? _
Ji s = e (Pl )
1 2

2

Vi —w)f o2

= o\ (W e Vel Vel
1 2

Pela Desigualdade de Holder,

» IV (ug — us)|? i » e
lug — uol|” < dz (IVu| + [Vug|) dz.
(2-p)
o \ (|Vu| + [Vug|)¥ ™" Q0

2
Extraindo a raiz (—) —ésima, temos
p

(2-p)/p

v 2
lus — ua||* < Vi —w)l_y, (IVur| + [Vuzl|)? dz.
E=0)
o (|Vu| + [Vug]) " Q0

ur — usl|? < / IV (w1 — us)|?
a(

22—y — _
(N[ + Nual )™ Vs | + Vg ) * 7

Assim,

Por (3.8), temos que

[ — s
Qall+ a7 = % 1 = el B =l
1 2

Assim
’ s — us]

2=
(NJuall + [Juz])™

< C|h — hQHP,.

Como [|hy — hal|,, < 2, obtemos que [lu; — us| < & =e.

Logo, em qualquer dos casos, temos que o operador 7 é continuo. ]
A seguir, definiremos solu¢gdo minimal e maximal do problema em questao.

Defini¢ao 3.8 Dizemos que uy ( respectivamente vy) é uma solugdo minimal (maximal)
para (Py) no intervalo [u, 7] se para toda solugio w de (Py) em [u,T] temos que uy < w

(w < vy).
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Agora, estamos prontos para provar a proposicao que, a partir da existéncia de uma
sub e uma supersolucao, garante a existéncia de uma solu¢ao minimal e uma maximal

para o problema (P).
Proposicao 3.9 Assumindo as hipdteses (Hy) e (Hs), consideremos o problema a sequir

{ —Apju = A (x,u(z)) =M (xz) em Q, (3.9)

u = 0 sobre 0f).

Sejam u,u € Wol’p (Q) N L (Q) respectivamente, uma subsolugcdo e uma supersolugdo do
Problema (Py), com u(z) < u(z) q.t.p em Q. Entdo existe uma solugdo fraca minimal

Uy, respectivamente, uma solu¢ao fraca maximal u* para o Problema (Py) no intervalo

0] = {u € I () u(z) < u(z) < T(x) gLpem Q).
Em particular, toda solugio fraca u € [u, ] de (Py) também satisfaz
Uy () <wu(x) <u*(x) ¢t.pem.

Demonstragao: Consideremos o seguinte operador

S: [ua — LF(Q)
v — S)=f(z,v)+g ().

Como g é continua e [||ul| ,||||,] ¢ compacto, existe C; > 0, tal que g (v) < C;. Assim
dada v € L> (Q), vejamos que S estd bem definido, isto ¢, f (x,v) + g (v) € L” (Q).
De fato,

||S(U)H§:=/Q|S(v)|”' dx=/9|f(flf,v)+g(v)|p' d.

Por (H,), f & mensurdvel e
(@) +g @) <[00+ + Gl
Dai, como v € [u, u] temos que
/Q If (z,0) + g (0)]7 dz < /Q IC(1+0")+ " dz < CQ).
Portanto, S (v) € L? ().

Além disso, vejamos que S é continuo. Sejam u,,u € [u, 7] com u, — u em W, ().
Temos S (un) = f (z,un) + g (un) € S (u) = f (z,u) + g (u).
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Dai,
IS (un) = S @[5 = I1f (2, u0) + g (wa) — (f (2, 1) + g ()]

- /Ifxun @) + g () — g @) de
< 2 1/!f z,u,) = f(z,u)]” dz

/ 19 () — g (W) da).

Como u,, — u em W, (Q), temos que u,, — u em L” ().

Assim, a menos de subsequéncia,
Up, — u q.t.p em €.
Usando que g é continua, segue que

g (un) — g (u) q.t.p em .

Consequentemente,

!

lg (un) — g (uw)[’ — 0 q.t.p em Q.

Além disso, como € é limitado e u,,u € [u, U], temos que
|9 (un) — g(u)]” < C e L' (Q).
Analogamente, por (H;) temos que f (z,.) é uniformemente continua q.t.p em €2, dai,

If (z,u) — f (z,u)]” — 0 q.t.p em €.

f (z,un) — f(z,uw)f <CeL*(9Q).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/Q 19 () — g ()] dz — 0

g f (2 un) — f (2, uw)" dz — 0.

Logo S (u,) — S (u) em L (Q).

Além disso, por (Hz), temos que S é nao-decrescente. Assim, pelo Lema 3.7, podemos

51



Capitulo 3 3.2. O Método de Sub e Supersolugao

associar ao problema (3.9) o seguinte operador continuo e nao-decrescente

Th: L7 (Q) — WP (Q)

f = Ta(f) = wy,

com f (z,u) = f (z,u) + ¢ (u) e wy a tnica solucdo fraca nao-negativa do problema (3.9).

Assim, podemos definir F :=T) o S tal que

F:olwu — WyT(Q)
v = Fu)=(ThoS)(v) =w,

onde w é a unica solucao fraca nao-negativa do problema

—Aw+Ag(v) = A f(z,v)+g()) em

w = 0 sobre 0. (@)

Claramente, temos que F é um operador continuo, pois ¢ a composta de operadores
continuos e, além disso, também é um operador nao-decrescente pois é a composta de
operadores nao-decrescentes.

Escrevendo u; = F (u) e u! = F (1), e utilizando a formulagao fraca do problema (Q,),

temos que, para toda ¢ € Wol’p (Q),

/Q (Va2 Vur Vi + Ag (u) ) de = A / (f (.0) + g (w)pde.

Q

Assim,

/|Vu1]p_2 Vu1Vgod:c:/\/ f(z,u)pdz.
Q Q

Como u é uma subsolugao, segue que para toda ¢ > 0,
/ |V, P> Vuy Vp dz > / IVul" > VuVp dz. (3.10)
Q Q
Analogamente, temos que
/ }Vullp_2 Vu'Vodr = )\/ f(z,u)pdu.
Q Q
Desde que uw é uma supersolugao, segue que, para toda ¢ > 0,

/ Va7 Vul Vg dr < / \Va|"~? ViV dz. (3.11)
Q Q

1 ~ ~ ~ .
Levando em conta que up,u' € Wy (Q) sdo fungoes nao-negativas, como temos as de-
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sigualdades (3.10) e (3.11), aplicando o Teorema 1.29 concluimos que u; > u e u* < u em
Q.

Desde que F é nao-decrescente, dada u € [u,u], temos que
u<F(u) <F(u) <F(u) <uq.t.pem Q.

o : . 1
Usando o mesmo raciocinio, definimos as sequéncias (u™) e (u,) em Wy (2) por

SIS

(Un-1) Upy1 = F (un),

Uu Up—
(un—1> un+1 — f‘(un) ,

0 Unp, F
wW=u u'=F

tais que para toda solucao fraca u € [u,u] do Problema (@) satisfazem:
o <up < .o <u, <u<u"<..<u'<u®em Q.

Note que (u,) ¢ limitada em W, (). Pois, como F (t,) = Un41, temos que

/S‘l ‘vun+1|p_2 vun+1V§0 + )‘g (uﬂ) (pdl‘ = )\/S; [f ($7 uﬂ) + g (un)] @dx

Tomando ¢ = u,,; como uma funcgao teste, obtemos que

/ Vitnsa]” dr = A / F (2, 0n) s
Q Q

Assim,

[P < )\/ C (1 + [a)adz < C () < oo,
Q
Analogamente, como F (u") = u™*! e fazendo ¢ = u™™!, obtemos que (u") ¢ limitada em
Wy® (). Desde que (u,) e (u") sdo limitadas em W,” (), que é um espaco reflexivo,
existem subsequéncias que convergem fracamente em VVO1 P(Q). Ou seja,
Uy — Uy € u™ — u® em W7 ().

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,

Up — Us € u" — u® em L"(Q) para 1l <r < p".

Entao pelo Teorema 1.11,

Up — Ue € u" — u® q.t.p em 2.
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Além disso, por construgao, temos que ue, u® € [u, 7] e us < u® q.t.p em 2.
Como p’ < p*, temos que u, — u, € u" — u® em L” (Q), sendo S continuo em L* (),
segue que

S (un) — S (us) €S (u") — S (u*) em LP (Q).

Usando a continuidade de T},
T2 (S (un)) — Ta (S (ua)) e Ta (S (u")) — T (S (u7)) em Wy™ ().

Ou seja,
F(up) — F (us) € F(u") — F (u®) em Wol’p ().

Escrevendo u, = F (ue) € u* = F (u®), obtemos que
1
Uyt — Uy € u" T — u* em W, 7 (Q),

Donde,

+1

Upy1 — Uyx € " — u* q.t.p em Q.

Assim, u,,u* € [u, 7] sdo solugdes de (@) (também sio solucdes de (Py)) tais que u <
Uy < u* <7wem .

Vejamos agora que u, € solucao minimal e u* é solugao maximal para o Problema (]5)\)
no intervalo [u, ] .
De fato, seja w uma solucéo arbitraria de (Py) no intervalo [u, @] . Por construcio, temos
que

U< u <w <u®<uem

Desde que F é nao-decrescente, segue que
Flw) < Flu) < F(w) < F(ut) < F (@) em Q.

Assim, temos que
u<u, <F(w) <u* <uem . (3.12)

Notemos que F (w) = w. De fato, seja F (w) = @ solugao de (@,). Entdo, temos que
para toda ¢ € W, 7 (Q),

[Vl ave + g @)e)ds = [ (F (z,0) + g (@) da,
Q Q
isto é,
/ Vo |’ ? ViV dz = /\/ f(x,w)pda. (3.13)
Q Q
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Como w é uma solugao de (lf’,\), em particular, temos que w é uma supersolugao, logo,
para toda ¢ € W, 7 (Q),

/ |Vw|P > VwVepdr > )\/ f(z,w)pdz. (3.14)
Q Q
Entao, de (3.13) e (3.14) segue que
/ V| > ViV da < / IVw| > VuVedz.
0 0

Portanto, pelo Teorema 1.29, obtemos que w < w q.t.p em ).

Além disso, temos que w é uma subsolugao, logo para toda ¢ € VVO1 P (Q)
/Q IVwP> VuVepdzr < )\/Qf(a:,w)gp dz. (3.15)
Entao, de (3.13) e (3.15), segue que
/Q VP> ViV dz > /Q IVw|’*> VwVpde.

Portanto, novamente pelo Teorema 1.29, obtemos que w > w q.t.p em §2. Assim, podemos
concluir que @ = w q.t.p em 2. Portanto, F (w) = w, como querfamos.

Logo, dada qualquer solugdo arbitrdria w de (P,) em [u, @], temos em (3.12) que
u<u, <w<u <uem .

Donde concluimos que u, é solu¢io minimal de (Py) no intervalo [u,u] e u* é solucao
maximal de (Py) em [u, ] .
E em particular, toda solucdo fraca u € [u, 7] de (Q,) também ¢é solucao de (Py) e satisfaz

Uy () <wu(x) <u*(x) g.t.p em Q.

Observacgao 3.10 1. E vdlido ressaltar que pode ocorrer eventualmente que u, = u*.

2. A existéncia de solugao neste Teorema, bem como a minimalidade e a mazimalidade
desta, devem ser entendidas com relag¢do ao intervalo [u, ], uma vez que podem existir
solugoes do problema fora desse intervalo, ou pode acontecer que o problema nao possua
solucao minimal e maximal.

3. A condi¢cio u < u q.t.p em 2 nao é automaticamente satisfeita para quaisquer sub e

supersolu¢do. Por exemplo, veja [43], p. 3.

95



Capitulo 3 3.3. Resultados de FExisténcia e Multiplicidade

3.3 Resultados de Existéncia e Multiplicidade

Nesta secao apresentaremos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes po-
sitivas para o problema (P,). Inicialmente, vejamos que toda solucao nao-trivial de (Py)
¢é positiva.

Proposicao 3.11 Toda solugio ndo-trivial de (Py) é positiva.

Demonstracgio: Seja u € W,y” (Q) uma solucio fraca de (P,), entdo para toda ¢ €
Wy (Q), temos que

/ \Vul" > VuVpdr = /\/ f(z,u) pda.
0 Q

Consideremos a funcio teste ¢ = u~ = max {0, —u} € W, (Q) . Entao,
/ IVul" > VuVepdr = IVul""? VuVu~ dz
Q
= /‘Z Vul"~* VuVu~ dz
[u>0]
+ — |[Vu P Vu V- da.
[u<0)

Desde que Vu~ = 0 em [u > 0], segue que
/ \Vul|P > VuVu~ dz = / —|[Vu|" da. (3.16)
Q [u<0]

Por outro lado,

A/Qf(x,u)ud:c:)\/[uzo]f(x,u)u dx+)\/ f(x,u)u”dz =0. (3.17)

[u<0]

De (3.16) e (3.17) temos que

—/ }Vu‘!p dxr =0,
[u<0]

ou seja,

HU_HIV)V(}W([QLSO]) =0.

Donde temos que

u~ =0 q.t.p em €.

Comou=u"—u"eu =0qtpemQ, u=u", ouseja, u>0.
Assim, u é uma solucao do problema (f’,\) se, e somente se, u ¢ também solucao do

problema (Py), pois f (x,u) = f (x,u) quando u > 0.
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Desde que |f (z,t)] < C(1+1¢") com r € [0,p* —1), pelo Teorema 1.24, temos que
u € L (). Assim desde que Ayu < C)\ (14 u"), segue que Ayu € L™ () e pelo Lema
1.25 temos que u € C** (Q).

Além disso, como  é limitado, temos que L™ (Q) C L*(Q) e, daf, A,u € L7, (). Desde

loc

que
|f (z,8) < Cs",

segue que
—CsP 1 < f(x,5) < OsPh

Multiplicando a desigualdade acima por A > 0, obtemos que
—C\s"™H <A f(x,8),

ou seja,
—Af(z,8) < CysP 1.

Assim, considerando 3 (s) = CysP™!, temos que Ayu < §(u), com 3 (u) continua, nao-

decrescente, [ (0) = 0, satisfazendo (3 (s) > 0 para todo s > 0 e

1 1
_ 1
/ (C’Aspfls) VP oy = Cy lim —ds=C) lim (Inl —1In¢) = o0,
0

e—=0t J. S e—0t

isto é, como u nao é identicamente nula em €2, temos que todas as hipéteses do Teorema

1.30 sao satisfeitas; portanto u > 0 q.t.p em 2. [ ]

A proposicao a seguir garantird a existéncia de um nimero Ay > 0 a partir do qual

apresentaremos um resultado de nao existéncia de solucao.

Proposicao 3.12 Assumindo as hipdteses (Hy), (Hs) e (Hy) seque que para todo (x,t) €

Q x [0,+00), existe um niimero Ao > 0 tal que
A () > )\of(ﬂ%t) 3
onde \; é o primeiro autovalor do problema (1.2).

Demonstragao: De fato, por (H3) temos que 1im+f(x,t) ti=P = (, isto é, para cada
t—0

e > 0 existe 0 > 0 tal que para todo x € Q et € [0,6],

‘f(af,t)‘ <etr . (3.18)
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Por (Hy) temos que limsup f (z,t) t177 < 0, isto ¢, dado C; > 0 existe ty € [0, +00) tal
t—o0

que para todo x € Q et > tg,
‘f(:r,t)) < Gyt (3.19)

e por (H;), para todo = € Q e t € [d, 1], temos que
‘f(x,t)‘ <C1+1t]) =M. (3.20)

Pt
Como § < t para todo t € [0, t], entdo 6*~! < P~ pois p—1 > 0, entdo 1 < T donde
p—1
concluimos que M < M =t Assim, em (3.20), temos que

M
1 = Cs 4t (3.21)

‘f(%t)‘ < 5P 1

De (3.18), (3.19) e (3.21), considerando C' = max {C1,¢,Cs4,}, teremos que para todo
t € [0,+00)
‘f(m,t)) < oL

Como A (2) > 0, temos que
(@) f (@) < M (@) O

Assim,
A ()

C

fz,t) < A\ (Q) 2,

A _
Considerando \g = El, teremos que existe A\g > 0 tal que para todo (z,t) € 2 x [0, 4+00),

Mof (z,t) < A (Q)tP7h (3.22)

[ ]
Apresentaremos, agora, um resultado de nao-existéncia de solucao positiva para o

problema (Py).

Lema 3.13 Assumindo as hipdteses (Hy), (Hsz) e (Hy), o Problema <15,\> nao tem solucao
positiva para A\ < Ny, onde \g satisfaz para todo (z,t) € Q x [0, +00)

A ()P > Nof (a,1). (3.23)
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Demonstragao:  Suponhamos que (]5,\) admita uma solucao fraca positiva u, para

algum A < )\g. Como u) é uma solugao, temos que, para toda ¢ € I/VO1 P(Q),

/ IVuy "> Vup Vi da = )\/ f(z,uy) pdz.
Q Q

Tomando ¢ = uy como uma fungao teste, obtemos

/ |Vuy P dz = )\/ f(z,u)) uy de.

Q Q
Por (3.23), sabemos que

AL () (un)"  un > Ao f () un.
Integrando em (2, obtemos

Al(Q)/g)ui dx > Ao /Q f (2, uy) uy de. (3.24)
Como A < )\, segue que
/Q|Vu,\|p dr = )\/Qf(x,u,\)u,\ dr < )\O/Qf(x,u,\)u,\ dz.

Por (3.24), temos que
/ [Vuy|P de < M\ (Q)/u’/{ dz,
Q Q

ou seja,
/ |Vuy|” dz
AM(Q) >

)
p
/u/\dm
Q

A (Q):inf{/ ]Vw|pda::w€W01’p(Q),/|w|p dle}.
Q Q

o que é uma contradi¢ao, pois

Portanto, o Problema (]5,\> nao possui solucao positiva quando A < Aq. [ ]

Lema 3.14 Assumindo as hipdteses (Hy)-(Hs) , suponha que para algum X' > 0, o pro-
blema (15,\/ ) admite uma solucio positiva uy. Entdao para todo X\ > X', o problema (]5)\ )

tem pelo menos uma solucdao positiva.

A ideia é encontrar uma subsolugao e uma supersolucao. Assim, usaremos a Proposicao

3.9 para garantir a existéncia de uma solugao fraca minimal e uma maximal para (P,).
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Em particular, toda solucio fraca de (P)) estard entre a minimal e a maximal.

Demonstragao: Inicialmente encontraremos uma subsolucao u. Para isso, analisemos
dois casos:

Caso 1) Assuma que f satisfaca (Hj) (i), ou seja, f(ac,t) > 0 para todo (x,t) € Q x
(0,400).

Como por hipétese uy é uma solucio positiva de Py, entéo temos que uy satisfaz Py no
sentido fraco e uy, = 0 sobre 0f).

Assim, para toda ¢ € W, 7 (Q), ¢ > 0,

/ IVuy |’ Vuy Vo dr = X / (@, uy) pda.
o Q
Como X\ > X, segue que

/ \Vu,\/\%2 VuyVedr < )\/ f(z,uy) pde.
Q Q

Assim, u := uy é uma subsolucdo de (Py).

Caso 2) Agora, assumiremos que f satisfaz (Hs), (i7), isto é, existe 67 > 0 e uma
bola B (xg,e0) C Q ,e0 > 0,29 € 2 tal que F (z,t) > 0 na B (gg,z0) X (0,0;], onde
F(z,t)= /tf (x,s)ds e existe ¢ > p — 1 tal que a fungao ¢t — t79f (z,t) é estritamente
decrescente Oem (0, +00) q.t.p em €.

Afirmamos que existe o € (0,1) tal que \' = AP+,

De fato, considere
v:0,1] — R

t — tq—p+1)\

Notemos que ¥ é continua, pois ¢ —p + 1 > 0. Além disso, ¥ (0) =0 e ¥ (1) = A; daf

U0)<XN<U(1)=A\

Entao, pelo Teorema do valor intermedidrio, existe o € (0,1) tal que ¥ (o) = X =
Logo,
, Cpt1 Ao?
N =N\g? Pt =
op~1
Isto é,
NP~ = \ot. (3.25)

Assim, provamos a afirmacao.
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Como uys é solugao positiva de P,\:, temos novamente que
/ Vauy [P~ Vuy Vo dz = )\’/ f(z,uy) pde.
Q Q
Multiplicando a equacdo acima por o”~!, obtemos
ap_l/ Vauy [P? Vuy Vi de = NoP™! / f(z,uy) pdz.
Q Q

Logo,
/ \Vouy "> Vouy Ve dr = )\/Uplff(ﬂ%uA’)(Pdiﬂ-
0 Q

Por (3.25), segue que
/ IVouy P> Vouy Ve dr = )\aq/ f(z,uy) pde. (3.26)
Q Q
Como ouy () < uy (x) em Q, pela hipétese (Hs) (i7) , temos que

(oux (2)) 7" f (@, 0uy) > (uy (2)) ™ f (2, ux),

isto é,

M]F(w,au,\') > f(x7u>\')'

(ux ()
Logo,

/Q (%) _qJF(%UUA’) dz > /Qf(ﬂc,ux) dz.

Dai, em (3.26), para toda ¢ € Wy (Q), ¢ > 0 e ouy = 0 sobre 99, obtemos que

—q
/\VUUAIIP_QVauA/Vgodx < )\aq/ (M) f(x,ouy) dz
0

uy ()
Ao?

Q
— Qf(x,au,\/) dz
= )\/f(x,aux)godx.
Q

Portanto,

/ (Vouy "> Vouy Ve dr < )\/ f(z, ouy) @d.
Q Q

Assim, u := ouy é uma subsolugao de (Py).
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Agora encontraremos uma supersolugao como se segue. Seja e uma solugao positiva do
seguinte problema

(4)

—Aye = 1 em(,
e = 0 sobre 0f).

Sabemos que essa solugao e existe pelo Lema 3.7 (uma vez que 1 € Lp/pois Q) é limitado
e 1 é ndo-negativa) e, além disso, e € C* (Q) para algum 6 € (0,1). Logo, e € C* (Q)
e como e € W7 (Q), temos que e € Wy ” (Q) N C* (Q). Como e,u > 0 e u é continua,
entdo, no compacto 2, temos que u atinge o méximo; daf, para k > 0 suficientemente
grande, temos que ke () > u (x) em (2.

Consideremos

eo :=supie(z):x € Q}.

Afirmamos que \f (z, kt) < kP! para todo (z,t) € Q x [0, ] .
De fato, analisaremos trés casos:

Caso 1) Para t = 0 o resultado é imediato.

Caso 2) Para 0 <t < §. Por (3.22) temos que

Nof (z, kt) < Ay (Q) (kt)P.

Logo,
< A1 (Q) kp=tepd
o k) < M
0

Multiplicando por A a desigualdade acima, e desde que t € (0, d], obtemos que

A (z,kt) < A@ki’*&p—l.
0

Q
Tomemos ¢ de forma que A%é” 1 < 1. Daf
0

M (x, kt) < kP~

Caso 3) Para § <t < eq.
Por (H,), temos que

Flakt) _,

lim sup W ~

k—o0

isto ¢, dado € > 0, existe k. > 0 tal que para todo k > k.,

f(z, kt)

EEEI
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Ou seja,
f oz, kt) < ekP~ 1Pt

Desde que t < eg, temos que
[z, kt) < ekP~teb™'

Multiplicando a desigualdade acima por A, obtemos
A (z, kt) < kPt heed ™"
Tomemos ¢ de forma que Aeef " < 1. Daf
M (z,kt) < kP~

Assim, combinando os casos acima, segue que Af (z,kt) < kP~! para todo (z,t) € Q x
[0, ep] , como afirmamos.

Agora, notemos que
_Ap (ke) = kp*17

pois

e)l” e r = kP~ el” “Ve x.
/|V(k P2V (ke) Vd kp1/|v P2 VeVed
Q Q

E pelo problema (A), obtemos que
/ IV (ke)|P >V (ke) Vo de = kP! / pdx,
) Q

isto 6, —A,, (ke) = kP~! como querfamos. Além disso, temos que k*~' > \f (z, ke (z)) em
Q pois 0 < e(x) <eg(x).
Logo, considerando u := ke, para toda ¢ € Wol’p (Q), ¢ > 0 com u = 0 sobre 0f2, temos

que
/|Vu|p_2 VaVedr > /\/ f(z,7) pdz.
Q Q

Portanto, @ ¢ uma supersolucio de (Py).

Assim, pela Proposigao 3.9, existe uma solugao fraca minimal «* e maximal u* de (f’,\) no
intervalo [u,u] = {u € L*;u(z) <wu(x) <u(x) q.t.p em Q}. Uma vez que pode ocorrer
que a solucao minimal coincida com a solugao maximal, podemos garantir apenas que
existe pelo menos uma solucao positiva v de (}3,\) satisfazendo u < u < . Isto é, para

todo A > )\, o problema (PA) tem pelo menos uma solucao positiva. [ ]
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No que segue, iremos trabalhar com o seguinte funcional energia associado ao problema
(]5>\>, I : Wy* (Q) — R, definido por

1 .
I\ (v) = —/ |Vol? d:v—/\/ F (z,v) dz,
DJa Q
~ t ~
onde F' (z,t) := / f (z,s)ds, para todo (z,t) € Q x R.
0

Temos que Iy estd bem definido e I, € C* (Wol’p (Q) ,R) , veja Apéndice A.1, com

derivada de Fréchet dada por

I (v) o = /Q IVolP~? |Vo| Ve dz — )\/Qf (z,v) pdu.
Lema 3.15 Consideremos as hipdteses (Hy), (H3) ,(Hy) e (Hs) e seja
A := inf {)\ . P\ tem uma solucdo positz’va} .
Entio 0 < A < 00 e (15,\) tem uma solugdo positiva para todo X > \ e ndo tem solucdo

positiva para 0 < A < .

Demonstragao: Notemos, primeiramente, que I é coercivo, ou seja, I (u) — +o0
quando ||u|| — 4o0.

De fato, temos que

1 p_ . u) dz
B (@) =l A/QF« ) dz. (3.27)

Notemos que, pela definicao de F (x, 1),

/Otf@:,s)ds s/ot

< C (14 s") parar € [0,p* — 1), segue que

’F(m,t)‘ = f(;v,s)‘ ds.

E como )f (z,s)

‘F(m,t)‘ < /0t0(1+8r) ds.

Calculando a integral, obtemos que para 1 < r + 1 < p*,

C’t‘r—i-l
r+1 -

‘F(m,t)) <Ot + (3.28)

Além disso, notemos que de (Hy) e (Hy) para todo (z,t) €  x [0,400), temos que
. 1 .
A (x,t) < Cy\+ 5 AL (Q) P
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De fato, por (H;), temos que, para todo t € [0, o],

flx,t) <CL(14ty) < Co.

A1 (€2
Por (H,), dado €’ > 0 tal que C" < 12()\ ), existe to € [0, +00) tal que, para todo t > t,

fx,t) <CtP L
Como [ty, ty] é compacto e f (z,t) é continua, temos que, para todo t € [to, to],
f(x,t) < Cy.
Assim, para todo (z,t) € Q x [0, +00), considerando C' = max {C}, Cy}, temos que
f(z,t) <C+ Ot

Como X > 0, segue que
A (z,1) < AC + \C'tP7 L,

Desde que C" <

(/\1 (€)

) ) , segue que, para todo (x,t) €  x [0, +00),

N |

Mo(z,t) < Cy+ (%) A (Q) 7L

Integrando, obtemos que

t t t
- 1
/ M o(z,8) ds < / Chds +/ ~\ () sP ds,
0 0 0 2

isto é,
|t\p
f x,8) ds < C, |t| + )\1( ) — )

Donde, temos que
t p
AF (z,t) < Oy |t] + AI(Q) |; :

Integrando em (2, segue que

)\/F(a:,u) de/C’,\ |ul dx—l/\l (Q)l/ lul” du,
Q Q 2 D Ja

A [ Pl doz =0y Jull, - 34l
Q

ou seja,
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Pela imersiao W, (Q) < L' (Q), segue que
3 / ST
—A | F(z,u) do 2 =Cylull = o~ Jlull; -
Q D

Como

/\Vu\p dx /]Vu|p da
JQ 000000 JQ@ 000000

/\1 = llllf == /\1 < ,
ueWo () /ui” dx /up dz
u#0
" Q
entdo, para toda u € Wy (Q)\ {0},
— [ |Vul’ dz

-1 > £

Dai, em (3.27), temos que

1 1

IL(w) > =|u|ff = = |lu||f = C% ||lu
() = Ll = 5l = €l
1 1
==(——;>MW—CNW
P p
1
= oIl = G4l

Donde, temos que I (u) — +oo quando |lu|| — +o0.
Além disso, notemos que I, é fracamente semicontinuo inferiormente. De fato, seja u,, €
WyP (Q) tal que u, — u em Wy"(Q). Desde que u, — u em Wy*(Q), entdo pela

Proposi¢ao 1.1, temos que ||u|| < liminf ||u,||. Dai,
n—oo

1 1
—/ |Vul? do < —liminf/ |Vu,|” dz.
P Ja p n—ee Ja

Como

p
Jull” < (tminf )" < liminf s

Entao

1 1
— |lull’ < = lminf ||u,|” .
p n—oo

Agora, mostraremos que

/QF(x,un) dx—>/QF(x,u) d.
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Seja u, — u em Wy” (Q). Como 1 < p < N e Q limitado, pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov, temos a seguinte imersio compacta W, ” (Q) < L9 (Q) , para todo ¢ € [1, p*).
Entao u,, — u em L?(2) para todo ¢ € [1,p*).

Dai, a menos de subsequéncia,

U, — u q.t.p em 2,
|un| < hy em L7(2) g.t.p em €.

Por (3.28), temos que para 1 <r+1 < p*

C
F(z.t)| <O+ —— ¢
|F (x,t)] < ||+r+1|| ,

e, além disso,
| < hy € LH(Q) e Jun|™™! < hy € L'FH(Q).

Dai
F o) < Clun+ 0% "
= " r+1
< (Ch1+r+1h2)eL1(Q)

E além disso, como

F(z,u,) — F(r,u) q.t.p em Q.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada da Lebesgue, temos que

lim F(z,u,) dx :/ lim F (z,u,) dz = / F (z,u) dz.
Q

n—-—+o00 Q Q n—-+00

Isto é,

/QF(x,un) d:z:—>/QF(x,u) da.

Assim,

1 .
D) = 2l = A / F (a,u) do

1
= liminf ||u,||” + lim inf (—)\/ F (z,up) dx)
p n—oo n—oo Q

IN

IN

1
lim inf {— lun||” — )\/ F (z,uy) dx]

= liminf I) (u,) .

n—oo
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Desde que I, é coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente, entao I, é limitado

inferiormente e existe uy € Wy” () tal que I (uy) = min [, (v), ou seja, uy ¢ um
veW, P (Q)

e e . 1 P . ,
minimizador global de I, em W, ”* (). E além disso, como I ¢ C!, temos que esse ponto
de minimo u, é um ponto critico, ou seja, u, é uma solugao fraca de (P).

Em vista da condigao (Hs), I atinge valores negativos se A é suficientemente grande, ou

1 -
—/ |Vol? da:<)\/F(a:,v) dz,
P Ja

seja, quando

temos que I, (uy) < 0.
Seja
A = inf {)\ - (P,) tem uma solugao positiva} (3.29)

Observe que ) estd bem definido, pois o conjunto (3.29) & nao vazio, uma vez que, pelo
argumento acima, existe A > 0 tal que (Py) tem solucdo.
Entdo, pelo Lema 3.13 se A < A o problema (PA) nao tem solugao positiva. E pelo Lema

3.14, para todo A > X, o Problema (PA) tem pelo menos uma solucao positiva. [

Lema 3.16 Considere (Hy), (Hs), (Hy), (Hs) e A > X. Suponha que o Problema (Py)

tenha uma unica solucao positiva uy. Entao uy é um minimizador local de I\ em C’é (Q)

A ideia é encontrarmos uma sub e uma supersolucao que sao estritamente separadas da

solucao uy.

Demonstracao: Seja A < )\ < ) e definamos u e % como na prova do Lema 3.14, ou
seja,
:= uy se [ satisfaz Hj i)

:= ouy se f satisfaz Hj i) com o € (0,1)

gl g I

:= ke onde e é solugao do problema A
Primeiramente encontraremos uma supersolucao. Como Ch (ﬁ) c ! (ﬁ), temos
que uy € C* (ﬁ) Assim, podemos acrescentar a exigéncia que a fungao u := ke satisfaz:

u = ke > uy,

pois como u é uma supersolugao, temos que u > uy > 0 em (). Entao, podemos tomar k
suficientemente grande de modo que @ > u) em (2.

Como e é uma solucao do Problema (A), temos que

—A,(ke) = kK 1>0 emQ,
ke > 0 em €,
ke = 0 sobre 0f).
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Entao, pelo Lema 1.26, temos que

M < 0 sobre 0f).
ov

Assim,
ou
v

Para encontrarmos uma subsoluc¢ao u, dividiremos a prova em dois casos:

< % sobre 0.
ov

Caso 1: Assumimos que f satisfaz (Hs) 7). Entao, pelo Lema 3.14, temos que u := uy <
uy em ).

Considere 7 > 0 e
Q. ={reQ:dist (z,00) > r}.

Uma ideia da visualizacao do conjunto €2_, no plano é dada pela figura abaixo:

Q

Como §) é suave e a funcao distancia é continua, segue que Q_, é um dominio C? para r
suficientemente pequeno.

Notemos que como uy, uy € C} (ﬁ), existe um nimero r > 0 tal que

IVuy|, [Vuy| >0 em Q\Q_y,

uy (), uy (z) € (0,50) em Q\Q_,.

ou
De fato, seja xo € 0€2. Desde que a—)‘ < 0, podemos escrever, para algum 7, > 0,
v
Gu,\
— (Zg) < —1N)p-
av ( 0) /’70
L= ouy | . ) o .
Como uy € C (Q), temos que o é continua. Assim, dado n = o> > 0, existe uma
v

vizinhanga Vj, (xo) = Bs, (o) tal que, para todo = € Vj, (o),

(‘3uA

%(m) — —— (z0)| <.
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Como
ou A ou A

(z) — W(%) < W@) - %(IEO) <,

Oux
o

temos que, para todo x € Vi, (zo),

Utilizando o mesmo raciocinio para os demais pontos x; € 02, podemos cobrir toda a
fronteira com abertos. E como 02 é um conjunto compacto, podemos encontrar uma

subcobertura finita U Vs, (z;), com A < 4o00. Logo, teremos que, para cada x; € 052,
ieA
existe uma vizinhanga Vs, (z;) = Bs, (x;) tal que, para todo = € Vj, (x;),

Note que quando r é suficientemente pequeno

U Vs, (z:) 2 Q\Q_y,.

LIS

Seja §* = Hll/{l {6;}en* = mi/P {%} . Entéio temos que V+ (z;) = Bj- (z;) NQ\Q_a, € para
S S

*

0<r<—
r< 5
temos que
U ‘75* (x;) D 5\9—27«
i€
e
UV () € Q\Qs.
1€EA
Logo,

U ‘75* (zi) = 5\9727‘-

LIS
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Assim, para todo x € U Vs« (2;), ou seja, para todo = € Q\Q_y,, temos que
€A

aU)\

—_— < —n*.
5 (z) < —n
Como 5
Ux
— = Vuyv < —n",
BN (z) UN-V n
segue que
—Vuyv >n*.
Dai

|Vuy.v| > =Vuyv > n* = |[Vuyv| > n'.

Pela desigualdade de Cauchy Scharwz, obtemos

IVu| [0] > [Vunv| > 0" = [Vuy| > ﬁ > 0.
v
Donde,
|Vauy| > 0 em Q\Q_o,.
Analogamente, chegamos que |Vuy/| > 0 em Q\Q_o,.

E quando r < E(Ou seja, r suficientemente pequeno), temos que uy,uy estdo bem

~ 8u>\
proximos a 0f), ou seja, estao decrescendo para zero, pois —— < (0 sobre 0f2. Daif

- ov
uy (), uy () € (0,00) em Q\Q_o, para algum oy > 0.

Sabemos que uys é solucao de (15)\1), isto é, satisfaz, no sentido fraco, a seguinte equagao
—Ayuy = NFf (2, uy).

Dat,
— Ay 4 Ao (un )P = N (2, uy) + Ao (uy )P

Como X < ),

XJF(% uy) + Aco (UA’)p_l < /\f(% uy) + Aco (UX)p_l .

Desde que uy < uy, f(z,t) + ¢ot?~! é nao decrescente e uy € (0,dq) temos por (Hg) que

f (@, uy) + Couif_l < fz,up) + couf
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Assim,

—Apuy + Aeg (u)\/)p_l < A (f(m,ux) + Co (“/\')p_1>
< A(F ) + 0w )
= —Ayuy + Ao (un)?
Logo, no sentido fraco, temos que
— Ay 4 Ao (uy )P < —Ajuy + Aco (1)) em Q\Q,,.
Disto, temos que
N F (w,uy) + Acoulst < Af (@,u2) + Ao (up)’ ™ em Q\Q s,
Logo,
fzuy) < f(z,u)) em Q\Q_,,.

Entao, pelo principio de comparagao forte dado pela Proposigao 1.28, teremos que

uy < uy em Q\Q_o,

8u)\/ (9u,\
— > = Q.
0> e > g sobre 0

De fato, como Q5 = {z € Q : dist (z,090) < §}, podemos escrever 25 = Q\Q_o,. Agora,

notemos que

Q\Qf% = (Q\er) U (Q*T\Q*QT) :

E desde que as componentes conexas de \Q_», sdo subconjuntos conexos disjuntos cuja
uniao ¢ Q\Q_,,, temos que Q\Q_, e Q_,\Q_5, sdo componentes conexas de Q\Q_,,.

Uma vez que
N\Q_, C Q\Q_o,

¢ uma componente conexa de Q\Q_o,., uy,uy € CH (ﬁ) Seja 0 > 0 suficientemente
pequeno tal que [Vuy| > 0 e [Vuy| > 0 em Q5 = Q\Q_y, e f(z,uy) < f(z,uy) em
Q\Q_o,. Pela Proposicao 1.28 temos que

uy < uy em Q\Q_,\IN = Q\Q_,,
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Ouy  Ouy
v v

Agora, seja 2_,\Q_o, C Q\Q_,, outra componente conexa de 2\2_,,. Novamente, temos

0> sobre Q\Q_, N INQ = Of.

que uy, uy € CH (ﬁ) e dado § > 0 suficientemente pequeno tal que |Vuy| > 0 e |[Vuy | >
Oem Q5 = Q\Q_y. e f(x, uy) < f(x, uy) em Q\Q_o,.. Notemos, também, que Q_,.\Q_o,.N
00 = (). Entao, pela Proposicao 1.28 teremos apenas que

uy < uy em (Q__T\Q_QT) \OQ = Q_,\Q_,,.

Assim, temos que

uy < uy em Q\Q_, UQ_,\Q_o. = QD o,

Ouy  Ouy
0> W > % sobre 89

Como uy < uy em Q\Q_o. e 0Q_. C Q\Q_,,, temos que existe um mimero £y > 0 tal que
uy > €9 + uy sobre 0Q2_,. (3.30)

Isto implica que se gy > & > 0, entdo (uy —uy+¢)t € Wy” (Q_,). De fato, uma vez
que uy, uy, € € WP (Q_,), temos que uy — uy +& € W (Q_,) . Logo (uy —uy +¢)" €
WP (Q_,). E, além disso, (uy — uy + €)™ = 0 sobre 9Q_,, pois como & > ¢ sobre 9Q_,,
de (3.30), temos que uy > €9 + uy > € + uy.

Dai

uy — e —uy > 0 sobre 0f)_,.,

uy —uy+e < 0sobre 0f)_,.

Logo
(uy — uy 4+ )" = 0 sobre 9Q_,.

Sabemos que para toda ¢ € W, (Q_,)

/ \Vuy [P~ Vuy Ve dz = X [z, uy) @da (3.31)

Y Q.

/ V[P Vua Ve dz = A f(z,u) @duz. (3.32)
, Q.
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Subtraindo (3.32) de (3.31) temos que para toda ¢ € W7 (Q_,)

/ (|Vu,\/|p_2 Vuy — |Vuy P~ Vuy) Vedz = /\'/ f(z,uy) odz
, Q.

Tomemos ¢ = (uy — uy +¢)* com gy > ¢ > 0.
Dai,
/ (IVun P2 Vuy — [Vua [P 2 Vauy ) V (uy — uy + )" da
for i i (3.33)
= / ()\'f (z,uy) — \f (z, u,\)> (uy —uy+¢)" da.

-

Como sabemos que uy < uy em Q\Q_5,. D Q_,., temos que uy — uy < 0 em §2_,., dai

Uy —uy+e<0& uy —uy < —¢,
Uy — Uy +E>0E uy —uy > —c¢.

Logo,
= 0, sobre 09)_,,

(uy + € —uy) 0 sewuy —uy<-—cem_,,

<
> 0 sewuy —uy>—cem ).

Dai, podemos escrever

/ (IVuy P2 Vuy — [Vua P2 Vuy) V (uy + ¢ —uy) 't da

-r

/ (IVuy [P Vuy — [Vua P72 Vuy) V (uy + e —uy)t da
[uyr—ur<—elU[uys —uy>—¢]

/ (IVun P72 Vuy — [Vua P2 Vauy) (Vuy + e —uy) " da
[”LL /—U)\<—E]
—i—/ (]Vux]p_Q Vuy — |Vuy | Vua) V (uy +€ —uy) " da.

[UA’_uk>_5]
Quando uy —uy < —¢, temos que uy —uy+¢ < 0, logo (uy — uy + €)+ = 0 e, consequente-
mente, V (uy — uy + €)+ = 0. Analogamente, quando uy — u), > —&, temos que uy —
uy + & > 0, logo (uy — uy + )" = uy — uy + ¢ e, consequentemente, V (uy — uy + )" =

V (uy —uy+¢€) = Vuy — Vuy + Ve = V (uy —uy) .

Portanto, temos que

/ (|Vu,\/|p_2 Vuy — |Vuy |/~ Vuy) V(uy + e —uy)" da
Q_,

= / (IVuy [P Vuy — [Vuy [P Vuy) V (uy — uy) da.

—r
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Assim, da igualdade acima e de (3.33), temos que

/ (|Vu,\/|p_2 Vuy — |Vuy P~ Vuy) V (uy — uy) dz
Q_p

= / (Xf(:z:, uy) — A (z, u,\)> (uy + e —uy)" de.

Q_r

Utilizando o Lema 1.5, com x = Vuy e y = Vu,, temos que

0 < / (|VU>\’|p_2 Vuy — |VU>\’p_2 VU,\) V (uy +¢e— m)Jr dz

—r

= /_ (/\'f(x, uy) — Af (z, u,\)> (uy +¢e—uy)" dao. (3.34)

Como N < ANuy < uy , f(z,uy(z)) > 0 em Q_, e f & continua na segunda var-
iavel, existe um nimero g1 € (0,g0) tal que N f (z,uy () — Af (z,uy (z)) < 0 em
{r €eQ_, ruy (z)+e1 >uy(x)}.

De fato, como uy (z) + €1 > uy (x), temos que uy (z) — uy (x) > —e1 (g9) , 0 que implica
que uy () —uy () < 1 (&) .

Como f (x,u) é continua na segunda varidvel, dado n > 0, existe 0 () > 0 tal que

Nf(z,uy) — Nf(x,uy) < n sempre que uy —uy <4 (n).

Podemos tomar ¢ () = &1 (go).

Assim, temos que em {x € Q_,. 1 uy () + €1 > uy (z)},

Nf(zuy) = Nf(z,un) <7 (3.35)

Como ) < \, podemos escrever A = \' 4+« com v > 0. Dai, \' = X\ — ~; logo, em (3.35),

temos que
)\,f(l',U)\/) - (/\ - '7) f(JZ,U)\) <,
isto é,
N (w,uy) = Af (m,w) < n=7F (2,u). (3.36)

Como fv(x, uy) > 0, seja
i(r)= inf f(z,uy(z))>0.

€N _
Tomemos 1 < ~i(r). Dai n —vi(r) < 0, logo n — vf (z,uy (z)) < 0 para todo = € §2_,.
Em particular, n — vf (z,uy (z)) < 0 para x € Q_, que satisfaz uy (z) + €1 > uy (x).
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Portanto, em (3.36), temos que em {z € Q_, : uy (z) + 1 > uy (x)},
N (z,uy) — Af (2, uy) < 0.

Agora, vejamos que {z € Q_, : uy (z) + &1 > uy (x)} = 0. Para isto, observemos que se
r € Q_, & tal que uy (z) + &1 < uy (z), entdo uy (z) + 1 — uy () < 0, donde obtemos
que (uy () + &1 —uy (2))" = 0.

Assim,

/ (Xf T, uy) — Af (x,u,\)) (uy +e1 —uy)t da
= / (Xf(:r,ux) - Af(x,u)) (uy +e1 —uy)" da
[uyr () +e1 <uy (z)]U[uyr (z)+e1>uy (z))
= / ()\ [z uy) —Af (x,u,\)) (uy +e1 —uy)" do
[uyr () +e1 <uy ()]
(VF (@) = AF (@,0)) (g + 21— )" da

fus (2)+e1>ux ()]

/ ( /f(l',ux) - )\]E(JT,U)\)) (U,\’ +é1— U)\)+ dz < 0.
[uyr () +e1>uy ()]

Logo,
/ (NF e () = AF (w0 (2))) (i + 20— 2) "z <0

o que é um absurdo, pois como vimos em (3.34), temos que

[ (X7 = AF ) 21— ) o 20

Portanto,
{r € Q_ruy (x) +e1 > up(z)} =0.

Entao, uy () + 1 < uy (z) para todo xz € Q_,. Podemos tomar &} € (0,g9) tal que
el < e tal que uy (z) + €] < uy (x) em .

Neste primeiro caso consideramos a subsolugao u = uy + €.
Caso 2) Assumimos, agora, que [ satisfaz (Hs) 7).
Entao, pelo Lema 3.14 temos que u := cuy < uy em {2, ou seja v ¢ uma subsolucao de
(Py) onde \ = \g9P+1,

Escolha r > 0. Como no Caso 1 e uma vez que uy > ouy teremos que

aqf(a:, Uy) < f(:v, ouy) em ).
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Pois por (Hs) ii), fazendo ty = uy e t; = ouy temos que

(UUA')_qf($7UUA') > (UA’)_QJE(%UX)
1

(UUA’)q

=

(x,0uy) >

f(z,ouy) > of (z,uy) em Q.
Como ouy,uy € CH® (ﬁ) e f(:z:, ouy) > aqf(x, uy) em €2, pelo Teorema 1.27, temos que

ouy < uy em £

douy > % sobre 0f).

0> ov ov

Dai, temos que ouy < uy em 2.

Consideramos entao nesse caso a subsolugao dada por u = ouy.

Mostremos enfim que u, ¢ um minimizador local de I, em Cj (ﬁ) . Para isso, fixemos
o conjunto A = {v eC} (ﬁ) u<ov<7muqtpem Q} )
Notemos que, em qualquer dos casos acima, isto é, desde que v < u, < u, existe
e > 0 tal que se |juy — UHC&(@) < e entao u < v < @ Ou seja, Bs o (uy) C A
De fato, como Q_, := {z € Q:dist (z,0Q) > r}, podemos escrever 2_, = Q\A, com
A, ={x € Q:dist (z,00) < r}. Escolhendo r > 0 suficientemente pequeno de modo que

|A.| < e(r), podemos considerar

6= min {uy —u} >0e > := min {u—uy} > 0.

e _, z€Q_,
Seja
), = min {(51, (53} .
: < Or
Seja v € Bs, /2 (uy), entdo temos que [juy — UHC(%(Q) <5
Disto temos,
ov Oy
— = — < —.
“U)\ UHC&(Q_ ) mselé?r |U>\ | + z;mselép oz, JI) o, (ﬁ) 9
Como
a'LL)\ v
up ux () — v (2)] < up. Jux (z) — v ()] + Z w (2) - 55 (@)
x —r T — =1 il
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Temos que
5,
sup_ [ (2) = v (2)] < -
€N _,
Dat,
5,
jua () = v (@) < =,
ou seja,
0y 0

Notemos que

u(z) —v(x)=1(x) —uy(z)+uy(r) —v(x).

Donde obtemos que para todo z € 2_,,

Logo,

Analogamente, temos que v () > u (z).

De fato, notemos que

0y 0,
T 2@ —w (@) = -3,
temos que
v(a:)—u(:c)>—&+§1>—&+5 —&>O
s 2 e o2 T 2 T
Logo,

v(x) >wu(r) q.t.p em Q.

Assim, u (z) < wv(z) <u(z). Portanto, v € A, como querifamos.
Vejamos que isto implica que uy é um minimizador local de I, em Cj (ﬁ) .

De fato, seja

flz,u) se s<u
fz,s)=1 flz,s) se u<s<u ,
f(a:,ﬂ) se u<s

t
e considere F (z,t) = / f (z,5)ds, para todo (z,t) € 2 x R.
0
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Definamos o seguinte funcional

JA(U):%/SJWP—A/QF(J;,U) du.

Das nossas hipoteses sobre a nao linearidade da f e repetindo argumentos padroes ja
usados para I, segue que [, tem um minimizador global u, € I/VO1 P(Q).

Claramente, uq € solucao fraca de

(3.37)

—Ayug = M (z,u9) em Q
uy = 0 sobre 0f)

Além disso, os resultados de regularidade dados pelo Teorema 1.24 e pelo Lema 1.25
mostram que ug € C (Q).
Por (3.37) temos que para toda ¢ € W,y (Q)

/ |VuoP? VgV dz = )\/ f (z,ug) @ da.
Q Q

Como (u — ug)t € W7 (Q), consideremos ¢ = (u — up)" como uma funcéo teste.
Dai
/ Vol VeV (u — ug) ™ do = /\/ f oz, ug) (u—uo)t da. (3.38)
Q Q

Além disso, sabemos que u é uma subsolucdo para o problema (P,), isto ¢, para toda

© € Wy? (Q) com ¢ > 0, temos que
/QIVQIP_2 VuVypdz < A/Qf(fr,@)wdx-
Consideremos novamente ¢ = (u — ug)" . Entéo
L1929 (0= ) de <3 [ 7o) (0= ) (3.39)
Subtraindo (3.39) de (3.38), temos que

/ (IVulP ™ Vu — |Vuo"? Vug) V (u — up) " da
0

< )\/Q (f(x,g) — f(x,uo)) (u — ug) ™ da.
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Podemos reescrever a desigualdade acima como a seguir:

/ (V" Vu — |Vuo[" > Vug) V (u — up) ™ da
[u>

uo]U[uo>ul
< )\/ (f (z,u) — f (2, u0)) (u—u)" daz.

[u>uo]U[uo>u]

Logo,

/[ | (]Vg]p*2 Vu — [Vl V) V (u—uo)" dz

u>ug
+ e (V" Vu — [Vuo[" > Vug) V (u — up) " da
uo>u

<A v (f (z,u) = f (2, u0)) (uw —up) " da

+A e (f (z,u) — f(z,u0)) (u—1uo)" da.
Portanto,

/ (IVul"? Vu — [Vauo[" Vo) V (u — up)™ da
[u>

< A/[> () = ) (= )

Pelo Lema 1.5, tomando z = Vu e y = Vg, temos que
/ (IVul" 2 Vu — [Vauo[" Vug) V (u — up)™ da > 0.
[u>uo]
Assim,

0 = / (IVul"™ Vu = [Vuel"™* Vup) V (u— ug) " da
[u>uo)

IA

A /[] (F (2. 0) = F (2, 00)) (u — o) d

Pela definicdo da f (z,s), temos que

f(l’,@) Zf(ZL’,Q) € f(x,uo) :f(a:,g).

Dai,
0= / (IVul"™ Vu — [Vuol"* Vue) V (u — ug) ™ da <0,
[u>uo]

donde concluimos que

/ (IVul’ ™ Vu — [Vuo" Vug) V (u — up)" da = 0.
[u>uo]
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Logo,

U0>U.

Analogamente, tomando ¢ = (ug — U)+ como a funcao teste, teremos que
U S U.

Assim,
U< Uy U (3.40)

Concluimos entao que uy € A, uma vez que uy € C} () e temos as desigualdades em
(3.40). E como u, é a tnica solucio de (Py) temos que uy = .

Uma vez que uy é um ponto interior de A, entdo existe um numero ¢ > 0 tal que para
cada u € Cj (€2) temos que

||U)\ — UHC&<§) < €.

Além disso, notemos que para toda u € A

() — I (u) = /Q<Z%|Vu|p—)\F(x,u)> dx—/ﬂ(%|Vu|p—)\F(:L',u)> do
_ —/\/Q (F (2,0) - F (2,)) de

_ —A/Q(/Ouf(;c,s)ds—/ouf@s) ds) do
I (u) = T (u /(/ f(@s) )ds) . (3.41)

/Ouf(x,s)—f(x,s)ds = /fxs )ds—i—/uuf(x,s)—f(x,s)ds

Assim,

Uma vez que

Segue que em (3.41),
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Como

L(u)—I(u) = C
I(u) = C+1,(u)
> C+ 1 (u)
= Li(u),

temos que uy é minimizador local de I, em C; (ﬁ) )

Na secao a seguir, apresentaremos a prova do principal resultado deste capitulo. Para

isso, necessitamos de dois resultados que serao apresentados a seguir:

Lema 3.17 Sob as hipdteses (Hy) e (Hs) temos que o zero é wm minimo local de I, em

Wo™ (9).

Demonstragao: Para isso, mostraremos que existem p,a > 0 tal que para ||u|| < p

temos que I (u) > a > 0.

De fato, por (H3), temos que para cada £ > 0, existe 0. > 0 tal que, para todo ¢ € [0, d.],

temos que f(;v, t) < etP~1; logo, se u € [0,d.], temos

/ f(z,1) dtge/ Pt dt.
0 0

F(z,u) < S,
p

Por (H,), para todo ¢ € [§.,+00) temos que f (z,t) < C + Ct"; daf

Dai,

/f(x,t)dtg/ C + Ct" dt.
0

0

Logo, o
F (2,u) < Cu+ u
r+1

Se 6. < u, entdo 6" < u't! e, portanto, u™tt > §Tu > 6 6.

Assim,

Cu < 5—CT,5£U < %urﬂ = Cs.u™t

Portanto, em (3.43), temos que

F (z,u) < Cyu" 4 Oy,
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De (3.42) e (3.44), temos que, para todo u € [0,4+00) e r € [0,p* — 1),

5
F(z,u) < —u?+ Csu + Cru!
p

€
fr— —up “I‘ C&EUT+1

/F(az,u) dazgi/updx—i-a;s/u”ldx.
Q P Ja Q

—)\/ F(z,u) dz > —\ <i / uP da + Cs, / u dx) . (3.45)
Q D Ja Q

Note que p — 1 < p* — 1, pois

P=1)—-(p-1) = p—p=—"—"—-p

Dai, podemos tomar r tal que p — 1 <r < p* — 1.

Como,

],\(u):%/Q|Vu|p—)\/QF(x,u) dz,

por (3.45), temos que

Vv

1 A
Iy (u) Z—)Hqu—f/ﬂu”dx—)\&;a/ﬂur“dx

1 AE 1
—[Jull” — " [ullb = ACs, Jlull; 1y -

Pela Desigualdade de Poincaré,

1 AeC’ ,
B 2 1l = 5l = 050"l
1 el ,
_ (];— )||u||p—waso“uuu

Como p < r + 1, tomando ||u|| < p suficientemente pequeno e ¢ suficientemente pequeno
de forma que

1— \eC 1 — \eC )
ST S 0e —— 25 uflP > ACs.C |Jul"tY
p p
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teremos que
1— e’
I\(u) > a>0coma:= —eop” — \Cs (6.) C"p"
p

como querfamos. [ |
Apresentamos a seguir a condigao de Palais Smale:

Definicao 3.18 (Condigao de Palais-Smale [28], Definicao 2.2, p. 16) Seja X um
espaco de Banach e ¢ : X — R um funcional de classe C', dizemos que ¢ satisfaz a

condi¢do de Palais-Smale, denotada (PS) se para qualquer (u,) C X tal que
o (un)| < C e ¢ (un) — 0,

temos que (u,) possui uma subsequéncia convergente em X.
Lema 3.19 I, satisfaz a condigao (PS).

Demonstragao: Para isso, consideremos (u,,) C W, 7 (Q) tal que
I\ (u,) < kel (u,) — 0.

Como |1, (u,)| < k, pela coercividade de I, provada ao longo da demonstracao do Lema
3.15, temos que ||u,| < C, ou seja, (u,) é limitada em W, " (Q) que é reflexivo, entdo
podemos extrair uma subsequéncia (u,,) de (u,) tal que u,, — u para alguma u €
Wy™ (Q).

Como I} (up,) ¢ — 0 para toda ¢ € Wy™* (Q), considerando ¢ = u,, — u, obtemos
/Q Vtn, P> Vn, V (U, —u) dz — X /Q f(z,up,) (tn, —u) dz — 0. (3.46)

Desde que, u,, — u em Wy” (), pela imersdo compacta W, ? (Q) — L9 (Q) para todo

q € [1,p*), temos que u,, — u em L9 (Q) para todo ¢ € [1,p*). Em particular, u,, — u

em [P (), com 1 < p < p*. Além disso, temos que (f (m,unk)> ¢ limitada em L ()

= (flremr)”

< C'|un, [P, segue que

P\ VP N o -1
)= ([eur™) T <Cludt,.

<C.

pois

|7 @ )

Uma vez que ‘f(m, Un,, )

(

Desde que (p — 1) p' = p, temos que Hf(x, Un, )

F ()

pl
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Assim, utilizando a Desigualdade de Holder, temos que

/Qf(x,unk) (U, —u) doz < Hf(:(:,unk)

‘p, ttny, = ul|, — 0. (3.47)
Logo, de (3.46) e (3.47), segue que
/Q V|2 Vtn, V (U, — 1) dz — 0.

Entao, pelo Teorema 1.32, u,, — u.

Portanto, como u, possui subsequéncia convergente, temos que I, satisfaz a condigao

(PS). u

3.4 Prova do Teorema 3.1

Demonstracao: Inicialmente, mostraremos que existe um nimero A > 0 tal que,
para todo A > ), o Problema (PA) tem pelo menos duas solucoes positivas. Para isto,
argumentaremos por contradi¢ao, isto é, vamos supor que existe um nimero \ > A tal
que o Problema (P,) tenha uma tinica solucio positiva .
Utilizando o Lema 3.16, concluimos que a solucao u, é um minimizador local de I, em
Cp (ﬁ), e pelo Teorema, 1.33, temos que uy é também um minimizador em VVOl P (Q). Além
disso, pelo Lema 3.17, temos que o zero ¢ outro minimizador de I, em VVO1 P (Q). Logo, I,
possui um par de minimos locais.
Assim, como I, ¢ C! e pelo Lema 3.19, satisfaz a condicao (PS) e possui um par de minimos
locais. Entao, pelo Teorema 1.13, obtemos a existéncia de um terceiro ponto critico de
I,. Sendo assim, (]5,\) possuiria duas solucoes positivas, o que ¢ uma contradi¢ao, uma
vez que estamos supondo que o problema (]5)\) tem uma unica solugao positiva.
Portanto, para A > A, o Problema (]5,\) tem pelo menos duas solucoes positivas.

Mostremos, agora, que o Problema (]5;\) tem uma solugao positiva.
De fato, pela hipétese (Hs), temos que para cada e > 0, existe ¢y > 0 tal que, para todo
t €[0,to], temos

‘f(m,t)‘ < etPl

A (Q
Escolhendo ¢ de forma que ¢ < #7 temos que
2(A+1)
; M)
t ‘ < g
)] < 2(A+1)
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Dai,
A1 ()
2

Consideremos (\,) uma sequéncia estritamente decrescente, com

L (3.48)

A+ 1) [F @] <

lim A, = Aonde A, € (A, A+ 1),

n—o0

e seja uy, uma solucao positiva de (PAH), n=1,2,.... Mostremos agora que (3.48) implica
que |luy, ||, >to, n=1,2,....

De fato, suponhamos que uy, <ty em Q. Como u,, ¢ uma solucdo de (Py,) temos que

/|Vu,\n|p2Vu,\an0dx:)\n/f(a:,uAn)cpdx.
Q Q

Tomando ¢ = u,,, temos que

/]Vu,\n]p da:':)\n/f(x,um)mn dz.
Q Q

Desde que \, < A+ 1, temos, por ( 3.48 ), que

/|Vu,\ Pdx < Al(Q)/uﬁ Yuy dx
Q n 2 Q n
A (Q
= 1 )/uf{ dx
2 Q n

Logo,

/]an[pda:
Q Py <M(Q),

/ uy dw 2
Q

o que contradiz a caracterizagao variacional de A;(£2). Portanto, ||ux,||ec > to, n = 1,2, ...
Como as solugoes uy, sao limitadas na norma L* (£2) (veja Apéndice C) e, além disso,
temos que f € C* () e uy, € C**(Q). Entdo, pela Proposi¢io 1.31, existe C' > 0
dependendo de p, N, Q, || f|l- e A+ 1 tal que

lurullene(ey < C

Notemos que as solugoes uy, sao equicontinuas, pois, sendo uy, € C1® (Q) , temos

Jux, (#) —un, ()| < Crlz —y|”.
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Supondo que |z — y|* < §%, temos
un, () —un, (y)] < C10" =¢,

isto é, para todo £ > 0, existe § > 0 tal que |z — y| < ¢ implica que |uy, (z) — uy, (y)| <&,
para toda uy,,.

Entao, pelo Teorema 1.9 (Ascoli-Arzeld), existe uma subsequéncia de (u,,) que converge
uniformemente em Cj (€2) para uma func¢io u € Cj (Q) .

Notemos que esta fungao u € C} (ﬁ) pode ser identificada facilmente como uma solugao

de (P;). Pois, como u,, é uma solucao de (P, ), temos que uy, satisfaz

/ Vuy,
Q

Como u), — w uniformemente e )\, — A, tomando o limite em n na equagao acima, pela

p—2 VU}\anpdm‘ = )\n/ f(:L’,U)\n)(de.
Q

convergéncia uniforme temos que
/ |Vul|P > VuVpde = 5\/ Flz,u)pdz.
Q Q

E como vimos que ||uy,||,, > to para n = 1,2,...,tomando o limite em n, temos que
lulloe = to.
Portanto, o problema (P5) tem uma solugao positiva.

Além disso, pelo Lema 3.15, temos que para A < ), o problema (p,\) nao possui

solugao, o que conclui a prova do teorema. [
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Apéndice A

Formulacao Fraca dos Problemas

A.1 Problema (P)

Uma solugao cldssica de (P) é uma fungao u € C2(Q2) que satisfaz a equagao (P)
pontualmente. Aqui estamos interessados em encontrarmos a solucao fraca do problema
(P). Supondo que u é uma solucao cldssica, faremos a formulacao fraca de (P). Para

isso, consideremos a seguinte equagao:
—Ayu=g(x,u).

Assim, para toda ¢ € C§° (€2) temos que

—Apup = g (z,u) p.

Integrando em §2, temos que

/—Apugodx:/g(x,u)godx.
Q Q

Notemos que

/—Apugoda: = /—div (IVul’ Vu) pdx
Q Q

N B
= — VulP 2 > dz.
;A%Q| 0

Usando integragao por partes, obtemos que

ou
3@»

N

_o Ou Oy 0 _9 Ou ,
—~Apupdr = P2 — P2 ) ot da
/Q pupdr Z (/Q |Vl oz, axi) /aﬂ o, (|Vu| 83%’) o' dx

=1
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Apéndice A A.2. Problema (Py)

Como ¢ € C§° (), resulta que

N
o Ou '\ Op _9
/Q—Apugpdx:/(l; <|Vu|p o) o, dx:/Q|Vu|p VuVedr,

ou seja,

/|Vu|pQVquodx:/g(x,u)gpdx.
Q Q

Por densidade, segue que para toda ¢ € I/VO1 P (Q)
/ IVul"~* VuVp dz = / g (z,u)pdr. (A.1)
Q Q

Uma funcio v € W, () que satisfaz a equacdo (A.1) é dita uma solucdo fraca do
problema (P).

Associaremos a (P) o seguinte funcional I : W,” (Q) — R, definido por
1
Iy (v) = —/ |Vol” dm—/G(m,v) dz.
P Ja Q

Veremos no que I € C* (Wy™” (Q),R) e para toda ¢ € W, " (Q)

I'(u)cp:/Q|Vu|p2VuV<pdx—/ﬂg(:v,u)god:E.

A.2 Problema (P))

A fim de encontrarmos a formulagao fraca de (P)) procederemos como feito acima.
Assim, supondo que u é uma solugao cldssica, encontraremos a formulacao fraca para o

problema (Py), isto &, teremos que para toda ¢ € W, 7 (Q)

/ IVul["~? VuV dz = )\/ f(z,u) pdz. (A.2)
Q Q

Uma funcio u € Wy” (Q) que satisfaz a equacio (A.2) é dita uma solucio fraca de (Py).

Associaremos a (Py) o seguinte funcional I : W,” (Q) — R, definido por
1 .
Iy(v) = —/ Vol dx—)\/ F(z,v) dz,
PJa Q
teremos que um ponto critico de I, é uma solucao fraca de (]5,\), pois

[;\(U)@:/|Vv|p_2VvV<pdx—)\/f(x,v)godx,
Q Q
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para detalhes veja Apéndice B.
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Apéndice B

Estudo dos Funcionais

B.1 Funcional Associado ao Problema (P)

Consideremos o seguinte funcional I : W,” (Q) — R, definido por

](u)zl/ |Vul? dx—/G(x,u) dz,
D Ja Q
onde .
G (x,t) :/ g(x,s) ds.
0

Inicialmente vejamos que I estd bem definido, de fato, pela hipétese (G3) temos que

Cy
g +1

1
— |lu||” + (C’l/ lu| do + G / || 0 dx)
p Q Qo +1Jq

Cy
qgo+1

|G (2, )] < Cy[t] + gl

Logo,

T~
—~
S

A\

1
_ p
= [Jull” + Cr flull, + [l gy g1 < 00

Ressaltamos aqui que o argumento usado para mostrarmos que I € C* (Wol P (Q) ,]R) é
andlogo ao que serd usado para mostrarmos que I, € C! (VVO1 P (Q) ,R) . Por esse motivo,
a fim de poupar o leitor, julgamos ser mais interessante apresentarmos abaixo apenas a
prova para o funcional I,. Com pequenas modificacoes no que serd apresentado teremos

que para toda ¢ € W, (Q)

I’(u)@z/Q|Vu]p_2VuV<pdx—/Qg(:c,u)godx.
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B.2 Funcional Associado ao Problema (]%)

Consideremos a seguir o funcional Iy : Wy (Q) — R, definido por

1 3
I (v) = , ]| da — )\/QF(x,v) dz,

t

onde F (z,t) := / f (z,s)ds, para todo (z,t) € Q x R.

0
Primeiramente notemos que I estd bem definido, de fato temos que

1
L) = S pl? - A/ F (z,0) da.
p Q
Por (3.28) para 1 <r + 1 < p* temos que

B C|t|r+1
F ,t‘< H+
) (. 0)] < elt]+ r+1

Logo,

1 C|v|r+1
I < =|P+ X d —Fd
LI < P+ (/ﬂcwv\ vt [P

1 AC r41
= el + ekl + 5 ol < oo,

Além disso, veremos que I, € C* (Wol P (Q) ,R), para isso utilizaremos os seguintes

resultados:

Proposicao B.1 ([30], Proposicao 13.4, p. 54) Seja E um espago normado, J : E —
R um funcional. Suponha que J é Gateauz diferencidvel em E e a derivada de Giteauz

dada por

J,(aj)y:hmJ(a:+ty)—J(x)

t—0 t

é continua.

Entao, J é Fréchet diferencidvel, e portanto, J ¢é de classe C. Além disso a derivada de

Gateaux coincide com a dertvada de Fréchet.

Lema B.2 ([49], Lema A.1, p. 95) (i) Se p € [2,00) entdo vale:
121772 2 = w2 w| < Bz = w] (|2] + [w])"~.
(i7) Se (1,2] entao vale:
Hz|p72z— |w|p72w‘ <Blz—w/",
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para todo z,w € RY e 3,53 € R.

Para mostrarmos que [y € C* (VVO1 P (Q) ,R), analisaremos separadamente as parcelas

do funcional.

Lema B.3 O funcional I, : Wy" (Q) — R, definido por I (v) = ||v||’ ¢é de classe
C (W, (), R) e para toda o € W, ™ ()

];\,1 (v) p = p/ \Vv\p_2 VuVpdzr.
Q

Demonstracao: J& sabemos que I, ; estd bem definido, pois corresponde a norma do
espaco de Sobolev W7 ().

(i) Mostremos a existéncia da derivada de Gateaux de I, 1, ou seja, que

lim Ly (v+te) — I (v)

t—0 t

= 11\,1 (v) @.

Definamos,
g: (0,1) — R
t — g(t)=|Vo+tVel".

Como g é continua pelo teorema do valor médio, existe ¢y € (0,t) tal que

g(t)—g(0) =g (to) (t —0) =g (to)t. (B.1)

Podemos escrever ty = ct, onde € € (0,1).

Notemos que,

N p/2
g/ (t) = % (Z (Uf’% + t(posqz)2>
N (p—2)/2 N
Jt) = g (Z (va, + t%f) 2 <Z (v, +t<pxi)> O,

i=1
Jgt) = p|Vo+tVel'* (Vv +tVy) V. (B.2)

Assim, por (B.1), temos que
|Vo+tVp|" — |Voul?|

|t]
p|Vo + etV (Vv + etVy) Vo
p(IVo] + [V (Vo] + [Vel) [Vl
= p(IVol + Ve [Vl

g (to)

IA
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1 1
Usando a desigualdade de Holder para — + — =1, com p > 1, obtemos
p p

o <|w+rw|>p—1|w\dxs;o(/ <rw|+\de) (/ |wwpdx) < oo.
Q

Assim,

— p_ p
lim Do (v+te) = ha(v) 1im/ Vv + Ve[ — [V q
0

t—0 t t—0 t

= Pr% p|Vo + etVp|P 7 (Vo + etVp) Vo d,
—rJa

Considerando t = t,, uma sequéncia em R, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue e por (B.2), temos que

I _
i D1 (v+tp) —Ix1 (v)
t—0 t

= p/ |VolP 2 VoV da.
Q
Portanto, para toda ¢ € VVO1 7 (§2), temos que a derivada de Gateaux de I, ¢ dada por:
I;\,l (v) p = p/ |Vv|p_2 VuVedzr.
Q

Além disso, a derivada de Gateaux 1'1\71 (v) : WP () — R ¢é linear e limitada, pois para
toda ¢ € W, (Q)
L @) ¢ <plIolP” el = Culigl

onde C), é uma constante que depende de v. Assim, [, é Gateaux diferencidvel.

Agora, consideremos o espaco produto X = [[ L* (Q) munido da norma
i=1

n 1/p
17l = (Z th“fj) , para h = (hy,...hy) € X.
i=1

Definamos a aplicacao
g: Wyt (Q) — X

u = |Vul’ 7 V.

Entao g (u) = (g1 (w), ..., gn (1)) com g; (u) = |VU|P72 88::7

Esta funcao estd bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de VVO1 7 (Q)

1=1,2,...,N.
em conjuntos limitados de X'. De fato, para i =1,2,..., N, temos

: Ly oul” 1
lg: (u)ug,:/ ’ywyp P dx§/|Vu|(p e da::/ Vul? dz = [[ul”.
Q xr Q Q

%
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Afirmacao: ¢ é continua. De fato, pela equivaléncia das normas em R”, podemos encon-

trar uma constante C; > 0 tal que para toda h € X
Al < s [ a7 d.
Q
Analisemos inicialmente o caso em que p > 2. Sejam u,v € VVO1 P (Q), entao

lg() —g@)% < C / 19 (u) — g (W) de

= 01/ ’|V1,L|p_2 Vu — |Vv|p_2 Vv|pl dz.
Q
Pelo Lema B.2 (i), temos que
lg (w) =g (@)% < 015p'/ Vu— Vol (IVu] + [Vo])" "2 da.
Q

Como |Vu — Vo[ € LP/? (Q) e (|Vu| + | Vo] )P P2 e Lr/V -2 () | segue pela desigual-
dade de Holder que

lg (u) — g ()%

IA

. . P'/p 2 P (p=2)/p
C1° (/ |Vu — Vol ¥ dx) (/ (V| + |Vo)P' P~ 7D dx)
0

= Cyllu—o|” |[|Vul + [Vol[[7 2.
Pela desigualdade de Minkowski, segue que
1% P p'(p—2)
lg () = g @)% < Ca =l (IVull, + [V0ll,)

Donde temos que,

lg (w) = g ()l < G flu =l ([lull + [[o]l)"?

assim,

lg (w) = g (W)l < C lluw— ol (lull + [l (B-3)

Onde C = C’Q1 /P ,, ¢ uma constante positiva que independe de u e v.

Analisemos agora o caso em 1 < p < 2. Sejam u,v € Wol’p (), entao

lgw) — g @)% < / 19 () — g (@) da

= C’l/ ‘|Vu|p_2Vu—|Vv|p_2Vv|p/ dx.
Q
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Pelo Lema B.2 (i), segue que

lo@ -9 @I < 6F [ [Fu- ol ds
= C§/9|Vu—Vv|p da
= Chlu—.
Donde, ,
o (@ =g @y < (5)" u— ol

assim,

lg (u) =g ()4 < C" Jlu—vf"".

onde C' = (C’ ) e , ¢ uma constante positiva que independe de u e v.

De (B.3) e (B.4) segue a continuidade de g.

(77) Mostremos agora que I:\J WP () — (Wol’p (Q))/ é continuo. Com efeito, pela

continuidade de g, basta mostrarmos que

onde K é uma constante positiva independente de u, v € Wy (Q).
De fato,

v (W) = Iy (v)

< Kllg () =g @)l

(B )~ 1 @) -w| = p

= /]g v)||Vw| de.

Pela desigualdade de Holder e pela equivaléncia das normas em R”, segue que

(fasora)” (el

o (X lloe )~ s @) " 19wl

IA

(10 @) = L, (@) - vl

IA

= Cpllg(u)—g (U)Hx [wll-

Seja K = Cp, entdo para todo u,v,w € Wy (Q)

(B (@) = Ly @) 0] < Kllg () = g () ]
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Portanto, I:\J é continuo. Concluimos, pela Proposigao B.1 que I, ; € C! (Wol’p (Q),R).

Como consequéncia imediata deste lema, temos o seguinte resultado.

1

Corolario B.4 O funcional Iy5 : Wy* (Q) — R definido por I 5 (v) = = ||v||” é de classe
p

C' e para toda ¢ € W7 (Q)

Iy, (v)go—/Wv]p_QVvVgpdx.
Q

Lema B.5 O funcional I 3 : Wy? (Q) — R definido por I3 (u) = [, F (v,u)dz é de

Q
classe C' e para toda v € Wy (Q)

1;73 (u)v = /Qf(x,u) vdz.

Demonstragao: Mostremos primeiramente que I, 3 (u) ¢ Gateaux diferencidvel.

Sejam u,v € W,* (Q), 2 € Qe 0 <t < 1, entdo

Ivs(u+tv) — Iz (u) :/ (F (x,u+tv) — F(z,u)) dz.

Q

Pelo Teorema do valor médio, existe 6 € [0, 1] tal que:

/Q<F(x,u+tv)—ﬁ(x,u)> dﬁ:/ﬁ)%(%lﬁ%—@tv) dar.

Logo,

/Q(F (#, u+tv) — F(x,u)) de = /QVF (x,u+ 0tv) (0,tv) dx
= /Q (g—lj (z,u+ 0tv) g—f (z,u+ 9tv)> (0,tv) dz

oF
= /Q%(x,u—l—ﬁtv)tvdx

= / f(x,u+6tv)tv de.
Q

Dat,
I tv) — 1 -
A3 (u+tv) A3 (u) :/f(a:,u—l—ﬁtv)vdx.
t Q
Logo,
I tv) — 1 ~
lim =23 (utt) = hs (1) = 1im/ f(z,u+0tv) vde. (B.5)
t—0 t t—0 Jq
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Notemos que quando ¢t — 0, temos que
(r,u+ 0tv)v — (z,u)v q.t.p em €.
E como f (z,-) é continua, temos
fz,u+ ftv) v — f(z, u)v q.t.p em 2, quando t — 0.
Observemos que f (z,u) € L (), pois como
F )| < i,
temos que
~ 4 ’ / ’
/‘f(x,u)’ de < CY / u" P dz = CP / lul’ dz < oo.
Q Q Q
Além disso,

’f(x,u—l—ﬁtv)v ||

= ‘f(x,u—i—@tv)
(C1 Ju+ Ot [o]

2010y (P~ + [0t ) o]
@2 Oy Juf ™+ 2 Oy oY) o)

IA A

IN

1
Dai, usando a desigualdade de Holder para — + — =1, com p > 1, segue que
ry p

/ (@ 1Cuful”™ + 227 O o) o] da < (|22 C ul T 4 2 O o
Q

ool < oo

Assim,
g =210 julf T 2y o e LH(Q).

Logo em (B.5) pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que,

lim/ﬂf(:v,ujtetv)vdx—/Qf(x,u)vdx.

t—0

Portanto Iy ¢ Gateaux diferenciavél e para toda v € Wy” () a derivada de Géteaux é

dada por
]:\’3 (u)v = / f(z,u)vde.
Q

. N ’ , . L, . T
Notemos que a derivada de Gateaux I, 4 (u) v é claramente linear e além disso é limitada,
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pois

La(u)o] =

/Qf(m,u)vdw §/Q‘f(x,u)vdm‘ < Hf(x,u)”pl Hv||p

Pela desigualdade de Poincaré temos que
L @] <[ F@w)|| loll =l

’ ) , : 1 ¢
Provemos agora que I, 3 (u) é continua. Seja u,, — u em Wy (€2). Daf,

|5 () = La ()| = sup

llll<1

/Q<f(x,un) —f(x,u)) vdx

< sup/ﬂ)(f(x,un)—f(x,u))v) dz

llll<1

< C|F@un) - Flaw

[oll,,-
P/
Usando o mesmo argumento anterior teremos que

f(JI?un) - f<x7u>

<C

|5 () = 1 ()|

p/

Donde concluimos que quando n — oo

[;\,3 (un) — [:\,3 (u)|| — 0.
| .

Portanto I'A’g é continua e pela Proposigao B.1 temos que Iy 3 ¢ C* (Wol’p (Q) ,R) , com

I;73 (u)v = /Qf(x,u)vdm.

Logo dos Lemas B.3, B.4, B.5, temos que I, € C! (Wol’p (Q) ,]R) e

I;\(v)gpz/Q|Vv]p2]Vv\Vg0dx—)\/Qf(w,v)godx.
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Apéndice C
Limitacao em L°°

Mostraremos agora que todas as solucdes de (Py) sdo uniformemente limitadas em
L>(Q).

Lema C.1 Seja u € W,”(Q) solugio de (Py) temos que u € L° (Q) para todo o €
[p*, +o0].
N

N _
que u € L7"(Q2) para todo n > 1.

Demonstragao: Sejam v = ;0 =pY"te s, = (7" —1)p. Provaremos por inducao

N
Paran = 1 temos que oy = p'yl = ]Vp; = p* e pelo Teorema 119, temos que Wol’p(Q> C
LP"(Q), assim, u € L (9).
Agora, suponhamos que u € L7 (2) para algum n fixo e provaremos que u € L7+ ().

Para isso consideremos para k > 0,

k se u>k
Vr =
u se u<k

’7"—1

w = |vg|*rvg, 2z = |ug Uk

Uma vez que z € Wy” (Q) pois Vz = v"|ux[""|Voy| € LP (Q), temos pelo Teorema 1.19,

isto ¢, pela imersdo continua de W, ” () C L”" (Q) que
2], < C (n,p) 121l -

Disso obtemos que,
125 < CP 217
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Ou seja,

p
it

< Cp/ }V{|vk|7n_lvk}‘p dz
Q

= C’p/ (’y"|vk|(7n’1)|Vvk|)p dx
0

= 7 / 3 oy, | TP |V P da
Q

= ooy [ ol (Vo (Vo do.
Q

Por outro lado, como

temos que
|Vui| < |Vu| q.t.p em €.
Assim,
|Uk|7n ‘p < vanp/ log|™" |Vu|p_2 VuVu, dz. (C.1)
7w Q
Notemos que
Vw =V (g vg) = (sp + 1) |ug|™ V. (C.2)

De (C.1) e (C.2) temos que

e ||” < ey ! |Vul"~? VuVw dz. (C.3)
p K (5, +1) Jo

Desde que w € W, " (Q), pois Vw € LP(Q). Utilizando w como uma funcio teste em

(Py) temos que
/ \Vul"~? VuVw de = /\/ f(z,u) wdz. (C.4)
Q Q

Como s, +1=~"p—p+1=p(H"—1)+1,e~vy > 1 temos que v* — 1 > 0. Disto segue
1 1

que Y"p—p+1>~", dai, < —=~"
Sp+1 A"

De (C.3) e (C.4) obtemos que

EAs

p -

‘ < C’pvn(p_l))\/ f(z,u)wdx.

P Q

Como visto na demonstragao da Proposi¢ao 3.12 temos que para todo ¢ € [0, +00),

fz,t) < CotP1,
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Assim,

p
st
p

< Cpfy"(pl))\Cg/ luP~" w| d.
Q

sn+1 1
< |ul**", temos que

Como, |w| = |vy

sn+1 dl‘

||

1" < o, p, Co)ayne- 1>/|u|p .

P

Notemos que p — 1+ s, +1 =p+ s, = 0,. Logo,

it

P
‘ < CoAy™P~Y) ]|
+p

On

On+1

Hvk 0'7L+1 /‘vk|0n+1 d‘r < (CO)\f}/n(p 1) ||u||an)

Como por hipétese de inducao u € L7 (), temos que vy, € Lo+ () para todo k > 0.

Além disso, temos que vy () — u (z) q.t.p em 2. Entao pelo Lema 1.12 temos que,
/Q | dz < h,?iif}f/g log |7 dae < ligglf (Cody" @) |7

Logo,
/ ™ da < (CoAy™ @D 7)< oo.
; ,

Portanto, v € L7 (2) , como querfamos demonstrar.

E além disso,
lull 7z < (Cody™ @ Jlul2n) ™ (C.5)

Ont+1 —

Usando a desigualdade acima, mostraremos que as solugoes u sao uniformemente limitadas
em L™ (Q).

Observe que em (C.5) para n = 1, temos que
lull72 < GNP 72
Para n = 2,

lullgs < CEAY @7 Jfu 52

< CIN'y 2v(p—1) (CVXV v(p—1) HUHUW)V

Gy a7
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Para n = 3,

lullgs < CEXTY 7Y 27

G (G )

IN

Cg+72+w3/\w+v +73,y(p*1)(37+2'y +7°) [ ||UW _

E assim, por recorréncia para todo n € N, temos que,

Tntl CW-W +734 " )\7—&-7 +3 4. A"
On4+1 — ,y

] (=) (=Dt ™) g " (CL6)

Consideremos

=77+

B,=(@—1) (n7+(n—1)72+...+7").

Notemos que os limites das sequéncias abaixo existem quando n — oo.

() G) < ()
Ons1) \Ons1 Ons1)

a, 243 A 11" 1\"*! 1
st O (e ()
On+1 by b v v Y

1
e sendo — < 1, temos que
Y

De fato,

n=1
Temos ainda que
B _ p=Dmy+m—-1)7+...4+9")
Ont1 pyrt

Dat,
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Claramente vemos que esta série converge pelo teste da razao,

1 n+1
n+1 (—)
fy

. . |n+19"

lim — = lim —

n—00 < 1 ) n—00 /ynJrl n
n J—

v
) n—l—l(l)‘
= lim —

Para a tltima sequéncia temos que para todo n € N,

" o1

Ony1  pY"TL Dy

Consequentemente, calculando a raiz 0,1 — ésima de (C.6) segue que, para todo n € N,

lullgryy < C.

On4+1 —

Assim, desde que 0,, — oo quando n — oo, para quase todo x € €2, obtemos que

_ T Tn+1
[0 (@)] < Jlullg = lim ull7 < C.

Portanto,
lull o < C(p. N, Q) N

Donde concluimos que as solucdes de Py séo uniformemente limitadas em L (). ]
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