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Resumo

Neste trabalho, utilizando métodos variacionais e o método de sub e supersolução

estudamos a existência e multiplicidade de soluções positivas para algumas classes de

problemas envolvendo o operador p�Laplaciano em domínios limitados do RN : Inicial-
mente, estudamos um resultado de existência de solução positiva para um problema onde a

não-linearidade não satisfaz a clássica condição de Ambrosetti-Rabinowitz, e em seguida

estudamos um resultado de existência e multiplicidade de soluções positivas para uma

classe de problemas onde a não-linearidade pode mudar de sinal.
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Abstract

In this work, using variational methods and the sub and super solutions method we

study the existence and multiplicity of positive solutions for some classes of problems

involving the p�Laplacian operator in bounded domains of RN . Initially, we study a
result of existence of positive solution for a problem where the nonlinearity does not

satisfy the classical Ambrosetti-Rabinowitz condition, and then we study the existence

and multiplicity result of positive solutions for a class of problems where the considered

nonlinearity can change sign.
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Notação

Ao longo deste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

� C;C0; C1; C2; ::: denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

� 
 � RN é um conjunto mensurável, e j
j denota sua medida de Lebesgue em RN ;

� X� é o dual topológico do espaço de Banach X;

� Denotemos a convergência fraca por \* " e a convergência forte por \! ";

� u+ = max f0; ug e u� = max f0;�ug ;

� X
 denota a função característica do conjunto 
;

� B (a;R) denota a bola aberta de centro em a e raio R;

� ru =
�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xN

�
denota o gradiente da função u;

� �u =
NP
i=1

@2u

@x2i
denota o laplaciano da função u;

� �pu = div
�
jrujp�2ru

�
denota o operador p�Laplaciano;

� Lp (
) =
�
u : 
! R mensurável :

R


jujp dx <1

	
com 1 � p < 1 e 
 � RN

aberto, denota o espaço de Lebesgue com norma dada por

kukp =
�Z




ju (x)jp dx
�1=p

:

� L1 (
) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre

em 
 com norma dada por

kuk1 = inf fC > 0 : ju (x)j < C q.t.p em 
g :

� C (
) denota o espaço das funções contínuas em 
;

ix



� C10 (
) denota o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis com suporte com-

pacto;

� C0;�
�


�
=

�
u 2 C

�


�
: sup
x;y2


ju (x)� u (y)j
jx� yj� <1

�
com 0 < � < 1; e Ck;�

�


�
são

as funções em Ck (
) tais que todas as derivadas parciais até a ordem k estão em

C0;�
�


�
;

� Para 1 � p < N; p� =
Np

N � p
é o expoente crítico de Sobolev;

� Para 1 � p <1; p0 é o expoente conjugado de p; isto é,
1

p0
+
1

p
= 1;

� juj denota a norma euclidiana da função u;

� kuk denota a norma da função u em W 1;p
0 (
) ;

� kuk1;p denota a norma da função u em W 1;p (
) ;

� kuk� denota a norma da função u no dual de W
1;p
0 (
) ;

� h ; i denota a aplicação dualidade;

� [u � 0] denota o conjunto fx 2 
 : u (x) � 0g ;

� J 0 denota a derivada de Gâteaux e a derivada de Fréchet do funcional J ;
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções positivas para

algumas classes de problemas quaselineares envolvendo o operador p�Laplaciano. As
classes de problemas que trataremos são bem particulares, no sentido de que tais proble-

mas têm algumas características em comum: o crescimento subcrítico da não-linearidade

e a limitação do domínio de de�nição do problema. Nestas condições, métodos varia-

cionais do tipo minimax e o método de sub e supersolução podem ser usados, bem como

as imersões de Sobolev.

Baseados no artigo de Iturriaga, Lorca e Ubilla [27], estudaremos inicialmente o

seguinte problema:

Problema 1. Considerando 
 � RN (N � 2) um domínio limitado com fronteira

suave, encontraremos uma solução positiva para(
��pu = g (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
;

onde �pu = div
�
jrujp�2ru

�
denota o operador p�Laplaciano, com 1 < p < N e a

não-linearidade g (x; u) é uma função de Carathéodory que possui crescimento subcrítico

e não satisfaz a condição clássica de Ambrosetti-Rabinowitz.

Na literatura existe uma vasta pesquisa sobre problemas de equações diferenciais par-

ciais onde a não-linearidade satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz. No entanto,

atualmente muitos autores utilizam-se das mais variadas estratégias, e muitos esforços são

empregados para desenvolver resultados de existência de soluções para problemas onde a

não-linearidade não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Veja por exemplo [18],

[34], [38], [39], [41], [50], [51] e [52] como alguns dos trabalhos que estudam problemas

desse tipo.

Em seguida baseados no artigo de Brock, Iturriaga e Ubilla [12], estudaremos o seguinte

problema:

Problema 2. Considerando 
 � RN (N � 2) um domínio limitado com fronteira
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suave, provaremos a existência e multiplicidade de soluções positivas para(
��pu = �f (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
;

onde a não-linearidade f (x; u) se comporta como jujp�1 próximo de zero e no in�nito e
pode mudar de sinal, 1 < p < N; e � é um parâmetro real positivo.

Resultados de existência para problemas que trabalham com este tipo de não-linearidade

têm sido estudado por vários autores. Veja por exemplo, o artigo [13] e suas referências.

É importante comparar também nosso problema com o caso dual que foi investigado

no artigo clássico de Ambrosetti, Brezis e Cerami [4], onde eles consideram a equação

��u = �uq + ur; com u 2 H1
0 (
) e 0 < q < 1 < r � 2�: A situação análoga para o

p�Laplaciano foi estudada por García e Peral em [5], no entanto, neste trabalho, a não-

linearidade considerada não muda de sinal. Finalmente é válido ressaltar que Ambrosetti,

García e Peral estabeleceram em [3] a existência de soluções que mudam de sinal.

O operador p�Laplaciano tem recebido grande atenção durante as últimas duas decá-
das devido ao fato de que os problemas onde este operador está presente aparecem não só

na matemática pura, mas em várias aplicações como por exemplo nos problemas envol-

vendo Mecânica dos �uidos, reação-difusão, extração do petróleo, elasticidade não-linear,

astronomia, dentre outros. Para outras informações sobre problemas modelados pelo

operador p�Laplaciano, veja, por exemplo, [1], [20], [21], [23] e [42].

A seguir detalharemos como este trabalho está organizado.

No capítulo 1 apresentamos alguns resultados clássicos que serão utilizados ao longo

do trabalho, os quais serão enunciados sem demonstração e com as devidas referências

para possíveis consultas.

No capítulo 2, estudamos o Problema 1. Para garantir a existência de uma solução

positiva, usamos o método minimax; mais precisamente, associamos ao problema um

funcional energia e mostramos que este tem a geometria do passo da montanha. Daí

utilizamos uma versão do Teorema do Passo da Montanha que nos garante a existên-

cia de uma sequência de Cerami no nível minimax do passo da montanha. Em seguida,

mostramos que essa sequência de Cerami é limitada; esta será uma das principais di�cul-

dades encontradas ao longo deste capítulo, uma vez que g (x; u) não satisfaz a clássica

condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Além disso, mostramos também que a sequência

em questão possui uma subsequência que converge fortemente para uma solução fraca

não-trivial do problema estudado.

O capítulo 3 é voltado para o estudo do Problema 2. A �m de encontrarmos soluções

positivas, utilizamos argumentos variacionais, bem como o método de sub e supersolução.
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Capítulo 1

Mais especi�camente, associamos funcionais aos problemas em questão, e mostramos que

os pontos críticos desses funcionais são as soluções procuradas dos problemas. A partir

disto, usamos um princípio do máximo para garantirmos que a solução encontrada para

o Problema 2 é, de fato, positiva, e, utilizando alguns resultados de regularidade devido

à [35] e [47], obtemos que essa solução é C1;�
�


�
:

Finalmente, no Apêndice, provamos alguns resultados utilizados no decorrer deste

trabalho. Mais especi�camente, apresentamos a formulação fraca da classe de problemas

que estamos estudando e fazemos o estudo dos funcionais. Além disso, mostramos que as

soluções do Problema 2 são uniformemente limitadas em L1 (
) :
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Capítulo 1

Preliminares

Ao longo deste capítulo apresentaremos alguns resultados e de�nições que serão neces-

sários para uma melhor compreensão do estudo que será feito nos capítulos subsequentes.

1.1 Resultados Básicos

Proposição 1.1 ([10], Proposição 3.5,(iii), p. 58) Sejam E um espaço de Banach e

(xn) uma sequência em E . Se xn * x na topologia fraca de E , então (kxnk) é limitada
e temos que

kxk � lim inf
n!1

kxnk :

Proposição 1.2 ([10], Teorema 3.18, p. 69) Sejam E um espaço de Banach re�exivo

e (xn) uma sequência limitada em E; então existe uma subsequência
�
xnj
�
de (xn) que

converge na topologia fraca de E:

Lema 1.3 ([17], Teorema 1.2, Obs: 1.1, p. 8-9) Seja E um espaço de Banach re�e-

xivo e � : E ! R um funcional tal que:

i) � é fracamente semicontínuo inferiormente,

ii) � é coercivo, isto é, �(u)!1 quando kuk ! 1:

Então � é limitado inferiormente e existe u0 2 E tal que � (u0) = inf
u2E

�(u): Além disso,

se � tem derivada de Gâteaux em u0, então u0 é um ponto crítico, isto é, �0 (u0) = 0:

Lema 1.4 ([49], Lema A.3, p. 98) Se 1 � p <1 e a � 0; b � 0; então

(a+ b)p � 2p�1 (ap + bp) : (1.1)

Lema 1.5 ([42], Lema A.05, p. 80) Seja x; y 2 RN e h�; �i o produto interno canônico

2



Capítulo 1 1.1. Resultados Básicos

em RN : Então



jxjp�2 x� jyjp�2 y; x� y

�
�

8><>:
cp jx� yjp ; se p � 2;

cp
jx� yj2

(jxj+ jyj)2�p
; se 1 < p < 2:

Teorema 1.6 (Desigualdade de Hölder, [10], Teorema 4.6, p. 92) Assuma que f 2
Lp (
) e g 2 Lp0 (
) com 1 � p � 1: Então fg 2 L1 (
) eZ




jfgj � kfkp kgkp0 :

Proposição 1.7 (Desigualdade de Minkowski, [24], Proposição 4.2.2, p. 81)

Sejam f; g 2 Lp (
) com 1 � p � 1: Então f + g 2 Lp (
) e

kf + gkp � kfkp + kgkp :

De�nição 1.8 ([36], p. 243) Sejam (M;dM) e (N; dN) espaços métricos. Um conjunto

E de aplicações f : M ! N diz-se uniformemente equicontínuo quando, para todo " > 0

dado, existe � > 0 tal que dM(x; y) < �, implica que dN(f (x) ; f (y)) < " para toda f 2 E:

Teorema 1.9 (Ascoli-Arzelá, [10], Teorema 4.25, p. 111) SejamK;N espaços métri-

cos e E um subconjunto limitado de aplicações contínuas f : K ! N , onde K é compacto.

Se E � C (K;N) é uniformemente equicontínuo, então o fecho de E em C (K;N) é com-

pacto, ou seja, toda sequência de E possui subsequência convergente em C (K;N) :

Agora enunciaremos o importante Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Teorema 1.10 ([10], Teorema 4.2, p. 90) Seja (fn) uma sequência de funções em

L1 (
). Suponhamos que:

i) fn (x)! f (x) q.t.p em 
 e

ii) existe uma função g 2 L1 (
) tal que para todo n 2 N;

jfn (x)j � g (x) q.t.p em 
:

Então, f 2 L1 (
) e
lim
n!1

kfn � fk1 = 0:

Consequentemente,

lim
n!1

Z



fn (x) dx =

Z



f (x) dx:

3



Capítulo 1 1.2. Espaços de Sobolev

Teorema 1.11 ([10], Teorema 4.9, p. 94) Sejam (fn) uma sequência em Lp (
) e f 2
Lp (
) tais que

kfn � fkp ! 0:

Então podemos extrair uma subsequência (fnk) de (fn) tal que

(i) fnk (x)! f (x) q.t.p em 
 e

(ii) jfnk (x)j � h (x) q.t.p em 
 para todo k; com h 2 Lp (
) :

Lema 1.12 ([10], Lema 4.1, p. 90) Seja (fn) uma sequência de funções em L1 (
) que

satisfaz:

(i) fn � 0 q.t.p em 
, para todo n;

(ii) sup
n

Z



fndx <1:

Consideremos f (x) = lim inf
n!1

fn (x) q.t.p em 
: Então f 2 L1 (
) e

Z



f dx � lim inf
n!1

Z



fndx:

Teorema 1.13 ([28], Corolário 9.7, p. 101) SejamX espaço de Banach e ' 2 C1 (X;R)
um funcional satisfazendo a condição de Palais-Smale (PS). Se ' possui um par de mí-

nimos (ou máximos) locais, então ' possui um terceiro ponto crítico.

1.2 Espaços de Sobolev

Nesta seção apresentaremos alguns aspectos da teoria dos espaços de Sobolev, espaços

esses que possuem uma con�guração adequada para aplicarmos os resultados da análise

funcional.

De�nição 1.14 O espaço de Sobolev W 1;p (
) ; 1 � p <1, é de�nido por

W 1;p (
) =

�
u 2 Lp (
) ; cujas derivadas fracas @u

@xi
existem e

@u

@xi
2 Lp (
) ; i = 1; :::; N

�
;

munido da norma

kuk1;p =
 
kukpp +

NX
i=1





 @u@xi




p
p

!1=p
:

Proposição 1.15 ([10], Proposição 9.1, p. 264) Com a norma acima, temos queW 1;p (
)

é um espaço de Banach para todo 1 � p < 1: Além disso, W 1;p (
) é re�exivo para

1 < p <1; e é separável para 1 � p <1:

Consideremos o seguinte subespaço de W 1;p (
) :

4



Capítulo 1 1.2. Espaços de Sobolev

W 1;p
0 (
) = C10 (
)

k:k1;p :

Observação 1.16 O espaço W 1;p
0 (
) tem as mesmas propriedades que W 1;p(
) enunci-

adas na Proposição 1.15.

Uma outra caracterização desse subespaço W 1;p
0 (
) é dada como sendo o espaço das

funções u 2 W 1;p (
) que se anulam sobre @
; vale ressaltar que o valor de u sobre @


é entendido no sentido do traço. Pois para 
 limitado com @
 de classe C1; existe um

operador linear e limitado

T : W 1;p (
)! Lp (@
)

tal que para cada u 2 W 1;p (
)

i) T (u) = u j@
 se u 2 W 1;p (
) \ C
�


�
;

ii) kT (u)kLp(@
) � C kuk1;p ; com a constante C dependendo apenas de p e 
:

Proposição 1.17 ([49], Proposição A.1, p. 99) Seja 
 um domínio limitado em RN ,
1 < p <1: Se u 2 W 1;p (
) ; então u+ = max f0; ug ; u� = max f0;�ug e juj = u+ + u�

pertencem a W 1;p (
) :

Proposição 1.18 (Desigualdade de Poincaré [10], Corolário 9.19, p. 290)

Suponha que 1 � p < 1 e 
 � RN é um conjunto aberto e limitado. Então existe uma

constante C (dependendo de 
 e p) tal que para toda u 2 W 1;p
0 (
) ;

kukp � C krukp :

Em particular, a expressão krukp de�ne uma norma em W 1;p
0 (
) ; que é equivalente a

norma kuk1;p :

A �m de estabelecermos uma relação entre os espaços de Sobolev e os espaços de

Lebesgue, estaremos utilizando ao longo do nosso trabalho as imersões de Sobolev, imer-

sões estas que estão resumidas nos próximos resultados.

Teorema 1.19 ([10], Corolário 9.14, p. 284-285) Seja 
 � RN um aberto de classe

C1 com fronteira limitada, e 1 � p <1: Segue que,8>>><>>>:
se 1 � p < N; então W 1;p (
) � Lp

�
(
) onde

1

p�
=
1

p
� 1

N
;

se p = N; então W 1;p (
) � Lq (
) ; 8q 2 [N;+1) ;
se p > N; então W 1;p (
) � L1 (
) ;

e todas essas imersões são contínuas.

5



Capítulo 1 1.3. Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

Teorema 1.20 (Rellich-Kondrachov [10], Teorema 9.16, p. 285) Seja 
 � RN um
aberto limitado de classe C1: Então temos as seguintes imersões compactas:8>>><>>>:

se 1 � p < N; então W 1;p (
) � Lq (
) ; 8q 2 [1; p�) onde 1
p�
=
1

p
� 1

N
;

se p = N; então W 1;p (
) � Lq (
) ; 8q 2 [N;+1) ;
se p > N; então W 1;p (
) � C

�


�
:

1.3 Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

Estudaremos o operador p�Laplaciano de�nido por �pu = div
�
jrujp�2ru

�
: Este

é um operador típico que surge na modelagem de vários problemas físicos, como por

exemplo, na mecânica dos �uidos, no estudo da �uência de torção, em algumas equações

de reação-difusão e na extração do petróleo. Por esse motivo, nas últimas décadas tem

recebido grande atenção.

O p�Laplaciano é o exemplo padrão de operador elíptico quaselinear, observe que se
p = 2, torna-se o operador clássico de Laplace. A seguir, veremos alguns resultados para

este operador, que serão de grande importância para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Consideremos, o problema de autovalor para o p�Laplaciano com condição de fronteira
de Dirichlet; com 1 < p <1 e u 2 W 1;p

0 (
) ; u 6= 0.(
��pu = � jujp�2 u em 
;

u = 0 sobre @
:
(1.2)

Dizemos que (u; �) 2 W 1;p
0 (
) � R; u 6= 0 é uma solução de (1.2); se eles veri�cam

(1.2) no sentido fraco.

O primeiro autovalor de (1.2) foi estudado por Peral em [42] e é caracterizado por:

�1 (
) = inf

�Z



jrwjp dx : w 2 W 1;p
0 (
) ;

Z



jwjp dx = 1
�
:

Os resultados a seguir dão informações extremamente utéis sobre ele.

Lema 1.21 ([42], Lema 1.4.3, p. 20) Seja �1 (
) um autovalor de (1.2), então toda

autofunção u1 associada a �1 (
) não muda de sinal em 
 , isto é, ou u1 > 0 ou u1 < 0:

Lema 1.22 ([42], Lema 1.4.5, p. 21) �1 (
) é simples, isto é, se u; v são duas auto-

funções correspondente ao autovalor �1 (
), então u = �v para algum � 2 R:

Lema 1.23 ([42], Lema 1.4.7, p. 24) �1 (
) é isolado, isto é, �1 (
) é o único auto-

valor em [0; �1 + a] ; para algum a > 0. Além disso, �1 (
) > 0:
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Capítulo 1 1.3. Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

Os próximos resultados dizem respeito à regularidade da solução para problemas quase-

lineares.

Teorema 1.24 ([42], Teorema E.0.20, p. 100) Sejam 1 < p < N e u 2 W 1;p
0 (
)

uma solução do problema (
��pu = f (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
;

e

jf (x; u)j � C (1 + jujr) com r + 1 � p�:

Então u 2 L1 (
) :

O próximo resultado é uma consequência do Corolário 1.1 apresentado em [26].

Lema 1.25 ([26], Corolário 1.1, p. 884) Seja 
 um domínio limitado em RN que

possui fronteira suave e seja u 2 W 1;p
0 (
)\L1 (
) tal que �pu 2 L1 (
) ; com 1 < p < N:

Então u 2 C1;�
�


�
; para algum � 2 (0; 1) :

A seguir apresentamos uma extensão do Lema de Hopf para o operador p�Laplaciano:

Lema 1.26 ([42], Lema A.08, p. 83-84) Seja 
 um domínio limitado em RN que pos-
sui fronteira suave. Se u 2 C1

�


�
\W 1;p

0 (
) e veri�ca

��pu � 0 em 
;

u > 0 em 
;

u = 0 sobre @
:

Então
@u

@�
< 0 sobre @
:

O próximo resultado é um princípio de comparação forte provado em [19].

Teorema 1.27 ([19], Teorema 2.1, p. 725) Seja 
 � RN (N � 2) um domínio limi-

tado cuja @
 é uma variedade conexa C2. Consideremos a seguinte classe de problemas

elípticos quaselinear(
� div (a (x;ru))� b (x; u) = f (x) em 
;

u = 0 sobre @
:
(1.3)

Assuma que a (x;ru) satisfaz as condições (1) e (2) e b (x; u) satisfaz a condição (3) e
(4) enunciadas a seguir:
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Capítulo 1 1.3. Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

(1) a = (a1; :::; aN) ; e cada ai (x; 0) = 0 para i = 1; :::; N:

(2) Para todo conjunto compacto K � RN= f0g existe uma constante � 2 (0; 1) tal que
@ai
@�j

2 C�
�

�K

�
para todo i; j = 1; :::; N:

(3) jb (x; u)j � 
 (k + juj)p�2 juj com 
 2 (0;1) e k 2 [0; 1] :
(4) Seja (x; u) 2 
 � R; b (x; u) é não-decrescente em u e (1.3) tem uma única solução

não-negativa u 2 W 1;p
0 (
) :

Além disso, sejam f; g 2 L1 (
) tais que 0 � f � g com f 6= g em 
 e assuma �nalmente

que u; v 2 W 1;p
0 (
) são soluções não-negativas de (1.3). Então as seguintes desigualdades

são válidas para u e v;
0 � u < v em 
;

@v

@�
<

@u

@�
� 0 sobre @
:

O próximo resultado é um princípio de comparação forte para uma equação envolvendo

o p�Laplaciano.

Proposição 1.28 ([25], Proposição 5.1, p. 1238) Sejam 1 < p < 1 e 
 � RN um

domínio limitado com @
 de classe C2;� (
) para algum � 2 (0; 1) ; � � p�1: Assumimos
que u1; u2 2 W 1;p

0 (
) \ C1;� (
) ; são, respectivamente, soluções fracas de

��pu1 = a p (u1) + f1;

��pu2 = a p (u2) + f2;

onde �1 < a < 0; e f1; f2 2 C� (
) ; com 0 � f1 � f2 e 0 � u1 � u2 q.t.p em 
: Além

disso, existe � > 0 su�cientemente pequeno tal que jru1j ; jru2j > �: E � � 
� é uma

componente conexa de 
�; então ou

u1 � u2 em �; ou,

u1 < u2 em �n@
 e @u1
@�

>
@u2
@�

em � \ @
:

Teorema 1.29 (Princípio do Máximo Fraco [16], Teorema 17.6, p. 237) Suponha

que u1; u2 satisfazem, para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




jruijp�2 jruijr' dx =
Z



fi' dx; i = 1; 2:

Se f1 � f2 em 
 e u1 � u2 sobre @
: Então u1 � u2 q.t.p em 
:
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Capítulo 1 1.3. Alguns Resultados para o Operador p-Laplaciano

Teorema 1.30 ([48], Teorema 5, p. 200) Seja u 2 C1 (
) tal que �pu 2 L2loc (
),

u � 0 q.t.p em 
, �pu � � (u) q.t.p em 
 com � : [0;1) ! R contínua, não-

decrescente, � (0) = 0 e, ou � (s) = 0 para algum s > 0 ou � (s) > 0 para todo s > 0 masZ 1

0

(� (s) s)�1=p ds =1:

Então se u não é identicamente nula em 
; u é positiva q.t.p em 
:

Proposição 1.31 ([26], Proposição 1.1, p. 881) Sejam 
 � RN aberto e limitado,

com @
 de classe C2 e p > 1: Se f é uma função de�nida em 
; consideremos a seguinte

equação (
��pu = f em 
;

u = 0 sobre @
:

Assuma que f 2 C1
�


�
e u 2 C1;�

�


�
: Então existe C � 0; dependendo de p;N;
 e

kfk1 tal que

kukC1;�(
) � C:

Teorema 1.32 ([49], Teorema 1.10, p. 27) Se un * u em W 1;p
0 (
) e

lim
n!+1

Z



jrunjp�2runr (un � u) � 0:

Então un ! u em W 1;p
0 (
) :

O próximo Teorema é crucial para mostrarmos a multiplicidade de soluções. Brezis e

Nirenberg em [11] estudaram o caso p = 2; o caso geral enunciado a seguir foi provado em

[6], neste trabalho Azorero, Manfredi e Peral apresentam uma prova bastante técnica. Já

Brock, Iturriaga e Ubilla deram uma ideia de uma nova prova em [12].

Teorema 1.33 ([6], Teorema 1.2, p. 387) Seja f : 
�R! R uma função de Carathéodory
que para todo (x; t) 2 
� R satisfaz

jf (x; t)j � C (1 + jtjr) ;

para alguma constante C > 0 e r 2 [0; p� � 1) : Assuma que u0 2 W 1;p
0 (
) é uma solução

fraca de (
��pu = f (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
:
(1.4)

Consideremos o funcional associado a (1.4) de�nido por:

J (u) =
1

p

Z



jrujp dx�
Z



F (x; u) dx:
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Se u0 2 W 1;p
0 (
) é um mínimo local de J em C10

�


�
; então u0 é também um mínimo

local em W 1;p
0 (
) :
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Capítulo 2

Existência de Solução Positiva para

um Problema Quaselinear sem a

Condição de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capítulo estudaremos a existência de uma solução positiva para a seguinte classe

de problemas envolvendo o operador p�Laplaciano(
��pu = g (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
;
(P )

onde �pu = div
�
jrujp�2ru

�
; 
 � RN é um domínio limitado com fronteira suave,

1 < p < N com N � 2 e a não-linearidade g (x; u) satisfaz as seguintes hipóteses:

(G1) g : 
 � [0;+1) ! [0;+1) é uma função de Carathéodory, isto é, g (�; s) é
mensurável para todo s 2 R e g (x; �) é contínua q.t.p em 
:

(G2) Existem constantes positivas C1, C2 e q0 2 (p� 1; p� � 1) ; onde p� denota o
expoente crítico de Sobolev dado por p� = Np= (N � p) ; tais que para todo t � 0 e

x 2 
; temos
g (x; t) � C1 + C2t

q0 :

(G3) lim
t!0+

g (x; t)

tp�1
= 0; uniformemente q.t.p em 
:

(G4) Para qualquer M > 0; existe C0 > 0 tal que, para todo t � 0 e x 2 
; temos

g (x; t) �Mtp�1 � C0:

(G5) Existe R > 0 tal que a função t 7! g (x; t) t1�p é não-decrescente se t > R q.t.p

em 
:
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Capítulo 2

Os resultados apresentados ao longo desse capítulo se baseiam no artigo de Iturriaga,

Lorca e Ubilla [27], sendo o resultado principal o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Assumindo que g (x; u) satisfaz as hipóteses (G1)� (G5) : Então (P ) tem
uma solução positiva.

Hipóteses do tipo (G1) � (G5) tem sido utilizados por diversos autores, veja, por

exemplo, [29], [38] e suas referências. No entanto, a maioria deles impõe a condição

(G5) em [0;+1) ; isto é R = 0; aqui esta condição somente é assumida no in�nito.

Vale ressaltar também que as hipóteses do Teorema 2.1 não implicam na condição de

Ambrosseti- Rabinowitz (A-R), condição esta que para o p�Laplaciano é enunciada em
[37] da seguinte forma:

Condição (A-R) Existe um número � > p e R0 > 0 tal que para todo (x; t) 2 
 �
[R0;+1] ;

0 < �G (x; t) � tg (x; t) :

Consideremos g (x; t) = tp�1 ln (t+ 1) e vejamos que g (x; t) satisfaz as hipóteses (G1) �
(G5) porém não satisfaz a condição (A-R).

De fato, claramente temos que a hipótese (G1) é satisfeita, uma vez que g (x; t) é uma

função de Carathéodory.

Além disso, notemos que g (x; t) � C1 + C2t
q0 ; pois

lim
t!+1

g (x; t)

tq0
= lim

t!+1

tp�1 ln (1 + t)

tq0
:

Como q0 > p� 1; segue que

lim
t!+1

tp�1 ln (1 + t)

tq0
= lim

t!+1

tp�1 ln (1 + t)

tp�1 (tq0�p+1)
:

Usando L�Hospital obtemos

lim
t!+1

g (x; t)

tq0
= lim

t!+1

1

1 + t
(q0 � p+ 1) tq0�p

= 0:

Assim, g (x; t) � C1 + C2t
q0 e, portanto, temos que a hipótese (G2) é satisfeita.

A hipótese (G3) vale, pois

lim
t!0+

g (x; t)

tp�1
= lim

t!0+
tp�1 ln (t+ 1)

tp�1
= lim

t!0+
ln (t+ 1) = 0:
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Além disso, temos que

lim
t!+1

g (x; t)

tp�1
= lim

t!+1

tp�1 ln (t+ 1)

tp�1
= lim

t!+1
ln (1 + t) = +1:

Donde obtemos que g (x; t) � Mtp�1 para qualquer M > 0; e assim a hipótese (G4) é

satisfeita, isto é, existe C0 tal que g (x; t) �Mtp�1 � C0 para qualquer M > 0:

Notemos que a hipótese (G5) vale; para isso consideremos h (t) = g (x; t) t1�p =

ln (t+ 1) : Para qualquer t > 0 temos que h (t) é não-decrescente. Assim para qualquer

R > 0 segue que h (t) é não-decrescente para todo t > R.

Agora, vejamos que g (x; t) = tp�1 ln (t+ 1) não satisfaz a condição de Ambrosetti-

Rabinowitz.

De fato, se g (x; t) satis�zesse tal condição, teríamos para todo (x; t) 2 
� [R;+1] e
� > p que

0 � �G (x; t) � tg (x; t) ;

isto é, para todo t > R;
G (x; t)

tg (x; t)
� 1

�
<
1

p
:

Notemos que,
G (x; t)

tg (x; t)
=

R t
0
sp�1 ln (s+ 1) ds

tp ln (t+ 1)
:

e, Z t

0

sp�1 ln (s+ 1) ds =

Z R

0

sp�1 ln (s+ 1) ds+

Z t

R

sp�1 ln (s+ 1) ds:

Logo, Z t

0

sp�1 ln (s+ 1) ds �
Z t

R

sp�1 ln (s+ 1) ds:

Agora notemos que, usando L�Hospital, dado " > 0 existe t0 tal que para todo t � t0

lim
t!+1

ln t

ln (t+ 1)
= lim

t!+1

1
t
1
t+1

= lim
t!+1

t+ 1

t
= lim

t!+1

1

1
= 1:

Então, para t > t0 (su�cientemente grande), temos que���� ln t

ln (t+ 1)
� 1
���� < ":

Donde obtemos que, para t > t0 (su�cientemente grande),

ln t < ("+ 1) ln (t+ 1) :
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Daí, considerando R = t0 temos que

G (x; t)

tg (x; t)
�
R t
R
sp�1 ln (s+ 1) ds

tp ln (t+ 1)
=

R t
R
sp�1

ln (s)

("+ 1)
ds

tp ln (t+ 1)
=

1

("+ 1)

R t
R
sp�1 ln (s) ds

tp ln (t+ 1)
:

Sendo u = ln s e dv = sp�1ds, segue que du =
1

s
ds e v =

sp

p
: Assim, usando integração

por partes, segue que Z t

R

sp�1 ln (s) ds =
tp

p
ln (t)� 1

p2
tp � CR:

Logo,
G (x; t)

tg (x; t)
� 1

("+ 1)

�
tp

p
ln (t)� 1

p2
tp � CR

�
1

tp ln (t+ 1)
:

Usando as propriedades de limite, obtemos que

lim
t!+1

G (x; t)

tg (x; t)
� 1

("+ 1)

�
lim
t!+1

tp ln (t)

ptp ln (t+ 1)
� lim

t!+1

tp

p2tp ln (t+ 1)
� lim

t!+1

CR
tp ln (t+ 1)

�
:

Donde,

lim
t!+1

G (x; t)

tg (x; t)
� 1

("+ 1) p
;

uma vez que lim
t!+1

tp ln (t)

ptp ln (t+ 1)
=
1

p
e lim
t!+1

tp

p2tp ln (t+ 1)
= lim

t!+1

CR
tp ln (t+ 1)

= 0:

Fazendo "! 0; temos que para todo t > R

G (x; t)

tg (x; t)
� 1

p
:

Consequentemente g (x; t) não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz.

2.1 Formulação Variacional

Nosso objetivo é encontrar soluções fracas para (P ), isto é, encontrar funções u 2
W 1;p
0 (
) que para toda ' 2 W 1;p

0 (
) satisfazemZ



jrujp�2rur' dx�
Z



g (x; u)' dx = 0.

Ao problema (P ) está associado o funcional I : W 1;p
0 (
)! R; de�nido por

I (u) =
1

p

Z



jrujp dx�
Z



G (x; u) dx;
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onde

G (x; t) =

Z t

0

g (x; s) ds:

Para mais detalhes, veja Apêndice A.

Temos também que I 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
e para toda u; ' 2 W 1;p

0 (
) ; temos

I 0 (u)' =

Z



jrujp�2rur' dx�
Z



g (x; u)' dx:

Veja Apêndice B para os detalhes.

Observação 2.2 Como estamos interessados em obter soluções fracas positivas, esten-

deremos a função g (x; t) para valores negativos de t como a seguir,

~g (x; t) =

(
g (x; t) se (x; t) 2 
� [0;+1) ;
0 se (x; t) 2 
� (�1; 0) :

No que segue, escreveremos g (x; t) em vez de ~g (x; t) :

2.2 Existência de Solução

Inicialmente, relembremos a de�nição de sequência de Cerami, introduzida em [14] e

[15] por Cerami.

De�nição 2.3 Seja E um espaço de Banach real e J 2 C1 (E;R) : Dizemos que uma
sequência (un) � E é de Cerami no nível c se,

J (un) ! c; (2.1)

(1 + kunk) kJ 0 (un)k� ! 0:

O resultado de existência será obtido aplicando-se a seguinte versão do Teorema do

Passo da Montanha, o qual nos garante a existência de uma sequência de Cerami no nível

do passo da montanha. A versão a seguir do Teorema pode ser encontrada em [44].

Teorema 2.4 Seja E um espaço de Banach real, com espaço dual E� e suponha que

J 2 C1 (E;R) satisfaça a condição

max fJ (0) ; J (u1)g � � < � � inf
kukE=�

J (u) (2.2)

para alguns �; �; � > 0 e u1 2 E com ku1kE > �: Seja cM de�nido por

cM = inf

2�

max
0���1

J (
 (�)) ;
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onde � = f
 2 C (([0; 1]) ; E) : 
 (0) = 0 e 
 (1) = u1g é o conjunto de caminhos contínuos
unindo 0 e u1: Então existe uma sequência (un) � E tal que quando n! +1;(

J (un) ! cM � �;

(1 + kunkE) kJ 0 (un)k� ! 0:

2.2.1 Geometria do Funcional

Vejamos que as hipóteses (G1)� (G4) asseguram que o funcional energia I associado

a (P ) tem a geometria do passo da montanha. Para isso utilizaremos os lemas a seguir:

Lema 2.5 Assumindo as hipóteses (G1)� (G3) ; existem �; � > 0 tais que I (u) � � para

toda u 2 W 1:p
0 (
) ; com kuk = �:

Demonstração: De fato, pela hipótese (G3) temos que dado " > 0; existe � > 0 tal que

para todo (x; t) 2 
� [0; �]
g (x; t) � "tp�1: (2.3)

Por (G2) ; para jtj > �; temos que
jtjq0
�q0

> 1; logo

g (x; t) � C1 + C2t
q0

� C1
jtjq0
�q0

+ C2 jtjq0

=

�
C1
�q0
+ C2

�
jtjq0 : (2.4)

Portanto de (2.3) e (2.4), dado " > 0; existe C" > 0 tal que, para todo (x; t) 2 
 � R;
temos

g (x; t) � " jtjp�1 + C" jtjq0 :

Daí, Z s

0

g (x; t) dt �
Z s

0

" jtjp�1 dt+
Z s

0

C" jtjq0 dt:

Logo,

G (x; s) � "

p
jsjp + C"

q0 + 1
jsjq0+1 :

Assim,

I (u) =
1

p
kukp �

Z



G (x; u) dx

� 1

p
kukp � "

p

Z



jujp dx� C"
q0 + 1

Z



juj
q0+1

dx

=
1

p
kukp � "

p
kukpp �

C"
q0 + 1

kukq0+1q0+1
:
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Usando a imersão W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) para todo q 2 [1; p�) e como p < p� e q0 + 1 < p�

concluímos que

I (u) � 1

p
kukp � "C 0

p
kukp � C"C

00

q0 + 1
kuk

q0+1

=
kukp

p

�
1� "C 0 � C"C

00p

q0 + 1
kuk(q0+1)�p

�
:

Escolhendo " de forma que 1� "C 0 > 0 e considerando kuk = � su�cientemente pequeno

de forma que

1� "C 0 >
C"C

00p

q0 + 1
�(q0+1)�p;

teremos que

I (u) � � :=
�p

p

�
1� "C 0 � C"C

00p

q0 + 1
�(q0+1)�p

�
> 0:

Lema 2.6 Assumindo a hipótese (G4) existe u1 2 W 1:p
0 (
) ; com ku1k > �; tal que

I (u1) < 0:

Demonstração: De fato, pela hipótese (G4) temos que para qualquerM > 0 existe C0
tal que para todo t � 0 e x 2 
;

g (x; t) �Mtp�1 � C0:

Integrando temos, Z s

0

g (x; t) dt �M

Z s

0

tp�1 dt� C0

Z s

0

dt;

isto é,

G (x; s) � M

p
sp � C0s: (2.5)

Se v 2 W 1:p
0 (
) é não-nula, para todo t > 0; temos que

I (tv) =
1

p

Z



jr(tv)jp �
Z



G (x; tv) dx:

Usando a desigualdade (2.5), segue que

I (tv) � tp

p
kvkp � M

p

Z



jtvjp dx+ C0

Z



tv dx

=
tp

p
kvkp � tpM

p
kvkpp + C0t kvk1 :

Logo,

I (tv) � tp

p

�
kvkp �M kvkpp

�
+ C0t kvk1 :
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Tomando M >
kvkp

kvkpp
temos que kvkp �M kvkpp < 0: Assim, quando t! +1; temos que

I (tv)! �1:

Portanto, para t grande, basta tomar u1 = tv e teremos que I (u1) < 0:

Assim pelos Lemas 2.5 e 2.6, temos que o funcional I satisfaz a condição (2.2) no

Teorema 2.4, logo podemos garantir a existência de uma sequência de Cerami (un) �
W 1:p
0 (
) :

Nosso objetivo a partir de agora é mostrar a limitação dessa sequência (un), vale

ressaltar que este é um dos pontos primordiais desse capítulo, uma vez que a não-

linearidade não satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz.

2.2.2 Limitação da Sequência de Cerami

A �m de provar a limitação da sequência de Cerami utilizaremos alguns resultados

técnicos que serão apresentados ao longo desta seção.

Lema 2.7 Assumindo as hipóteses (G2) e (G5); existe uma constante positiva C tal que

para toda v � u q.t.p em 
;

G (x; u)�G (x; v) � (up � vp) g (x; u)

pup�1
+ C:

Demonstração: Temos três casos a serem analisados:

Caso 1: R � v � u

Consideremos H (x; t) := G
�
x; t1=p

�
: Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo para

H (x; t) ; teremos que

H (x; t)�H (x; s) =

Z t

s

H 0 (x; �) d�:

Notemos que

H 0 (x; �) = G0
�
x; �

1=p
� �(1=p)�1

p
:

Daí,

H (x; t)�H (x; s) =

Z t

s

G0
�
x; �

1=p
�
�(1=p)�1

p
d�

=

Z t

s

g
�
x; �

1=p
�

p�(p�1)=p
d�:

18
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Pela de�nição de H; temos que

G
�
x; t

1=p
�
�G

�
x; s1=p

�
=

Z t

s

g
�
x; �

1=p
�

p�
(p�1)=p d�: (2.6)

Pela hipótese (G5) ; se t > s > R temos que g
�
x; t1=p

�
t(1�p)=p � g

�
x;R

1=p
�
R(1�p)=p:

Logo em (2.6), resulta que

G
�
x; t

1=p
�
�G

�
x; s1=p

�
�
g
�
x; t1=p

�
pt(p�1)=p

(t� s) :

Assim, para up = t e vp = s; obtemos que

G (x; u)�G (x; v) � (up � vp) g (x; u)

pu(p�1)=p
:

Neste caso, basta tomar qualquer C > 0, e

G (x; u)�G (x; v) � (up � vp) g (x; u)

pu(p�1)=p
+ C:

Caso 2: v � u � R

Pela hipótese (G2) ; temos que para todo t � 0 e x 2 
;

g (x; u) � C1 + C2t
q0 :

Assim, Z u

v

g (x; t) dt �
Z u

v

C1 dt+

Z u

v

C2t
q0 dt:

Logo,

G (x; u)�G (x; v) � C1 (u� v) +
C2

q0 + 1
(u� v)q0+1

� C1 (juj+ jvj) +
C2

q0 + 1
2q0
�
juj

q0+1

+ jvj
q0+1
�
:

Como juj � R e jvj � R; segue que

G (x; u)�G (x; v) � 2C1R +
2
q0C2
q0 + 1

2R
q0+1

:

Portanto, temos que

G (x; u)�G (x; v) � C (R) :

Caso 3: v � R � u
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Aqui usaremos uma combinação dos casos acima para chegarmos ao resultado desejado.

Notemos que

G (x; u)�G (x; v) = G (x; u)�G (x;R) +G (x;R)�G (x; v) :

Como v � R; pelo Caso 2, temos que G (x;R) � G (x; v) � C (R) : Além disso, como

R � u; pelo Caso 1, temos que

G (x; u)�G (x;R) � (up �Rp) g (x; u)

pu(p�1)=p
:

Assim,

G (x; u)�G (x; v) � (up �Rp) g (x; u)

pu(p�1)=p
+ C (R)

� (up � vp) g (x; u)

pu(p�1)=p
+ C (R) :

Portanto, combinando os casos acima, temos que para toda v � u q.t.p em 
;

G (x; u)�G (x; v) � (up � vp) g (x; u)

pup�1
+ C:

Tomando a sequência de Cerami (un); consideremos wn (x) =
un (x)

kunk
: Como kwnk = 1;

temos que (wn) é limitada em W 1;p
0 (
) ; que é re�exivo; então, pela Proposição 1.2, a

menos de subsequência, temos que wn * w em W 1;p
0 (
) : Além disso, como 1 < p < N

e 
 é limitado, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) compactamente

para todo q 2 [1; p�) ; em particular para p < p�; logo wn ! w em Lp (
) : Pelo Teorema

1.11, a menos de subsequência, segue que wn (x) ! w (x) q.t.p em 
 e jwn (x)j � h (x)

q.t.p em 
; com h 2 Lp (
) :

Provaremos, no lema a seguir, que w+n * w+ em W 1;p
0 (
) :

Lema 2.8 w+n * w+ em W 1;p
0 (
) :

Demonstração: Considerando A+n = fx 2 
 : wn (x) � 0g ; temos

w+n (x) = XA+n (x)wn (x) :

Desde que kw+n k � kwnk = 1; temos que (w+n ) é limitada e, como W
1;p
0 (
) é re�exivo,

então pela Proposição 1.2, a menos de subsequência, temos que w+n * v emW 1;p
0 (
) ; onde

v é uma função não-negativa. Consequentemente, pelos mesmos argumentos usados acima
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para (wn), temos que w+n (x) ! v (x) q.t.p em 
: Notemos que, para n su�cientemente

grande,

A+n � A+ = fx 2 
 : w (x) � 0g :

De fato, seja x 2 A+n então wn (x) � 0; isto é, wn (x) = w+n (x) : Como wn (x) ! w (x)

q.t.p em 
 e w+n (x)! v (x) � 0 q.t.p em 
; pela unicidade do limite temos que w (x) =

v (x) � 0: Logo, x 2 A+:
Além disso, uma vez que wn (x) ! w (x) q.t.p em 
; temos que para n su�cientemente

grande, wn (x) = w (x) q.t.p em 
; ou seja, wn (x) 6= w (x) apenas em um conjunto de

medida nula. Assim, tomando n0 su�cientemente grande, o conjunto

Bn0 = A+nA+n0 = fx 2 
 : wn0 (x) 6= w (x)g

tem medida nula.

Logo, v (x) = w+ (x) q.t.p em 
; donde concluímos que w+n * w+em W 1;p
0 (
) :

Observação 2.9 Utilizando o Teorema de Rellich-Kondrachov, concluímos que w+n !
w+ em Lp (
) :

A partir de agora, vamos supor, para futura contradição, que kunk ! +1:

Lema 2.10 Assumindo a hipótese (G4) ; temos que w+ = 0 q.t.p em 
:

Demonstração: Primeiramente, notemos que (2.1) implica que existe uma sequência

de números positivos (�n) tal que �n ! 0 e kunkp =
Z



(g (x; un)un + �n) dx:

De fato, em (2.1) temos que

(1 + kunk) kI 0 (un)k� ! 0:

Como

kI 0 (un)k� = sup
k'k=1

jI 0 (un)'j ;

temos que

(1 + kunk) kI 0 (un)k� = (1 + kunk) sup
k'k=1

jI 0 (un)'j :

Considerando ' = wn; então

(1 + kunk) kI 0 (un)k� � (1 + kunk)
����I 0 (un) un

kunk

����
� kunk

����I 0 (un) un
kunk

���� :
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Pela de�nição de I 0 (un) ; segue que

(1 + kunk) kI 0 (un)k� � kunk
����Z



jrunjp

kunk
dx�

Z



g (x; un)
un
kunk

dx

����
= kunkp �

Z



g (x; un)un dx:

Logo,

kunkp �
Z



g (x; un)un dx! 0:

Assim, podemos garantir a existência de uma sequência de números reais (�n) ; com �n ! 0

tal que

kunkp =
Z



(g (x; un)un + �n) dx:

Então, temos
kunkp

kunkp
=

Z



�
g (x; un)

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx:

Logo,

1 =

Z



�
g (x; un)

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx:

Consideremos agora 
+ := fx 2 
; w (x) > 0g e suponhamos que j
+j > 0:
Daí,

1 =

Z

+

�
g (x; un)

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx+

Z

n
+

�
g (x; un)

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx:

Assim, temos que

1 �
Z

+

�
g (x; un)

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx:

Como para n > n0; temos que un � 0; então pela hipótese (G4) ; para qualquer M > 0;

segue queZ

+

�
g (x; un)

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx �

Z

+

��
Mup�1n � C0

� un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx:

Portanto,

1 �
Z

+

�
Mwpn � C0

un
kunkp

+
�n
kunkp

�
dx:

Tomando o limite na desigualdade acima, temos que

1 �M lim
n!+1

Z

+
wpn dx� C0 lim

n!+1

Z

+

un
kunkp

dx+ lim
n!+1

Z

+

�n
kunkp

dx:
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Pela Observação 2.9, w+n ! w+ em Lp (
) ; logo,
Z

+
wpn dx !

Z

+
wp dx. Desde que

�n ! 0 e kunkp ! +1 segue que
�n
kunkp

! 0: Uma vez que toda sequência convergente

em R é limitada, temos que
�n
kunkp

� C: Então como o domínio é limitado, pelo Teorema

da Convergência Dominada de Lebesgue obtemos que
Z

+

�n
kunkp

dx ! 0: Além disso,

notemos que
un (x)

kunkp
= wn (x)

1

kunkp�1
; como kunkp ! +1 e wn (x) é uma sequência

limitada em R; temos que
un (x)

kunkp
! 0 e

un (x)

kunkp
� C, então, novamente, pelo Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos que
Z

+

un
kunkp

dx! 0: Donde segue que

M

Z

+
wp dx � 1;

o que é uma contradição, uma vez que M é uma constante arbitrária.

Logo, temos que j
+j = 0; isto é, w+ = 0 q.t.p em 
:

Agora, para cada n 2 N; de�nimos

mn := max
0�t�kunk

I (twn) :

Uma vez que I é contínuo e [0; kunk] é compacto para cada n 2 N, então I atinge o
máximo, ou seja, existe tn; 0 � tn � kunk tal que

mn = I (tnwn)

No lema a seguir, mostraremos que mn ! +1 :

Lema 2.11 Assumindo as hipóteses (G2)� (G4), temos que mn ! +1 :

Demonstração: Como kunk ! +1; então dado M > 0; temos que M � kunk para n
su�cientemente grande. Além disso, temos que mn � I (Mwn) para todo M 2 [0; kunk] :
Assim,

lim inf
n!1

mn � lim inf
n!1

I (Mwn) : (2.7)

Notemos que

lim inf
n!1

I (Mwn) = lim inf
n!1

�
1

p

Z



jMwnjp dx�
Z



G (x;Mwn) dx

�
= lim inf

n!1

�
Mp

p
kwnkp �

Z



G (x;Mwn) dx

�
:
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Como kwnk = 1; obtemos que

lim inf
n!1

I (Mwn) = lim inf
n!1

�
Mp

p
�
Z



G (x;Mwn) dx

�
:

Uma vez que wn ! w q.t.p em 
; e pelo Lema 2.10, w+ = 0 q.t.p em 
; temos queMwn !
�Mw� q.t.p em 
: Usando que G (x; �) é contínua segue que G (x;Mwn)! G (x;�Mw�)

q.t.p em 
: Mas, por de�nição, temos que G (x;�w�) = 0: Consequentemente,

G (x;Mwn)! 0 q.t.p em 
:

Além disso, pelas hipóteses (G2) e (G3) ; vimos na demonstração do Lema 2.5, que

G (x;Mwn) �
"Mp

p
jwnjp +

C"M
q0+1

q0 + 1
jwnjq0+1 :

Como jwnj � h 2 Lp (
) ; segue que

G (x;wn) �
"Mp

p
hp +

C"M
q0+1

q0 + 1
hq0+1 2 L1 (
) :

Então pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, segue queZ



G (x;Mwn) dx! 0:

Portanto,

lim inf
n!1

I (Mwn) =
Mp

p
:

Logo, em (2.7) temos que

lim inf
n!1

mn �
Mp

p
:

Desde que M é uma constante arbitrária, através dessa última expressão obtemos a con-

clusão desejada, isto é mn ! +1 :

Agora, estamos prontos para mostrar o seguinte resultado.

Proposição 2.12 Assumindo as hipóteses (G2) � (G5) ; toda sequência de Cerami (un)
associada ao funcional I é limitada em W 1;p

0 (
) :

Demonstração: Observemos que, pela de�nição de I; temos

I (tnwn)� I (un) =
1

p

Z



jr(tnwn)jp dx�
Z



G (x; tnwn) dx

�
�
1

p

Z



jrunjp dx�
Z



G (x; un) dx

�
:
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Logo,

I (tnwn)� I (un) =
tpn
p

Z



jrwnjp dx�
Z



G (x; tnwn) dx

� 1

p

Z



jrunjp dx+
Z



G (x; un) dx:

Usando a de�nição da sequência (wn) ; e considerando sn =
tn
kunk

; obtemos

I (tnwn)� I (un) =
tpn kunk

p

p kunkp
� kunk

p

p
�
Z



(G (x; snun)�G (x; un)) dx:

Assim,

I (tnwn)� I (un) =
tpn � kunk

p

p
+

Z



(G (x; un)�G (x; snun)) dx: (2.8)

Como sn =
tn
kunk

� 1 pois tn 2 [0; kunk] temos que snun (x) � un (x) : Assim por (2.8) e

pelo Lema 2.7 temos que, para alguma constante positiva C;

I (tnwn)� I (un) � tpn � kunk
p

p
+

Z



(upn � spnu
p
n) g (x; un)

pup�1n

dx+ C

=
tpn � kunk

p

p
+

Z



(1� spn)u
p
ng (x; un)

pup�1n

dx+ C:

Donde,

I (tnwn)� I (un) � tpn � kunk
p

p
+

Z



(1� spn) g (x; un)un
p

dx+ C

=
tpn � kunk

p

p
+
(1� spn)

p

Z



g (x; un)un dx+ C:

Como tn = sn kunk ; segue que

I (tnwn)� I (un) �
spn kunk

p � kunkp

p
+
(1� spn)

p

Z



g (x; un)un dx+ C:

Daí,

I (tnwn)� I (un) �
(1� spn)

p

�
�kunkp +

Z



g (x; un)un dx

�
+ C:

Pela de�nição de I 0 (un)un; obtemos

I (tnwn)� I (un) �
(1� spn)

p
(�I 0 (un)un) + C:

Assim, tomando o limite na desigualdade acima temos que

lim
n!+1

(I (tnwn)� I (un)) � lim
n!+1

�
(1� spn)

p
(�I 0 (un)un) + C

�
;
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ou seja,

lim
n!+1

mn � lim
n!+1

I (un) � lim
n!+1

�
(1� spn)

p
(�I 0 (un)un) + C

�
: (2.9)

Pelas propriedades da sequência (un) ; temos que I 0 (un)un ! 0 e I (un)! c: Além disso,

temos que (sn) é limitada pois sn =
tn
kunk

� 1: Assim, o lado esquerdo da desigualdade

(2:9) diverge, pois pelo Lema 2.11, mn ! +1 quando n ! +1, e o lado direito da
mesma desigualdade é limitado por alguma constante positiva C; o que é uma contradição.

Portanto (un) é limitada em W 1;p
0 (
) e a Proposição está provada.

2.3 Prova do Teorema 2.1

Demonstração: Pela Proposição 2.12 temos que (un) é limitada emW 1;p
0 (
) então como

W 1;p
0 (
) é re�exivo podemos extrair uma subsequência (unk) de (un) tal que unk * u

em W 1;p
0 (
) : Além disso, como 1 < p < N e 
 é limitado, pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov temos que para todo q 2 [1; p�) ; a imersão W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) é compacta:

Portanto, unk ! u em Lq (
) para todo q 2 [1; p�) :
Além disso, g (x; unk) é limitada em Lq

0
(
) ; pois,

kg (x; unk)kq0 =
�Z




jg (x; unk)j
q0 dx

�1=q0
E pela hipótese (G2) temos que�Z




jg (x; unk)j
q0 dx

�1=q0
�

�Z



��C1 + C2u
q0
nk

��q0 dx�1=q0
�

�Z



2q
0�1Cq

0

1 dx

�1=q0
+

�Z



2q
0�1Cq

0

2

���uq0q0nk

��� dx�1=q0
� C (q0;
) + C (q0;
) kunkk

q0
q0q0

:

Considerando q = q0 + 1; temos que q0q0 = (q � 1) q0 = q e p < q < p�: Assim, obtemos

que

kg (x; unk)kq0 � C:

Temos que I 0 (unk)' ! 0 para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ; em particular, para ' = u segue que

I 0 (unk)u! 0: Além disso, como (unk) é uma sequência de Cerami e limitada, temos que

jI 0(unk)unk j � kI 0(unk)k� kunkk ! 0; donde podemos concluir que, I 0 (unk) (unk � u)! 0:

Notemos que

I 0 (unk) (unk � u) =

Z



jrunk j
p�2runkr (unk � u) dx�

Z



g (x; unk) (unk � u) dx: (2.10)
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Pela Desigualdade de Hölder, temos que����Z



g (x; unk) (unk � u) dx

���� � kg (x; unk)kq0 kunk � ukq ! 0:

Logo por (2.10), obtemos queZ



jrunk j
p�2runkr (unk � u) dx! 0: (2.11)

Como unk * u emW 1;p
0 (
) e vale (2.11), então pelo Teorema 1.32, unk ! u emW 1;p

0 (
) :

Usando que para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;

I 0 (unk)'! I 0 (u)' e I 0 (unk)' é contínuo.

Como I 0 (unk)'! 0; temos que u é solução fraca de (P ).

Notemos que u é solução não-trivial. Como I é contínuo e unk ! u emW 1;p
0 (
), obtemos

que

I (unk)! I (u) :

Mas, pelo Teorema 2.4, temos que I (unk) ! cM > 0: Então, pela unicidade do limite,

segue que I (u) = cM : Como I(0) = 0 e cM 6= 0 segue que u é solução não-trivial.
Agora mostremos que a solução encontrada u é não negativa. Para isso, consideremos a

seguinte função teste ' = u� = max f0;�ug 2 W 1;p
0 (
), entãoZ




jrujp�2ruru� dx =
Z



g (x; u)u� dx:

Notemos queZ



jrujp�2ruru� dx =
Z
[u�0]

jrujp�2ruru� dx+
Z
[u�0]

�
��ru���p�2ru�ru� dx:

Desde que ru� = 0 em [u � 0] ; temos queZ



jrujp�2ruru� dx =
Z
[u�0]

�
��ru���p dx: (2.12)

Além disso,Z



g (x; u)u� dx =

Z
[u�0]

g (x; u)u� dx+

Z
[u�0]

g (x; u)u� dx = 0: (2.13)

De (2.12) e (2.13) temos que 

u�

p
W 1;p
0 [u�0] = 0;
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isto é, u� = 0 q.t.p em 
:

Como u = u+ � u� e u� = 0 q.t.p em 
; segue que u = u+; ou seja, u � 0; como

queríamos.

Finalmente, como u é solução de (P ) e temos que jg (x; u) j � C1 + C2u
q0 com

q0 < p� � 1; pelo Teorema 1.24, temos que u 2 L1 (
) e desde que j�puj � C1 +C2u
q0 2

L1 (
) ; pelo Lema 1.25 obtemos que u 2 C1;�
�


�
para algum � 2 (0; 1) : Além disso

�pu 2 L2 (
) ; pois 
 é limitado: Assim �pu 2 L2loc (
) : Uma vez que ��pu = g (x; u) �
0; temos que �pu � 0: Então, considerando � (s) = 0 para todo s 2 [0;+1) ; temos que
�pu � � (s) e todas as hipóteses do Teorema 1.30 são satisfeitas. Como já vimos que u

não é identicamente nula, segue que u0 > 0 q.t.p em 
:

Portanto, o problema (P ) tem uma solução positiva.

2.4 Uma Aplicação do Teorema 2.1

A �m de apresentar uma aplicação do Teorema 2.1, mostraremos a existência de uma

solução positiva do seguinte problema:(
��pu = jrujp + f (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
;
(2.14)

onde �pu = div
�
jrujp�2ru

�
; 
 é um domínio suave e limitado em RN ; 1 < p < N e a

não-linearidade f (x; t) satisfaz as seguintes hipóteses:

(F1) f : 
 � [0;+1)! [0;+1) é uma função de Carathéodory.

(F2) Existem q 2
�
0;

p2

(N � p) (p� 1)

�
e uma constante positiva b tais que para todo

(x; t) 2 
 � [0;+1) ;
f (x; t) � beqt:

(F3) lim
t!0+

f (x; t) t1�p = 0; uniformemente para todo x 2 
:

(F4) Dado M > 0; existe t0 > 0 tal que para todo t � t0;

f (x; t) �M:

(F5) Existe R > 0 tal que a função t 7! f (x; t) t1�p é não-decrescente se t � R q.t.p

em 
:

Nesta seção provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.13 Assuma que f (x; t) satisfaz (F1) � (F5) : Então o problema (2.14) tem
uma solução positiva.
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Observação 2.14 Resultados de existência para problemas do tipo (2.14) foram estuda-

dos para o caso em que p = 2 e f (x; u) = f (x) em [32] e [33], posteriormente foram

consideradas equações elípticas com crescimento quadrático com respeito ao gradiente em

[2] e [9]. No entanto a maioria dos trabalhos lidam com o caso em que a não-linearidade

f (x; u) não depende de u ou está entre potências de u; o que não ocorre neste trabalho,

uma vez que consideramos, por exemplo, funções com crescimento exponencial no in�nito,

veja (F2) :

A seguir, exibiremos um exemplo que veri�ca as hipóteses do Teorema acima.

Exemplo 2.15 Um exemplo de não-linearidade que satisfaz as hipóteses (F1) � (F5) é
dado por

f (x; t) = a (x) tp�1
�
t" + eqt � 1

�
;

onde a (x) é uma função contínua positiva em 
 com " > 0 e 0 < q <
p2

(N � p) (p� 1) :

De fato, claramente temos que f (�; t) é uma função mensurável para todo t 2 [0;+1)
e f (x; �) é uniformemente contínua q.t.p em 
: Assim, temos que f : 
 � [0;+1) !
[0;+1) é uma função de Carathéodory. Logo, a hipótese (F1) é satisfeita.
Quanto à hipótese (F2) ; basta considerarmos b = 2eqmax

x2

a (x) e teremos que f (x; t) �

beqt: Para isso, notemos que

f (x; t) = a (x) tp�1
�
t" + eqt � 1

�
� a (x) tp�1

�
t" + eqt

�
:

Como eqt > t" para todo t 2 [0;+1) ; segue que

f (x; t) � 2a (x)
�
tp�1eqt

�
:

Temos, também, que tp�1 < eq para todo t 2 [0;+1) ; logo

f (x; t) � 2a (x) eqeqt � 2max
x2


a (x) eqeqt:

Donde, concluímos que, para todo (x; t) 2 
 � [0;+1) ; f (x; t) � beqt:

Agora, notemos que

lim
t!0+

f (x; t) t1�p = lim
t!0+

a (x) tp�1 (t" + eqt � 1)
tp�1

= a (x) lim
t!0+

�
t" + eqt � 1

�
:
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Como lim
t!0+

eqt = 1 e lim
t!0+

t" = 0; obtemos que, para todo x 2 
;

lim
t!0+

f (x; t) t1�p = 0:

O que implica que a hipótese (F3) é satisfeita.

Seja M = min
x2


a (x) eq = a (x0) e
q > 0; considerando t0 � 1; mostraremos que para

todo t � t0; temos f (x; t) �M: De fato,

f (x; t) = a (x) tp�1
�
t" + eqt � 1

�
:

Como t � t0; temos que

f (x; t) � a (x) tp�10

�
t"0 + eqt0 � 1

�
:

Por outro lado, desde que t0 � 1; segue que

f (x; t) � a (x) eq � min
x2


a (x) eq = a (x0) e
q =M:

O que garante que a hipótese (F4) vale.

E por �m, seja h (t) = f (x; t) t1�p; ou seja,

h (t) =
a (x) tp�1 (t" + eqt � 1)

tp�1

= a (x)
�
t" + eqt � 1

�
:

Notemos que h (t) é não decrescente para todo t 2 [0;+1) ; pois, como a (x) é positiva,
obtemos que

h0 (t) = a (x)
�
"t"�1 + qeqt

�
> 0:

Em partircular, para t � R; temos que (F5) é satisfeita, qualquer que seja R:

Donde concluímos que a função dada f (x; t) satisfaz as hipóteses (F1)� (F5) :

2.5 Prova do Teorema 2.13

Inicialmente consideremos o seguinte problema auxiliar:(
��pv = h (x; v) em 
;

v = 0 sobre @
;
(2.15)
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onde

h (x; v) =

�
v + 1

p� 1

�p�1
f (x; (p� 1) ln (v + 1)) :

Notemos que se que f (x; s) satisfaz (F1)�(F5) ; então a função h (x; t) satisfaz as hipóteses
(G1)� (G5) :
De fato, claramente temos que h (�; t) é uma função mensurável para todo t 2 [0;+1)

e h (x; �) é contínua q.t.p em 
; pois é a composta de funções contínuas, uma vez que por
(F1) temos que f (x; �) é contínua q.t.p em 
: Assim temos que h : 
 � [0;+1)! [0;+1)
é uma função de Carathéodory. Logo, a hipótese (G1) é satisfeita.

Quanto à hipótese (G2) ; consideramos C2 =
b

(p� 1)p�1
e q0 = q (p� 1)+(p� 1), teremos

que 0 � h (x; t) � C1 + C2t
q0 : Para isso, inicialmente, notemos que q0 2 (p� 1; p� � 1) :

Com efeito, claramente q0 > p � 1: Mostremos, então, que q0 < p� � 1: Como, por (F2) ;

temos que q 2
�
0;

p2

(N � p) (p� 1)

�
; segue que q0 <

p2

(N � p)
+ (p� 1) : Logo,

q0 � p� + 1 <
p2

(N � p)
+ (p� 1)� Np

(N � p)
+ 1

=
p2 + (N � p) (p� 1)�Np+ (N � p)

(N � p)
= 0:

Donde concluímos que q0 < p� + 1:

Agora vejamos que 0 � h (x; t) � C1 + C2t
q0 : De fato, por de�nição, temos que

h (x; t) � 0: E além disso, desde que

h (x; t) =

�
t+ 1

p� 1

�p�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1)) ;

por (F2) ; temos que

h (x; t) �
�
t+ 1

p� 1

�p�1
beq(p�1) ln(t+1)

=

�
t+ 1

p� 1

�p�1
beln(t+1)

q(p�1)
:

Donde segue que

h (x; t) � (t+ 1)p�1

(p� 1)p�1
b (t+ 1)q(p�1) ;

ou seja,

h (x; t) � b (t+ 1)q0

(p� 1)p�1
:
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Logo, para todo t � t0, com t0 é su�cientemente grande, temos que

h (x; t) � btq0

(p� 1)p�1
= C2t

q0 : (2.16)

E como h (x; t) é contínua e [0; t0] é um conjunto compacto, temos que existe C1 tal que

para todo t 2 [0; t0] ;
h (x; t) � C1: (2.17)

Portanto de (2.16) e (2.17) para todo t � 0; temos que a hipótese (G2) é satisfeita, ou

seja,

h (x; t) � C1 + C2t
q0 :

Agora notemos que

lim
t!0+

h (x; t) t1�p = lim
t!0+

1

tp�1

�
t+ 1

p� 1

�p�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1))

= lim
t!0+

1

tp�1

�
t+ 1

p� 1

�p�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1)) [(p� 1) ln (t+ 1)]

p�1

[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1
:

Assim,

lim
t!0+

h (x; t)

tp�1
= lim

t!0+
(t+ 1)p�1 [ln (t+ 1)]p�1

tp�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1))
[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1

:

Usando as propriedades de limite, segue-se que

lim
t!0+

h (x; t)

tp�1
= lim

t!0+
(t+ 1)p�1 lim

t!0+
[ln (t+ 1)]p�1

tp�1
lim
t!0+

f (x; (p� 1) ln (t+ 1))
[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1

: (2.18)

Por (F3) ; temos que

lim
t!0+

f (x; (p� 1) ln (t+ 1))
[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1

= 0:

Além disso, temos que lim
t!0+

(t+ 1)p�1 = 1 e

lim
t!0+

[ln (t+ 1)]p�1

tp�1
= lim

t!0+

�
ln (t+ 1)

t

�p�1
:

Usando L�Hospital, obtemos

lim
t!0+

[ln (t+ 1)]p�1

tp�1
= lim

t!0+

�
1

t+ 1

�p�1
= 1:
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Portanto, por (2.18), temos que

lim
t!0+

h (x; t)

tp�1
= 0:

O que implica que a hipótese (G3) é satisfeita.

Agora, vamos mostrar a hipótese (G4), isto é, que para qualquer M > 0; existe C0 tal

que para todo t � 0;
h (x; t) �Mtp�1 � C0:

De fato, por (F4) temos que, dado M 0 > 0; existe s0 > 0 tal que f (x; s) � M 0 para todo

s (t) > s0; com s (t) = (p� 1) ln (t+ 1) : Assim temos que, para todo s (t) > s0;

h (x; t) =

�
t+ 1

p� 1

�p�1
f (x; s (t)) �M 0

�
t+ 1

p� 1

�p�1
:

Como t+ 1 � t; segue que (t+ 1)p�1 � tp�1; logo, para todo s (t) > s0;

h (x; t) � M 0tp�1

(p� 1)p�1
:

Notemos que se s (t) > s0; então t > t0: De fato, se s (t) > s0; então

(p� 1) ln (t+ 1) > (p� 1) ln (t0 + 1) ;

logo ln (t+ 1) > ln (t0 + 1) : Uma vez que a função logaritmo é crescente, temos que

t + 1 > t0 + 1; e portanto t > t0: Logo, considerando M =
M 0

(p� 1)p�1
; temos que, para

todo t > t0;

h (x; t) �Mtp�1: (2.19)

Notemos que para t 2 [0; t0] com t0 <

�
C0
M

�1=(p�1)
; temos que C0 > Mtp�1 e

h (x; t) �Mtp�1 � C0: (2.20)

Portanto, de (2.19) e (2.20) segue que a hipotése (G4) vale, isto é, para todo t � 0 existe
C0 tal que

h (x; t) �Mtp�1 � C0:
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E por �m, seja p (t) = h (x; t) t1�p; ou seja,

p (t) =

�
t+ 1

p� 1

�p�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1)) 1

tp�1

=

�
t+ 1

p� 1

�p�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1)) 1

tp�1
[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1

[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1
:

Donde

p (t) =

�
(t+ 1) ln (t+ 1)

t

�p�1
f (x; (p� 1) ln (t+ 1))
[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1

:

Por (F5) ; existeR0 > 0 tal que
f (x; (p� 1) ln (t+ 1))
[(p� 1) ln (t+ 1)]p�1

é não-decrescente se (p� 1) ln (t+ 1) >

R0; ou seja, se t > eR
0=(p�1) � 1:

Resta-nos mostrar, então, que l (t) =
(t+ 1) ln (t+ 1)

t
é não-decrescente, isto é, l0 (t) � 0:

Para isso, notemos que

l0 (t) =

�
ln (t+ 1) + (t+ 1) 1

(t+1)

�
t� [(t+ 1) ln (t+ 1)]

t2
:

Donde obtemos

l0 (t) =
t ln (t+ 1) + t� t ln (t+ 1)� ln (t+ 1)

t2

=
t� ln (t+ 1)

t2
:

Assim, desde que t � ln (t+ 1) para todo t � 0; segue que, l0 (t) > 0; ou seja, l (t) é não
decrescente para todo t � 0:
Portanto, considerando R = min

�
0; eR

0=(p�1) � 1
	
segue que para todo t > R; p (t) é

não-decrescente q.t.p em 
: Portanto, a hipótese (G5) é satisfeita.

Como a função h (x; t) satisfaz as hipóteses (G1)� (G5) ; aplicando o Teorema 2.1 temos
que o problema (2.15) possui solução positiva, isto é, existe v > 0; solução de (2.15).

Consideremos u = (p� 1) ln (v + 1) e mostremos que u é solução fraca do problema
(2.14), ou seja, que u satisfazZ




jrujp�2rur~' dx�
Z



f (x; u) ~' dx�
Z



jrujp ~' dx = 0;

para toda ~' 2 W 1;p
0 (
) :

Seja v = eu=(p�1) � 1 2 C1 (
) solução fraca de (2.15), então para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;

temos que Z



jrvjp�2rvr' dx�
Z



h (x; v)' dx = 0: (2.21)
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Notemos que
@v

@xi
=
eu=p�1

p� 1
@u

@xi
:

Donde

jrvj = eu=p�1

p� 1 jruj :

Logo, por (2.21) temos que

Z



�
eu=p�1

p� 1

�p�2
jrujp�2 e

u=p�1

p� 1 rur' dx�
Z



�
eu=p�1

p� 1

�p�1
f
�
x; (p� 1) ln

�
eu=p�1

��
' dx = 0:

Isto é,

Z



�
eu=p�1

p� 1

�p�1
jrujp�2rur' dx�

Z



�
eu=p�1

p� 1

�p�1
f (x; u)' dx = 0:

Assim, Z



jrujp�2ru eu

(p� 1)p�1
r' dx�

Z



f (x; u)
eu

(p� 1)p�1
' dx = 0: (2.22)

Considerando a função teste

~' =
eu

(p� 1)p�1
':

Segue que

r~' = eu

(p� 1)p�1
r'+ eu

(p� 1)p�1
ru':

Daí, por (2.22) temos queZ



jrujp�2ru
�
r~'� eu

(p� 1)p�1
ru'

�
dx�

Z



f (x; u) ~' dx = 0:

Logo,Z



jrujp�2rur~' dx�
Z



jrujp�2ruru eu

(p� 1)p�1
' dx�

Z



f (x; u) ~' dx = 0:

Assim, Z



jrujp�2rur~' dx�
Z



jrujp ~' dx�
Z



f (x; u) ~' dx = 0:

Portanto, u é solução fraca do problema (2.14) como queríamos demonstrar.
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Multiplicidade de Soluções Positivas

para um Problema Quaselinear com

Sinal Inde�nido

Neste capítulo, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas positivas

para a seguinte classe de problemas quaselineares:(
��pu = �f (x; u) em 
;

u = 0 sobre @
;
(P�)

onde �pu = div
�
jrujp�2ru

�
é o operador p-Laplaciano, � é um parâmetro positivo, 
 é

um domínio suave e limitado em RN ; com N � 2; 1 < p < N e a não-linearidade f (x; t)

se comporta como jtjp�1 próximo de zero e no in�nito.
Os resultados apresentados ao longo deste capítulo são baseados no artigo de Brock,

Iturriaga e Ubilla. Veja [12]. Para provar tais resultados, utilizaremos os métodos de sub

e supersolução e o de minimização.

Nosso principal objetivo é especi�car um intervalo para � 2 (0;+1) no qual exista
multiplicidade de soluções positivas para (P�). Para isso, assumiremos as seguintes

condições sobre a não-linearidade f (x; t) :

(H1) f : 
 � [0;+1) ! R é uma função mensurável e f (x; �) é uniformemente
contínua q.t.p em 
 e para todo (x; t) 2 
� [0;+1) existe C > 0 tal que

jf (x; t)j � C (1 + tr) ;

com r 2 [0; p� � 1) ; onde p� denota o expoente crítico de Sobolev, isto é, p� = Np= (N � p) :

(H2) Existe uma função contínua não-decrescente g : [0;+1)! [0;+1) satisfazendo
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g (0) = 0 e tal que a função t 7! f (x; t) + g (t) é não-decrescente uniformemente para

todo x 2 
:

(H3) lim
t!0+

f (x; t) t1�p = 0; uniformemente para todo x 2 
:

(H4) lim sup
t!1

f (x; t) t1�p � 0; uniformemente para todo x 2 
:

(H5) Nesta hipótese, temos duas situações:

(i) f (x; t) > 0 para todo (x; t) 2 
� (0;1) ; ou
(ii) Existem �1 > 0 e uma bola B"0 (x0) � 
; "0 > 0; x0 2 
; tais que

F (x; t) > 0 para todo (x; t) 2 B"0 (x0)� (0; �1] ;

onde

F (x; t) :=

Z t

0

f (x; s) ds;

e existe q > p� 1 tal que a função t 7! t�qf (x; t) é estritamente decrescente em (0;+1)
q.t.p em 
:

(H6) Existem constantes C0 � 0 e �0 > 0 tais que a função t 7! f (x; t) + C0t
p�1 é

não-decrescente para todo (x; t) 2 
� (0; �0] :

O próximo teorema contém o resultado principal desse capítulo.

Teorema 3.1 Assumindo que f (x; t) satisfaz as condições (H1)� (H6), existe uma cons-

tante positiva � tal que o problema (P�) tem pelo menos duas soluções positivas para

� > �, pelo menos uma solução positiva para � = � e não possui solução positiva para

� < �.

Observação 3.2 Como estamos interessados em encontrar soluções positivas para (P�),

por conveniência, estendemos a função f (x; t) para valores negativos de t; da seguinte

forma:

~f (x; t) =

(
f (x; t) se (x; t) 2 
� [0;+1)
0 se (x; t) 2 
� (�1; 0)

;

e passamos a estudar o seguinte problema(
��pu = � ~f (x; u) em 


u = 0 sobre @

( ~P�)

em vez do problema (P�).

Vejamos exemplos de funções que satisfazem as condições do Teorema 3.1.
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Exemplo 3.3 Uma típica não-linearidade satisfazendo as hipóteses (H1)�(H5) (i) e (H6)

é

f (x; t) = a (x) ln (1 + tq) ;

onde p� 1 < q; a (x) 2 L1 (
) ; com inf
x2


a (x) > 0 .

De fato, claramente temos que f (x; t) é uma função mensurável e f (x; �) é uniforme-
mente contínua q.t.p em 
: Além disso,

jf (x; t)j = ja (x)j jln (1 + tq)j :

Donde,

jf (x; t)j � C (1 + tq) :

Logo, a hipótese (H1) é satisfeita.

Quanto à hipótese (H2) ; esta é de veri�cação imediata pois basta considerar g (t)

identicamente nula e assim teremos que a função t 7! f (x; t) + g (t) é não-decrescente.

Agora, notemos que

lim
t!0+

f (x; t) t1�p = lim
t!0+

a (x) ln (1 + tq) t1�p

= a (x) lim
t!0+

ln (1 + tq)

tp�1
:

Como p� 1 < q; obtemos que

lim
t!0+

f (x; t) t1�p = 0;

o que implica a hipótese (H3).

Por outro lado,

lim
t!+1

f (x; t) t1�p = lim
t!+1

a (x) ln (1 + tq) t1�p

= a (x) lim
t!+1

ln (1 + tq) t1�p

= a (x) lim
t!+1

qtq�1

p� 1tp�2 + p� 1tq+p�2 :

Como q + p� 2 > q � 1; temos que

lim
t!+1

f (x; t) t1�p = 0;

o que garante a hipótese (H4).

38



Capítulo 3

Além disso, desde que f (x; t) > 0 para todo (x; t) 2 
� (0;+1) ; temos que f (x; t)
satisfaz (H5) (i) :

E por �m, como f (x; t) é não decrescente para todo (x; t) 2 
� (0;+1) ; temos que
(H6) é satisfeita para quaisquer constantes C0 � 0 e �0 > 0:

Exemplo 3.4 Agora, a não-linearidade

f (x; t) = a1 (x) t
q (1� a2 (x) t

r) ;

com p � 1 < q; r > 0; a1 (x) ; a2 (x) 2 L1 (
) ; com a1 (x) não-negativa e inf
x2


a2 (x) > 0;

satisfaz as hipóteses (H1)� (H5) (ii) e (H6) :

Com efeito, claramente temos que f (x; t) é mensurável e f (x; �) é uniformemente
contínua q.t.p em 
: Além disso,

jf (x; t)j = ja1 (x) tq (1� a2 (x) t
r)j

= ja1 (x) tqj j1� a2 (x) t
rj :

Donde temos que

jf (x; t)j � ja1 (x)j tq � ka1k1 tq � C1 (1 + t
q) ;

com C1 > 0 e q 2 (p� 1; p� � 1) : Assim, f (x; t) satisfaz a hipótese (H1) :

Quanto à hipótese (H2) ; basta considerar g (t) = ka1k1 tq + ka1k1 ka2k1 tq+r; pois
claramente temos que g : [0;+1) ! [0;+1) é contínua, não-decrescente e g (0) = 0:

Além disso, a função t 7! h (t) = f (x; t) + g (t) é não-decrescente. De fato,

h0 (t) = a1 (x) qt
q�1 � a1 (x) a2 (x) (q + r) tq+r�1 + ka1k1 qtq�1

+ ka1k1 ka2k1 (q + r) tq+r�1:

Como ka1k1 ka2k1 > a1 (x) a2 (x) q.t.p em 
; segue que,

h0 (t) = (a1 (x) + ka1k1) qtq�1 + (ka1k1 ka2k1 � a1 (x) a2 (x)) (q + r) tq+r�1 > 0:

Isto garante a hipótese (H2).

Por outro lado, desde que

lim
t!0+

f (x; t) t1�p = lim
t!0+

a1 (x) t
q � a1 (x) a2 (x) t

q+r

tp�1

= lim
t!0+

tp�1 (a1 (x) t
q�p+1 � a1 (x) a2 (x) t

q+r�p+1)

tp�1

= 0
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e

lim
t!+1

f (x; t) t1�p = lim
t!+1

a1 (x) t
q � a1 (x) a2 (x) t

q+r

tp�1

= lim
t!+1

tq+r
�
a1 (x)

1

tr
� a1 (x) a2 (x)

�
tp�1

= lim
t!+1

tq+r�p+1
�
a1 (x)

1

tr
� a1 (x) a2 (x)

�
= �1;

segue que as hipóteses (H3) e (H4) são satisfeitas.

Sabemos apenas que inf
x2


a2 (x) > 0: Logo não podemos garantir que inf
x2


a2 (x) < 1; e

assim, não podemos a�rmar que f (x; t) > 0 para todo (x; t) 2 
� (0;+1) : Mostremos,
então, que f (x; t) satisfaz (H5) (ii) :

Escolhendo x0 2 
 tal que a2 (x0) 6= 0 e considerando

�1 =
r
p
q + r + 1=a2 (x0) (q + 1)

2
;

temos que F (x0; t) > 0; para todo t 2 (0; �1]. De fato, por de�nição temos que

F (x0; t) =

Z t

0

a1 (x0) s
q � a1 (x0) a2 (x0) s

q+r ds:

Integrando, segue-se

F (x0; t) =
a1 (x0)

q + 1
tq+1 � a1 (x0) a2 (x0)

q + r + 1
tq+r+1

= tq+1
�
a1 (x0)

q + 1
� a1 (x0) a2 (x0)

q + r + 1
tr
�
:

Como t 2 (0; �1] ; temos que 0 � tr � �r1; logo

F (x0; t) � tq+1
�
a1 (x0)

q + 1
� a1 (x0) a2 (x0)

q + r + 1

q + r + 1

a2 (x0) (q + 1) 2r

�
= tq+1

�
a1 (x0)

q + 1
� a1 (x0)

(q + 1) 2r

�
:

Assim,

F (x0; t) �
tq+1a1 (x0)

q + 1

�
1� 1

2r

�
> 0:

Desde que F (x; t) é contínua q.t.p em 
, temos que existe "0 > 0 tal que F (x; t) > 0; para

todo x 2 B"0 (x0) : Portanto, temos que F (x; t) > 0 para todo (x; t) 2 B"0 (x0)� (0; �1] :
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Além disso, existe q > p�1 tal que a função h (t) = t�qf (x; t) é estritamente decrescente.

De fato, temos

h (t) = t�q
�
a1 (x) t

q � a1 (x) a2 (x) t
q+r
�

= a1 (x)� a1 (x) a2 (x) t
r:

Assim,

h0 (t) = �a1 (x) a2 (x) rtr�1 < 0:

Portanto, f (x; t) satisfaz (H5) (ii) :

Por �m, existem C0 � 0 e �0 > 0 tais que a função h (t) = f (x; t) + C0t
p�1 é não-

decrescente para todo (x; t) 2 
� (0; �0] : Para isto, analisemos dois casos:
(i) Se �0 2 (0; 1), basta considerar

C0 = ka1k1 (ka2k1 (q + r)� q) � 0:

Daí,

h (t) = a1 (x) t
q � a1 (x) a2 (x) t

q+r + ka1k1 (ka2k1 (q + r)� q) tp�1:

Logo,

h0 (t) = a1 (x) qt
q�1 � a1 (x) a2 (x) (q + r) tq+r�1 + (p� 1) ka1k1 (ka2k1 (q + r)� q) tp�2:

Ou seja,

h0 (t) = tp�2(a1 (x) qt
q�p+1 � a1 (x) a2 (x) (q + r) tq+r�p+1)

+tp�2((p� 1) ka1k1 (ka2k1 (q + r)� q)):

Desde que, para todo t 2 (0; 1) ;

(p� 1) ka1k1 (ka2k1 (q + r)� q) � a1 (x) a2 (x) (q + r) tq+r�p+1 � a1 (x) qt
q�p+1;

segue que, h0 (t) > 0:

(ii) Se �0 � 1; basta considerar

C0 =
�
ka1k1 �

q�p+1
0

�
(ka2k1 (q + r) �r0 � q) � 0:

Como

h (t) = a1 (x) t
q � a1 (x) a2 (x) t

q+r +
�
ka1k1 �

q�p+1
0

�
(ka2k1 (q + r) �r0 � q) tp�1:
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Temos que,

h0 (t) = tp�2 (a1 (x) qt
q�p+1 � a1 (x) a2 (x) (q + r) tq+r�p+1)

+tp�2
�
(p� 1)

�
ka1k1 �

q�p+1
0

�
(ka2k1 (q + r) �r0 � q)

�
:

Desde que, para todo t 2 (0; �0] ;

(p� 1)
�
ka1k1 �

q�p+1
0

�
(ka2k1 (q + r) �r0 � q) � a1 (x) qt

q�p+1�a1 (x) a2 (x) (q + r) tq+r�p+1;

segue que h0 (t) > 0:

Portanto, em qualquer dos casos, temos que a hipótese (H6) é satisfeita.

Observação 3.5 A não-linearidade do Exemplo 3.4 tem sido considerada por diver-

sos autores, uma vez que modela processos de reação-difusão e problemas logísticos em

dinâmica populacional. Veja ([40],[45]). Quando a1 (x) = a2 (x) = 1; um resultado de

multiplicidade foi obtido por Takeuchi em [46] sobre a restrição p > 2: Depois, Dong e

Cheng, em [22], provaram o mesmo resultado para todo p > 1:

3.1 Formulação Variacional

Inicialmente, estamos interessados em encontrar soluções fracas para o problema ( ~P�),

isto é, determinar funções u 2 W 1;p
0 (
) que para toda ' 2 W 1;p

0 (
) satisfazem a equação:Z



jrujp�2rur' dx� �

Z



~f (x; u)' dx = 0.

Consequentemente, soluções fracas de ( ~P�) são pontos críticos do funcional I� : W
1;p
0 (
)!

R; de�nido por
I� (v) =

1

p

Z



jrvjp dx� �

Z



~F (x; v) dx:

Para mais detalhes, veja o Apêndice A.

Para provarmos a existência de soluções fracas para o problema ( ~P�) utilizaremos o

método de sub e supersolução.

3.2 O Método de Sub e Supersolução

De�nição 3.6 Uma função u 2 W 1;p
0 (
) \ L1 (
) é dita uma subsolução de ( ~P�) se8<:

Z



jrujp�2rur' dx � �

Z



~f (x; u)' dx

para toda ' 2 W 1;p
0 (
) com ' � 0; e u = 0 sobre @
:
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Além disso, uma função u 2 W 1;p
0 (
) \ L1 (
) é dita uma supersolução de ( ~P�) se8<:

Z



jrujp�2rur' dx � �

Z



~f (x; u)' dx

para toda ' 2 W 1;p
0 (
) com ' � 0; e u = 0 sobre @
:

Finalmente, uma função u 2 W 1;p
0 (
)\L1 (
) que é uma subsolução e uma supersolução,

é chamada uma solução fraca de ( ~P�).

O lema que enunciaremos abaixo será utilizado para provarmos a próxima proposição.

Lema 3.7 Para cada função não negativa h 2 Lp0 (
) ; o problema(
��pu = �h (x) em 
;

u = 0 sobre @
;
(3.1)

possui uma única solução não-negativa para todo � > 0. Além disso, o operador associado

T� : L
p0 (
) ! W 1;p

0 (
)

h 7! u�

é contínuo e não-decrescente.

Demonstração: Consideremos o funcional J : W 1;p
0 (
) ! R associado ao Problema

(3.1), de�nido por

J (u) =
1

p

Z



jrujp dx� �

Z



h (x)u dx:

Encontrar as soluções fracas de (3.1) é determinar os pontos críticos do funcional J; pois

para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ; a derivada de Gâteaux é dada por

J 0 (u)' =

Z



jrujp�2rur' dx� �

Z



h (x)' dx:

Inicialmente, mostraremos que J satisfaz as hipóteses do Lema 1.3. Já sabemos que

W 1;p
0 (
) é re�exivo. E, claramente temos que J está bem de�nido, uma vez que a primeira

parcela do funcional se trata da norma emW 1;p
0 (
) ; e para a segunda parcela, temos que

h 2 Lp0 (
) ; logo pela Desigualdade de Hölder, temos que

�

Z



jh (x)uj dx � � khkp0 kukp <1:

Portanto, jJ (u)j <1:
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Vejamos que J é coercivo. De fato, pela Desigualdade de Hölder, temos

J (u) =
1

p

Z



jrujp dx� �

Z



h (x)u dx � 1

p
kukp � � khkp0 kukp :

Pela Desigualdade de Poincaré, obtemos que

J (u) � 1

p
kukp � �C1 khkp0 krukp :

Logo,

J (u) � 1

p
kukp � C kuk :

Assim, desde que p > 1; obtemos que J (u)! +1 quando kuk ! +1.
Agora, vejamos que J é sequencialmente fracamente semicontínuo inferiormente.

É conhecido que a norma é fracamente semicontínua inferiormente, ou seja, dada un * u

em W 1;p
0 (
) ; então

kuk � lim inf
n!1

kunk :

Assim,
1

p
kuk � lim inf

n!1

1

p
kunk :

Como

kukp � (lim inf
n!1

kunk)p � lim inf
n!1

kunkp ;

temos que
1

p
kukp � lim inf

n!1

1

p
kunkp ;

ou seja,
1

p

Z



jrujp dx � lim inf
n!1

1

p

Z



jrunjp dx:

Agora mostraremos que dada un * u em W 1;p
0 (
) ; entãoZ




hun dx!
Z



hudx:

Para tanto, basta provarmos que����Z



(hun � hu) dx

����! 0:

Temos que ����Z



h (un � u) dx

���� � Z



jh (un � u)j dx:
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Usando a Desigualdade de Hölder, obtemosZ



jh (un � u)j dx � khkp0 kun � ukp :

Assim, ����Z



h (un � u) dx

���� � khkp0 kun � ukp : (3.2)

Como un * u em W 1;p
0 (
), 1 < p < N e 
 é limitado, pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov, temos que a imersão W 1;p
0 (
) ,! Lq (
) é compacta para todo q 2 [1; p�).

Como p < p�; em particular W 1;p
0 (
) ,! Lp (
) compactamente. Daí, a menos de subse-

quência

un ! u em Lp (
) : (3.3)

Consequentemente, usando (3.2) e (3.3) obtemos����Z



h (un � u) dx

����! 0:

Donde concluímos que J (u) � lim inf
n!1

J (un) sempre que un * u: Isto é, J é fracamente

semicontínuo inferiormente.

Portanto, pelo Lema 1.3, J é limitado inferiormente e existe u0 2 W 1;p
0 (
) que é um

minimizador de J:

Além disso, temos que J é Gâteaux diferenciável e sua derivada de Gâteaux é dada por

J 0 (u)' =

Z



jrujp�2rur' dx� �

Z



h (x)' dx:

Para ver isto, con�ra o Apêndice B, Lema B.3.

Assim, novamente pelo Lema 1.3, u0 é ponto crítico de J; logo, solução do Problema (3.1).

A�rmamos que toda u 2 W 1;p
0 (
) solução do problema (3.1) é não-negativa.

De fato, sabemos que para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




jrujp�2rur' dx = �

Z



h (x)' dx:

Considerando ' = u� 2 W 1;p
0 (
) como uma função teste, teremos queZ




jrujp�2rur' dx =

Z



jrujp�2ruru� dx

=

Z
[u�0]

jrujp�2ruru� dx

+

Z
[u�0]

� jru�jp�2ru�ru� dx:
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Desde que ru� = 0 em [u � 0] ; temos queZ



jrujp�2ruru� dx =
Z
[u�0]

�
��ru���p dx:

Além disso,

�

Z



h (x)u� dx = �

�Z
[u�0]

h (x)u� dx+

Z
[u�0]

h (x)u� dx

�
:

Como u� = 0 em [u � 0] ; temos que

�

Z



h (x)u� dx = �

Z
[u�0]

h (x)u� dx:

Portanto,

�
Z



��ru���p dx = �

Z



h (x)u� dx:

Donde concluímos que u� = 0 q.t.p em 
; pois h é não negativa e � > 0:

Como u = u+ � u� e u� = 0; segue que u = u+; donde u � 0:
Além disso, a�rmamos que esta solução u é única. De fato, suponhamos que existam duas

soluções u1; u2 para (3.1), com u1; u2 � 0 em 
: Daí, para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ; temos queZ




jru1jp�2ru1r' dx = �

Z



h (x)' dx: (3.4)Z



jru2jp�2ru2r' dx = �

Z



h (x)' dx: (3.5)

Subtraindo (3.5) de (3.4) temos que para toda ' 2 W 1;p
0 (
)Z




jru1jp�2ru1r' dx�
Z



jru2jp�2ru2r' dx = 0:

Assim, Z



�
jru1jp�2ru1 � jru2jp�2ru2

�
r' dx = 0:

Tomemos ' = (u1 � u2) 2 W 1;p
0 (
) como uma função teste. Daí,Z




�
jru1jp�2ru1 � jru2jp�2ru2

�
(r (u1 � u2)) dx = 0:

Considerando

A =

Z



�
jru1jp�2ru1 � jru2jp�2ru2

�
(ru1 �ru2) dx:
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E usando o Lema 1.5, para p � 2; temos que

cp

Z



jru1 �ru2jp dx � A = 0:

Ou seja,

ku1 � u2kp = 0:

Logo, u1 = u2 q.t.p em 
:

Para 1 < p < 2; temos que

cp

Z



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)2�p
dx � A = 0:

Como,

ku1 � u2k2�R


(jru1j+ jru2j)p dx

�(2�p)=p � cp

Z



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)2�p
dx � A = 0;

obtemos
ku1 � u2k2�R



(jru1j+ jru2j)p dx

�(2�p)=p = 0:
Daí,

ku1 � u2k2 = 0:

Logo, u1 = u2 q.t.p em 
:

Portanto, em qualquer dos casos u1 = u2 q.t.p em 
; e assim, (3.1) possui uma única

solução u não-negativa e desde que h (x) não é identicamente nula temos que u não é a

solução trivial.

Usando a unicidade da solução, temos que o operador T� está bem de�nido. Além disso,

o operador T� é não-decrescente, pois se h1 � h2; temos que T� (h1) = u1 e T� (h2) = u2:

Como u1; u2 são soluções de (3.1), temos pelo Lema 1.29 que

u1 � u2;

ou seja,

T� (h1) � T� (h2) :

Finalmente, temos que T� é contínuo, ou seja, se kh1 � h2kp0 < �
C
; então

kT� (h1)� T� (h2)k < " = �1=(p�1):
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De fato, como u1; u2 são soluções de (3.1), temos que, para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




jru1jp�2ru1r' dx =

Z



h1 (x)' dx. (3.6)Z



jru2jp�2ru2r' dx =

Z



h2 (x)' dx. (3.7)

Subtraindo (3.7) de (3.6), temos que, para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




�
jru1jp�2ru1 � jru2jp�2ru2

�
r' dx = �

Z



(h1 � h2)' dx.

Tomando ' = (u1 � u2) como uma função teste, temos queZ



�
jru1jp�2ru1 � jru2jp�2ru2

�
r (u1 � u2) dx = �

Z



(h1 � h2) (u1 � u2) dx:

Daí, pelo Lema 1.5, se p � 2;

cp

Z



jr (u1 � u2)jp dx � �

Z



(h1 � h2) (u1 � u2) dx:

Pela Desigualdade de Hölder,

cp ku1 � u2kp � � kh1 � h2kp0 ku1 � u2kp ,

ou seja,

ku1 � u2kp �
�

cp
kh1 � h2kp0 ku1 � u2kp :

Pela Desigualdade de Poincaré,

ku1 � u2kp � C kh1 � h2kp0 ku1 � u2k ;

isto é,

ku1 � u2kp�1 � C kh1 � h2kp0 :

Extraindo a raiz (p� 1)�ésima, temos

ku1 � u2k � C
1=(p�1) kh1 � h2k

1=(p�1)

p0 :

Consequentemente,

kT� (h1)� T� (h2)k � �1=(p�1) = ":
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Se 1 < p < 2;

cp

Z



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)2�p
dx � �cp kh1 � h2kp0 ku1 � u2k : (3.8)

Note queZ



jr (u1 � u2)jp dx =

Z



jr (u1 � u2)jp

(jru1j+ jru2j)(2�p)p=2
(jru1j+ jru2j)(2�p)p=2 dx

=

Z



 
jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)(2�p)

!p=2
((jru1j+ jru2j)p)(2�p)=2 dx:

Pela Desigualdade de Hölder,

ku1 � u2kp �
 Z




 
jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)(2�p)

!
dx

!p=2�Z



(jru1j+ jru2j)p
�(2�p)=2

dx:

Extraindo a raiz
�
2

p

�
�ésima, temos

ku1 � u2k2 �
Z



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)(2�p)
dx

�Z



(jru1j+ jru2j)p
�(2�p)=p

dx:

Assim,
ku1 � u2k2

(ku1k+ ku2k)2�p
�
Z



jr (u1 � u2)j2

(jru1j+ jru2j)(2�p)
dx:

Por (3.8), temos que

ku1 � u2k2

(ku1k+ ku2k)2�p
� �cp kh1 � h2kp0 ku1 � u2k :

Assim,
ku1 � u2k

(ku1k+ ku2k)2�p
� C kh1 � h2kp0 :

Como kh1 � h2kp0 < �
C
; obtemos que ku1 � u2k < � = ":

Logo, em qualquer dos casos, temos que o operador T� é contínuo.

A seguir, de�niremos solução minimal e maximal do problema em questão.

De�nição 3.8 Dizemos que u� ( respectivamente v�) é uma solução minimal (maximal)

para ( ~P�) no intervalo [u; u] se para toda solução w de ( ~P�) em [u; u] temos que u� � w

(w � v�).
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Agora, estamos prontos para provar a proposição que, a partir da existência de uma

sub e uma supersolução, garante a existência de uma solução minimal e uma maximal

para o problema ( ~P�).

Proposição 3.9 Assumindo as hipóteses (H1) e (H2), consideremos o problema a seguir(
��pu = �f (x; u (x)) = �h (x) em 
;

u = 0 sobre @
:
(3.9)

Sejam u; �u 2 W 1;p
0 (
) \ L1 (
) respectivamente, uma subsolução e uma supersolução do

Problema ( ~P�), com u (x) � u (x) q.t.p em 
. Então existe uma solução fraca minimal

u�; respectivamente, uma solução fraca maximal u� para o Problema ( ~P�) no intervalo

[u; u] = fu 2 L1 (
) ; u (x) � u (x) � u (x) q.t.p em 
g :

Em particular, toda solução fraca u 2 [u; u] de ( ~P�) também satisfaz

u� (x) � u (x) � u� (x) q.t.p em 
:

Demonstração: Consideremos o seguinte operador

S : [u; �u] ! Lp
0
(
)

v 7! S (v) = f (x; v) + g (v) :

Como g é contínua e [kuk1 ; kuk1] é compacto, existe C1 > 0, tal que g (v) < C1: Assim

dada v 2 L1 (
), vejamos que S está bem de�nido, isto é, f (x; v) + g (v) 2 Lp0 (
).
De fato,

kS (v)kp
0

p0 =

Z



jS (v)jp
0
dx =

Z



jf (x; v) + g (v)jp
0
dx:

Por (H1), f é mensurável e

jf (x; v) + g (v)jp
0
� jC(1 + vr) + C1jp

0
:

Daí, como v 2 [u; �u] temos queZ
;


jf (x; v) + g (v)jp
0
dx �

Z



jC (1 + vr) + C1jp
0
dx � C j
j :

Portanto, S (v) 2 Lp0 (
) :
Além disso, vejamos que S é contínuo. Sejam un; u 2 [u; u] com un ! u em W 1;p

0 (
).

Temos S (un) = f (x; un) + g (un) e S (u) = f (x; u) + g (u) :
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Daí,
kS (un)� S (u)kp

0

p0 = kf (x; un) + g (un)� (f (x; u) + g (u))kp
0

p0

=

Z



jf (x; un)� f (x; u) + g (un)� g (u)jp
0
dx

� 2
p0�1
(

Z



jf (x; un)� f (x; u)jp
0
dx

+

Z



jg (un)� g (u)jp
0
dx):

Como un ! u em W 1;p
0 (
) ; temos que un ! u em Lp (
) :

Assim, a menos de subsequência,

un ! u q.t.p em 
:

Usando que g é contínua, segue que

g (un)! g (u) q.t.p em 
:

Consequentemente,

jg (un)� g (u)jp
0

! 0 q.t.p em 
:

Além disso, como 
 é limitado e un; u 2 [u; u] ; temos que

jg (un)� g(u)jp
0

< C 2 L1 (
) :

Analogamente, por (H1) temos que f (x; :) é uniformemente contínua q.t.p em 
; daí,

jf (x; un)� f (x; u)jp
0
! 0 q.t.p em 
:

e

jf (x; un)� f (x; u)jp
0
< C 2 L1 (
) :

Então, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos queZ



jg (un)� g (u)jp
0
dx! 0

e Z



jf (x; un)� f (x; u)jp
0
dx! 0:

Logo S (un)! S (u) em Lp
0
(
) :

Além disso, por (H2) ; temos que S é não-decrescente. Assim, pelo Lema 3.7, podemos
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associar ao problema (3.9) o seguinte operador contínuo e não-decrescente

T� : Lp
0
(
) ! W 1;p

0 (
)bf 7! T�(f̂) = w�;

com f̂ (x; u) = f (x; u) + g (u) e w� a única solução fraca não-negativa do problema (3.9).

Assim, podemos de�nir F := T� � S tal que

F : [u; u] ! W 1;p
0 (
)

v 7! F (v) = (T� � S) (v) = w;

onde w é a única solução fraca não-negativa do problema

��pw + �g (v) = � (f (x; v) + g (v)) em 
;

w = 0 sobre @
:
(Q�)

Claramente, temos que F é um operador contínuo, pois é a composta de operadores

contínuos e, além disso, também é um operador não-decrescente pois é a composta de

operadores não-decrescentes.

Escrevendo u1 = F (u) e u1 = F (u), e utilizando a formulação fraca do problema (Q�),
temos que, para toda ' 2 W 1;p

0 (
) ;Z



(jru1jp�2ru1r'+ �g (u)') dx = �

Z



(f (x; u) + g (u))' dx.

Assim, Z



jru1jp�2ru1r' dx = �

Z



f(x; u)' dx:

Como u é uma subsolução, segue que para toda ' � 0;Z



jru1jp�2ru1r' dx �
Z



jrujp�2rur' dx. (3.10)

Analogamente, temos queZ



��ru1��p�2ru1r' dx = �

Z



f(x; u)' dx:

Desde que u é uma supersolução, segue que, para toda ' � 0;Z



��ru1��p�2ru1r' dx � Z



jrujp�2rur' dx. (3.11)

Levando em conta que u1; u1 2 W 1;p
0 (
) são funções não-negativas, como temos as de-
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sigualdades (3.10) e (3.11), aplicando o Teorema 1.29 concluímos que u1 � u e u1 � u em


:

Desde que F é não-decrescente, dada u 2 [u; u] ; temos que

u � F (u) � F (u) � F (u) � u q.t.p em 
:

Usando o mesmo raciocínio, de�nimos as sequências (un) e (un) em W 1;p
0 (
) por

u0 = u un = F (un�1) un+1 = F (un) ;
u0 = u un = F (un�1) un+1 = F (un) ;

tais que para toda solução fraca u 2 [u; u] do Problema (Q�) satisfazem:

u0 � u1 � ::: � un � u � un � ::: � u1 � u0 em 
:

Note que (un) é limitada em W 1;p
0 (
) : Pois, como F (un) = un+1; temos queZ




jrun+1jp�2run+1r'+ �g (un)' dx = �

Z



[f (x; un) + g (un)]' dx:

Tomando ' = un+1 como uma função teste, obtemos queZ



jrun+1jp dx = �

Z



f (x; un)un+1 dx

Assim,

kun+1kp � �

Z



C (1 + jujr)u dx � C (
) <1:

Analogamente, como F (un) = un+1 e fazendo ' = un+1; obtemos que (un) é limitada em

W 1;p
0 (
) : Desde que (un) e (un) são limitadas em W 1;p

0 (
) ; que é um espaço re�exivo,

existem subsequências que convergem fracamente em W 1;p
0 (
) : Ou seja,

un * u� e un * u� em W 1;p
0 (
) :

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov,

un ! u� e un ! u� em Lr (
) para 1 � r < p�:

Então pelo Teorema 1.11,

un ! u� e un ! u� q.t.p em 
:
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Além disso, por construção, temos que u�, u� 2 [u; u] e u� � u� q.t.p em 
:

Como p0 < p�, temos que un ! u� e un ! u� em Lp
0
(
) ; sendo S contínuo em Lp

0
(
) ;

segue que

S (un)! S (u�) e S (un)! S (u�) em Lp
0
(
) :

Usando a continuidade de T�;

T� (S (un))! T� (S (u�)) e T� (S (un))! T� (S (u
�)) em W 1;p

0 (
) :

Ou seja,

F (un)! F (u�) e F (un)! F (u�) em W 1;p
0 (
) :

Escrevendo u� = F (u�) e u� = F (u�) ; obtemos que

un+1 ! u� e un+1 ! u� em W 1;p
0 (
) ;

Donde,

un+1 ! u� e un+1 ! u� q.t.p em 
:

Assim, u�; u� 2 [u; u] são soluções de (Q�) (também são soluções de ( ~P�)) tais que u �
u� � u� � u em 
:

Vejamos agora que u� é solução minimal e u� é solução maximal para o Problema ( ~P�)

no intervalo [u; u] :

De fato, seja w uma solução arbitrária de ( ~P�) no intervalo [u; u] : Por construção, temos

que

u � u� � w � u� � u em 
:

Desde que F é não-decrescente, segue que

F (u) � F (u�) � F (w) � F (u�) � F (u) em 
:

Assim, temos que

u � u� � F (w) � u� � u em 
: (3.12)

Notemos que F (w) = w: De fato, seja F (w) = ~w solução de (Q�) : Então, temos que

para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




(jr ~wjp�2r ~wr'+ �g (w)') dx = �

Z



(f (x;w) + g (w))' dx,

isto é, Z



jr ~wjp�2r ~wr' dx = �

Z



f (x;w)' dx: (3.13)
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Como w é uma solução de ( ~P�), em particular, temos que w é uma supersolução, logo,

para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




jrwjp�2rwr' dx � �

Z



f(x;w)' dx: (3.14)

Então, de (3.13) e (3.14) segue queZ



jr ~wjp�2r ~wr' dx �
Z



jrwjp�2rwr' dx:

Portanto, pelo Teorema 1.29, obtemos que ~w � w q.t.p em 
:

Além disso, temos que w é uma subsolução, logo para toda ' 2 W 1;p
0 (
)Z




jrwjp�2rwr' dx � �

Z



f(x;w)' dx: (3.15)

Então, de (3.13) e (3.15), segue queZ



jr ~wjp�2r ~wr' dx �
Z



jrwjp�2rwr' dx:

Portanto, novamente pelo Teorema 1.29, obtemos que ~w � w q.t.p em 
: Assim, podemos

concluir que ~w = w q.t.p em 
: Portanto, F (w) = w; como queríamos.

Logo, dada qualquer solução arbitrária w de ( ~P�) em [u; u] ; temos em (3.12) que

u � u� � w � u� � u em 
:

Donde concluímos que u� é solução minimal de ( ~P�) no intervalo [u; u] e u� é solução

maximal de ( ~P�) em [u; u] :

E em particular, toda solução fraca u 2 [u; u] de (Q�) também é solução de ( ~P�) e satisfaz

u� (x) � u (x) � u� (x) q.t.p em 
:

Observação 3.10 1: É válido ressaltar que pode ocorrer eventualmente que u� = u�:

2: A existência de solução neste Teorema, bem como a minimalidade e a maximalidade

desta, devem ser entendidas com relação ao intervalo [u; u] ; uma vez que podem existir

soluções do problema fora desse intervalo, ou pode acontecer que o problema não possua

solução minimal e maximal.

3: A condição u � u q.t.p em 
 não é automaticamente satisfeita para quaisquer sub e

supersolução. Por exemplo, veja [43], p. 3.
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3.3 Resultados de Existência e Multiplicidade

Nesta seção apresentaremos resultados de existência e multiplicidade de soluções po-

sitivas para o problema ( ~P�). Inicialmente, vejamos que toda solução não-trivial de ( ~P�)

é positiva.

Proposição 3.11 Toda solução não-trivial de ( ~P�) é positiva.

Demonstração: Seja u 2 W 1;p
0 (
) uma solução fraca de ( ~P�), então para toda ' 2

W 1;p
0 (
), temos que Z




jrujp�2rur' dx = �

Z



~f (x; u)' dx.

Consideremos a função teste ' = u� = max f0;�ug 2 W 1;p
0 (
) : Então,Z




jrujp�2rur' dx =

Z



jrujp�2ruru� dx

=

Z
[u�0]

jrujp�2ruru� dx

+

Z
[u�0]

� jru�jp�2ru�ru� dx:

Desde que ru� = 0 em [u � 0], segue queZ



jrujp�2ruru� dx =
Z
[u�0]

�
��ru���p dx: (3.16)

Por outro lado,

�

Z



~f (x; u)u� dx = �

Z
[u�0]

f (x; u)u� dx+ �

Z
[u�0]

~f (x; u)u� dx = 0: (3.17)

De (3.16) e (3.17) temos que

�
Z
[u�0]

��ru���p dx = 0;
ou seja, 

u�

p

W 1;p
0 ([u�0]) = 0:

Donde temos que

u� = 0 q.t.p em 
:

Como u = u+ � u� e u� = 0 q.t.p em 
; u = u+; ou seja, u � 0:
Assim, u é uma solução do problema ( ~P�) se, e somente se, u é também solução do

problema (P�), pois f (x; u) = ~f (x; u) quando u � 0:
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Desde que jf (x; t)j � C (1 + tr) com r 2 [0; p� � 1) ; pelo Teorema 1.24, temos que
u 2 L1 (
) : Assim desde que �pu � C� (1 + u

r) ; segue que �pu 2 L1 (
) e pelo Lema
1.25 temos que u 2 C1;�

�


�
:

Além disso, como 
 é limitado, temos que L1 (
) � L2 (
) e, daí, �pu 2 L2loc (
). Desde
que

jf (x; s)j � Csp�1;

segue que

�Csp�1 � f (x; s) � Csp�1:

Multiplicando a desigualdade acima por � > 0; obtemos que

�C�sp�1 � �f (x; s) ;

ou seja,

��f (x; s) � C�s
p�1:

Assim, considerando � (s) = C�s
p�1; temos que �pu � � (u) ; com � (u) contínua, não-

decrescente, � (0) = 0, satisfazendo � (s) > 0 para todo s > 0 eZ 1

0

�
C�s

p�1s
��1=p

du = C� lim
"!0+

Z 1

"

1

s
ds = C� lim

"!0+
(ln 1� ln ") = +1;

isto é, como u não é identicamente nula em 
; temos que todas as hipóteses do Teorema

1.30 são satisfeitas; portanto u > 0 q.t.p em 
:

A proposição a seguir garantirá a existência de um número �0 > 0 a partir do qual

apresentaremos um resultado de não existência de solução.

Proposição 3.12 Assumindo as hipóteses (H1), (H3) e (H4) segue que para todo (x; t) 2

� [0;+1); existe um número �0 > 0 tal que

�1 (
) t
p�1 � �0 ~f (x; t) ;

onde �1 é o primeiro autovalor do problema (1:2).

Demonstração: De fato, por (H3) temos que lim
t!0+

~f (x; t) t1�p = 0; isto é, para cada

" > 0 existe � > 0 tal que para todo x 2 
 e t 2 [0; �] ;��� ~f (x; t)��� � "tp�1: (3.18)
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Por (H4) temos que lim sup
t!1

f (x; t) t1�p � 0; isto é, dado C1 > 0 existe t0 2 [0;+1) tal
que para todo x 2 
 e t � t0; ��� ~f (x; t)��� � C1t

p�1; (3.19)

e por (H1), para todo x 2 
 e t 2 [�; t0] ; temos que��� ~f (x; t)��� � C (1 + tr0) =M: (3.20)

Como � � t para todo t 2 [�; t0]; então �p�1 � tp�1, pois p� 1 > 0, então 1 � tp�1

�p�1
; donde

concluímos que M �M
tp�1

�p�1
: Assim, em (3.20), temos que

��� ~f (x; t)��� � M

�p�1
tp�1 = C�;t0t

p�1: (3.21)

De (3.18), (3.19) e (3.21), considerando C = max fC1; "; C�;t0g ; teremos que para todo
t 2 [0;+1) ��� ~f (x; t)��� � Ctp�1:

Como �1 (
) > 0; temos que

�1 (
) ~f (x; t) � �1 (
)Ct
p�1:

Assim,
�1 (
)

C
~f (x; t) � �1 (
) t

p�1:

Considerando �0 =
�1
C
, teremos que existe �0 > 0 tal que para todo (x; t) 2 
� [0;+1);

�0 ~f (x; t) � �1 (
) t
p�1. (3.22)

Apresentaremos, agora, um resultado de não-existência de solução positiva para o

problema ( ~P�).

Lema 3.13 Assumindo as hipóteses (H1), (H3) e (H4); o Problema
�
~P�

�
não tem solução

positiva para � < �0, onde �0 satisfaz para todo (x; t) 2 
� [0;+1)

�1 (
) t
p�1 � �0 ~f (x; t) : (3.23)
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Demonstração: Suponhamos que ( ~P�) admita uma solução fraca positiva u� para

algum � < �0: Como u� é uma solução, temos que, para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ;Z




jru�jp�2ru�r' dx = �

Z



~f (x; u�)' dx:

Tomando ' = u� como uma função teste, obtemosZ



jru�jp dx = �

Z



~f (x; u�)u� dx:

Por (3.23), sabemos que

�1 (
) (u�)
p�1 u� � �0 ~f (x; u�)u�:

Integrando em 
; obtemos

�1(
)

Z



up� dx � �0

Z



~f (x; u�)u� dx: (3.24)

Como � < �0, segue queZ



jru�jp dx = �

Z



~f (x; u�)u� dx < �0

Z



~f (x; u�)u� dx:

Por (3.24), temos que Z



jru�jp dx < �1 (
)

Z



up� dx;

ou seja,

�1 (
) >

Z



jru�jp dxZ



up� dx

,

o que é uma contradição, pois

�1 (
) = inf

�Z



jrwjp dx : w 2 W 1;p
0 (
) ;

Z



jwjp dx = 1
�
:

Portanto, o Problema
�
~P�

�
não possui solução positiva quando � < �0:

Lema 3.14 Assumindo as hipóteses (H1)-(H5) ; suponha que para algum �0 > 0; o pro-

blema ( ~P�0) admite uma solução positiva u�0 : Então para todo � > �0, o problema ( ~P�)

tem pelo menos uma solução positiva.

A ideia é encontrar uma subsolução e uma supersolução. Assim, usaremos a Proposição

3.9 para garantir a existência de uma solução fraca minimal e uma maximal para ( ~P�).
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Em particular, toda solução fraca de ( ~P�) estará entre a minimal e a maximal.

Demonstração: Inicialmente encontraremos uma subsolução u: Para isso, analisemos

dois casos:

Caso 1) Assuma que f satisfaça (H5) (i) ; ou seja, ~f (x; t) > 0 para todo (x; t) 2 
 �
(0;+1) :
Como por hipótese u�0 é uma solução positiva de ~P�0, então temos que u�0 satisfaz ~P�0 no

sentido fraco e u�0 = 0 sobre @
:

Assim, para toda ' 2 W 1;p
0 (
), ' � 0;Z




jru�0jp�2ru�0r' dx = �0
Z



~f (x; u�0)' dx:

Como � > �0; segue queZ



jru�0jp�2ru�0r' dx < �

Z



~f (x; u�0)' dx:

Assim, u := u�0 é uma subsolução de ( ~P�).

Caso 2) Agora, assumiremos que f satisfaz (H5) ; (ii) ; isto é, existe �1 > 0 e uma

bola B (x0; "0) � 
 ,"0 > 0; x0 2 
 tal que F (x; t) > 0 na B ("0; x0) � (0; �1]; onde

F (x; t) =

Z t

0

f (x; s) ds e existe q > p� 1 tal que a função t 7! t�qf (x; t) é estritamente

decrescente em (0;+1) q.t.p em 
:

A�rmamos que existe � 2 (0; 1) tal que �0 = ��q�p+1:

De fato, considere
	 : [0; 1] ! R

t 7! tq�p+1�

Notemos que 	 é contínua, pois q � p+ 1 > 0: Além disso, 	(0) = 0 e 	(1) = �; daí

	(0) < �0 < 	(1) = �:

Então, pelo Teorema do valor intermediário, existe � 2 (0; 1) tal que 	(�) = �0 =

��q�p+1:

Logo,

�0 = ��q�p+1 =
��q

�p�1
:

Isto é,

�0�p�1 = ��q: (3.25)

Assim, provamos a a�rmação.
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Como u�0 é solução positiva de ~P�0 ; temos novamente queZ



jru�0jp�2ru�0r' dx = �0
Z



~f (x; u�0)' dx:

Multiplicando a equação acima por �p�1; obtemos

�p�1
Z



jru�0jp�2ru�0r' dx = �0�p�1
Z



~f (x; u�0)' dx:

Logo, Z



jr�u�0jp�2r�u�0r' dx = �0�p�1
Z



~f (x; u�0)' dx:

Por (3.25), segue queZ



jr�u�0jp�2r�u�0r' dx = ��q
Z



~f (x; u�0)' dx: (3.26)

Como �u�0 (x) � u�0 (x) em 
; pela hipótese (H5) (ii) ; temos que

(�u�0 (x))
�q ~f (x; �u�0) > (u�0 (x))

�q ~f (x; u�0) ;

isto é,
(�u�0 (x))

�q

(u�0 (x))
�q

~f (x; �u�0) > ~f (x; u�0) :

Logo,

Z



�
�u�0 (x)

u�0 (x)

��q
~f (x; �u�0) dx >

Z



~f (x; u�0) dx:

Daí, em (3.26), para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ; ' � 0 e �u�0 = 0 sobre @
; obtemos que

Z



jr�u�0jp�2r�u�0r' dx < ��q
Z



�
�u�0 (x)

u�0 (x)

��q
~f (x; �u�0) dx

=
��q

�q

Z



~f (x; �u�0) dx

= �

Z



~f (x; �u�0)' dx:

Portanto, Z



jr�u�0jp�2r�u�0r' dx < �

Z



~f (x; �u�0)' dx:

Assim, u := �u�0 é uma subsolução de ( ~P�).
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Agora encontraremos uma supersolução como se segue. Seja e uma solução positiva do

seguinte problema (
��pe = 1 em 
,

e = 0 sobre @
.
(A)

Sabemos que essa solução e existe pelo Lema 3.7 (uma vez que 1 2 Lp
0
pois 
 é limitado

e 1 é não-negativa) e, além disso, e 2 C1;�
�


�
para algum � 2 (0; 1) : Logo, e 2 C1

�


�

e como e 2 W 1;p
0 (
) ; temos que e 2 W 1;p

0 (
) \ C1
�


�
. Como e; u > 0 e u é continua,

então, no compacto 
; temos que u atinge o máximo; daí, para k > 0 su�cientemente

grande, temos que ke (x) > u (x) em 
:

Consideremos

e0 := sup fe (x) : x 2 
g :

A�rmamos que � ~f (x; kt) < kp�1 para todo (x; t) 2 
� [0; e0] :
De fato, analisaremos três casos:

Caso 1) Para t = 0 o resultado é imediato.

Caso 2) Para 0 < t � �: Por (3.22) temos que

�0 ~f (x; kt) � �1 (
) (kt)
p�1 :

Logo,

~f (x; kt) � �1 (
) k
p�1tp�1

�0
:

Multiplicando por � a desigualdade acima, e desde que t 2 (0; �] ; obtemos que

� ~f (x; kt) � �
�1 (
)

�0
kp�1�p�1:

Tomemos � de forma que �
�1 (
)

�0
�p�1 < 1: Daí

� ~f (x; kt) < kp�1:

Caso 3) Para � < t � e0:

Por (H4) ; temos que

lim sup
k!1

~f (x; kt)

kp�1tp�1
� 0;

isto é, dado " > 0, existe k" > 0 tal que para todo k > k";

~f (x; kt)

kp�1tp�1
� ".
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Ou seja,
~f (x; kt) � "kp�1tp�1:

Desde que t � e0; temos que
~f (x; kt) � "kp�1ep�10 :

Multiplicando a desigualdade acima por �; obtemos

� ~f (x; kt) � kp�1�"ep�10 :

Tomemos " de forma que �"ep�10 < 1: Daí

� ~f (x; kt) < kp�1:

Assim, combinando os casos acima, segue que � ~f (x; kt) < kp�1 para todo (x; t) 2 
 �
[0; e0] ; como a�rmamos.

Agora, notemos que

��p (ke) = kp�1;

pois Z



jr (ke)jp�2r (ke)r' dx = kp�1
Z



jrejp�2rer' dx.

E pelo problema (A), obtemos queZ



jr (ke)jp�2r (ke)r' dx = kp�1
Z



' dx,

isto é, ��p (ke) = kp�1 como queríamos. Além disso, temos que kp�1 > � ~f (x; ke (x)) em


 pois 0 < e (x) < e0 (x) :

Logo, considerando u := ke, para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ; ' � 0 com u = 0 sobre @
; temos

que Z



jrujp�2rur' dx > �

Z



~f (x; u)' dx:

Portanto, u é uma supersolução de ( ~P�):

Assim, pela Proposição 3.9, existe uma solução fraca minimal u� e maximal u� de ( ~P�) no

intervalo [u; u] = fu 2 L1;u (x) � u (x) � u (x) q.t.p em 
g. Uma vez que pode ocorrer
que a solução minimal coincida com a solução maximal, podemos garantir apenas que

existe pelo menos uma solução positiva u de ( ~P�) satisfazendo u � u � u: Isto é, para

todo � > �0, o problema ( ~P�) tem pelo menos uma solução positiva.
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No que segue, iremos trabalhar com o seguinte funcional energia associado ao problema�
~P�

�
, I� : W

1;p
0 (
)! R; de�nido por

I� (v) =
1

p

Z



jrvjp dx� �

Z



~F (x; v) dx;

onde ~F (x; t) :=
Z t

0

~f (x; s) ds, para todo (x; t) 2 
� R.

Temos que I� está bem de�nido e I� 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
; veja Apêndice A.1, com

derivada de Fréchet dada por

I 0� (v)' =

Z



jrvjp�2 jrvjr' dx� �

Z



f (x; v)' dx:

Lema 3.15 Consideremos as hipóteses (H1), (H3) ,(H4) e (H5) e seja

�� := inf
n
� : ~P� tem uma solução positiva

o
:

Então 0 < �� < 1 e ( ~P�) tem uma solução positiva para todo � > �� e não tem solução

positiva para 0 < � < ��.

Demonstração: Notemos, primeiramente, que I� é coercivo, ou seja, I� (u) ! +1
quando kuk ! +1:

De fato, temos que

I� (u) =
1

p
kukp � �

Z



~F (x; u) dx: (3.27)

Notemos que, pela de�nição de ~F (x; t),

��� ~F (x; t)��� = ����Z t

0

ef (x; s) ds���� � Z t

0

��� ef (x; s)��� ds:
E como

��� ef (x; s)��� � C (1 + sr) para r 2 [0; p� � 1); segue que

��� ~F (x; t)��� � Z t

0

C (1 + sr) ds:

Calculando a integral, obtemos que para 1 � r + 1 � p�;

��� ~F (x; t)��� � C jtj+ C jtjr+1

r + 1
: (3.28)

Além disso, notemos que de (H1) e (H4) para todo (x; t) 2 
� [0;+1); temos que

� ~f (x; t) � C� +

�
1

2

�
�1 (
) t

p�1:
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De fato, por (H1) ; temos que, para todo t 2 [0; t0] ;

~f (x; t) � C1 (1 + t
r
0) � C2:

Por (H4) ; dado C 0 > 0 tal que C 0 �
�1 (
)

2�
; existe t00 2 [0;+1) tal que, para todo t � t00 ;

~f (x; t) � C 0tp�1:

Como [t0; t00 ] é compacto e ~f (x; t) é contínua, temos que, para todo t 2 [t0; t00 ] ;

~f (x; t) � C1:

Assim, para todo (x; t) 2 
� [0;+1) ; considerando C = max fC1; C2g ; temos que

~f (x; t) � C + C 0tp�1:

Como � > 0; segue que

� ~f (x; t) � �C + �C 0tp�1:

Desde que C 0 � 1

2

�
�1 (
)

�

�
; segue que, para todo (x; t) 2 
� [0;+1) ;

� ~f (x; t) � C� +

�
1

2

�
�1 (
) t

p�1:

Integrando, obtemos queZ t

0

� ~f (x; s) ds �
Z t

0

C�ds+

Z t

0

1

2
�1 (
) s

p�1 ds;

isto é,

�

Z t

0

~f (x; s) ds � C� jtj+
1

2
�1 (
)

jtjp

p
:

Donde, temos que

� ~F (x; t) � C� jtj+
1

2
�1 (
)

jtjp

p
:

Integrando em 
; segue que

�

Z



~F (x; u) dx �
Z



C� juj dx�
1

2
�1 (
)

1

p

Z



jujp dx;

ou seja,

��
Z



~F (x; u) dx � �C� kuk1 �
�1
2p
kukpp :
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Pela imersão W 1;p
0 (
) ,! L1 (
) ; segue que

��
Z



~F (x; u) dx � �C 0� kuk �
�1
2p
kukpp :

Como

�1 = inf
u2W 1;p

0 (
)
u 6=0

Z



jrujp dxZ



up dx

) �1 �

Z



jrujp dxZ



up dx

;

então, para toda u 2 W 1;p
0 (
) n f0g ;

��1 �
�
Z



jrujp dxZ



up dx

:

Daí, em (3.27), temos que

I� (u) � 1

p
kukp � 1

2p
kukp � C 0� kuk

=

�
1

p
� 1

2p

�
kukp � C 0� kuk

=
1

2p
kukp � C 0� kuk :

Donde, temos que I� (u)! +1 quando kuk ! +1:

Além disso, notemos que I� é fracamente semicontínuo inferiormente. De fato, seja un 2
W 1;p
0 (
) tal que un * u em W 1;p

0 (
) : Desde que un * u em W 1;p
0 (
) ; então pela

Proposição 1.1, temos que kuk � lim inf
n!1

kunk. Daí,

1

p

Z



jrujp dx � 1

p
lim inf
n!1

Z



jrunjp dx:

Como

kukp �
�
lim inf
n!1

kunk
�p
� lim inf

n!1
kunkp :

Então
1

p
kukp � 1

p
lim inf
n!1

kunkp :

Agora, mostraremos que Z



F (x; un) dx!
Z



F (x; u) dx:
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Seja un * u em W 1;p
0 (
) : Como 1 < p < N e 
 limitado, pelo Teorema de Rellich-

Kondrachov, temos a seguinte imersão compactaW 1;p
0 (
) ,! Lq (
) ; para todo q 2 [1; p�):

Então un ! u em Lq (
) para todo q 2 [1; p�):
Daí, a menos de subsequência,(

un ! u q.t.p em 
;

junj � hq em Lq (
) q.t.p em 
:

Por (3.28), temos que para 1 � r + 1 < p�

jF (x; t)j � C jtj+ C

r + 1
jtjr+1 ,

e, além disso,

junj � h1 2 L1 (
) e junjr+1 � h2 2 Lr+1 (
) :

Daí

jF (x; un)j � C junj+ C
junj
r + 1

r+1

�
�
Ch1 +

C

r + 1
h2

�
2 L1 (
)

E além disso, como

F (x; un)! F (x; u) q.t.p em 
:

Pelo Teorema da Convergência Dominada da Lebesgue, temos que

lim
n!+1

Z



F (x; un) dx =

Z



lim
n!+1

F (x; un) dx =

Z



F (x; u) dx:

Isto é, Z



F (x; un) dx!
Z



F (x; u) dx:

Assim,

I� (u) =
1

p
kukp � �

Z



~F (x; u) dx

� 1

p
lim inf
n!1

kunkp + lim inf
n!1

�
��
Z



F (x; un) dx

�
� lim inf

n!1

�
1

p
kunkp � �

Z



F (x; un) dx

�
= lim inf

n!1
I� (un) :
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Desde que I� é coercivo e fracamente semicontínuo inferiormente, então I� é limitado

inferiormente e existe u� 2 W 1;p
0 (
) tal que I� (u�) = min

v2W 1;p
0 (
)

I� (v) ; ou seja, u� é um

minimizador global de I� em W 1;p
0 (
) : E além disso, como I� é C1; temos que esse ponto

de mínimo u� é um ponto crítico, ou seja, u� é uma solução fraca de ( ~P�):

Em vista da condição (H5), I� atinge valores negativos se � é su�cientemente grande, ou

seja, quando
1

p

Z



jrvjp dx < �

Z
~F (x; v) dx;

temos que I� (u�) < 0:

Seja

� = inf
n
� : ( ~P�) tem uma solução positiva

o
(3.29)

Observe que � está bem de�nido, pois o conjunto (3.29) é não vazio, uma vez que, pelo

argumento acima, existe �0 > 0 tal que ( ~P�) tem solução.

Então, pelo Lema 3.13 se � < � o problema ( ~P�) não tem solução positiva. E pelo Lema

3.14, para todo � > �, o Problema ( ~P�) tem pelo menos uma solução positiva.

Lema 3.16 Considere (H1), (H3), (H4), (H5) e � > �. Suponha que o Problema ( ~P�)

tenha uma única solução positiva u�. Então u� é um minimizador local de I� em C10
�


�
.

A ideia é encontrarmos uma sub e uma supersolução que são estritamente separadas da

solução u�.

Demonstração: Seja �� < �0 < � e de�namos u e u como na prova do Lema 3.14, ou

seja,
u := u�0 se f satisfaz H5 i)

u := �u�0 se f satisfaz H5 ii) com � 2 (0; 1)
u := ke onde e é solução do problema A

Primeiramente encontraremos uma supersolução. Como C1;�
�


�
� C1

�


�
, temos

que u� 2 C1
�


�
. Assim, podemos acrescentar a exigência que a função u := ke satisfaz:

u = ke > u�;

pois como u é uma supersolução, temos que u � u� > 0 em 
. Então, podemos tomar k

su�cientemente grande de modo que u > u� em 
:

Como e é uma solução do Problema (A), temos que

��p (ke) = kp�1 > 0 em 
;

ke > 0 em 
;

ke = 0 sobre @
:
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Então, pelo Lema 1.26, temos que

@ (ke)

@v
< 0 sobre @
:

Assim,
@u

@v
<
@u�
@v

sobre @
:

Para encontrarmos uma subsolução u; dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: Assumimos que f satisfaz (H5) i). Então, pelo Lema 3.14, temos que u := u�0 �
u� em 
.

Considere r > 0 e


�r := fx 2 
 : dist (x; @
) > rg :

Uma ideia da visualização do conjunto 
�r no plano é dada pela �gura abaixo:

Como 
 é suave e a função distância é contínua, segue que 
�r é um domínio C2 para r

su�cientemente pequeno.

Notemos que como u�; u�0 2 C10
�


�
, existe um número r > 0 tal que

jru�j ; jru�0j > 0 em 
n
�2r

e

u� (x) ; u�0 (x) 2 (0; �0) em 
n
�2r:

De fato, seja x0 2 @
: Desde que
@u�
@v

< 0, podemos escrever, para algum �0 > 0;

@u�
@v

(x0) < ��0:

Como u� 2 C10
�


�
, temos que

@u�
@v

é continua. Assim, dado � =
�0
2
> 0, existe uma

vizinhança V�0 (x0) = B�0 (x0) tal que, para todo x 2 V�0 (x0) ;����@u�@v (x)� @u�
@v

(x0)

���� < �.
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Como
@u�
@v

(x)� @u�
@v

(x0) �
����@u�@v (x)� @u�

@v
(x0)

���� < �;

temos que, para todo x 2 V�0 (x0) ;

@u�
@v

(x) < � � �0 )
@u�
@v

(x) <
��0
2
.

Utilizando o mesmo raciocínio para os demais pontos xi 2 @
, podemos cobrir toda a

fronteira com abertos. E como @
 é um conjunto compacto, podemos encontrar uma

subcobertura �nita
[
i2�

V�i (xi) ; com � < +1. Logo, teremos que, para cada xi 2 @
,

existe uma vizinhança V�i (xi) = B�i (xi) tal que, para todo x 2 V�i (xi) ;

@u�
@v

(x) <
��i
2
.

Note que quando r é su�cientemente pequeno

[
i2�

V�i (xi) � 
n
�2r:

Seja �� = min
i2�

f�ig e �� = min
i2�

n�i
2

o
: Então temos que ~V�� (xi) = B�� (xi)\
n
�2r e para

0 < r � ��

2
;

temos que [
i2�

~V�� (xi) � 
n
�2r

e [
i2�

~V�� (xi) � 
n
�2r:

Logo, [
i2�

~V�� (xi) = 
n
�2r:
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Assim, para todo x 2
[
i2�

V�� (xi), ou seja, para todo x 2 
n
�2r, temos que

@u�
@v

(x) < ���:

Como
@u�
@v

(x) = ru�:v < ���;

segue que

�ru�:v > ��:

Daí

jru�:vj � �ru�:v > �� ) jru�:vj > ��.

Pela desigualdade de Cauchy Scharwz, obtemos

jru�j jvj � jru�:vj > �� ) jru�j >
��

jvj > 0:

Donde,

jru�j > 0 em 
n
�2r:

Analogamente, chegamos que jru�0j > 0 em 
n
�2r:
E quando r <

��

2
(ou seja, r su�cientemente pequeno), temos que u�; u�0 estão bem

próximos a @
, ou seja, estão decrescendo para zero, pois
@u�
@v

< 0 sobre @
: Daí

u� (x) ; u�0 (x) 2 (0; �0) em 
n
�2r para algum �0 > 0:

Sabemos que u�0 é solução de ( ~P�0), isto é, satisfaz, no sentido fraco, a seguinte equação

��pu�0 = �0 ~f (x; u�0) :

Daí,

��pu�0 + �c0 (u�0)
p�1 = �0 ~f (x; u�0) + �c0 (u�0)

p�1 :

Como �0 < �;

�0 ~f (x; u�0) + �c0 (u�0)
p�1 < � ~f (x; u�0) + �c0 (u�0)

p�1 :

Desde que u�0 � u�, ~f (x; t) + c0tp�1 é não decrescente e u�0 2 (0; �0) temos por (H6) que

~f (x; u�0) + c0u
p�1
�0 � ~f (x; u�) + c0u

p�1
� :
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Assim,

��pu�0 + �c0 (u�0)
p�1 < �

�
~f (x; u�0) + c0 (u�0)

p�1
�

� �
�
~f (x; u�) + c0 (u�)

p�1
�

= ��pu� + �c0 (u�)
p�1 :

Logo, no sentido fraco, temos que

��pu�0 + �c0 (u�0)
p�1 < ��pu� + �c0 (u�)

p�1 em 
n
�2r:

Disto, temos que

�0 ~f (x; u�0) + �c0u
p�1
�0 < � ~f (x; u�) + �c0 (u�)

p�1 em 
n
�2r:

Logo,
~f (x; u�0) < ~f (x; u�) em 
n
�2r:

Então, pelo principio de comparação forte dado pela Proposição 1.28, teremos que

u�0 < u� em 
n
�2r

e

0 >
@u�0

@v
>
@u�
@v

sobre @
:

De fato, como 
� = fx 2 
 : dist (x; @
) < �g, podemos escrever 
� = 
n
�2r: Agora,
notemos que


n
�2r = (
n
�r) [ (
�rn
�2r) :

E desde que as componentes conexas de 
n
�2r são subconjuntos conexos disjuntos cuja
união é 
n
�2r, temos que 
n
�r e 
�rn
�2r são componentes conexas de 
n
�2r:
Uma vez que


n
�r � 
n
�2r

é uma componente conexa de 
n
�2r, u�; u�0 2 C1;�
�


�
. Seja � > 0 su�cientemente

pequeno tal que jru�j > 0 e jru�0j > 0 em 
� = 
n
�2r e ~f (x; u�0) < ~f (x; u�) em


n
�2r: Pela Proposição 1.28 temos que

u�0 < u� em 
n
�rn@
 = 
n
�r;
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e

0 >
@u�0

@v
>
@u�
@v

sobre 
n
�r \ @
 = @
:

Agora, seja 
�rn
�2r � 
n
�2r outra componente conexa de 
n
�2r: Novamente, temos
que u�; u�0 2 C1;�

�


�
e dado � > 0 su�cientemente pequeno tal que jru�j > 0 e jru�0j >

0 em 
� = 
n
�2r e ~f (x; u�0) < ~f (x; u�) em 
n
�2r. Notemos, também, que 
�rn
�2r\
@
 = ;: Então, pela Proposição 1.28 teremos apenas que

u�0 < u� em
�

�rn
�2r

�
n@
 = 
�rn
�2r:

Assim, temos que

u�0 < u� em 
n
�r [ 
�rn
�2r = 
n
�2r

e

0 >
@u�0

@v
>
@u�
@v

sobre @
:

Como u�0 < u� em 
n
�2r e @
�r � 
n
�2r; temos que existe um número "0 > 0 tal que

u� � "0 + u�0 sobre @
�r: (3.30)

Isto implica que se "0 > " > 0; então (u�0 � u� + ")+ 2 W 1;p
0 (
�r) : De fato, uma vez

que u�0 ; u�; " 2 W 1;p (
�r), temos que u�0 � u� + " 2 W 1;p (
�r) : Logo (u�0 � u� + ")+ 2
W 1;p (
�r) : E, além disso, (u�0 � u� + ")+ = 0 sobre @
�r; pois como "0 > " sobre @
�r;

de (3.30), temos que u� � "0 + u�0 > "+ u�0 :

Daí

u� � "� u�0 > 0 sobre @
�r;

u�0 � u� + " < 0 sobre @
�r:

Logo

(u�0 � u� + ")+ = 0 sobre @
�r:

Sabemos que para toda ' 2 W 1;p
0 (
�r)Z


�r

jru�0jp�2ru�0r' dx = �0
Z

�r

~f (x; u�0)' dx (3.31)

e Z

�r

jru�jp�2ru�r' dx = �

Z

�r

~f (x; u�)' dx. (3.32)
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Subtraindo (3.32) de (3.31) temos que para toda ' 2 W 1;p
0 (
�r)Z


�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r' dx = �0

Z

�r

~f (x; u�0)' dx

��
Z

�r

~f (x; u�)' dx:

Tomemos ' = (u�0 � u� + ")+ com "0 > " > 0:

Daí, Z

�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 � u� + ")+ dx

=

Z

�r

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�)

�
(u�0 � u� + ")+ dx:

(3.33)

Como sabemos que u�0 < u� em 
n
�2r � 
�r, temos que u�0 � u� < 0 em 
�r, daí(
u�0 � u� + " < 0, u�0 � u� < �";
u�0 � u� + " > 0, u�0 � u� > �":

Logo,

(u�0 + "� u�)

8>><>>:
= 0; sobre @
�r;

< 0 se u�0 � u� < �" em 
�r;

> 0 se u�0 � u� > �" em 
�r:

Daí, podemos escreverZ

�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 + "� u�)

+ dx

=

Z
[u�0�u�<�"][[u�0�u�>�"]

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 + "� u�)

+ dx

=

Z
[u�0�u�<�"]

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
(ru�0 + "� u�)

+ dx

+

Z
[u�0�u�>�"]

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 + "� u�)

+ dx:

Quando u�0�u� < �"; temos que u�0�u�+" < 0; logo (u�0 � u� + ")+ = 0 e, consequente-

mente, r (u�0 � u� + ")+ = 0: Analogamente, quando u�0 � u� > �"; temos que u�0 �
u� + " > 0, logo (u�0 � u� + ")+= u�0 � u� + " e, consequentemente, r (u�0 � u� + ")+=

r (u�0 � u� + ") = ru�0 �ru� +r" = r (u�0 � u�) :

Portanto, temos queZ

�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 + "� u�)

+ dx

=

Z

�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 � u�) dx:
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Assim, da igualdade acima e de (3.33), temos queZ

�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 � u�) dx

=

Z

�r

�
�0 ef (x; u�0)� � ef (x; u�)� (u�0 + "� u�)

+ dx:

Utilizando o Lema 1.5, com x = ru�0 e y = ru�; temos que

0 �
Z

�r

�
jru�0jp�2ru�0 � jru�jp�2ru�

�
r (u�0 + "� u�)

+ dx

=

Z

�r

�
�0 ef (x; u�0)� � ef (x; u�)� (u�0 + "� u�)

+ dx: (3.34)

Como �0 < �; u�0 � u� , ~f (x; u�0 (x)) > 0 em 
�r e ~f é continua na segunda var-

iável, existe um número "1 2 (0; "0) tal que �
0 ~f (x; u�0 (x)) � � ~f (x; u� (x)) < 0 em

fx 2 
�r : u�0 (x) + "1 > u� (x)g :
De fato, como u�0 (x) + "1 > u� (x) ; temos que u�0 (x)� u� (x) > �"1 ("0) ; o que implica
que u� (x)� u�0 (x) < "1 ("0) :

Como ~f (x; u) é continua na segunda variável, dado � > 0, existe � (�) > 0 tal que

�0 ~f (x; u�0)� �0 ~f (x; u�) < � sempre que u� � u�0 < � (�) :

Podemos tomar � (�) = "1 ("0).

Assim, temos que em fx 2 
�r : u�0 (x) + "1 > u� (x)g ;

�0 ~f (x; u�0)� �0 ~f (x; u�) < � (3.35)

Como �0 < �, podemos escrever � = �0 + 
 com 
 > 0. Daí, �0 = �� 
; logo, em (3.35),

temos que

�0 ~f (x; u�0)� (�� 
) ~f (x; u�) < �;

isto é,

�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�) < � � 
 ~f (x; u�) : (3.36)

Como ef (x; u�) > 0, seja
i (r) = inf

x2
�r
f (x; u� (x)) > 0:

Tomemos � < 
i (r) : Daí � � 
i (r) < 0; logo � � 
f (x; u� (x)) < 0 para todo x 2 
�r.
Em particular, � � 
f (x; u� (x)) < 0 para x 2 
�r que satisfaz u�0 (x) + "1 > u� (x).
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Portanto, em (3.36), temos que em fx 2 
�r : u�0 (x) + "1 > u� (x)g ;

�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�) < 0:

Agora, vejamos que fx 2 
�r : u�0 (x) + "1 > u� (x)g = ;: Para isto, observemos que se
x 2 
�r é tal que u�0 (x) + "1 � u� (x) ; então u�0 (x) + "1 � u� (x) � 0; donde obtemos
que (u�0 (x) + "1 � u� (x))

+ = 0:

Assim,Z

�r

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�)

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx

=

Z
[u�0 (x)+"1�u�(x)][[u�0 (x)+"1>u�(x)]

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u)

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx

=

Z
[u�0 (x)+"1�u�(x)]

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�)

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx

+

Z
[u�0 (x)+"1>u�(x)]

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�)

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx

=

Z
[u�0 (x)+"1>u�(x)]

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�)

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx < 0:

Logo, Z

�r

�
�0 ~f (x; u�0 (x))� � ~f (x; u� (x))

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx < 0;

o que é um absurdo, pois como vimos em (3.34), temos queZ

�r

�
�0 ~f (x; u�0)� � ~f (x; u�)

�
(u�0 + "1 � u�)

+ dx � 0:

Portanto,

fx 2 
�r : u�0 (x) + "1 > u� (x)g = ;:

Então, u�0 (x) + "1 � u� (x) para todo x 2 
�r. Podemos tomar "01 2 (0; "0) tal que
"01 < "1 tal que u�0 (x) + "01 < u� (x) em 
.

Neste primeiro caso consideramos a subsolução u = u�0 + "01.

Caso 2) Assumimos, agora, que f satisfaz (H5) ii):

Então, pelo Lema 3.14 temos que u := �u�0 � u� em 
, ou seja u é uma subsolução de

( ~P�) onde �
0 = ��q�p+1:

Escolha r > 0. Como no Caso 1 e uma vez que u�0 � �u�0 teremos que

�q ~f (x; u�0) < ~f (x; �u�0) em 
:
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Pois por (H5) ii), fazendo t0 = u�0 e t1 = �u�0 temos que

(�u�0)
�q ~f (x; �u�0) > (u�0)

�q ~f (x; u�0)
1

(�u�0)
q
~f (x; �u�0) >

1

(u�0)
q
~f (x; u�0)

~f (x; �u�0) > �q ~f (x; u�0) em 
:

Como �u�0 ; u� 2 C1;�
�


�
e ~f (x; �u�0) > �q ~f (x; u�0) em 
; pelo Teorema 1.27, temos que

�u�0 < u� em 


e

0 >
@�u�0

@�
>
@u�
@�

sobre @
:

Daí, temos que �u�0 < u� em 
:

Consideramos então nesse caso a subsolução dada por u = �u�0 :

Mostremos en�m que u� é um minimizador local de I� em C10
�


�
: Para isso, �xemos

o conjunto A =
�
v 2 C10

�


�
; u � v � u q.t.p em 


	
:

Notemos que, em qualquer dos casos acima, isto é, desde que u < u� < u; existe

" > 0 tal que se ku� � vkC10(
) < " então u � v � u: Ou seja, B�r=2 (u�) � A.
De fato, como 
�r := fx 2 
 : dist (x; @
) > rg ; podemos escrever 
�r = 
nAr com
Ar = fx 2 
 : dist (x; @
) < rg : Escolhendo r > 0 su�cientemente pequeno de modo que
jArj < " (r) ; podemos considerar

�1r := min
x2
�r

fu� � ug > 0 e �2r := min
x2
�r

fu� u�g > 0:

Seja

�r := min
�
�1r; �

2
r

	
:

Seja v 2 B�r=2 (u�) ; então temos que ku� � vkC10(
) <
�r
2
:

Disto temos,

ku� � vkC10(
�r) = sup
x2
�r

ju� (x)� v (x)j+
NX
i=1

sup
x2
�r

����@u�@xi
(x)� @v

@xi
(x)

���� < �r
2
:

Como

sup
x2
�r

ju� (x)� v (x)j � sup
x2
�r

ju� (x)� v (x)j+
NX
i=1

sup
x2
�r

����@u�@xi
(x)� @v

@xi
(x)

���� :
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Temos que

sup
x2
�r

ju� (x)� v (x)j < �r
2
:

Daí,

ju� (x)� v (x)j < �r
2
,

ou seja,

��r
2
< u� (x)� v (x) <

�r
2
:

Notemos que

u (x)� v (x) = u (x)� u� (x) + u� (x)� v (x) :

Donde obtemos que para todo x 2 
�r;

u (x)� v (x) � �2r �
�r
2
� �r �

�r
2
=
�r
2
> 0:

Logo,

u (x) � v (x) q.t.p em 
:

Analogamente, temos que v (x) � u (x).

De fato, notemos que

v (x)� u (x) = v (x)� u� (x) + u� (x)� u (x) :

Como, para todo x 2 
�r;

�r
2
� v (x)� u� (x) � �

�r
2
;

temos que

v (x)� u (x) � ��r
2
+ �1r � �

�r
2
+ �r =

�r
2
> 0:

Logo,

v (x) � u (x) q.t.p em 
:

Assim, u (x) � v (x) � u (x) : Portanto, v 2 A; como queríamos.
Vejamos que isto implica que u� é um minimizador local de I� em C10

�


�
:

De fato, seja

�f (x; s) =

8>><>>:
~f (x; u) se s < u

~f (x; s) se u � s � u

~f (x; u) se u < s

;

e considere �F (x; t) =
Z t

0

�f (x; s) ds; para todo (x; t) 2 
� R:
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De�namos o seguinte funcional

�I� (v) =
1

p

Z



jrvjp � �

Z



�F (x; v) dx:

Das nossas hipóteses sobre a não linearidade da ~f e repetindo argumentos padrões já

usados para I�, segue que �I� tem um minimizador global u0 2 W 1;p
0 (
) :

Claramente, u0 é solução fraca de(
��pu0 = � �f (x; u0) em 


u0 = 0 sobre @

(3.37)

Além disso, os resultados de regularidade dados pelo Teorema 1.24 e pelo Lema 1.25

mostram que u0 2 C10
�


�
.

Por (3.37) temos que para toda ' 2 W 1;p
0 (
)Z




jru0jp�2ru0r' dx = �

Z



�f (x; u0)' dx:

Como (u� u0)
+ 2 W 1;p

0 (
), consideremos ' = (u� u0)
+ como uma função teste:

Daí Z



jru0jp�2ru0r (u� u0)
+ dx = �

Z



�f (x; u0) (u� u0)
+ dx: (3.38)

Além disso, sabemos que u é uma subsolução para o problema ( ~P�), isto é, para toda

' 2 W 1;p
0 (
) com ' � 0; temos queZ




jrujp�2rur' dx � �

Z



�f (x; u)' dx.

Consideremos novamente ' = (u� u0)
+ : EntãoZ




jrujp�2rur (u� u0)
+ dx � �

Z



�f (x; u) (u� u0)
+ dx: (3.39)

Subtraindo (3.39) de (3.38), temos queZ



�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx

� �

Z



�
�f (x; u)� �f (x; u0)

�
(u� u0)

+ dx:
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Podemos reescrever a desigualdade acima como a seguir:Z
[u>u0][[u0>u]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx

� �

Z
[u>u0][[u0>u]

�
�f (x; u)� �f (x; u0)

�
(u� u0)

+ dx:

Logo, Z
[u>u0]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx

+

Z
[u0>u]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx

� �

Z
[u>u0]

�
�f (x; u)� �f (x; u0)

�
(u� u0)

+ dx

+�

Z
[u0>u]

�
�f (x; u)� �f (x; u0)

�
(u� u0)

+ dx:

Portanto, Z
[u>u0]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx

� �

Z
[u>u0]

�
�f (x; u)� �f (x; u0)

�
(u� u0)

+ dx:

Pelo Lema 1.5, tomando x = ru e y = ru0; temos queZ
[u>u0]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx � 0:

Assim,

0 �
Z
[u>u0]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx

� �

Z
[u>u0]

�
�f (x; u)� �f (x; u0)

�
(u� u0)

+ dx:

Pela de�nição da f (x; s) ; temos que

�f (x; u) = ef (x; u) e �f (x; u0) = ef (x; u) :
Daí,

0 �
Z
[u>u0]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx � 0;

donde concluímos queZ
[u>u0]

�
jrujp�2ru� jru0jp�2ru0

�
r (u� u0)

+ dx = 0:
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Logo,

u0 � u:

Analogamente, tomando ' = (u0 � u)+ como a função teste, teremos que

u0 � u:

Assim,

u � u0 � u: (3.40)

Concluímos então que u0 2 A, uma vez que u0 2 C10 (
) e temos as desigualdades em

(3.40). E como u� é a única solução de ( ~P�) temos que u� = u0.

Uma vez que u� é um ponto interior de A, então existe um número " > 0 tal que para

cada u 2 C10
�


�
temos que

ku� � ukC10(
) < ":

Além disso, notemos que para toda u 2 A

I� (u)� �I� (u) =

Z



�
1

p
jrujp � �F (x; u)

�
dx�

Z



�
1

p
jrujp � � �F (x; u)

�
dx

= ��
Z



�
F (x; u)� �F (x; u)

�
dx

= ��
Z



�Z u

0

f (x; s) ds�
Z u

0

�f (x; s) ds

�
dx:

Assim,

I� (u)� �I� (u) = ��
Z



�Z u

0

f (x; s)� �f (x; s) ds

�
dx: (3.41)

Uma vez queZ u

0

f (x; s)� �f (x; s) ds =

Z u

0

f (x; s)� �f (x; s) ds+

Z u

u

f (x; s)� �f (x; s) ds

= F (u)� �F (u) +

Z u

u

f (x; s) ds�
Z u

u

�f (x; s) ds

= F (u)� �F (u) :

Segue que em (3.41),

I� (u)� �I� (u) = ��
Z



F (u)� �F (u) dx = C:
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Como

I� (u)� �I� (u) = C

I� (u) = C + �I� (u)

� C + �I� (u�)

= I� (u�) ;

temos que u� é minimizador local de I� em C10
�


�
:

Na seção a seguir, apresentaremos a prova do principal resultado deste capítulo. Para

isso, necessitamos de dois resultados que serão apresentados a seguir:

Lema 3.17 Sob as hipóteses (H1) e (H3) temos que o zero é um mínimo local de I� em

W 1;p
0 (
) :

Demonstração: Para isso, mostraremos que existem �; � > 0 tal que para kuk � �

temos que I� (u) � � > 0.

De fato, por (H3) ; temos que para cada " > 0, existe �" > 0 tal que, para todo t 2 [0; �"] ;
temos que ~f (x; t) � "tp�1; logo, se u 2 [0; �"] ; temosZ u

0

~f (x; t) dt � "

Z u

0

tp�1 dt:

Daí,
~F (x; u) � "

p
up: (3.42)

Por (H1), para todo t 2 [�";+1) temos que ~f (x; t) � C + Ctr; daíZ u

0

~f (x; t) dt �
Z u

0

C + Ctr dt:

Logo,
~F (x; u) � Cu+

C

r + 1
ur+1: (3.43)

Se �" � u; então �r+1" � ur+1 e, portanto, ur+1 � �r"u � �r" �":

Assim,

Cu � C

�r"
�r"u �

C

�r"
ur+1 = C�"u

r+1:

Portanto, em (3.43), temos que

~F (x; u) � C�"u
r+1 + C1u

r+1: (3.44)
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De (3.42) e (3.44), temos que, para todo u 2 [0;+1) e r 2 [0; p� � 1),

~F (x; u) � "

p
up + C�"u

r+1 + C1u
r+1

=
"

p
up + C�"u

r+1:

Daí, Z



~F (x; u) dx � "

p

Z



up dx+ C�"

Z



ur+1 dx:

Assim,

��
Z



~F (x; u) dx � ��
�
"

p

Z



up dx+ C�"

Z



ur+1 dx

�
: (3.45)

Note que p� 1 < p� � 1; pois

(p� � 1)� (p� 1) = p� � p =
Np

N � p
� p

=
Np� (N � p) p

(N � p)

=
Np�Np+ p2

N � p

=
p2

N � p
> 0:

Daí, podemos tomar r tal que p� 1 < r < p� � 1:
Como,

I� (u) =
1

p

Z



jrujp � �

Z



~F (x; u) dx;

por (3.45), temos que

I� (u) � 1

p
kukp � �"

p

Z



up dx� �C�"

Z



ur+1 dx

=
1

p
kukp � �"

p
kukpp � �C�" kuk

r+1
r+1 :

Pela Desigualdade de Poincaré,

I� (u) � 1

p
kukp � �"C 0

p
kukp � �C�"C

00 kukr+1

=

�
1

p
� �"C 0

p

�
kukp � �C�"C

00 kukr+1 :

Como p < r + 1, tomando kuk � � su�cientemente pequeno e " su�cientemente pequeno

de forma que
1� �"C 0

p
> 0 e

1� �"C 0

p
kukp > �C�"C

00 kukr+1 ;
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teremos que

I� (u) � � > 0 com � :=
1� �"C 0

p
�p � �C3 (�")C

00�r+1;

como queríamos.

Apresentamos a seguir a condição de Palais Smale:

De�nição 3.18 (Condição de Palais-Smale [28], De�nição 2.2, p. 16) SejaX um

espaço de Banach e ' : X ! R um funcional de classe C1, dizemos que ' satisfaz a

condição de Palais-Smale, denotada (PS) se para qualquer (un) � X tal que

j' (un)j � C e '0 (un)! 0;

temos que (un) possui uma subsequência convergente em X:

Lema 3.19 I� satisfaz a condição (PS).

Demonstração: Para isso, consideremos (un) � W 1;p
0 (
) tal que

I� (un) � k e I 0� (un)! 0:

Como jI� (un)j � k; pela coercividade de I� provada ao longo da demonstração do Lema

3.15, temos que kunk < C; ou seja, (un) é limitada em W 1;p
0 (
) que é re�exivo, então

podemos extrair uma subsequência (unk) de (un) tal que unk * u para alguma u 2
W 1;p
0 (
) :

Como I 0� (unk)'! 0 para toda ' 2 W 1;p
0 (
) ; considerando ' = unk � u; obtemosZ




jrunk j
p�2runkr (unk � u) dx� �

Z



~f (x; unk) (unk � u) dx! 0: (3.46)

Desde que, unk * u em W 1;p
0 (
) ; pela imersão compacta W 1;p

0 (
) ,! Lq (
) para todo

q 2 [1; p�) ; temos que unk ! u em Lq (
) para todo q 2 [1; p�) : Em particular, unk ! u

em Lp (
) ; com 1 < p < p�: Além disso, temos que
�
~f (x; unk)

�
é limitada em Lp

0
(
)

pois 


 ~f (x; unk)



p0
=

�Z



��� ~f (x; unk)���p0�1=p0 :
Uma vez que

��� ~f (x; unk)��� � C junk j
p�1 ; segue que

�Z



��� ~f (x; unk)���p0�1=p0 � �Z



C
�
junk j

p�1�p0�1=p0 � C kunkk
p�1
(p�1)p0 :

Desde que (p� 1) p0 = p; temos que



 ~f (x; unk)




p0
� C:
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Assim, utilizando a Desigualdade de Hölder, temos queZ



~f (x; unk) (unk � u) dx �



 ~f (x; unk)




p0
kunk � ukp ! 0: (3.47)

Logo, de (3.46) e (3.47), segue queZ



jrunk j
p�2runkr (unk � u) dx! 0:

Então, pelo Teorema 1.32, unk ! u:

Portanto, como un possui subsequência convergente, temos que I� satisfaz a condição

(PS).

3.4 Prova do Teorema 3.1

Demonstração: Inicialmente, mostraremos que existe um número � > 0 tal que,

para todo � > �; o Problema ( ~P�) tem pelo menos duas soluções positivas. Para isto,

argumentaremos por contradição, isto é, vamos supor que existe um número � > � tal

que o Problema ( ~P�) tenha uma única solução positiva u�.

Utilizando o Lema 3.16, concluímos que a solução u� é um minimizador local de I� em

C10
�


�
, e pelo Teorema 1.33, temos que u� é também um minimizador emW 1;p

0 (
). Além

disso, pelo Lema 3.17, temos que o zero é outro minimizador de I� em W 1;p
0 (
) : Logo, I�

possui um par de mínimos locais.

Assim, como I� é C1 e pelo Lema 3.19, satisfaz a condição (PS) e possui um par de mínimos

locais. Então, pelo Teorema 1.13, obtemos a existência de um terceiro ponto crítico de

I�. Sendo assim, ( ~P�) possuiria duas soluções positivas, o que é uma contradição, uma

vez que estamos supondo que o problema ( ~P�) tem uma única solução positiva.

Portanto, para � > ��, o Problema ( ~P�) tem pelo menos duas soluções positivas.

Mostremos, agora, que o Problema ( ~P��) tem uma solução positiva.

De fato, pela hipótese (H3) ; temos que para cada " > 0, existe t0 > 0 tal que, para todo

t 2 [0; t0] ; temos ��� ~f (x; t)��� � "tp�1:

Escolhendo " de forma que " � �1 (
)

2
�
��+ 1

� ; temos que
��� ~f (x; t)��� � �1 (
)

2
�
��+ 1

�tp�1:
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Daí, �
��+ 1

� ��� ~f (x; t)��� � �1 (
)

2
tp�1: (3.48)

Consideremos (�n) uma sequência estritamente decrescente, com

lim
n!1

�n = �� onde �n 2
�
��; ��+ 1

�
;

e seja u�n uma solução positiva de ( ~P�n), n = 1; 2; :::. Mostremos agora que (3.48) implica

que ku�nk1 > t0, n = 1; 2; :::.

De fato, suponhamos que u�n � t0 em 
. Como u�n é uma solução de ( ~P�n) temos queZ



jru�nj
p�2ru�nr' dx = �n

Z



ef(x; u�n)' dx:
Tomando ' = u�n, temos queZ




jru�nj
p dx = �n

Z



~f(x; u�n)u�n dx:

Desde que �n < ��+ 1, temos, por ( 3.48 ), queZ



jru�nj
p dx � �1(
)

2

Z



up�1�n
u�n dx

=
�1(
)

2

Z



up�n dx:

Logo, Z



jru�njp dxZ



up�n dx

� �1(
)

2
< �1(
);

o que contradiz a caracterização variacional de �1(
). Portanto, jju�njj1 > t0, n = 1; 2; :::

Como as soluções u�n são limitadas na norma L
1 (
) (veja Apêndice C) e, além disso,

temos que f 2 C1
�


�
e u�n 2 C1;�

�


�
: Então, pela Proposição 1.31, existe C > 0

dependendo de p;N;
; kfk1 e ��+ 1 tal que

ku�nkC1;�(
) � C:

Notemos que as soluções u�n são equicontínuas, pois, sendo u�n 2 C1;�
�


�
; temos

ju�n (x)� u�n (y)j � C1 jx� yj� :
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Supondo que jx� yj� < ��; temos

ju�n (x)� u�n (y)j < C1�
� = ";

isto é, para todo " > 0; existe � > 0 tal que jx� yj < � implica que ju�n (x)� u�n (y)j < ";

para toda u�n :

Então, pelo Teorema 1.9 (Ascoli-Arzelá), existe uma subsequência de (u�n) que converge

uniformemente em C10
�


�
para uma função u 2 C10

�


�
:

Notemos que esta função u 2 C10
�


�
pode ser identi�cada facilmente como uma solução

de ( ~P��): Pois, como u�n é uma solução de ( ~P�n); temos que u�n satisfazZ



jru�nj
p�2ru�nr' dx = �n

Z



ef(x; u�n)' dx:
Como u�n ! u uniformemente e �n ! ��; tomando o limite em n na equação acima, pela

convergência uniforme temos queZ



jrujp�2rur' dx = ��
Z



ef(x; u)' dx:
E como vimos que ku�nk1 > t0 para n = 1; 2; :::,tomando o limite em n; temos que

kuk1 � t0:

Portanto, o problema ( ~P��) tem uma solução positiva.

Além disso, pelo Lema 3.15, temos que para � < ��; o problema ( ~P�) não possui

solução, o que conclui a prova do teorema.
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Apêndice A

Formulação Fraca dos Problemas

A.1 Problema (P )

Uma solução clássica de (P ) é uma função u 2 C20 (
) que satisfaz a equação (P )

pontualmente. Aqui estamos interessados em encontrarmos a solução fraca do problema

(P ). Supondo que u é uma solução clássica, faremos a formulação fraca de (P ). Para

isso, consideremos a seguinte equação:

��pu = g (x; u) :

Assim, para toda ' 2 C10 (
) temos que

��pu' = g (x; u)':

Integrando em 
; temos queZ



��pu' dx =

Z



g (x; u)' dx:

Notemos que Z



��pu' dx =

Z



� div
�
jrujp�2ru

�
' dx

= �
NX
i=1

Z



@

@xi

�
jrujp�2 @u

@xi

�
' dx.

Usando integração por partes, obtemos que

Z



��pu' dx =
NX
i=1

�Z



jrujp�2 @u
@xi

@'

@xi

�
�
Z
@


@

@xi

�
jrujp�2 @u

@xi

�
'�i dx:
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Como ' 2 C10 (
) ; resulta queZ



��pu' dx =

Z



NX
i=1

�
jrujp�2 @u

@xi

�
@'

@xi
dx =

Z



jrujp�2rur' dx;

ou seja, Z



jrujp�2rur' dx =
Z



g (x; u)' dx:

Por densidade, segue que para toda ' 2 W 1;p
0 (
)Z




jrujp�2rur' dx =
Z



g (x; u)' dx: (A.1)

Uma função u 2 W 1;p
0 (
) que satisfaz a equação (A.1) é dita uma solução fraca do

problema (P ).

Associaremos a (P ) o seguinte funcional I : W 1;p
0 (
)! R; de�nido por

I� (v) =
1

p

Z



jrvjp dx�
Z



G (x; v) dx:

Veremos no que I 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
e para toda ' 2 W 1;p

0 (
)

I 0 (u)' =

Z



jrujp�2rur' dx�
Z



g (x; u)' dx:

A.2 Problema ( ~P�)

A �m de encontrarmos a formulação fraca de ( ~P�) procederemos como feito acima.

Assim, supondo que u é uma solução clássica, encontraremos a formulação fraca para o

problema ( ~P�), isto é, teremos que para toda ' 2 W 1;p
0 (
)Z




jrujp�2rur' dx = �

Z



~f (x; u)' dx. (A.2)

Uma função u 2 W 1;p
0 (
) que satisfaz a equação (A.2) é dita uma solução fraca de (P�).

Associaremos a ( ~P�) o seguinte funcional I� : W
1;p
0 (
)! R; de�nido por

I� (v) =
1

p

Z



jrvjp dx� �

Z



~F (x; v) dx;

teremos que um ponto crítico de I� é uma soluçao fraca de ( ~P�), pois

I 0� (v)' =

Z



jrvjp�2rvr' dx� �

Z



~f (x; v)' dx;
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para detalhes veja Apêndice B.
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Apêndice B

Estudo dos Funcionais

B.1 Funcional Associado ao Problema (P )

Consideremos o seguinte funcional I : W 1;p
0 (
)! R; de�nido por

I (u) =
1

p

Z



jrujp dx�
Z



G (x; u) dx;

onde

G (x; t) =

Z t

0

g (x; s) ds:

Inicialmente vejamos que I está bem de�nido, de fato, pela hipótese (G2) temos que

jG (x; t)j � C1 jtj+
C2

q0 + 1
jtjq0+1 :

Logo,

jI (u)j � 1

p
kukp +

�
C1

Z



juj dx+ C2
q0 + 1

Z



jujq0+1 dx
�

=
1

p
kukp + C1 kuk1 +

C2
q0 + 1

kukq0+1 <1:

Ressaltamos aqui que o argumento usado para mostrarmos que I 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
é

análogo ao que será usado para mostrarmos que I� 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
: Por esse motivo,

a �m de poupar o leitor, julgamos ser mais interessante apresentarmos abaixo apenas a

prova para o funcional I�: Com pequenas modi�cações no que será apresentado teremos

que para toda ' 2 W 1;p
0 (
)

I 0 (u)' =

Z



jrujp�2rur' dx�
Z



g (x; u)' dx:
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B.2 Funcional Associado ao Problema ( ~P�)

Consideremos a seguir o funcional I� : W
1;p
0 (
)! R; de�nido por

I� (v) =
1

p
kvkp dx� �

Z



~F (x; v) dx;

onde ~F (x; t) :=
Z t

0

~f (x; s) ds, para todo (x; t) 2 
� R:
Primeiramente notemos que I� está bem de�nido, de fato temos que

I� (v) =
1

p
kvkp � �

Z



~F (x; v) dx:

Por (3.28) para 1 � r + 1 � p� temos que

��� ~F (x; t)��� � c jtj+ c jtjr+1

r + 1
.

Logo,

jI� (v)j �
1

p
kvkp + �

 Z



c jvj dv +
Z



c jvjr+1

r + 1
dv

!

=
1

p
kvkp + �c kvk1 +

�c

r + 1
kvkr+1r+1 <1:

Além disso, veremos que I� 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
, para isso utilizaremos os seguintes

resultados:

Proposição B.1 ([30], Proposição 13.4, p. 54) Seja E um espaço normado, J : E !
R um funcional. Suponha que J é Gâteaux diferenciável em E e a derivada de Gâteaux

dada por

J 0 (x) y = lim
t!0

J (x+ ty)� J (x)

t
é contínua.

Então, J é Fréchet diferenciável, e portanto, J é de classe C1: Além disso a derivada de

Gâteaux coincide com a derivada de Fréchet.

Lema B.2 ([49], Lema A.1, p. 95) (i) Se p 2 [2;1) então vale:

��jzjp�2 z � jwjp�2w�� � � jz � wj (jzj+ jwj)p�2 :

(ii) Se (1; 2] então vale:

��jzjp�2 z � jwjp�2w�� � � jz � wjp�1 ;
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para todo z; w 2 RN e �; � 2 R:

Para mostrarmos que I� 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
, analisaremos separadamente as parcelas

do funcional.

Lema B.3 O funcional I�;1 : W
1;p
0 (
) ! R; de�nido por I�;1 (v) = kvkp é de classe

C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
e para toda ' 2 W 1;p

0 (
)

I
0

�;1 (v)' = p

Z



jrvjp�2rvr' dx:

Demonstração: Já sabemos que I�;1 está bem de�nido, pois corresponde a norma do

espaço de Sobolev W 1;p
0 (
) :

(i) Mostremos a existência da derivada de Gâteaux de I�;1, ou seja, que

lim
t!0

I�;1 (v + t')� I�;1 (v)

t
= I

0

�;1 (v)':

De�namos,
g : (0; 1) ! R

t 7! g (t) = jrv + tr'jp :

Como g é contínua pelo teorema do valor médio, existe t0 2 (0; t) tal que

g (t)� g (0) = g0 (t0) (t� 0) = g0 (t0) t: (B.1)

Podemos escrever t0 = "t; onde " 2 (0; 1) :
Notemos que,

g
0
(t) =

d

dt

 
NX
i=1

�
vxi + t'xi

�2!p=2

g0(t) =
p

2

 
NX
i=1

�
vxi + t'xi

�2!(p�2)=2
2

 
NX
i=1

�
vxi + t'xi

�!
'xi

g0(t) = p jrv + tr'jp�2 (rv + tr')r': (B.2)

Assim, por (B.1), temos que

g0 (t0) =
jjrv + tr'jp � jrvjpj

jtj
= p jrv + "tr'jp�2 j(rv + "tr')r'j

� p (jrvj+ jr'j)p�2 (jrvj+ jr'j) jr'j

= p (jrvj+ jr'j)p�1 jr'j :
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Usando a desigualdade de Hölder para
1

p
+
1

p0
= 1; com p > 1; obtemos

p

Z



(jrvj+ jr'j)p�1 jr'j dx � p

�Z



(jrvj+ jr'j)p dx
�1=p0 �Z




jr'jp dx
�1=p

<1:

Assim,

lim
t!0

I�;1 (v + t')� I�;1 (v)

t
= lim

t!0

Z



jrv + tr'jp � jrvjp

t
dx

= lim
t!0

Z



p jrv + "tr'jp�2 (rv + "tr')r' dx:

Considerando t = tn uma sequência em R; pelo Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue e por (B.2), temos que

lim
t!0

I�;1 (v + t')� I�;1 (v)

t
= p

Z



jrvjp�2rvr' dx:

Portanto, para toda ' 2 W 1;p
0 (
), temos que a derivada de Gâteaux de I�;1 é dada por:

I
0

�;1 (v)' = p

Z



jrvjp�2rvr' dx:

Além disso, a derivada de Gâteaux I
0
�;1 (v) : W

1;p
0 (
) ! R é linear e limitada, pois para

toda ' 2 W 1;p
0 (
) ���I 0�;1 (v)'��� � p kvkp=p

0
k'k = Cv k'k ;

onde Cv é uma constante que depende de v: Assim, I�;1 é Gâteaux diferenciável.

Agora, consideremos o espaço produto X =
nQ
i=1

Lp
0
(
) munido da norma

khkX =
 

nX
i=1

khikp
0

p0

!1=p0
; para h = (h1; :::hN) 2 X :

De�namos a aplicação
g : W 1;p

0 (
) ! X
u 7! jrujp�2ru:

Então g (u) = (g1 (u) ; :::; gN (u)) com gi (u) = jrujp�2
@u

@xi
; i = 1; 2; :::; N:

Esta função está bem de�nida e é limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de W 1;p
0 (
)

em conjuntos limitados de X : De fato, para i = 1; 2; :::; N , temos

kgi (u)kp
0

p0 =

Z



����jrujp�2 @u@xi
����p0 dx � Z




jruj(p�1)p
0
dx =

Z



jrujp dx = kukp :

94



Apêndice B B.2. Funcional Associado ao Problema ( ~P�)

A�rmação: g é contínua. De fato, pela equivalência das normas em RN ; podemos encon-
trar uma constante C1 > 0 tal que para toda h 2 X

khkp
0

X � C1

Z



jhjp
0
dx:

Analisemos inicialmente o caso em que p � 2: Sejam u; v 2 W 1;p
0 (
) ; então

kg (u)� g (v)kp
0

X � C1

Z



jg (u)� g (v)jp
0
dx

= C1

Z



��jrujp�2ru� jrvjp�2rv��p0 dx:
Pelo Lema B.2 (i), temos que

kg (u)� g (v)kp
0

X � C1�
p0
Z



jru�rvjp
0
(jruj+ jrvj)p

0(p�2) dx:

Como jru�rvjp
0
2 Lp=p0 (
) e (jruj+ jrvj)p

0(p�2) 2 Lp=p0(p�2) (
) ; segue pela desigual-
dade de Hölder que

kg (u)� g (v)kp
0

X � C1�
p0
�Z




jru�rvjp
0 p
p0 dx

�p0=p�Z



(jruj+ jrvj)p
0(p�2) p

p0(p�2) dx

�p0(p�2)=p
= C2 ku� vkp

0
kjruj+ jrvjkp

0(p�2)
p :

Pela desigualdade de Minkowski, segue que

kg (u)� g (v)kp
0

X � C2 ku� vkp
0
�
krukp + krvkp

�p0(p�2)
:

Donde temos que,

kg (u)� g (v)kX � C
1=p0

2 ku� vk (kuk+ kvk)p�2 ;

assim,

kg (u)� g (v)kX � C ku� vk (kuk+ kvk)p�2 : (B.3)

Onde C = C
1=p0

2 ; é uma constante positiva que independe de u e v:

Analisemos agora o caso em 1 < p < 2: Sejam u; v 2 W 1;p
0 (
) ; então

kg (u)� g (v)kp
0

X � C1

Z



jg (u)� g (v)jp
0
dx

= C1

Z



��jrujp�2ru� jrvjp�2rv��p0 dx:
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Pelo Lema B.2 (ii) ; segue que

kg (u)� g (v)kp
0

X � C1�
p0
Z



jru�rvjp
0(p�1) dx

= C 02

Z



jru�rvjp dx

= C 02 ku� vkp :

Donde,

kg (u)� g (v)kX �
�
C

0

2

�1=p0
ku� vkp=p

0
;

assim,

kg (u)� g (v)kX � C 0 ku� vkp�1 : (B.4)

onde C 0 =
�
C

0
2

�1=p0
; é uma constante positiva que independe de u e v:

De (B.3) e (B.4) segue a continuidade de g:

(ii) Mostremos agora que I
0
�;1 : W

1;p
0 (
) !

�
W 1;p
0 (
)

�0
é contínuo. Com efeito, pela

continuidade de g; basta mostrarmos que


I 0�;1 (u)� I
0

�;1 (v)




�
� K kg (u)� g (v)kX ;

onde K é uma constante positiva independente de u, v 2 W 1;p
0 (
) :

De fato,

����I 0�;1 (u)� I
0

�;1 (v)
�
� w
��� = p

����Z



jrujp�2rurw dx�
Z



jrvjp�2rvrw dx
����

� p

Z



���jrujp�2ru� jrvjp�2rv��� jrwj dx
= p

Z



jg (u)� g (v)j jrwj dx:

Pela desigualdade de Hölder e pela equivalência das normas em RN ; segue que

����I 0�;1 (u)� I
0

�;1 (v)
�
� w
��� � p

�Z



jg (u)� g (v)jp
0
dx

�1=p0 �Z



jrwjp dx
�1=p

� Cp
�X

kgi (u)� gi (v)kp
0

p0

�1=p0
krwkp

= Cp kg (u)� g (v)kX kwk :

Seja K = Cp; então para todo u; v; w 2 W 1;p
0 (
)����I 0�;1 (u)� I

0

�;1 (v)
�
� w
��� � K kg (u)� g (v)kX kwk :
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Portanto, I
0
�;1 é contínuo. Concluímos, pela Proposição B.1 que I�;1 2 C1

�
W 1;p
0 (
) ;R

�
:

Como consequência imediata deste lema, temos o seguinte resultado.

Corolário B.4 O funcional I�;2 : W
1;p
0 (
)! R de�nido por I�;2 (v) =

1

p
kvkp é de classe

C1 e para toda ' 2 W 1;p
0 (
)

I
0

�;2 (v)' =

Z



jrvjp�2rvr' dx:

Lema B.5 O funcional I�;3 : W
1;p
0 (
) ! R de�nido por I�;3 (u) =

R


~F (x; u) dx é de

classe C1 e para toda v 2 W 1;p
0 (
)

I
0

�;3 (u) v =

Z



~f (x; u) v dx:

Demonstração: Mostremos primeiramente que I�;3 (u) é Gâteaux diferenciável.

Sejam u; v 2 W 1;p
0 (
) ; x 2 
 e 0 < t < 1; então

I�;3 (u+ tv)� I�;3 (u) =

Z



�
~F (x; u+ tv)� ~F (x; u)

�
dx:

Pelo Teorema do valor médio, existe � 2 [0; 1] tal que:

Z



�
~F (x; u+ tv)� ~F (x; u)

�
dx =

Z



@ ~F

@ (tv)
(x; u+ �tv) dx:

Logo,Z



�
~F (x; u+ tv)� ~F (x; u)

�
dx =

Z



r ~F (x; u+ �tv) (0; tv) dx

=

Z



 
@ ~F

@x
(x; u+ �tv) ;

@ ~F

@s
(x; u+ �tv)

!
(0; tv) dx

=

Z



@ ~F

@s
(x; u+ �tv) tv dx

=

Z



~f (x; u+ �tv) tv dx:

Daí,
I�;3 (u+ tv)� I�;3 (u)

t
=

Z



~f (x; u+ �tv) v dx:

Logo,

lim
t!0

I�;3 (u+ tv)� I�;3 (u)

t
= lim

t!0

Z



~f (x; u+ �tv) v dx: (B.5)
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Notemos que quando t! 0; temos que

(x; u+ �tv) v ! (x; u) v q.t.p em 
:

E como ~f (x; �) é contínua, temos

~f (x; u+ �tv) v ! ~f (x; u) v q.t.p em 
; quando t! 0:

Observemos que ~f (x; u) 2 Lp0 (
) ; pois como��� ~f (x; u)��� � C1 juj(p�1) ;

temos que Z



��� ~f (x; u)���p0 dx � Cp
0

1

Z



jujp
0(p�1) dx = Cp

0

1

Z



jujp dx <1:

Além disso, ��� ~f (x; u+ �tv) v
��� =

��� ~f (x; u+ �tv)
��� jvj

�
�
C1 ju+ �tvjp�1

�
jvj

� 2p�1C1
�
jujp�1 + j�tvjp�1

�
jvj

�
�
2p�1C1 jujp�1 + 2p�1C1 jvjp�1

�
jvj :

Daí, usando a desigualdade de Hölder para
1

p0
+
1

p
= 1, com p > 1, segue que

Z



�
2p�1C1 jujp�1 + 2p�1C1 jvjp�1

�
jvj dx �



2p�1C1 jujp�1 + 2p�1C1 jvjp�1

p0 kvkp <1:

Assim,

g = 2p�1C1 jujp�1 + 2p�1C1 jvjp�1 2 L1 (
) :

Logo em (B.5) pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que,

lim
t!0

Z



~f (x; u+ �tv) v dx =

Z



~f (x; u) v dx:

Portanto I�;3 é Gâteaux diferenciavél e para toda v 2 W 1;p
0 (
) a derivada de Gâteaux é

dada por

I
0

�;3 (u) v =

Z



~f (x; u) v dx.

Notemos que a derivada de Gâteaux I
0
�;3 (u) v é claramente linear e além disso é limitada,
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pois ���I 0�;3 (u) v��� = ����Z



~f (x; u) v dx

���� � Z



��� ~f (x; u) v dx��� � 


 ~f (x; u)



p0
kvk

p
:

Pela desigualdade de Poincaré temos que���I 0�;3 (u) v��� � C



 ~f (x; u)




p0
kvk = C1 kvk :

Provemos agora que I
0
�;3 (u) é contínua. Seja un ! u em W 1;p

0 (
) : Daí,




I 0�;3 (un)� I
0

�;3 (u)




�
= sup

k'k�1

����Z



�
~f (x; un)� ~f (x; u)

�
v dx

����
� sup

k'k�1

Z



���� ~f (x; un)� ~f (x; u)
�
v
��� dx

� C



 ~f (x; un)� ~f (x; u)





p0
kvkp :

Usando o mesmo argumento anterior teremos que


I 0�;3 (un)� I
0

�;3 (u)




�
� C




 ~f (x; un)� ~f (x; u)




p0
:

Donde concluímos que quando n!1


I 0�;3 (un)� I
0

�;3 (u)




�
! 0:

Portanto I
0
�;3 é contínua e pela Proposição B.1 temos que I�;3 é C

1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
; com

I
0

�;3 (u) v =

Z



~f (x; u) v dx:

Logo dos Lemas B.3, B.4, B.5, temos que I� 2 C1
�
W 1;p
0 (
) ;R

�
e

I 0� (v)' =

Z



jrvjp�2 jrvjr' dx� �

Z



f (x; v)' dx:
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Limitação em L1

Mostraremos agora que todas as soluções de ( ~P�) são uniformemente limitadas em

L1 (
) :

Lema C.1 Seja u 2 W 1;p
0 (
) solução de ( ~P�) temos que u 2 L� (
) para todo � 2

[p�;+1]:

Demonstração: Sejam 
 =
N

N � p
; �n = p
n e sn = (
n�1)p. Provaremos por indução

que u 2 L�n(
) para todo n � 1.
Para n = 1 temos que �1 = p
1 =

pN

N � p
= p� e pelo Teorema 1.19, temos queW 1;p

0 (
) �

Lp
�
(
); assim, u 2 L�1 (
).

Agora, suponhamos que u 2 L�n (
) para algum n �xo e provaremos que u 2 L�n+1 (
).
Para isso consideremos para k > 0;

vk =

(
k se u � k

u se u � k

e

w = jvkjsnvk; z = jvkj

n�1vk:

Uma vez que z 2 W 1;p
0 (
) pois rz = 
njvkj


njrvkj 2 Lp (
) ; temos pelo Teorema 1.19,
isto é, pela imersão contínua de W 1;p

0 (
) � Lp
�
(
) que

kzkp� � C (n; p) kzk :

Disso obtemos que,

kzkpp� � Cp kzkp :
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Ou seja, 


jvkj
n


p

p

� Cp
Z



��r�jvkj
n�1vk	��p dx
= Cp

Z



�

njvkj(


n�1)jrvkj
�p
dx

= Cp
Z




np jvkj(

n�1)p jrvkjp dx

= Cp
np
Z



jvkjsn jrvkjp�2 jrvkj2 dx:

Por outro lado, como

rvk =
(

0 se u � k;

ru se u � k;

temos que

jrvkj � jruj q.t.p em 
:

Assim, 


jvkj
n


p

p
� Cp
np

Z



jvkjsn jrujp�2rurvk dx: (C.1)

Notemos que

rw = r (jvkjsn vk) = (sn + 1) jvkjsnrvk: (C.2)

De (C.1) e (C.2) temos que


jvkj
n


p

p
� Cp
np

1

(sn + 1)

Z



jrujp�2rurw dx: (C.3)

Desde que w 2 W 1;p
0 (
), pois rw 2 Lp (
) : Utilizando w como uma função teste em

( ~P�) temos que Z



jrujp�2rurw dx = �

Z



~f (x; u)w dx: (C.4)

Como sn + 1 = 
np� p + 1 = p (
n � 1) + 1; e 
 > 1 temos que 
n � 1 > 0: Disto segue
que 
np� p+ 1 > 
n , daí,

1

sn + 1
<
1


n
= 
�n:

De (C.3) e (C.4) obtemos que


jvkj
n


p

p
� Cp
n(p�1)�

Z



~f (x; u)w dx:

Como visto na demonstraçao da Proposição 3.12 temos que para todo t 2 [0;+1);

~f (x; t) � C2t
p�1:
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Assim, 


jvkj
n


p

p
� Cp
n(p�1)�C2

Z



jujp�1 jwj dx:

Como, jwj = jvkj
sn+1 � jujsn+1 ; temos que


jvkj
n


p


p
� C0(N; p; C2)�


n(p�1)
Z



jujp�1 jujsn+1 dx:

Notemos que p� 1 + sn + 1 = p+ sn = �n: Logo,


jvkj
n


p

p
� C0�


n(p�1) kuk�n�n

e

kvkk�n+1�n+1
=

Z



jvkj�n+1 dx �
�
C0�


n(p�1) kuk�n�n
�

:

Como por hipótese de indução u 2 L�n (
) ; temos que vk 2 L�n+1 (
) para todo k > 0:
Além disso, temos que vk (x)! u (x) q.t.p em 
: Então pelo Lema 1.12 temos que,Z




juj
�n+1

dx � lim inf
k!1

Z



jvkj�n+1 dx � lim inf
k!1

�
C0�


n(p�1) kuk�n�n
�

:

Logo, Z



juj
�n+1

dx �
�
C0�


n(p�1) kuk�n�n
�

<1:

Portanto, u 2 L�n+1 (
) ; como queríamos demonstrar.
E além disso,

kuk�n+1�n+1
�
�
C0�


n(p�1) kuk�n�n
�

: (C.5)

Usando a desigualdade acima, mostraremos que as soluções u são uniformemente limitadas

em L1 (
) :

Observe que em (C.5) para n = 1; temos que

kuk�2�2 � C
0�



(p�1) kuk�1
�1

:

Para n = 2;

kuk�3�3 � C
0�


2
(p�1) kuk�2
�2

� C
0�


2
(p�1)

�
C
0�




(p�1) kuk�1
�1

�

= C
+


2

0 �
+

2


(p�1)(2
+

2) kuk�1


2

�1
:
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Para n = 3,

kuk�4�4 � C
0�


3
(p�1) kuk�3
�3

� C
0�


3
(p�1)

�
C
+


2

0 �
+

2


(p�1)(2
+

2) kuk�1


2

�1

�

= C
+


2+
3

0 �
+

2+
3
(p�1)(3
+2


2+
3) kuk�1

3

�1
:

E assim, por recorrência para todo n 2 N, temos que,

kuk�n+1�n+1
� C
+


2+
3+:::+
n

0 �
+

2+
3+:::+
n
(p�1)(n
+(n�1)


2+:::+
n) kuk�1

n

�1
: (C.6)

Consideremos

�n = 
 + 
2 + 
3 + :::+ 
n

e

�n = (p� 1)
�
n
 + (n� 1) 
2 + :::+ 
n

�
:

Notemos que os limites das sequências abaixo existem quando n!1:�
�n
�n+1

�
;

�
�n
�n+1

�
e
�


n

�n+1

�
:

De fato,

�n
�n+1

=

 + 
2 + 
3 + :::+ 
n

p
n+1
=
1

p

"�
1




�n
+

�
1




�n�1
+ :::+

�
1




�#

e sendo
1



< 1; temos que

lim
n!1

�n
�n+1

=
1

p

1X
n=1

�
1




�n
= �0:

Temos ainda que

�n
�n+1

=
(p� 1) (n
 + (n� 1) 
2 + :::+ 
n)

p
n+1

=
p� 1
p

"
n

�
1




�n
+ (n� 1)

�
1




�n�1
+ :::+

�
1




�#
:

Daí,

lim
n!1

�n
�n+1

=
p� 1
p

1X
n=1

n


n
:
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Claramente vemos que esta série converge pelo teste da razão,

lim
n!1

���������
n+ 1

�
1




�n+1
n

�
1




�n
��������� = lim

n!1

����n+ 1
n+1

n

n

����
= lim

n!1

����n+ 1n
�
1




�����
=

1



lim
n!1

����n+ 1n
����

=
1



< 1:

Para a última sequência temos que para todo n 2 N;


n

�n+1
=


n

p
n+1
=
1

p

= p�:

Consequentemente, calculando a raiz �n+1 � �esima de (C.6) segue que, para todo n 2 N;

kuk�n+1�n+1
� C:

Assim, desde que �n !1 quando n!1; para quase todo x 2 
; obtemos que

ju (x)j � kuk1 = lim
n!1

kuk�n+1�n+1
� C:

Portanto,

kuk1 � C (p;N;
)��:

Donde concluímos que as soluções de ~P� são uniformemente limitadas em L1 (
) :
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