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Resumo

Neste trabalho sao introduzidos os conceitos de variedades involutiva afim e
projetiva. Tendo em consideracao que toda variedade projetiva em P?"~! tem
dimensao maior ou igual a n — 1 e que toda hipersuperficie é involutiva, colocamos
nosso foco no estudo das curvas involutivas em P?, destacando que uma curva em
P3 contida em um plano serd involutiva se, e somente, se for uma uniao de retas
passando pelo ponto associado ao plano suporte, pela correspondéncia entre planos
e pontos determinada pela forma simplética padrao em P3. Comecamos utilizando
o critério da invariancia do ideal de definicao da variedade sob o colchete de Poisson
para determinar as retas e conicas involutivas em P3. Em seguida, exibimos familias
de cubicas reversas involutivas. Finalmente, tendo em consideragao que os espagos
de parametros determinados para retas e conicas involutivas tem dimensao 3 e 5,
respectivamente, discutimos o problema de determinar quantas retas (resp. conicas)
involutivas encontram simultaneamente 3 (resp. 5) retas dadas em P3.

Palavras - chave: Variedade involutiva, Colchete de Poisson.
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Abstract

In this work are introduced the concepts of involutive affine and projective
varieties. Taking into account that every projective variety in P?*~! has dimension
greater than or equal to n — 1 and that every hypersurface is involutive, we put our
focus on the study of involutive curves in P3, noting that a curve in P? contained
in a plane will be involutive if and only if it is a union of lines passing through the
point associated to the suported by plane the correspondence between points and
planes determined by the standard symplectic form in P3. We started using the
Poisson bracelete invariance of the definition ideal of a varity criterion to determine
the involutive lines and conics in P3. Moreover, we exhibit a family of involutive
twisted curves. Finally, having in mind that the parameters spaces for involutive
lines and conics are 3 and 5 dimensional spaces, respectively. We find how many
involutive lines and conic meet 3 and 5 given lines in P3, respectively.

Keywords: Involutive variety, Poisson bracelete.
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Introducao

O estudo das variedades afins homogéneas involutivas em C** comecou em 1988
com o trabalho de Berstein e Lunts [2]. O interesse por ditas variedades é motivado,
em parte, pelo fato de que elas aparecem naturalmente na teoria de D-médulos, como
variedades caracteristicas de modulos sobre a algebra de Weyl A,,, que é a algebra
(ndo comutativa) sobre os complexos, gerada pelas fungoes coordenadas xy,... , =,
e os operadores diferenciais 0/0xy,..., 0/0x,,.

O foco desta dissertagao ¢ o conceito de involutividade e a resolugao, no caso
involutivo, de alguns problemas enumerativos.

Uma das fontes de inspiracao deste trabalho foi o artigo de Levcovitz e
Vainsencher [§], onde ¢ dada uma férmula para o ntimero de curvas planas involutivas
de um dado grau em IP3, encontrando um ntmero apropriado de retas. Nos interessa,

em particular, o seguinte problema la exposto:

Dadas 5 retas em posicio geral em P32, digamos 1y, ly, I3, 14 e ls, determinar o
nimero de conicas involutivas (pares de retas involutivas) que as intersectam

stmultaneamente.

Sabe-se que existem exatamente 40 solugoes (veja o exemplo (i) na pagina 354 em
[8]). Assim, com o objetivo de resolver o problema supra citado, estudando a posigao
relativa das b retas dadas, nos concentramos na questao Pk, que trata de determinar
quantas retas involutivas em P? encontram k retas dadas, para k = 1,2, 3.

A compreensao de tais problemas e suas resolugoes envolvem o conhecimento de
alguns objetos geométricos do espaco projetivo P2, como retas e conicas, bem como
do proprio conceito de involutividade, o qual estd intimamente relacionado com a
forma simplética padrao em C*. Iniciamos este trabalho introduzindo o conceito

de involutividade para variedades afins. No apendice desta dissertacao, sao dados



conhecimentos acerca de espagos vetorias simpléticos e variedades afins, que podem
contribuir para uma melhor compreensao do leitor. Ao longo do texto faremos
referéncia a varios resultados que constam em tal apendice.

No Capitulo 1 apresentamos o conceito de variedade involutiva afim e
estabelecemos critérios para checar involutividade. Verificamos que as tnicas
variedades afins involutivas e proprias em A? sao as hipersuperficies e em seguida
discutimos sobre a involutividade de algumas variedades afins homogéneas de A*.

No Capitulo 2 introduzimos a nocao de variedade projetiva involutiva e
estabelecemos critérios de involutividade, tomando por base o conhecimento ja
adquirido no capitulo 1. Mostramos que as retas involutivas em P? se identificam
com uma se¢ao hiperplana da quédrica de Pliicker e caracterizamos as conicas
involutivas em P2, visando a obtencao de um espaco de parametros para os problemas
enumerativos que serao apresentados no capitulo 3.

No Capitulo 3 resolvemos as questoes enumerativas acima citadas. Observamos
que a determinacao de ditas solucoes depende fortemente da construcao de um
espaco de parametros adequado. Finalmente, tendo em consideracao que toda
superficie em P? é involutiva, e que toda curva plana reduzida é uma uniao finita
de retas passando pelo ponto associado ao plano suporte pela correspondéncia ¢
definida em Incursionamos no estudo das ciibicas reversas, destacando que
a cubica reversa padrao nao é involutiva e exibindo uma familia 3-dimensional
de cubicas reversas involutivas. Concluimos observando que as ctbicas reversas
formam uma familia 7-dimensional (cf. [§]), e que a constru¢do de um espago de
parametros para cibicas reversas involutivas precisa do conhecimento de mapas

estaveis introduzidos por Maxin Kontsevich (cf. [§]).



Capitulo 1

Variedades Afins Involutivas

Nesta dissertacao trabalhamos sobre o corpo dos ntmeros complexos C, e
denotamos por A" o espago afim n-dimensional sobre C.

Iniciamos este trabalho estudando as variedades afins involutivas, uma vez
que o entendimento destas é crucial para o tratamento das variedades projetivas
involutivas que sera feito nos capitulos subsequentes. Neste capitulo apresentamos
o conceito de variedade involutiva afim e estabelecemos critérios para checar
involutividade. Em seguida, verificamos que as tnicas variedades involutivas afins
e proprias em A? sdo as hipersuperficies, e estabelecemos condicoes sobre algumas

variedades afins homogéneas de A* para que satisfacam a condicao de involutividade.

1.1 Variedades Involutivas Afins

Considere wy : C?" x C>* — C a forma simplética padrao em C?", isto &,
wo(u,v) = >0 (zw; —yizi), se = (T1, .o, Ty Y1, -y Yn) €V = (21, o.vy 2y W1, .oy W),
Lembremos que, para cada subespaco vetorial W C C?", denotamos por W+ o
subespaco de C*" constituido pelos vetores u € C?" tais que wy(u, w) = 0, para todo

weW.

Definigao 1.1 Seja X C A?" uma variedade afim. Dizemos que X € involutiva se,
e somente se, para todo p € X \ Sing(X), verifica-se que T,X € involutivo, ou seja,

(T,X)* C T,X.
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Exemplo 1.2 Seja X C A* wuma hipersuperficie, com 3(X) = (f). Assim, se

p € X, entao

_ af z aof
sz = {(al,...,an,bl,...,bn) c C . axl (p)a/l - 9y1 (p)bz 0} .

i=1
Logo,
C*, se peSing(X) (Lp)=0=2Lp)Vi=1,..n)

TpX — 81‘1 = 8yi
hiperplano, se p € X \ Sing(X)

Sabemos da Proposicao no Apendice A, que (T,X)* C T,X, para todo
p € X \ Sing(X), uma vez que T,X é um hiperplano, para todo p € X \ Sing(X).
Logo, X ¢ uma variedade afim involutiva.

Portanto, toda hipersuperficie X C A®™ ¢ involutiva.

A seguinte proposicao estabele uma condic¢ao, sobre a dimensao de uma variedade

afim em A?", para que esta seja involutiva.

Proposicao 1.3 Seja X C A?™ uma variedade afim irredutivel e involutiva. Entao

dimX > n.

Prova. Sabemos que (7,X)* C T,X, para todo p € X \ Sing(X), desde que
X C A?" ¢ involutiva. Além disso, segue da Proposicio , no Apendice A, que

dimT,X + dim(T,X)* = 2n.
Assim,
2n = dimT,X + dim(T,X)* < 2dimT,X,

ou seja, n < dimT,X, para todo p € X \ Sing(X).
Sendo p um ponto nao singular e X uma variedade afim irredutivel segue que

dimT,X = dimX. Portanto, n < dimX. [

Corolario 1.4 Se X C A? ¢é uma variedade afim irredutivel e involutiva de
dimensdo n, entio X ¢ lagrangeana, isto ¢, (T,X)* = T,X, para todo p €

X\ Sing(X).
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A seguir, apresentamos uma ferramenta que serd bastante eficaz no trato das

variedades afins involutivas, como veremos mais adiante.

Defini¢ao 1.5 Sejam f,g € A = Clxy, ..., Tn, Y1, ..., Yn]. Definimos o colchete de

Poisson de f e g, que denotaremos {f, g}, da sequinte forma:

~~ 0f 99 Of 9g

Observagao 1.6 Para quaisquer f,g.h € A e a,b € C, verifica-se que { , } :
A X A — A, definida por (f,q) — {f, g}, satisfaz as sequintes propriedades:

1. {, } € C-bilinear, ou seja, { f,ag+0h} = a{ fig} +b{f,h} e
{af+bgh}y=a{ f,h}+0{gh}

2.{f.g}=—{g,f} Em particular, temos que { f,f } =0.
. {fighy={f g h+g{ [ h}

4. {, } satisfaz a identidade de Jacobi:

{f{gnr}t+{g{nfii+{n{fgr}i=0

Proposicao 1.7 Seja wy a forma simplética padrao em C>™ e considere o

1somorfismo linear

I: C* — C»
(1.1)

u e o= wolu,)
Entio, para quaisquer f,g € A e p € C2, verifica-se que:
1. { f.g }(p) = w7 (dpf), 17" (dpg));
2.{ f.9}(p) = dpf (17 (dpyg));

onde dyh =3, g—i(p)ef +> 0, g—;(p)eZH, se h € A.

Prova.
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1. Note que dado L = aje} + - + apel + bief + -+ + byeh, € C* temos

I(u) = L, se u = (by,...,b,, —ay, ..., —a,). De fato, considere e; € C*", com
1 <i < n. Temos que I(u)(e;) = wo(u,e;) = wo((by, ..., bp, —a1, ..., —ay,), e;) =
a; = L(e;). Do mesmo modo, se e; € C*", com n + 1 < ¢ < 2n, entdo

I(u)(e;) = wolu, e;) = wo((b, ey bpy —a1, .y —ay), ;) = by = Le;).

Como os funcionais d, f e dpg sao lineares, temos que

d,f) = (af @) L), -0y, 9T <p>)

oy OYn 0xy ox,,
e
_ dg dg .. 99 dg
I = == e, —— — .
Assim,

oI dp ), T Hdpg)) = Sy (2L )2 () + 2 () 22))
= S (E 03 0) - 202 0)
={f.9} ().

Apf (T (0p9)) = dpf (22 (0), s 2 () =22 (D), s — 22 (1))
:Z?laxz(p) () D it gyfi(p>8xi(p)
ZEJ%@%@—%@Q@)

={ f.9} ().

[ ]
De posse do isomorfismo I, definido em ([1.1)) e da proposigdo acima, podemos
enunciar e provar o critério da invariancia do ideal de definicao da variedade afim

sob o colchete de Poisson, para variedades afins involutivas.

Proposicao 1.8 Seja X C A?" uma variedade afim. Entao X € involutiva se, e

somente se, { f,g } € X(X), para quaisquer f,g € I(X).

Prova. Sabemos que se g € $(X), entao I;-1(4,9)|1,x = dpg|r,x = 0, para todo
p € X. Logo, segue da Proposicao , no Apendice A, que I71(d,g) € T,X*.
Como T,X* C T,X, uma vez que X ¢ involutiva, concluimos que I*(d,g) € T, X,

para quaisquer p € X \ Sing(X) e g € J(X).
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Temos ainda, da Proposicdo [L.7, que { f,g }(q) = dyf(I7'(dyg)), para todos
f,9 € S(X) eqe C?. Assim, se p € X \ sing(X), entdo

{ f.9}(p) =dpf(I" (dyg)) =0,

uma vez que I~ '(dyg) € T,X e dpf|r,x =0.

Disso obtemos X \ sing(X) € Z({ f,g }), o que nos da X \ sing(X) € Z({ f,g }).
Como X \ sing(X) é um aberto ndo vazio e denso em X, concluimos que X C
Z({ f,9 }). Logo, S(Z({ f,g})) C I(X). O Teorema dos zeros de Hilbert
nos da X(Z({ f,.9 }) = V{ f,9 }), o que nos permite concluir que { f,g } €
VU f,9}) € (X). Portanto, se X é involutiva, entdo { f,g } € S(X).

Reciprocamente, considere p € X \ Sing(X) e w € T,X*. Mostraremos que
w € T,X, ou seja, d,f(w) =0, para todo f € J(X).

Como w € T,X* temos que I,|7,x = 0. Aplicando o Lema no Apendice B,
para 6 definida por §(p) = (p, I,,), concluimos que existe g € I(X) tal que I, = d,g,
isto &, w = ['(d,g), para algum g € J(X).

Tomando f € J(X) arbitrario temos, por hipétese, que { f, ¢ }(¢) = 0, para todo
q € X. Assim, da Proposigao [1.7] obtemos

dyf(w) = dp f(I"(dpg)) ={ f.9 } (p) = 0.
Logo, w € T,X e, portanto, X ¢é involutiva. [

Observagao 1.9 Seja X C A?" uma wvariedade afim tal que S(X) =

(fi,.s fu). Entao verifica-se que X € involutiva se, e somente se, { fi,f; } €

Cx

(X)), para quaisquer i,j5 € {1,....,k}.

Conforme a Observag¢ao[B.19] no apendice B, toda variedade afim pode ser escrita
como uniao finita de componentes irretutiveis. A seguinte proposicao, caracteriza

as variedades afins involutivas em termos destas componentes:

Proposigao 1.10 Seja X C A?" wma wvariedade afim que admite a sequinte

decomposicao em componentes irredutiveis:
X=XjU..UX.
Entao X € involutiva se, e somente se, X; é involutiva, para todo i € {1, ..., k}.

7
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Prova. Fixei € {1,...,k}. A seguir mostraremos que se X é involutiva, entao, para
quaisquer f, g € $(X;), entao { f,g } € S(X;), se X for involutiva.

Escolha h € $(X1)...S(Xi—1)S(Xig1) .. S(Xk) \ S(X;). Temos que { fh,gh } €
I(X), pois fh,gh € I(X) e X é involutiva. Como X; C X temos que I(X) C
3(X;). Logo, { fh,gh } € I(X;). Note que

{ fhogh} = f{hgh}+{fghth=fh{hg}+{fh}gh+{fg}n

Como f, g € S(X;), temos fh{ h,g}, { f,h }gh € S(X;). Assim, { f,g } h? €
3(X;), o que implica que { f,g } € I(X;), uma vez que h ¢ I(X;) e I(X;) é primo.
Portanto, X; ¢ involutiva.

Reciprocamente, sejam f,g € $(X). Como I(X) C (X;), paratodoi €
{1,...,k}, concluimos que f,g € I(X;), para todo i € {1,...,k}. Logo, { f,g} €

Cx

3(X;), para todo i € {1,...,k}, pois X; é involutiva.

Observe que J(X) = /S(X1)I(Xz) - (Xp). Assim, I(X1)S(X7)...S(Xg) C
$(X). Como { f,g } € I(X;), para todoi € {1,...,k}, temos que { f,g }* € J(X).
Logo, { f,g } € v/S(X) = (X). Portanto, X ¢é involutiva. n

Exemplo 1.11 Vejamos quais sao as variedades afins involutivas em A®.

Sabemos que X C A% € uma variedade afim involutivase, e somente se, toda
componente irredutivel € involutiva. Assim, determinemos as variedades afins
irredutiveis e involutivas de AZ.

Se X C A? ¢ uma variedade afim irredutivel e involutiva, entao I(X) € um ideal
primo e dim X > 1.

Se (X) = {0}, entdo X = A?. Neste caso X € involutiva, pois todo ponto de X é
nao singular e (T,X)*+ = (C** = {(0,0)} c T,X = C%

Se J(X) # {0} tome f € I(X) irredutivel. Temos duas possibilidades:

o (f) =S(X) e, neste caso, X € uma hipersuperficie, sendo portanto involutiva,

conforme Exemplo[1.3,

o (/) & 3(X).
Neste caso, escolha g € S(X)\(f) irredutivel. Assim, [ e g nao possuem fator

comum. Como f,g € (X) temos que (f,g) C I(X), donde X C Z({f,q)) =
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Z(f)NZ(g). Pela Proposi¢ao 3, na pag. 20 de [13], seque-se que Z(f)NZ(g) é
finito e, portanto, X € finito. Como X € irredutivel, devemos ter X = {(a,b)}.

Logo, dimX =0, o que € um absurdo, pois dimX > 1.

Em resumo, uma variedade afim X C A? € irredutivel e involutiva se, e somente se,
X = A? ou X € uma curva plana afim.

Por exemplo, considere as variedades X = Z(x1y1) e Y = Z(x1) U{(a,b)}, com
a# 0 em A?. Sabemos que I(X) = \/(x11) = (x1y1) € um ideal principal. Do que
foi visto acima, seque-se que X € involutiva. Por outro lado, como a componente
irredutivel Y1 = {(a,b)} de Y tem dimensdao zero, temos que Y1 nao € involutiva e,

portanto, Y nao € involutiva.

1.1.1 Variedades Afins Involutivas em A*

Nesta secao direcionamos nosso foco para as variedades afins homogéneas em
A*. Como o leitor podera constatar posteriormente, os casos estudados aqui nos
auxiliarao na compreensao dos elementos do espago projetivo, que estao envolvidos
nas questoes enumerativas do Capitulo 3.

Sejam S = Clxy,x9,y1,y2] € Sy, com d > 0, o espago vetorial sobre C
dos polindémios homogéneos de grau d em S. Considere o isomorfismo linear

: C¥ — Sy dado por e — x; e €, — y;, para i = 1,2. Observe que o
isomorfismo I em ((1.1)) nos permite definir o isomorfismo linear ¢ = ol : C* — S,
dado por ¢(p) = a1x1+asxs+b1y1 + baye, se p = (b1, by, —ay, —az), que serd bastante

util na demonstragao do resultado que se segue.

Proposicao 1.12 Sejam h, f; € S linearmente independentes. FEscolha fo €
Sy \ hSy livre de quadrados. Se X; = Z(1;), onde I; = (h, f;), com j = 1,2, e
p € C* € tal que ¢(p) = h, entao:

1. Xy € involutiva < p € Z(f1).

2. Xy € mmvolutiva < Xy € redutivel e p pertence a cada componente irredutivel

de XQ.
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Prova. Seja h = ajxy + asxs + biyy + boys nao nula em S;. Entao, sem perda
de generalidade, podemos supor h = a1y + asry + biy1 + yo. Logo, I71(h) =

(bla 17 —ar, _a'2) =D

1. Seja fi = c1x1 + coxg + diy1 + doyo. Note que podemos escrever
J1 = iy + oy + azyr + dah,
onde o; = ¢; — dsa;, para i = 1,2, e a3 = d — daby. Assim,
Iy = (h, fi) = (h, o121 + Qa2 + azyr) -

Observe que se a; = as = a3z = 0, entao f; = dyh, o que é um absurdo, pois
f1 e hsao L.L.

Vamos supor que ag # 0. Temos que (h, f1) = (h, g1), com g1 = fix1 + Saxa +
Y1, onde 3; = g‘—;, para i =1,2.

Se Xy = Z(h, f1) = Z(h, g1) € involutiva, entao { h,q; } € S(X1) = (h, f1) =
(h,qg1). Assim,

ay bl (05} 1
{hag }= + =a1 — b — P2 € I(Xy),
pfr 1 B2 0O

o que implica que a; — b5 — B2 = 0.

Desse modo, g1(p) = —(a1 —b181 — B2) =0 e h(p) = a1by + az — bya; —ay = 0.
Logo, f1(p) = @391(p) + d2h(p) = 0, e portanto, p € Z(f1).

Reciprocamente, temos 0 = fi(p) = asg1(p) +dah(p). Como az # 0e h(p) =0
temos que B1by + P — a3 = ¢1(p) = 0. Logo, { hyg1 } = a1 —1fy — P2 =0 €
J(X1). Como (Xy) = (f1,h) = (g1, h), concluimos que X; ¢ involutiva.

2. Considere f; € Sy \ hS; livre de quadrados. Observe que podemos escrever
fo = hl + go, para algum | € S; e go € Sy da forma gy = doz? + dyx125 +
doz1yy + d3x3 + dyzoyy + dsy?, onde d; € C, para i =0, ..., 5.

Note que go # 0, pois caso contrario, teriamos fy € hS;. Além disso,
I = <h7 f2> = <h7 ht + g2> = <h7 g2> :

Logo, podemos supor que fy = gy = dox3 +di 2179+ dox1y1 +d3x3 4+ dywoy; +y3.
Se X, é involutiva, entdo { h,g» } € 3(Z(L1)) = /I, = I,. Calculando
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{ h, g2 }, obtemos

ai bl n Q9 1
2dozy + dio + doyy  doxy + dywe + 21 dixy + 2d3wo + dgy, O

= (aldg — 2d0b1 — dl)[El + (a1d4 — bldl — 2d3)l‘2 + (2&1 - bldg - d4)y1 € ]2.

Note que {h, g2} € (h), pois go € Ss. Logo, {h, g2} = 0, ou seja, ayds —2dob; =
dl, —a1d4;b1d1 = d3 € 2&1 — b1d2 = d4.

Substituindo estes valores em go, obtemos a seguinte expressao:

go = do.r% =+ (a1d2 — 2d0b1)]}1l‘2 + dgxlyl =+ (M)l‘% + (2&1 — b1d2)$2y1 + y%

dﬁ/d374d0)hl Yy e

Com isto podemos escrever go = L - M, onde L = —( 5

M = —(@)hl + ho, com hy = bixy — x1 € hy = ayxa + Y.

Assim, Xo = Z((h,92)) = Z((h, L - M)) = Z({h, L)) U Z({h, M)) & redutivel.
Observe que L(p) = M(p) = 0, ou seja, p pertence a cada componente
irredutivel.

Reciprocamente, seja Xo = X UY uma decomposicao de X, em componentes
irredutiveis. Claramente X = Z((h,q1)) e Y = Z({h, ¢2)), onde g1,9> € Sy.
Por argumentos utilizados no item 1 desta proposicao, podemos admitir
g1 = o171 + Qoo + agyy € go = (11 + Poxs + P3y1. Como, por hipdtese,
p pertence a cada componente irredutivel de Xy, ¢1(p) = anb; + as — aza; =

0 = Bray + B2 — B3a1 = g2(p). Note que

a1 as 1
{h,q1} = + =aia3 — by —ax=0€ I(X) = (h,q1)-
b1 Qa3 (0%)] 0

Do mesmo modo,

ai 51 az 1
{h, 92} = + =a1f05 by —Po=0€ ()= (h,g9).
bi 3 B2 0

Isto nos garante que X e Y sao involutivas. Segue da Proposi¢ao que Xo

é involutiva.

11
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Lema 1.13 Sejam X C A% uma variedade afim homogénea, irredutivel e involutiva
e L : C* — C?" um isomorfismo simplético. Entio L(X) € uma variedade afim

homogénea, irredutivel e involutiva.

Prova. Primeiro tome ¢ = L(p) € L(X). Como X é homogénea temos que Ap € X,
para todo A € C, e assim, pela linearidade de L, \q = AL(p) = L(\p) € L(X). Logo,
L(X) é homogénea. Agora suponha que L(X) é redutivel. Entdo podemos escrever
L(X) =Y, UY5, onde Y] e Y5 sdo subconjuntos fechados proprios de L(X). Assim,
X = L7YL(X)) = L7Y(Y)) U L7YY3), onde L71(Y}) e L71(Y5) sdo subconjuntos
fechados proprios de X, uma contradi¢ao, pois X é irredutivel. Logo, L(X) é
irredutivel.

Mostremos que L(X) é involutiva. Seja ¢ = L(p) € L(X) \ Sing(L(X)). Entao pela
Observacao no Apendice B, p € X \ Sing(X) e, pela involutividade de X,
(T,X)* € T,X. Também da Observagao m temos que (T,L(X))* = (L(T,X))*
e L(T,X) =T,L(X). Logo,

(T,L(X))*" = (L(T,X))" = L((T,X)") € L(T,X) = T,L(X).

Portanto, (T,L(X))* C T,L(X), para todo ¢ € L(X) \ Sing(L(X)), ou seja, L(X) ¢é

involutiva. ]

Definicao 1.14 Sejam X,Y C A" variedades afins homogéneas. X e Y sao ditas

"nrojetivamente equivalentes” se existir um isomorfismo linear L : C* — C" tal que

L(X)=Y.

Proposigao 1.15 Sejam X C A*™ uma variedade afim homogénea, irredutivel e
mwolutiva contida no hiperplano homogéneo H. FEntao existem um isomorfismo
simplético L : C> — C? e uma variedade homogénea irredutivel e involutiva

Xo € A2 tais que L(X) e Xo x C x {0} sdo "projetivamente equivalentes’.

Prova. Segue do Lema [B.31], no Apendice B, que existe um isomorfismo simplético
L:C* — C* tal que L(H) = Z(y,). Além disso, L(X) C Z(y,) e , pelo Lema
L(X) ¢ uma variedade homogénea irretutivel e involutiva.

Se L(X) = Z(yn), entdo L(X) e A2"~D x Cx {0} sdo "projetivamente equivalentes".

12
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Vejamos o caso em que L(X) € Z(y,). Seja f € S(L(X))\ (yn). Segue do algoritmo
da divisao que existem q € Clz1, ..., Tn, Y1, ., Yn] € g € Clay, ooy T, Y1,y oo, Yn_1] tais
que f = q-yn+g, com g # 0. Observe que g € I(L(X)), uma vez que y, € I(L(X)).
Pela involutividade de L(X) temos {g,y,} € S(L(X)).

Sendo ¢ # 0, podemos supor ¢ = ay + @17, + -+ + apT), com a; €

Clx1, ey Tn1, Y1y -y Yn1] € @y # 0. Assim,

—\n 09 Oyn _ Of Oyn | _ B9 __ m—1
{97yn} = Zizl (8—%8—% T By o ) = dwn — + + mapx, .

Logo, 51—9” € $(L(X)). Analogamente concluimos que {%, yn} = 8?;]“ € J(L(X)).
E apdés m passos, concluimos que a,, € $(L(X)). Deste modo, g — a2z =
ap + a1y, + o + @™t € S(L(X)). Logo, usando o mesmo procedimento
concluimos que @, 1, ..., a1, a9 € S(L(X)).

Seja Iy = S(L(X))NClxy, ..oy 1, Y1, -y Yn—1). Afirmamos que I é um ideal primo,
homogéneo tal que {1y, I} C Io.

De fato, se X é uma variedade afim homogénea, irredutivel e involutiva, entao
pelo Lema L(X) é uma variedade afim homogénea, irredutivel e involutiva.
Logo, S(L(X)) é um ideal homogéneo, primo e fechado para o colchete de
Poisson. E claro Iy, € S(L(X)) é homogéneo. Mostremos que Iy é primo.
Sejam f,g € Clx1,...,Tn,Y1,..,Yn] tais que f-g € Iy C I(L(X)). Entao
fr9 € Clzy, o,y 1,Y1, -, Yn1] €, como F(L(X)) é primo, f € (L(X)) ou
g € S(L(X)), ou seja, f € Clz, .oy Tp1,Y1, s Yn—1] N S(L(X)) = Iy ou
g € Clxy, ..o, Tp_1,Y1, -, Yn_1] N S(L(X)) = Ip. Portanto, I é primo. Resta
mostrar que {lo,lo} C Ip. Se f,g € Iy C S(L(X)), entdao {f,g} € (X),
pois J(L(X)) ¢ fechado para o colchete de Poisson. Além disso, ¢ claro que
{f,9} CClx1, ..., xpn 1,91, s Yn_1]- Logo, {f, g} € .

Disto, segue que Xy = Z(1Iy) C Aé("_l) é uma variedade afim homogénea, irredutivel
e involutiva.

Observe ainda que S(L(X)) = Ilo[z,] + Clay, ..oy Tny Y1y ooy Yn)yn. Com efeito, seja
f € S(L(X)). Se f € (y,), entao claramente f € Io[z,] + Clz1, ..., Tn, Y1, -, Yn)Yn-
Se f & (y,), vimos anteriormente que f = q -y, + g, onde g € Clz1, ..., T, Y1, -, Yn)
e g = a + ax, + - + apz)’ nao nulo tal que a; € Iy, para todo @ =

1,....,m. Logo, f € Iy|x,] + Clz1, ..., Tn, Y1, ., Yn|yn também neste caso. Portanto,
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S(L(X)) C Io[xn] + Clxy, ..., Ty, Y1, -, Yn]yn. Para a outra inclusdo, basta notar que
o], () © S(L(X)).

Por fim, provaremos que L(X) e Xy x C x {0} sdo "projetivamente equivalentes".
Seja p € L(X). Como L(X) C Z(y,), temos que p = (1, ..., Tp,Y1,--Yn—1,0).
Além disso, h(p) = 0, para todo h € Iy C Clxy, ..., Tp_1,Y1, -, Yn_1), UMa vez que
Iy € S(L(X)). Deste modo, p € L(X) implica que (21, ..., Zn—1,Y1, -, Yn-1) € Xo.

Isto torna bem definida a aplicacao

¢: L(X) — XoxCx{0}
(T1y ooy Ty Y1y s Yno1,0) = (X1, oo, Ty 1, Y1y ooy Y15 Ty 0) ’

que claramente ¢é injetiva.

Agora seja ¢ = (T1,..0;Tp_1,Y1, - Yn-1,M,0) € Xog x C x {0}. Mostraremos
que p = (1, ., Tno1, N, Y1, -, Yn-1,0) € L(X), ou seja, f(p) = 0, para todo
f € S(L(X)). Desde que (L(X)) = Io[z,] + Clay, ..., Tny Y1y -y Yn)Yn temos que
se f € S(L(X)), entdo f =g+ h, com g = ap + a1z, + -+ + apxlt € Lylz,) e h €
Clx1y ooy Ty Y1y oovs YnYn- Logo, f(p) = g(p) +h(p) = ao(p) +ar(p)A+ - + am(p) N™.
Note que a;(p) = a;i(z1, ..., Tn_1,Y1,---,Yn—1) = 0, para todo i = 1,...,m, uma vez
que (T1, .oy Tp_1,Y1, -y Yn—1) € Xo € a; € Iy para todo i = 1,...,m. Logo, f(p) =0.
Assim, temos uma bijegdo 1 : L(X) — Xy x C x {0}. Sabemos que existe um
isomorfismo linear 7' : C** — C*" tal que T(L(X)) = Xo x C x {0} e T|px) = 1.
Logo, T(L(X)) = n(L(X)) = Xy x C x {0}, ou seja, L(X) e Xy x C x {0} sé@o

"projetivamente equivalentes". [

Corolario 1.16 Sejam X C A* uma variedade afim homogénea, irredutivel e
mvolutiva contida no hiperplano homogéneo H. FEntao X € um plano, ou seja,

X € um subespaco vetorial de C* de dimensao 2.

Prova. Sabemos que existe um isomorfismo simplético L : C* — C* tal que
Z = L(X) € L(H) = Z(y2) e que ¥(Z) = Iylxs] + Clxy, 22, y1, y2|y2, onde
Iy = 3(Z) N Clxy,y1]. Observe que Iy ndo pode ser o ideal nulo, uma vez que
(y2) C ¥(Z). Além disso, como Iy # 0 define uma variedade afim irredutivel e
involutiva em A2, concluimos do Exemplo ,que Iy = (h), onde h = axy + by,
com a e b ndo ambos nulos em C. Assim, (Z) = Iy|xo|+Clz1, 22, y1, Yo]ya = (h, ya).

Portanto,

14



Capitulo 1 Variedades Afins Involutivas

L(X)=27=Z(h,y2) = {(a1,a2,by,b5) € C* : aay +bby =0 e by =0)} =
[(0,1,0,0), (b,0,a,0)].

Como L é isomorfismo linear temos que X = L~([(0,1,0,0), (b,0, a,0)]) ¢ um plano

em C*. ]
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Capitulo 2

Variedades Projetivas Involutivas

Neste capitulo introduzimos a nocao de variedade projetiva involutiva.
Mostramos que as retas involutivas em P? se identificam com uma sec¢ao hiperplana
da quadrica de Pliicker e, por fim, caracterizamos as conicas involutivas em P2,
visando a obtencao de um espacgo de parametros para os problemas enumerativos

que serao apresentados no capitulo subsequente.

2.1 Espaco Projetivo
Definicao 2.1 Sejam K um corpo e V. um espago vetorial de dimensao finita sobre
K. Defina a seguinte relagao de equivaléncia em V' \ {0}:
u~v<s JNeK tal que u = \v.
O conjunto quociente, denotado por P(V'), é denominado de projetivizagao de V.

Notagao. Se K=C eV = C""! entao P(V) sera denotado por P" e chamado n-
Espago Projetivo. Para cada v = (ag, ay, ..., a,) € C*"*1\ {0} denotaremos sua classe
de equivaléncia por [v] = [ag : a1 : ... : a,) e denominaremos ay, ..., a,, de coordenadas

homogéneas de [v].

2.2 Conjuntos Algébricos Projetivos

Dado um polinémio qualquer f € C[xy,...,x,] ndo podemos dizer se f se anula

ou nao em pontos de P*. Porém se f € Clxy, ..., z,]q, onde Clxy, ..., x,]s denota o
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espago vetorial sobre C dos polindmios homogéneos de grau d nas variaveis x1, ..., T,

entao
f(Xag, ..., \a,) = Xef(ag, ..., a,), para todo A € C.
Nesse caso, faz sentido dizer se f se anula ou nao em [ag : a; : ... : a,] € P™.
Defini¢ao 2.2 Seja f € Clzg, ..., xn|q. Definimos o conjunto dos zeros de f por
Z(f)={lao: ... :a,] €P" : f(ag,...,an) = 0}

Para cada ideal homogéneo I C Clxg,...,x,] o conjunto dos zeros de I, o qual
denotaremos Z(I), € definido por Z(I) = Z(f1) N --- N Z(fx), onde {f1,..., fx} €

um conjunto de geradores homogéneos de I.

Por exemplo, tome f € Clzg, 1] um polinémio homogéneo.
(i) Se f =0, entao Z(f) =P
(ii) Se f #0 e grau(f) =0, entao f € C\ {0} e Z(f) = 0.

(iii) Se f # 0 e grau(f) =d # 0, entdo f = Hle(a,-xo — byxy), onde [a; : b;] € P,
parai=1,....d. Assim,

Z(f) = A{luo:wa] € P f(ug,u1) =0}
{[uo : us] € P! : ajug — bju; = 0, para algum i € 1,...,d}

Logo,
Z(f) - {[bl : al]a ) [bd : ad]} :
Assim, se I = (f1, ..., fr) C Clzo, z1] é um ideal homogéneo, entao
P se I={0}
Z(I) = 0, se I=(1)
{p1,-...m}, se f; éndo constante e fi(p;) =0, Vie{l,... .k}

Observacao 2.3 A familia 7 = {Z(I)}, onde I percorre os ideais homogéneos
de Clzg, ..., z,|, determina uma topologia em P" denominada topologia de Zariski.
Nessa topologia os conjuntos fechados sao denominados de conjuntos algébricos ou
variedades projetivas. Deste modo, X C P™ é denominada de variedade projetiva se

existir um ideal homogéneo I C Clxy, ..., x,] tal que X = Z(I).
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Definicao 2.4 Uma variedade X = Z(I) C P" € dita reduzida se I é um ideal

radical em Clzo, ..., x,].

Definicao 2.5 Uma variedade projetiva X C P" é denominada de variedade linear
de dimensao r se X = Z(I), onde I C Clzg, ..., x,| € um ideal homogéneo gerado por
formas lineares Ly, ..., Ly de maneira que dim[Ly, ..., Ly] = n —r. Uma variedade
linear de dimensao 1 € denominada de reta; Uma variedade linear de dimensao 2 €

denominada de plano.

Exemplo 2.6 Sejal C P" uma reta. Entao existe um subespago vetorial W C C*H
de dimensao 2 tal que | = P(W).
De fato, seque da Definicao que existem Ly, ..., L,_1 formas lineares L.I. tais

que l = Z (L, ..., Ly_1). Cada L; induz o funcional linear

[//\i . Ctl = C

v o= Li(v)

de modo que dim N(L;) = n.

n—1 /\

Segue do fato|B.37 que dim () N(L;)=n+1—(n—1) =2.
i=1

n—1 ~
Finalmente, observe que I = P( [ N(L;)).
i=1

E importante considerar que na geometria dos espacos projetivos, duas retas
contidas num plano sempre se intersectam. Mais precisamente, se l; e [ sao retas
contidas no plano m, entao [; = [y ou l; N[y consiste de um tnico ponto. Uma
demonstracgao desse fato pode ser encontrada em [I0]. Além disso, quaisquer dois
pontos no plano projetivo determinam uma tnica reta projetiva. Para mais detalhes
o leitor podera consultar [3].

Observe ainda que se [ C P ¢ uma reta e [p] € P? é um ponto fora de I, entao
existe um tunico plano passando por [p] e contendo . De fato, [ é a projetivizacao
de um subespago de dimensao 2 em A*, digamos | = P([u,v]). Como [p] ¢ [, temos
que p & [u,v], ou seja, [u, v, p] € um subespago de dimensdo 3 em A*. Sabemos que
se X o subespaco ortogonal de [u,v,p], entdao dimX = 1. Tome (ay, as, by, by) € X.
Temos que Z(L) C P3, onde L = a1 X; + asXs + Y] + byYs, ¢ um plano passando

por [p] e contendo I. Tal plano é tnico, pois todo vetor de X é miultiplo escalar de
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(a1, as,b,by). Por conseguinte, duas retas em P? que se intersectam determinam

um tnico plano.

Definicao 2.7 Uma hipersuperficie qudadrica Q) C P é uma variedade dada pelos
zeros de um polindmio homogéneo de grau 2 em n + 1 varidveis. Se n = 2, a

hipersuperficie Q) € denominada cénica.

Figura 2.1: conicas em P2

As conicas no plano projetivo sao dos seguintes tipos: uma reta dupla, duas
retas, um ponto, um circulo unitario ou conjunto vazio. Uma demonstracao desse

fato, e dada no Teorema 5.1 em [3].

Definigao 2.8 Seja T : V. — V' um isomorfismo linear. Entao T induz uma

bijecao em P(V'), que denotaremos por T e chamaremos de mudanga de coordenadas

projetivas (Mcp), definida por T([v]) = [T'(v)].

Observe que o fato do isomorfismo linear 7T preservar subespacos implica que
retas, planos, etc. sao levados, respectivamente, em retas, planos, etc. pela mudanca

de coordenadas projetivas T e sao chamadas de projetivamente equivalentes.

Definicao 2.9 Para cada subconjunto Y C P™ definimos o ideal associado a'Y por
X(Y) ={f € Klzo,...,z,) : f(p) =0, para todop e Y}.

Verifica-se que J(Y') é um ideal homogéneo radical.
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2.3 Cone Afim

Considere a aplicacao

m: A"\ {0} —P"
(agy ...y @) > [ag ...t ay]

Se X C P" é uma variedade projetiva definimos o Cone Afim associado a X, que
denotaremos C'(X), por
C(X)=0"4X)u{o0}.

Observagao 2.10 Observe que:

1. C(X) € uma variedade afim homogénea em A™*1.

De fato, seja I C Clxy, ..., x,] um ideal radical homogéneo tal que X = Z(I) C
P".  Afirmamos que C(X) = Z(I) C A" Suponha que I = (f1,..., f),
onde cada f; é homogéneo. Deste modo f;(0) = 0, para todo i, ou seja,
0 € Z(I). A seguir considere a = (ag,...,a,) € C(X)\ {0}. Temos que
I(a) =[ag: ... a,) € X = Z(I) CP". Logo, f;(a) =0, para todo i =1, ..., k,
ou seja, a € Z(f;) € A" para todo i = 1,...,k. Disto concluimos que
a € Z(I) € A"t Portanto, C(X) C Z(I). Mostraremos agora a inclusio
contrdria. Seja a € Z(I). Se a = 0, entao, por defini¢ao, a € C(X). Se
a = (ag,...,a,) # 0, entao fi(a) = 0, para todo i = 1,....k, o que implica
em Il(a) = [ag : ... 1 a,] € X = Z(I) C P, donde a € I7'(X). Portanto,
Z(I) c T Y(X) U {0} = C(X).

2. Observe que II € sobrejetiva. Além disso, se considerarmos a topologia de
Zariski em A"t \ {0} e P, respectivamente, podemos concluir que I1 é
continua, desde que para toda variedade projetiva X C P" werifica-se que
OY(X) € uma variedade afim em A"\ {0}, pois C(X) € uma variedade
afim em A", De fato, C(X) N (A"T1\ {0}) = T71(X).

8. X C P € irredutivel se, e somente se, C(X) C A" € irredutivel.
Analogamente ao que foi feito na proposicao [B.13 pode-se verificar que uma

variedade projetiva X C P™ € irredutivel se, e somente se, I(X) é um ideal
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primo. Por sua vez, S(X) = I(C(X)) € primo se, e somente se, C(X) C A"

€ irredutivel.

Exemplo 2.11 Se X = {[ag : a;]} C P!, entao X = Z(I), com I = {a;mg — apxy).
Deste modo C(X) = Z(I) = {(ug,u1) € A% : ayug — apu; = 0} = [(ag,a1)] € uma

reta.

Proposicao 2.12 X C P" ¢ uma variedade linear projetiva de dimensao r se, e

somente se, C(X) é um subespaco linear de A" de dimensdo r + 1.

Prova. Lembremos que X C P" ¢ denominada de variedade linear de dimensao
r se, e somente se, (X)) = (Lq,..., L), onde Ly, ..., L, € um conjunto L.I. de
formas lineares. Assim, C(X) = Z((Ly, ..., L)) = Z(L1) N --- N Z(Lp—y).
Denotando por L; o funcional linear associado a L;, temos que Z(L;) = N(L;), para
t=1,...,n—r. Como Zl, e En_r sao linearmente independentes segue do Fato
que dim(Z(Ly)N---NZ(Ly—)) =(n+1) — (n—r) =r+ 1. Portanto, C(X) é um
subespaco vetorial de A"™! de dimensao r + 1.

Reciprocamente, suponha que C'(X) é um subespaco vetorial de A" de dimenséo
r + 1 e considere {ug,....,u,} uma base de C(X). Seja [ug,...,u,]° o anulador de
C(X) no espago dual de C**'. Sabemos que dim [ug, ..., u," =n+1— (r+1) =
n—r. Seja {fi,..., fn_r} uma base de [uo, ...,ur]o e considere o isomorfismo linear
¢+ C"" — Clao, ..., zp)1 definido por 1(e}) = x;_1, onde {e},...,e}, } é a base
dual associada a base canénica de C"*'. Tome L; = (f;), parai = 1,...n — .
Observe que {Ly, ..., L} ¢ um conjunto L.I. de formas lineares em Clzy, ..., z,];.
Além disso, N(f;) = Z(L;), parai=1,...,n —r.

Também temos que C'(X) = N(fi)N---NN(fnr) = Z(L1)N---NZ (L) = Z(1),
onde I = (Ly,..., L,,). Logo, X = Z(I) C P". Portanto, X é uma variedade linear

de P" de dimensao r. ]

Definicao 2.13 A dimensao de uma variedade projetiva X C P" € definida por
dimX = dimC(X) — 1.
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2.4 Variedades Projetivas Involutivas

Definigao 2.14 Uma variedade projetiva X C P~ serd denominada de variedade
projetiva involutiva se, e somente se, seu cone afim C(X) C A?™ for uma variedade

afim involutiva.

Observacao 2.15 Lembremos que se uma variedade afim Y C A* ¢ involutiva,
entdo dimY > n. Portanto, X C P! serd uma variedade involutiva se, e somente

se, dimX >n — 1.

Proposigao 2.16 Seja X C P*"~! wma hipersuperficie de grau d. Entao X € uma

variedade projetiva involutiva.

Prova. Se X é uma hipersuperficie de grau d, entao I(X) = (f), onde f é um
polindémio homogéneo de grau d com d > 1. Sabemos que C(X) = Z(f) ¢ uma
hipersuperficie em A?".

Logo, segue do Exemplo que C'(X) é involutiva. Portanto, X ¢é involutiva. [

Observacao 2.17 Lembremos que uma variedade afim' Y C A? € involutiva se, e
somente se, Y = A? ou'Y = Z(f) € uma curva. Logo, uma variedade projetiva
X C P! € involutiva se, e somente se, X = P! ou X € um conjunto finito de pontos.

Portanto, toda variedade projetiva em P! é involutiva.

Caberia neste momento o questionamento sobre quais sao as variedades
projetivas involutivas em P3. A seguir faremos um estudo sobre as variedades
projetivas irredutiveis e involutivas em P3, visto que uma dada variedade sera
involutiva se, e somente se, cada componente irredutivel for involutiva.

Ja vimos que se X C P? for uma variedade projetiva irredutivel e involutiva,

entao dimX > 1. Observe que:
1. Se dimX = 3, entao X = IP3. Logo, X ¢é involutiva.

2. Se dimX = 2, entdao X ¢é uma hipersuperficie em P3. Segue-se da Proposicao

anterior que X ¢é involutiva.
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Resta estudar o caso em que dimX =1, isto é, X é uma curva.
Conforme mostram os exemplos a seguir podemos ter em P? curvas involutivas

e nao involutivas.

Exemplo 2.18 Considere a reta I, = Z(ya,y1) C P2, Temos C(Iy) = Z(y2,y1) C
A, Logo, S(C(l1)) = {(yo,y1). Sabemos que C(ly) € involutiva se, e somente se,
{y2,y1} € (y2,11). Note que

2

Oy Oy1  Oy2 Oy
lzl A A (A 1

Logo, C(I) C A* € involutiva e, portanto, Iy C P® € involutiva.
Jd aretaly = Z(xq,y2) C P? nao € involutiva. Com efeito, como I(C(ly)) = (w2, y2)
temos C(ly) nao involutiva, pois

2

09 0ys  Oxa Oys
To, = — =1¢ (xo, .

Portanto, ls nao é involutiva.

A seguir iniciaremos nosso estudo pelas curvas irredutiveis mais simples, as retas

em IP3.

2.4.1 Retas Involutivas em P?

Iniciamos esta subse¢ao introduzindo as seguintes notagoes:
e (), é 0 conjunto das retas de P? que passam pelo ponto p.
e Q(m) é o conjunto das retas de P? contidas no plano 7.

o O,(m) = Q,NQ(r) é o conjunto das retas de P? contidas no plano 7 que passam

pelo ponto p.
e ¥ & 0 conjunto das retas involutivas de P3.

A seguir observe que o isomorfismo linear ¢ : C* — S;, dado por ¢(p) =
a1 + agxy + biyr + boys se p = (by, by, —aj, —az), nos permite definir uma

correspondéncia entre P* = {7 C P3 : 7 ¢ um plano} e P?. A saber:
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o: {m CP?®:7éumplano} — P3 2.1)
T = () =1[by:by: —ay : —as

se m = Z(f), com f = ajx1 + asxs + biyy + bays. Observe que p(7) € .
De posse de tal correspondéncia iremos caracterizar as retas involutivas em P3.
Salientamos que {V;}?_,, onde V; = {[ap:ay:ay:as) € P*:a; #0}, é uma
cobertura aberta de P3. Sendo assim, é suficiente mostrar os resultados que se

seguem em cada um desses abertos.
Proposigao 2.19 Sejam © C P?* um plano e ¢ = (7). Entao Q(7) N = Q, (7).

Prova. Sabemos que m = Z(f), onde f = ajx1 + aswy + biys + boys, com
l[a; : as @ by : by] € P3. Suponha que [a; : as : by : by] € V3 e, sem perda de
generalidade, que by = 1. Assim, g = ¢(7) = [by : 1 : —ay : —ag).

Seja | € Q(m). Entdao f € (I). Logo, podemos supor que (I) = (f,g), onde
g = Azy + Bxy + Cyy, com [A : B : C] € P2 Observe que g(q) = A+ B —a,C e

que

a; by ar 1

{f.9} = + =a,C —bA—B=—g(q) €C

A C B 0
Assim, se | € X, entdo —g(q) € (f,g). Como (f,g) é um ideal proprio de S e
—g(q) € C, devemos ter g(q) = 0, e assim, ¢ € Z(3(l)) = I. Logo, | € Q,() e,
portanto, () N2 C Q,(m)
Por outro lado, se [ € ,(7), entdao 0 = ¢g(q) = byA+B—a,C = —{f, g}, implicando
que {f,g9} =0 € (), ou seja, | € ¥. Portanto, Q,(7) C Q(7) N .
Isto nos garante que [ C 7 é involutiva se, e somente se, p(m) = q € L.
Procedendo de modo analogo nos demais abertos, concluimos o resultado. [ ]

Observe que o resultado acima pode ser visto como consequéncia da Proposicao

no Capitulo 1. De fato, nas mesmas notagoes acima, [ € Q(7) é uma variedade
projetiva involutiva se, e somente se, seu cone afim C(l) = Z(f, g) é uma variedade
afim involutiva. Mas pela proposi¢ao supra citada C(I) = Z(f, g) é involutiva se, e

somente se, ¢ € Z(g), ou seja, [ € €.

Corolario 2.20 Se p € P?, entio Q, N = Q,(7,), onde 7, = ¢~ (p).
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Prova. Seja l € Q, N3 e suponha que [ ¢ 7,. Seja H C P um plano contendo
[. Temos que m = H N7, C m, ¢ uma reta involutiva, pois p € m. Além disso,
q = @(H) € m, pois m é uma reta involutiva contida em H.

Por outro lado, como I C H é involutiva devemos ter ¢ € [. Assim, p,g € m e
p,q € 1. Portanto, m = [, o que é um absurdo. Logo, 2, N ¥ C Q,(m,).
Reciprocamente, se [ € Q,(m,), entdao [ € Q,. Como [ C m, = ¢ (p) e p € | temos

que [ é involutiva. n
Proposigao 2.21 Sejam m C P3 um plano, p € m e ¢ = p(m). Entdo

Qy(m) sep=gq

Q(m)NE =
{pg} sep#q

Prova. Seja [ C 7 uma reta em P? passando pelo ponto p. Suponha que m = Z(f),
onde f = a1z + asxs + biys + Yo, e p = [1 1 ag : By 1 —aj; — agay — by fy]. Desse
modo g =[by : 1: —ay: —ag) el = Z(f,g9) com g = Axy + Bxs + Cy; para certos
A, B e C, nao todos nulos.

Como p € Z(f) temos que p € [ se, e somente se, p € Z(g), ou seja, se a seguinte
igualdade ¢é satisfeita:

Aozl + BOCQ + Cﬁl = 0.

Por outro lado, segue-se da Proposi¢ao anterior que | € Q(m) é involutiva se, e
somente se, q € [.

Desse modo [ € Q,(7) N X se, e somente se, o seguinte sistema ¢é satisfeito:

B:alC—blA
0= Aa; + Bay + C54

o que implica em

A(a1 — blOéQ) + C(alag + ﬁ1> =0.

Se o — bias = a1 + B = 0, entao
p=[has: s —ajag : —arbiag — asas + bajag] = [by 1 : —ag 1 —as] = ¢

e deste modo Q,(m) N X = Q,(7) se p=q.
Agora, se [a;—bias : ajaa+P1] € P!, entao existe A € C\{0} tal que A = \(ajaz+0)
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e C' = —\(ag — bjaw). Logo, podemos escolher g = (ajan + f1)z1 + (a1(ag — brag) —

bi(aon + f1))z2 — (q — brag)yn = (aras + Br) (@1 — bixs) — (o — braw)(y1 + a122).

Note que g € Z(g) e deste modo q € Z(f,g) = L.

Como existe uma uma tnica reta passando por p e ¢, uma vez que p # ¢, temos que

Q(m)NE ={l,q}- u
Agora nos interessa conhecer o conjunto ¥ das retas involutivas em P3. Para

isso, apresentamos a noc¢ao de Grassmanniana e o mergulho de Pliicker.

Definicao 2.22 Sejam V' um espago vetorial sobre K de dimensiao n + 1. Para
cada 0 < d < n+ 1. Chamamos de d-Grassmanniana e denotamos por G(d,V), o

conjunto

G(d, V) = {W C VW € um subespago vetorial de V' de dimensao d}.

Assim, a projetivizacao de V pode ser vista como a Grassmanniana de subespacos

de dimensao 1 do espaco V' através do mapa
w : P(V) — G(1,V)
[pO Cee pn] = [(p()’ 7pn)]

Em particular,
P" = G(1,C).

Além disso, G(2,C"™') ¢ chamada de Grassmanniana de retas de P", pois,
como vimos no Exemplo [2.6] toda reta | C P é definida como a projetivizagio
de um subespaco vetorial W de C"*! de dimensao 2. Particularmente, temos uma

identificagao entre {I C P3 : [ ¢ uma reta} e G(2,C*) através do mapa:

d: {ICcP? :léumareta} — G(2,CY
[ = o)

(2.2)

Outrossim, a Grassmanniana de retas de P3 pode ser mergulhada no espaco

projetivo P5 através do mapa:
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w: G(2,CY) — PP

[U, U} — [d()l : dog : d03 cdyg d13 : dgg]

onde d;; = uv; — ujv;, se u = [ug : Uy : Uz : Uzl € V= [vg: V1 Vs VY

Observe que d;; = u;v; — ujv; # 0, para algum i < j, pois {u,v} é L.I.

Considere F' = x1ys — xays + 23y1 € Cla1, 29, 23,41, Y2, y3] € a hipersuperficie
quadrica Q = Z(F) C P°. Verifica-se que Im(w) = Q.

A aplicagao w, definida acima, denomina-se Mergulho de Pliicker e Q@ denomina-
se Quédrica de Pliicker.

Uma boa estratégia para estudar um conjunto é cobri-lo por subconjuntos
cuja estrutura conhecemos. Faremos algo parecido com G(2,C*). Sabemos que
(VY onde V; = {[ag : ... : as] € P : a; # 0} é uma cobertura aberta de P5. Tome
p=1[l:ay:a3:by :by:bs] €Vy. Sepe Q, entao F(p) = bs — asby + azb; = 0, ou
seja, p=[1:ag :az: by : by asby — aghy].

Note que p = w™([u, v]), onde u = (1,0, —by, —bs) e v = (0, 1, as, as).

Fazendo U, = {[(1,0,,f),(0,1,7,d)] € G(2,C*) : a, 3,7,6 € C}, temos que
p = wi([u,v]) € w(Uia), ou seja, Vo N Q C w (Uy). Por outro lado, se
p € w(Up), entao p = w([u,v]), com v = (1,0,a,8) e v = (0,1,7,d) para
certos a, 3,70 € C. Assim, p = [1 : v :0 : —a: =0 : ad—py] € Ve
F(p)=ad—py+ fy—ad =0.

Portanto, Vo N Q = w™ ! (Uys).

Seguindo a ideia acima descrita concluimos que {Uj;}, <icj<q € uma cobertura
aberta de G(2,C*).

Do que foi visto, a composta w = w o ® das aplicacoes definidas em e
(2.3) induz uma identificacao entre {I C P?:[ é uma reta} e Q. Observe que se
[ = P([u,v]), entao w(l) = w([u,v]).

Por exemplo, se W = [(1,0,a,b),(0,1,¢,d)] é tal que I = P(W), vejamos
como determinar duas formas lineares linearmente independentes L e M tais que
(1) = (L, M). Seja L = aX; + Xs + Y1 + Yo e M = sXq + Xy + uY; +0Ys.
Devemos ter a +va +0b =0 = [+ vc+dd e s+ua+vb =0 =1+ uc+ vd,
donde (o, 8,7,9), (s,t,u,v) € [(—a,—c,1,0),(=b,—b,0,1)]. Como L e M sao L.I.,
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podemos tomar (a, 3,7,0) = (—a,—c,1,0) e (s,t,u,v) = (=b,—d,0,1)]. Assim,
L=—aX;—cXo+YieM=-bX, —dXs+Y,.

Com isso, podemos enunciar e provar o nosso proximo resultado, que evidencia
o fato de que as retas involutivas em P? formam uma familia tridimensional. Na
verdade, como veremos ¥ se identifica com uma secao hiperplana da quadrica de

Pliicker.

Proposigao 2.23 Considere w a aplicag¢io descrita acima. Entio w(X) = Q NH,

onde H = Z(xa + y2).

Prova.

e W(X)CONH
Se p € W(X), entdo p = w(l) com [ € ¥. Sabemos que [ = P(W), para algum
W e G(2,Ch).
Caso 1: W =[(1,0,a,b), (0,1, ¢,d)] € Uys, para certos a,b,c,d € C.
Sel =P(W), entao (1) = (L, M), onde L = y; —ax1—cxy e M = yo—bx1—dz,.

Como [ é involutiva temos que

—a —b —c —d
{L,M} = + =b—ce (),
1 0

donde b — ¢ = 0.

Por outro lado, p=[1:c:d: —a: —b: ad — bc]. Como b — ¢ =0 concluimos
que W(l) € H = Z(xzo+y2) C P°. Note ainda que F(p) = ad—bc—bc—ad = 0.
Portanto, w(l) € QN H.

Caso 2: W =[(1,q,0,b),(0,c,1,d)] € U3, para certos a, b, c,d € C.

Sel =P(W), entao (1) = (L, M), onde L = zo—ax1—cy; e M = yo—bx;—dy;.

Como [ é involutiva temos que

—a —b 1 0
{L,M} = + =ad—bc+ 1 € (1),
—c —d 01

e, assim, ad — bc = —1.

Por outro lado, p=[c:1:d:a:ad—bc:=b=[c:1:d:a:—1:—bl.
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Logo, W(l) € H = Z(x9 + y2) C P5. Note ainda que F(p) = —bc+ 1+ ad = 0.
Portanto, w(l) € QN H.

Caso 3: W =[(1,a,b,0),(0,c,d, 1)] € Uyy, para certos a,b,c,d € C.
Sel =P(W), entao (1) = (L, M), onde L = xo—axy—cys e M = y3—bx1—dys.

Como [ é involutiva temos que

—a —b 1 0
{L,M} = + =—a—de (),
0 1 0 —d
e, assim, —a — d = 0.
Por outro lado, p=[c:d:1:ad—bc: a:b). Como a+ d =0 concluimos que

w(l) € H = Z(xzy+yz) C P°. Note ainda que F(p) = bc — ad + ad — bc = 0.
Portanto, w(l) € QN H.

Caso 4: W =[(a,1,0,b), (c,0,1,d)] € Usg, para certos a, b, c,d € C.
Sel =P(W), entao (1) = (L, M), onde L = z1—axg—cy; e M = yo—bro—dy;.

Como [ é involutiva temos que

1 0 —a 0
{L,M} = - =—d—ae€ (),
—c —d —b 1
e, assim, —a — d = 0.
Por outro lado, p=[—c:a:ad —bc:1:d:—b]. Como a+ d = 0 concluimos

que (1) € H = Z(xy+y2) C P°. Note ainda que F(p) = bc—ad+ad —be = 0.
Portanto, w(l) € QN H.

caso b: W =(a,1,b,0),(c,0,d,1)] € Uy, para certos a,b,c,d € C.

Sel =P(W), entao (I) = (L, M), onde L = xy—axg—cys ¢ M = y1—bra—dys.

Como [ é involutiva temos

10 —a —b
{L,M} = + =1+ad—bce (),
01 —c —d
e, assim, ad — bc = —1.
Por outro lado, p = [-c:ad—bc:a:d:1:b]. Como ad—bc = —1 concluimos

que W(l) € H = Z(za+ys) C P°. Note ainda que F(p) = —bc—ad+bc+ad = 0.
Portanto, w(l) € QN H.
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Caso 6: W =[(a,b,0,1),(c,d, 1,0)] € Usy, para certos a, b, c,d € C.
Sel =P(W), entao (1) = (L, M) onde L = x1—ay; —cyz e M = xo—byy —dys.

Como [ é involutiva temos que

1 —a 0 1
{L,M} = + =—b+ce (),
0 —b —c —d
e, assim, —b+ ¢ = 0.
Por outro lado, p = [ad—bc: —c:a: —d : b: 1]. Como —c+b = 0, concluimos

que W(l) € H = Z(x9+y2) C P5. Note ainda que F(p) = ad—bc+ac—ad = 0.
Portanto, w(l) € QN (H).

Por conseguinte, w(X) C Q NH.

e W(X)DAONH
Sejap=lag:ay:as:az:ay:as] € QNH CP5.

Caso 1: ag #0

Neste caso podemos supor p=[1:a; :as:a3: —a;:as]. Comoa; +a,=0e
F(p) = as+a?+ asaz = 0 temso que p = [1 : a; : ay : azg : —a; : —a? — agas] =
w([u,v]) onde u = (1,0 — az,a;) e v = (0,1, ay, az).

Considere | = P([u,v]). Assim, | = Z(L, M), com L = y; + asz; — a125 €
M = ys — a1 — asxs.

Observe que

as 1 —a 0
{L,M}: + :al—CLl:OE%(Z),

—a; 0 —ay 1

ou seja, [ é involutiva. Portanto, p = w([u,v]) = @(l) € @(%).

Caso2: p=lap:1:as:as:ay: as

Neste caso devemos ter ay = —1 e agas + agsaz = —1. Assim, p=[ag:1: ay:
asz : —1: as] = w([u,v]), com u = (1,a3,0,—as) e v = (0, ap, 1, az).

Considere | = P([u,v]). Temos | = Z(L,M) com L = x5 — agry — apy; e
M = ys + asx1 — agyr.

Note que

—das as 10
{L,M}I -+ :CLQCL3+6L06L5+1Z—1+1IOE%(Z).
—ag —as 0 1
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Logo, 1 é involutiva e p = w([u,v]) = w(l) € W(%).

Caso 3: p=lap:ay:1:a3:ay: as

Neste caso devemos ter ay = —ay e apas + a3 = —as. Assim, p=[ag:a;:1:
—apas — a3 : —ay : as] = w([u,v]), com u = (1, —ay,as,0) e v = (0,ag, a,0).
Considere | = P([u,v]). Temos | = Z(L,M), com L = x5 + a1x1 — agyz €
M =y — asz1 — arya.

Note que

aq 0 1 —aop
(L, M} = + —a —a =0€ ().
—as 1 0 —aq
Logo, 1 é involutiva e p = w([u,v]) = w(l) € W(%).

Caso4: p=lap:ay:ay:1:—ay: as)

Neste caso devemos ter agas + a? = —ay. Assim, p = [ag : a1 : —agas —a? : 1:
—ay @ as] = w([u,v]), com u = (a1, 1,0, —as) ¢ v = (—aop, 0,1, —ay).

Considere | = P([u,v]). Temos | = Z(L,M), com L = x; — a1x2 + apy; €
M =ys + asxa + a1y

Note que

1 ag —a; 0
{L,M} = + =a;—a; =0 € ().
0 ap as 1

Logo, 1 é involutiva e p = w([u,v]) = w(l) € W(%).

Caso b5: p=lap:ay:as:as:1:as

Neste caso devemos ter a; = —1 e agas + agaz = —1. Assim, p = [ag : —1 :
as :ag:1:as] =w([u,v]), com u = (as,1,as,0) e v=(—ap,0,as,1).
Considere | = P([u,v]). Temos | = Z(L, M), com L = z1 — asxs + apys €
M =y — asxa — azyo.

Note que

10 —a9 agp
{L,M}: + :1—|—a2a3+a0a5:1+(—1):O€%(l).
1 —as —as
Logo, I é involutiva e p = w([u,v]) = &(1) € O(X).
Caso 6: p=lap:ay:as:as:ay:1]

Neste caso devemos ter ay = —ay e ag = —a? — asas. Assim, p = [—asas —a? :
0 1 3 ) 3 1
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aj :ag:as:—ay:as) = w([u,v]), comu = (az, —as, 1,0) ev = (—ay, —as, 0, 1).
Considere | = P([u,v]). Temos | = Z(L,M), com L = x5 + a1x1 — agyz €
M =y, —asvy — arys.

Note que

1 —as 0 ay
{L,M} = + = a1 —a; =0 € ().
0 ap 1 as

Logo, 1 é involutiva e p = w([u,v]) = w(l) € W(2).

2.4.2 Coénicas Involutivas em P?

Lembremos que C' C P? ¢ uma conica se, e somente se, C = Z(f), com
f = apx® + a1zy + asxz + asy® + asyz + asz>.

Seja V' o espaco vetorial de dimensao 6 dos polinomios homogéneos de grau 2
nas variaveis z, y, z. Temos uma correspondéncia natural entre P(V) e P° dada
por [f] = [ag : ay : ay : az: aq: as), se f = apx® + a1xy + asxrz + azy® + agyz + a2
Como Z(f) = Z(\f), para todo A € C\ {0} também podemos considerar a seguinte
identificagao: [f] — Z(f). Disto resulta uma identificagao entre o espago das conicas
planas e P°, por isso dizemos que P5 parametriza as conicas do plano projetivo.

Feitas as consideracoes acima dizemos que C' C P3 é uma conica se, e somente
se, S(C) = (h, f), onde h € S;\ {0} e f € Sy \ hS;. Denominamos Z(h) de plano
suporte de C'.

Observe com isso que as conicas em P? sdo parametrizadas por um P°-fibrado
projetivo sobre P3.

Tomando h = 21 +azs+byy +cys e f = 22+ dy 2oy +dozoys +d3yi + dayrys + dsy?

arbitrarios a condigao de involutividade pode ser expressa como:

{h, f}= Zle(g—ig—i—g—gg—i) = dyxo+2d3y1 +dayz +a(dawa +days +2d5y2) — c(272+
d1y1 + dgyg) = (d1 + adg — 2C)£B2 + (2d3 + Cld4 — cdl)y1 + (d4 + 2ad5 — Cdz)yg S <h, f>

Como [ € S, devemos ter (dy + ady — 2¢)xs + (2d3 + ady — cdy)y; + (dy + 2ads —
cdy)yy € (h). Logo, di + ady — 2¢ = 2d3 + ady — c¢dy = dy + 2ads + cdy = 0. Assim,
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C é involutiva se, e somente se,

dy = —ady + 2¢
d4 = —2ad5 + Cd2
d3 = a2d5 + 02

ou seja, C = Z(h, f), com h = x1 + axe + by1 + cyz e f = 23 + (2¢ — ady)w2y; +
dowoys + (aPds + )yi + (cds — 2ads)y1y2 + dsys.

O proximo resultado garante que as conicas reduzidas involutivas sao redutiveis.

Proposigao 2.24 Sejam C C P3 uma conica reduzida definida pelo ideal S(C) =
(h,f), onde h € Sy e f € Sy \ hSi, e H C P? seu plano suporte. FEntio C ¢

involutiva se, e somente, p(H) € Sing(C).

Prova. Suponha que C' ¢ involutiva e que C' = Z(h, f), com h = x1+axs+by; + cys
e [ = 23+ (2c — ad2)xays + doways + (ads + A)y? + (cda — 2ads)y1y2 + dsy3.
Temos que ¢ = @(H) = [-b : —c : 1 : a] e, assim, aa—jl(q) = 0, g—é(q) =
—2¢+ (2¢—ady) + dga = 0, g—;l(q) = (=2c +acdy) +2(a’ds + ) + (cdy — 2ads)a = 0
e g—;(q) = —cdy + (cdy — 2ads) + 2dsa = 0.Logo, ¢ € Sing(C).

Reciprocamente, suponha que (C) = (h, f), com h = x1 + axy + by; + cys e
[ = 22+ dyzoyy + doways + dzyi + dyyrys +dsyi. Seja H = Z(h) é o plano suporte de

C. Se ¢ = ¢(H) € Sing(C), entdo g—xj;(q) = dy + ady — 2¢, 2L(q) = 2d3 + ady — cd;

» O
of

3, (@) = d1 + 2ads — cdy sdo todos nulos.

(¢

Logo,
{h, f} = (dl + adg — 20)1’2 + (2d3 + ad4 — cdl)yl + (d4 + 2ad5 — Cdg)yg =0e€ <h, f>

e isto nos garante que C' é involutiva. [

Outra forma de demonstrar a Proposi¢ao acima, ¢ usando Proposi¢ao [[.12] De
fato, nas mesmas condigbes e notagdes acima, seja X = Z(h, f) o cone afim da
conica reduzida C'. Sabemos que C' é involutiva, se e somente se, X é involutiva.
Pela Proposigao [I.12] temos que X é involutiva se, e somente se, X é redutivel
ep = ¢ Y(h) = (by, by, —ay, —as) pertence a cada componente irredutivel de X.
Mais precisamente, como X ¢é uma variedade afim homogénea, temos que X ¢é

involutiva se, e somente se, X é redutivel e Ap pertence a cada componente irredutivel
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de X, para todo A € C\ {0}. Mas isto equivale a dizer que C' é redutivel e
[p] = g = p(H) pertence a cada componente irredutivel de C. Como uma conica
reduzida e redutivel no plano projetivo consiste de duas retas que sao incidentes no
seu ponto de singularidade, temos que C' é involutiva se, e somente se, ¢ € Sing(C').

Com isso, concluimos que uma coénica reduzida involutiva é a uniao de duas
retas passando pelo ponto associado ao plano suporte pela correspondéncia ¢. Um

resultado analogo é valido para qualquer curva plana involutiva em P3:

Proposicao 2.25 Seja X C P? uma curva involutiva de grau d contida em um
plano H = Z(h). Entao X consiste de um nimero finito de retas involutivas

passando pelo ponto o(H).

Prova. Escreva X = X; U Xy U...U X, como a uniao de suas componentes
irredutiveis. Como X é uma curva plana involutiva, temos que X; é uma variedade
projetiva irredutivel e involutiva contida no plano H, ou seja, seu cone afim
C(X;) € A* é uma variedade afim homogénea, irredutivel e involutiva contida
no hiperplano homogéneo H, para todo i = 1,...,k. Pelo Corolério temos
que cada C(X;) é um subespago vetorial de dimensdo 2. Logo, pela Proposi¢ao
2.6 X; ¢ uma reta, para todo i = 1,..., k, pois P(C(X;)) = X;. Como cada X; é
involutiva, segue da Proposi(;éoque ¢(H) € X;, paratodoi = 1, ..., k. Portanto,
X =X, UXoU...UX}y éaunido de k retas passando pelo ponto ¢(H). [ |
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Aplicacoes Enumerativas

3.1 Problema das Retas de Schubert Involutivo

Iniciamos esta se¢ao enunciando o que iremos denominar de problema das retas

de Schubert involutivo (PRSI).

PRSI: Dadas 3 retas em posicio geral em P32, determinar quantas retas

nvolutivas intersectam as 3 retas dadas simultaneamente.

Pensando na resolucao do problema acima enunciado e outros problemas
enumerativos que discutiremos mais adiante, a seguir nos concentramos na resolugao
dos problemas P1, P2 e P3. Antes disso, porém, introduzimos as seguintes

notacoes:
e [,, denota a tnica reta em P? passando pelos pontos distintos p e g.
e P? denota o conjunto dos planos de P.

° IP’? denota o conjunto dos planos em P? que contém a reta, (.
P1 Fize | C P? uma reta. Eziste m C P? reta involutiva tal que m N1 # (7
Seja S' = {m €Y :mnNIl#0}. Inicialmente, observamos que se 7 é um plano

contendo a reta [, entdo qualquer reta m € Qg (m), com g = ¢(m), ¢ involutiva e

intersecta [, ou seja, 2, (7) C S'. Desse modo, podemos afimar que existem infinitas
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solugoes para o problema P1. Mais ainda, o conjunto solu¢ao pode ser caracterizado

da seguinte forma:
S'= | Quun(H).
HeP}
P2 Fizadas I, e ly retas distintas em P2, existe m C P2 reta involutiva tal que
m encontra estas duas retas simultaneamente?
Seja S = {m e X :mnNl; #0, para i = 1,2}. Temos duas opcdes a considerar, a

saber: a) as duas retas sdo concorrentes; b) as duas retas ndo sdo concorrentes.

a) [y e ly determinam o plano 7.

LS

Figura 3.1: Retas determinando o plano 7is.

Sabemos que se m € €, (mz2), onde g12 = p(m2), entdo m € S2. Com isso
garantimos a existéncia de infinitas solugoes para o problema P2.

Sejam p o ponto onde [; e I se intersectam e m € S°.

Se p € m temos, por involutividade, que m C ,, onde m, = ¢~ '(p). Logo,
m € Q,(mp).

Sep & m, entdo mNly = {p1}, mNly = {p2} C w12, com p; # ps. Logo,
m C 2. Como m é involutiva, devemos ter ¢ = go(mg) € m. Portanto,
m € Qg,,(T12).

Disso resulta que S* = Q,(7,) U Qy,,(12).

b) [ e l; ndo sdo concorrentes.
Sejam p um ponto qualquer de [, 7 o Gnico plano passando por p e contendo
ly e g = p(m). Se p = q, entdo toda reta m € ,(m) é involutiva e intersecta
I3 no ponto p. Além disso, como I; C 7 temos que m NIy # (), qualquer que

seja m € (7). Logo, Q,(7) C S?, e isso nos garante que S* é um conjunto

36



Capitulo 3 Aplicagoes Enumerativas

\

Ao 8
{/7 R//

Figura 3.2: Retas nao concorrentes.

infinito.

Caso p e ¢ sejam distintos, [, , € {,(7) é uma reta involutiva contendo p € Is.
Mais ainda, como [y e [,, s@o distintas em 7, uma vez que l,, Nly = {p} e
liNly =0, temos que l,, € S%. Sendo p arbitrario em Iy obtemos, também
nesse caso, infinitas solugoes para o problema P2.

Estudando mais detalhadamente, observamos se l; ou [y é involutiva, entdo S°
se identifica com uma reta. De fato, suponha que [; € >.

Observe que se p € Iy, entdo Iy C 7, = ¢ '(p), pois [} € 3. Assim, I, ¢ 7, e
p ¢ ly. Portanto, m, N1y = {q}, com ¢ # p. Com isso, podemos considerar a

aplicacao

h: |, —» &

p = g 7

onde {q} = 7, Ny com 7, = ¢~ *(p).
A seguir verificaremos que [, , € 3.
Tendo em consideracao que p,q € m,, concluimos que [,, C m, Como
p € l, 4 C 7, temos que [, , ¢ involutiva. Mais ainda, ela ¢ a tnica reta em S?
passando por p. Com efeito, se supomos a existéncia de uma reta m € S* tal
que p € m, entao, por involutividade, m C m,. Logo, m Ny C m, Ny = {q}.
Disso e de mNly # 0, segue que p, ¢ € m, o que implica em m = [, ,. Portanto,
h esta bem definida. Mostraremos que h é uma bijecao.
Seja m € S%.  Assim, m NI, = {a}. Temos, por involutividade, que
a €m C 7w, = ¢ Ya)e com isso, que mNly C 7, NIy = {q}, donde
g €m, jaquemNly # 0. Como a € m e a# ¢, uma vez que [; Nly = @), temos

que m = l, 4. Isso prova a sobrejetividade de h.
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Agora suponha que existam py, po € [y distintos tais que h(p;) = h(ps). Assim,
lpy.q C Hpy N Hy, =1y, pois h(p1) = 1,4, C Hp, € h(ps) =1,, 4, C Hp,. Disso,
temos que ¢ € 1, o que é um absurdo, pois {1} =lo N H,, ClaeliNiy=0.
Logo, h é injetora.
Portanto, S* pode ser identificado com ;.
Por outro lado, se l; e [, nao sao involutivas, considere o subconjunto fechado
de [y

A={peli:lyCm}.

Uma vez que [; se identifica com P!, temos as seguintes possibilidades para A:

®7 ll ou {ph-"vpk} C ll-
Note que Iy ¢ m,, poispely ely ¢ X.

e A = () significa que Iy ¢ 7, qualquer que seja p € [;. A figura seguinte

ilustra esse caso:

Figura 3.3: A =10

Fixe p € I;. Como I3 Nly = 0 temos que p ¢ 5. Logo, lo N1, = {q}, com
p # q. assim, [,, € S$*, uma vez que p € I, C m,. Com isso garantimos
que S? é um conjunto infinito, desde que p percorre ;.

Observe que se m € S2, entdo m N l; = a;, i = 1,2 com a; # as. Assim,
ag € m C T, = ¢ Ya1). Logo, {as} = mNly C m, Nly. Como
ly ¢ 74, temos que {as} = m,, Nly. Portanto, m = l,, 4,, cOm a; € Iy €
{ag} = 74, Nls.

Portanto, S* = {l,, :p € ly e {q} =l Nm,}.

e A = [ significa que, para todo p € [;, tem-se Iy C m,, conforme figura a

seguir:
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6
A3 & \ S
4/7 W/ i

Figura 3.4: A =1y

Fixado p € Iy temos Iy ¢ m, e p ¢ lo, pois Iy C m, e l; e I3 ndo sdo
involutivas.

Sabemos que se p € m C m,, entao m € S%, ou seja, Q,(m,) C S%. Assim,
temos infinitas solugoes.

Note que se m € S%, entdo m N1, = {a,} e, por involutividade, m C m,,,
ou seja, m € Qq, (74,).

Logo, $* = Uper, ().

o A= {ph 7pk} Clh
Temos ly C 7, para todo i € {1,...,k}, e, em total analogia com o item
anterior, concluimos que §,,(7,,) C S%, para todo i € {1,...,k}, o que nos

garante que S% ¢ um conjunto infinito.

P3 Fizadas 11,1y e l3 retas duas a duas distintas em P3. Eziste m C P? reta

involutiva tal que m encontra estas trés retas simultaneamente?

Seja S* = {m € X :mnl; #0, para todo i € {1,2,3}}.

1. Se as retas sao concorrentes, ou seja, se existir p € I; NIy N I3 temos dois casos
a considerar, a saber: a) as trés retas sao coplanares; b) as trés retas nao sao

coplanares.

a) ly,ls e l3 estdo contidas no plano .

Inicialmente, observamos que se m € Q,(m,), com m, = ¢ *(p), entdo
m € S, Agora, seja m € S*\ Q,(m,). Temos duas possibilidades: p ¢ m

oum ¢ .

(i) Se p ¢ m, entdao m intersecta l; e ly em pontos diferentes de
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Figura 3.5: Retas contidas no plano 7 passando pelo ponto p.

m, o que implica que m C w. Como m é involutiva temos que
m e Q(m) NY = Qy(m), com g = p(m).
(ii) Se m ¢ m,, entdo, por involutividade, p ¢ m, o que nos leva a mesma

conclusao do item acima.
Por conseguinte, S° = Q,(m,) U Q, (7).

b) [, e I3 ndo s@o coplanares.

T12

Figura 3.6: Retas nao coplanares passando pelo ponto p.

E sabido que Q,(m,) C S°.

Seja w12 0 plano determinado pelas retas [y e [.

Suponha que existe m € S tal que p ¢ m, ou seja, m intersecta [; e I
em dois pontos distintos de 7o e, consequentemente, m C mo. Assim,
mNly C Ty Nz = {p}. Desde que m € $* temos m N3 = {p}, o que é
absurdo, pois p ¢ m. Logo, S* C Q,(m,) e, portanto, $* = Q, (7).

2. As trés retas estao contidas num plano 7 e nao sao concorrentes.
Sabemos que se m € Q(7) NY = Q,(7), com q = ¢(7), entdo m € S°. Agora

suponha que m € S® é tal que m ¢ . Tomando {p} = m N =, devemos ter
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Figura 3.7: Retas coplanares e nao concorrentes.

mNl; CmNm = {p}, parai=1,2,3. Como mNI; # (), para todo i = 1,2, 3,
devemos ter p € [y Ny N3, 0 que contradiz o fato de que as trés retas nao sao
concorrentes.

Portanto, S* = Q,(7), com ¢ = ¢(n).

3. As trés retas nao sao concorrentes nem coplanares.

Neste caso podemos considerar as duas situagoes seguintes:

(i) Suponhamos que duas das trés retas, digamos lye I, se intersectam num

ponto p. Sejam 73 0 plano determinado por [y e Iy, e {q} = w2 N 3.

Figura 3.8: Retas ndo coplanares e ndo concorrentes: caso (i)

Denote por (p, l3) o Gnico plano passando por p e contendo /3. Afirmamos
que S = (Qy(m12) N1 2) U (@ ((p. ]5) N 5.

Com efeito, seja m € S®. Se m C 7y, entdo IsNm C I3 N 7w = {q},
donde ¢ € m, uma vez que I3 N'm # 0. Logo, m € Q,(m32) N . Se
m ¢ mo, entdo p € m, pois caso contrario m intersectaria l; e Iy em
pontos distintos de 75 e, consequentemente, teriamos m C 7i5. Além

disso, se {r} = Il3Nm, entdo p,r € me p,r € (p,l3). Logo, m C (p,l3) e,
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portanto, m € Q,((p,l3)) N X. Isso mostra o que queriamos.
Sabemos que Q,(m12)NE = {l;, }» se 1 = p(m12) # ¢, e que Q,((p, I3))N
Y={l,p}, se p1 = ((p,l3)) # p. Sob tais condi¢oes obtemos, para esse
caso de P3, uma ou duas solugoes. Em condigoes contrarias, ou seja, se
p1=pouq =gq, S®éum conjunto infinito.

(ii) As trés retas sao disjuntas duas a duas.

Afim de determinar as solucoes para esse caso utilizaremos os resultados

subsequentes.

Proposicao 3.1 Sejam Iy, Iy e l3 retas em P? tais que [; N 1; = 0, para
1 <1< j < 3. Entao existe uma superficie quddrica nao singular Q) em

P3 contendo 1y, Iy e l3.

A demonstrac@o dessa proposigao pode ser encontrada em [9] paginas 32

a 33.

Proposicao 3.2 Seja Q wma superficie quddrica nao singular em P3.

Entao existem duas famdlias de retas £ = {Ly}pepr € M = {Mp},cpr em

Q parametrizadas por P! (isto €, estao em bije¢ao com P') tal que

(a) L,NL,=0 e M,NM, =0, para todos L,, L, € L, M,, M, € M e
p#qeP.

(b) L,N M, #0, para todo L, € L, M, € M e p, q € P™.

(c) Sel é uma reta contida em Q, entaol € L oul € M.

(d) Dado x € Q, existem tinicas retas Lyn) € L e Myny € M tais que
{2} = L) N My(ay-

A demonstragao da Proposicao pode ser encontrada em [10] paginas
66 a 68.

Observagao 3.3 As familias L e M se identificam com conicas situadas
em planos disjuntos e complementares ortogonais da Quddrica de Plicker
Q. Mais precisamente, w(L) = II; N Q e w(M) = I, N Q, onde
I = Z(z1 + ys, 20 — Yo, 23 + 1) e Il = Z(z1 — y3, T2 + Yo, 03 — 41).

Para mais detalhes, o leitor interessado pode consultar [9] pdginas 35 a
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37.

Assim,

onde H = Z(xy + ya), ou seja, ©(M) C w(X). Como w € injetiva,
concluimos que M C X.

Por outro lado,

WLNY)=0L)NoXE)=IHNHNQ =
Z(x1 + Y3, T2 — Y2, T3 + Y1, T2 + Yo, T1Y3 — TaYa + T3y1).

Desse modo, se p € W(LNX), entaop =[—i :0:1:—=1:0:1] ou
p=1[i:0:1:=1:0:—i], ou seja, W(LNX) consiste de exatamente dois
pontos. Da injetividade de w, seque que existem duas retas involutivas na
familia L.

Note que [—i : 0:1:—1:0:1i = w([(1,0,4,0),(0,—4,0,1)]) = &(L1),
com Ly = Z(xg + iys,y1 —ix1), e[t : 0 : 1 : =1 : 0 : i =
w([(1,0,-1%,0),(0,4,0,1)]) = w(Ls), com Ly = Z(x9 — iya, y1 + ix1).

Sera util também o seguinte fato, cuja demonstragao pode ser encontrada

em [9], pagina 8.

Fato 3.4 Seja F € Sy nao nulo (d > 1) el C P3 uma reta. Entdo
Z(FYN1l # (0. Além disso ou l C Z(F) ou Z(F) N1 consiste de no

mdzimo d pontos.

Retomando o problema P3, segue da Proposi¢ao [3.1] que existe uma
superficie quadrica nao singular Q C P? contendo [, 1, e I3. Assim, pela
Proposicao [3.2] devemos ter l1,ls,l3 C L ou ly,ls, I3 C M.

Se lq,1y,1l3 C L, entao, pelo fato , toda solucao m € S? esta contida
em @, pois tomando {p;} = I; N'm, temos {p1,ps,p3} C MmN Q. Assim,
segue proposicao que m € M. Como M C X obtemos infinitas solugoes.
Se l1,1ls,l3 C M, pelos mesmos argumentos utilizados anteriormente,

concliimos que toda solucao m € S® deve pertencer a familia £. Como
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[ € X, concluimos que existem exatamente duas solugoes, a saber Ly e Lo

citados na observagao [3.3]

Concluimos esta se¢ao observando que Y é um espaco de parametros para as retas
involutivas em P? e é uma variedade de dimensao 3. Assim, se exigimos que as retas
involutivas intersectem 3(= dimX) retas em posi¢ao geral, temos um nimero finito
de solucoes. Das analises feitas no problema IP3, vimos que sob condicoes geométricas
adequadas, existem duas retas involutivas intersectando as 3 retas dadas. Desse

modo, existem finitas solugoes para o problema PRSI, a saber, duas.

3.2 Conicas Involutivas Interceptando 5 Retas de P?

Segue-se da Proposigao que uma conica reduzida involutiva C' C P? é a uniao
de duas retas involutivas contidas no plano suporte H de C' e passando por ¢(H).

Assim, as conicas reduzidas involutivas em P? sao parametrizadas pela familia
I'= {(ﬂ', li o) i i € Qumy(m), parai=1,2, ely # lg} c PP x G(2,C%) x G(2,CY).
Considere a projecao p; sobre a primeira coordenada e fixe my € P3. Assim,

pl_l(’ﬂ'o) = {(ll,lg) . ll € Q¢(wo)(7T0>> para 1= ].,2 (§] ll 7é lg}
= Qo) (T0) X Qo) (M0) \ A

onde A ¢ a diagonal de Q4 (x,)(m0) X Qp(re) (o).

Observe que Qur) (M) X Qp(re) (M) € um conjunto irredutivel.  Além
disso, u(x)(mo) se identifica com uma reta na quadrica de Pliicker. Assim,
dim(Qy(ry) (T0) X Qo) (M0)) = 1+ 1 =2.

Portanto dimp~'(my) = 2, para todo m, € P?.

Assim, segue do teorema da dimensdo da fibra (cf. pag. 60 [II]) que diml' =
dim P + dim py'(m) =3 +2=5.

Isso nos garante que, sob condigoes geométricas adequadas, o ntimero de conicas
reduzidas involutivas em P? que intersectam 5 retas de P? dadas em posicao geral

ser4 finito.

Considere C = {C CP?:C € uma conica reduzida involutiva}. Dadas

cinco retas distintas, digamos li,ly, 13,1y e ls, em P3 queremos determinar
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#{CeC:Cnl; #0 parai=1,2,3,4,5}.

J& vimos que C' é uma conica reduzida involutiva se, e somente se, C' = m; Ums

onde m; e my sao retas involutivas distintas no plano suporte de C. Assim, a

condicao C' N l; # (0, para i = 1,2,3,4,5, implica em m; Nl; # 0 ou my N1; # 0,
parat1=1,2,3,4,5.

Desse modo, a existéncia de uma conica reduzida involutiva intersectando as 5

retas dadas implica na ocorréncia de um dos seguintes casos:

caso

caso

1 Existe m € X tal que m N 1; # 0, para todo i € {1,2,3,4,5}.

0 —
bg—1
A
|
143

Figura 3.9: Existe m uma reta involutiva intersectando as 5 retas

Nesse caso, para cada reta involutiva [ # m intersectando m, temos uma
conica reduzida involutiva m U [ intersectando as 5 retas dadas. Considere
St = U Q) (H), com H percorrendo P%,. Do que foi visto no problema P1,
cada reta [ € S* ¢ involutiva e intersecta m. Deste modo, {m U}, s ¢ um
conjunto infinito de conicas intersectando as 5 retas dadas.

Logo, para esse caso, {C' € C: CNl; # 0, parai=1,2,3,4,5} ¢ um conjunto

infinito.

2 Existe m € ¥ tal que m N {; # (), para todo i € {1,2,3,4}, e m N5 = (.

Note que se [ ¢ uma reta involutiva intersectando m e [5, entao m U [ é
uma conica reduzida involutiva intersectando as 5 retas. Do que foi visto na
resolugao do problema P2, o conjunto S? de retas involutivas intersectando
m e [y, pode ser identificado com m, uma vez que m é involutiva, ou seja,

S? ¢ um conjunto infinito. Assim, {mUl}, g ¢ um conjunto infinito de
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by—

4

[

b |

Figura 3.10: Existe m uma reta involutiva intersectando 4 dentre as 5 retas

conicas intersectando [y, (s, 13,04 € l5. Logo, também nesse caso, temos que

{CeC:CNnl;#0, parai=1,2,3,4,5} ¢ um conjunto infinito.

caso 3 Existe m € ¥ tal que m N 1{; # (), para todo i € {1,2,3} e mNI; = 0, para
=45

b ——— ls
/A

O3 1

Figura 3.11: Existe m uma reta involutiva intersectando 3 dentre as 5 retas

Observe que [ é uma reta involutiva intersectando m, [ e l5 se, e somente se,
m Ul é uma conica reduzida involutiva intersectando as 5 retas. Do que foi
visto no problemas P3, concluimos que a depender da posigao das retas m, 4
e [5 podemos ter finitas (no maximo duas) ou infinitas retas intersectando-as.

Como mN1; =0, para j = 4,5, temos as seguintes possibilidades:

3.1 [ e l5 se intersectam num ponto p.
Seja my5 0 plano determinado por Iy e l5 e {q} = mysNm. Considere (p, m)
o tnico plano passando por p contendo a reta m. Em total analogia com o
caso 3(i) do problema P3, concluimos que o conjunto das retas involutivas
intersectando m, Iy e l5 ¢ S* = (Q,(m45) N X) U (Q,({p,m)) N X). Assim,

{m Ul},.¢s € um conjunto de conicas reduzidas involutivas intersectando
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as 9 retas.
Sabemos da proposigao que Qg (m45) NE = {ly,455 } 5€ qus = p(Ta5) #
g, e que Q,((p,l3)) N E = {l,,}, se p1 = ¢({p,m)) # p. Sob tais

condicoes S? possui um ou dois elementos e, desse modo, temos uma
ou duas conicas reduzidas involutivas intersectando as 5 retas dadas, a
saber m Ul 4. € m Ul,, . Do contrario, S* ¢ um conjunto infinito e,
portanto, {C' € C:CNI; #0, parai=1,2,3,4,5} = {mUl},.g ¢ um

conjunto infinito.

3.2 Iy e l5 nao se intersectam

Neste caso m, Iy e [5 nao se intersectam. Pela proposicao [3.1] existe uma
quadrica () contendo tais retas. Da proposicao [3|temos que m, ly, l5 € M
ou m,ly,ls € L. Usando os argumentos utilizados no caso 3(ii) do
problema P3, concluimos que no primeiro caso existem exatamente duas
retas involutivas intersectando m,ly e l5, a saber L; e Ly, e no segundo
caso, que toda reta na familia M ¢é involutiva e intersecta as trés retas
dadas.

Logo, se m,l4,l5 € M temos exatamente duas conicas reduzidas
involutivas intersectando as retas li,los,[3,l4 el5, a saber m U Ly e
mU Ly. Se m,ly,ls € Lentao {C €C:CNI; # 0 parai=1,2,34,5} =

{m U}, .\ € um conjunto infinito.

Observe que dadas 5 retas em posicao geral, podemos escolher 3 retas de
10 maneiras diferentes. Fixadas trés retas, digamos [i,[lo, e l3, existem 2 retas
involutivas, digamos L1?3) L1*  encontrando-as. Tomando agora Li%3, 14, l5 existem
2 retas, digamos M{®, MJ? involutivas encontrando-as. Deste modo,encontramos

40 = 2 -2 - 10 conicas involutivas intersectando as 5 retas dadas.

3.3 Cibicas Reversas

A seguir definimos e estudamos o que vem a ser o prototipo de uma cibica

reversa, que denominaremos de ciibica reversa padrao.

Seja Cp = Z(f07f17f2) C ng onde fo = x1y1 — 5U%,f1 = T1Y2 — T2Y1 €
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f2 = xay2 — y3, e considere o mapa

v Pt - P3

(w:v] = Ul e uw? 0

Note que todo p € v(P!) também pertence a Cy. Afirmamos que v(P') = (.
Com efeito, se p = [ay : as : by : by] € Cp, entdao a3 = a1by, arbs = asb; e
asby = b3. Assim, se a; = 0, entdao ay = 0 = by, o que nos da by # 0. Nesse caso,
p€v(P), poisp=[0:0:0:1] =v([0:1]).
Se a; # 0, podemos supor p = [l : ay : by : by]. Assim, teremos b, = a3,
2 . 3

by = ashy = a3. Logo, p = [1 : ay : a3 : a3] = v([1 : as]) € v(P'). Portanto,
CQ = ’U(]P)l).

Observagao 3.5 Isso mostra que v(P) é uma variedade projetiva. Dita variedade

€ conhecida como variedade de veronese de grau 2.
A seguir verificaremos algumas propriedades da cubica reversa padrao:
Propriedade 1 Cy € uma variedade projetiva irredutivel.

Basta notar que v : P! — P3 é um morfismo de variedades. Desse modo, v(P') = Cj

¢ uma variedade projetiva irredutivel, uma vez que P! o é.

Denote por X = Z(fo, f1, f2) C A* o cone afim de Cj.
Propriedade 2 Cj é uma curva nao degenerada.

Encontremos a dimensao de X. Como Cj ¢é irredutivel temos que X ¢é irredutivel.
Logo, dimX = min {dimT,X : p € X}, onde T,X = (7_, Wi, com W; = N(d,f,).

Observe que se w = (a,b,¢,d) e p = (uv*,v?v,uv*,v*) € X, entdo d,fo(w) =
wva—2utvb+ule, d,fi(w) = v’a—uww?b—uPve+ud e d, fo(w) = v*b—2uv?c+uvd.
Seu =0, entdao p = (0,0,0,1) e d, fo(w) = 0, d, f1(w) = v3a e d,fo(w) = v3b, ou seja,
Wo =C*, Wy = [eg, e3,€4] € Wa = [e1, €3, €4]. Logo, T,X = [es, e4] tem dimensao 2.
Se u = 1, entdo p = (1,v,0%,0%) e d,fo(w) = v’a — 20b + ¢, dpfi(w) =
v’a—v?b—vc+d e d,fo(w) = v3b—2v*c+wvd, de modo que d, fo = —vid, fo+vd, fi.

Logo, diml[dyfo,d,f1,dyfa] = 2 e, pelo Fato , dimﬂfzo W, = 4-2 = 2,
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ou seja, dim1,X = 2. No caso em que u # 0 é qualquer, podemos escrever
dpfo(w) = w?(%za — 22b + ¢), dpfs(w) = w?(%za — &b — Le+d) e dpfo(w) =

u;;(Z—i,b—QZ—zc—i—ﬁd). Como no caso anterior temos dim/[d,, fo, d, f1, d, f2] = 2 e portanto
dimT,X = dim (7_, Wi = 2.

Disto concluimos que dimX = 2 e, por conseguinte, que dimCy = dimX — 1 = 1.
Agora suponha que Cy C m = Z(a171 + asxs + by + bayn) C P3. Entao, para todo
[u:v] € P aju® + agu®v + byuv? 4 byv® = 0. Tomando p; = [0: 1] e po = [1 : 0]
obtemos, respectivamente, by = 0 e a; = 0. Donde 7 = Z(agxa+b1y1). Se tomarmos
p=[1:1] obtemos ay = —b; e assim, podemos admitir que 7 = Z(z2 — 31). Sendo
assim, para todo [u : v] € P!, temos u?v — uwv? = 0. Em particular, para p = [1 : 2],
2 —4 =0, o que ¢ um absurdo. Logo, Cj nao esté contida em nenhum plano de P3,

isto é, Cy é nao degenerada.
Propriedade 3 Cj nao € involutiva.

Lembremos que Cy é involutiva se, e somente se, X é involutiva. Sabemos que
fo, f2 € S(X). Temos que {fo,fo} = —2(yi +23) ¢ /(fo. f1, f2), pois, caso
contrario, terfamos (u?v)? + (uwv?)? = 0, para todo [u : v] € P!, e isso nos da,
para [1: 2] € P!, o0 absurdo 4 + 16 = 0. Logo, X C A? ndo ¢ involutiva e, portanto,

Cyp nao é involutiva.

Nosso proximo passo é mostrar Cp nao € a intersegao de quaisquer duas quédricas.

Propriedade 4 Sejam Q, e @y duas superficies quddricas contendo Cy. Q4 € Qp

se intersectarao na unidao de Cy com uma reta.

Sabemos que Cy = Z(fo, f1, f2) e verifica-se que (Cy) = (fo, f1, f2). Escolha Q,
e @)y duas superficies quéadricas contendo Cy. Entao Q, = Z(agfo + a1 fi + asfs)
e Qy = Z(bofo + bifi + bafs) com [ag : ay : as], [bo : by : bs] € P2 Considere
l = Z(L,M), com L = (—ajby + biag)r1 — (axby — baag)xa + (—aghy + baay)yr e
M = (—aiby + biag)rs — (azby — beag)yr + (—agby + baay)ys. Mostraremos que
[ C Qq N Qp. De inicio, mostraremos que f, = aofo + a1 f1 + asfo € (L, M).

Se —ai1bg+biag # 0, entao f = J-L+K-M, com J = agy; +a1y2 € K = agxs+ a1y,
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nao nulos, pois —aibg + byag # 0. Se —aibg + biag = 0 e —asby + baay # 0, entao
fo=J - L+ K-M, com J = —agrs + asys € K = apxr; — asy; nao nulos, pois
—asbgy + baag # 0.

Vejamos o caso em que —aiby + biag = 0 = —asbg + baag € boa; — asby # 0. Observe

que, nesse caso, a; € as nao podem ser nulos ao mesmo tempo e que

—a1bp + brap =0
o 1o = ao(b2a1 — agbl) =0=ag=0.
—CLQbO —|—b2a0

Assim, temos f, = J-L+ K -M, com J = ayxs+ asy; € K = a1x1 + aswe nao nulos,
pois —agbg + beag # 0. Disto concluimos que [ C @Q,.

Da mesma forma f, = byfy + b1fi1 + bafo € (L, M), ou seja, | C @Qy e, portanto,
CoUl C QuNQy.

Agora observe que:
o foL = (bizy + boxa) fo — (a121 + a922) fr;
o fil = —(bozx1 — bayn) fu + (aoz1 — azyn) fi
o fol.=—(bowz + biy1) fa + (a0w2 + aryr) fo;
o foM = (biza + bayr) fo — (122 + asn) fo;
o fiM = —(boza — baya) fu + (a0T2 — azya) fo;

o oM = —(boyr + bry2) fa + (aoyr + ary2) fo;
Assim,
(CoUl) = S(Co)S(1) C {far fo) €V far fo) = S(Qu N Qo).
Logo, @, NQy C CuUIL.

Definigao 3.6 Uma variedade projetiva C C P? ¢ denominada de cibica reversa se

C' for projetivamente equivalente a Cy.

Exemplo 3.7 Sejam L = x1, Lo = x1 + 2o, Ly = x1 + y1, My = x9,
My = z3 +y1 e My = y1 + y2. A sequir verificaremos que Xqp =
{aL; + bMy,aLy + bMy,als + bMs} € L.1., para todo [a : b] € P'. De fato, considere
a, B, v € C tais que a(aly + bMy) + S(aLs + M) + y(aLs + bM3) = 0. Assim,
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alaxy + bxy) + Bla(zy + x2) j b(za+ 1)) +v(a(z1 +y1) + b1 +32)) =0 &
(a+pB+7)a=0
ab+ Bla+b) =0
Bb+~y(a+b) =0

[ 10 =0

Caso 1: b= 0.
Nesse caso, como a # 0, devemos ter ay = 0 = aff = (o« + 8 + ), ou seja,
a=p=v=0.
Caso 2: b # 0.

Nesse caso devemos ter 0 = v = = «. Assim, podemos definir um morfismo

0 : Pt — P3
[CL . b] — P[a:b]
onde Py € determinado pelos zeros das formas lineares em X|q)-

Observe que se supomos b # 0, entdo

axry + bﬂ?g =0
— a __a? _ ab®+a3+ba>
a(zy +x2) + (2 +y1) =0 S To=—3T1, Y1 =301 €Yo = —"—5 .
a(zy +y1) +b(yr +y2) =0
Assim, Py = [0 : —ab® : a®b : —ab® — a® — a?b].
Considere o isomorfismo linear T : C* — C* dado por T(uy,us,vi,vy) =

(vg, —v1, U2, —v1 — Uy — ug). Observe que T induz uma Mcp T tal que tal que
T(Cy) = 0(P'). Logo, 6(P') € uma cibica reversa.
Além disso, verifica-se que se

X Ly Ly Ls
D = {p € P’ :posto (p) <15,
M, M, Ms

entao D = 0(Ph).

De fato, seja p = O([a : b)) € O(P'). Sabemos que {p} = Z(Ai,As,A3), onde
A = alqy + bMsy, Ny = alo + bMy e A3 = als + bM3. Assim, LaAy — L1Ay =
b(MiLy — MsLq), MyAy — MiAy = —a(MyLy — MsLy), LsAy — LiAs = b(M;1Ls —
MsLy), MsAy — MyAs = —a(MiLs — M3Ly), LsAs — LoAs = b(MsLs — M3Ls) e
M3sAy — MsAs = —a(MsLs — M3Ls) se anulam em p. Como a # 0 ou b # 0,

concluimos que os menores de ordem 2 da matriz
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Ly Ly Ls
My M, M;

(p)

sao todos nulos, ou seja, a matriz acima tem posto menor ou igual a 1. Portanto
6(P') C D.

Agora, se p=lay :ag: by : bs] € D, entao

arby —a3 =0
Clel + a162 — a1y — CLle =0

a1b2 + GQbQ — 19 — b% =0

Como 3(Co) = (fo, f1, f2) temos que S(O(PY)) = (go,91,92), onde gg =
Jo(T™ Ny, 22,91,2), 91 = AT (21, 22,51,92) € g2 = fo( T w1, 22,91, 302)).
Assim, go = fo(—y2—y1+a,y1, =2, 21) = Taya + 2oy — 25— y7, g1 = fi(~ya—y1+
Ty, Y1, —T2, T1) = —T1Y2 — T1Y1 + 0102 +Toy1 € g2 = fo(—Y2 — Y1 + T2, Y1, —¥2,71) =
L1y — T3,

Logo, go(p) = agby + asby — a3 — b? = (a1by — a3) + (a1by + asbs — ajas — b3) — (arby +
arby — aras — ashy), g1(p) e g2(p) sao nulos. Portanto, {go, g1,92) C (D), ou seja,

D C §(P'), como queriamos.

Assim, o exemplo acima é um reflexo de como podemos construir ctibicas reversas

por meio de variedades determinantais. Mais precisamente verifica-se que:

Fato 3.8 Sejam L., Lo, L3, M;, Ms e M;s formas lineares em S. FEntao
{aL; + bMy,aLy + bMy,als + bMs} € L.I, para todo [a : b] € P! se, e somente

se, 0o conjunto

Ly Ly L
p € P : posto b (p) <1
My, My Ms

define uma cibica reversa em P3.

Fixada | C 3 uma reta denotaremos S, = {f € Sy : 1 C Z(f)}.

Lema 3.9 Fize a reta ly = Z(x1,22) C P?. Existe um aberto nao vazio U C
P(SY) xP(S®) tal que, para todo ([F),[G]) € U, verifica-se que Z(F)NZ(G) = l,UC,

onde C € uma cubica reversa.
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Prova. Sabemos que SY é um espaco vetorial de dimensdo 7 sobre C tendo
{23, 2129, T1Y1, T1Y2, T3, Toy1, ToYa } por base. Assim, podemos considerar a seguinte

identificacao entre P(S¥) e PS:
[F] = oo a1 g gy as : agl,

se F' = oz} + 12119 + aor1ys + a321ys + a3 + asTay + apTals.

Seja ([F],[G]) € P(SY) xP(S®). Assim, F' = z1(aox1 + a1 20+ agy; +asys) +To(byzo+
bayr + bsy2) € G = x1(coxy + 122 + cayr + c3y2) + Ta(diza + doyr + dsys).

Logo, ([F],[G]) se corresponde com o ponto ([ag : ay : as : as : by : by : b3, [co :
€1 :Cy ez idytdy:odg]) € PC x PO Chame L, = apzry + a1ms + asy; + asys,
Ly = biza + by + b3y, Le = cox1 + c1T2 + oY1 + C3Y2 € Lg = diza + dayy + d3ys €

considere a matriz de formas lineares

Para cada [a : 3] € P, seja Xjap = {ow1+ Bas, —aLy + Lo, —aLy+ BL.}.
Suponha que exista [a : 8] € P tal que xa.g ¢ L.D. Assim, o posto da matriz

a seguir ¢ menor ou igual a 2:

Q@ 15} 0 0
BCLO _abl + 6&1 —Oébg + ﬁag —Oébg + ﬁag . (31)
Becy —ady + Pey —ads + Bes —ads + PBes

Isto nos diz que os determinantes dos menores de ordem 3 sao nulos. Tomando, por
exemplo, o menor formado pelas colunas 1, 3 e 4, temos ([F], [G]) € Z(p:1(x,y)),
onde py(z,y) = a(a’zs5ys — afrsys — afrays + °ays — @’ xeys + afasys + afreys —
B%x3ys) € Clxg, ..., T6, Yo, -, Ys] € bihomogéneo de grau 1 em x e em .

Observamos com isso, que os quatro menores 3 X 3 da matriz acima dao origem a
4 polinomios pi(x,y), pe(z,y), ps(z,y) e ps(x,y) bihomogénos de grau 1 em z e em
y e que o conjunto dos zeros destes polindémios definem um conjunto fechado em

PS x PS. Assim,
Fiaeg) = {([F],[G]) € P® x P° : X[ai9) € L.D. }
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¢ um fechado em P® x PS.
Observe que, para [F]=[0:0:1:0:1:0:0/e[G]=[0:0:0:1:0:1:0],
obtemos de a seguinte matriz

a B 0 0
0 —a [/ 0
0 0 —a p

que tem posto 3.
Logo, Fa:5 € um fechado proprio de P x PO,
Agora considere p;(u, v, zg, ..., Tg, Yo, -, Ys), ¢ = 1,...,4, os polindbmios originados

pelos menores de ordem 3 da matriz

U v 0 0
VLo —UT4 + VT —UT5 +VTy —uTg + VT3 | - (3.2)

VYo —UYs+ VY1 —uYs +0Y2  —uYe + VY3

Temos que Z = Z(p1, P2, D3, Pa) C P x P6 x PS ¢ dado por
{(Joe: B, [F],[G]) : F = w1 Ly + w2y, G =x1 L+ 23Lg € Xfasg ¢ L.D.}.

Considere p, a projecao para PS x PS. Como ps ¢ fechada, temos que Z = py(Z) =
{([F], [G]) F= l’lLa + $2Lb, G = fElLC + .’132Ld e d [CK . ﬁ] € P! Xa:8] é LD}
¢ um fechado em P° x PS. Do que foi visto anteriormente, Z & um fechado proprio.

Assim, U = Z¢ é um aberto nio vazio de P® x PS. Observe que U ¢ dado por
{(IF1,IG)) : F = 21Lq + 2Ly, G = x1Lc + 2Lg € X[a:5) ¢ L1, para todo [a: f] € P'}.

vy —Ly —Lg .
Sabemos que D = { ¢ € P3 : posto () <1, é uma cubica
T2 La Lc
reversa. Mostraremos que, para todo ([F], [G]) € U, tem-se Z(F)N Z(G) = lo U D.
Seja ¢ € Z(F)N Z(G). Suponha que g = [qo : ¢1 : ¢2 : q3] ¢ lo, ou seja, gy # 0 ou

g1 # 0. Note que

L.F — LyG = 2o(LeLy — LoLyg)

LdF - LbG =T (LaLd - LCLb)
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Calculando em ¢ os polindmios acima, concluimos que (L,Ly — L.Ly)(q) = 0.

Segue da defini¢ao de D e do fato de ¢ € Z(F) N Z(G) \ ly que ¢ € D. Logo,

Z(F)N Z(G) C ly U D.

A inclusdo contraria é imediata. Portanto Z(F) N Z(G) = D U . n
Denote por S5° o conjunto {f € Sy : Cy C Z(f)}.

Teorema 3.10 Seja H = {C C P?: C € uma cibica reversa}. Entao dimH = 12
Prova. Defina
L ={(,C,[F],[G]): Z(F)N Z(G) = CUl} C G(2,C*) x H x P(S}) x P(S}).

Considere p; : I' — G(2,C*) a projegao na primeira coordenada. Fixe [y =
Z(x1,15) € G(2,CY). Temos p; ' (ly) = {(lo,C,[F],[G]) : Z(F)N Z(G) = Iy U C}.
Tomando a projecio ¢ : p;*(lp) — P% x PS e o aberto ndo vazio U C P® x PS
do Lema temos ¢~ (U) = p;'(ly). De fato, sabemos que todo ([F],[G]) € U
satisfaz Z(F) N Z(G) = lp U C, onde C' é uma cubica reversa. Assim, é claro que
¢ (U) € pi*(lp). Mostraremos que ¢~ *(U) = p;*(lo). Seja & = (I, C,[F],[G]) €
prt(lp). Assim, Z(F)N Z(G) = Iy UC, onde C é uma curva canoénica. Como
lo C Z(F)N Z(G) temos que F = 1L, + x2Ly e G = 21 L, + x9L4. Considere

A T —Lb —Ld
T2 La Lc
Verifica-se que C = Z(F,G,H), onde H = L,Lq — LyL.. Logo,

C = {qeP3:postoA(q) <1}. Portanto, segue do Fato que Xja:p =
{awy + Bxy, —aLy+ BL4, —aLg+ BL.} ¢ L.I. para todo [« : 3] € PL.
Logo, 4(€) = ([FL,[G)) € U.
Assim,

¢ '(U) = pr'(l)

lq
U c P°xPS

Segue do Teorema da dimensdo da fibra (cf pag. 60 [II]) que existe um aberto
nao vazio V.C P% x P% tal que, para todo v € V, verifica-se que dimq *(v) =

dimpy ' (lo) — dimP® x PS,
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Como P x PS ¢ irredutivel, verifica-se que U NV # 0, desde que U e V sao abertos
nao vazios. Note que, para todo v € U NV, ¢ }(v) consiste de um tnico ponto.
Assim, dimq~*(v) = 0, para todo v € UNV. Como dimP® x P% = 12, concluimos
que dimpy ' (lp) = 12.

Usando mudanca de coordenadas projetivas conclui-se que, para qualquer reta
1€ G(2,CY), dimp; (1) = 12.

Assim, como p; : I' = G(2,C*) é sobrejetivo, concluimos do Teorema da dimensao

da fibra que existe um aberto nao vazio U C G(2,C*) tal que
dimp(l) = dimI — dimG(2,C*) V[ € U.

Assim, dimD" = dimp~*(l) + dimG(2,C*) = 12 + 4 = 16.

Agora considere py : ' — H a projegao sobre a 2* coordenada. Fixe Cj a cibica
reversa padrdo. Temos que p, ' (Cy) = {(I,Co, [F],[G]) : Z(F)N Z(G) =1U Cy}.
Note que se Cy C Z(F)NZ(G), entdao F,G € S5, que é um subespaco tridimensional
de S,. Assim, podemos considerar a projecio h : p;+(Cy) — P2 x P? (P? = P(55°)).
Seja A a diagonal em P2 x P2. Observe que U = h(p;'(Co)) = P x P2\ A ¢ um

aberto nao vazio. Assim, temos

R (U) = py'(Co)
I h
U c P2xP2
Usando novamente o Teorema da dimensao da fibra concluimos que existe um aberto
ndo vazio V C P2 x P? tal que, para todo a € V, dimh™'(a) = dimpy " (Cy) — dimP? x
P2,
Novamente, apelando para o fato de P2 x P? ser irredutivel e pela injetividade de h,

concluimos que
0 = dimh™"(a) = dimp; " (Co) — dimP> x P>V a € UNV.

Portanto dimp, ' (Cy) = 4.
Usando mudanca de coordenadas projetivas, concluimos que dimp,'(C) = 4, para
todo C' € H.

Assim, como py : ' — H é sobrejetivo e aplicando mais uma vez o Teorema da
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dimensao da fibra, concluimos que existe um aberto nao vazio V' C H tal que, para
toda ctibica reversa C' € V, dimp; ' (C) = dimI" — dim™H.

Portanto dimH = dimI' — dimp;*(C) = 16 — 4 = 12.

]

Como observamos nos problemas das retas de Schubert e conicas (caso
involutivo), a formulagdo de uma questdo enumerativa e sua solu¢do dependem
fortemente da determinacgao de um espaco de parametros adequado.

Por exemplo, ja observamos que a cubica revesa padrao nao é involutiva. Por
outro lado considere o mapa

n: Pt - P3
[s:t] +— [as®:bs*t:ct®: dst?] ’

onde a, b, ¢, d € C\ {0}.

Deixamos ao leitor interessado a verificagao de que I(n(P)) = (g9, g1, g2) onde
go = biwiwe — adx3, g1 = bdxriy; — acxays e go = d*way; — beys. Observe que
o isomorfismo linear 7' : C* — C* dado por T'(z1, s, y1,%2) = (ax1,bxs, cys, dy;)
define uma Mcp T, tal que T(Cy) = n(P!), ou seja, n(P') é uma ctbica reversa.
Mostraremos que n(P!) ¢ involutiva se, e somente se, 3ac + bd = 0.

Observe que

e {90, 91} = (bd + ac)b*xyys — 2ac(adz)
e {90, g2} = (B*d* + 4abed)zoys — b*dPxyy,
o {91,092} = (bd® + acd?)zoy1 + 2ac*bys

Se n(P') ¢ involutiva, entao {go, g1} = (bd + ac)b*z1y, — 2ac(adx3) € I(n(P)).
Assim, precisamos que bd + ac = —2ac, ou equivalentemente, bd = —3ac.

Reciprocamente, se bd = —3ac, entdo {go, g1} = —2ac(b*z1y2 —adx3), {go, g2} =
—3ac(acrays — bdx1y1), {g1,92} = 2bd(d*xo31 — bey?) € S(n(Ph)). Logo, n(P) ¢
involutiva.

Disso, concluimos que existem infinitas ctbicas reversas involutivas.

Pode-se mostrar que a dimensao de um espago de parametros para as cubicas
reversas involutivas é 7. Agora a determinacao de um espaco de parametros requer

ferramentas que fogem do escopo deste trabalho.
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Como podemos conferir em [§| sdo sugeridas varias aproximagoes e dentre estas
a utilizagao dos espagos de Kontsevich M, (P?, d) de mapas estaveis de género zero

com n marcas em P3.
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Apéndice A

Espacos Vetoriais Simpléticos

A.1 Espagos Vetoriais Simpléticos

Definicao A.1 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo K e
w:V xV — K uma forma bilinear em V. O par (V,w) é denominado espago

vetorial simplético se w verifica as sequintes condigoes:

1. w(vy,v9) = —w(ve,v1), Y v, v € V. (w é antissimétrica)

2. SeveV étal que w(v,w) =0, Vw €V, entaov=0. (w € nio degenerada)
Caso satisfaca as condicoes acima w € dita uma forma simplética em V.

Exemplo A.2 Seja K = R ou C e V = K?*. Defina wy : K** x K** — K da
sequinte forma:
(u, v) — wo(u,v) = 3L, (Tiw; — yizi),
S€ U= (X1, e, Ty Y1y oy Yn) €0 = (21, e Zp, W1, . W)
Afirmagao: (K> wy) € um espago vetorial simplético.
1. w, € antisstmétrica:
Note que wo(u,v) = Z?:l(%wi — Yizi) = — Z?:l(yizi — ww;) = —wo(u,v).
2. W, € nao degenerada:
Seja u = (ay, ...an, b1, ...by) € K* tal que wo(u,v) =0, V v € K*".
Observe que wo(u,v) =Y 1 (a;w; — b;z;).

Assim, escolhendo v =e; = (0,...,1,0,...,0), com 1 <i < 2n , obtemos:
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a;, se 1<i1<n
0 = wo(u,v) =
—b;, se n+1<j5<2n

Logo, u = 0.
A forma bilinear wy ¢ dita a forma simplética padrao em K2".

Observagoes A.3 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Suponha que V' € um

espago vetorial sobre o corpo K, com charc(K) # 2. Entao:

1. wlu,u) =0V ueV.
Com efeito, w(u,v) = —w(v,u), ¥ u,v € V. Em particular, w(u,u) =

—w(u,u), VueV. Assim,
w(u,u) + wu,u) =0 = w(u,u) (1 + 1x) = w(u,u) - 1% = w(u,u) =0 ou 1% =0

Logo, como charc(K) # 2, devemos ter w(u,u) = 0.

2. dimV > 2.
Suponha, por absurdo, que dim V =1 e considere « = {u} uma base de V'
Afirmacao 1: w = 0.
De fato, sejam vy,v9 € V' quaisquer. Entao existem a,b € K tais que v; = au

e v9 = bu. Logo, pela antissimetria de w obtemos:
w(vy,v9) = w(au,bu) = ab - w(u,u) =ab-0 =0

Afirmacao 2: Se w : V. x V. — K for identicamente nula, isto €, se
w(vy,ve) =0, VY uy,vy €V, entdo w € degenerada.

Com efeito, considere mais uma vez a = {u} base de V' e note que
w(u,v) = w(u,au) = aw(u,u) =0, Yv e V.
Absurdo, pois (V,w) € espago vetorial simplético. Portanto, dim V # 1 .

Assumiremos neste trabalho, que todo corpo tem caracteristica diferente de 2.
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Definigao A.4 (V,w) um espago vetorial simplético e W um subespago vetorial de
V. Definimos o complemento ortogonal ou w—complemento de W, que denotaremos

por W+, da sequinte forma:
WH={veV:wbvw) =0, VweW}.
Observacgao A.5 Se {wy,...,wy} € uma base de W, entao
Wt ={veV:www) =0, para todo i =1, ...k}

Exemplo A.6 Fize V = R*> (K = R) e wy : R*> x R? — R dada por

wo((2,9), (z,w)) = 2w — yz.
Se W =1{(0,0)}, entio W+ = R2.
Se W = [(a,b)], com (a,b) # (0,0), entdo
Wt = {(z,y) € R*: wy((x,9), (ra,rb)) =0, ¥V r € R}
= {(z,y) € R? : rwo((z,y), (a,b)) =0, Vr € R}
= {(z,y) eR?:r-(zb—ya) =0, Vr e R}.
Mas, 7 (zb—ya) =0, Vr € R = (zb— ya) = 0 = zb = ya.

Como (a,b) # (0,0), suponha sem perda de generalidade, que a # 0. Assim, obtemos
xb .
y = —. Daf,
a
Wt ={(z,2):xeR} =[(1,2)] = [(a,0)] =W

Portanto, W+ =W.
Se W =R2?, entao W+ = {(0,0)}, pois wy € nao degenerada.

Proposicao A.7 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e W < V. Defina
I:V = V*porI(u)=1, ondel, :V — K € dada por I,(v) = w(u,v). Temos

que:
1. I € um isomorfismo linear.
2. Se I|w =0, entio u € W,
3. dim W +dim W+ =dim V.

Prova.
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1. Verifica-se facilmente que / é uma transformacao linear.

Observe que o nucleo de I é dado por:
NI)={ueV :ILw)=0,VveV}i={ueV :wuv)=0, VveV}={0},

uma vez que w ¢ nao degenerada.
Como dimV = dimV™* < oo, concluimos a partir do Teorema do niicleo e da

imagem que I é um isomorfismo linear.
2. Note que I, |y : W — K é dada por I,(w) = w(u,w), ¥V w € W. Assim,

Llw=0=>ue W

3. Afirmamos que [(WH) =W ={feV*: f(w)=0, Vwe W}.

De fato, se e g € [(W), entdo existe u € W+ tal que g = I(u) = I, € V*.
Note que g(w) = I,(w) = w(u,w) = 0, V w € W, pois u € W+. Logo,
g=1, € W°e, portanto, I(W+) c W°.

Por outro lado, se f € W entao f € V* e f(w) =0, Vw € W. Como [
¢ um isomorfismo linear, existe v € V' tal que I, = I(u) = f. Dai, tomando
{wy, ..., wy} uma base de W temos I,(w;) = f(w;) = 0, para todo 1 <i < k.
Logo, I,(w) = 0 para todo w € W e assim, u € W=, Portanto, f = I(u) €
I(W+) e temos a outra inclusao.

Como I ¢ isomorfismo linear resulta que dimW+ = dimI(W+) = dimW?°.

Usando que dimV = dimW + dimW?° obtemos o resultado.

Exemplo A.8 Se H = {(9:1, e Ty Y1y Yn) € CT DTN a4 + Z;:ll biyj + yn = O},
entio queremos mostrar que H+ = [w], onde w = (b, ...,b,_1,1, —ay, ..., —ay).

De fato, observe que {uy, ..., Up, V1, ..., Un_1}, Onde u; = €; — a;eon, parai =1,...n, e
Vj = €eptj —bjeq,, para j = 1..n—1, € uma base de H. Assim, seque da Proposi¢cao
que H* tem dimensao 1.

Por outro lado, verifica-se facilmente que w = (b1, ...,bn_1,1, —ay, ..., —a,) € H*.

Teorema A.9 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Entao existe uma base

{ur, ..., up, v1, ... 0.} de V otal que w(u;,uy) = w(v,v;) =0, V1<i<j<mn, e
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w(u;, vj) = 0;;. Em particular, dimV € par. Dita base € denominada base simplética

de V.

Prova. Seja d = dimV . Faremos a prova usando inducgao sobre d. Ja sabemos que
d > 2 (caso contrario, w = 0 ou seja, w seria degenerada).

Suponha d = 2. Seja u € V nao nulo. Como w é nao degenerada, existe v € V' nao
nulo tal que w(u,v) # 0. Afirmamos que {u,v} é base de V.

De fato, suponha que v = au, para algum a € K. Entao
w(u,v) =a-w(u,u) =0.

O que é um absurdo. Logo, u e v s@o linearmente independentes e assim, {u,v} é
base de V.

Seja A = w(u,v) # 0. Considere u; = u e vy = sv. Note que w(uy, v1) = sw(u,v) =
TA=1

Suponha que o teorema é valido para todo espaco vetorial simplético de dimensao
menor que d e considere (V,w) um espaco vetorial simplético de dimensao d.
Como d > 2, podemos determinar uy,v; € V linearmente independentes tais que
w(uy,vy) = 1.

Seja W = [uy,v1]. A seguir mostraremos que (W=, wt), onde wt = W|wLxwiy, é
um espago vetorial simplético.

1

Basta mostrar que w— é nao degenerada.

Afirmacao 1: W@ Wt =V.

1. Wnwt={0}
Seja w € WNW*. Entao w = au; +bv; € W e w € W, Assim,
w(w,a) = aw(uy, o) + bw(vy,a) = 0, ¥V a € W. Fazendo o = u; obtemos
—b = bw(vy,uy) = 0, ou seja, b = 0. Anélogamente, fazendo o = v; obtemos

a = 0. Logo, w = au; + bv; = 0.

2. V=W+W=
Temos que dim(W + W) = dimW + dimW+ —dim(WNW=) = dimV +0 =
dimV e, além disso, que W + W+ Cc V. Logo, W + W+ = V.
Afirmacao 2: wt: Wt x W+ — K, dada por w(u,v) = w(u,v), é ndo degenerada,

ou seja, se u € W é tal que w(u,v) =0V v € W, entdo u = 0.
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Considere u € W+ tal que w(u,v) =0, Vv € Wt. Seja a € V qualquer. Como

W @ W+ =V, podemos escrever o« = v + o, onde oy € W e ag € W, Assim,
w(u, a) = w(u,ar) +w(u,a) =040 =0.

Logo, w(u, ) =0, ¥V o € V. Como w é nao degenerada, concluimos que u = 0.

1 & nao degenerada e (W=, wt) um espaco vetorial simplético.

Portanto, w
Agora note que dimW+ = dimV — dimW = d — 2. Entao segue da hipotese
indutiva que existe 3 = {ua, ..., Uy, V2, ..., v, } uma base de W+ tal que w' (u;, u;) =
0 =wh(vi,v;) e wh(us,v;) =0y, Vi,j €1{2,...,n}.

Afirmacao: o = {uy,ug, ..., Up, V1,02, ..., v, } € base de V e satisfaz w(u;, u;) =0 =
w(v;,vj) e w(u;,vj) =6y, V1,5 €{1,2,...,n}.

De fato, tendo em consideracdo que {uj,v;} e B sdao bases de W e W+,

respectivamente, e V. =W @ W+, concluimos que o é base de V.

Por outro lado,
w(ubvj) = W(Uj,vl) = W<'U1,Uj) = w(uluuj) = 07 \V/] € {27 7m} € w(uhvl) = 17

pois uy, v € Wewuj,v; € W+ e uy e us foram tomados de modo a satisfazer a ultima
destas igualdades.

Portanto, a é uma base e satisfaz as condi¢oes do teorema. [ ]

Observagao A.10 A base candnica de C* é uma base simplética relativa a
forma simplética padrio wy, onde wo(u,v) = Y0 (z;w; — yiz), para u =

(X1, ooy Ty Y1y ooy Yn) €0 = (21, ey Zpy WY, ey W)

Definigao A.11 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e W um subespago de

V.
1. W € dito isotrépico < W C W+.
2. W € dito co-isotrdpico ou involutivo < W+ C W.
3. W ¢ dito lagrangeano < W = W=,

Proposicao A.12 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e W um hiperplano
em V, ou seja, W € um subespaco de V de dimensao dimV — 1. FEntao W €

nvolutivo.
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Prova. Suponha que W+ ¢ W. Logo, existe w € W+ tal que w ¢ W.Como
dimW = dimV — 1 e w ¢ W, podemos escrever V.= W @ [w]. Assim, qualquer
v € V pode ser escrito na forma v = a 4+ aw, onde « € W e a € K. Dai, para todo
veV,
w(w,v) = w(w, a) + aw(w,w) =0,

uma vez que w(w,w) = 0, pela Observagao , e w(w,a) = 0, pois « € W e
we W

Como w é nao degenerada, concluimos que w = 0, o que é um absurdo, pois 0 € W.

Portanto, W+ C W, ou seja, W ¢ involutivo. [

A.2 Transformacao Linear Simplética

Definigao A.13 Sejam (V,w) e (Vi,wq) espagos vetoriais simpléticos sobre o corpo
K. Uma transformacao linear T : 'V — V} € denominada de transformacao linear

simplética se T*w; = w, isto € ,
w1 (T(v1), T(v2)) = w(vy,v9), V1,09 € V.
Denotaremos por S,(V,w) o conjunto definido por:
Sy(Viw) ={T € Aut(V) : T"w = w},
onde Aut(V') é o conjunto dos isomorfismo lineares de V.

Observagao A.14 (S,(V,w),0) € um grupo.

Com efeito, a composicao de fungoes € associativa e a aplicacao Idy @V — V
dada por Idy(v) = v € um isomorfismo linear simplético, sendo, pois, o elemento
neutro de Sp(V,w). Resta mostrar que todo elemento de S,(V,w) possui inverso em
S,(V,w). Seja T € S,(V,w). Se T € Aut(V), entao existe T-' € Aut(V) tal que
ToT'=T"1 0T =Idy. Mostremos que T~ € S,(V,w). Sejam v,w € V. Entdo

W(T™H(v), T (w) = w(T(T(v), T(t™} (w))) = w(v, w).

Logo, (T™')*w = w e, portanto, T~' € S,(V,w).
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Proposicao A.15 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético sobre K (K =R ou
C) de dimensao 2n e (K*",wy) o espago vetorial simplético, onde wy € definido por

n

wo(u,v) = Z(%wz — Yi%i),

i=1
se U = (Ty, e, TpyY1yesYn) € U = (21, 00y Zny Wi, oy Wy).  Entao existe um
isomorfismo linear T : V — K* tal que T*wy = w, ou seja, T € um isomorfismo

simplético.

Prova. Considere o = {uy, ..., uy,,v1,...,v,} uma base simplética de V. Defina
T:V = VoporT(v)=(a1,...,an,b1,....;b,), s v = ajus + ...+ apty, +byvy + ...+ byv,.
Observe que T assim definida é isomorfismo linear. Mostremos que 1" é uma
transformacao simplética.

Sejam v,w € V dados por v = aju; + -+ + ayu, + byvy + -+ + bv, e w =
ciuy + - - + ety + dyvy + - - - + dyv,, com v,w € V. Note que:

n

wo(T'(v), T(w)) = wo((a, ey Any b1y ooy by), (€1, ooy Cry iy oy dy)) = Z(aidi — bic;).

i=1

Usando a bilinearidade de w e o fato de a ser base simplética obtemos

w(u,v) = w7 @i+ Yo biviy Yoy Gy + Y oi divy) = > (aid; — bicy).

Donde concluimos o resultado. ]
Observe que o isomorfismo simplético T' : V' — K?* na Proposicao acima nos

permite mostrar que os grupos S,(V,w) e S,(K**, wy) sdo isomorfos.

Observacgao A.16 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e L : V — V um
isomorfismo simplético. Para cada W subespago de V, wverifica-se que L(W+) =
(LOV)

De fato, se v € L(W?), entio v = L(u), para algum u € W+. Assim, para cada
w e W, temos w(v, L(w)) = w(L(u), L(w)) = w(u,w) = 0. Logo, v € L(W)™.
Reciprocamente, se u € (L(W))*, entdo w(u, L(w)) = 0, para todo w € W. Como

L ¢ um isomorfismo eziste v € V tal que u = L(v). Logo,

0= w(u, L(w)) = w(L(), L(w)) = w(v,w) = v € W = u= Lv) € L(W™).
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Apéndice B

Variedades Afins

B.1 Variedades Afins

Definigao B.1 Sejam K um corpo e S um subconjunto de K[z, ..., x,]. Definimos

o conjunto dos zeros de S, o qual denotamos Z(S), por
Z(S)={a=(a1,....,an) € K": f(a) =0, V f € S}.
Observagoes B.2 Sejam S, 51 C K[zy,...,x,] e [ um ideal em K[z, ..., z,].
1. Se S C Sy, entao Z(S1) C Z(S).
2. Z(S) = Z((S)), onde (S) denota o ideal gerado por S em K[z, ..., x,].

3. Z(I)={a€K": fila) =0, i=1,...,k} se I = {f1,..., fx).

Definicao B.3 Um subconjunto X C K" € denominado uma variedade afim se, e

somente se, existe um ideal I de Klzy, ..., z,| tal que X = Z(I).

Exemplo B.4 Como Klz] é um dominio de ideais principais, X C K é uma
variedade afim, se, e somente se, X = Z(p(z)), para algum p(x) € Klz]. Em

particular, se K = C, entao

C, se p(x)=0
X = 0, se p(x)e C\{0}

{ay, ...;ar}, se p(x) = (r1 —a)™...(x1 — ap)™.
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Exemplo B.5 O conjunto Y = {(a,b) € R*: b > 0} nao é uma variedade afim.
Suponha o contrdrio, ou seja, suponha que existe um ideal I C R[xy,xs] tal que
Z(I) =Y. Note que I nao pode ser o ideal nulo.

Considere f(x1,x2) € I nao nulo, entao podemos escrever:
f@1,m2) = ag(x1) + a1 (z1)ws + az(x1)x3 + -+ - + aq(w1)as.

Sejam a € R fizo e fo(xs) = f(a,z2) € Rlxg). Como f € I eY = Z(I) temos

que f(a,b) =0, para todo b € R nao negativo, ou seja, f,(b) = 0,para todo b > 0.

Assim, fo(x2) € Rxs] tem infinitas raizes, o que implica que f.(x2) = 0. Daf,
ap(a) = ay(a) = -+ =aq(a) = 0.

Como a € R foi qualquer, ag(z1),a1(x1), ..., aq(x1) € Rlz1] possuem infinitas raizes,
donde ag(xy) = ar(x1) = -+ = aqg(x1) = 0. Absurdo, pois f(x1,xs) foi tomado nao
nulo.

Proposicao B.6 A unido finita e a interse¢ao de variedades afins € uma variedade

afim. Os conjuntos O e K™ sao variedades afins.

Prova. Conferir a Proposigao 1.1, pag. 2 em [6]. [ |

Logo, a familia
A={Z(I)}, com I percorrendo o conjuntos dos ideais em K[z, ..., x,],

define uma topologia em K", a qual denomina-se topologia de Zariski. O espaco
K™ munido da topologia de Zariski sera denotado por Af e denominado n-espaco
afim. Os subconjuntos fechados em A} serao denominados de conjuntos algébricos

ou variedades afins.

Observacao B.7 Se f € K[zy,...,z,] € um polinémio nao constante, entao X =
Z(f) € dita uma hipersuperficie definida por f. Uma hipersuperficie em A% é
chamada um curva plana afim. Se f € um polinomio de grau um, entio X = Z(f)

¢ denominada de hiperplano em Ag.

Definicao B.8 Seja Y um subconjunto de Af. O ideal associado a Y em

K[z1,...,x,], que denotaremos (YY), é descrito da sequinte forma:
SY) ={f € K[xy,...,z,) : f(a) =0, para todo a € Y} .
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Exemplo B.9 Se Y = {(a,b) e R?:a-b=0} C A%, entio o ideal associado a 'Y

E claro que S(Y) D (x123). Agora, seja f(x1,z2) € S(Y). Podemos escrever
fz1,22) = z129 - g(21, T2) + 21 - ho(21) + X2 - ha(22) + ap.

Temos que f(a,0) = a-hi(a)+ap =0 e f(0,b) = b-ha(a)+ag = 0, para todo a,b € R.
Tomando H(xy) = x1 - hi(x1) + ag € Rlz4], temos H(a) = a - hy(a) + ag = 0, para
todo a € R. Assim, H(x1) € Rlz1] possui infinitas raizes, ou seja, H(z1) = 0, donde
concluimos que hy(z1) = 0 = ag. De modo andlogo, concluimos que ho(xg) = 0.
Desse modo f(x1,x2) = x122 - g(x1,22) € (T122), ou seja, F(Y) C (x122).

Portanto I(Y) = (z129).

A proposicao a seguir mostra algumas das relagbes entre ideais e conjuntos

algébricos.

Proposigao B.10 Sejam Y e Y subconjuntos de A} e I um ideal de Kz, ..., x,].

Entao:
1. S(Y) € um ideal radical, isto €, F(Y) = \/S(Y).
2. SeY CYs, entao (Y1) C S(Y).

3. Teorema dos Zeros de Hilbert: I(Z(I)) = I, se K for algébricamente
fechado.

4. Z(3(Y)) =Y, se K for algébricamente fechado.

Prova. Consultar Proposigao 1.2, pag. 3 em [6]. ]

B.2 Conjuntos Irredutiveis

Definicao B.11 Sejam X um espaco topoldgico e Y um subconjunto de X munido
da topologia induzida pela topologia de X. Y € dito irredutivel se, e somente se,
para todos Fi, Fy fechados em Y tais que Y = Fy U Fy, verifica-se que Fy =Y ou
F, =Y, ou seja, Y nao pode ser escrito como uniao de dois subconjuntos fechados

proprios de Y. Do contrdrio, Y € dito redutivel.
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Exemplo B.12 O conjunto R, com a topologia euclidiana, € redutivel, pois podemos
escrever R =1TU J, onde I = (—00,0] e J = [0,+00) sao fechados prdprios em R.

Considere agora R munido da topologia de Zariski. Um subconjunto F C AL é

fechado se, e somente se, F'= Z(I), onde I = (p(x)) € um ideal em R[z]. Assim,
0, se p(x) nao possui raizes reais
F = R, se p(x)=0
{ai,..,;ar}, se ai,...,ar sio as raizes reais de p(x)

Logo, o espaco afim AL ¢ irredutivel pois € infinito e seus subconjuntos fechados

proprios sao finitos.

Proposicao B.13 Seja X C Ag uma variedade afim. X € irredutivel se, e somente

se, o ideal associado (X)) € primo.

Prova. Sejam f,g € K[zy,...,z,] tais que fg € $(X). Temos X C Z(fg) =
Z(f)U Z(g). Assim, se X é irredutivel, entdo X C Z(f) ou X C Z(g), isto ¢,
f e S(X) ouge IX). Logo, I(X) é primo.

Reciprocamente, seja I(X) primo. Suponha, por absurdo, que X =Y U Z, com Y

e Z subvariedades proprias de X. Entao (YY) e $(Z) contém (X)) propriamente.

Assim, dados f € (V) \ S(X) e g € X(Z) \ S(X) temos:
feeIY)I(Z)CcIY)NT(Z) = (Y UZ) =3(X).
Absurdo, pois ¥(X) é primo. Portanto, X ¢é irredutivel. |

Exemplo B.14 X = {(a,b) € A% : a-b =0} € uma variedade afim tal que I(X) =

(r129) C Rl21,29]. Como I(X) nao € primo, concluimos que X € redutivel.

Definicao B.15 Um espaco topologico X € dito noetheriano se ele satisfaz a
condi¢cao da cadeia descendente para conjuntos fechados , isto €, para toda cadeia de
fechados

}/'13}/23...3}/”3...

erister € N tal que Y, =Y, 1 =---.

Proposicao B.16 Af ¢ um espago topologico noetheriano.
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Prova. Consultar Exemplo 1.4.7, pag. 5 em [6]. [ |

Proposicao B.17 Se X € um espago topoldgico noetheriano, entdo todo
subconjunto fechado nao vazio Y pode ser escrito como uma uniao finita Y =
YUY, U---UY, de subconjuntos fechados irredutiveis Y; C Y. Além disso, se

for exigido que Y; Y, para i # j, entao os Y;’s sao unicamente determinados.
Prova. Consultar Proposigao 1.5, pag. 5 [6]. [ ]

Definicao B.18 Sejam X um espaco topologico e Y C X um fechado irredutivel.
Y € chamado de componente irredutivel de X, se para todo Z fechado irredutivel em

X tal que Y C Z tem-seY = Z.

Observagao B.19 Como toda variedade afim € um espaco topoldgico noetheriano,
concluimos que X C Ay pode ser escrita na forma X = X U---UXy, onde Xy, ..., X}

sGo as componentes irredutiveis (unicamente determinadas conforme .

B.3 Espaco Tangente de Zariski

A cada polinémio f € K|z, ...,z,] e p € A} fixo, podemos associar o funcional

linear d,f : K" — K definido por:

Z 8:(; Vf(p)-v, onde v = (vq,...,0,).

Definicao B.20 Seja X C Ag uma variedade afim. Para cada p € X, definimos
T,X, o espago tangente de Zariski em p, por:

T,X = () N(df).

fes(x)

Observagao B.21 Seja X C AR uma variedade afim tal que S(X) = (f1, ..., fx)-
Entdo T,X = N, N(d,f;), para todo p € X.
De fato, seque da definicao que T,X C ﬂle N(d,fi)-
Por outro lado, se v € ﬂle N(d,fi), entao 0 = d,fi(v), para todo i = 1,... k.
Assim, dado f = Pifi 4+ -+ Pifr € (X) = (f1, ..., [x) temos que

)= G20 L0+ B 2Ew) =Y ) ),

Jj=1 Jj=1
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Dai, se v = (vy,...,v,) entao d,f(v) => 7, %(p)vi € igual a

S OB FLW)e =D B(p) Y 5 lei =Y Pip)-0=0.
i=1 j=1 t =1 i— 9Ti =
Logo, v € T, X.

Exemplo B.22 Considere X = {(ay,...,a,)} C AE. Temos que f € K[y, ..., x,]

pode ser escrito da sequinte forma:

f=(xn—an)q(z1, ., x0) + (Tno1— an_1)q2 (21, ooy Tn1) + -+ (21 — a1)gu(x1) + 70

Como f(ay,...,a,) = 1o, se f € I(X), concluimos que rq = 0. Portanto,
XX) = (z1 — ay, ..., Ty — an). Assim, pela observagao T,X =iy N(d,pf),
onde f; =x; —a; ep=(ay,...,ap).

Note que se u = (uq, ..., up), entao d,fi(u) =1-u; = w;, parai=1,...,n. Logo, se

uwe Ny N(d,fi), entao u; =0, Vi=1,..,n e, portanto, T,X = {(0,...,0)}.

Proposicao B.23 Seja X C Ag wuma variedade afim. Considere d =

man {dim T,X : x € X}. Entdo o conjunto
{pe X :dim T,X = d}
€ um aberto nao vazio de X.

Prova. Suponha que ¥(X) = (f1,..., fx) C Klzy,...,z,]. Para cada p € A%,
considere a aplicagao linear 7,: K" — K" cuja matriz é

IE 9 P i
L) ) .. )

Jp) = 3—3;3@) g—ﬁ.(p) %;(p)

Observe que se p € X, entao:

1. O nicleo de T, ¢

N(T) = {vekn: Lo+ Qv 4ot 2oy = 0,0 =1, k)

={veK":dfi(v)=0,i=1,.. k} =T,X.
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dim T,X = dimN(T,) = n — dim Im(T,) = n — posto(J(p)). (B.1)

Seja I, o ideal de K[z, ...,x,] gerado pelos determinantes dos menores de ordem

m X m da matriz
Ofi
J(x1, .y xy) = (8; (21, ...,:L’n))ij.

Note que I, C Iy C -+- C Iy C I;. Assim, se A; = Z(I;), i = 1,...,k, entao

Ay D Ap_1 D+ C Ay C Ay, Além disso, t
A\ A ={p e K" : posto(J(p)) =1} ={p € K" : dim N(T,) =n—1}.

Como d = min{dim T,X : p € X}, existe xy € X tal que dim T,, X = d e, desse
modo, zg € Ap_gi1 \ An—a ={p € K" : dim N(1T,) =n — (n —d) = d}.

Afirmamos que X C A, _411. De fato, suponha que X ¢ A, _4.1. Logo, existe
x € X tal que * € A, 411, ou seja, existe pelo menos um menor de ordem
(n—d+1)x (n—d+1) da matriz J(z) cujo determinante é nao nulo. Portanto,
posto(J(z)) >n—d+ 1.

Assim, por (B.1)), n—dim T, X = posto(J(x)) > n—d+1. Donde d—1 > dim T, X,

o que é um absurdo pela escolha de d.

Logo,
{peX dmT,X=d} =XN(A—a+1\A4n—-a)
= X N (Ap_gp1 N (An-a))
= XN (A4,_q)°.
Assim, {p € X : dim T,X =d} é um aberto nao vazio de X, desde que z, €
XN (A,_q)°. ]

Observagao B.24 Notagoes como acima, verifica-se que {p € X : dim T,X = d}
é um aberto denso em X (cf. Coroldrio 13.13 paginas 191-192 em [7] ).

B.4 Dimensao e Pontos Singulares

Definicao B.25 Seja X C Ag wuma wvariedade afim e considere d =

min {dim T,X :x € X}. Um ponto p € X € dito nao singular se, e somente se,
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dim T,X = d. Caso contrdrio, p € denominado de ponto singular.
O lugar singular de X sera denotado por Sing(X), ou seja,
Sing(X) = {p € X : p é ponto singular de X}.

Definicao B.26 Sejam X C A uma variedade afim. Se X é wrredutivel,

definimos a dimensio de X, que denotaremos dimX, por dimX = d,
onde d = min{dim T,X :x € X}. Se X € redutivel, entio dimX =

max{dimX;:1<i<k}, onde X = X; UXyU---UX} € a decomposi¢ao de X

em componentes irredutiveis.

Exemplo B.27 Se X = {a,b} C A}, com a # b, entdo podemos escrever
X = XjU Xy, onde Xy = {a} e Xy = {b} sao irredutiveis. Vimos, no Exemplo
que T,X; = TyXs = {(0,...,0)}. Logo, dimX; = dimX, = 0 e, portanto,
dimX = max {dimX;,dimXs} = 0. Assim, todo subconjunto finito de A} tem

dimensao zero.

Exemplo B.28 Se X = Ag, entao T,X = K", para todo p € X, uma vez que
(X) = (0). Logo, como X € irredutivel temos dimX = n e Sing(X) = 0, isto €,

todo ponto de AR € nao singular.

B.5 Variedades Afins Homogéneas

Definicao B.29 Seja X C A" wma variedade afim. X serd demominada de
variedade homogénea se, e somente se, para todo p € X e todo A € C, verifica-

se que \p € X.

Observacgao B.30 Uma variedade afim X C A"™ é homogénea se, e somente se,
(X)) é homogéneo.

Com efeito, suponha F(X) homogéneo. Logo, I(X) admite um conjunto de
geradores homogéneos, digamos fi, ..., fx, com grau f; =d;, parai=1,..k. Assim,

para todo p € X e todo A € C tem-se:

fidp) = Xifi(p) =0, i=1,..,k
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Desse modo, A\p € Z(3(X)) = X, isto €, X é homogénea.
Reciprocamente, suponha que X € homogénea . Seja f € S(X) qualquer. Podemos
escrever f = >"" o fi, onde cada f; é um polindmio homogéneo de grau i. Assim,

para cada p € X,
0= f(\p) = Z N fi(p), para todo X € C,
i=0

donde 0 = fo(p) = -+ = fu(p). Portanto, deduzimos que f; € I(X), para todo

i=1,..,n. Assim, I(X) é homogéneo.

Do que foi visto acima segue-se que H C A?" é um hiperplano homogéneo se, e
)

somente se, H = Z(h), onde h € Clz1,...,Zn, Y1, .., Yn)1 € nao nulo.

Lema B.31 Seja H C AZ" um hiperplano homogéneo. Entao existe um isomorfismo

simplético L : C*" — C*" tal que L(H) = Z(y,).

Prova. Suponha que H = Z(h), com h = ayz1+- - -+apnTp+b1y1+- - - +bp_1Yn—1+Yn-

Assim,
(.Tl, ey Ty Y1, 7yn) cHs Yp = —A1T1 — *+* — ATy — blyl + o= bnflynfl.
Logo, H = [ty ...;Up, V1, ..., V1] C C?, onde u; = ¢; — aean, para i = 1,...,n, e

Vj = €pyj — bjes,, para j=1,...,n — 1.
Segue, do Exemplo que Ht = [w], onde w = (by,....,b,_1,1,—ay, ..., —ay).
Afirmamos que {uy, ..., Uy 1, W, V1, ..., Up_1,€2,} € uma base simplética de C>"

relativa a forma simplética padrao wy. Com efeito, usando a Observacao [A.10] temos:

o WO(uiv Uj) = Wo(ez‘—aiezn, €; —aj€2n) = wo(ez‘, 61;) _ajW0<€i> €2n) _aiWO(e2n7 €j)+

alajwo(egn,egn) =0.
o wy(u;,w) =0, poisu; € H, paratodoi=1,...n—1ewe H*.

L WO(Ui7Uj) = wo(€n+i — biean, €ntj — bj€2n) = w0<€n+i7 €n+j) - bjwo(enﬂ', €2n) -

biwo(€an, €ntj) + bibjwo(€an, €2,) = 0.

o WO(Uj7 €2n) = wo(€n+j - bj€2n7 €2n) = w0(6n+j7 e2n) - bjwo(ezm €2n) =0.
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o WO(U/Z',UJ‘> = WO(eiuenJrj) - bjw(](ei>€2n> - aiw0(62naen+]’) + aibjwo(€2m€2n) =

W0<€z’>en+j) = 5ij-
e wo(w,v;) =0, pois v; € H, paratodo j =1,...,n—1ew € H*.
o wo(ui, €n) = woles, €2n) — aiwo(€2n, €2,) = 0.

[} wo(w,€2n> = wo(blel 4+ ... + bnflenfl + €p — A1€p41 — .o — an€2n,€2n) =
wo(en, ean) = 1.
Considere o isomorfismo linear L : C** — C?" dado por u; > €;, W > €, € U; = €4
Observe que L leva base simplética em base simplética. Logo, L é um isomorfismo
simplético.

Além disso, L(H) = ley, ..., ean—1] = Z(yn)- n
Observagao B.32 Seja L : A" — A" uma mudanga de coordenadas afim.

1. Se X C A" for uma variedade afim, entao L(X) € uma variedade afim em A™.
2. p € Sing(X) se, e somente se, L(p) € Sing(L(X)).

3. Sepe X, entio L(T,X) = Ty L(X).

B.6 Anel de Coordenadas de uma Variedade Afim

Definicao B.33 Seja X C AR uma variedade afim.  Definimos o anel de
coordenadas de X, que serd denotado por A(X), por

K[xl,...,xn]

AN =5

Exemplo B.34 A(X) = % ~ K, se X = {a = (ay,...,a,)}.
Yo Kz, ..nx,] = K
p — pla)
Como N(p,) = {f € K[z1,...,z,] : f(a) =0} = HX) e @, € um homomorfismo de

anéis sobrejetivo, seque do teorema dos isomorfismos que



B.6.1 Definicao Intrinseca do Espago Tangente de Zariski

Sejam X C Af uma variedade afim e p € X. Defina

o AX) = K
T = I

onde A(X) = R[mj """ 2] ¢ o anel de coordenadas de X.
Note que ¢, esta bem definida e é um homomorfismo sobrejetor de anéis.
Denotemos por m,, o nucleo de ¢,. Segue, do Teorema dos isomorfismos, que

ALY)

m

I

K.

P

Portanto, m,, ¢ um ideal maximal de A(X).

Observagao B.35 m, ¢ um espago vetorial sobre K com a sequinte agao:

Kxm, — m,
(k. f) = k-f=kf
Fato B.36 Sejam f,g € K[z, ...,x,] tais que f — g € (X)), onde X C A} é uma
variedade afim. Considere p € X. Entao

de‘TpX = dpg|TpX~

Prova. Sabemos que existe h € (X)) tal que f — g = h. Assim,

of dg . Oh

(p), i=1,...n.

Seja v = (v1, ..., v,) € T,X < K". Entao

af g _ 0Oh .

. (p)v; — o1, (p)v; = oz, (p)v; , 1=1,...,n.
Logo,

"L of dg B oh

2 a—xi(p)% - — a—xi(p)vi = ; B (P)vi,

ou seja,
dyf(v) —dpg(v) = d,h(v) =0, pois h € F(X) ev € T,X.

Portanto d, f|r,x = dpg|7,x- ]

7



Fato B.37 Sejam Lq,...,Ls € V*, onde V' € um espago vetorial sobre K de dimensao
finita n. Considere W; = N(L;), i =1,...;s. Entao dim(WyN..NW)=n—7j se,

e somente se, dim[Ly, ..., Ls] = j.
Prova. Conferir o Lema 1.2.3 em [9]. ]

Lema B.38 Seja L € (K™)* tal que L|p,x =0, onde p € X C Ag ¢ uma variedade
afim tal que (X)) = (f1,..., fs). Entao L € [d,f1, ..., d,fs].

Prova. Lembremos que 7,X = N;_;N(d,f;). Assim, pelo fato , dim T,X =
n — j, onde j = dim [dpfi,...,d,fs]. Escolha {vi,...,v,_;} uma base de T,X
e considere {vi,...,v,_j,w1,...,w;} uma base de K".  Além disso, considere
{vl, ey Uy W ,...,w;-‘} base dual de (K™)*.

Note que [dpfi,....dpfs] C (T,X)° = [v1,.,v0n4]° = [wi,..,w;]. Como
dim [dpf1, ..., dpfs] = j, temos que [d, f1, ..., dp fs] = [w], ..., w]].

Temos também que L € (K")*. Assim, existem ay,...,a,—;,b1,....,b; € K tais que
L =awj+ -+ anjv,_; + bywy + -+ + bjwj. Além disso, L|pp,x = 0, ou seja,
0 = L(vi) = a;, para todo i = 1,...,n — j. Portanto, L = bywj + --- + bjwj €
[wi, ..., wi] = [dpfr, ..., dp fs]. n

Proposicao B.39 Sejam X C AL wma variedade afim e p = (p1,...,pn) € X.
Entao
M o (T,X)".

m2

Prova. Defina
Y. m, — (TpX)*

[ df
a qual esta bem definida pelo fato [B.36] Afirmamos que ¢ é sobrejetiva.
De fato, seja L € (7T,X)*. Considere L € (K")* uma extensdo de L e f =
S L(e;)(z; — p;) € K[y, ..., 2,,]. Note que f(p) = 0, ou seja, f € m,,.
Além disso, se o = {vy,...,v5} € uma base de T,X, onde v; = (vj1, ..., Vi), para
1=1,....k, entao

Zai p)vij = Z (ej)viy = L Z”weﬂ = L(v;),
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ou seja, d, f(v;) = L(v;), ¥V v; € a. Logo, d,f = L em T,X e, portanto, L = ¢(f),
com ? € my,.

Entao segue-se do Teorema dos isomorfismos que % = (T,X)*. Mostremos que
N(p) = mj.

Se f € m2, entdo existem @7, ..., ay, 1, ..., By € M2 tais que f = > 1 %0,

Assim,

f= Yoy afiem, CAX)= f—>" af; =h para algum h € (X) =
2 (p)=2(p), i=1,...,n=d,f(v) = d,h(v) Vv € T,X.

Como h € I(X) e v € T,X temos que dyh(v) = 0. Logo, d,f(v) =0, Vv e T,X.
Portanto, f € N(¢) e vale N(¢) D m?.

Agora, seja f € N(p). Entdo f € m, e d,f : K* — K satisfaz d, f|r,x = 0. Assim,
se S(X) = (f1,..., fs) segue do Lema anterior que existem ay,...,a; € K tais que

dpf = afldp.fl +- asdpfs'
Considere g = f — ijl a;f; € Klzy, ..., x,]. Note que:

L. fi(p) = 0, uma vez que p € X e f; € I(X). Além disso, f(p) = 0, pois
fem,. Logo, g(p) = f(p) — X5, a;f;(p) = 0.

2. f=g,poisg—f = —Z?Zlajfj € 3(X).

Afirmamos que g € m?.

De fato, como g(p) = 0 podemos escrever

Q—Zqz vi—pi) = Y (a6 — aip)) (i — p; +Z(b Pi)
i=1

. 0
Assim, qi(p) = 22 (p) = 2L(p) = X1, a; 52 (p).

Ja vimos que d,f = aid, f1 + ... + asd, f; € K**. Dai,

8 "0,
f Zafl +...+aS;&];(p)

=1

) Ofs o
Z@xz pei =, afl( * ”SZai

of
8.751-

o o/, Y
<p>:alaﬁ(pw---msai,(p)=Zaja£,<p>.
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n  O0f; . n
LOgO? Qz(p> = 88;,]; (p)_Z]:l aijl (p) = 07 1= 17 cey . Desse HlOdO, g = Zi:l Ql(xz_pz)a
onde ¢;(p) = 0 = (z; — pi)(p), o que significa que g = > | G(z; — p;) € m2.
Como f = g, concluimos que f € mz, o que implica que N(p) C mﬁ.

Portanto, N(¢) = m? e temos o resultado. n

B.7 Funcoes Regulares e 1-formas

Definicao B.40 Sejam U C X aberto, f : U — K e p € U. Dizemos que [ €
reqular em p se, e somente se, existem uma vizinhanca V de p em U, e fungoes
h,g € Klzy,...,z,| tais que f(z) = %, VaxeV. Sef for reqgular em todos 0s

pontos de U dizemos que f é uma func¢ao reqular em U.
Para cada U C X aberto, denotaremos Ox(U) = {f : U — K: f é regular}.

Observacao B.41 Ox(U) é um anel comutativo com unidade com as operagoes
usuais de adigao e multiplicacao de fungoes. Desde que f+ g, f - g € Ox(U), se
f7 g e OX(U)

Observagao B.42 Se f € Ox(U), entao g—fl, AL ¢ Ox(U).

s B
Proposicao B.43 Seja X C A} uma variedade afim. Defina

Fe 7

)

onde ¥. X — K € dada por flp) = f(p). Entio verifica-se que o ¢ um

1somorfismo de anéis.

Prova. Conferir Teorema 3.2, pag 17 em [0]. u

Defina
U] = {cp U — [ {p} x (T,X)": ¢(p) € {p} x (T,X)", Vpe U}-
peU

Afirmamos que ®[U] é um Ox(U)-modulo com as operagoes dadas a seguir:
Se [ € Ox(U) e g, € ®U], com o(x) = (x,L:) e P(z) = (z, M), onde
L., M, € (T,X)*, entdo:
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1. ¢+ ¢é definida por (¢ + ¢¥)(x) = (z, L, + M,)
2. f -y édefinida por (f - ¢)(x) = (z, f(z)L,).

Observagao B.44 A cada f € Ox(U) podemos associar df € ®[U] , definida da
sequinte forma:
df - U = Upey {0} x (T,X)7,
= df(x) = (z,d.f)

comd,f =30, gg er, onde {e},...,e:} é a base dual canodnica em (K")*.

Definigao B.45 Seja ¢ € ®[X]. ¢ € uma I-forma em X se, e somente se,
V p € X, existe uma vizinhanga U, de p tal que ¢|y, pertence ao Ox(U)-modulo
gerado por {df € ®[U,] : f € Ox(U)}. O conjunto das 1-formas em X serd denotado
por QX|. Assim, ¢ € QX| & Vp € X 3 U, C X, vizinhanga de p, e
fiso oy g1, s gk € Ox(Up) tais que plu, = fidgi + -+ + frdgr € ®[U,].

Exemplo B.46 Considere X = A% e as aplicagies

1y : A%{ — R ty : A%{ — R
e :
(a,b) — a (a,b) — b

Observe que
dt; : AR — U{p} x (T,X)* . dty: AR — U{p} x (T,X)*
x = (x€]) r = (x,€})

Afirmamos que dt; e dty geram o Ox(X)-mddulo Q[X], isto €,V ¢ € Q[X], existem

f1, fo € Ox(X) tais que p = fidt, + fodts.
Note que se U C X é um aberto e f € Ox(U), entao

df (p) = (p, dpf) = (p, 2= (P)et + 5L (p)es) = (0, 5L (p)ed) + (p, 2L (p)es) =
L(p)(p,er) + 52;( )(p,€3) = 2L (p)dti (p) + 2L (p)dia(p) =
(FLdty + $Ldty)(p), Vp e U.

Agora se p € Q[X] C P®[X], entdo v(p) = (p,ai(p)e; + az(p)e*) = ardti(p) +
(Zthg(p), v D€ X.

Por outro lado, para todo p € X, existe uma vizinhang¢a U, dep e f1, ..., fe, 91, ..., g €
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OX(U) tais que @\Up = fidgr + -+ + fedge. Como g1, ...,qr € Ox(U,) temos que
dgi =

311 |Up + == 8 dt2|Up7 V 1= ,]{3.

Logo,

olu, = fl(amldt1|Up + agl dis|u,) + .. + fk(axldt1|Up + agk dta|u,) =
0 0
(X fi5e)dt o, + (ijl figat)dtslu, -

Donde concluimos que a;|y, = Zj ) f] 9. bara i = 1,2, ou seja, ar,as € Ox(X).
Assim, ¢ = aydty + aqdty, com ay,a9 € Ox(X) e, portanto, QX] = Ox(X)dt; +
Ox(X)dty. Afirmamos ainda que se ¢ € Q[X] € tal que ¢ = ardt; + azdty =
bidty + badts, com ay,as,by, by € Ox(X), entao a; = by e ay = by. Logo, Q[X] € um
Ox (X)-mddulo livre de posto 2, tendo por base {dt,dts}.

Escreve-se Q[X] = Ox(X) ® Ox(X) =2 0% (X).

De modo mais geral, se X = Ag, entao Q[X] = O%(X) € gerado por {dty,...,dt,},

onde

(1, ey ) Ty

€ a projecao na i-ésima coordenada, para cada i =1,...,n

Lema B.47 Sejam X C A™ uma variedade afim e p € X. Se 6 € Q[A"], dada por
0(p) = (p.6,), € tal que 0,7, x =0, entao existe f € I(X) tal que d,f = 0,.

Prova. Considere (X) = (fi,..., fe). Note que 6, € (C")* e que 6,|5,x = 0.
Entao, pelo Lema [B.38] existem ay, ..., ar € C tais que 6, = aydy, f1 + - - - + ardp, fi.
Tomando f = ayfi+- - +apfr € I(X) temos que dpf = ard, f1+- -+ ard, fr = 6,.
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