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Resumo:

Neste trabalho, estudamos uma versao do Teorema Ergdédico Multiplicativo de Oseledets para
difeomorfismos de classe C'! sobre uma variedade Riemanniana compacta de dimensao finita que
garante a existéncia dos expoentes de Lyapunov em quase todo ponto com relagao a uma medida
de probabilidade boreliana invariante pelo difeomorfismo. Na verdade, demonstraremos o teorema
em uma versao mais geral, a saber, no contexto de cociclos lineares. O teorema de Oseledets para

difeomorfismos sera estabelecido como um caso particular desta versao.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos, Expoentes de Lyapunov , Ergédica, Probabilidade Invari-

ante, Pontos Regulares, Fibrados.



Abstract

In this paper, we study a version of the Multiplicative Ergodic Theorem of Oseledets for
diffeomorphisms of class C* on a compact Riemannian manifold of finite dimension which ensures
the existence of Lyapunov exponents at almost every point with respect to a Borel probability
measure invariant by diffeomorphism. In fact, we demonstrate the theorem in a more general
version, namely in the context of linear cocycles. The theorem of Oseledets for diffeomorphisms

will be established as a special case of this version.

Keywords: Dynamical Systems, Lyapunov exponents, Ergodic, Invariant Probability, Regular

Points, bundles.
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Introducao

Quando estudamos um sistema dinamico, uma das questoes mais frequentes ¢é a sensibilidade
do comportamento do sistema em relacao as condigoes iniciais. Para medirmos o quao sensivel é o
sistema ¢é necessario sabermos como se comporta a taxa com a qual dois pontos muito préximos,
isto é, com condigoes iniciais muito proximas se distanciam mediante a evolucao do sistema. Um
método desenvolvido pelo matematico russo Alexander M. Lyapunov (1857-1918) mede o afasta-
mento entre dois pontos iniciais considerando que a taxa de aumento da distancia entre eles seja
exponencial. A sensibilidade as condicoes iniciais de um sistema pode ser medida pelo niimero real
denominado expoente de Lyapunov. E natural questionar o que ocorre em um sistema dinamico
quando o numero de iteragoes sobre seus pontos tende a infinito. Neste caso, o expoente de Lya-
punov ¢ definido como um limite para cada ponto do espaco onde o sistema se desenvolve , e
portanto também podemos questionar sobre a existéncia ou nao do expoente de Lyapunov para
cada ponto. Sob o ponto de vista probabilistico o teorema conhecido como Teorema Ergddico
Multiplicativo de Oseledets (devido a Valery Oseledets) garante a existéncia dos expoentes de
Lyapunov para quase todo ponto de um sistema dinamico sob certas condi¢oes. Em 1965, Va-
lery Oseledets era um estudante de pés-graduacao sob a orientagao de Y. Sinai. Do trabalho de
Sinai tornou-se claro que a entropia positiva nos sistemas dinamicos classicos esté relacionado
a divergéncia exponencial de orbitas originadas em pontos proximos. Esta conexao se tornou o
ponto de partida do interesse de Oseledets no problema de divergéncia exponencial. Em 1965,
durante o workshop sobre teoria ergédica em Khumsan, ele provou o Teorema Ergddico Multipli-
cativo. A ideia principal da prova é reduzir o caso geral para o caso de cociclos triangulares. Em
1966, Oseledets deu uma palestra intitulada “A lei forte dos grandes niimeros para oS processos
de matrizes aleatérias”no Congresso Internacional de Matematicos, em Moscou. Um ano depois,
ele defendeu sua tese doutorado , o terceiro capitulo desta tese foi chamado de “A multiplicative
ergodic theorem. Lyapunov characteristic numbers for dynamical systems”(“Teorema ergddico
multiplicativo. Ntumeros de Lyapunov caracteristicos de sistemas dinamicos”). Finalmente, em
1968, o artigo com o mesmo titulo, foi publicado. Ragunathan deu mais uma prova do Teorema
Ergédico Multiplicativo explorando o Teorema Ergodico Subaditivo de Kingman. Outras demons-
tragoes alternativas e em varios contextos do Teorema Ergodico Multiplicativo foram sendo dadas

desde entdo.
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Neste trabalho apresentaremos uma versao do Teorema de Oseledets seguindo a demonstracao
dada por Marcelo Viana (referéncia [13]) que é um aperfeigoamento da demonstracao dada por
Mané ([10]).

O intuito do Capitulo 1 serd estabelecer notagoes e dar defini¢oes e resultados importantes
para o restante do texto. Iniciaremos com alguns conceitos da Teoria da Medida que aparecerao
com frequencia durante o texto. Alguns teoremas deste capitulo nao serao demonstrados, pois
os mesmos sao teoremas classicos e sao facilmente encontrados nos textos sobre o assunto. No
entanto, serda dado a referéncia onde pode-se encontrar tais demonstragoes.

Logo apds, no Capitulo 2, passaremos a dar definicoes importantes de Teoria Ergddica, tais
como a definicao de Medida Invariante e Ergodicidade. Ainda serd apresentado alguns resultados
importantes, como o Teorema de Recorréncia de Poincaré e o Teorema Ergédico de Birkhoff.

No Capitulo 3, iniciaremos com defini¢oes do expoente de Lyapunov mostrando sua relacao com
os iterados de pontos em condi¢oes muito préximas. Depois, passamos a definir pontos regulares,
expoentes de Lyapunov e espacos préprios de um difeomorfismo de classe C' em um ponto qualquer
de uma variedade Riemanniana compacta de dimensao finita. Neste capitulo serd apresentado o
resultado principal da nossa dissertacao que é o Teorema de Oseledets. A demonstragao do
Teorema de Oseledets vai seguir de um resultado mais geral cuja a demonstracao sera dada em
etapas e as definicoes e resultados necessarios para seu entendimento serao introduzidas ao longo

do capitulo.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as definicoes e notagoes basicas ao entendimento do texto e
também resultados que serao utilizados futuramente. Nao serd apresentado todas as demons-

tragoes, mas indicaremos as referéncias onde podem ser encontradas.

1.1 Topicos em Teoria da Medida

1.1.1 Espacos de medida

Definicao 1.1. Uma dlgebra no conjunto X é uma familia X de subconjuntos de X que satisfaz
as sequintes propriedades:

(i) 0, X € X.

(ii) Se A € 3, entdo A° := X\A € X.

(iii) Se A, B € ¥, entdo AUB € ¥.

Desta definicao , temos também que

ABeY=ANB=(AUB“ )Y cSeAB=ANB" €.

Definicao 1.2. Dizemos que uma dlgebra ¥ no conjunto X é uma o—dlgebra de subconjuntos de
X, se
A, € ¥ para todo n € N = UAnEE
n=1
Definigao 1.3. O par ordenado (X,Y), composto pelo conjunto X e por sua o—dlgebra é chamado

de espaco mensuravel. Os elementos da o—dlgebra sao ditos conjuntos mensurdveis.
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Vemos também que

A, €L VneN= (A, = (| JA) e x.
n=1 n=1

Dada uma familia F de subconjuntos de X, dizemos que uma o—4élgebra ¥(F) é a c—élgebra
gerada por F, se F C X(F) e para toda o—algebra {2 de subconjuntos de X tal que F C (2
tivermos X(F) C Q. Notemos que a o—algebra gerada por F é a menor o—élgebra em X que
contém F.

Se X é um espaco topoldgico a o—4algebra gerada pela familia dos conjuntos abertos recebe o
nome de o—dlgebra de Borel de X e a denotamos B(X). Os elementos de B(X) sdo chamados de

conjuntos de Borel ou borelianos de X.

Defini¢ao 1.4. Uma medida num espago mensurdvel (X,%) € uma funcao p: ¥ — [0,400] que

satisfaz:

(i) u(0) = 0

(11) se (Ap)S2, € uma sequencia de conjuntos disjuntos dois a dois de ¥, entao

2 (U An) = Zﬂ(An)'

A medida p é dita finita se u(X) < oo, e dita o — finita se existirem conjuntos (A,)7, em X

n=1
tais que X = J 2, A, e pu(A,) < oo para todo n.

Definicao 1.5. A tripla (X, X, pn) € chamada espaco de medida. Se pu(X) = 1 dizemos que
¢ uma medida de probabilidade(ou apenas, probabilidade). Neste caso, chamamos (X,%, u) de

espaco de probabilidade.

Se (X, X, p) é um espaco de medida, dizemos que um conjunto C' C X tem medida 0 se existe
A€ ¥ tal que C C A e u(A) = 0. Uma propriedade aplicdvel a pontos de um conjunto S C X
vale em quase todo ponto x € S com relagao a medida p(abreviadamente pu—q.t.p.) se o conjunto

dos pontos de S onde nao vale a propriedade é de medida zero.

Proposicao 1.1. Seja (X, X, u) um espago de medida. Entao:
1. Se AABe¥ e AC B, entao u(A) < u(B).

2. Se AABeX eAC B e pu(A) < oo, entio (B — A) = u(B) — u(A).

n—-+o0o

3. Se A, € ¥ para todon € N e Ay C Ay C ..., entdo (U An> = lim p(A4,).

n=1
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4. Se A, € ¥ para todon € N e Ay D Ay D ... e pu(Ay) < oo, entdo

5. A, € X para todo n € N, entao p (U An> < Z,u(An).

Demonstracao. Ver as referéncias [2] , [4]. O

1.1.2 Funcgoes Mensuraveis

Definig¢ao 1.6. Dados dois espagos mensurdveis (X, X) e (Y, Q) dizemos que a aplicagio T : X —
Y € mensurdvel se T™1(A) € ¥ para todo A € Q.

Se X e Y sao espacos topologicos dizemos que T': X — Y é mensuravel se o é com respeito

as o—algebras de borelianos.

Proposicao 1.2. Sejam C' uma familia de subconjuntos de'Y e Yo = 3(C') a o—dlgebra gerada
por C. Entdo f: (X,31) = (Y,3) € mensurdvel se, e somente se f~*(A) € ¥y para cada A € C.

Demonstragdo. Uma das implicacoes é obvia. Entao basta mostrar que se f~*(A) € ¥; para cada

A € C entao f é mensuravel. Mostremos inicialmente que o conjunto
={Ae;: [T(4) e}

é uma o— algebra em X. De fato,pois

L. 0 eQ, pois [71(0) =0 €%y

2. Seja A € Q. Notemos que f~HY\A) = X\f71(A) € ;. Ouseja, A :=Y\4 € Q.
3. Se A, € () para todo n, entao f‘l(U Ap) U ) € 34, ou seja, U A, €Q.
n=1 n=1 n=1

Como C' C Q, segue que Xy C Q e, portanto f~}(B) € ¥;, VB € Xy, isto é , f é mensurdvel. [

Desta forma, se T' : X — Y, onde X eY sdo espacos topoldgicos, € continua, entdo T ¢é
mensurdvel. De fato, continuidade significa que a pré-imagem de qualquer aberto de Y é um
aberto de X e, portanto, estd na o—algebra de Borel de X. Como os abertos de Y geram a
o—algebra de Borel de Y, segue que a pré-imagem de qualquer boreliano de Y também é um
boreliano na o—algebra de Borel de X.

Passaremos agora a apresentar defini¢oes e teoremas que relacionam convergéncia e mensura-

bilidade. Alguns dos resultados a seguir serao de utilidade no decorrer do texto.

3



1. Preliminares

Definicao 1.7. Se X € um conjunto e Y um espaco topoldgico, dizemos que uma sequéncia de
fungoes f, : X =Y converge pontualmente para uma funcao f : X =Y, se

lim fu(z) = f(2)

n——+o0o
para todo x € X.

Proposicao 1.3. Se (X,%) e (Y, B(Y)) sao espagos mensurdveis, onde Y € um espago métrico, e
fn: X =Y, n>1¢€uma sequéncia de fungoes mensurdveis convergindo pontualmente para uma

funcao f: X =Y, entao fé mensurdvel.

Demonstragcao. Observemos que pela Proposi¢ao basta apenas mostrar que f~1(U) € ¥ para

todo aberto U em Y. Definamos o conjunto

1
F,.:={yeU: B(y,

E) - U}>

onde B(y,r) := {v : d(v,y) < r}. Entao F,, é fechado: Se y; € F,,, para todo j € N, y; — v,
e d(v,y) < %, entdo para j suficientemente grande temos d(v,y;) < %, assim v € U. Agora,
f(z) € U se e somente se f(x) € F,, para algum m, e entdo para n suficientemente grande temos
que

A(fale), S(a)) < 5 -

e isto implica que f,(x) € Fy,, para n suficientemente grande. Reciprocamente, se f,(z) € F,

para n suficientemente grande , entdao como F,, é fechado temos f(z) € F,, C U. Portanto,

oy =UUN £ E

m k n>k

mostramos que

e como f, }(F;,) € X, pois cada f,, ¢ mensurdvel, segue que f~1(U) € ¥ como queriamos mostrar.
]

Proposicao 1.4. Sejam (A, X) e (B,S)) espagos mensurdveis e uma aplica¢io f : A — B. Se
existe uma cobertura enumerdvel (A,), de A por conjuntos mensurdveis, tal que f|a, : An — B €

uma aplicacao mensurdvel para cada n > 1, entao f: A — B € uma aplicacao mensurdvel.

Demonstragdo. Seja Y € Q. Temos que (f|a,) ' (Y) € &, Vn € N, logo U(f|An)’1(Y) € X.

n=1
Agora, mostremos que
) = JUla) ).
n=1
De fato, uma das inclusoes é obvia, provemos entao que f~1(Y) C U(f|An)’1(Y). Seja © €
n=1
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fYY). Como A C U A,, segue que x € A,, para algum ny, € N, logo vemos que = €
n=1
(fla,,)~H(Y). Desta forma, concluimos que
FHY) C (Fla) ' (Y) € (J(fla) M),
n=1

Donde segue o resultado. [

Definigao 1.8. Sejam (X, X, u) um espaco de medida e Y um espago topoldgico, dizemos que
uma sequéncia f, : X — Y, n > 1, converge em pu—quase todo lugar (u—q.t.p v € X) se existe
M e ¥ com u(M) =0 tal que

lim f,(z) = f(x), Vo € X\ M.

n——+0o

Teorema 1.1. (Egorov) Seja (X, %, p)um espaco de probabilidade, f : X — R wuma fungao,

fo : X = Ryn > 1, uma sequéncia de funcoes mensurdveis tal que lir+n falz) = f(x) em
n——+0o0

pu—q.t.p. x € X. Entao a sequéncia f, converge quase uniformemente a f, isto é, para todo € > 0

eziste A € ¥ com u(A) < € tal que a sequéncia f,|AC converge uniformemente a f|AC.
Demonstragao. Ver referéncias [2], [3] e [4]. O

Definigao 1.9. Seja (X, X, 1) um espago de medida. Dizemos que uma sequéncia de fungoes

mensurdveis f, : X — R converge em medida a uma funcao f : X — R se para todo € > 0:

lim p({r € X ¢ |fale) — f(2)] 2 €}) = 0.

n—+

Dizemos também que f,, € de Cauchy em medida se

lim p({re X :|fu(x) = f(x)] > €}) =0, Ve > 0.

n,m—-+00

Proposicao 1.5. Seja (X, X, ) um espaco de medida. Se uma sequéncia de fung¢des mensurdveis

fn: X = R converge em medida , entao f, é de Cauchy em medida.

Demonstragao. Se f, converge em medida entao para todo € > 0, temos

Jim pu({z € X : | fulx) — f(2)] > €}) =0

Notemos que para quaisquer n,m € N temos

() = fm(@)| < |fu(x) = f(2)| + [f(2) = fn(2)].
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Deste modo,

{reX:|ful@) = fm(z)] 2 e} SH{r € X |fulx) - f2)| = g} Uiz € X2 |fn(2) = f2)] = 5}

[NRe

Logo,

p{z € X2 [fo(2)=fm(2)] = €}) < p({o € X - [fu(x) = f(2)] = g})w({x € X [fm(z)—f(2)] = g})~

Fazendo agora, n, m ir para o infinito, temos

lim p({z e X :|fu(z) = fn(2x)] = €}) <0

m,n—00

donde
lim p({z € X : [fulz) — fu(2)] 2 €}) =0

m,n—00

[]

Teorema 1.2. Se (X,X, u) € um espaco de medida e f, : X — R uma sequéncia de fungoes
mensurdveis tal que f,, converge em medida para uma funcao mensurdvel f : X — R, entdo existe

uma subsequéncia f,, de f, que converge em p—q.t.p x € X para f.

Demonstragao. Pela Proposigao anterior, temos que ( f,,) é de Cauchy em medida. Assim, tomemos

uma subsequéncia (f,, ) = (gx) de (f,) tal que para o conjunto
By, ={z € X : |grsa(x) — gu(z)| = 27"}

tenha-se u(E)) < 27%. Seja F}, = U E;, onde vemos que Fj, € ¥ e
j=k

p(F) <> p(E) <> 277 =27 %0,
i=k j=k

Sei>j>keux¢ F, entdo

N

g9i(7) — gj(@)] < |gi(x) — gia(2)] + ... + [gj31(2) — g5 ()]
1 1 1 1

1
F—F...-i—E = 551 — 9i 1 < 51"

Agora, considere F = | | F. Assim, F € & e u(F) = klim p(Fy) = 0. Podemos concluir entao
—00
k=1



1. Preliminares

que (gx) é uma sequéncia de Cauchy que converge em X\F'. Se definirmos uma fungao f por

) limgg(x), ¢ F
ﬂﬂ_{ 0 z€F

Temos que (gx) converge em p—q.t.p. para a fungdo mensuravel f. O]

1.1.3 Integracao em Espacos de Medida.

Definicao 1.10. Seja B C X. Uma fung¢ao X : X — R dada por

Xy () = Xp(x)=1 se z€B
B = Xp(x)=0 se z¢ B

¢ chamada funcao caracteristica de B.

s

Definigao 1.11. Seja (X, %, 1) um espago de medida. Dizemos que uma fungio ¢ : X — R é
simples se existem aq, as,...,ar € R e conjuntos mensurdveis Ay, ..., Ay € ¥ disjuntos dois-a-dois

tais que
k
o =2 aik
i=1

k
Existe uma tnica representacao ¢ = E a; X4, tal que aq, as, ..., a; sao numeros reais nao nulos

i=1
k

e distintos e X = U A;, neste caso dizemos que é a representacao padrao de .
=

1
Denotemos por M(X,X) como o conjunto das fungdes mensuraveis f : (X,%) — R e por

MT(X,Y) o conjunto das fungdes mensurdaveis nao negativas.

Proposigao 1.6. Seja X — [—o00, 00] uma fung¢ao mensurdvel. Entao existe uma sequéncia (py,)

de fungoes simples tal que |p,(x)| < |f(z)| para todo n e

lim ¢, (x) = f(x) para todo z € X.

n—oo

Se [ € limitada entao a sequéncia pode ser tomada de modo que a convergéncia seja uniforme. Se

f € MH(X,X) entdao podemos escolher 0 < 1 < ¢y < ... < f.

Demonstragao. Ver as referéncias [2] , [4] e [5]. O
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Defini¢ao 1.12. Seja (X, %, u) um espago de medida.

k
1. A integral da fungao simples p € M*(X, ), cuja a representagdo padrao € ¢ = Z a; Xy,,
i=1
em relacao a medida p € definida por

k
/ pdp =Y aip(A;).
X i=1
2. A integral da funcao f € M*(X,%) em relagio a medida p € definida por
/ fdu:sup{/ odp: pe MY (X,X) € simples e 0 < gpﬁf}.
X X

3. Para f € MT(X,X) e A€ X, define-se

/Afduz/XfXAdu.

Proposigao 1.7. Sejam f,g € MT(X,X) e A,B € ¥.

1. Se f <y, entdo/fduﬁ/gdu.
X X

2. Se AC B, entdo/fdug/fdu.
A B

3. / fdp =0 se, e somente se, f =0 pu—q.t.p.
X
Demonstracao. Ver referéncias [2] e [4]. O

Dada uma fungao f: X — R defina as fungdes f*, f~ : X — [0, +00) como

fH(z) = max{0, f(z)} e f~(2) = max{0, — f(z)}.
Notemos que f = f* — f~ e que f*, f~ sdo nao negativas. Observemos ainda que

feEMX, )& fr /- e MH(X,%).

Definigao 1.13. Seja (X, X, u) um espago de medida. Dizemos que uma fungao f € M(X,Y) €
integrdvel (ou p—integravel quando existir a necessidade de especificar sob qual medida estamos

considerando) se

/ frdu <+ e / frdu < +o0.
X X
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Neste caso definimos

/X fdu = /X Frdp - /X fdp

Proposicao 1.8. Sejam f,g € M(X, X)) integrdveis e ¢ € R. Entao cf e f+ g sao integraveis e

/XCfdMZC/deue /X(f+g)du=/xfdu+/xgdu.

Demonstracao. Ver referéncias [2] e [4]. O

Proposicao 1.9. Uma funcio f € M(X,X) € integrdvel se, e somente se, |f| € integravel. Neste
]/ fdu‘ < [ 1#1dn.
X X
[4].

Defini¢ao 1.14. Seja (X, X, 1) um espaco de medida. Uma funcao f : X — C € dita integrdvel

caso temos

]

Demonstracao. Ver referéncias [2] e

se as funcgoes fi, fo : X — R sao integraveis, onde

fi(z) = Re(f(x)) e fa(x) = Im(f(x)).

/deu:/xfldquz’/ngdu.

O conjunto de todas as fungoes integraveis f : X — K é denotada por Lk (X, ). Seja p > 1.

Neste caso definimos

Denota-se £P(X, X, i) o conjunto das fungoes f : X — R tais que |f|P é integréavel.
Passemos agora a enunciar alguns dos mais importantes teoremas em Teoria da Medida rela-

cionados a convergéncia e integral.

Teorema 1.3. (Convergéncia mondtona) Seja f, : X — R, n > 1, uma sequéncia de

fungdes integrdveis tal que para p — q.t.p x € X a sequéncia { f,(x)}, € mondtona crescente e

sup/ fndp < +00.
n Jx

Entao a fungao f(x) = lir+n ful(z) € integrdvel e
n—-—+0o0

lim / Fudp = / fdu
n—-+oo X X

Demonstracao. Ver referéncias [2] e [4]. O

Teorema 1.4. (Fatou) Seja f,, : X — R uma sequéncia de fungées positivas e integrdveis tal que

liminf/ frdp < 400
X

n—-+o0o

9
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e convergindo em pu—q.t.p para f: X — R. Entdo f ¢ integrdvel e

liminf/ fnd,LLZ/ fdu
n—+oo [y X
Demonstracao. Ver referéncias [2] e [4]. O

Teorema 1.5. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,,), uma sequéncia de fungoes
em Lx(X,%, ) que converge p—q.t.p. para uma funcao f : X — K. Se existe g € Lx(X, %, )
tal que | f.| < |g| para todo n, entio f € Lx(X,3,u) e

lim /fndu:/fd,u.
n—-+00 X X

Demonstracao. Ver referéncias [2] e [4]. O

Definicao 1.15. Seja X um conjunto e ¥ uma o—adlgebra de subconjuntos de X. Se p : X —
[0,400) ev: X — [0,+00) sao medidas, dizemos que p € absolutamente continua com respeito a

v, denotamos u < v, se A€ ¥ ev(A) =0 implica p(A) = 0.

Teorema 1.6. (Radon-Nikodym) Seja (X, %, 1) um espago de medida e v : ¥ — [0 : +00) uma
medida satisfazendo p < v. Se (X, %, 1) € o—finito (isto é se existe uma cobertura enumerdvel
de X por conjuntos em %3 de medida p finita), entdo existe uma fun¢ao v—integrdvel f: X — R*

tal que para todo A € X:
u() = | fav
A

Mais ainda, uma funcao g : X — C € p—integravel se, e somente se, fg é v—integravel e

/X gdp = /X fgdv.

A fungdao f é unica em v—q.t.p e é chamada de derivada de Radon-Nikodym de p com respeito a

i e a denotamos por o

dv

Demonstracao. Ver referéncias [2] e [4]. O

10



Capitulo 2

Toépicos em Teoria Ergddica.

2.1 Medida Invariante e Teorema de Recorréncia de Poin-

caré

A matéria de estudo da Teoria Ergédica sao sistemas dinamicos que possuem medidas invarian-
tes sob a acao da dinamica. Entederemos por sistemas dinamicos de tempo discreto transformacgoes
do tipo f : M — M, sendo M é um espago qualquer, onde consideramos o comportamento do
conjunto {f"(z) € M : x € M}, denominado érbita de x por f. Consideraremos também siste-
mas dinamicos com tempo continuo, neste caso estaremos lidando com fluzos, isto é, com uma
familia de transformacoes f!: M — M, t € R satisfazendo f® = id e f' o f* = f** para todo
s,t € R. Notemos que na definicio de fluxo temos que f' é invertivel e sua inversa é f~%. O
sistema dinamico é dito mensuravel quando o espaco M estd munido de uma o—algebra X de
subconjuntos mensuraveis e f1(A) € X, VA€ X, (ou fH(A) eX,VAeX eVt ER).

Definigao 2.1. Sejam (M, 3, 1) um espago de medida e f : M — M wma transformagdo men-

surdvel. Dizemos que a medida p € invariante por f, ou que f preserva i, se
w(B) = p(f~1(B)) para todo subconjunto mensurdvel B C M.

Dizemos que uma medida j € invariante pelo fluzo (f'); se ela é invariante para cada trans-

formacao ft, isto € , se
w(B) = pu(f~Y(B)) para todo subconjunto B C M et € R.

Notemos que a definicao dada de medida invariante foi dada para uma transformagao men-

suravel f : M — M. Na verdade, a definicao acima é um caso particular da seguinte definicao:

Definigao 2.2. Sejam (X, %, u) e (Y,Q,v) espacos de medida. Dizemos que uma transformagao
T : X — Y preserva medida se é mensurdvel e p(T~'(A)) = v(A), VA € Q.

11
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O proximo resultado caracteriza quando uma medida p € invariante por um transformacao f

em um espaco M.

Proposicao 2.1. Seja f : M — M wuma transformac¢do mensurdvel e p uma medida em M.

Entao f preserva a medida p se, e somente se, para cada fung¢ao p—integrdvel 1 : M — R wvale :

[ vdi= [ wosan (2.1)

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que f preserva a medida u. Se 1 é uma funcao ca-

racteristica , digamos de um conjunto B C M mensuravel, entdo ¢ (x) = Xp(z) onde
IU(B) = /XBd/L e ,u(f_l(B)) = Xf—l(B) = /XB 9] fdu

Como g é invariante por suposicao, segue /XBdu = /XB o fdu. Dessa forma, fica provado que

vdp = ﬁ/} o fdu quando ¢ é uma funcao caracteristica. Logo, por linearidade da integral,
segue que também vale para fungoes simples. Agora, considere uma funcao p—integravel
Y : M — R qualquer. Seja (¢,), uma sequéncia de fungoes simples convergindo para 1) com
lon] < W], Vn. A existéncia da sequéncia (¢,,) é garantida pela Proposigao . Agora, usando o

teorema da convergéncia dominada (Teorema |1.5)) , temos

/¢du: lim /gondu e /¢ofd,u: lim /gpnofd,u.
n—oo n— o0

Notemos que / Ondit = / v, o fdu, pois ¢, é simples, entao segue que

[ = [vosan

A reciproca é imediata, dado um conjunto mensuravel B e tomando ¢ = X, entao

/wdu = /w o fdu = pu(B) = u(f~(B)).
0

O resultado a seguir garante a existéncia de medidas invariantes sob certas condigoes. A

demonstragao de tal fato encontra-se nas referéncias [3], [10] e [12].

Teorema 2.1. Seja T : X — X wma transformacdo continua num espag¢o métrico compacto.

Entao existe pelo menos uma probabilidade invariante por T.

12
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2.1.1 Teorema de Recorréncia de Poincaré

Apresentamos agora um importante teorema de recorréncia, devido a Poincaré, que na sua
versao probabilistica afirma que para medidas invariantes finitas por uma transformacao men-
suravel f: M — M em algum espaco M, quase todo ponto x de um conjunto mensuravel £ com

medida positiva retorna infinita vezes ao conjunto por f.

Teorema 2.2. (Recorréncia de Poincaré) Seja f : M — M wuma transforma¢ao mensurdvel e
seja p uma medida finita invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel tal que
w(E) > 0. Entao, para p—quase todo ponto x € E tem-se que f™(x) € E para um nimero infinito

de indices n.

Prova: Denotemos por Fy = {x € F : f*"(x) ¢ E, Vn € N}, isto é , Ey é o subconjunto
de E dos pontos que nunca regressam a E por f. Vamos mostrar primeiramente que Fy tem
medida nula. Afirmamos que f~"(Ey) N f~™(Ey) =0, YVm > n > 1. De fato, suponha que exista
um elemento x € f~"(Ey) N f~™(Ey) e seja y = f"(x). Desta forma temos que y € Ey e que
fmy) = f™(f"(y)) = f"(x) € Ey C E, ou seja, y retorna a F pelo menos uma vez mais, o
que contradiz a definicao de Ey. Portanto, da nossa afirmagao e da invariancia de y , concluimos

que
u (U f‘"(Eo)> = " ulf T (E) =Y ulE)

Como supomos p finita temos que o lado esquerdo da igualdade acima é finito e como o lado
direito é uma soma de infinitas parcelas iguais, sé nos resta que u(Ey) = 0. Assim, quase todo
ponto x retorna a E pelo menos uma vez.

Considere agora o conjunto F' dos pontos de E que retornam por f a E apenas um nimero

finito de vezes. Afirmamos que

FclJrmE).

De fato, seja x € F, logo existe k € N tal que f*(z) € E e fi(x) ¢ E para todo j > k, isto &,

fk(x) € Ey e assim x € fF(Ep) C U f"(Ep). Como u(Ep) =0 e p é invariante por f, temos
n=0

w(F) < p({J £ (E)) < D nlf ™ (Eo)) = Y p(Ep) = 0.

Portanto, p(F') = 0 e isto conclui a demonstracao do teorema. |

Na sua versao topoldgica o Teorema de recorréncia de Poincaré considera M um espago to-
poldgico munido da o—algebra de Borel. Dizemos que um ponto x € M ¢é recorrente se para toda
vizinhanga U de x existe algum iterado f"(x) em U. Consideraremos ainda que M admite uma

base enumeravel de abertos, isto é, uma familia enumeravel de conjuntos abertos {U, : o € N}

13
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tal que todo aberto de M pode ser escrito como uniao de elementos U, dessa familia,

Teorema 2.3. (Recorréncia de Poincaré-Versao Topoldgica) Suponhamos que M admite uma
base enumerdvel de abertos. Seja f : M — M uma transformacao mensurdvel e u uma medida

wmwvariante finita. Entao, u—quase todo ponto x € M € recorrente para f.

Demonstragdo. Para cada « representamos por U? o conjunto dos pontos z € U, que nunca

regressam a U,. De acordo com o Teorema , U? tem medida nula para cada a. Logo, a uniao

U=|JUs

aeN

enumeravel

tem medida nula. Desta forma, para demonstrar o teorema teremos que mostrar apenas que se
T ¢ ﬁ, entao x é recorrente. Seja x € M\(} e seja U uma vizinhanga qualquer de z. Como M
admite uma base de abertos , segue que U pode ser escrito como uniao de elementos U, dessa
base. Logo, existe k € N tal que x € Uy com Uy C U. Sendo assim, como z ¢ (7, também z ¢ U}
e, com isso = tem algum iterado f"(z), n > 1 que estd em U. Em particular f™(x) € U e como

supomos U uma vizinhanca qualquer de z, segue que = é um ponto recorrente. O

2.2 Teorema Ergddico de Birkhoff

Trataremos agora de um resultado de grande importancia na Teoria Ergddica demonstrado
primeiramente por George David Birkhoff em 1931. A demonstracao que apresentamos segue da

referéncia [14], veja também [g].

Teorema 2.4. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Seja (X, %, u) um espago de probabilidade e T :
X — X uma transformacao que preserva a medida p. Entao, dada qualquer funcao integravel

f: X =R, o limite
Fla) = lim 3™ f(T(2) (22)
j=0

existe para p—quase todo ponto x € X. Além disso, f ¢ uma funcao integrdvel com

[Fin= [t ¢ For-F

14
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Demonstra¢ao. Comecemos a prova mostrando que fo T = ]? De fato, esta igualdade segue de

i (% > A ) - %f(@)

~ Jim (”“) : > ) - Jim L)

n

-~

; 1 J _
= lim —— 2. (T (x)) = f(z).

Agora iremos provar a existéncia (em g—q.t.p) do Limite . Como toda fungao pode ser escrita

como diferenca de duas fungoes nao negativas, isto é,

f=max{f,0} — max{—f,0}

podemos sem restricao, supor f > 0. Sejam as funcgoes

n—1

Fla) =tmsnp = S J(T) e f()=lmint LY F(T(a).

n—oo 1 %5 -
=

/Tdu < /fdu < /idu, (2.3)

entao segue que /(T—i)d,u < 0 e, como (?—i) > 0, temos f = f em p—q.t.p, que é exatamente

Se conseguirmos mostrar que

0 que precisamos concluir.
Vamos inicialmente provar a primeira desigualdade em [2.3|. Para isto, consideremos f, =
min{f, K}, onde K € N é um inteiro fixado (grande). Também fixamos ¢ > 0 (pequeno) e para

cada r € X definimos
n—1
t(z) = min {n >1: %Jzof(Tj(x)) > fr(n) — 6} . (2.4)

Notemos que t(z) sempre existe pela definigdo de limsup e porque f > fr. Notemos ainda que

2.4 implica

Y (T () 2 t(2)(fie(x) — o). (2.5)

15
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Escolhemos M € N grande de modo que o conjunto
E={ze X :tx) > M}

tenha p(F) < (¢/K). Notemos que isso é sempre possivel, uma vez que a familia de conjuntos
oo

E, ={x € M : t(x) = n} forma uma partigdo do espago X e desta forma tem-se que Z w(Ey,) =

n=1

w(X) =1, logo p(E) =,y (En) < (¢/K) desde que M seja suficientemente grande.
Agora para cada * € X e n > 1 definamos sequéncias z; (de iterados de x ) e ¢; (de inteiros

positivos), da seguinte forma:
1. Tomamos x = xg.
2. Suponhamos que z; ja foi definido. Para a definicao de ¢; e de x; 1 temos duas possibilidades:
(a) Se t(x;) < M entao tomamos t; = t(x;) e x4 = T (x;).
(b) Se t(z;) > M entao tomamos t; = 1 e x;11 = T(z;).
3. Terminamos quando encontramos x, tal que to +t; + ... +t,_1 +ts > n.

Do fato que cada t; > M ety +1t; + ... + ts_1 +ts > n, segue que
t0+t1—|—...+t5_12n—M. (26)

No caso (a) acima, usando [2.5{ obtemos

ti—1 ti—1

D+ KXp) (T (20) 2 Y f(T7 () 2 i(fic(wi) = €) = ti(f () — o), (2.7)

=0 =0
onde a ultima igualdade segue de que fx(T(y)) = f,(y) (a prova disto é andloga a de J?(T(x)) =
F(z)). Por outro lado, no caso (b) temos
ti—1
D (f + KXp)(T(2)) = f(2:) + K 2 K 2 (i (x) —e). (2.8)

j=0

Entao, usando , , e , e escrevendo T = ty+ ... + ts_1, para simplificar a notagao) ,temos

Z_:(f+KXE)(Tj(:c)) = Z_:(i(erKXE T (z +Z f+ KXp)(T'(z))
7=0 =0 ] 0 Jj=T (29)
> Zt ) =)+ 02 (n = M)(Fx(x) o).

16



2. Toépicos em Teoria Ergodica.

Observando que /(f + KX)o T?dy = | (f + KXg)du para todo j, pois p é T—invariante, e

integrando o primeiro e o ultimo membro da desigualdade 2.9 acima , temos

o( [ saus wue)) = -0 ([ T —e).

Dividindo ambos os membros por n e fazendo n — oo, vemos que

/fdp+Ku(E)2/7Kdu—e:>/fdu2/7Kdu—e—eparatodoe>0

e portanto /fdu > /?Kd,u.

Agora, observemos que fx é uma sequéncia crescente (em K) que converge monotonamente
para f. Assim usando o Teorema , obtemos

[ tdn= [ Fan

A segunda desigualdade em é provada basicamente da mesma forma, apenas com algumas

diferengas com relacao ao caso anterior. Vamos indicar tais diferencas. Consideremos

t(z) = min {n >1: %Zf(T](LL’)) < f(z) + e} . (2.10)

e definamos z;, t; de mesmo modo que antes. Tomemos o conjunto F da mesma forma que antes,

mas com M fixado de tal forma que

/ fdp < e. (2.11)

Aplicando a (f — fXEr) o mesmo tipo de cdlculo que usamos em , , para a funcao
(f + KXg), obtemos

s—1 t;—

Zf FXp) (T (z)) = <Z(f fXp) (T (x +Zf FXp) (T (x))

Zt, ) +€) +Zf (T (z
< n(f(2) +e) +z_:f(Tj(x))-

Observemos que , por ,n—1 < M, e integrando o primeiro e ultimo membro da desigualdade
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n</fdﬂ—/Efdu) §n</id,u+6)+M/fdu.

Dividindo ambos os lados por n, fazendo n — oo e usando temos

acima , temos

/fdug/idu+e+eparatodoe>0

e portanto /fdu < /id,u. Isto conclui a prova de .

Dos argumentos apresentados segue também que / fdu = / fdu. Desta forma a prova do

Teorema esta completa.
N 1 n—1
Defini¢ao 2.3. O limite f(x) = lim — Zf(T](SE)) dado pelo Teorema Ergddico de Birkhoff é
n—oo M
§=0
chamado de média temporal de f.

Considerando ainda uma transformacao mensuravel f : X — X, dado um conjunto £ C X

mensuravel com medida positiva e z € X, definamos a fracao

oz, E) = %#{j €{0.1,n—1): fi(z) € B},

Notemos que
n—1

(e, ) = = 3 (I (2)

J=0

Definicao 2.4. Chamamos tempo médio de visita da orbita de x a E o limite

7(z, F) = lim 7,(x, E).

n—o0

Como o tempo médio de visita é definido como um limite é natural perguntar se tal limite
existe ou nao. Vemos que esse limite existe para u—quase todo ponto x € X para toda medida
1 de probabilidade, pois basta aplicar o Teorema Ergddico de Birkhoff para a fun¢ao mensuravel

X e além disso temos ainda que

/T(Q:,E)d,u = /XEd,u =uE) e 71(z,E)=1(f(x),FE).
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2.3 Ergodicidade

Definigao 2.5. Sejam (X, X%, u) um espago de medida e uma transformaciao T : X — X que
preserva medida. Um conjunto A C X mensurdvel é dito T—invariante se T~'1(A) = A. Uma

funcao mensurdvel ¢ : X — R € dita T —invariante se 1 o T =1 em u—q.t.p.

Proposicao 2.2. Seja (M, %, u) uma espago de probabilidade onde u € invariante por uma trans-

formacgao f: M — M. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

n—oo N 4

1. Para toda funcao integrdvel v : M — R tem-se lim lnz_lw(fj(x)) = /1/1du, para j—
quase todo ponto. =

2. Para todo subconjunto mensurdvel E C M tem-se 7(x, E) = pu(E) , para p—quse todo ponto.

3. Para todo subconjunto mensurdvel f—invariante E tem-se u(E) =0 ou pu(E) = 1.

4. Toda funcgao integravel f—invariante v : M — R € constante em pu—quase todo ponto.

Demonstragao. (1 = 2) De fato, temos

em p—quase todo ponto.

(2 = 3) Seja £ C M um conjunto mensuravel f—invariante. Temos, por (2), que

n—1

H(E) = (0, ) = lim 3" (7 ().

Como F é f— invariante, segue que = € E se, e somente se, f(x) € E. Logo Xg(f’(z)) = Xr(x) ,
para todo j. Desta forma, se x ¢ F, entdao u(E) =0 e se z € E entao u(F) = 1.

(3 = 4) Seja uma funcao integravel f—invariante ¢ : M — R. Considere o conjunto
B, ={z € M :¢(x) < a} com a €R.
Notemos que
f7(Ba) ={r € M: f(z) € B} ={z € M:¢(f(2)) < a} ={x € M : ¢(z) < a} = B,.

Isto é, B, é f—invariante. Logo u(B,) = 0 ou u(B,) = 1, para todo a € R. Observemos ainda que
a funcdo ¢g : R — {0, 1} definida por g(«a) = p(B,) é nao-decrescente, ou seja, dados aq,as € R
com a1 < ay, entao g(ay) = u(Ba,) < 1(Ba,) = g(az). Assim, existe a@ € R tal que u(B,) =0
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para todo a < @ e u(B,) = 1 para todo o > @. Donde concluimos que ¥ (z) = @ para p—quase
todo ponto.
(4 =1) Seja i : M — R uma funcao integravel. Pelo Teorema temos que em p— q.t.p. existe

a funcao

J&n2¢ﬂ

onde /Jd,u = /1/1du e @o f =1 em p—quase todo ponto. Donde vemos que QZ ¢ f—invariante

~

e portanto @(x) = A com A € R. Observamos também que /de,u = A, isto é, /@d,u = Y(x).

Assim, temos
] p— b =
g;%nwa 0e) = [ D= [ wan
em pg—quase todo ponto. O

Definicao 2.6. Uma transformacao f: M — M diz-se ergodica para uma probabilidade invari-
ante p se uma das condigoes dadas na Proposi¢ao (e portanto todas) é satisfeita.

(Também dizemos que a medida pn é ergodica para f, ou que o sistema (f, ) € ergddico)

Lema 2.1. Seja uma transformacao f : M — M qualquer. Se p e v sao probabilidades invariantes

tais que p € ergodica e v € absolutamente continua com relacdo a p entao p = v.

Prova: Seja ¢ : M — R uma funcao mensuravel limitada qualquer, e consideremos
N 1 n—1
= lim — J
V(@) ggn§;wfm»
j:

a sua média temporal. Como p ¢ invariante e ergddica, segue que a média temporal é constante

=/ww

para pu—q.t.p. Temos que isto vale também para r—q.t.p., pois ¥ << u. Assim, concluimos que

[t = [ v

Por outro lado, pelo teorema ergdédico de Birkhoff [2.4], temos

/@E(:p)dzj _ /w(x)du

Ou seja, temos /1/1(x)dy = /w(x)du para qualquer que seja a fungao limitada . Logo, tomando

funcgoes caracteristicas, v = pu. |
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2. Toépicos em Teoria Ergodica.

Observe que se j; e s sao probabilidades invariantes por uma transformacao f : M — M,
entdao = (1 —t)py +tus com t € (0,1) é também uma probabilidade invariante. De forma que o

conjunto de todas as probabilidades invariantes é convexo.

Definicao 2.7. Seja X um conjunto convexo. Um ponto p € X € dito extremal, se para quaisquer

r,ye X ete|0,1], z+tly—x)=p implica quet =0 out=1.

Proposicao 2.3. Uma probabilidade invariante p € ergodica se, e somente se nao € possivel

escrevé-la na forma p = (1 —t)py +tps comt € (0,1) e pq, ua probabilidades invariantes distintas.

13 7

Demonstrag¢ao. Primeiro provemos a parte “se”. Suponha que p nao é ergddica. Entao pela
Proposicao , temos que existe um conjunto invariante A com 0 < p(A) < 1. defina py e o

como sendo
(BN A) u(E 1 A)

) =) n(A°)

Como A e AY sdo conjuntos invariantes e p é invariante, p1; e po sdo também medidas probabi-

e (k)=

lidades invariantes. Onde vemos que p = p(A)py + p(AC) s e assim, p nao é extremal. Agora,
mostremos a reciproca. Suponha p ergddica e que temos p = (1 —t)uy +tus com ¢t € (0,1). Note-
mos que se u(F) = 0 entdao devemos ter pi(E) = 0 e ua(E) = 0, donde p1q e po sdo absolutamente
continuas com respeito a u. Logo, pelo Lema [2.1], temos u; = 1 = po. Portanto u é extremal. [

A proposicao acima afirma que medidas ergddicas sao elementos extremais no conjunto de

todas as probabilidades invariantes por f: M — M.

2.3.1 Decomposicao ergddica de medidas invariantes

Nesta subsecao nao apresentaremos todos os detalhes, para maiores informacoes e demons-

tragoes consultar [10, Cap.IL,§6 | .

Definigao 2.8. Seja X um espago topologico e seja i uma medida na o—dlgebra de Borel de X .
O suporte supp(p) da medida p é o conjunto formado pelos pontos x € X tais que u(V') > 0 para

qualquer vizinhanca V' de x.

Seja X um espaco métrico compacto. Denotemos por C°(X) o espaco de todas as funcoes

continuas de X em R provido da norma || f|| = sup{|f(z)| : v € X}.

Teorema 2.5. (Riesz) Seja X um espaco métrico compacto. Seja ¢ : C°(X) — R um funcional
linear positivo limitado, isto é, uma aplicagdo linear tal que o(f) > 0 para todo f € C°(X) com
f(x) >0 para todo z € X e p(1) = 1(onde 1 € C°(X) € a fungao identicamente 1). Entao existe

uma unica medida de probabilidade boreliana finita p em X tal que

/fdu = ¢(f)
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2. Toépicos em Teoria Ergodica.

para todo f € C°(X).

A partir de agora consideraremos, salvo mencao contraria, que X é um espaco métrico com-
pacto e T : X — X uma transformagdo mensurdvel. Denotemos por Mz(X) o conjunto das
probabilidades T'—invariantes sobre os borelianos de X. Observemos que pelo Teorema 2.1}, se
T é continua entao My (X) # 0. Quando M7(X) # 0 convém perguntar se existem elementos
ergddicos neste conjunto. A resposta é afirmativa pelo resultado que iremos apresentar.

Definamos
n—1

So(T) = {r € X : 3 lim — ZfTJ ), Vf € CO(X)}.

n—oo N,

Para cada x € 34(T), o funcional linear L, : C°(X) — R dado por

L.(f)= lim — Zf (T"(x

n—oo N,

é positivo e L,(1) = 1. Logo pelo Teorema existe uma tunica probabilidade pu, sobre os boreli-
anos de X tal que

[ faue = Lai1).

Em seguida definamos 3, (7T") = {z € £o(T) : p, é T — invariante }. Notemos que se T é continua
entdo Xo(T) = (T, pois para toda f € C°(X) temos:

/ (f o T)dpts = La(f o T) = Lu(f) = / fdps.

Finalmente definamos
Yo(T) ={x € 31(T) : py é ergédica} e X(T)={x € Xo(T): 2z € supp(us)}-

Pode-se mostrar (1), 31(7T),X2(T) e 3(T) sao borelianos.

Defini¢ao 2.9. Um conjunto mensurdvel A C X tem probabilidade total se ;(A) = 1 para
toda p € Mrp(X).

O préximo resultado garante a existéncia de elementos ergédicos em Mz (X) desde que o

mesmo seja nao-vazio.

Teorema 2.6. Se Mr(X) # 0, entao X(T) € um conjunto de probabilidade total.
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2. Toépicos em Teoria Ergodica.

Lema 2.2. Se f:3y(T) — R € mensurdvel e limitada, a igualdade:
_ 1 n—1
dpi, = = lim — T’
| fina = Fo) = tim > )

vale para um conjunto de probabilidade total de valores x.

O teorema seguinte mostra que uma medida invariante pode ser decomposta em medidas

ergddicas.

Teorema 2.7. Seja T : X — X uma transformagio mensurdvel e p € Mp(X). Entdo toda
fungdo f p—integrdvel € p,—integrdvel para p—gq.t.p. com x € 3(T') e

/(/Mm)mz/mM

Prova: Quando f: X — R é mensurdvel e limitada, pelo Lema [2.2}
/ fd,um = ]}v(I)
X

para pu—q.t.p. x € X. Entao

/XUXM’“‘) dn= [ Fin= [ su

Quando f € L(u) podemos supor ,sem perda de generalidade, que f é positiva. Logo, existe uma
sequéncia monotona crescente de fungoes f, : X — R mensurdaveis limitadas que converge em

todo ponto a f. Assim,
LMM{&&LM%Z&&%@

para pu—q.t.p. . Como a sequéncia f, é mondtona crescente, pois f, ¢ mondtona crescente, e

/X Fadp = /X fndp

podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Mondtona e obtemos

fdps | du(z) = Jdim fo)dp= lim | fudp
X X X X

= lim /fnd,u:/fd/,c.
n—-+00 X X

como
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2. Toépicos em Teoria Ergodica.

Observagao 1. Observemos que se f = X4, onde A € X € um conjunto mensurdvel, no Teorema
[2.7] acima, entdo

[ Ay = ).

O corolario seguinte segue do Teorema e da Observagao [I] e serd de grande utilidade no

nosso trabalho.

Corolario 2.1. Um conjunto A C X € de probabilidade total se 1(A) = 1 para toda probabilidade
€ Mp(X) ergodica.
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Capitulo 3

Teorema de Oseledets

3.1 Expoentes de Lyapunov

De maneira informal vamos introduzir inicialmente a definicao dos expoentes de Lyapunov em
uma dimensao para uma aplicagao diferenciavel f : R — R. Consideremos x € R e seja Azx € R
pequeno de modo que x e = + Ax estejam bem préximos (condigdes iniciais proximas) . Vamos
observar o comportamento dos iterados destes dois pontos com relacao a distancia entre eles depois

de n > 1 iteracoes. Ou seja, vamos descrever o que ocorre com valor
/" (x + Az) — f"(z)].

Notemos que para Az suficientemente pequeno temos

"+ D) = @)
e 1) (@)

Ou seja,

[f"(z + Az) = f*(x)] = |(f") ()| Az]

tomemos agora a raiz n—ésima em ambos lados da aproximagao acima, logo

~ |(f*) (a)] 7| Azl

3=

(If"(z + Az) = f*(2)])

Aplicando a Regra da Cadeia vemos que

n—1

(Y @)= T]F(F ()]

j=1



3. Teorema de Oseledets

e assim,
n—1

(@ + Az) — f(@) |7 ~ [ T] £ (@) | Azl

Jj=1

Aplicando agora o logaritmo e depois fazendo n ir para o infinito, temos

n—1
T log | "(x + Ax) — f(x)] ~ Tim <;10g|f’(fj(x))|> -

n—1
1 )
Se o limite do lado direito existe, definimos A\(z) = lim — ( g log | f'(f7 (a:))|> como o expoente
n—oo N
j=1

de Lyapunov em x. Observemos que para n suficientemente grande, temos
" (@ + Ax) = f*(2)] ~ e

onde observamos que dependendo do sinal de A(x) os iterados de x e = + Az se aproximam ou se
afastam. Desta forma, considerando a existéncia de A(z) podemos caracterizar o que ocorre com
as rbitas de pontos sob condigoes iniciais muito préximas. Notemos ainda que se a fungao log | f'|
for integravel com relacao a uma medida p finita definida sobre os Borelianos de R e f for uma
fungao que preserva pu, entao pelo Teorema de Birkhoff [2.4] temos que A\(x) existe em p—q.t.p.
No caso de R™ | podemos introduzir também de maneira informal a definicao de expoente de
Lyapunov em um ponto x na direcao de um vetor v unitario. Sejam f : U — U um difeomorfismo
sobre um aberto U C R™, ¢ € R™ tal que ||9]| = 1 uma dire¢ao qualquer. Consideremos os pontos
r € Uex+1tvcomt # 0 em R, suficientemente pequeno ( condigoes iniciais préximas). Da
mesma forma que antes vamos tentar analisar o comportamento dos iterados desses pontos, isto

é, vamos tentar analisar o comportamento do valor

1" (2 + t0) — f"(2)]]

com n > 1. Observemos que
1" (x +t0) = [ ()] = [[ Do (") V][]
onde D, (f™)v ¢é a derivada direcional de f™ na dire¢ao de ¢. Tomemos a raiz n—ésima , assim
1" (@ +19) = (@) =~ (| Da(f™)3] 8] (3.1)
Observemos que pela Regra da Cadeia , temos

| D (f")V|| = [[Dgnr(z)f © Dgn—202)f 0 ... 0 Dy f0|
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3. Teorema de Oseledets

no entanto, essa igualdade nao pode ser decomposta num produtério como no caso unidimensional.

Desta forma tomando o logaritmo em [3.1] , temos
1 . o 1 o1
—log |[f*(z +t0) — f*(2)|| = —log || Dx(f*)7]| + —log|t|.
n n n
Agora facamos n tender para infinito, logo

. 1 n — n : 1 n\ 7|
lim —log || f"(z + tv) — f*(z)| = lim —log || D,(f")v].
n—oo N n n

—00

Entao , desde que o limite no lado direito exista, parece natural definir o expoente de Lyapunov

em um ponto x na direcao de ¥ como
1 =
Ao(w) i= Tim ~ log | D.(f)7]
n—o0o 1

A existéncia no caso m— dimensional dos expoentes de Lyapunov sob certas condicoes é dada pelo
Teorema de Oseledets. Na préxima secao apresentaremos uma versao da definicao de expoentes
de Lyapunov onde estaremos lidando com variedades Riemannianas compactas de dimensao finita
e f serd um difeomorfismo de classe C'. Além de provar a existéncia em p q.t.p. dos expoentes
de Lyapunov, o Teorema de Oseledets vai também garantir a existéncia de subespacos com certas

propriedades associados aos expoentes.

3.2 Pontos Regulares e Expoentes de Lyapunov

Definigao 3.1. Seja f: M — M um difeomorfismo de classe C' sobre uma variedade Rieman-
niana compacta M de dimensdo finita. Dizemos que x € M é um ponto reqular para [ se existem
nimeros reais A (z) > Ao(x) > ... > N(x) e uma decomposicao T,M = Ei(x) & ... E(x) do

espago tangente de M em x, tais que

1
lim —log || Df"(z)ul| = A\;(z) para todo u € E;(x)\{0} el < j <L

n—+oo N

Observe que {1, Ag, ..., N/} deve coincidir com
1
{AeR: A= lirf —log [|Df"(z)u|| para algum u € T, M\{0}}
n—4oco N
e devemos ter também

1
Ei(x)={uveT,M : lirf —log ||Df"(z)ul| = A; quando n — +oo}
n—+oo N
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3. Teorema de Oseledets

Proposicao 3.1. Quando existem, os reais A\ (x), Aa(x), ..., \(x) e os subespagos By (z), ..., E(zx)

sao unicamente determinados.

Prova: Para provar esta proposi¢ao vamos utilizar o seguinte resultado:

Lema 3.1. Sejam k,n € N ez, 22, ... 2 sequéncias em um espago vetorial normado qualquer
1

comzl #0, Vi=1,....ke lim —log|ai]| =X\ >...> lim —logl|a*|| = A\x. Entdo temos
n—4+oco N, n—4oo N,

k
1 )
lim —1 ol = A
que lim —log]| ;1 Toll = M

Demonstracao. Notemos que mostrar a igualdade

1
li —1 = lim —1 !
imlog | anu M= Tim = log |t

n—+00 N

equivale a mostrar que para a sequencia definida por

k
HZ%ZH

1 i 1 1
w, = — 1o i — =log ||zt 10
108 | 2 bl = 1o | = 1 log —pr

tem-se que lim w, = 0. Sendo assim, passaremos a demonstrar isso.

n—-+00
1 )
Como lir+n —log ||z},|| = \i, para cada i = 1,..., k, segue que dado € > 0 existe IV; € N tal que
n—4+o0o N
n > N; = —ne < log ||7% || — n); < ne
= exp(—ne) < ||7¢ || exp(—n);) < exp(ne)
= exp(n[\; —€]) < [|2%]| < exp(n[\; + €]).
Tomemos N = max{N; ; i =1,...,k}, assim
n>N = o] <exp(—n[\ —¢€]) e ||z} || < exp(n[hi+¢€]), Vi=2,... k
:Cn
= Hx"” <exp(n|\+€ —n[A —¢€]), Vi=2... k
:Cn
£ oD ) _
= T <exp(—n[A\ — A\ — 2¢]), Vi=2,... k ().
:UTL
Temos que A\ — A\; > 0, Vi = 2,...,k e como € é arbitrario segue que podemos considerar

[IEA nll

—>0ecomlssoz|| | -0

Bl

A1 — A\ —2¢ > 0. Assim, fazendo n — 400 em (*) temos que —--
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3. Teorema de Oseledets

Portanto, para n suficientemente grande temos

k i
ZHI"HSC, com(0<(C<1

Desta forma,

k
HZ%ZH HZ%H

1 1
1+C>———2>1—-—"———>1-C= —log(1+C) > w, > —log(1l—-0C),
|| nll ||96 | n n

para todo n suficientemente grande. Logo,

1 1
0= lim —log(1+C)> lim w,> lim —log(l—C)=0.

n—+oo N n—+0o0o n—+oo N

Como queriamos mostrar. O

1
Agora, considere x um ponto regular para f e seja u € T,M. Como T, M = @El(x) podemos

i=1
!
escrever u = Z u;, com u; € E;(x). Assim, pelo Lema segue que

i=1

l
lim —logHDf"( Jul| = lim —logHDf” )(Zuz)H

n—-+oo N, n—+oo N

= lim —log||ZDf Juil| = Aj(z)

n—4oco N,

onde j = inf{l < i <1 :wu; # 0} . Além disso, aplicando também o Lema considerando as

sequencias z!, = D f~"(x)u;, temos
1
lim —log||Df"(x)ul| = A\e(z) onde k = sup{l <1i <1[:u; # 0}.
n——oo N

1 1
Portanto lim —log||Df"(z)u|| = lim —log||Df"(z)u|l se, e somente se, j = k, ou seja, u
n——oo M, n—+oo N,

pertence a algum subespaco Ej(x), 1 < j < [. Agora, consideremos uma outra decomposicao
m

T,M = Ey(2) & ...® Ep(z). Seja u; € Ej(x)\{0}. Logo, u; = Zi}} com ¥; € Ej(x). Assim,

=1

1 . -
A(@) = lim_—log | D" (z)uyl| = Ny (2)
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3. Teorema de Oseledets

onde kT =inf{1 <i<m:7; #0} e
.1 n ~
M) = lim_ Slog D @l = e 0

onde k= = sup{l <i < m :7; # 0}. Portanto, A+ (z) = A (2) € k¥ = k= = k. Logo, uj € Ej(z)
e com isso E;(z) C Ej,(z). Podemos, de modo analogo, mostrar que Ej(z) C E;(z). Como T, M

tem dimensao finita, segue-se que [ = m e como
A(z) > Xa(x) > ..o > N(x) e AN(x) > Ma(z) > ... > N(x)

concluimos que \;(z) = )/\\1(:15) e que E(z) = E;(z) para todo 1 < i < L. n

Os ntiimeros \;(z) sdo chamados de expoentes de Lyapunov , os espagos E;(z) sdo chamados
de espagos préprios de f no ponto regular z e a decomposicao T, M = FEy(z) ® ... ® Ej(x) é
chamada de decomposicao de Oseledets.

Denotemos por R(f) o conjunto de todos os pontos regulares de f. Temos que R(f) é um
conjunto f-invariante sob iteragao, ou seja, f(R(f)) = R(f), com E;(f(z)) = Df(z)E;(x) e
Ai(f(z)) = Aj(z) para todo j e todo x € R(f). De fato, mostremos que f(R(f)) C R(f). Seja
y € f(R(f)), logo existe x € R(f) tal que y = f(z). Como x é um ponto regular temos que
T.M = Ey(z) ® ... ® E(z). Temos ainda que Df(z) : T,M — TpuyM e sendo Df(x) linear
segue que TyM = D f(x)T,M = Df(x)Ei(x) ® ... ® Df(x)E(x). Agora pelo fato de f ser um
difeomorfismo, temos D f(x) um isomorfismo. Assim, dado v € Df(x)E;(z)\{0} existe u € E;(z)
tal que D f(z)u = v. Logo,

— (1— ! )%logHDf”(f(ar))Df(w)UH

n—+oo n+1

log | Df™*(x)ull

= lim_~log [ DF"(f(@))el = (£ (o))

Portanto concluimos que y = f(x) € R(f). Notemos ainda que Df(x)E;(z) = E;(f(x)). Agora,
seja © € R(f). Se provarmos que f~!'(z) € R(f) entao teremos que =z € f(R(f)). Utilizando
os mesmos argumentos acima podemos mostrar que \;(f(z)) = \;(z) e que Df ! (z)E;(x) =
E;(f~(x)) para cada j = 1,...,l. Segue entdo que f~(z) € R(f).

Vamos agora dar alguns exemplos, inicialmente mostremos que os expoentes de Lyapunov em

uma Isometria sao todos nulos.

Exemplo 3.1. Uma transformacao linear f : R™ — R™ € dita uma Isometria se

(f(@), F(y) = (x,y)
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3. Teorema de Oseledets

para todo x,y € R™ arbitrdrios. Como a derivada de uma transformagao linear € a propria, temos

que Df(x) = f para todo x € R™. E, portanto,
Df*"(x)v = f*(v) para todo x,v € R™.
Assim, para todo v € R™ e 0 £ v € R™ | tem-se
Mav) = Tim log [ Df(a)ell = Tim log|f"(u)] = lim log o] =0
o) = B pleelbriwpel = by el ")l = Bg, 5 lslvl =

O que mostra que todos os expoentes de Lyapunov sao 0 e a decomposicao ¢ a trivial, £, = R

para todo x.

Mais geralmente, vamos obter a decomposicao de Oseledets e os expoentes de Lyapunov de
um operador linear invertivel f : C* — C? num ponto z € C% Note que, por linearidade de f,
Df"(z) = f", Vo € C? e para todo n € Z.

Exemplo 3.2. Seja f : C¢ — C¢ um operador linear invertivel e sejam oy, s, ...,as € C seus
autovalores distintos ordenados por suas normas, isto €, |ag| > |as| > ... > |as|. Pela forma

canonica de Jordan existem subespacos f—invariantes Ey, ..., Es tais que
C'=E0E®.®E, (3.2)

e operadores f; = f|E; = a;lg, + N;, com 1 <i < s, onde I, € o operador identidade em E;, N;

¢ um operador nilpotente e obviamente N¢ = 0. Assim, para qualquer n > d temos

n d—1
d—1
= (ailg, + N =Y ( ! ) Al PN? = ar Y ( ) a;PN?.
p — p

p=0 p=0

d—1
d—1
Chamemos Z ( )aipNip de A;, note que A; ndo depende de n. Logo, para todo u €

p=0 p

EN\{0}, temos

n——+oo M n—-+oo

1 1 1
lim L log [[f7(u)] = lim (glograiruglog\miuu) _ log Jai].

Analogamente, temos

1 n
lim —log || f{"(u)]| = log|asl,
n——oo N

basta notar que f; ' = a; I, + N;, com N; nilpotente , a saber

-~ ]\fz N7,2 NZ3 d—lNid_l
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Portanto, a decomposi¢cio de Oseledets para Df(x) = f, no caso em que |ai| > |ag| > ... > |ag]
¢ dada pela decomposicao |3.2 acima e os expoentes de Lyapounov associados coincidem com o
logaritmo da norma dos valores caracteristicos do operador. No caso geral, isto é, |ag| > |ag| >

. > |agl, definimos
si=max{l <j<s:|oy| = ||}, jo=max{ji +1 <7 <s:|oy| = |aj 1]} -,

paramos este processo em ji onde k € {1,...,s} € tal que jr = s. Neste caso a decomposi¢io de
Oseledets ¢ dada por C* = /E\l PD...0 E\k, onde

EI = E1 EB @ ij17 E; = Ej1+1 @ EB Ej27 ceey _/EI-; == E]'k71+1 @ @ Es-

E os expoentes de Lyapunov associados a cada E; continuam sendo o logaritmo da norma de

qualquer valor caracteristico de f|E\] Assim, notemos que todo ponto x € C? € regular para f.

Mostremos agora, um caso onde os expoentes de Lyapunov existem em apenas dois pontos

fixos de um difeomorfismo em S*!.

Exemplo 3.3. Seja f : St — S o difeomorfismo do circulo dado por f(x) = x + %sin(wa),
onde 0 < x <1 é a coordenada ciclica em S*. Tem-se dois pontos fizos para f, 1o =0 e z; = %
Temos que f'(x) =1+ % cos(27mx), logo f'(zo) = g e f'(x1) = % Dessa forma, usando a Regra da

Cadeia, temos

" g (o)) = (") o)

n n

n—1
1 " 1 ,
Lo (7Y (wo) | = 3 tog [l7/(F (x| =
j=1
assim o expoente de Lyapunov em xq €
Meo) = lim =~ log () (x0)]| = log(2) > 0
w0) =l 2 log (77 o)l = o
e da mesma forma tem-se

1 1
Alz1) = Tim —log||(f")'(x1)l| = log(3) < 0.

1

Agora podemos observar que para qualquer ponto p € (0, %) temos f"(p) — 5 e f"(p) — 0 quando

n — 400. Logo, para qualquer vetor ndo nulo v € T,(S') temos

1 1 1
log(3) = Tim_—log|(f") (vl # lim = log (/") ()el| = log(3) < 0.

Portanto nao existe expoente de Lyapunov para qualquer ponto p € (0, %) Do mesmo modo, vé-se

também que nao existe expoente de Lyapunov para p € (%, 1).

32



3. Teorema de Oseledets

3.2.1 Teorema de Oseledets

Em geral o conjunto R(f) é um subconjunto topologicamente pequeno de M, podendo cons-
tituir um conjunto magro (primeira categoria de Baire), pode até mesmo ser finito. Contudo sob
o ponto de vista da Teoria da Medida a situacao é justamente oposta como afirma o teorema a

seguir:

Teorema 3.1. (Oseledets): Se M é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao finita,
entdo o conjunto dos pontos requlares R(f) de um difeomorfismo de classe C*, f: M — M, tem

probabilidade total para cada medida de probabilidade boreliana em M, invariante por f.

Vamos provar este teorema a partir de um resultado mais geral que enunciaremos um pouco
mais adiante. Fixemos antes algumas notacoes. Sejam M um espaco métrico compacto, f: M —
M um homeomorfismo e F' um fibrado vetorial de dimensao finita sobre M dotado de uma métrica
Riemanniana continua. Sejam 7 : F' — M a projecao e L : F' — F um isomorfismo de fibrados
vetoriais continuos cobrindo f (isto é, mo L = f o x), onde L(x,v) = (f(x), L.(v)), para todo
r € Mewv€F, etal que L e L™ tenham normas limitadas. L é o que chamamos de Cociclo

Linear. Denote por L, o n—ésimo iterado de L:
Ln(x) = L(f"*(z))o...0 L(f(x)) o L(z), sen >0

Lop(z) =L (f (@) o...o L7 (f*(x)) o L7 (f ().

Para ny,...,n; > 1, defina A(nq,...,n;) como o conjunto de pontos z € M tais que a fibra
!

F, de F' sobre x admite uma decomposicao F, = @Ej tal que dim E; = nj paral < j <le
j=1
existem nimeros reais Ay > ... > \; satisfazendo

1
lirf —log || L, (z)v]| = A; paratodo u € E;\{0} el <j<I.
n—+oco n

Neste caso, diremos que x é um ponto regular de L.

Teorema 3.2. : a) O conjunto A(ny,...,n;) € um subconjunto mensurdvel de M, para todo
ni...,n > 1. Além disso, para cada 1 < j <1, E; é um subfibrado mensurdvel da restricao de F

a ANny,...,n) e a aplicagio A(nq,...,n) >z — \;(x) € mensurdvel.

b) O conjunto de pontos regulares de L, dado por R(L) = |
dade total em M.

— A(ny,...,n;) tem probabili-

Vejamos que o Teorema [3.2] implica no Teorema de Oseledets [3.1] . Seja F' o fibrado tangente
de M e L = Df, a derivada de f : M — M. Como f é um difeomorfismo de classe C!, Df é

um isomorfismo continuo. Assim, pela parte b) do Teorema , temos que o conjunto dos pontos
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3. Teorema de Oseledets

regulares de Df, ou seja R(Df), tem probabilidade total em M. Bem, se z € M é um ponto
regular de Df, entao x também é um ponto regular de f. De fato, temos que F, = T, M, logo
se x € R(Df) entao existe uma decomposicao T, M = E; & ... & E; tal que dim E; = n;, para
1 < j < e existem numeros reais A; > ... > )\, satisfazendo ngrjrtloo%log |Df"(x)ul| = A; para
todo u € E;\{0}. Donde vemos que x € R(f). Se x € R(f) ver-se facilmente que x € R(Df).
Ou seja, temos R(f) = R(Df). Portanto R(f) tem probabilidade total em M. Passamos agora a

provar o Teorema [3.2] .

3.3 Prova do Teorema [3.2 : Mensurabilidade

Sejam nq, ..., n; inteiros positivos fixados. Para k > 1 denote por A; o conjunto das 2[—uplas
de numeros racionais a; > f; > ... > oy > [ com (o — ;) < % paral < j <[. Param > 1
e (aq,...,0) € A, seja A(m,aq,...,[) o conjunto de pontos z € M para os quais existe uma

decomposicao F, = Fi(z) & ... & Fi(x) com dim Fj(x) =n; e
exp(nag)|Jull = || L (z)ull = exp(ns;)[u] (3.3)

exp(—n)llull = |L-n(@)ull = exp(—nay)|ul (3.4)

para todon >m, 1 <j <[, eu e F;(z)\{0}.

Para cada € A(m,ay, ..., ) definamos o conjunto

[ Ln(x)u]

[

L —n(@)ull

K;(z) ={u € F,
! [l

< exp(nao;) e < exp(—nf;) se n > m} (3.5)

Mostraremos que K;(z) caracteriza os F;(z), isto é, Fj(xz) = K;(x), e , portanto, tal decomposicao
¢ tnica, pois se existisse outra de composicao F, = ﬁ(x) d..P ﬁ’l(x) com dim@(w) = n;
satisfazendo |3.3| e , entao 77;(55) = Kj(x). Para isto, necessitamos do seguinte resultado:

Lema 3.2. Seja x € A(m, ay, ..., f)).

(a) Se ||Ln(x)u| < exp(naj)|ul, ¥n > m,entio v € Fj(z) @ ... Fi(x)
(b) Se ||L_n(z)u]| < exp(—np;)||ull, Vn > m,entao u € Fi(x) & ... P Fj(x).

Assuma o Lema 3.2 se u € Fj(z), entdo segue diretamente das defini¢ées de Kj;(x) e Fj()
que u € Kj(z). Portanto Fj(z) C K;(z). Agora seja u € K;(x), pelo item (a) do Lema [3.2]
uwe Fij(x)®...® Fi(x) e pelo item (b) u € Fi(z) @ ...® Fj(x), portanto u € Fj(x), o que conclui
a prova de Fj(z) = K;(x).

Agora demonstremos a parte (a) do Lema , pois a parte (b) é andloga. Primeiramente,
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3. Teorema de Oseledets

note que por [3.3

L .
L I

= O, i 6 E , e F , . > k’
n—-+o0 || Ly, () vy semipre que v (z),vp € Fi(z), com i

pois neste caso

Lu@ul ol
IEn@)oe]] = CPUes = Bl

e o lado direito da desigualdade de tende a zero porque «; — B < 0. Consequentemente se

(3.6)

V=0, + Upy1 + ... + v, com v; € Fy(x), i =p,....,l e v, # 0. Entdo
[| L () v || L () vi
[ Ln(z)vpll | 1= < | Ln(@)o]| < [[Lu(z)vpll | 1+
' E;Mxpﬂ p z%mwa
logo, aplicando o logaritmo e dividindo por n a desigualdade acima e notando que, por , temos
Ly ()v;
lim —log 1j:Z H xUH =0,
n—+oo M, £ | n(2)vp|
i=p+1
segue que
1
Bp < liminf — log | L (2)v,]| < liminf—log | L (z)v||
n——+00 n——+oo

< limsup — log||L (z)v|

n—-+00

1
< limsup —log |11, (2)1 | < .

n——+0o00
Portanto, se u é tal que
[ Ln(2)ul| < exp(na)|ul],Vn = m,

entdo, pela observacao acima, u nao pode ter componente diferente de zero em F,(z), para p < j,
pois isto implicaria que

L
liminf — 1 og M

> >
i T

o que implica ainda que existe ny > m tal que
[ Lng ()ul| > exp(noa;)|ull

e isto seria uma contradigao.

Lema 3.3. A(m,aq, ..., 5;) € um conjunto fechado em M e a aplicag¢ao
O, :x e A(m,ay, ..., 5) — Fj(x)

¢ continua para todo 7 =1, ...,1.
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3. Teorema de Oseledets

Demonstragdo. Seja (z*)reny uma sequéncia em A(m, as, ..., 8;) convergindo para um ponto z € M.
Considere para cada k € N e j = 1,...,/, uma base ortonormal BY = {uf},...,u}; ;} de Fj(z").
Note que os ufj formam sequéncias limitadas em Fj(z*). Dessa forma, a menos de tomarmos
subsequeéncia, uf] converge para algum u;; € I, quando k — 400 e
B; = {uy, ..., Un;;} ¢ um conjunto ortonormal de F, para cada j.

Definamos Fj;(z) = [ B; |(conjunto gerado por B;). Vemos que dimFj(x) = n;. Afirmamos
que

F,=F((zx)®.. & Fx)

e que

{ exp(nag) el 2 |1Lafaul > exp(nbllll oo

exp(=nf;)l[ull = [[L-n(z)u] = exp(=na;)||u]

De fato, seja u € Fj(x), logo u é da forma u = a1uyj+ ...+ Uy, . Entao uk = alu’fj+...+an].uﬁj €

Fj(z") ¢ tal que uF — u e, portanto

{ exp(nay)||[u*|| = || La(z)u*]| = exp(nf;)|u”||
exp(—nf)|[u*|| = [ Lon(2)u"|| = exp(—nay)|lu”|

Passando entdao ao limite nas desigualdades acima quando k — +o0, concluimos 3.7 Além disso,
3.7 garante também que a soma F, = Fi(z) @ ... ® Fj(z) é direta, pois se ndo fosse existiriam
u, € F,(x) ndo todos nulos tais que uy +... +u; = 0( digamos u; # 0). Entao v = —(ua+... +1).
A definicao de Fi(z) garante que || L, (z)uy|| > exp(nfy)||lu;|| para todo n > m e portanto

1
liminf — log || L, (x)us || > 81 > .
n—4+oo N
Por outro lado, por um argumento utilizado na demonstra¢ao do Lema [3.2], temos
fiminf . 1og | L, (2)us | <
im inf = log || Ln(z)u]] < ae.

Esta contradigdo , mostra que a soma é direta . Portanto x € A(m,aq,...,0), e com isso
A(m,aq,...,3) é um conjunto fechado em M. A unicidade da decomposi¢do também mostra
que Fj(a*) converge para F;(z), o que prova a continuidade de ®;

[

Para mostrar entao que A(nq,...,n;) é um conjunto de Borel provaremos a seguinte igualdade

Ang,oom) =) U UAm,ar,... 8). (3.8)

k>1 (ala---yﬂl)EAk m>1
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3. Teorema de Oseledets

Primeiro mostraremos que

Alng,...,m) C A(m,aq, ..., [0).

k}Zl (al,...,ﬁl)GAk le
Seja © € A(nq,...,n;). Logo a fibra F, de F' admite uma decomposigao F, = F; @& ... @ E) tal

que dim E; = nj, para 1 < j <[ e existem ntmeros reais A\; > ... > )\; satisfazendo

1
lim —log || L,(z)u|| = A,

n—too N

para todo v € E;\{0} e 1 < j < [. Queremos mostrar que para qualquer inteiro positivo k

existem (aq,...,0) € Ay eum m € N tais que © € A(m,ay,...,5). Bem, seja k um inteiro
u €

positivo qualquer e considere H € E;\{0}. Dado 0 < 3 < o temos que existe ng € N tal que
u

se n > ng, entao

€ 1 U € € U €
—— < —log||Ln(x) 7| = Aj < = = n(\; — =) <log||Ln(z)—] < n(A\; + =)
2 n ] 72 . ] 72
€ U €
= exp(n(; — 5)) < ILale) ol < esp(n(y + )

€

2

€

= Jlull exp(n(), -

)) < [Ln(x)ull < [lull exp(n(X; +

)

Tomemos agora «; e (; racionais tais que

€

)\jSOéj<)\j+2

e )\j—§<ﬂj§)\j

Podemos ainda considerar ng suficientemente grande tal que se tenha

€

1
—log || Ly,
~log]| Lu(x) :

1
| <a;<A+= e )\j_§<ﬂj<ﬁlog”[/n(x)

-y [
Ju] Ju]

assim,
€

€ 1
— =< 2— =
5 €

1
Oéj—ﬁj<)\j+ —)\j+2 ok E

e portanto, temos que
n 2 no = |ullexp(nf;) <||Ln(z)ul < |ull exp(na;)
De modo analogo mostra-se que existe n; € N tal que se tenha
n 2 ny = |ull exp(—na;) <||Ln(x)ull < [ul| exp(—np;)
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Logo, tomando m = max{ng, n;} tem-se para n > m que
[ull exp(n;) < || Ln(z)ul < ||lu]l exp(nay)

[ull exp(—nay) < [[L-n(z)u]l < [lu] exp(=np))

com u € E;\{0} e 1 <j < [. Portanto, = € ﬂ U U Alm, o, ..., 0).

k21 (a1,....01) €A m2>1

Provaremos agora a inclusao contraria. Seja y € ﬂ U U A(m,aq,...,0). Assim,
k>1 (aa,...,01)€A, m2>1
para todo inteiro positivo k existem (aq,...,[05) € Ay e mg > 1 tais que y € A(mg, v, ..., 5).

Logo a fibra F, de F' admite uma decomposicao Iy, = F1 @ ... @ F; com dim F; =n;j e
lull exp(n5}) < || Ln(2)ul| < [ul| exp(naf)

lull exp(—naf) < | Lon(@)ull < [lu]| exp(—np5})

para todo n > my, u € F;\{0} e 1 < j <. A notacdo a?, Bf ¢ para deixar claro a dependéncia
1
de «;, B; de k pela relagao oz? — Bf < T Notemos que a sequéncia (em k) oz? ¢ limitada. De fato,
deixando n > my fixo e supondo que tenhamos af — 400 quando k — +00, e portanto teriamos
1
também que BJ’“ — 400, pois oz? < ﬂjk + T Podemos concluir entao que teriamos
1
—log | La(y)ull = +oo

mas isto é um absurdo , pois temos que ||L|| é limitada. Da mesma forma , se supormos que
k _
aj — —oo chegamos que

1
—log | L_n(y)ul| = 400

0 que é também um absurdo, pois ||[L7"|| é limitada. Portanto temos |a¥| < B para algum real

B > 0. Assim, existe uma subsequéncia a;?t de af tal que

k¢

Q;

— A
Note ainda que existe uma subsequéncia ﬁft de ﬁf tal que

ﬂkt — )‘j

J

pois 5;-“ = (ﬁft — Ot?t) + a}“. Logo, fazendo t — +o00 em

lull exp(nfB5*) < || La(z)ull < [Jull exp(naf?)
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tem-se
Jullexp(ny) < |Eafa)ul <l exp(n,)
Assim,
L
Lol =l exp(nds) = I — expun,
o Ml _
Y
1 L
w8l

1 1
—log || Ly, — =1 =\
= ~log | Lu(e)ull - - log [u]l = X,

Fazendo agora n — +00 na igualdade acima temos

1
lim —log||Ly(z)ul| = A,

n—too N

e como , para t suficientemente grande , temos
< Ni4ee B>\ —¢ com € > 0
J J 7 J ’
e como
aft > Bt > > aft > Bl

segue que

AL > A > > AL

Portanto, temos que y € A(ng,...,n;). Assim, a igualdade est4 provada.
Vamos mostrar agora que os subfibrados E;(z) sao mensurdveis em A(ny,...,n;). Pelo Lema

3.3 e pela Proposigao [1.4] ¢ suficiente mostrar a seguinte implica¢ao
Ve e A(ng,...,m) ﬂA(m,al, . 0) = Ej(z) = Fi(z),

para todo 1 < j <[. Note primeiramente que E;(z) C F;(x) para algum 1 <1 < [. Pois todos os
vetores em E;(z) geram o mesmo expoente de Lyapounov \;(z) quando n — £oo. Temos ainda
que o; > A\; > 3 e notando que Ay > ... > N ea; > [ > ... > q > [3, segue entao que i = j.
Como também temos dim Ej(x) = dim Fj(x) = n;, resulta que E;(x) = F;(x). Finalmente, a

mensurabilidade de \;(x) resulta de

1
im0z 1L, ()| (@) = Az,

pois temos que +log ||L,(x)|E;(z)|| forma uma sequencia de fun¢des mensurdveis. Com isto con-
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cluimos a demonstracao da parte a) do Teorema
Antes de continuar e demonstrar a parte b) do Teorema , vamos dar algumas defini¢oes e

propriedades que serao muito utilizadas nesta parte da demonstracao.

3.4 Crescimento Subexponencial

Definicao 3.2. Seja f : M — M wuma aplicagao e p uma medida de probabilidade invariante
por f. Uma funcao mensurdvel C' : M — R € dita ter crescimento subexponencial para a medida
uwem M se

lim llog(C’o f"y=0, u— qtp

n—too N

Nesta secao mostraremos que certas fungoes relacionadas com os iterados de L, e que desempe-
nham papel importante na demonstragao do Teorema [3.2] tem crescimento subexponencial para
toda medida p de probabilidade f-invariante.

Sejam p uma medida de probabilidade f- invariante, £ um subfibrado mensuravel L-invariante
de F', e A € R tais que
lim_sup % log || Ln(2)u]| < A

n—-+

para todo u € E,\{0} e u — ¢.t.p x € M. Note que \ sempre existe , pois consideramos || L||
limitada. Para € > 0, defina

Cc(z) = sup{ | La(@)ul :n>0euc€ Ez\{O}}

exp(n(A + €))lull -

Proposicao 3.2. C, tem crescimento subexponencial para .

Vamos usar o seguinte lema na demonstracao da proposigao [3.2] Lema este que nos déd um

critério para crescimento subexponencial.

Lema 3.4. Sejam f : M — M uma aplicacdo mensurdvel e p uma medida de probabilidade
f-invariante em M. Seja ¢ : M — R uma fun¢ao mensurdvel tal que ¢ o f — ¢ € integrdvel.

1
Entao —(¢o f*) = 0 p-q.t.p quando n — +oo.
n

Demonstragao. Aplicando o Teorema ergédico de Birkhoff em (¢ o f — ¢), segue que existe 1, tal
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que
W)= lm =3 (60 ] — o))
= Im 3 (60 )~ 6((0)
~ tim L (qu o A (a) + 60 f(x) - Z_:eﬁ(fj(x)))

—_

n—-+oo N

— lim — (Z gpo fI () +do f'(x) — i o(f(x)) — ¢<x)>

J=1

— lim L(pof(z))— lm ~(z)= lm ~(6o /()  p—qtp

n——+oo N n—+o0o N n—+oo N

Por outro lado, para cada d > 0 fixo temos que

: %(cbo f"(x)) =6 ou %(aﬁ o f'(z)) < —d})
{z:¢o f*(z) >nd ougo f(x) < —nd})
{z:¢o f"(z) € (—nb,nd)Y})

[0 ¢ (—nd, nd)")

¢~ (—nd, nd)) — 0,

1
quando n — 4o00. Assim, —(¢ o f™) converge para 0 em medida. Logo, pelo Teorema ,
n
1
— (¢ o f™) — 0 em quase todo lugar para alguma subsequencia n; — +oo. Isto prova que
ng
Y(x)=0em p—qtp z€ M. O

Demonstracao da Proposi¢ao : Para u € E,\{0}, defina

R [ L (z)ul]
Ce(z,u) nzgexp(n()\+€))”u|’

[ L ()|
exp(n(A + €))|ull

Note que se n = 0, entao =1 e que

[ L (z)ull __ E@)ull [ Ln(f (2)) L(z)u]
exp((n+ DA+ e)[ull  exp(A+ e)f[ul| exp(n(A + €))[|L(z)u]

L@ e 1
< co0 o O ) L)
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Assim,

C’E(x,u):max{l I L)l C(f(x),L(x)u)}

"exp(A +€)lfull

Considere agora a,b > 0 tais que

L )ull
— exp(A+e)flull T

Perceba que a, b existem pois consideramos que ||L|| é limitada. Desta forma,

_ L@l x), L(z)u) > a x), L(z)u
) 2 A €70, L) 2 aCul (o), Ll
logo,
Ce(z,u) -
Ce(f(x), L(x)u) —
Se tivermos C¢(z,u) = 1, entdo ez, v) = ! < 1. Mas se for
’ ’ (f(2), L(x)u)  C(f(z), L(x)u) ~
[ L(z)ull
CG(ZL‘, ) = exp()\+e)||u|| 6(f<1’),L(l’)U),
e Celew) Dl
O @) L) epOt ol =
Portanto,
Ce(x,u)

- < max{1,b} (3.9)

para todo z e u € E,\{0}.

Vamos mostar que [3.9[ implica que

a< < max{1, b}. (3.10)
Ce(f(x))

Primeiramente, observe que C.(x) = sup Cc(x,u). Logo, existe uma sequéncia (u¥); em
ueE\{0}

E\{0} tal que
lim C.(z,u") = O ().

k—+o00

além disso, temos

Ce(z,u")
Ce(f(x)) = Cc(f(x), L(x)uk)

IA

< max{1, b}
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e, portanto, passando ao limite quando k — +00, temos

Ce()
Ce(f(x))

< max{1, b}.

Da mesma forma, existe uma sequencia (v®) em E,\{0} tal que

lim C.(f(x), L(z)v*) = C(f(z))

k——+o0

e temos também
Ce(x) - C.(x,v%) -
Ce(f(x), L(x)v*) = Cc(f(x), L(z)vk) =

logo, passando ao limite quando k — +o00, temos

Ce()
Ce(f(2))

> a.

Portanto, por , podemos concluir que log(C.o f)—log C. é limitada, em particular, integravel.

Para o caso quando n — —o0o, defina

x,u) =su 1En(z)u]
CE( ) ) nzl()) exp(—n()\-i-ﬁ))““H'

Podemos do mesmo modo concluir que log(C.o f~1)—log C, é limitada e, em particular, integrdvel.
Assim, pelo Lema [3.4]

1 1
lim —log(Ceo f*)=0 e lim ——log(Cco ") =0

n—+oo N n—+oo M

em p—q.t.p. Isto conclui com a demonstracao da Proposicao .
]
A préxima proposi¢ao, que é uma consequéncia da Proposi¢ao [3.2], serd importante na demons-
tragao do Teorema (3.2 item b).

Proposicao 3.3. Sejam E um subfibrado mensurdvel L—invariante de F', A € R, e i uma medida

de probabilidade f—invariante em M. Entdo
) 1
limsup — log || Ly (x)ul| < X para up—q.t.p x € M e todo u € E,\{0}
n—+oo N
se, e somente se
) 1
lim sup — log || L, (z)u|| < X para p—q.t.p © € M e todo u € E,\{0}
n

n——oo
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Mais ainda, isto continua sendo verdade se trocarmos limsup e < por liminf e > (ou por

lim e =), respectivamente.

Demonstracao. Vamos provar apenas a parte somente se, a outra parte tem demonstracao

inteiramente analoga. Entao, suponha que tenhamos

lim sup — log | Ln(x)ul| < X para p—q.t.p © € M e todo u € E,\{0}.

n—-+o0o

Considere também

Ce(x) = sup {expglzlzg(i)g)u)ﬂuﬂ :n>0euc€ Ex\{O}} :
Note que
Lo(f7"(x)) = LU (@) 0o LF(f7" (@) 0 L(f 7" (@)
= L(f () o...o L(f T (x)) o L(f"(2))
= L2,(x)
Assim,

denotando L_,(z)u = v, temos

Jull = Vs~ @ell = Lt cxputa + el
< (@) esp(n(3 + )| Lol

Logo, . .
ol < log C.(f () + A+ + —log | Ly (w)u

para todo n > 1. Como C, tem crescimento subexponencial (Proposi¢ao ), segue que
o1
0 < A+ e+ liminf —log || L_,(z)u||
n—+oo m
e como € > 0 é arbitrario, temos que

1
liminf — log || L_,(z)u|| > —A

n—4+oo N

1
—liminf ~log || L_, <A
im inf — log || L_n()ul| <
Notando que

1
liminf — log || L_, (z)u|| = —hmsup—log”L (x)ul|
n—4+oo M

n——oo
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logo,
1
lim sup — log || Ly, (z)ul] < A
n——oco M
como queriamos demonstrar. As outras afirmacoes seguem de forma andloga. m

3.5 Prova do Teorema 3.2/ : Probabilidade Total

Agora vamos provar que R(L) tem probabilidade total. Pelo Corolério , é suficiente mostrar
que pu(R(L)) = 1 para toda medida de probabilidade ergédica f—invariante em M. Portanto, de

agora em diante consideraremos p ergodica.

Seja
ML) = limsup © log | (o) e M(E) = [ (L. o)du(o).
Note que
ILaa)l| = LG @) L) < LG @) L) < (sup @)
logo,

1
—log || Ly (2)[| < log sup [|L(z)|| < sup |[L(z)|
n xeM xeM

e assim, temos
M(L,z) = hmsup—logHL ()| < SUAI;HL@)H
FAS

n——+0o

Observe ainda que

1
M (L, z) = limsup — logHL ()] = hmsup

n—-+o0o n—-+o0o

1
108 Lo (@)

) 1
= lim sup 1 log || Ln(f(2)) L()]|
n——+0oo
1
< hmsup log (|| Ln (f () [ L(2) 1)
n—+o00 1
1
— 1 log || Ly, li log || L
imsup —— log | L, (/)| + imsup —— log | L(z)]

. n 1

= lim sup in log || L (f())]]
n—-+oo n
) 1 1

< limsup(1 — )hmsup—logHL (f(z))]]
n——4o0o n 1 n——4o00

= llmiup log||L (f(x)|| = M(L, f(z))
n—-+0oo
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3. Teorema de Oseledets

ou seja, A\ (L, z) < M\ (L, f(z)). Por outro lado, vemos que

M(L, f(2) = lmsup log | L,(f(x)

n—-+o0o

— Jimsup % log || Ln( £ (2)) L(z) L™ (2)]

n——+oo

1 1
< limsup —log || Ly (f(2)) L(x)[| +lim sup —log [|L™* ()|

n—-4o00 n—+400

= timsup - log | Lo () L(7)]

n——+o00

. n+1 1
= lim sup

log || Ly,
msup " 10g | Ly (o)

1
< limsup(1 + —) lim sup

n—-+o0o N no4oo N 1

log || Lny1(2)|| = M (L, v)

logo, A\ (L, f(z)) < A (L, x). Portanto, concluimos que A(L,x) = A\ (L, f(z)) e com isso A\;(L, )
é invariante por f. Sendo u ergédica, temos que Ai(L,x) é constante em p-quase todo ponto
x € M e assim,

M(L) = M (L,x) para up — q.t.p. x € M

Considere o subfibrado GG de F' definido por
NP
G,={ue Fx;hmlnfﬁlog | Ln(x)ul] > A1 (L)}-
n——oo

Para seguirmos com a demonstracao do Teorema item b), precisaremos do seguinte resultado

cuja a prova sera dada mais adiante na proxima segao.

Lema 3.5. G ¢ um subfibrado mensurdvel invariante por L com dimensao estritamente positiva

e

1
lim —log | Ly («)ul| = (L)

n—too N

para pi-quase todo ponto x € M e todo u € G, \{0}.

Assuma . Se tivermos G, = F, para quase todo ponto x € M, entao escrevemos G = F' e,
neste caso a demonstracgao do Teorema item b) estd completa, pois basta fazer F; = G que,
pelo Lema [3.5] tem-se

tim~ Jog L (x)ull = A (L)

n—=+oo N,
para quase todo ponto z € M e todo u € E1\{0}.
No entanto, se tivermos G # F', considere G+ o complemento ortogonal de G. Considere ainda

p: F — Gt a projecdo ortogonal e escreva L= polL: G+ — Gt

Lema 3.6. Se F' # G entio A\ (L) < \(L).
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Demonstragio. Primeiramente vamos mostrar por induco sobre n que Ly (z) = p(L,(z)). Para

n = 1 nao hé nada a fazer. Suponhamos que para k € N tenhamos Ly (z) = p(Ly(x)). Temos,

A

Lysa(w)u = L(f*(x)) Ly(x)u

Ly (2)u = L(f*(x)) Li(2)u.

~

Escrevendo Ly (z)u = p(Lg(x)u) + v, v € G, ou seja, Ly(z)u = Lg(x)u + v, tem-se
Lyt (@)u = L(f*(@)) Li(e)u = L(f*(2)) L(z)u + L(f*(2))v
(L (@)u) = p(L(f*(x)) Li(x)u) + p(L(f*(@)v).

Como G ¢é invariante por f, segue que p(L(f*(x))v) = 0. Logo,

~

p(Lia(w)u) = p(L(f* (@) Li(x)u) = po L(f*(x)) o Ly(z)u
= L(f*(2)) Li(x)u = Ly (2)u

O que conclui a demonstracao por indugao. Desta forma temos que
[ Ln(z)ull = [p(Ln(z)w)|| < [|Ln(z)ul.

Seja G um subfibrado de G+, dado pelo Lema , para Le Al(f/), ou seja, G ¢ um subfibrado
L—invariante de G tal que

. 1 N R
i —log||Ly()ul = (L)

para p—quase todo ponto z e todo u € G, \{0}. Entao,

R 1 A 1
M(L) = lim = log | L(x)ul] < liminf = log | Lu(x)u|

n—+oo N

1
< limsup —log || L, (x)u|| < A (L).

n—+oo N

Isto mostra que A (L) < A\ (L) e que se tivermos a igualdade, entéo

1 ~
lim = log || L(x)ull = A(L)

n—+oo N

para u € éx\{O} Pela Proposicao , temos ainda que

1 o
lim —log || L,(x)ul| = A\ (L).

n——oo N,
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3. Teorema de Oseledets

Desta forma concluimos que u € G,. Ou seja, temos u € G, NG, = {0}, o que contradiz o fato

de u ser nao nulo. Portanto, A;(L) < Ay (L). O

Para podermos finalmente concluir a demonstragao do Teorema item b) assumiremos o

importante lema seguinte que também sera demonstrado em uma secao mais a frente, logo apds a
prova do Lema [3.5]

Lema 3.7. Se F' # G entdo existe um subfibrado mensurdvel L—invariante H de F tal que

~

Escrevendo E; = G e Hy = H, temos pelo Lema [3.5| que

1
lim — log || Ln(2)ul = M (L) = Ay

n—too N

para todo u € E1\{0} e, pelo Lema [3.7 existe uma decomposicao F' = E; & H; tal que Ay >
A1 (L|Hy). Considere agora a aplicagao L|H; e denote Ay = \i(L|H;). Aplicando o procedimento
anterior, temos que existem subfibrados L—invariantes, Ey e Hs, tais que para pu—quase todo
ponto z € M, tem-se Hy = Ey @ Hy, M (L|Hy) < Ag e

1
lim —log||L,(x)v] = As

n—toco N

para todo v € E;\{0}. Assim, até este passo temos para u—q.t.p z € M, F = E; @ Ey ® Hy com

1
lim —log||L,(x)u| = X\

n—too N

para todo u € E;\{0},1 <i <2, e\ > Ay > \(L|H;y). Dado entao qualquer j > 1, suponhamos

que ja tivéssemos obtido uma decomposicao L—invariante F' = F1 @& ... ® E; ® H; com
tin~ Tog |1 L ()ul] =
LB Il =

para todo u € E\{0}, 1 <i<jeA >...>\; > A(L|H;). Aplicando o Lema [3.5 temos que

existe um subfibrado E,;; de H; tal que
.1
lim —log || Ln(x)ull = Ajr1 = A (L|Hj), VEA{0}
n—+oo N

e aplicando o Lematemos que existe uma decomposigao H; = Ej1®H; 1 tal que A\ (L|H;11) <
Aj+1. Como consideramos, por hipdtese, que F' tem dimensao finita e sabemos que os subfibrados
E; tem dimensao estritamente positiva, segue que a sequencia das dimensoes dos H; ¢ estritamente

decrescente. Assim, este processo deve ser interrompido apés um nimero [ finito de vezes. Temos
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3. Teorema de Oseledets

entao como resultado que para em p— quase todo ponto x € M tem-se

F:El@---@El

) 1
i —log 1L (#)ul =

para todo u € E;\{0}, 1 <i<le A >...> ). Portanto, u—quase todo ponto x € M é regular

e isto completa a demonstragao do Teorema [3.2]
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3.6 Prova do Lema 3.5 .

Vamos agora demonstrar o Lema . Denotando por /i(j) o conjunto dos pontos x para
os quais dim G, = j, iremos mostrar que estes subconjuntos de M sao mensuraveis e que a
restricio de G em cada A(j) é um subfibrado mensurdvel da restricio de F' & A(j). Assuma por
um instante ja demonstrado isso. Seja x € /i(j ). Observando que L é um isomorfismo, temos que
dim G, = dim L(G.). Note ainda que L(G,) = Gy(;). De fato, mostremos que L(G,) C Gy
Seja u € G, \{0}. Temos

1 1
lim inf — log||L (f(z))L(z)u| = liminf—logHLnH(:c)uH
n——oo n——oo M

. .nt1
= liminf ————— log | Lns1(z)ul
1
> lim inf log || L1 (z)ul] > A (L).
n—s—oo 1 + 1

Logo, L(z)u € Gy(;). A outra inclusao segue de modo andlogo. Vemos entdo que f(x) € A(j),
donde concluimos que /1( /) é um conjunto f— invariante e, como assumimos u ergddica, segue
que ,u(/i(])) = 1, para algum j.

Iremos mostrar entao que G é um subfibrado mensuravel de F,. Para isto, vamos dividir a
demonstracao em trés etapas. Depois, iremos checar que j > 1.

Primeiro passo: Para k> 1 e x € M defina

1

G.(k)={ueF, hmsup log | L_pn(x)u|| < =X + E} u{0}.
n——+0o0

Note que G, (k) é um subespago vetorial de F,. De fato, temos que G.(k) é nao vazio, pois

0 € G,(k). Dados u € G,(k) e f um escalar nao nulo, tem-se

1 1 1
lim sup — logHL,n( )(Bu)|| = limsup — log”ﬂL, (x)ul| —hmsup—logw\HL,n( Jul|

n—+00 n—-+4o0o n—-+4o0o

= tim sup —(log |51 + log 1L (x)u)

n—-+00

1 1 1
< lim sup —log 18] + hmsup log [|[L_p(x)ul| < —A1 + —

n—-+o0o n—-+0o0o k
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e, dados v,w € G, (k) tem-se

1
lim sup — log || L_n(x)(v + w)|| = limsup — log | L_n(z)v + L_p(z)w]|

n—-+0o n—-+0o

< limsup ~ 10g2max{||L-n( Jolls [1Ln(z)wll}

n——+oo

< limsup — 10g2 + lim sup ﬁ logmax{||L_,(x)v||, || L_n(x)w]|}

n—+oo T n—-4o00

1
S_)\1+E

Donde vemos que fu e v+ w estao em G, (k).

Seja agora My = {x € M : G,.(k) = G,}. Afirmamos que (M), cobre M. De fato, para
qualquer = € M fixo, (G,(k))x forma uma sequencia decrescente de subespagos de F, e , como
dim F, ¢ finita, deve existir k, > 1 tal que G, (k) = G,, para todo k > k,. Vamos mostrar agora

que M; é um conjunto mensuravel. Para isto, vamos considerar as seguintes fungoes

Mt M = R, Ay(x) = limsup — log | (o)

n—+oo N

1
¢: F— R, ¢(r,u) =limsup — logHL,n(x)uH.

n—-+4o0o

1

Note que tratam-se de fungdes mensuraveis, pois (—log || L, (x)]|). e ( log || L_n(x)ul|), sao se-
n

quencias limitadas de funcoes mensuraveis. Considere agora a prOJegao fibrada m : F' — M.

Temos que

z ¢ My, == Go(k) £ G,

<= Ju € F, com u ¢ GG, tal que limsup — logHL n(x

~—

1
ull < =Aifz) + ¢

n—-+00
<= Ju € F, com u ¢ G, tal que ¢(z,u) < =\ (x) + %

<= Ju € F, com u ¢ G, tal que ¢(x,u) + A\ om(x,u) < %

<= Ju € F, com u ¢ G, tal que (¢p+ A\ om)(z,u) < %

<= Ju € F, com u ¢ G, tal que (z,u) € (¢ + A om) *((0, %])
<= Ju € F, com u ¢ G, tal que m(z,u) € 7((¢ + Ay o) ((0, %]))

o en((@+hom (0 1])

ou seja,

My, = M\7((¢ + M o 7)1 ((0, =])).
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3. Teorema de Oseledets

Sabendo que a projegao aplica conjuntos mensurdveis em conjuntos mensuraveis, temos 7((¢+ ;o

7)7((0, £])) mensurdvel, o que implica que M\m((¢ + Ay o 7)*((0, £])) ¢ mensurdvel e, portanto

M, é também mensuravel.

Segundo passo: Fixemos k > 1 e, para cada x € My e m > 1, definamos

Galk,m) = {u € Fy | Loa()ul] < mexp(-n(h — )]l o).

Afirmamos que G,(k) = UGx(k,m), para todo x € My. De fato, seja u € G,(k). Podemos

encontrar k, > 1 tal que G,(k) = G,, para todo k > k, , isto é, © € M. Assim,

1
limsup — log || L_,(z)u|| < —A;.
n

n—oo

portanto, existe ng € N tal que

1 1 1
—log|Ln()ull - —loglul| < =M+ &

para todo n > ng, o que é equivalente a
1
IZ—n(@)ull < exp(=n(Ar = )lull, ¥n = no.

Agora , seja mg > 1 tal que

1 1 1
—log || L_n(w)ul| — —log|lul| <logmo— A + —
n n k

paran = 1,2, ...,n9. Entao,

1
IL—n()ull < moexp(—n(r = 2))lull, vn

e portanto, u € G,(mo, k). Agora mostremos a outra inclusdo. Seja u € J,, Go(k,m). Entao,

u € Gx(k,my), para algum mq, e com isso, temos

1 1
1L—n(@)ull < myexp(=n(h — 2))llu] = log | L-n(2)ul| < logmi —n(A — ) +log|Jull.

Desta forma,

1 1 1 1
~=logmy + (1 — 7) — = log |Jull < ——log||L_y(x)ul
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e, assim

1 1 1 1
A= ¢ < liminf —— log | L_p(z)u) = M — 7 < —limsup —log | L—n(z)ul|
n

n—+00 n—+oo N

1 1
= limsup — log || L_,(z)u|| < =X\ + —
n—+oco T k

= u € G.(k),

portanto, | J,, G,(k,m) C G(k). O que prova a nossa afirmacao.
Definamos agora My, = {x € M : G,(k) = G.(k,m)}. Note, pelo que foi mostrado até

agora, que
¥ € My & Gao(k) = Gu(k,m) & Go(k,m) = | | Ga(k,m)
< Gy(k,m) = G.(k,l),para todo | > m.

Desta forma
My ={x € My : Go(k) = Go(k,m)} = {z € My; G.(k,m) = G.(k,l), VI > m}.

Note ainda que
x € My <= G, = G.(k) =G.(k,m).

Mostremos que My, ¢ mensuravel, para tanto considere a fungao

Yp i (M) = R, Yp(z,u) = ili[o) {Wexp(n(kl - %))} .

L_, 1
Observe que esta fungao é também mensuravel, pois f,(z,u) = % exp(n(A — %)) define
u
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uma sequéncia de fungoes continuas e, portanto mensuraveis. Assim,

T & Mym <= G(k,m) # G,(k,1), para algum [ > m

1
< Ju € G,(k,l) tal que ||L_,(z)u]| > mexp(—n(A; — E))HUH’ para algum n

LTI,

[l

{ [ L—n(z)u]

]

<= Ju € G,(k,l) tal que — —)) > m, para algum n

k

1
<= Ju € G,(k,1) tal que sup exp(n(A; — E))} >m

n>0

< Ju € F, el>mtal que m < p(x,u) <l

<= Ju € F, el > m tal que ¥y(z,u) € (m,l]

<= Ju € F, el >mtal que (x,u) € ¥, ((m,l])
<= Ju € F, el >mtal que 7(z,u) € (¥, ' ((m,1]))

<= dl > m tal que x € F(Zﬂ;l((m;l])L

o0 o0

ou seja, My, = M\ U (¢ ' ((m,1])). Observando que U 7(¢; 1 ((m,1])) é mensuravel, segue
l=m l=m

que My, também é mensurdvel. Vamos provar agora que (My ) ¢ uma cobertura de M. Para

isto, seja © € My e {uy,...,us} uma base ortogonal de G,(k). Tomemos my,...,ms > 1 tais

que u; € G,(k,m;), para todo 1 < i < s, e consideremos m = max{my,...,ms}. Para cada
S

u= Z a;u; € G,(k) e para cada n > 1, tem-se
i=1

Zon(@)ull = [ Lon(2) D" asusll <3 Jail[| Lo (@)usl]
=1 =1

5 1

< Z |ai|m; exp(—n(A — E))HWH
=1
5 1

< Z |a;|m exp(—n(A; — E))H“z“
=1

1 S
= mexp(—n(A; — E)) Z || |||
i=1

1
= meXp(—TL(Al - _))HuHsoma)

k

assim, ||L_,(z)ul| < mexp(—n(A\ — 1))C||ul, onde C depende da escolha da norma em F. Po-
demos concluir entdo que G, (k) C G,(k,Cm + 1) e, portanto, © € My, cumt1.
Terceiro passo: Afirmamos que G, é semicontinua inferiormente em cada My ,,, ou seja,

dada uma sequéncia (z;); em My, convergindo para algum = € My, , tem-se lim G,, C G,. De
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fato, dada uma sequencia u; € G,,, ¢ > 1, que converge para algum u € F,, temos

1
[ L—n(zi)ui|| < mexp(—n(A — E))Hqua

para todo 7 > 1 e n > 1. Passando ao limite, obtemos
1
IL—n(z)ull < mexp(—n(r = 2))lull,

o que implica u € G.(k,m) = G.(k) = G,, pois € My,,. Como consequéncia disto, temos que
cada conjunto My, ; = {x € My, : dimG, > j} é fechado e que G, varia continuamente com
x em cada My, ;\ Mk m,j+1. Dos Passos 1 e 2, sabemos que (M), é uma cobertura de M e que
(Mpm)m € uma cobertura de My, donde podemos concluir que (M j\Mjm j+1) é uma cobertura
de A(j) por conjuntos mensuréveis. Notemos que 7! |( My mi\Mpm.i+1) = Gl(Mim;\Mp.m.js1)-
Logo, pela Proposicao segue que G |A( j) é um subfibrado mensuravel de F' |A( 7)-

Passaremos agora a segunda parte da demonstracao. Iremos provar que dimG, > 0 para
p—quase todo ponto x € M. Para isto, basta checar que , para todo k& > 1, G, # {0} em
p—quase todo ponto x € M. Considere k£ > 1 fixo e, para m > 1, definamos Y,,, como o conjunto

dos pontos € M tais que existe u € F,\{0} satisfazendo
1L (@)ull < exp(=n(A = 2))lu] (3.11)
para 1 < n < m. Afirmamos que existe 6 > 0 tal que

w(Yy,) > 6 param > 1. (3.12)

Observemos que esta afirmacgao implica que o conjunto Y = ﬂ Y,, tem medida positiva, pois

m=1
Y1 DY, DY; D ... ecada Y, tem medida positiva. Se x € Y entao existe uma sequencia de

vetores unitarios (v, )pen+, com v; € Y, tais que vale [3.11, Consideremos um vetor v que seja
limite de alguma subsequencia de (v,), entao vale e v € G,(k)\{0}. Notemos que

Ln(2)G.(k) = G pn(a) (k)

e entdo tem-se dimG,(k) > 0se z € U 1 ﬂ Y,,). Como U f( ﬂ Y,,) é invariante e
n>0 m>1 n>0 m>1
tem medida positiva, pois contem Y, segue da ergodicidade de u que para p—quase todo ponto

tem-se dimG,(k) > 0. Desta forma, para a demonstragdo do lema, precisamos verificar agora a

afirmagao em [3.12, Para isto, provaremos e utilizaremos o resultado abaixo devido a Pliss.
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Lema 3.8. (Pliss): Dados A € R, ¢ > 0e A > 0, existe 6 = §(\, ¢, A) > 0 tal que se dada
N-1
qualquer sequencia ag,...,anx_1 em R, com Z ar < NX e |ag| < A, para todo 0 < k < N —1,

k=0
entao existem I > No e <nj; <...<n <N —1 tais que

n;—1
Zaj_ n)(A+e€), para todo 0 <n <mn; el <i<I.
N-1
Demonstragao. Seja S(n) = Z(aj — (A +€)) e tomemos ng < ... < n; aqueles nimeros inteiros
j=n
do conjunto {0,..., N — 1} que satisfazem
S(n) < S(n;), para todo 0 < n < n,. (3.13)
Entao, para 0 < n < n,,
N-1 ni—1 N-1
Sy = (4= A+) =) (a;—(A+e)+ ) (45— (A+e)
j=n Jj=n J=n;
n;—1
= ( (A+¢€)) + S(n)
j=n
Logo,
n;—1 ni—1 n;—1
Z(aj—()\—l—E)):S( S(n; :>Zaj Z)\—l—e):S(n)—S(ni)
j=n j=n
ni—1 n;—1
:Zaj_s n@—i-Z)H-e
ni—1
=Y a;=S(n)—S(n) +[(ni—1) —n+1(A+e)
j=n
nyp—1
= ) a;=S(n) = S(n) + (ni = n)(A +¢€))
j=n
ni—1
= Z aj < (n; —n)(A+e),
pois S(n) — S(n;) < 0. Temos ainda que estimar o valor de [. Antes, porém, observemos que
S(n;—1) > S(n; — 1) para todo i > 1, porque, caso contrario, haveria n,_; < m < n; tal que
S(n) < S(m) para todo 1 < n < m, o que contraria a definigdo do conjunto {ny,...,n;}. Assim,

56



3. Teorema de Oseledets

para todo ¢ > 1, temos

S(?’Li_l) > S(nl — 1) = S(ni_l) > i(a]‘ — ()\ + 6)) = 2(&]‘ - ()\ + E)) + Qp—1 — ()\ + E)

= S(ni,l) 2 S(nz) + (ani,1 — ()\ + 6)) 2 S(nz) — ()\ + €+ A),
onde a ultima desigualdade se justifica porque a,,—1 > —A. Em particular, note que

S(ny) > S(ng) — (A +e+ A)
S(ng) > S(n3) — (A+e+ A) = S(ny) > S(ng) —2(A+e+ A)

e, por indutividade, segue que
S(n1) > S(m) — (1—=1) (A +e+ A).

Como 0 é o menor elemento de {0, ..., N — 1} que satisfaz |3.13] entao

T
=

(ar— (A +e) = ar — NA+¢e) < NA\— N(A+¢€) =—Ne.

=
S
I
R
e
I
(]

i
o
i

Temos ainda, que
S(nl) Z S(N — 1) = aN—-1 — ()\ + E)

(isto porque n; é o maior elemento de 0, ..., N — 1 que satisfaz ). Assim,

—Ne>S(ny) >S(n) —(I—1(A+e+A) >anva—A+e)— (=1 (A+e+ A)
= —Ne>an_1—(A+e)—l(A+e+A)+(N+e+ A)

Uma vez que ay_1 > —A, segue que

—Ne>—-A—A+e)—lA+e+A)+A+e+A) =—-l(A+e+ A)
= Ne <I(A+e+ A).

Desta forma, tomando § = — % fica provado o resultado. n
Ate+ A
Continuaremos agora com a demonstracao do lema (3.5} iniciando a verificacao de . Sejam
L 1
u € F,,N >1 tais que W > exp(N (A — %)) e definamos
u
Li+1(x)u

o @l
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3. Teorema de Oseledets

para todo 0 < i < N — 1. Notemos que

Lz+1(x)

logHL_l(fi(x)xHLHl(x) |

< log | (PNl = g |7 (@)

assim, a; < log||L™!||. Notemos ainda que

N, N L @)L ()] L (P @)L @) Ly ()l
2 M 2 TG >u|| Zlg 1Ly (@)l

_N oy i@l Ly (@]

- lguw Vol = B L@a] T L@

|
'—'m

0g [|ull —log [|L(z)ull + ... +log | Ly—1(x)ul| — log || Ly (z)ull

Il 1 1

TGyl = 10BEPN O = 500) = N(=A+ 5.

1
8 2%k

1 1
Aplicando o Lema tomando A = —\; + — 55 €= o5 © A = log||L7"||, obtemos nimeros

ni,...,n taisque 0 <nj; < ...<ny < N—1,com [ > NJ e satisfazendo

| L (z u|| 1
1 -2 3.14
Og HLnl l' Z a] — + k) ( )
para todo 0 < n < n;. Considere v; = ﬁ Observando que
U

Ln(z)u = Ly, (f"(2)) L, (7)u,

obtemos de [3.14] X
ool < exp (0 =m0 = )

para 1 < n;, —n < n;, e isto implica que f™(x) € Y,,. Do fato que Y,, C Y;, quando n; > m,

segue que . l Ns
. —m -m m
— <j<N;f’ Y.} > > =0—- —.

Agora facamos N — 400, assim temos
1 ;
_ o L < Y >
(2, V) = Hm {0 <5 <N;f/(z) €Y} 296

Como p é ergddica, segue que u(Y,,) = 7(x,Y,,) > §, provando assim a nossa afirmagao.

Para finalizar a demonstragao do lema [3.5] definamos

e
Oe(""”)‘nz%{exm ot oyl €€ \{0}}
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3. Teorema de Oseledets

Notando que
u= L,(f"(x))L_pn(r)u,

temos

[ull < C(f 7" () exp(n(hr + €))[[L-n(z)u]

logo, 1 1 1
Slogllull < ~log Ce(f™(2)) + (M + €) + —log || L-n()ul],

podemos, como foi feito na Secao , mostrar que C,(x) tem crescimento subexponencial, sendo

assim segue que

1 1
0 < liminf —log ||L_,(x)ul|| + A\ + € = — hmsup log || Ly (z)ul| + A + €
n——oo 71 n—-+o0
e, como € > 0 é arbitrario,

1
hmsup—logHL (x)ul] < Aq.

n—-+oo

Pela Proposicao temos também

hmsup—logHL (x)ul] < Aq.

n——0oo

Agora, se definirmos

[ @
C*“””)‘m%{exp( O+ )l EG\{O}}

e, observando que

u=Ln(f"())Ln(x)u

temos
Jull < Ce(f"(x)) exp(=n(As + €)[| Ln(z)ull
donde
0< hm+1nf log || Ly (z)u|| — A\ — €
e, portanto,

A < hminf logHL (x)ull.

Aplicando novamente a Proposicao [3.3] tem-se também

1
A1 < liminf —log || L, (z)u||.
n——oo M
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3. Teorema de Oseledets

Como, dada qualquer sequéncia limitada (z,) de nimeros reais vale
lim sup z,, > liminf z,,,

segue que

1
lim inf — log || L, (x)u|| = lim sup — log||L (x)ul|
n—too N,

n—=xoo
e, com isso, temos )
Jim - log || La(@)ull = A,

o que completa finalmente a demonstracao do Lema [3.5]

3.7 Prova do Lema 3.7

Seja ¥ o espaco dos morfismos de fibrados vetoriais mensuraveis G+ — G. Obteremos um
morfismo A € ¥ tal que H = graf(A) = {u + Au;u € G*} seja o subfibrado como no enunciado
do Lema [3.7 Seja a transformagao ® : ¥ — %, definida por

e considere ainda, P = (L|G* — L) : G* — G. Dado u € G*,

L(u+ Au) = Lu + LAu = Lu + Pu+ LAu
= Lu+ A(Lu) + L(L™'Pu) + LAu — L(L™"ALu)
= Lu+ A(Lu) + L(LT'P+ A — L' AL)u.

Observemos que a primeira parcela na soma acima estd em Grenquanto que as duas ultimas

pertencem a (G. Portanto, H ¢é invariante por L se, e somente se,
A—®(A)=-L'P (3.15)

Seja B = —L~'P. Vamos mostrar que existem A < 0 e uma funcao mensuravel C': M — R

tais que ||q)”( Jz|| < C(x)exp(An) para todo n > 0 e u— quase toda parte. Isto assegura

que a série E ¢"(B)x é convergente em pu—quase toda parte. De fato, consideremos a série
n=0

Z C(z) exp(An)e observemos que

. Clx)exp(M(n+1)) _
n1—1>Too C(z)exp(An) nEI-POO exp(A) = exp(d) < 1
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3. Teorema de Oseledets

o0

e, pelo teste da razao, segue que a série Z C(z) exp(An) converge. Utilizando também o teste

n=0

da comparagao, a série Z |®"(B)x|| converge e, portanto Z ®"(B)x) também é convergente.
n=0 n=0

Definindo A = Z ¢"(B), vemos que A satisfaz|3.15|, pois
n=0

A—®(A) = f: d"(B) — i ®"(B) = B+ i P"(B) — i " (B) = B.

Desta forma, resta encontrar A e C. Para tanto, tomemos € > 0 e definamos

S 7 O (€ 2 <) FY )l
Hdw) = nZ% exp(n(\ (L +¢€))) Cel@) nZ% exp(n(A(L7YG) +¢€))

Notemos que

19" (B)e|| = (LGl (@) B @) L@l < I(E7HG)a(f" @I B (2)) | Ln()]]

e, como temos

] 1))
exp(n(n (L +9) ~ n20 exp(n(n(L +e)
) L@ o 6]
(LG + ) ~ nzb exp(n{NL[G) + )
segue que

19™(B)a|| < C(f* @) B(f" (@) | Ke(x) exp(n(h (L) + M (L7HG) + 2€)).

Utilizando os mesmos argumentos na demonstracao da Proposicao na Sec¢ao , podemos ver
que C¢(x) e K.(x) tém crescimento subexponencial. Agora, definamos
D.(x) = sup S @)
n>0 €xp(ne)
Observemos que temos D, (z) finito, pois Cc(f"(z)) é limitado e exp(—ne) — 0 quando n — oo.
Assim,
[2"(B)z|| < C(f"(@)IB(f" (@) | Kc(2) exp(n(Ai (L) + M (LTHG) + 2¢))

< GG g ) exp(n(n (B) + M (L G) +36))

exp(ne)

< De(@)| B/ (@) Ke(z) exp(n(M (D) + M(L7G) + 3¢)).
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3. Teorema de Oseledets

Entéo basta tomar A = A;(L) — A, + 3¢ e C(z) = D (z)||B(f"(2))|| K.(z), onde escolhemos € > 0
tal que A < 0.

Para terminar a demonstracao do Lema , resta agora apenas mostrar que A\ (L|H) = )\1(2).
Com este proposito, considere A: Gt - H dada por Au = u + Au. Temos que

Logu:L(u—l—Au):Lu—i—LAu:Eu—i—A(zu):goEu,

ou seja, L o A=Ao E, desta forma,

(LIH)(z) = A(f(2)) L(x)(A) 7 (2).
Logo,

M (LIH, ) —hmsup—logH(L|H) ()| = lim sup — logllA( "(2)) Lo(@)(A) (@)

n—-+o0o n—>+oo

<hmsup—10gHA(f”( ))l|+hmsup—10g||L ( )||+thUP—10gH( A)~ (@)

n—-+00 n—-+oo n—-+00

= lim sup — log HA(f"( NI+ >\1(L).

n—-4o00

Afirmamos que

imsup - log |1 A(/" ()| = 0. (3.16)

De fato, N

1< Jlid] < JA(F @) = id + AGF @) < 1+ A (@)

—1+H§j¢m £ H<1+§:WWL )l

y (" ()

<1+Cf mZOeXpAm)—l—f—rw,

logo,
L1 A @) < 1+ 2 0 < AP )] < L S

Dai, temos

0 < Timsup + log | A(7" ()| < lim sup - log C(f"(x).

n—-+00 n—+00
Novamente procedendo de forma andloga como na demonstracao da Proposicao na Sec¢ao ,
temos que D,(z) tem crescimento subexponencial. Lembrando ainda que C(x) = D (z)||B(f"(z))|| K(x)

e que B = —L7'P tem norma limitada, segue que

o C(f(x)) =+ log D("(x)) + log | B ()| + ~ log K.(f"(x))
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3. Teorema de Oseledets

e, portanto, podemos concluir que C(z) tem crescimento subexponencial. Desta forma se
verifica e, com isso, temos A (L|H) < A;(L).
Agora, tendo em vista que Z(x) = (A)"Y(f(2))(L|H)(z)A(z), obtemos

M (E) = limsup = logHL ()] = lim sup — . —log||(4 A) 7N (f" () (LI H ) () Al) |

n—-+o0o n—-+o0o

< limsup — logH( A) 7N (f" ()] + limsup — logH(L|H) ( )H+hmiur> 10g||A( )l

n—-4o00 n—400
= limsup — 1og||( A)TH (@) + M (L|H, z).

n—-+o0o

Uma vez que ||(A)7]] < 1 (pois (A)~! = x|H : H — G*) em p—quase toda parte, concluimos que
: 1 N1/ fn
lim sup —log [|(A)™" (f"(x))[ = 0.

n—+oo N

Portanto, A;(L) < A\ (L|H, z) e isto conclui a prova do Lema
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