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Resumo

Neste trabalho estudaremos as defini¢oes, exemplos e propriedades béasicas das ex-
tensoes de Ore. Em particular, apresentaremos um tipo especial de extensoes de Ore, as
algebras de Weyl A,,(K) sobre um corpo K. Veremos que A,,(K) ¢ um dominio noetheriano
simples. Estudaremos também a dimensdo d(M) de um A,-moédulo finitamente gerado
M e provaremos a desigualdade de Bernstein, n < d(M) < 2n. Finalmente estudaremos
os A, (K)-modulos holonémicos, isto é, os A, (K)-modulos finitamente gerados tais que

d(M)=n .

Palavras chaves : Extensoes de Ore, Algebras de Weyl, modulos holonomicos.



Abstract

In this work we will study the definitions, examples and basic properties of Ore exten-
sions. In particular, we will present a special case of Ore extensions, the Weyl algebras
A, (K) over a field K. We will see that A,(K) is a simple noetherian domain. We will
study also the dimension d(M) of a finitely generated A, (K)-module and we will prove
the Bernstein’s inequality, n < d(M) < 2n. Finally we will study the holonomic A, (K)-
modules, that is, the finitely generated A, (K)-modules such that d(M) = n.

Key words : Ore extensions, Weyl algebras, holomic modules.
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Introducao

Em 1933 o mateméatico noruegués Oystein Ore introduziu um tipo especial de extensoes
de aneis. Ele considerou polindmios sobre um anel R numa indeterminada x, a qual nao
comuta com os elementos de R. Como polinomios, é desejado que cada elemento seja
escrito de maneira unica na forma > r;z’, para alguns r; € R. Isto tem que se aplicar, é
claro, ao elemento zr, para cada r € R. E de esperar que tais polinomios tenham um bom
comportamento com rela¢do ao grau, isto é, grau(fg) < grau(f) + grau(g), portanto é
requerido que zr € Rx + R, isto é, xr = a(r)xz + d(r). Nestas condigdes, é claro que « e

0 sao endomorfismos do grupo aditivo de R. Mais ainda,
z(rs) = a(rs)r +0(rs) e (xr)s = (a(r)a(s))x + (d(r)s + a(r)d(s)).

Portanto o tem que ser um endomorfismo do anel R e § uma aplicacao aditiva que satisfaz
a condicao

d(rs) = d(r)s + a(r)i(s),

que é a propriedade que define uma a-derivagao sobre R.

No primeiro capitulo de nosso trabalho mostraremos que para toda a-derivagao ¢ sobre
um anel R é possivel construir um anel S com as seguintes propriedades :
(1) R é um subanel de S, (ii) Existe um elemento z € S tal que S é um R-moédulo livre
com base {1,z,2?%, ...} e (ii7) xr = a(r)z + d(r) para todo r € R.
Mais ainda provaremos que tal anel satisfaz uma propriedade universal e nesse sentido é
tnico. O anel S é uma extensdo de Ore do anel R e é denotado por S = R[x;«,d].
Exibiremos alguns exemplos interessantes de aneis e provaremos que sao extensoes de
Ore. Também demonstraremos, além de outras propriedades, um resultado semelhante ao
teorema das bases de Hilbert para aneis de polinémios, se o anel R é um anel noetheriano
a esquerda (& direita) e  é um automorfismo de R, entdo S ¢ um anel noetheriano a

esquerda (a direita).

il



No capitulo 2 estudaremos um tipo especial de extensoes de Ore, as algebras de
Weyl, que foram introduzidas por Hermann Weyl, para estudar o principio de incerteza
de Heisenberg em mecanica quantica. Definiremos, para cada n € N, a n-ésima algebra
de Weyl A, (K) como o anel de operadores diferenciais do anel de polinomios K|z, ..., ;]
com coeficientes num corpo K e provaremos que A,(K) é uma extensdo de Ore e portanto
herdam as propriedades demonstradas no capitulo 1, em particular veremos que A,(K) é
um dominio noetheriano simples.

O capitulo 3 esta dedicado ao estudo dos A, (K)-modulos graduados e filtrados. Em
particular estudaremos a filtracao de Berstein de A, (K) e veremos que o anel graduado
associado é isomorfo ao anel de polinémios em 2n indeterminadas com coeficientes no
corpo K.

Finalmente, no capitulo 4 estudaremos, usando polinémios de Hilbert, a dimensao
d(M) de um A, (K)-modulo finitamente gerado M. Provaremos que n < d(M) < 2n,
resultado conhecido como desigualdade de Bernstein. Os A,,(K)-médulos M tais que

d(M) = n sdo os mdédulos holonémicos e serdo estudados com alguns detalhes.



Capitulo 1

Extensoes de Ore

1.1 Definicoes e exemplos

No que segue, R denotarda um anel e o : R — R um endomorfismo de R.

Defini¢ao 1.1 Uma a-deriwvag¢ao de R é uma aplicagao aditiva 6 : R — R com a

sequinte propriedade,
d(rs) =06(r)s + a(r)d(s), para todo r,s € R

Notemos que 6(1) =6(1-1) = a(1)d(1) + (1)1 = §(1) + 6(1), donde 6(1) = 0.
Se « é a aplicacao identidade de R, a propriedade acima é conhecida como regra de

Leibniz. Neste caso, as a-derivacoes sao derivagoes de R.

Exemplo 1.2 A aplicacao nula § = 0 é uma a-derivacao para qualquer endomorfismo «

de R.

Exemplo 1.3 Seja R o anel das funcoes reais de classe C* , isto é,
d

C®(R) ={f:R — R; f é de classe C*°}, entao a derivada = é uma derivacao
x

sobre R.

Exemplo 1.4 Seja K um corpo e seja R = K|z] (R = K][z]]) o anel de polinémios
(anel de séries de poténcias formais, respectivamente) com coeficientes em K. A regra
. . d

J ') = ;v defi derivagao ¢ sobre R, ¢ denotad —.
(;ax) ;za:z: efine uma derivagio ¢ sobre R, que ¢ denotada por ——
Mais geralmente, se R = Klxy,...,x,](R = K[[x1,...,x,]]) ¢ um anel de polindbmios em

n-indeterminadas (anel de séries de poténcias formais, respectivamente), cada derivada

parcial 5 .0 =1,...,n define uma derivacao em R.
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Exemplo 1.5 Seja K[z] o anel de polinémios sobre um corpo K. Seja ¢ € K tal que

q#0, ¢ # 1 e seja a o K-automorfismo de algebras de K[z] tal que a(x) = gz. Entao a
qr — x
Euleriana ou g-operador de diferenca.

, define uma a-derivacao de K[z] conhecida como derivada

Dado um anel R e § uma a-derivacao de R construiremos, um anel S que contém
R como subanel, que tem como elementos, "polinémios "numa indeterminada x com
coeficientes a "esquerda"em R e com uma multiplicacdo que satisfaz a relacao

xr = a(r)x + 6(r), para todo r € R. Mais precisamente, temos o seguinte :

Teorema 1.6 Seja 6 uma a-derivacao de R. FEntao existe um anel S com as sequintes
propriedades:

(a) R é um subanel de S.

(b) Existe um elemento v € S tal que S é um R-mddulo livre & esquerda com base
{1, 2,22 ...}

(¢) xr = a(r)x + 0(r), para todo r € R

Demonstracao: Seja £ = Endyz(R[z]), onde R|[z] é o anel de polinémios (ordinario)
na indeterminada z com coeficientes em R. Consideremos o homomorfismo de aneis
A R — E tal que para r € R e p(z) € R[z], \(r)(p(z)) = rp(z). E claro que X é
injetivo, logo podemos identificar R com o subanel A(R) C E.

Agora, definimos x € F pela regra

x(z riz') = Z(a(m)z”l + (1) 2,

)

e seja S o subanel de E gerado por RU {z}.
Parar € Re p(z) =Y., 72" € R|z], temos que

(xr)(p(2)) = x(z rrizt) = Z(a(rri)z”l—f—é(rri)zi) = Zoz(r)a(ri)z”l—f—z(a(r)5(ri)—|—

8(ryri)z" = alr) Y (alry)z"™" +6(ri)2") +6(r) Y riz' = (a(r)a + 8(r) (p(2))-
Portanto, xr = o;(r)x + 6(r) para todo r € R. Em particular, xR C Rz + R. Desta

relacao, segue por indugao que
'RCR'+ Rz '+ ...+ Rr+ R, paratodoi € Z™,
e consequentemente,
(Rz")(R2?) C Rz + R~ ' 4 ... 4+ Ra?, para todo 4,j € Z"

3
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o0
Isto implica que Z Rz & um subanel de E.
i=0
o0
Seja S = ZRm’. Entao o conjunto {1,z,2?%, ...} gera S como R-moédulo & esquerda.
=0
S6 falta mostrar que {1,z, 2%, ...} ¢ linearmente independente sobre R. Para isto, sejam
ro,T1,...,Tn € R, tais que rg + rx + ... + r,2" = 0. Aplicando no polinémio constante

1, temos que (rg + 712 + ... + r,2")(1) = 0 em R[z]. Mas 2%(1) = 2, para todo i > 0.

Portanto, 1o + 112 + ... + 72" = 0 em R|z], donde 1o =r; = ... =1, = 0. [ ]

Definicao 1.7 O anel S construido acima é conhecido como uma extensao de Ore de
R e é denotado por R[x;a,0].

Na literatura em inglés tal anel é conhecido como um "skew polynomial ring” de R.
Se § € a deriwagao nula, escreveremos R = [x;a] no lugar de R[z;a,0].

Se a = 1g € a aplicagao identidade de R, escreveremos R[x; 0| no lugar de R[z;1g,d]. O

anel R[z;d] é conhecido também como um anel de operadores diferenciais.

As extensoes de Ore possuem a seguinte propriedade universal:

Teorema 1.8 Seja S = R[x;«, | uma extensao de Ore de R. Suponhamos que T é um
anel, o : R — T € um homomorfismo de aneis e y € T tal que yo(r) = pa(r)y + pd(r)
para todo v € R. FEntao, existe um unico homomorfismo de aneis V : S — T tal que

Ulgr =¢ e ¥ (x) =y, ou seja, o sequinte diagrama € comutativo:

Demonstragdo: Definamos a aplicagdo W : S — T por U(>_ rz’) = >, ¢(r:)y". En-
ta0, U|g = p e ¥(x) = y. Além disso, ¥ é um homomorfismo de aneis. De fato, primeiro
note que se t = y_ bz’ & um elemento arbitrario de S, entdo W(xt) = V(3 a(b;)a/ ™ +
> 0(b)a?) = 37 pa(bi)y? ™+ 37 0 (b)Y = 30 (pabi)y + d (b)Y = D7, yp(by)y! =
y¥ ().

Segue-se por indugao que ¥(x't) = y'¥(t), para todo i € ZT et € S.
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Mais ainda, se a € R, entao
Wat) =Y plab)y’ =Y pla)e(by)y’ = p(a)¥(t).
J J
Consequentemente, dado s = Y, a;2" em S, temos
U(st) = Z U(a;a't) = Z plai)V(zit) = Z plan)y B (t) = W(s)W(t).

Por outro lado, é claro que U(s +t) = W(s) + V(¢). Portanto, ¥ é um homomorfismo de
aneis que satisfaz a propriedade desejada.

Finalmente, seja ¥' : S — T um outro homomorfismo de aneis tal que ¥'|z = ¢ e
U'(z) = y. Entdo,

V(Y rat) = S )W @) = 3 ety = WY ra)

% %

O que prova a unicidade de V. [

Corolario 1.9 Sejam S = Rlx;«,d] e S" = R[x; «, §] extensoes de Ore de R, entao existe

um tinico isomorfismo de aneis W : S — S’ tal que U(x) =1 e VU|g = 1.

Demonstracdo: Se aplicarmos o teorema com ¢ : R — S’ sendo a inclusdo, obtemos
um tnico homomorfismo ¥ : S — S tal que ¥|z = ¢ e ¥U(z) = 2'. Portanto, ¥|z = 15
e U(z) =21

Por simetria, o teorema garante a existéncia de um tnico isomorfismo ¥’ : §° —
S tal que U'(z') = z e ¥'|p = 1z. A aplicacio 1g tem a mesma propriedade, entdo
pela unicidade temos que U'¥ = 1g. De maneira semelhante, prova-se que ¥U' = 1 g

Consequentemente, ¥ é o tnico isomorfismo procurado. [

Exemplo 1.10 Seja K um corpo e seja ¢ € K, ¢ # 0. Por definicao, o anel de coorde-
nadas quantizado de K? ou plano quantico O,(K?) é a K-algebra apresentada pelos
geradores u e v e a relagdo uv = quu. Isto é, se K (U, V) é a algebra livre com duas letras
UeV e (UV —qVU) denota o ideal gerado por UV — ¢V U, entao

K (U, V)

O = v = oy

Os elementos u e v na defini¢do sdo entao as classes de U e V modulo (UV — ¢VU) .
Afirmacdo: O plano quantico O,(K?) é uma extensao de Ore do anel de polinomios

ordinarios K[y]. Mais precisamente, se a é o automorfismo de K[y| tal que a(y) = qy,

5
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mostraremos que O,(K?) = K[y][x; a].

Para isto, seja o : K(U, V) — K][y][z; o] 0 K-homomorfismo de dlgebras tal que o(U) = «
eo(V)=y. Entao o(UV — qVU) = xy — qyz = 0 e portanto (UV — qVU) C kero. Pelo
teorema fundamental dos homomorfismos, o induz um K-homomorfismo de algebras
P:0,(K? = % — Kly|[z, o]

tal que ®(u) =z e ®(v) =y,onde u=U+ (UV —qVU) e v =V +(UV — ¢VU)

Por outro lado, como K]y] é um anel de polinémios sobre K, existe um tnico homomor-
fismo de K-algebras 7 : K[y] — O,(K?) tal que n(y) = v.

Logo, se p = » aiy' € K[y], entdo n(p) = ¥ a' e alp) = ¥ aa(y) = > aq'y'.

Donde, n(a(p)); = Z a;iq'v'u = Z a;uv’ = u(lz: a;iv') = un(p), z)u seja, Z
n(a(p))u = un(p). Alpropriedade &niversal das elxtensées de Ore garante a existéncia de
um tinico homomorfismo de K-algebras ¥ : Kly|[z, a] — O,(K?)

tal que V(g = n e VU(z) = u. Em particular, ¥(y) = n(y) =v

Como o VU(y) = d(v) =y, PoV(r) =P(u) =2, Vod(u) =V(z) =ue Vodv) =
U(y) =v. Logo, PoW =1e Vod=1. Portanto, & é um isomorfismo de K-algebras, o

que prova nossa afirmacao.

Exemplo 1.11 Seja K um corpo e A a K-algebra apresentada pelos dois geradores u, v
e relacdo vu — uwv = u. Por outro lado, seja K[y|[z,a] a extensdo de Ore do anel de
polinomios K[y], onde a ¢ o K-automorfismo de Kly] tal que a(y) =y —1. Em K[y][z, o],
temos que xy = a(y)z, o que implica que zy — yx = x. Portanto, procedendo como no
exemplo anterior, podemos provar que existe um tnico K-isomorfismo de algebras

0 : A — K[y]lz, o] tal que p(u) =z e p(v) =y.

Exemplo 1.12 Seja g a algebra de Lie nao abeliana de dimensao 2 sobre um corpo K e
seja {X,Y} uma base de g tal que [X,Y] =Y.
A K-algebra envolvente (universal) de g é U (g) := T (g)/1, onde T (g) é a K-algebra

tensorial de g e I é o ideal bilateral de T'(g) gerado pelos elementos da forma
a®b—b®a—la,b], abeg.

Afirmacao: U(g) é uma extensdo de Ore do anel de polinomios K[y]. Mais precisamente,
d

seja 0 a unica derivagdo de Kly] tal que d(y) = vy, ou seja, d(p(y)) = yd—p(y), para
Y

p(y) € Kly]. No anel Ky|[z;d], temos zy = yz + d(y) = yzr +y. Provaremos que

6
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U (g) = K[y|[z; 6] como K-algebras.

Com efeito, seja n : g — K[y][z; 6] o K-homomorfismo linear tal que n(X) =z e n(Y) =
y. Entdo, pela propriedade universal da algebra tensorial T'(g), podemos extender 7 a
um tdnico K-homomorfismo de algebras 7 : T (g) — Klyl[x;d]. Agora, notemos que
para a,b € g, existem escalares A\;, 3; € K, 1 < 7,5 < 2, tais que a = M X + 51Y e
b= XX + (Y. Donde, 7(a®b—b®a—la,b]) = (Mfa — Af1)(xy —yxr —y) = 0.
Isto implica que o ideal I esta contido em ker(7). Entdo, pelo teorema fundamental dos

homomorfismos, existe um tnico K-homomorfismo de algebras
p:U(g) =T (g) /1 — Kly]lx; 0]

tal que o seguinte diagrama comuta

~
—~
<
N

S

A
=,
B
)

Em particular, o(X +1) =n(X) =z e oY +1)=7(Y) =y.

Por outro lado, como K[y] é um anel de polinémios, existe um tnico homomorfismo
de K-algebras o : K[y] — T'(g) /I tal que o(y) =Y + 1.
Seja p(y) = 3, aiy' € Ky, entdo o(p(y))(X + 1) + o (d(p(y))) =
=3 a(YX+1)+o(>tay’) =, a;(Y'X+1)+ > ia;(Y +1) =
=Y (Y X +iY'+1) ... (*)
Como XY + 1 = (YX +Y) + I, entao por indugao XY*+ I = (YX +iY?) + I, para
todo ¢ > 1. Logo, em (*),
o (p(y)) (X + 1) +0(0(p(y))) = Sy a(XYT+1) = (X+1) Sy (Vi +1) = (X + Do(p(y)).
Agora, a propriedade universal das extensoes de Ore, garante a existéncia de um tnico
homomorfismo de K-algebras W : K[y][x, §] — U (g) tal que ¥|gp) = o e ¥(z) = X + 1.

Isto é, o seguinte diagrama comuta

Kly][z; §]
K[y —— 72— U (g)
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Finalmente, notemos que Vo o(X +1) = V(z) = X+ 1, po¥(y) =Y +1) =ye
poW(xr) =p(X + 1) ==z Istoimplica que ¥ e ¢ sdo mutuamente inversos, o que prova

nossa afirmacao.

Exemplo 1.13 Seja K um corpo e seja sl,(K) = {A € M,(K) tal que Tr(A) =0} a
algebra de Lie especial linear, com colchete de Lie [A, B] = AB — BA. Em particular,

5l5(K) é de dimensao 3 e uma base de sly(K) esta formada pelas matrizes:
0 1 0 0 1 0

? )

00 10 0 -1
Os produtos de Lie de tais matrizes sao: [E, F| = H, [H,E| =2E, [H, F] = —=2F --- (¥*)

A K-algebra envolvente de sly(K) é U(sly(K)) := T'(sl(K))/I a K, onde T'(sl5(K))é a
K-algebra tensorial de sl(K) e I é o ideal bilateral de T'(sly(K)) gerado pelos elementos
da forma
a®b—-b®a—[ab], a,b € sl(K). Sejam e := E+ I, f == F+1eh:=H+ I
Usando (*), temos na algebra envolvente U (sly(K) as relagdes ef — fe = h, he — eh = 2e,
hf — fh = —2f. Equivalentemente, eh = (h — 2)e, fh = (h+2)f, fe=ef —h --- (**)

Agora seja K[y] o anel de polinémios na indeterminada y e com coeficientes em K.
Seja o : K[y] — U(sl3(K)) o inico homomorfismo de K-algebras tal que o(y) = h e seja
a : K[y] — K[y| o K-automorfismo de K[y| tal que a(y) = y — 2. Usando as relacoes
(x%), temos em U(slx(K)) que ea(y) = eh = (h —2)e = o(y — 2)e = a(a(y))e.

Portanto, pela propriedade universal das extensoes de Ore, existe um tnico K-homomorfismo
de algebras ¢ : K[y|[z; a] — U(sly(K)) tal que gy = 0 e 6(x) = e, ou seja o seguinte

diagrama comuta

Klyz; o
K[y] T U(sly(K)

Agora seja 5 o unico K-automorfismo de K[y|[x, o] tal que 5(y) =y +2 e f(z) = z. Seja
também ¢ a tnica f-derivagao de Kly|[z; o] tal que d(y) =0 e §(z) = —y.

Usando as equagoes (**), temos as seguintes relacoes em U (sly(K)) :
foly) = fh = (h+2)f =a(y+2)f = a(By)f +30(y) e fo(x) = fe=ef —h =

a(B(z))f + dd(x). Portanto, pela propriedade universal das extensoes de Ore, existe um
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unico K-homomorfismo de algebras
¢ : K[y|[z; a][2; B, 6] — U(sl(K))

que extende & e (z) = f. Ou seja, o seguinte diagrama comuta

~
L
~
~

%)
N
~ ~

Klyllz; a]l2; 8, 9]
[yllz; o

K[y|[: 5 U (sl (K))

Em particular, o(y) =a(y) = h, p(z) =d(z) =ee p(z) = f.

Afirmacgao: ¢ é um K-isomorfismo de algebras e portanto, a algebra envolvente
U(sly(K)) é uma extensao de Ore (iterada) do anel de polinomios K[y].

Com efeito, considere o tnico homomorfismo K-linear ¢ : slo(K) — K|y|[x; o][z; 8, J]
tal que ¢(H) =y, ¢(E) = x e ¢(F) = z. Entdo, pela propriedade universal da algebra
tensorial, a aplicacao K-linear ¢ pode ser extendida para um tnico K-homomorfismo

¢ : T(sl,(K) — K[y][z; a][z; 8, 9]. Ou seja, o seguinte diagrama comuta

sly(K) L T(sly(K))

\

-

Klyl[z; a[2; 8, d]

As equagoes (*) e (**) implicam que E, F,H € kerd e consequentemente I C kerg.

Portanto podemos fatorar gg, isto é, existe um tnico K- homomorfismo de algebras
®: T(sk(K)) /T — Kly][z; o[z 8, 6]

tal que Pom = ¢2, ou seja, o seguinte diagrama comuta

¢

T (sly(K) K[y|[z, ][z, b, ]

7

-

T(sly(K)/1

Em particular, ®(h) = ¢(H) =y, ®(e) = ¢(E) =z e O(f) = ¢(F) = 2.
Agora é claro que ¢ e v sao K-homomorfismo de algebras mutuamente inversos. Em

conclusao:
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U(sly(K) = K[y][z; a][z; B, 6] como K-algebras e portanto a algebra universal envol-

vente da algebra de Lie especial linear sly(K) é uma extensao de Ore do anel de polindémios

Ky].

Na seguinte secao estudaremos algumas propriedades das extensoes de Ore.

1.2 Propriedades

Defini¢ao 1.14 Seja R[x;«,d] uma extensdo de Ore de R e seja p € R[x;a, 0] um ele-

mento diferente de zero,entao p pode ser escrito de maneira Unica como
-1
p=rpx" +r, 12"+ ..+ x4+,

para algum n € N e alguns r; € R, 1 = 0,...,n tal que r,, # 0. O inteiro n € chamado
grau de p ¢ é denotado por n = gr(p). O elemento r, é chamado coeficiente lider de

p. Por convengao, dizemos que o grau do elemento zero de R[x;«,d] é —oc.

Observacao 1.15 No caso de um anel de operadores diferenciais, ou seja, R[x;0|, dire-

mos que n € a ordem de p.
Lema 1.16 Seja R[z;a, ] uma extensao de Ore e sejam r € R e n € N, entdo
2" = a"(r)z" 4+ ap_12" "+ A agr + 6 (r)

para alguns a,_1,...,a; € R. Portanto, se r # 0 e « € injetiva, entdo z"r tem grau n e

coeficiente lider o (r).

Demonstragao: Provemos a primeira parte por indugao sobre n.

Se n = 0 nao h& nada a provar. O caso n = 1 é simplesmente a regra da multiplicacao
em R[z;a, ).

Suponha que para n > 1, existem a,,_1,...,a; € R tais que

a"r = a"(r)a" 4+ ap_1x" '+ -+ ayx + §"(r). Entao,

"M = za™(r) 2" + ap12" + wa, 2"+ -+ wagx + 26(r) =

(@™ (r)x + 5(a(r)))a™ + (a(an_1)x + 5(an_1))a" L+ - 4+ " (r) =

Q™)™+ (8(a™(r)) + alan—1))z" + - - + " T(r).

Assim, 2""1r pode ser escrito na forma desejada. A segunda parte segue-se do fato que

se a é injetiva, " é injetiva. Portanto, se r # 0, entao o"(r) # 0. [ ]

10



Capitulo 1. FExtensoes de Ore 1.2. Propriedades

Proposicao 1.17 Sejam R um dominio de integridade e o um endomorfismo injetivo de
R. Entao, gr(pq) = gr(p) + gr(q) para todo p,q € R[z;«,0]. Consequentemente R[x; ., d]

€ um dominio de integridade.

Demonstracao: Se p ou ¢ é o elemento zero, a igualdade segue-se da convencao que
—00+n = —o0 para todon € Ne —oco + —00 = —o0.

Suponhamos que p # 0 e ¢ # 0. Entao, podemos escrever de maneira tinica
p=rpx" +rp 12"+ 1w +ry, onde n=gr(p)

q=$m®™ + Sp_12" 4+ + 512+ 59, onde m = gr(q)

Agora, (1,2™)(Smx™) = rp(2"s,,)2™ e usando o lema anterior, podemos escrever
"8 = Q" (8)T" + a1+ -+ a1z + 6"(s,,), para alguns a,_1,...,a; € R
Logo, (rna™)(sma™) = 10" (S )2 "+ (termos de menor grau).
Isto implica que o coeficiente lider de pg é r,a"(s;,) e como r, # 0, a é um endo-
morfismo injetivo e R é um dominio, r,a™(s,,) # 0. Portanto, gr(pq) = m +n. O fato
anterior garante que se p # 0 e ¢ # 0, entdo pg # 0. Consequentemente, R[z;«,d] é um

dominio de integridade. u

Lema 1.18 Seja R[x;a, 0] uma extensao de Ore de R onde o é um automorfismo de R.

1 1

Entdo o' é um automorfismo do anel oposto R e —da~' é uma a~'-derivacdo de RP.

Mais ainda, R[z;,d]P = R[z; ot —da™ Y.

I ¢ um automorfismo de R°. Denotemos

Demonstragao: Provemos primeiro que o~
com * a operacao em R, isto é, se a,b € R°P, a*b = ba. Como ! é um homomorfismo
de R, temos que a~*(a xb) = a~(ba) = at(b)a"(a) = a7 (a) x a~1(b).

1 & uma o~ !-derivagdo em R?. Com efeito, —da ' (r x s) =
—0(a~!(sr)) = =d(a™ (s)a™!(r)) = =(d(a7(s))a" (r) + a7 (s) + d(a7'(r)) =

— (a7 (r) * 6(a™(s)) + d(a(r)) x a7(s)) = —(a L x o™ (s) + da (r) x a~(s)).

Finalmente, provemos que R[z;a,d]? = RP[x;a~!, —6a~!]. Com efeito, em R[z;a,d],

Mostremos agora que —da~

temos que zr = a(r)z + §(r) para todo r € R. Logo, za~'(r) = rz + §(a”!(r)), e dai
re = xa ' (r)—d6(a(r)). Assim em R[z;«,d]°P, temos que zxr = o~ (r)xx — (a1 (r)).
Mas esta ¢ a mesma regra de operagiao em R[z;a~', —da~!]. Consequentemente,

R[z;, 8P = RP[z; a7t —da™ 1.

11
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O Teorema das Base de Hilbert demonstra que se R é noetheriano a direita (& es-
querda), entdo um anel de polinémios (ordinario) é também noetheriano a direita (&

esquerda, respectivamente). Nos provaremos um resultado semelhante para extensoes de

Ore.

Teorema 1.19 Seja S = R[x; «, 0] uma extensao de Ore de R, onde o é um automorfismo
de R. Se R é um anel noetheriano a direita (esquerda), entdo S é um anel noetheriano a

direita(esquerda).

Demonstragao:

Caso I: Suponhamos primeiro que R é noetheriano a direita. Provaremos neste caso
que qualquer ideal nao-nulo I a direita de S é finitamente gerado. Seguiremos os seguintes
passos:

Passo 1: Seja J o conjunto dos coeficientes lideres de I juntamente com 0, isto é,
J = {7" €ER/rat +ry 127V + ... +ro €I, para alguns rq_, ..., € R} .

E claro que J é um subgrupo aditivo de R. Agora considere elementos r € J e a € R, entio
existe algum p € I da forma p = rz?+ [termos de menor grau] em /. Entao pa € I. Como
pa = rat(a)z? + [termos de menor grau], concluimos que ra?(a) € J. Para obtermos ra,

devemos substituir a por a~%(a). Mais precisamente, temos pa~%(a) € I e
pa~%(a) = raz? + [termos de menor grau).

Portanto ra € J. Isto mostra que J é um ideal & direita de R.

Passo 2: Como R é noetheriano a direita, J é finitamente gerado. Suponhamos que
r1,...,7r € um conjunto de geradores para J, entao existem pq,...,pr € I tal que cada p;
tem coeficiente lider r; e grau n;. Seja n = max {ny,...,n;}. Notemos que p;z" ™ é um
elemento de I com coeficiente lider r; mas com grau n. Assim, sem perda de generalidade,

podemos assumir que todos os p; possuem o mesmo grau n, isto é,
n
pi = ;2" + [termos de menor grau].

Passo 3: Seja N = R+ Rx + ... + Rx"!, o conjunto dos elementos de S com grau
menor que n. Pelo lema 1.16, N = R+ 2R + ... + 2" 'R. Consequentemente, N é um
R-submodulo a direita de S. Visto como R-moédulo, N ¢ finitamente gerado, e portanto

é noetheriano. Assim, seu submodulo I NNV é um R-moédulo & direita finitamente gerado.

12
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Digamos que qy, ..., q; geram I N N.

Passo 4 Seja I o ideal a direita de S gerado por pi,...,pr, q1, ..., q:, entao, Iy C I. A
inclusao anterior na verdade é uma igualdade. Com efeito, seja p € I com grau menor
que n, entao p € INN e p = qia; + ... + q.a; para alguns a; € R e portanto p € .
Passo 5 Agora considere algum p € [ com grau m > n, e suponha que todos os elementos

de I com grau menor que m estao em Iy. seja r o coeficiente lider de p; assim
p = ra™ + [termos de menor grau).

Como p € I, seu coeficiente lider r estd em J, e assim r = rya; + ... + rpa; para alguns
a; € R. Desejamos construir um elemento de Iy que também tem grau m e coeficiente lider
r. Devemos aplicar as poténcias negativas apropriadas de o em a;. Mais precisamente,
observemos que

pia”"(a;) = r;a;x™ + [termos de menor grau]

para todo i. Consequentemente, se ¢ = (pra~"(ay) + ... + pra " (ag))z™ ™, entdo q € Iy e
q = rz™ + [termos de menor grau].

Agora p — ¢ é um elemento de I com grau menor que m. Pela hipdtese de inducao,
p—q € Iy, e assim p € [y. Esta inducao mostra que I = [y. Assim, [ é finitamente
gerado. Portanto, S é noetheriano.

Caso II. Suponhamos agora que R ¢é noetheriano a esquerda. Entao o anel oposto

L& um automorfismo de R? e —fa~!

R°P é noetheriano a direita. Pelo lema 1.18 |, a~
. _ . ~ . -1 _ , .

¢ uma o' derivagao de R°?. Logo, pelo caso I acima, R[z;a , —da~!] é noetheriano
a direita. Mas, pelo mesmo lema, R?[x;a~ !, —0a~!] = R[z;a,d]°?. Em consequencia,

R[x; , §] é noetheriano & esquerda.

Corolario 1.20 O plano quantico O,(K?), a dlgebra envolvente U(g) da dlgebra de Lie
nao abeliana g de dimensao 2 e a dlgebra envolvente U (sly(K)) da dlgebra de Lie especial

sl(K) sao aneis noetherianos.

Demonstracao: Segue-se dos exemplos 1.9, 1.11, 1.12 e do teorema 1.19.

13
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Corolario 1.21 Seja S = R[x1; a1, 01][x2; g, 02 - - « [T i, 6,] uma extensao de Ore ite-
rada, onde cada o; € um automorfismo do anel R[xy;aq,01] -+ Rlx;_1; 041, 0;_1], para cada
i=1,..,n. Se R € um anel noetheriano & direita (esquerda), entdo S é um anel noethe-

riano & direita (esquerda).

Teorema 1.22 Seja R é um anel de divisao e seja S = R[x;a,d] uma extensao de Ore
de R. Entao S é um dominio de ideais principais a esquerda. Se além disso, o € um

automorfismo de R, entdo S é também um dominio de ideais principais a direita.

Demonstracao: Como R éum anel de divisao, a ¢ um endomorfismo injetivo e portanto
S é um dominio de integridade.

Agora, dado um ideal J & esquerda nao nulo de S, seja m o menor grau dos elementos

nao-nulos de J, e escolha p € J com grau m. Se r é o coeficiente lider de p, entdo p pode
ser substituido por 7~p, e assim nao ha perda de generalidade em assumir que p tem
coeficiente lider 1.
Afirmacao: J = Sp. Com efeito, é claro que Sp C J. Provemos a inclusao reciproca por
inducao sobre k. O tnico elemento de J com grau menor que m é 0 e certamente 0 € Sp.
Agora assuma que para um inteiro k£ > m, todos os elementos de J com grau menor que k
estao em Sp. Seja ¢ um elemento de J com grau k, e seja a o coeficiente lider de q. Agora
ax*™p tem grau k e coeficiente lider a, portanto ¢ — ax* ™p é um elemento de J com
grau menor que k. Pela hipotese de inducdo, ¢ — az*™p esta em Sp, e assim, g € Sp.
Isto prova que J = Sp. Portanto, S é um dominio de ideais principais a esquerda.

Suponhamos agora que o é um automorfismo de R. Entao, pela primeira parte e
o lema 1.18, R?[x;a~ !, —6a~'] ¢ um dominio de ideais principais & esquerda. Assim,
R[z;, 0|7 = R[z;a™!, —da~ '] é um anel de ideais principais a esquerda. Portanto,
Rlz;a, 6] € um anel de ideais principais & direita.

Observacao 1.23 Para cada a € R, a regra 0,(r) = ar —ra, v € R define uma derivagao

0, em R.

Definigao 1.24 Uma derivag¢ao § em R € uma derivag¢ao interior se 6 = 0, para algum

a € R. Caso contrdrio, diremos que 6 € uma derivacao exterior.

14
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Definigao 1.25 Seja § uma derivacao de R e seja I um ideal de R. Dizemos que I € um
d-tdeal se 6(I) C I.

O anel R é chamado d-stmples se os unicos d-ideais de R sao 0 e R.

Lema 1.26 Seja § uma derivagao de R e seja S = R[x; 0] uma extensao de Ore de R.

(a) Se d =4, para algum a € R, entdo S = R[x — a], um anel de polindmios ordindrio.

Portanto, S(x — a) é um ideal proprio nao-nulo de S.

(b) Se I € um d-ideal de R, entao IS = SI. Assim IS € um ideal de S. Mais ainda, se
I # R, entao IS # S e se [ #0, entao IS # 0.

Demonstracgao:

(a) Note que xr = rz+09,(r). Assim, xr = rz+ar —ra. Desse modo, xr —ar = rz—ra
e, portanto, (x — a)r = r(z — a) para todo r € R. Logo, S = R[x — a] , ou seja, S
¢ visto como anel de polinémios na variavel  — a. Portanto, S(x — a) é um ideal

proprio nao-nulo.

(b) Provemos que IS = SI. Seja j € I. Como [ é um d-ideal, rzj = r(zj) =
r(jx +0(j)) = rjz +rdé(j) € IS. Reciprocamente, jrz = zrj — o(jr) € SI. O

resultado segue, claramente.
]

Definicao 1.27 Um anel S é dito stmples se os unicos ideais bilaterais de S sao 0 e S.

Proposicao 1.28 Seja R uma Q-dlgebra e seja § uma deriva¢io de R. Entio R[z;d] é

um anel simples se, e somente se, R é d-simples e 0 € uma derivacao exterior.

Demonstracao: Seja S = R[z;d]. Pelo lema anterior se R ndo é d-simples ou se § é
interior, entdo S nao é simples.

Reciprocamente, suponhamos que R é -simples e que 6 é uma derivacao exterior. Seja [
um ideal nao-nulo de S' e n o menor grau dos elementos nao-nulos de /. Seja J o subcon-
junto de R consistindo de 0, juntamente com os coeficientes lideres daqueles elementos de
I que tém grau n. Nao é dificil ver que J é um ideal nao-nulo de R.

Afirmagao: J é um d-ideal de R. Com efeito, todo elemento nao-nulo r € J é o coefici-

ente lider de algum p € I com grau n, isto ¢, p = rz" + r'z"~!'4|termos de grau menor].

15
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Observemos que zp — px € I e que xp — pxr = §(r)x™+|termos de grau menor]|).
Portanto, §(r) € J, e consequentemente J é um d-ideal.

Como R é d-simples e J # 0, necessariamente J = R. Portanto, I contém um elemento
q com grau n e coeficiente lider 1. Se n = 0, entao ¢ = 1 e [ = S. Mostraremos que se
assumirmos n > 0, teremos uma contradicao. Com efeito,

Escrevamos ¢ = z" + az" '+[termos de grau menor|, para algum a € R. Por outro
lado, para cada r € R, observemos que rq — qr € I e que
rq —qr = (rz™ + raz™ ') + [termos de grau menor] — (raz™ + nd(r)z""! + arz™') +
[termos de grau menor]) = (ra — nd(r) — ar)z™ '+ [termos de grau menor].
Pela minimalidade de n, devemos ter rq — gr = 0, e portanto ra — nd(r) —ar = 0. Como
n > 0e R é uma Q-algebra, obtemos 6(r) = (—a/n)r — r(—a/n) para todo r € R, o que
contradiz o fato de que ¢ é exterior.

Assim, n=0e I = S. Portanto, S é um anel simples.

[ ]
No capitulo 2 usaremos este resultado para provar que as algebras de Weyl sobre um

corpo de caracteristica zero sao aneis simples.

1.3 Aneis de polin6mios de Laurent

Dado um anel R e um automorfismo o de R construiremos um anel que tem como ele-
mentos "polindémios de Laurent"numa indeterminada x com coeficientes & "esquerda'em

R, isto é onde a indeterminada x é invertivel. Mais precisamente temos o seguinte:

Teorema 1.29 Seja o um automorfismo do anel R. Entao existe um anel T com as

sequintes propriedades:

(a) R é um subanel de T.

(b) Eziste um elemento invertivel x € T tal que T é um R-mddulo livre & esquerda com
1,2 -2

base {1, x,z~ ' x* o= %, ...}

(c) xr = a(r)x, para todo r € R.

Demonstracao: Consideremos o seguinte conjunto:

T .= {a = (a;) € HR/ existe n = n(a) € N tal que a; = 0 para todo i € Z com |i| > n(a)

1€EL
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O conjunto 7" é um anel com as operagoes de soma e produto, definidas por,

a+b=(a;+b) e ab=(q), ondec; = Z ara™(b;).

ktj=i

Notemos que o elemento unitario de 7' é 1 = (a;), onde a; = 1sei=0e a; = 0se 1 # 0.
Definamos os elementos x,y € T por: x := (z;), onde z; = 1sei=1ex; =0sei#1e
y:=(y;),ondey; =1sej=—-ley; =0sej#—1.

Entao, pela definicao de produto, zy = yxr = 1. Portanto, x é um elemento invertivel
deText=uy.
Por outro lado, por indugdo sobre k € Z, temos que ¥ := (x;), onde 7; = 1 se i = k e
x; =0sei#0.
Provemos agora que o anel T satisfaz as condig¢oes do teorema. Com efeito,
(a) R & um subanel de T. De fato, a aplicacdo ¢ : R — T definida por ¢p(a) = (a;),
onde a; =asei=0ea; =0seiz#0¢éum homomorfismo injetivo de aneis. Portanto,
podemos identificar R com um subanel de T
(b) De maneira natural 7' é um R-moédulo a esquerda. Por outro lado, seja a = (a;) € T,
entao existe n = n(a) € N, tal que a; = 0 para todo |i| > n(a). Entdo podemos escrever
de maneira unica a = a_,x "+ +ag+- - - +a,x". Isto prova que {1,z,x7 1 2% 72, ...}
¢ uma base de T' como R-moédulo.

(c) Agora seja r € R. Entao zr = (a;), onde a; = Z zra”(r), © = (7)) e 7 = (r;). Das
ktj=i
definigbes acima, temos que a; = a(r)sei=1ea; =0se i # 1.

Por outro lado, a(r)z = (b;), onde b; = Z (ag)a¥(z;) e a(r) = (o). Como ay = a(r)
htj=i
se k=0ea,=0sek#0, temos que, b, =a(r)sei=1eb; =0sei# 1.

Comparando as equagdes acima, concluimos que zr = «a(r)z para todo r € R.

Definicao 1.30 O anel T' construido acima é conhecido como anel de polindmzios de
Laurent de R e é denotado por R[z*';al.

Na literatura em inglés tal anel é conhecido como um "skew-Laurent ring" de R.
Observagao 1.31 Notemos que que R|x;a] é um subanel de R[z*!;al.

Os aneis de polinémios de Laurent possuem a seguinte propriedade universal:
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Teorema 1.32 Seja o um automorfismo de um anel R e T = [z*; . Suponhamos que
U é um anel, p : R — U é um homomorfismo de aneis e y € um elemento invertivel de
U tal que yp(r) = pa(r)y para todo v € R. Entdo, existe um tunico homomorfismo de

aneis U : T — U tal que ¥|gp = ¢ e Y(z) =y. Ou seja o sequinte diagrama comuta :

=
©

Demonstragao: A demonstracao é semelhante ao Teorema 1.8.

Corolario 1.33 Sejam T = R[z*';a] e U = R[y*'; a] dois aneis de polindmios de
Laurent referentes ao mesmo automorfismo o de R. Entao existe um unico isomorfismo

U:T — U tal que ¥(x) =y e V|g € a identidade em R.

Demonstragao: A prova é analoga a do corolario 1.9.

Exemplo 1.34 Seja K um corpo e ¢ € K, g # 0. Por definicao, o anel de cordenadas
quantizado de (K*)? ¢ a K-algebra O,((K*)?) presentada pelos geradores u,u’,v,v" e as
relagoes w =vu=vw =vv=1euv— quu = 0.

Isto &, se K(U,U',V, V') é a K-algebra livre com letras U, U’, V, V'. Entao,

KU, U, V,V')

0,((K)?) = =

onde, I é o ideal gerado por UU' — 1, U'U —1,VV' =1, V'V —1e UV — ¢V U.

Os elementos u,u’,v e v' da definicdo sao entao as classes de U, U’, V e V' moédulo I,
respectivamente.

Em Geometria Algébrica, (K*)? é conhecido como toro algébrico, e portanto, O, ((K*)?)
é chamado toro quéantico.

Afirmagao: O,((K*)?) é um anel de polinémios de Laurent. Mais precisamente se K[y*!]
¢ um anel de polindmios ordinario de Laurent e o é o tinico K-automorfismo de &lgebras
de K[y*'] tal que a(y) = gy, entdo Oy((K*)?) = K[y*'][z*"; o]

Com efeito, definamos o K-homomorfismo de dlgebras o : K(U, U’ V, V') — K[y*!]|[z*!; o]

tal que o(U) =, o(U') =271, o(V) =y e o(V') = y~ 1. Entao,
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oUU —1)=22'-1=0,0UU—-1)=2'2-1=0,0(VV' = 1)=az' —1=0c¢
o(V'V—1)=xzz ! —1=0. Assim, [ C Ker(o). Portanto, existe um K-homomorfismo

de algebras
U Oq((K*)Q) — K[yﬂ[mi;oz] tal que U(u) =z, V(v) =y, V(u ) = xle U(v) = y L.

Por outro lado, como K[y*!] é um anel de polinémios de Laurent, existe um homomorfismo
de K-algebras 7 : Ky™'] — O,((K*)?) tal que n(y) =ven(y™') =v".
Agora, seja p(y) = Zaiyi c K[y*]. Entdo n(p(y)) = Zaivi + Zai(y')i e alply)) =

i€Z i>0 i<0
> ai(a(y)) =) aiq'y'. Assim temos que, n(a(p(y)))u = () aig'v' + > aig (v'))u =
i€z i€z i>0 i<0

Z aiqzv’u—i—z a;q' (v )'u = Z aiuv’%—z au(v) = U(Z aivz—l—z a;(v)") = un(p(y)).
i>0 i<0 i>0 i<0 i>0 i<0

Pela propriedade universal dos aneis de polindbmios de Laurent, existe um tnico ho-

momorfismo de K-algebras

¢ Ky 2™ a] — O,((K*)?) tal que @lgps1) =1 e p(z) = u.

’

Assim, p(a7") = o' Mais ainda, p(y) =n(y) =ve p(y™") =n(y™") ="

Finalmente, provemos que as aplicacoes ¥ e ¢ sao mutuamente inversas. De fato,
pol(u) = px) =u po¥(v) =p(y) =v, po¥(u) = p(a") =u e po¥(v) =
ply™") ="

Por outro lado, ¥ o p(z) = ¥(u) =2, Vo p(y) =V (v) =y, Yoz ™) =V(u)=a""e
Top(y™")=T@)=y"

O que prova que ¥ é um isomorfismo de K-algebras e portanto nossa afirmacao.

Exemplo 1.35 Seja K um corpo e H o grupo de Heisenberg, que é apresentado por

trés geradores x,y, z e as relagoes

xya:_ly_l =2z, Tz=z2xre Yyz=2zy

Os elementos de H podem ser escritos de maneira tinica como produtos z'y/z™ para

inteiros i, j, m e estes produtos formam uma base para a algebra de grupo K[H]. Como

+1

y e z comutam, a subdlgebra de K[H| gerada por y*! e 2*! ¢ um anel de polinomios

1

+1 2%, Por outro lado, observemos que, como xyz™! = zy e

ordinario de Laurent, K[y

rzr~! = 2z, temos que z(K[y*!, 25 ))z~1 = K[y*!, 2%1]. De fato, conjugando os elementos
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de K[y*!, 2*1] por z temos o mesmo efeito que aplicando o K-automorfismo de élgebras

a do anel K[y*!, 2*1] tal que a(y) = 2y e a(z) = 2, isto &, 2r = a(r)z para todo

elemento r € K[y*!, 2*1]. Como os produtos z'y/z™ forma uma base para K[H]| sobre K,
as poténcias ™, m € 7Z formam uma base para K[H] como um modulo livre & esquerda
sobre K[y*!, 2%1]. Portanto, concluimos que a algebra de grupo do grupo de Heisenberg

¢ um anel de polinémios de Laurent. Mais precisamente,
K[H] _ K[yil, Zil][xil; Oé].

Assim como para as extensoes de Ore, temos um resultado analogo ao da Base de Hilbert
para aneis de polindmios de Laurent. De fato, usaremos o resultado ja provado para

extensoes de Ore no seguinte:

Teorema 1.36 Seja o um automorfismo de R e seja T = R[z*'; a] um anel de polinémios

de Laurent. Se R € noetheriano, entdao T € noetheriano.

Demonstracao: Seja S = R[z;a] a extensdo de Ore de R com respeito a a.

1

Afirmacao: Se s € S, entdo os elementos 7 'sz e xsz~! pertencem a S. Com efeito,

Seja r € R, entao z 'rx = z7'za”l(r) = a7}(r) € S. Por outro lado, z7'ra? =
(z7'rz)z = o~ (r)z € S. Por indugao sobre n € N, temos z~'rz" ™! = o™ (r)z" € S.

Seja agora s = Zrn:c" € S, entao x_l(z raa)T = Z it = Z a "(r,)z" € S.
n n n

n
De forma analoga podemos provar que xsx~ ' pertence a S.

Definamos a aplicacdo 8 : S — S, por B(s) = 27 'sz. E claro que 3 é um homomor-
fismo de aneis. Mais ainda, # é automorfismo. Com efeito,
Se B(s) = 0, entao z ‘sz = Za’"(rn)x” = 0 Assim, a"(r,) = 0 para todo n > 0.
Portanto, r, = 0 para todo n znO. Logo, s =) rpx™ = 0. Isto mostra que,  é injetiva.
Por outro lado, 3 é sobrejetiva, pois para s € S existe xsx~! € S tal que B(zsz™!) = s.
Consideremos agora a extensao de Ore S[y; f] e a inclusdo ¢ : S — T
Seja s € S. Entao, (8(s))z™! = B(s)z™! = (v 'sx)xz™ = 27's = 27 14(s). Pela proprie-
dade universal das extensoes de Ore, existe um homomorfismo ¥ : S[y; 5] — T tal que

U(y) = 271, conforme o diagrama abaixo:

Sly; B

B
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Notemos que W é sobrejetiva. Assim, pelo teorema fundamental dos homomorfismos,
S[y; ]
ker(W)
sdo aneis noetherianos (veja o Teorema 1.19) e portanto todo quociente de S[y; 5] é

temos que, T = Agora, como R é um anel noetheriano, S e S[y; 5] também

noetheriano. Portanto, 7' é um anel noetheriano ,como queriamos provar.

[ ]
Corolario 1.37 O toro quantico O,((K*)?) e a dlgebra de grupo K[H] do grupo de
Heisenberg sao aneis noetherianos.
Demonstracao: Segue-se dos exemplos 1.34, 1.35 e do Teorema 1.36.

[ ]

Definicao 1.38 Seja o um automorfismo e I um ideal do anel R. Dizemos que I é um
a—ideal, se a(I) = 1. E claro que 0 e R sio a-ideais de R.

O anel R € dito a-stmples se os unicos a-ideais de R sao 0 e R.

Lema 1.39 Seja o um automorfismo de R e sejam S = R[z;a] e T = [2*Y;a]. Se I é um
a-ideal de R e & é o automorfismo de R/I induzido por a (&(r + 1) = a(r)+ I,r € R).
Entao sao vdlidas as sequintes identidades:

a)IS = SI e IT =TI

DISANR=ITNR=1I

¢)(R+1S)/1S CS/SI e (R+IT)/IT CT/IT sao isomorfos a R/1.

d)S/IS = (R/I)[x;4] e T/IT = (R/1)[z; &).

Demonstracgao:

(a) Note que se rzj € SI. Entao rzj = ra(j)z € IS. Por outro lado, se o~ (jr)z € IS,

entao (o~ (jr)z = zjr € SI. De maneira anéloga, prova-se que IT = T'I.

(b) Se p € ISN R, entdo p é uma constante que esta em I. Reciprocamente, é claro que

I CISNR,poisI CRel CIS. Do mesmo modo, temos que ISNT = 1.

(c) Note que (R+ 15)/1S C S/IS. Por outro lado, temos que R é subanel de S e [.S
¢ ideal de S. Pelo teorema dos isomorfismos (R + IS)/1S = R/RNIS = R/I.
Analogamente, prova-se o caso (R+ IT)/IT = R/RNIT = R/I.
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(d) Consideremos o automorfismo & : R/I — R/I induzido por o, &(r+1) := a(r)+1.
Seja (R/I)[%; 4] a extensao de Ore de R/I com respecto a &.
Notemos que z(¢(r + 1)) = z(r+ 1) =aor+1 = a(r)z+ a(l) = (a(r) + Iz =
a(r+ Iz = o(&(r + I))z. Entao, pela propriedade universal das extensoes de Ore,
existe U : R/I[z,&] — S/IS tal que ¥ () =z
(R/D)[z; 4]

I

(R/1) L S/SI

Lema 1.40 Seja o € um automorfismo de R e seja T = R[z*Y;a] . Se T ¢ simples, entio

nao existe n € Z* tal que o™ é um automorfismo interno de R.

Demonstracao: Suponha que alguma poténcia inteira positiva o’ é um automorfismo
interno de R, isto é, existe uma unidade u € R tal que o”(r) = uru™! para todo r € R.
Por indugao sobre i € Z, podemos provar que o'(u)ra‘(u)~! = o™(r) para todo i € Z e
r € R. Por tanto, para todo i € Z, temos que, o' (u)u = o" 7 (u) = ua'(u).

Seja v := ua(u)a?(u)---a" '(u) € R. E claro que v é uma unidade de R, mais ainda,

v~ = u"?v e como u comuta com toda poténcia a’(u), cumpre-se que a(v) = v.

Afirmacdo: O elemento v~z € T esta no centro de T'.

1 n?

De fato, note primeiro que vrv~!' = o™ (r) para todo r € R. Agora provemos por in-

2 o 2 _ 2 . 2 2 _ 2
Fp=lan = o=t rak, Se k=0, ro~ 2™ = v o (r)a™ = v "

ducao sobre k que ra®v~ T,

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 2
Sek =1, rev'z" =ra(v)zz"™ =rvtz™ 1. Poroutro lado, v 12" re = v~ 1™ (r)z™ L.

_ 2 _ 2
Logo, rev~ta™ = v~ ta" ra, para todo r € R.

k,—1 1

_ 2 _ 2 ~ _ 2
Suponha agora, que para k > 0. rzFv=1z" = v~ 12" rz*. Entdo, para k+1, raf o1z =
bl ) b b

k,—1

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
rexFo e = repv e 2k = v e raah = o e rak T

Agora é claro que v~1z"* € T estd no centro de T, o que prova nossa afirmacao.
Por outro lado, 1+ v~ 2" ndo é uma unidade de 7. Assim T(1+ U‘lscnz) é um ideal
bilateral proprio e nao nulo de T'. Por tanto, 1" nao é simples.

Teorema 1.41 Seja o € um automorfismo de R e seja T = Rlx*';a]. Entdo T ¢ simples

se, e somente se, valem as sequintes afirmagoes:
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a) R € um anel a-simples.
(a) p
(b) Nao existe n € Z* tal que o™ € um automorfismo interno de R.

Demonstracao: Os lemas anteriores provam que se R é simples, entao se cumprem os
items (a) e (b).

Reciprocamente, suponhamos que (a) e (b) valem. Seja [ um ideal ndo nulo de 7. Devemos
mostrar que [ = T. Seja S = R[x; ). Temos que I = (INS)T. Assim, INS # 0. Como [
é um ideal em T', podemos multiplicar por z ou 7. Dessa forma, z/z~! C [ ez 'z C I.
Portanto, z/z~! = I. Mais ainda, por um argumento usado na prova do Teorema 1.36,
temos que zSx~! = S e, portanto, z(INS)z~' =INS.

Seja n o menor grau dos elementos nao-nulos de I N.S. Definamos o seguinte conjunto:
J = {7’ ER/ra" + 12" o €INS, Tpt, .0 € R} )

Nao é dificil ver que J é um ideal nao nulo de R. Dado r € R, existe p € I NS da forma
p = ra"+[termos de menor grau|. Logo, o elemento zpr~! = a(r)z"+[termos de menor grau]
também estao em I NS e assim, «a(r) € J. Portanto, o(J) C J. De maneira analoga,
podemos provar que a~(J) C J. Em consequencia, a(.J) = J e portanto, J é um a-ideal
de R. Como R ¢é a-simples, devemos ter J = R e, desse modo, 1 € J. Entao existe um

elemento p € I NS da forma
p=a"4a,_ 12" ' +---+ap paraalguns ; € R, i =0,...,n — 1.

Se ag = 0, entao pr! = 2" '+ a, 12" 2+ -+ + a; ¢ um elemento nao-nulo de I N S
com grau n — 1, contradizendo a minimalidade de n. Portanto, ay # 0. Por outro lado,
observemos que

rprt = 2" + afa,_1)r" Tt + -+ alag),

e que, zpr ' — p é um elemento de I NS de grau no maximo n — 1. A minimalidade de

1

n implica que zpx~' — p = 0 e, portanto a(a;) = a; para todo i.

Agora seja r € R e notemos que
pr=a"(r)a" + ap_1a"(r)a" T+ aer

a"(r)p = a™(r)z" + oz”(r)an_lx”_l + -+ a”(r)ap.

Entao, pr — o™(r)p é um elemento de I NS com grau no maximo igual a n — 1 e, assim

pr—a”(r)p = 0. Em particular, segue que agr = o™(r)ag. Como isto vale para todor € R,

23



Capitulo 1. FExtensoes de Ore 1.3. Aneis de polinémios de Laurent

temos que agR C Rag. Por outro lado, tomando r = a~"(r’) temos que r’'ag = aga " (1),
para todo 7’ € R e portanto, Rag C agR. Logo, agR = Rag

Agora, agR = Rag € um a-ideal nao-nulo de R, pois a(ag) = ap. Como R é a-simples,
temos que agR = Rag = R. Assim, ag é invertivel em R. Consequentemente as equagoes
apr = a"(r)ag, para todo r € R implicam que o™ é um automorfismo interno de R. Pelo
item (b), temos que n = 0. Assim, p =1 e, como p € I, concluimos que [ = T. Portanto,

T é um anel simples.

-

Corolario 1.42 Seja K um corpo e ¢ € K, q # 0. Entdo o toro qudntico O,((K*)?) é

um anel stmples se, e somente se, ¢ nao € uma raiz da unidade.

Demonstragao: Seja T = O,((K*)?). Pelo exemplo 1.34, T = K[y*!][z*!; a] onde « é
o automorfismo de K[y*!] tal que a(y) = qy. Como R = K[y*'] ¢ um anel comutativo, o
tnico automorfismo interno de R ¢é a aplicacao identidade.
Se ¢ ¢ uma raiz da unidade, digamos ¢" = 1 para algum inteiro positivo n, entao o™ é a
identidade de R. O teorema anterior prova que 7' nao é simples neste caso.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ nao é uma raiz da unidade. Entao, nenhuma
poténcia positiva de a é um automorfismo interno. Resta, agora, verificar a condic¢ao (a)
do teorema anterior.
Seja I um « ideal ndo-nulo de R. devemos mostrar que I = R. Observemos que I N K]y]
¢ nao-nulo e escolhamos um polindémio moénico f € I N K|y| de grau minimo, digamos,
f=9y"+ap 2™+ -+ ay para algum m € Z* e a; € K. Como I & um oa-ideal,
temos também «(f) € INK[y]. Agora, a(f) = ¢™y" +q¢™ ay,_12™ 1+ -+ ap, e assim,
a(f)—¢™f é um polinomio em I NK[y] com grau no maximo m — 1. Pela minimalidade
de m, devemos ter a(f) — ¢™f = 0. Disto segue que ¢‘a; = ¢™a; para todo i, isto &,
(¢™* —1)a; = 0. Como ¢ ndo é raiz da unidade, concluimos que a; = 0 para todo i # m.

Consequentemente, f = y™, que é invertivel em R. Portanto, I = R. [
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1.4 Dominios de Ore

Definicao 1.43 Um dominio R é um dominio de Ore a esquerda se Rx N Ry # 0
para todo par de elementos diferentes de zero x,y € R. Analogamente, um dominio R é
um dominio de Ore a direita se tRNyR # 0 para todo par de elementos x,y € R.

Um dominio R ¢ um dominio de Ore se ¢ um dominio de Ore a esquerda e a direita.

Definicao 1.44 Seja R um dominio de integridade. Um anel de fracoes a esquerda

para R é um anel de divisao D com as sequintes propriedades:

(a) R € um subanel de D.

(b) Se § € D, entao existem a € R e b € R* tais que § = b 'a.

Proposicao 1.45 Suponhamos que R € um dominio de Ore a esquerda, entdo existe um

anel de fracoes a esquerda para R.

Demonstracao: No conjunto Rx R* definimos uma relagdo ~ como segue: (a,b) ~ (¢, d)
se existem r, s € R* tais que ra = scerb = sd # 0. Entao ~ é uma relagao de equivaléncia.
De fato, a reflexividade e a simetria sdo claras. Por outro lado, se (a,b) ~ (¢, d) e (¢,d) ~
(e, f), entdo existem r,s,t,u € R* tais que ra = sc,r7b = sd # 0,tc = ue,td = uf # 0;
por outro lado, como R é um dominio de Ore & esquerda temos que xs = yt para alguns
z,y € R*, logo (zr)a = (yu)e e (zr)b = (ye)f # 0 e portanto (a,b) ~ (e, f) o que mostra
que ~ é transitiva.
Denotemos por [a, b] a classe de equivaléncia do par (a,b) € Rx R* e o conjunto quociente
por D := R x R*/ ~. Agor vamos definir uma estrutura de anel sobre D:
Dados [a, b] e [c,d] em D, escolhemos r, s € R* tais que rb = sd e colocamos [a, b]+ ¢, d] =
[ra + sc,rb]. Entao + ¢ uma operacao bem definida.

Por outro lado, dados [a, b] e [c,d] em D, escolhemos r € R* e s € R tais que ra = sd,
e colocamos [a, b].[c, d] = [sc,rb]. Entdo . é uma operagao bem definida.
O sistema (D, +,.) ¢ um anel, onde [0, 1] é o elemento zero e [1,1] ¢ o elemento unitario de
D. Mais ainda, a aplicagdo r — [r, 1] ¢ um homomorfismo injetivo de aneis. Com efeito,
o fato de ser homomorfismo segue-se das defini¢bes e por outro lado, se [r, 1] = [0, 1] para
algum r € R temos que (r,1) ~ (0,1) e portanto existem t,u € R* tais que tr = s.0=0¢e

como R é um dominio, concluimos que » = 0. O homomorfismo injetivo anterior permite
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identificar R com um subanel de D e quando fazemos esta identificacao, R torna-se um
subanel de D. Além disso, o anel D é um anel de divisao. De fato, se [a, b] € um elemento
diferente de zero em D, entdo a,b € R, logo [b,a] € D, mais ainda [a,b].[b,a] = [1,1] e
[b,a).la,b] = [1,1]. Notemos que se r € R*, entao [r,1]7' = [1,r]. Usaremos a notacao
r~! para o inverso de r € R.

Finalmente, se § € D, entao existem a € R e b € R* tais que § = [a,b], que pode
ser escrito como [a,b] = [1,0].[a, 1] = [b,1]7!.[a, 1]. Logo, se usamos a identificacao de R

como um subanel de D e a notacdo acima, temos que 6 = b~ 'a.

Os aneis de fragoes a esquerda possuem a seguinte propriedade universal :

Proposicao 1.46 Seja R um dominio de Ore & esquerda e D um anel de fracoes a
esquerda para R. Suponhamos que ¢ : R — S € um homomorfismo de aneis tal que
o(z) € uma unidade de S para cada x € R*. Entao, ¢ extende-se de maneira tinica a um

homomorfismo de aneis ® : D — S. Ou seja, o sequinte diagrama é comutativo:

Demonstracao: Seja 6 € D, entdo existem a € R e b € R* tais que § = b la.
Colocamos ®(§) = ¢(b)"'¢(a);em primeiro lugar temos que ver que @ estd bem definida.
Com efeito, suponhamos que d tem outra representacao como d = d~'c para alguns ¢ € R
e d € R*. Entdao b~'a = d7'c e como R é um dominio de Ore & esquerda, existem
r,s € R* tais que ra = sc e rb = sd # 0. Mas ¢(rb), ¢(r), ¢(sd), ¢(s) sdo unidades em
S. Logo, ¢(b)'p(a) = ¢(rb)té(ra) = ¢(sd) " p(sc) = ¢(d)"'p(c). Portanto, a regra
Db~ ta) = ¢(b)*¢(a) define uma aplicacao ® : D — S. Notemos que ¢(r) = ¢(171r) =
#(1)"té(r) = ¢(r) para todo r € R. Portanto, ® extende ¢ a D. Em particular ®(1) = 1.

Agora mostremos que de fato ¢ ¢ um homomorfismo de aneis. Com efeito, sejam
a,c € Reb,de R* entao existem r,s € R* tais que rb = sd. Logo
O(b~ta+dc) = ®((rb) " (ra+sc)) = d(rb) tod(ra+sc) = ¢(rb) " p(ra) +¢(rb) " d(sc) =
¢(b)"'d(a) + &(d) 7 p(c) = 2(b7a) + B(d 7 c).

por outro lado, existem t € R e u € R* tais que ua = td. Logo

(b~ ad™ ) = B((ub)~te) = P(ub)~'p(tc) = G(b) " p(uTt)d(c) = G(b) " d(ad™!)(c) =
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(0(b)"Lp(a))(d(d)"Lp(c)) = (b~ta)®(dc).Portanto, ® ¢ um homomorfismo de aneis.
Finalmente, se ¢ : D — S é outro homomorfismo de aneis que extende ¢, temos que
paraa € Re b€ R*, p(b~'a) = o(b)'p(a) = ¢(b)'¢p(a) = ®(b~'a). Portanto, ¢ = @, o

que mostra a unicidade da extensao. [

Corolario 1.47 Seja R uwm dominio de Ore & esquerda e sejam D, D’ aneis de fracées a
esquerda para R. Entdo a aplicacao identidade de R extende-se a um unico isomorfismo

de D sobre D'.

No sentido do corolario anterior, um anel de fragoes a esquerda para um dominio de

Ore & esquerda ¢ tnico.

Definicao 1.48 Seja R um dominio de integridade. Um anel de fracoes a direita

para R ¢ um anel de divisao E com as sequintes propriedades:
(a) R é um subanel de E.
(b) Se & € E, entao existem a € R e b € R* tais que £ = ab™'.
E claro que proposicoes semelhantes sio verdadeiras para dominios de Ore & direita.

Proposicao 1.49 Suponhamos que R é um dominio de Ore & direita, entdo existe um

anel de fracoes a direita para R.

Proposicao 1.50 Seja R um dominio de Ore a direita e EE um anel de fracoes a direita
para R. Suponhamos que ¢ : R — S € um homomorfismo de aneis tal que ¢(x) € uma
unidade de S para cada x € R*. Entao ¢ extende-se de maneira inica a wm homomorfismo

de aneis ® : E — S. Ou seja, o sequinte diagrama comuta:

=
©
¥

nn

Corolario 1.51 Seja R um dominio de Ore & direita e sejam E,E’ aneis de fra¢ées
direita para R. Entao a aplicagao identidade de R extende-se a um tinico isomorfismo de

E sobre E.
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No sentido do corolario anterior, um anel de fragoes a direita para um dominio de Ore

A direita é dnico.

Proposicao 1.52 Suponhamos que R é um dominio de Ore. Entao os aneis de fracoes

a esquerda e a direita $ao iguais.

Demonstracao: Seja D o anel de fracoes a esquerda de R e E o anel de fragoes a direita
de R. Entao se § € D, existem elementos a € R e b € R* tais que § = b~'a. Desde que R
¢ um dominio de Ore & direita, existem r € R e s € S tais que as = br, logo § =rs~ e
portanto 0 € E, o que mostra que D C F. Analogamente, pode-se provar que £ C D e,
portanto, D = E.

Proposicao 1.53 Seja R um dominio. Entao ou R é um dominio de Ore a esquerda
ou R contém um ideal & esquerda que € livre e de posto infinito como R-mddulo. Em

particular, todo dominio noetheriano a esquerda € um dominio de Ore a esquerda.

Demonstracao: Suponhamos que R nao é um dominio de Ore & esquerda. Entao
existem a,b € R* tais que Ra N Rb = 0. Afirmacao: os elementos a, ab, ab?, ab?, ..., sao
linearmente independentes a esquerda sobre R. Portanto o ideal a esquerda gerado por
eles ¢ livre de posto infinito. De fato, caso contrario, haveria uma relagio > c;ab’, onde
0s ¢; nao sao todos iguais a zero. Seja ¢, o primeiro coeficiente diferente de zero, entao

podemos cancelar b” e obter uma relacao

Cra ~+ crprab + ... 4 cpab” " = 0.
Donde

(Cr1G 4 ... + cpab” " b = —c,a.

O que contradiz a hipotese inicial sobre a e b.
|
Um resultado andlogo ¢é véalido para "direita"em lugar de "esquerda". Mais precisa-

mente temos a seguinte:
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Proposicao 1.54 Seja R um dominio. Entao ou R é um dominio de Ore a direita ou R
contém um ideal & direita que € livre e de posto infinito como R-modulo. Em particular,

todo dominio noetheriano & direita é um dominio de Ore ¢ direita.

Corolario 1.55 Todo dominio noetheriano é um dominio de Ore. Em particular, se R
é um dominio noetheriano, entao toda extensio de Ore R[x;a,d] é um dominio de Ore.
Além disso, se R é noetheriano e a é um automorfismo de R, entdo R[x*';a] é um

dominio de Ore.

Observagao 1.56 Dos ezemplos 1.9,1.11,1.12,1.32,1.33, temos que os aneis O, (K?),
U(g), U(sl,(K), O,((K*)?) e K[H]| sao dominios de Ore e portanto, possuem aneis de
fracoes.

No sequinte capitulo, estudaremos as dlgebras de Weyl sobre um corpo de caracteristica
zero e veremos que sao dominios noetherianos, portanto sao dominios de Ore e possuem

aneis de fracoes.
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Capitulo 2

Algebras de Weyl

2.1 Definicoes e Propriedades

Seja K um corpo, n > 1 um inteiro positivo e K[z] := K[z1, ..., 2,] 0 anel de polindmios
em n variaveis com coeficientes em K.

Seja Endg (K[z]) a K-algebra dos endomorfismos K-lineares do K-espago vetorial K[z].
Como o produto nesta algebra é a composi¢ao de endomorfismos, entdo Endyk(K[z]) é um
anel nao comutativo com unidade.

Seja f € K[z] um polinémio. A multiplica¢ao por f,
o7 : Klz] — Klz], definida por ¢;(g) = fg para todo g € K[z]

¢ um K-endomorfismo linear de K[z]. O elemento unitario do anel Endk(K[z]) ¢ a apli-
cacao identidade que coincide com ¢;.

Para cada 1 <1 < n, a derivada parcial com respecto a i,

0
o : K[z] — K]z]
¢ também K-endomorfismo linear de K[z]. Usaremos a nota¢do 9; no lugar de ;> para

1 <i<n. Assim, para todo f € K[z], temos 0;(f) := %.

Definicdo 2.1 Seja K um corpo e n > 1 um inteiro. A n-ésima Algebra de Weyl,

denotada por A, (K), € a subdlgebra de Endg(K[z]), gerada pelos endomorfismos

¢:1:17 (RS ¢In7817 7811

Por convengao, Ao(K) :=K e por simplicidade de notagao, escreveremos A,, no lugar de

A, (K).
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A n-ésima Algebra de Weyl A, é conhecida também como Anel de Operadores

Lineares Diferenciais com coeficientes polinomiazs.

Observacao 2.2 Um elemento em A, é simplesmente uma combinacao linear de palavras
nos geradores ¢y, ..., ¢z, 01, ..., 0n. Cada palavra € identificada com o endomorfismo

correspondente construido pela composicao de geradores presentes nela.

Observagao 2.3 A, ¢ uma dlgebra nao-comutativa.

Com efeito, seja [ € K[z]. Entao, (0;0¢.,)(f) = 0i(xif) = f+x:0:(f) = f+(ds, 00:)(f)-
Como [ € arbitrdrio, 0; 0 ¢, = ¢, 0 0; + 1.

De um modo mais geral, para todo f,g € Klz] e 1 <1 < n, temos

(0,9 6,)(f) = 0:0f) = u(g)] + 90K ) = boni () + (84 0 B)(f). Assim,

0; 0 ¢g = (g0 0; + Po,(g)-

Proposicao 2.4 As sequintes igualdades valem em A,:
(a) 0io ¢y, = ¢e; 00, para todo 1 < i,j <n, comi# j.
(b) 0;0; = 0;0;, para todo 1 < i < j <n.

() Guis; = Gayburs para todo 1 < i < j <.

Demonstragao: Provemos o item (a). Os outros itens podem ser provados de maneira,
analoga.

Seja f € K[z] um elemento arbitrario. Entdo, (0; 0 ¢.,)(f) = 0i(¢,(f)) = Oi(x;f) =
(i) f 4+ 2;(0if) = b0, (0if) = (be; 0 O) [

Proposigao 2.5 A aplicacao Klz] — A, definida por f — ¢y é um homomorfismo

mjetivo de K-dlgebras.

Demonstracao: A prova segue igualdades :

Grrg(h) = (f + 9)h = fh+ gh = ¢sh + ¢gh = (5 + d4)(h)

Org(h) = (fg)h = f(gh) = ¢5(¢g(h)) = (¢5 © &g)(h),
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que sao verdadeiras para todo f, g, h € K[z].
Finalmente, se ¢y = 0, entdo f = f.1 = ¢,(1) = 0. Isto mostra a injetividade da
aplicacao.

Observagao 2.6 Por motiwos de simplicidade, escreveremos x; no lugar de ¢,, e PQ) no
lugar de P o Q) para o produto em A,.

Para a = (aq, ..., ) € N, escreveremos x® = (' -+ - 2% para indicar um mondmio
em Klz| e o correspondente elemento em A,. Também escreveremos
9% =089 € A,. Por convencio, 29 =1¢e0?=1parai=1,..,n.

Um elemento x°0° € A,, para o, f € N" é denominado mondémio em A,.

Proposicao 2.7 Em A, sdo vdlidas as sequintes propriedades:

(a) Seja f € K[z] e B € N*. O produto O°f em A, satisfaz a igualdade

r=3" (f) 57 (£)9°~

okLp

g

onde o K B significa que o; < B; para i =1,....n, (5) = %lg), e B! = pil...G,l.

(b) Se 3,7 € N, entdo temos 0°(x7) = Bl(g)x%ﬁ; onde (g) =0 se a relagao B <K vy

nao vale.
(¢) Se a, o, 3,8 € N", temos

/
:l’,‘aaﬁgjalaﬁl _ :L‘OH_O/aﬂ—HBI 1 Z o (ﬁ) (Oé)l,a—i-o/_o‘aﬁ-ﬁ-ﬁ/_o"

g g
oL B,0kal ,07#0

Demonstracgao:

(a) A prova segue do caso n = 1 e da distributividade do produto com respeito a

soma em A,. Para n = 1 (escrevendo t e J; no lugar de x; e J; ) a formula

J
o f = Z AF(f)d! ™" pode ser provada por inducéo sobre j.
k=0
(b) A formula segue-se por indugao sobre n. O caso n = 1, prova-se por indu¢ao em f;.

(c) Segue-se de (a) e (b).
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Proposicao 2.8 O conjunto dos mondémios B = {xa8'8|0z,5 € N”} € uma base de A,
como K-espaco vetorial . Cada elemento nao-nulo P em A, pode ser escrito de maneira

unica como uma soma finita
P = Zpaﬁl'aéﬂ
a7ﬁ

para alguns pas € K. Mais ainda, P =73, ps(2)0° com pg(x) =, Pasr®.

Demonstragao: Bastard provar a primeira afirmacao, pois a segunda é consequéncia
da primeira.
Pela observacgao 2.2, toda palavra nos geradores x4, ..., ,, 01, ..., 9, ¢ um produto de mono-
mios. Mais ainda, pela proposicdo 2.7(c), um produto de monémios é uma combinacao
linear com coeficientes em K de elementos em B. Isto prova que B gera A, como es-
paco vetorial. Agora provemos que B é linearmente independente. Com efeito, seja
P =" papr®d” uma combinagio linear nao trivial em B. Seja 3 € N o menor elemento,
com respeito & ordem lexicografica, que aparece como expoente de 9 em P. Notemos que
P(2?) = (B’!)(Z Papx®), pois se §' & estritamente menor que 3, na ordem lexicogréfica,
entdo 9°(z”) :aO. Pela escolha de (', existe a € N tal que pop # 0. Logo, P(z%) é
nao-nulo. Em particular, o endomorfismo P € A,, é nao-nulo.
[ ]
A continuacao provaremos que as algebras de Weyl A, sdo extensoes (iteradas) de Ore

do anel de polinomios K|z, ..., z,].

Lema 2.9 Suponhamos que 41, ..., 0, sao derivagoes sobre um anel R tais que 6;0; = 0,0;,

para todo 1 < 1,7 <n.

(a) Seja Sy = R[x1;01]. Entao, existe uma unica derivagao 5o sobre Sy tal que 52|R = 09

e 52(x1) = 0. Isto permite definir Sy := Sy[2; (5}]

(b) De modo semelhante, uma vez construido S; para i < n, existe uma unica derivagdo
51-;1 sobre S; tal que 51-;1\51, =0 e 51-;1(301-) = 0. Isto permite definir

~

Sit1:=5; [Ii+1; 5¢+1]-
Demonstracgao:

(a) Sejap € Sy, entdo existem tinicos ag, a1, ..., a € R tais que p = ag+ayzi+- - -+apak.
Definimos gz(p) = 0y(ag) + dz(ay)xy + - + 8z (ax)xt. Nao é dificil ver que 52\3 X

52(x1) — 0. Mais ainda &, é a tnica derivacao sobre S; com tal condigao.
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(b) Pode ser provado de maneira analoga a (a).

~

Observagao 2.10 O lema anterior permita definir o anel S := S,, = R[x1; 61][22; 52] e[ 0p).

A notagao candnica € S = R[x1, ..., %, 01, ..., Op)].

Teorema 2.11 A n-ésima Algebra de Weyl, A, é uma extensio (iterada)de Ore do anel

de polinomios Klyy, ..., yn|. Mais precisamente, A, = Klyy, ..., yn|[x1, ..., T, O1, ..., On).

Demonstragao:

Vamos provar para os casos n =1 e n = 2. O caso geral pode ser provado de maneira
analoga.
Seja K]z] o anel de polinémios na indeterminada z. Entao A;(K) é a K-subélgebra de

Endg(K[z]) gerada por z e 0., onde tais geradores satisfazem a relacao,
0, -z=2z-0,+ 1.

Afirmacao: A;(K) é uma extensdo de Ore de K[y]. Mais especificamente,
A1 (K) =2 K[y|[x; 0], onde 0 : Kly] — K]y] é a derivacdo tal que §(y) = 1.
De fato, seja ¢ : K[y] — A;(K) o K-homomorfismo de algebras tal que p(y) = z.

Notemos que em A;(K) cumpre-se 0, - p(y) =0, -z =2-0.+ 1 = ¢(y)0. + ¢(6(y)).
Pela propriedade universal de K[y][z; d], existe um (tinico) morfismo K-algebras
U Ky]w; 6] — Ay(K) tal que ¥(z) = 0. e Vg = ¢. Em particular, ¥(y) = z e
U(z) = 0..

Klyl[z; ]
| T
® > B
Kly] A1 (K)

Por outro lado, se p € A;(K), podemos escrever de maneira tinica como uma soma

finita, p = Zpi(z)ﬁi, onde p;(2) € K[z]. Definamos a aplicacao
o Ai(K) — Kly][z; ], por o(p) = > pi(y)a’.
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Nao é dificil ver que ¢ é um homomorfismo de K-algebras. Mais ainda, como o(z) = y
e 0(0,) = x, temos que Yoo =1eocoW¥ =1 e portanto, ¥ e o sdo isomorfismos de

K-algebras. Isto prova nossa afirmacao.

Agora, seja K|z, 25| 0 anel de polindmios nas indeterminadas z; e zo com coeficientes
no corpo K. Entao As(K) é a K-subalgebra de Endg(K[z, 25]) gerada por z1, 29, 0., , 0.,,

onde tais geradores satisfacem as relacoes,
21 =221, O1°00=0y-01, O, 21=21-0,, +1, Oy 220=22-0, +1

Afirmacao: Ay(K) é uma extensao (iterada) de Ore de K[y, yo]. Mais precisamente, Se-
jam 6y := 0, e 3 := 0y, as derivagoes usuais sobre K[y, y2]. Seja S1 := Ky, ya][x1; 01].
Como ¢; e d, comutam, o lema anterior garante a existéncia do anel S, = 5 [ZZ’Q;(SAQ],
onde &, é a tinica derivacao sobre o anel S; tal que S5 coincide com dy em Kly1, y2] e
5}(%) = 0. Como ja observamos depois do lema 2.10, a notagao candnica para Sy é
Kly1, y2][x1; 01][x2; 62]. Afirmamos que A2(K) = Ky, yo][z1; 01][x2; d2] como K-algebras.
De fato, como K[y;,y2] € um anel de polindomios, existe um K-homomorfismo ¢ tal que
e(y) = 21 ¢ p(y2) = 2.

Em Ay(K), existe 0,, tal que 0., - p(y1) = 0., - 21 = 21 - 0y + 1 = (y1)0., + ©(d1(y1)) €
0oy - (y2) = 0zy - 20 = 20 02y + 1 = 0(y2) 0z, + 0(d1(y2))-

Pela propriedade universal da extensao de Ore K[y, y2][z1; 01], existe um (tnico) homo-
morfismo de K-algebras ¢ : K[y1, yo][21; 01] — A2(K) tal que @lpy, 4] = @ € @(x1) = 05,
Em particular, o(y1) = 21, @(y2) = 22 € @(x1) = 0,,.

Kly1, ya)[1; 1]

~ 3¢
® o =
K[?h, ?JQ] A2(K)

Além disso, existe em Ay (K), o elemento 9., tal que 0., - g(:vl) =0,,:0,, =0, -0, =
5(:61) -0, + 5(52(951)). Entao, pela propriedade universal de Kly;, yo][z1; d1][x2, d2], existe
um tnico K-homomorfismo de algebras ¥ : K[y, yo|[z1; 01][x2; 02] — A2(K) tal que
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\II|K[y1,y2][I1;51} =@, Y(x3) =0, ¥(y1) =21, V(o) =22 e ¥(x1) =0,
K[yh ZJQ] [96’1; 51] [HUQ; 52}

~

Ky, y2l[z1; 61] ‘ Ay (K)

Por outro lado, cada p € A3(K) pode ser escrita de maneira tinica como uma soma finita,

21 7z27

p= Zpij(zl’ 2)0. &, onde p;;(21, 22) € K[z1, 22]. Definamos a aplicagao
'hj

0 : Ay — K[yr, yl[21,81][wa, 65 por o(p) =D pii(y1, yo) )7
2
Nao ¢ dificil ver que o ¢ um homomorfismo de K-algebras. Mais ainda, como
o(z1) = y1, 0(22) =y, 0(0,,) = x1 € 0(0,,) = X2, temos que Voo =1lecoWV =1e
portanto, ¥ e o sao isomorfismos de K-algebras. Isto prova nossa afirmacao.

Corolario 2.12 Seja K um corpo. Para todo n > 1, A,(K) é um dominio noetheriano.

Logo, A, (K) é um dominio de Ore e portanto, A,(K) possui um anel de fracoes.

Demonstracao: Segue-se do teorema 1.19 e do corolario 1.55.

Corolario 2.13 Seja K um corpo de caracteristica zero, entio todas as Algebras de Weyl

AL (K) sao aneis simples.

Demonstracao: Note que A, = A;(A,_1(K)) para todo n > 2. Portanto, é suficiente
provar que A;(R) é simples para toda Q-algebra R simples, onde A;(R) = R[y|[z; ], onde
y ¢ uma indeterminada e 6 = d/dy. Como d(y) # 0 e y & um elemento central de R][y],
entdao 0 nao pode ser uma derivacdo interior de R[y]. Mostraremos que R[y| é J-simples.

Sejam [ algum d-ideal ndo-nulo de R[y|] e n o menor grau para elementos nao-nulos
de I, e escolha p € I com grau n. Se p tem coeficiente lider r, entao

d(p) = nry"~'4|expoentes menores|
Como 0(p) € I, a minimalidade de n for¢a d(p) = 0, e assim nr = 0. Comor # 0e R é
uma Q-algebra, n = 0. Portanto, p é um elemento nao-nulo de R. Agora RpR = R, pois
R & simples, e portanto I = R[y]. Assim, R[y] é §-simples.

Pela proposigao 1.27, A;(R) é um anel simples.
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2.2 Teorema de Divisao em A,,.

Definicao 2.14 Uma boa ordem < em N" é dita ordem monomaal se é compativel com

a soma: a < [ implica que o + v < B+ v para todo v € N".

Para qualquer ordem monomial < em N™ temos 0 = (0, ...,0) < a para todo o € N™.
Mais ainda, se o, § € N" sao tais que «; < (3; para todo 7, entao a < [3.

Usualmente podemos transladar qualquer ordem < em N para uma ordem (também
denotada por <) no conjunto dos monoémios {z%|a € N*}, escrevendo z¢ < z” se, e

somente se, a < .

Exemplo 2.15 A ordem lexicografica (denotada por <j,) em N" é definida como
segue:

(ala "'7an) <lex (617 "'7/6n)

se, e somente se, a primeira componente nao-nula de

(O-/l - 517 vy Oy — 571)
é negativa. A ordem lexicografica <, ¢ uma ordem monomial.

Exemplo 2.16 Seja < uma ordem monomial em N”. Seja L : Q" — Q uma forma
linear com coeficientes nao-negativos. A relacdo binaria < definida em N" por
L(a) < L(B)

a<p [ se
ouL(a)=L(f)ea<p

é uma ordem monomial em N"™.

Seja P = Zpagxo‘ﬁﬁ,pag € K um elemento de A,,. O diagrama de Newton de P é o

a7ﬂ
conjunto

N(P) :={(a,B) € N* x N" tal que p,s # 0}.

Exemplo 2.17 Seja P = 22315010, + 13 — 150705.
Entio P € Ay e N(P) = {(2,1,1,1),(2,0,0,0), (0,1,3,2)}.
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Fixemos agora uma ordem monomial < em N?7,

Definicao 2.18 Seja P € A,,P # 0. O expoente privilegiado com respeito a <,
denotado por exp~(P), é o maior (a, B) € N?", com respeito a < tal que pog # 0. Em

outras palavras,

exp<(P) = max N (P).

Exemplo 2.19 Seja P = 2x,290?035 + 323150, — 211230,05 € As com a ordem lexicogra-
fica <je,.
Entao exp,  (P) =mazx<, {(1,1,2,3),(2,1,1,0),(1,2,1,1)} = (2,1,1,0)

Escreveremos simplesmente exp(P) no lugar de exp-(P). Algumas propriedades do

expoente privilegiado que seguem diretamente da defini¢ao sdo enunciadas no seguinte:

Lema 2.20 Sejam P, Q) € A,,, P,Q # 0. Entao
i) exp(PQ) = exp(P) + exp(Q).

ii) Se exp(P) # exp(Q), entdo exp(P + Q) = max{exp(P),exp(Q)}. Mais geral-
mente, para toda familia P, ..., P, € A,, P # 0 tal que exp(P;) # exp(F;),i # j,
temos que exp(z P) = max< {exp(P;), i=1,..,m}

A cada m-tupla ((a!, 8Y), ..., (@™, ™) de elementos de N?" associaremos uma parti-
cao
{A%, AL, AT}

de N?" da seguinte forma:

Ali=(al, BY) + N
AiJrl — ((Oéi+1,ﬁi+1) —i—Nz”)\(Al U---U Az) se i>1

A = N\ (U, )

O seguinte teorema generaliza o teorema de divisdo para polinomios em K|z, ..., ;).

Proposicao 2.21 Teorema da Divisao em A,. Sejam (Pi, ..., P,) uma m-tupla de
elementos nao-nulos de A, e seja {A°, A, ..., A™} a particio de N*" associada com
(exp(Py),...,exp(Py)). FEntdo, para todo P em A,, existe uma tnica (m + 1)-tuple
(Q1, ..., Qum, R) de elementos em A, tais que:
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(1) P=Q1Pr+ ...+ QP + R.
(4i) exp(P;) + N(Q;) C AYi=1,...,m.
(i1i) N(R) C A”,

Demonstracao: (Unicidade). Suponhamos que existam duas m-tuplas (Q1, ..., Qmn, R)
e (Q),...,Q.,, R'), satisfazendo as condigbes do teorema. Assim, temos

m

Z(Qi_Q;)Pi—FR—R/ =0 (1)

i=1
Se Q; # @, entao exp((Q; — Qi)P;) € A'. Se R # R/, entdo exp(R — R') € A’. Como
AP AL LA™ ¢ uma partigao de N2, a relagao (1) s6 ¢ possivel se Q; = Q! para todo ¢
e R=R.
(Existéncia) Basta provar a existéncia para os monomios z%9° € A,,. Usaremos induc¢ao
sobre (a, 3). Se 2%0° =1, isto &, se a = 3 = (0, ..., 0), temos dois casos a considerar:
a) exp(P;) # 0 € N*" para todo . Neste caso, escrevemos 1 =3 " 0P, + 1.
Como Q; = 0 para todo i, N(Q;) = 0 e, assim, exp(P;) + N (Q;) C A para todo i.
Por outro lado, R = 1. Assim, N (R) = {(0,0)} C A, pois (0,0) ¢ A’, para todo i.
b) Existe um inteiro j tal que exp(P;) = 0 € N*". Neste caso, P; é uma constante nao-
nula. Assumamos j minimal e escrevamos 1 = Z 0.P,+ (1/P;)P; +0.
Se i # j, entdao Q; = 0 e daf exp(P;) C A'. Por (Z)letro lado, P; e Q; = 1/P; sao constantes
nao- nulas. Assim, exp(P;) + N(Q;) = (0,0) € AJ.
Agora, como (0,0) € AY, temos que A? = (). Tsto prova a existéncia no primeiro passo da
inducao.
Suponha que o resultado esta provado para todo (o, ) estritamente menor que algum
(o, B) #0 € N, Seja j € {0,1,...,m} tal que (o, B)AJ. Se j = 0, podemos escrever

r°9° = i 0.P; + z°9°.

i=0

Note que Q; = 0, para todo 7. Assim, exp(P;) + N(Q;) = exp(P;) C A'. Além disso,
R = 20", Assim, N(R) = (o, ) C A°.
Se j > 1, seja (v,9) = (a, 8) — exp(P;) € N*". Podemos escrever

1
100" = —270°P; + G|
Cj
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onde ¢; é o coeficiente do monomio privilegiado de P; e os monémios em G; sao menores
que («, ). Pela hipotese de indugdo, existe (Q1, ..., @.,, R') satisfazendo as condicoes do
teorema para P = G;. Assim, temos

2007 = 2270 + 3, QiPi + R =3, QiFi + (270" + Q)P + R

Isto prova o resultado para («, 5). Portanto, a existéncia esta provada para todo P € A,,.

Exemplo 2.22 Sejam P=20e P, =0. Tome )y =z e R = —1.
Assim, PPy +R=0 -2+ (1) =20+1—-1=20 = P.
Além disso, exp(P;) + N(Q1) = (0,1) + (1,0) = (1,1) € Al e N(R) = (0,0) € A°.

2.3 Modulos sobre Algebras de Weyl

Existe uma acao natural de A, no anel de polinomios K[z], pois cada elemento P €
A, ¢ um endomorfismo do K-espago vetorial K[z]. A acao de z; em K[z] é dada pela
multiplicacao, enquanto que 0; age pela diferenciacao com respeito a z; Esta acao natural
induz sobre K[z] uma estrutura de A,-modulo a esquerda. De acordo com a proposigao
2.8, a a¢do de um elemento P = Y, pg(2)0” € A, em um elemento g € K[z] pode ser

escrita como

aﬁl'f‘ +6n<g)
Zpﬁ ox ,31 Ozl

Essa acao justifica o nome de Operadores Lineares Diferenciais com coeficientes

polinomiais para as dlgebras de Weyl.

Antes de apresentar as primeiras propriedades de K[x] como A,-mo6dulo, mostraremos

o seguinte:

Lema 2.23 Sejam R um anel e M um R-mddulo & esquerda simples.

(a) Se0#ue M, entio M = R/anng(u).

(b) Se R nao é um anel de divisao, entao M é um mddulo de tor¢ao.
Demonstracao: Considere a fun¢do ¢ : R — M definida por ¢(1) = u. ¢ é um

homomorfismo de R-moédulo. Como u # 0 e M é simples, ¢ é sobrejetiva. Temos

40



Capitulo 2. Algebras de Weyl 2.8. Mddulos sobre Algebras de Weyl

que ker(p) = anng(u). Pelo teorema do isomorfismo para modulos, temos que M =
R/anng(u), o que prova o item (a).

Agora suponha que anng(u) = 0 para algum 0 # u € M. Segue do item (a) que
M = R. Como M é simples, isto s6 pode acontecer se os ideais a esquerda de R sao triviais.
Mas neste caso R é um anel de divisao, contradizendo a hipotese. Assim, anng(u) #
0,para todo 0 # u € M, o que prova o item (b). [ ]

Vamos aplicar este resultado para o A,-modulo K|z].

Proposicao 2.24 K[z]| € um A,-mddulo de tor¢cao simples. Além disso,
Klz] = An/ > And;.
1

Demonstragao: Primeiramente, note que 1 é um gerador de K[z]. Agora suponha que
f # 0 é um polinémio e considere o submoédulo A, - f. Seja z%', ..., 2'» um monémio de
maior grau possivel entre os monoémios que aparecem em f com coeficientes nao-nulos.
Seja a seu coeficiente. Assim, 9i',...,0'" - f = 4;!...i,! - @ & uma constante ndo-nula no
submodulo gerado por f. Portanto, A, - f = K[z]. Assim K]z] é simples. Como A,, nao ¢é
um anel de divisao, segue do lema anterior que K[X| é um modulo de tor¢ao. Agora 1 é
um elemento ndo-nulo de K[z] que é anulado por 0y, ..., d,. Portanto, o ideal a esquerda J
gerado por 0y, ..., O,, esté contido em anng(1). Reciprocamente, seja P € anng(1). Entao,
P pode ser escrito na forma f + @, onde Q € Je f € K[z]. Assim, 0=P-1= f-1, que
implica f = 0. Portanto, P = @ € J. Concluimos que J = anng(1). Pelo lema anterior,
temos que .
Klz] = A,/ > Aoy,
1 [ ]
Seja agora R um anel e M um R-moé6dulo. Suponhamos que o é um isomorfismo de R.
Definamos um novo modulo & esquerda M,,, como segue: Como grupo abeliano, M = M,
e a acao de R sobre M, é dada por a-u = o(a)u, onde a € Re u € M. O modulo
M, é chamado médulo torcido de M por o. O moédulo torcido M, herda muitas das

propriedades de M que podemos resumir na seguinte:

Proposicao 2.25 Seja R um anel, M um R-mddulo a esquerda e o um automorfismo

de R. Entao:
(a) M, é simples se, e somente se, M € simples.
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(b) M, é um mddulo de tor¢ao se, e somente se, M é um mddulo de torgao.

¢) Se N é um submddulo de M, entio (%), = %—:

(d) Seja J um ideal 6 esquerda de R. O conjunto o(J) = {o(r):r € J} é um ideal

esquerda de A, e (%), = %}Jy

Demonstragao: Um R-médulo M é simples se, e somente se, dados quaisquer elementos
nao-nulos u,v € M, existe a € R tal que au = v. Esta equagao traduz-se como o~ !(a).u =
0 em M,, oque prova oo item (a). De maneira analoga, a equac¢io au = 0 nos da
o~ (a).u =0, provando o item (b). Para provar (c), aplicamos o teorema do isomorfismo
para modulos. Provemos agora o item (d). Note que o(J) é um ideal a esquerda, pois o
¢ um automorfismo de A,. Seja ¢ : R — (?)U um automorfismo de R-mo6dulos definido
por (1) =1+ J. Se b € R, entao ¢(b) = bp(1) = o(b) + J. Portanto, ¢ é sobrejetiva
e seu nucleo é o71(J). Aplicando o primeiro teorema do isomorfismo, temos o resultado
desejado. [ ]
Nos podemos utilizar a construgao acima para produzir uma familia infinita de
A,-modulos simples nao-isomorfos dois a dois. Para isto, consideremos para cada inteiro

positivo r, o automorfismo o, de A, tal que o,.(x;) = z; e 0,.(0;) = 0; — .

Teorema 2.26 Os mddulos K[z], formam uma familia infinita de mddulos simples e dois

a dois nao isomdrfos sobre A,.

Demonstragao: Sejam r,t inteiros positivos tais que r < t, e suponhamos que existe

um isomorfismo ¢ : K[X],. — K[X],,. Como K[X],. ¢ irredutivel, entdo ele é gerado

por 1. Assim, ¢ é completamente determinada pela imagem de 1, digamos, p(1) = f # 0.
Agora, a equagao ¢(0; - 1) = 0; - (1) transforma-se na equagao diferencial

of
E)xi N

O lado esquerdo da equagao tem grau < gr(f) —1. Como f # 0 e r < t, o lado direito

tem grau gr(f) + t. Isto é uma contradigdo. Portanto, a proposicao esté provada. [
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Capitulo 3

Ap-moédulos graduados e filtrados

3.1 Modulos graduados e filtrados

Sejam K um corpo e R uma K-algebra.

Definicao 3.1 Dizemos que R é graduada se existem K-subespacos vetoriais R;, 1 € N
de R tais que:
(a) R=EPR.
ieN

(b) Ri.R; C Riy;.

Os R; sao chamados de componentes homogéneas de R. Os elementos de R; sao

0s elementos homogéneos de grau i.

O mais importante exemplo de algebra graduada é o anel de polinomios K[z, ..., z,]. Os

ko com k; + --- + k, = m formam uma base para as componentes

monoémios i - x
homogéneas de grau m.
Seja R uma K-algebra graduada. Um ideal I de R ¢ um ideal homogéneo se é gerado

por elementos homogéneos. Neste caso, [ = @(I NR;).
i>0
Agora, seja S = @ S; outra K-algebra graduada. Um homomorfismo de K-algebras
i>0
¢ : R — S é dito graduado se p(R;) C S; para todo ¢ > 0. Assim, um homomorfismo

graduado preserva o grau.

Os conceitos de homomorfismo graduado e ideal homogéneo sao relacionados na seguinte:
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Proposicao 3.2 Sejam R = EB R, eS = @ S, dlgebras sobre K. Entao,

i>0 i>0
(a) O micleo de um homomorfismo graduado de K-dlgebras ¢ : R — S € um ideal

homogéneo de R.
(b) Se I € um ideal homogéneo de R, entdo R/I é uma K-dlgebra graduada.
Demonstracgao:

(a) Suponha que ¢ é um homomorfismo graduado. Seja a = ag @ ... ® a; um elemento

do ntucleo de . Assim,
p(a) = plag) + ... + p(as).

Como ¢ é graduado, esta soma é direta. Assim, a; € Nuc(p) para i =0, ..., s. Isto

prova o item (a).

(b) Agora, seja I = Nuc(p) um ideal homogéneo. Entao, podemos decompor o anel
quociente R/I em uma soma direta de K-espagos vetoriais,
R/I = P(Ri/(INR).
i>0
Se a; € R; e a; € Rj, entao (a; + I)(a; + J) = a;a; + I corresponde a um elemento
de R;+;/(I N R;+;) sob este isomorfismo. Portanto, R/I é um anel graduado, o que

prova (b).

Seja agora R = @ R; uma K-algebra graduada e M um R-moédulo a esquerda.
i>0

Definicao 3.3 Dizemos que M ¢ um R-mddulo graduado, se existem K-subespagos
vetoriais M;, 1 € N, tais que:
(a) M =EP M.
i>0

(b) RZM] Q Mi+j-
Os M; sao as componentes homogéneas de grau i de M.

Um submoédulo N de M é um submdédulo graduado se N é gerado por elementos

homogéneos. Neste caso, N = @(N N M;).

i>0
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Seja M’ = @ M/ outro R-modulo graduado. Um homomorfismo de R-modulos
i>0
0: M — M'é graduado se 0(M;) C M/. Segue também que Nuc(f) é um submodulo

homogéneo e que o médulo quociente M /N também é homogéneo.

Seja agora R uma K-algebra.

Definicao 3.4 Uma familia F = {Fi}izo de K-espacgos vetoriais € uma filtracao de R

se
(a) F CF, CF, C...CR,
(b) R=JF,
>0

(¢) F;F; C Fiyj, para todo i,j € N.

Uma K-algebra munida de uma filtragao F é denominada algebra filtrada.

Vamos mostrar agora que toda algebra graduada é filtrada. Suponhamos que
k

R = EB R; ¢ uma algebra graduada. Consideremos os espacgos vetoriais Fj, = EB R;.
i>0 i=0
Claramente, Fy, C Fpi1 e R = U F,.. Como F.F,, = @ R;R;, e R;R; C R;,;, temos
k>0 i+j<k+m
que Fy,.F,, C Fjim. Portanto, {F;},, é uma filtracdo em R.

Reciprocamente, podemos utilizar uma filtracao de uma algebra para construir uma
algebra graduada. De fato, sejam R uma K-algebra. Suponhamos que F = {F;}, .\ é
uma filtragcao de R. Para construirmos a algebra graduada, introduziremos a funcao

simbolo de ordem £k, que é a projecao canonica de espagos vetoriais
O . Fk — Fk/Fk:—l-

Assim, para um operador d € Fj, o simbolo ox(d) é nao-nulo se, e somente se, d & Fj,_;.

Consideremos agora o K-espaco vetorial

gr" R = EP(F/Fia).
i>0
Queremos transformé-lo em um anel graduado. Para isto basta definir a multiplicacao

de dois elementos homogéneos e extender por linearidade. Um elemento homogéneo de
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gr” R & da forma oy(a) para algum a € F}. Seja 0,,(b), para b € F,, um outro elemento

homogéneo e defina seu produto por

05(a) 0, (b) = ok (ab).

Um calculo simples mostra que gr” R com esta multiplicacdo é uma K-algebra graduada,
com componentes homogéneas F;/F;_;.
A algebra gr” R é chamada algebra graduada de R associada a filtracao F.

Na proxima defini¢do utilizaremos a seguinte notagao: |G| = Z Bi, onde = (B, ..., fn)

é um elemento de N".

Definicao 3.5 Para um operador nao nulo P = Zpaﬁxaaﬁ = Zpg(x)ﬁﬁ € A,(K), o

a,B B
mdzimo dos || tais que pg(x) # 0 € chamado ordem de P e é denotado por ord(P). O

mdzimo dos || + |5| tais que pos # 0 € chamado de ordem total de P e é denotado por
ord” (P). Por convengdo escreveremos ord(0) = ord? (0) = —oo.

O simbolo principal do operador P = Zpaﬁxa(?ﬁ = prg(x)ﬁﬂ € o polindomio

a,B B
o(P) = Z ps(2)€% € K[z, &] = K[, ..., T, &1, .., &) Onde &y, ..., &, sG0 novas varid-
|B|=ord(P)
veis. O simbolo principal total é o polinomio o™ (P) = Z PaprE” € Kz, €]
|t Bl=ord? (P)

Algumas propriedades que seguem diretamente da defini¢cao sao resumidas na seguinte:
Proposicao 3.6 Para P,Q) € A,,, temos:
(a) ord(PQ) = ord(P)+ ord(Q) e o(PQ) = o(P)o(Q).
(b) ord"(PQ) = ord”(P) + ord™ (Q) e 7 (PQ) = o7 (P)o™(Q).
(¢) ord(PQ — QP) < ord(P)+ord(Q) —1 eord” (PQ — QP) < ord” (P) + ord" (Q) — 2.
(d) ord(P+ Q) < max {ord(P),ord(Q)} ( analogamente para ord")

(e) Seord(P)=ord(Q) ec(P)+0(Q) # 0, entdo o(P+Q) = o(P)+0(Q) (analogamente
para ord® e o).

Estamos assumindo —oo + k = k 4 (—o0) = —o0. para k € ZU {—o0c}.

Neste trabalho discutiremos duas filtracoes da algebra de Weyl A,, : a F-filtracao e a
B-filtragao.
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Para cada k > 0 consideremos os seguintes conjuntos
Fi.(A,) :={P € A,| ord(P) <k} e Bi(A,) = {P c A,| ord"(P) < k:}

Denotemos tais conjuntos simplesmente por Fy = Fy(A,) e By = Br(A,).
Proposicao 3.7 As sequintes propriedades valem:

(a) By = Fy,={0}para k < —1.

(b) By C Fypara k € Z.

(¢) By C By, Fy, C Fypipara k € Z.

(d) ByB; C Byyy, FiFy, C Fyypara k,l € Z.

(e) A, = UrBy = UpF.

(f) 1€ By=K,1€ Fy =Klz].

2n+k) ]

(9) Cada By é um K-espago vetorial de dimensao ( .

(h) Cada Fy é um K|x]-médulo livre de posto ("Zk)

Demonstracao: Segue das defini¢oes de Fj, e Bj. [

Definicao 3.8 As familias F = {F}.},5¢ ¢ B = {By},5, sdo chamadas respectivamente

de filtracao ordem e filtracao ordem total ou filtracao de Bernstein.

B,

o 2n+k—1)

¢ um K-espaco vetorial com dimensao ( o 1

Proposicao 3.9 Cada quociente

Demonstragdo: A classe residual 200° = 2%9° 4+ By_1, com |a + | = k gera o espaco
vetorial quociente By/Bj_1. Mais ainda, eles sao linearmente independente, pois uma
combinacao linear Z )\agxo‘aﬁ pertence a Bj_; se, e somente se, todos 0s Ayg 520

ja+B|=k
zZero. |

n+k—1) )

Proposicao 3.10 Cada quociente Fy/Fy_1 é um K[z]-mddulo livre com posto ( A

Demonstragdo: As classes residuais 9% = 9% 4+ F,_, com || = k geram o K[z]-modulo
quociente Fy/Fj_;. Além disso, elas sao linearmente independente sobre K|z], pois a
Klz]-combinagao linear > 5 _, As(2)0” pertence a Fj_; se, e somente se, cada A\g(x) é

Zero. |

47



Capitulo 3. A, -mddulos graduados e filtrados 3.1. Modulos graduados e filtrados

Observagao 3.11 O anel de polinémios K[z, £] também pode ser dotado com a graduagao

definida pelo grau em &:
= P Kz, &
k

onde

181=k

Chamaremos esta graduacao de {-graduagao em Kz, £].

Proposicao 3.12 Os grupos abelianos

gr®(A,) = @ Be e gr’(An) = @ i

B Fr_
kez k1 kez k1

tém uma estrutura natural de anel comutativo com 1.

Demonstracao: Provemos o resultado para {By},.,. O outro caso é analogo.

Consideremos para k,[ € K a aplicacao

By, " B, R B
Bi.1 B Bt

Mkl -

definida por p (P + By_1,Q + Bi—1) = PQ + Byy_1, para P € By, Q € B,.

A aplicacao ug estd bem definida: PQ + Bi.;_1 nao depende da escolha dos repre-
sentantes P € B, e () € B,.
Denotaremos por P = P+ By_1, Q = Q + By_1 e PQ no lugar de (P, Q).

Pela proposicao 3.7, se P € By, e Q € By, entdo PQ — Qp € By 1. Logo, PQ = QP
Mais ainda, temos que P(QR) = P(QR)overlineP(QR) = (PQ)R = (PQ)R = (PQ)R.
Definamos um mapa

o grP(An) x grP(An) — grP(A)
pela bilinearidade:

WY 0) =S B
k l k,l

onde P, € By e Q; € By para todo k,l. Escreveremos simplesmente (3, P)(>, Q1)
no lugar de p/'(3", P, >, @1). O mapa ' estd bem definido e define um produto em
grP(A,). Finalmente, y’ é associativa e comutativa, pois as propriedades correspondentes

valem para os mapas py. Como ' é definida por bilinearidade, ela é distributiva com
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respeito a soma.
Denotando por 1 a classe residual de 1 médulo B_; = {0}, temos que 1(}_, Py) = >, Pr-

Assim, 1 é o elemento unitario de gr(A,,). ]

Proposicdo 3.13 O anel graduado gr®(A,) é isomorfo ao anel de polinémios K[z, £] com

a graduacao definida pelo grau dos polinémios.

Demonstracao: Para cada k£ > 0 consideremos o isomorfismo de espacos vetoriais

Mk % — Kz, ]y, definido por nk((2|a+[3\§k Papr®d’) + By_1) = Z\a+,8|:k: Papr®El.
Aqui, K]z, £ denota o K-espago vetorial dos polinémios homogéneos de grau k. A familia
i pode ser extendida por linearidade para um isomorfismo natural  : gr8(A4,,) — K]z, ¢]

de aneis graduados. ]

Proposigao 3.14 O anel graduado gr®(A,) € isomorfo ao anel de polinomios K[z, ¢]

com a &-graduacao.

Demonstracao: A prova é analoga a da proposicao anterior. ]

3.2 B-filtracoes em A,-moédulos

Para definir o conceito de modulo filtrado devemos comecar com um anel filtrado.
Por simplicidade daremos definicdes apenas para a Algebra de Weyl com a filtracdo de

Bernstein.

Definicao 3.15 Seja M um A,-mddulo. Uma B-filtracao em M ¢é uma familia

I'= {Mk}kzo de K-subespacos vetoriais de M de dimensao finita, tais que:

(a) My C Mgy para todo k € N.

) M=

k>0

(¢) BpM; C Myy, para todo (k,l).

Exemplo 3.16 A filtracdo ordem total {Bk(An)}kzo é uma B-filtracao de A,, como A,,-

modulo.

Exemplo 3.17 Para cada k € N, denotemos por Bx(K[z]) = {f € K[z]| gr(f) <k}. A
familia { By.(K[z])},, ¢ uma B-filtragao do A,-mdédulo K[z].
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Exemplo 3.18 Seja [ C A, um ideal e denotemos por By (I) = By(A,)NI para k € N. A

familia { Bx(1)}5, ¢ uma B-filtragdo em I, considerado como um A,-médulo a esquerda.

Exemplo 3.19 Seja [ C A, um ideal e defina Bk(A—I”) = M, para k € N,

A familia {Bk(% k>0 ¢ uma B-filtracao do A,-moédulo %.

De maneira analoga, podemos definir F-filtracoes de A,-moédulos, onde F ¢ a filtracao
do ordem de A,,.

Para no6s uma filtragdo em um A,-modulo sera uma B-filtragao ou uma F-filtracao.

Definicao 3.20 Seja ' = (My), uma filtracao em um A, -mddulo M. Para cada elemento
nao nulo m € M, chamaremos de I'-ordem de m e denotaremos por ord" (m) o inteiro k
tal que m € My, \ My_,. Denotemos por

M,

O']I;ZMk — 07
k—1

a projecio candnica. Assim, temos oy (m) = m + My_y para m € My. A aplicacio o}, é

chamada k-éstma aplicagao I'-simbolo associada com a filtracao T.

Se I' ¢ uma F-filtragao, entdo o}, ¢ também um morfismo de K[z]-modulos. Se M = A,
e I' = {By}, é a filtracao ordem total em A, (também chamada B-filtracao em A,), o
correspondente k-ésimo mapa simbolo serd denotado por 2. De modo analogo, para

Filtragao, temos o k-ésimo mapa simbolo o7 .

Observagao 3.21 Se P € By \ By_1, entio (n o o2)(P) = oL (P). Analogamente, se
P € Fy \ Fy_1, entao (), 0 0l)(P) = o(P).

Definicao 3.22 Seja M um A,-mddulo e I' = {My}, uma B-filtracao (F-filtragio) em

M. Definimos gr' (M) := @, M]\zfl‘

M,

Observacao 3.23 Como cada Y-

€ um grupo abeliano e um K-espaco vetorial, temos
que grt' (M) ¢ um grupo abeliano e também um K-espaco vetorial.

Um elemento em gr' (M) é uma soma finita Zm_k7 onde my, = m+ My_1, com m € M.
k

Proposicao 3.24 Seja M um A,-mddulo e I' = {My}, -, uma B-filtragio em M. Entao,

grt' (M) tem uma estrutura de gr®(A,)-mddulo.
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Demonstragao: Consideremos a aplicagao v : gr?(A,) x gr' (M) — gr'' (M), definida

By, M, My
X —
Br_1 M, Myg1—1

pela bilinearidade das aplicacoes v : , definida por

ve(Py, ) = Pymy. Nao é dificil ver agora que a aplicacio v define sobre gr' (M) uma

estrutura de gr®(A,)-modulo. |

Defini¢ao 3.25 O mddulo graduado gr' (M) serd chamado médulo graduado associ-

ado a filtragio I' = { My}, -, em M.
A seguinte proposi¢ao nao é dificil de provar.

Proposicao 3.26 Seja M um A,-mddulo, N C M um submddulo de M e I' = {My},
uma filtragao em M. Para cada k € N, denotemos por Ny, := My NN e
(M/N) = (M, + N)/N. Entao,

(a) A familia I" = {Ny}, € uma filtracio em N.

(b) A familia T" = {(M/N)i}, € uma filtracdo em M/N.
Fssas filtragoes serao chamadas filtragdes induzidas por I' em N e M/N, respec-

tivamente.

Proposicao 3.27 Seja M um A,-mddulo, N C M um submddulo de M e I' = {My},

uma filtragao em M. Entao existe uma sequéncia exata candénica de mddulos graduados
0 — g (N) — gr' (M) — g™ (M/N) — 0.
Demonstracao: Para cada k € N, temos uma sequéncia exata de K-espacos vetoriais
0 — Ny, — M — (M/N), — 0.

_ My+N ~ My __ Mg 5 ; Anci
Como (M/N); = =5~ = V.ey = - Entao, para cada k € N, existe uma sequéncia

exata canonica de espacos vetoriais

0— N — M — My &+ N —0
Ny My, Mg_1+ N '

Corolario 3.28 Seja I um ideal em A,,. Entdo

A, 9P (An)

T )

e gr
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3.3 Filtracoes Boas

Definigao 3.29 Seja M um A,-mddulo e T' = { My}, uma B-filtragdo. Dizemos que I

¢ uma filtracdo boa se gr*' (M) é um gr®(A,)-mddulo finitamente gerado.

Proposicao 3.30 Seja M um A,-mddulo e I' = {My},-, uma B-filtragio em M. Se

grt (M) é um K|z, ]-mddulo finitamente gerado, entdo M ¢ noetheriano.

Demonstracao: Como A, é um anel noetheriano, basta provar que M é finitamente ge
rado. Assuma que My, ..., M, ¢ um sistema de geradores homogéneos de gr' (M). Suponha
que m; € My, para algum k; € Z,i = 1,...,r. Provemos que o conjunto {my, ..., m,} gera
M.

Denotemos por M’ o submodulo de M gerado por {my, ..., m,}. Suponha que m € M.
Usando indugao em ord" (m), provemos que m € M.
Se ord" < 0, ndo ha nada para provar. Agora, suponha que todo elemento m’ € M
tal que ord'(m') < k pertence a M’ para algum inteiro k > 0. Seja m € M tal que

ord”(m) = k + 1. Escrevamos
m= Z fimi
para alguns polinomios homogéneos f; € K[z, {] onde gr(f;) =k + 1 — k;.
Escrevendo m’ = m — ), Py(x,0)m;, onde P; = P;(x,0) é um operador diferencial satis-
fazendo o7 (P;)) = fi. A classe residual de m’ modulo M, é zero e entdo, por indugao,

m’ € M'. Assim, M é finitamente gerado. ]
Observacao 3.31 Seja I um ideal de A,. Entdo:

(a) A B-filtragao induzida em I € uma filtragio boa.

(b) A B-filtracdo induzida em 22 ¢ uma filtra¢do boa.

1

Proposicao 3.32 Todo A,-mddulo finitamente gerado M admite uma filtracao boa.

Demonstragao: Seja {my,...,m,} é um sistema de geradores para M. Defina

M, = Zj Bym; para k € N. A familia (M}), é uma filtragao boa em M.
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Proposigao 3.33 Seja M um A,-mddulo e I' = { My}~ uma B-filtragio em M. As

afirmacoes abairo sdo equivalentes:
(1) T' é uma B-filtragio boa em M.

(17) Existe ko € N tal que My = BiMj para todo 1 > 0 e para todo k > k.

Demonstragao: Suponhamos ii). Provaremos que gr' (M) é gerado por
Mo @ My /Mo @ -+ & My, /My, 1.
Afirmacao: M; é um espaco vetorial de dimensao finita.

De fato, se m € M, e k > ko, escreva k = ko + 4, com ¢ > 0. Como M} = B;My,, temos
'

m = E Pymj, onde P; € B; e my,...,m, é¢ uma base do K-espaco vetorial Mj,. Assim,
j=1

podemos escrever m + My_; =m = Z Pmj + My, = Z(P] + Bi_1)(mj + Myy—1) =

J J

> Py,

J
Reciprocamente, suponhamos 7). Sejam 771, ..., T, um sistema de geradores homogéneos
de gr' (M). Suponha que m; € My, \ My,—1 para j = 1,...,r. Escreva ky := max {k;}.
Provemos por inducao em [ que My, = B; M para todo [ > 0 e todo k > k.
Se [ = 0, nada temos a provar.
Suponha que para algum [ > 0 o resultado é verdadeiro para [ — 1. Seja m € M., para

k > ko. Assim, podemos escrever

m=m+ My =Y fm;

J

para alguns polinomios homogéneos f; € Kiz,&] de grau k + [ — k;. Vamos escrever

m' =m+ M1 — Z Pj(z,0)m; para algum P; € Byy,_1, tal que o7 (P;) = f;. Logo,

J
m' € M1 e, por indugdo, m' € Bj_1M;. Como k — k; > 0, temos também que
Bk+l_kj = BlBk—k]-~ EIltZNlO,
m=m'+ Z Pj(z,0)m;. Como Pj(x,0) € Byyi—r; = BiBj_;, temos

J
Pj(x,a)mj c BlBk—k]-Mk]- C B/M,,. |

Proposicao 3.34 Sejam M um A,-mddulo, I' = { M}, e I" = {M}, duas B-filtragoes
em M. Entao:

(i) Sel' € uma filtracio boa, entdo eviste ky € N tal que My C M;_,  para todo k € N.
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(i) Se I' e I" sdo filtragdes boas, entdo ewiste ky € N tal que My_,, C My C My,

para todo k € N.
Demonstragao:

(1) Pela proposicao anterior, existe ko > 0 tal que My, = B;M} para todo [ > 0 e para
todo k > k. Como My, é um K-espaco vetorial de dimensao finita, existe k; € N
tal que My, C My . Se k > ko, temos My = My_po 4k, = Br—koMy, C Br_r, My, C
My oy © My, -

Se 0 < k < ko, entdo My C My, C My, C M, .

(i) Pelo item (i), existem j; e jo € N, tais que My, C My, ; e My C My j,, para todo

k € N. Definindo ks = max {j1, j2}, temos o resultado desejado.

De maneira analoga, temos a seguinte defini¢ao:

Definig¢ao 3.35 Sejam M um A,-mddulo e I' = { My}, uma F-filtracio. Dizemos que T’

é uma filktracdo boa se gr” (M) é um gr” (A, )-mddulo finitamente gerado.
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Capitulo 4

A,-mobdulos holonémicos

Utilizando o que foi estudado no capitulo anterior sobre filtracoes e graduacoes , defini-
remos uma dimensao para A,-modulos. Esta é uma invariante muito util e vem associada
com outra invariante: a multiplicidade. A primeira secao contém um resultado que é a

chave para a definicao de dimensao.

4.1 O Polinémio de Hilbert

Defini¢ao 4.1 Um polinémio numérico é um polinomio p(t) de Q(t) tal que p(n) € Z
para todo inteiro n > 0.

A func¢ao diferencga de uma funcao f: C — C € definida por Af(z) = f(z+1)— f(z).

Para r um inteiro positivo, o polinomio ¢(t — 1)...(t —r + 1) /r! € Q[t] sera denotado por
(t) Isto é,

T

r

(t) =t{t—1)..(t—r+1)/r!

Se r = 0, definamos (;) =1

Lema 4.2 As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

MAQ) = (1)

(2) Seja p(t) € Q(t) um polindémio numérico. Entdo existem inteiros cy, ..., cx tais que

p(t) = XZ:CM C)

Em particular, p(n) € Z, para todo n € Z

(3) Seja f : Z — Z uma funcgao. Suponha que existe um polindmio numérico p(t) € Q[t]
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tal que Af(n) = q(n), para todo n > 0. Entao, existe um polindmio numérico p(t) € Qlt]
talque f(n) = p(n), para todo n > 0.

Demonstracao: Veja [3/(Coutinho, S.C., A Primer of Algebraic D-modules, pag. 75)

Teorema 4.3 Seja M = @ M; um modulo graduado finitamente gerado sobre o anel de
i>0
polinomios K[xq,...,x,]. Entao, existe um polinomio x(t) € Q[t] e um inteiro positivo n

tais que
> " dimg (M;) = x(s)
0

para todo s > n.

Demonstracao: A prova sera feita por inducdo no nimero n de varaveis. Se n = 0,
o problema se reduzird ao corpo base K. Neste caso, o moédulo finitamente gerado M é
um espago vetorial de dimensao finita. Portanto, ele possui apenas um ntmero finito de

Componentes homogéneas. ASSiHl,
s
0

para s > 0, e podemos escolher x(t) = dimy M, uma constante.
Suponhamos, por inducao, que o teorema vale para todo moédulo graduado finitamente

gerado sobre Klz1,...,2,-1]. Seja M = @ M; um modulo graduado finitamente gerado
i>0
sobre K|xy,...,x,]. Defina uma funcaof : Z — Z por

onde M; = 0se ¢ < 0. Seja p; : M; — M,;,1 a funcao linear de espacos vetoriais defi-
nida pela multiplicagdo por x,. Sejam Q; = Ker(p;) e L; = coker(p;). Consideremos a

seguinte sequéncia exata de espagos vetoriais:

0—= Qi1 —= M, ik M; L; 0 (*)
Agora, ) = @Qi e L = @Li sao modulos graduados finitamente gerados sobre

i>0 i>0
K[zq,...,x,]. Eles sdo respectivamente o kernel e o cokernel do endomorfismo de M

definido pela multiplicacao por x,,. Mais ainda, os elementos de ) e L sao anulados por
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x,, portanto eles sao de fato graduados finitamente e gerados sobre K|z, ..., z,_1]. Assim,

por inducgao, existem polinomios x1(t), x2(t) € Q(t) tais que

x1(s) = Z dimgQ;, X2(s) = ZdimKLu
0 0

para s > 0.
Poe outro lado, as dimensoes dos espagos vetoriais em (%), sdo relacionadas pela for-
mula

dimKQi_l - dimKMi_l + dmeMZ — dmeLl =0.

Adicionando-os para 0 <7 < s e s > 0, obtemos

xi(s = 1) + Af(s) = xa(s) = 0.

Portanto Af(s) é um polinémio numérico para s > 0. Podemos agora concluir do lema,

(4.2) que f(s) é um polinémio numérico para todo s > 0, como queriamos provar. [ ]

Definigao 4.4 O polinémio x(t) € conhecido como o Polinémio de Hilbert do mddulo

M.

4.2 Dimensao e Multiplicidade de A,-mdédulos

Seja M um A,-moédulo finitamente gerado. Suponhamos que I' = {M;}, é uma
filtragdo boa de M com respeito & Filtracdo de Bernstein B. Denotemos por x(¢,T", M)
o polinomio de Hilbert do médulo graduado gr' M sobre o anel de polinomios K[z, ]
(Lembremos que pela proposi¢io 3.13, gr®(A,) = Klx,£] ). Pelo teorema (4.3), temos
para t > 0,

X(E T, M) =" dimg (M /M;_) = dimy (M,).

A dltima igualdade acima segue do fato de dimyg ser aditiva sobre sequéncias extas de

espacgos vetoriais.

Definicao 4.5 A dimensao d(M) de M é o grau do polinémio x(t,I', M).
Seja aqry o coeficiente lider de x(t,T', M). A multiplicidade de M ¢ m(M) = dlagr.

Observacao 4.6 As definicoes de dimensdo e multiplicidade aparentemente dependem

da boa filtracao I' da qual o polinémio de Hilbert é calculado. Vamos mostrar que estas

a7



Capitulo 4. A,-mddulos holonéomicos  4.2. Dimensao e Multiplicidade de A, -maddulos

definicoes nao dependem da filtracao escolhida. Suponhamos que I' e IV sdao duas boas
filtragoes de M. Pela proposicio 3.34(ii), ewiste k, tal que M; , C M; C M . Em
particular, dimKMJ{_k < dimgM; < dimKM;Jrk. Concluimos do teorema 4.3 que para
Jj>0

X( — kT, M) < x(5,T. M) < x(k + 5,1, M').
Como o comportamento de um polindmio no co é determinado pelo seu termo lider, seque

que x(t,I", M) e x(t,I', M) tém os mesmo grau e o mesmo coeficiente lider. Portanto,

d(M) e m(M) sao independentes da escolha da boa filtracdo de M.

Exemplo 4.7 Seja M o A,-médulo A,,. A Filtragao de Bernstein B é uma boa filtracao
de M. Mais ainda, pela proposi¢do 3.7(g), a dimensao de By como K-espaco vetorial
é (k”") . Portanto, x(t,B,M) = (”2"). Como um polinémio em t tem grau 2n e

2n 2n

coeficiente lider 1/(2n)!. Assim, d(A,)) = 2n e m(4,) = 1.

Exemplo 4.8 Um outro A,-modulo conhecido é Kz] = K|z, ..., 2,]. No exemplo 3.17
definimos uma filtracao I' de K[xz] tal que M}, é o espaco de todos os polinémios de grau
< k. Como B; contém os polinomios em x1,...,z, de grau ¢ temos que B;M; = M;.;.
Portanto, I' é uma boa filtracao. Por outro lado, dimx M) = (”:k) Assim,

x(t, T, M) = ("*") & um polinémio de grau n e coeficiente lider 1/n!. Portanto

d(K|z]) =nem(Klz]) = 1.

Seja M um A,-moédulo finitamente gerado e I' uma boa filtracao de M com respeito
a B. Seja N um submodulo de M. Denote por I' e T as filtracoes induzidas por T’ em
N e M/N, respectivamente. Segue da proposi¢ao 3.27 que temos uma sequéncia exata de
K[z, £]-modulos

0— ng/N — grrM — gTFNM/N — 0.

Como I' é boa, gr' M é finitamente gerado. Mas K[z, £] ¢ um anel noetheriano. Por-

1

tanto, gr' N e gr' (M/N) também sio finitamente gerados. Portanto, I e I'" sdo boas
filtracoes.

Por outro lado, como a sequéncia de espagos vetoriais
0 — My/M, | — My/My_y — M, /M, | — 0
é exata , temos que
dimy (M, /M, ) + dimg (M, /M, ) = dimg (M) Mj_;)
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Somando estes termos para k= 0,1, ..., s, para s > 0, obtemos
x(s, T, N) + x(s,T", M/N) = x(s,T, M).(I)

Teorema 4.9 Seja M um A,-mddulo finitamente gerado e N um submddulo de M.
(D)dim(M) = max {d(N),d(M/N)}
(2) Se d(N) =d(M/N), entao m(M) =m(N)+ m(M/N).

Demonstracao: Como M é finitamente gerado, ele admite uma boa filtracdo I'. Seja I"
e I as boas filtracdes de N e M/N induzidas por I'. Assim, (I) para um infinito nimero

de valores de s. Portanto, temos uma igualdade de polinomios:
X, T, N) 4+ x(t,T", M/N) = x(t,T, M).
Como d(M) corresponde ao grau de x(¢,I", M), temos que
dim(M) < max{d(N),d(M/N)}.

Mas os coeficientes lideres desses polindémios sao positivos. Assim, devemos ter igualdade
na formula acima, o que prova (1).

Agora, se d(M/N) = d(N), entao todos os polindémios tém o mesmo grau. Assim,
o termo lider de x(¢,T, M) é a soma dos termos lideres de x(t,I", N) e x(t,T", M/N) e
assim o item (2) esta provado. n

Este teorema é muito 1til para calcular a dimensao de alguns mo6dulos. Ja sabemos
que d(A,) = 2n. Podemos usar o teorema para calcular a dimensao e a multiplicidade de
modulos livres de posto finito r: ele tem dimensao 2n e multiplicidade r. Isto segue do

corolario abaixo.

Corolario 4.10 Sejam My, ..., M} A,-mddulos finitamente gerados, e M = M, & ... Mj,.
(1)d(M) = maz {d(M), ... d(M)}
(2) Se d(M) = d(M;) para 1 < i < k, entdo m(M) =S¥ m(M,).

Demonstracao: A prova segue por inducao se aplicarmos o teorema anterior a sequéncia
exata

00— M, — M —M®..oM,; —0.

Corolario 4.11 Seja M um A,-mddulo finitamente gerado. Entao d(M) < 2n.
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Demonstracao: Suponha que M é gerado por r elementos. Entao existe um homorfismo
sobrejetivo ¢ : AT — M. Segue do teorema que d(A!) = max {d(M),d(kery)}. Como
d(Ar) = 2n, pelo corolario anterior, concluimos que d(M) < 2n. n

Este limite superior pode diminuir se o0 moédulo é um quociente de A,, por um ideal a

esquerda.
Corolario 4.12 Seja I um ideal & esquerda nao nulo de A,. Entao d(A,/I) <2n — 1.

Demonstracao: Primeiro considere o caso de um ideal ciclico a esquerda. Seja d € A,

e ponha I = A,d. Entao, temos uma sequéncia exata

0 A, 2 A, A /A, d—0
onde o mapa 6 é definido por #(a) = ad, para todo a € A,. Suponha, por contradigao,

que d(A,,/A,d) = 2n. Entdo, pelo torema 4.9.(2), temos que
m(A,) = m(4,) + m(A,/A.d).

Como m(A,) = 1 e a multiplicidade é um numero positivo, esta equacao é impossivel.
Portantod(A,,/A,d) < 2n — 1.

Agora, vamos para o caso geral. Seja I um ideal & esquerda nao-nulo de A,, e escolha
0+#del. ComoA,dCI,temos que A,/I é um quociente de A,,/A,d. Como a dimensao
do ultimo é < 2n — 1. Pelo teorema 4.9.(1), temos o resultado desejado. [ ]

O corolario 4.11 fornece uma cota superior para a dimensao de um A,-modulo fini-
tamente gerado. Agora estabeleceremos uma cota inferior. Para isto precisaremos do

seguinte resultado:

Lema 4.13 Seja M um A,-mddulo a esquerda finitamente gerado com uma filtracio T’
com respeito a B. Suponhamos que I'g # 0. A transformacao K-linear
¢ : B — Hompg(M;, My;), que associa a cada a € B; a transformagio p,(u) = au é

mnjetiva.

Demonstracao: Devemos provar que se al’; # 0, entao 0 # a € B;. provaremos isto por
inducdo em i. Se i = 0, entdao By = K e temos o resultado para I'y # 0. Isto é verdade por
hipotese. Suponha que se 0 # b € B; 1, entao bl';_; # 0. Seja a um elemento nao-nulo de
B;. Se al'; = 0, entdo a € K. Portanto, a forma canémica de a tem um termo cz®9® com

c€ K —{0} e |al+|B] > 0. Suponha que o; # 0 para este monémio. Entdo a;cx® 4P é
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um somando na forma canénica de [a, d;]. Assim, [a, 0;] é um elemento ndo-nulo de B;_;.

Como al'; = 0, concluimos que
la, ;)21 € ad;l1.

Mas 9;I";_; C I';. Portanto [a,0;]I;-1 = 0, o que contradiz a hipotese de indugdo. De
modo anélogo, podemos encontrar uma contradicao assumindo que ; # 0. Dessa forma,

o lema esta provado. [
Teorema 4.14 Se M ¢ um A,,-mddulo 4 esquerda finitamente gerado, entdo d(M) > n.

Demonstragao: Escolhamos um conjunto de geradores para M e seja [' uma boa
filtracao obtida pelos geradores de grau zero. Entao, I' # 0. Seja x(t) = x(¢t,I', M) o
correspondente polinomio de Hilbert.

Pelo lema anterior, B; pode ser mergulhado em Homg(I';,'y;). Em particular,

Mas Homg (I';, T'y;) tem dimensao dimg;.dimgy;. Assim, assumindo que ¢ > 0, temos

que dimg B; < x(i)x(21).

i+2n

o ) ¢ um polindomio em ¢ de grau 2n. Portanto, como um

Por outro lado, dimg B; = (
polindémio em i, x(2)x(2¢) deve ter grau > 2n. Mas o grau de x(i)x(2¢) é 2d(M). Assim,
d(M) > n, com queriamos mostrar.

Observacao 4.15 FEsta desigualdade foi provada pela primeira vez por I.N.Bernstein e é

frequentemente chamada de Destgualdade de Bernstein.

4.3 Mobdulos Holondmicos

Um A,-mo6dulo & esquerda finitamente gerado ¢ holonémico se é zero ou se tem
dimensao n. Recordemos que pela desigualdade de Bernstein, que este ¢ o menor valor
que pode assumir a dimensao de um A,-modulo ndo-nulo. Ja sabemos que K|z, ...,x,] é
um exemplo de A,-mo6dulo holondmico. Também sabemos que A, nao é um A,-modulo
holonémico, pois tem dimensao 2n.

Nao é dificil construir médulos holonomicos se n = 1. De fato, seja I # 0 um ideal

a esquerda de A;. Pelo corolario 4.12, d(A;/I) < 1. Se I # Ay, entdo pela desigualdade
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de Bernstein, d(A;/I) = 1. Portanto A;/I é um A;-mo6dulo holondémico. Esta é uma rica

fonte de exemplos que utilizaremos com a ajuda da préxima proposicao.

Proposicao 4.16 Seja n um inteiro positivo.
(1) Submddulos e mddulos quocientes de A,-mddulos holonémicos sao holondémicos.

(11) Somas finitas de A,-mddulos holondmicos sao holonémicos.

Demonstracao: Estas afirmativas seguem da desigualdade de Bernstein.(1) Sejam M
um A,-modulo a esquerda e N um submodulo de M. Pelo teorema 4.8(2), d(N) < d(M)
e d(M/N) <d(M). Como d(M) = n, utilizando a desigualdade de Bernstein, deduzimos
que d(N) = d(M/N) sao também iguais a n. Assim, N e M /N sao também holonémicos.

Agora, para provar (2) aplicamos o corolario 4.10 e o item (1). O resultado segue. ]
Corolario 4.17 Ai-modulos de torcao finitamente gerados sao holonémicos.

Demonstracao: Sejam M um A;-moédulo de tor¢ao finitamente gerado. Suponha que
ele é gerado por uy, ..., u,. Como M é de tor¢ao, para cadai = 1,2, ...,r existe 0 #£ b; € A;
tal que byu; = 0. portanto Aju; é um quociente de A;/A;b; que é um modulo holonémico.
Assim cada Aju; é holonomico. Como M é a soma dos Aju;, para ¢ = 1,2, ...,7, entao
pela proposicao acima, M é holonomico. [

E facil construir A;-moédulos de torcdo. Por exemplo, se 0 # I C J sao ideais a
esquerda de A;. Entdo o quociente I/J é um A;-modulo de tor¢do. Temos ainda a

seguinte proposicao:
Proposicao 4.18 A,,-mddulos holonémicos sao mddulos de torcao.

Demonstracao: Seja M um A,-moédulo a esquerda holonémico. Suponha que 0 # u
¢ um elemento de M. Considere o mapa ¢ : A, — M, definido por ¢(a) = au. Como

imep C M, segue-se que d(Imy) = n. Assim, pelo teorema 4.9, temos
2n = d(A,) = d(keryp).

Em particular, keryp # 0, e u ¢ um elemento de torcao de M. [
Muitas propriedades interessantes dos modulos holondémicos seguem do fato de que

eles sao artinianos.

Teorema 4.19 Mddulos holondmicos sao artinianos. Consequentemente tem compri-

mento finito.
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Demonstracao: Seja M um A,-modulo & esquerda holonomico. Suponhamos que
M=NyDN,D---DN,

é uma cadeia decrescente de submodulos de M. Pelo teorema 4.9 e pela proposicao 4.16(7),

segue que m(N;) = m(N;;1) +m(N;/N;11). Pondo isto tudo junto, temos
r—1
= m(Ni/Nip1) + m(N,) > r.
0

Portanto, M nao pode ter uma cadeia decrescente com mais de r submoédulos. Em
particular, M nao pode ter uma cadeia infinita decrescente. [
Por outro lado, nem todos os A,-mo6dulos sao artinianos. Por exemplo, A,, visto como

um modulo sobre si proprio nao é artiniano. Por exemplo
Ayxy O Anxi D..
¢ uma cadeia infinita decrescente de submodulos de A,,.
Corolario 4.20 Um A,,-mddulo holonomico de multiplicidade 1 é simples.

Demonstracao: Seja M um modulo a esquerda holondémico de multiplicidade 1 e
suponhamos que N ¢ um submoddulo nao nulo de M. Entao N e M/N também sdo
holonémicos. Portanto, pelo teorema 4.16, temos que m(M) = m(N) +m(M/N). Como
m(M)=1e N #0, temos que M/N = 0. Assim, M = N e por tanto, M é simples. m

Os modulos holonémicos sao ciclicos. Para demostrar isto, precisaremos do seguinte
resultado, cuja prova podemos encontrar em [3/(Coutinho, S.C., A Primer of Algebraic

D-modules pag. 90).

Teorema 4.21 Seja R um anel noetheriano a esquerda e simples e seja M um R-mddulo
a esquerda finitamente gerado. Se M ¢é artiniano mas R nao é artiniano (como R-mddulo

a esquerda), entao M é um mddulo ciclico.
Corolario 4.22 Mddulos holondémicos sao ciclicos.

Demonstracao: Sabemos, pelo teorema 4.19 que um A,-médulo holondémico deve ser
artiniano. Vimos também que A, nao é artiniano. Pelo teorema anterior, o resultado

segue. ]
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4.4 Mais exemplos

Agora construiremos uma familia de A,-mo6dulos holonémicos que é muito importante
em aplicacoes. Necessitaremos de um lema técnico cuja prova pode ser encontrada em

Coutinho.

Lema 4.23 Seja M um A, -mddulo o esquerda com uma filtracao I' com respeito a filtra-

cao de Bernstein de A,. Suponhamos que existe constantes cy,co tais que para j > 0
d(Mj) S clj"/n! + Cg(j + 1)”71.

Entao M € um A,-mddulo holonomico cuja multiplicidade ndao pode exceder c¢1. Em par-

ticular M € finitamente gerado.

Teorema 4.24 (Berstein) Seja f € K[z| um polindmio nao-nulo. O A,-mddulo K|z|;

¢ holonomico.
Demonstracao: Ponhamos N = K[z]|s e gr(f) =d > 0. Para cada k € N, definamos
Ni={g/f* € N| gr(g) < (d+ 1)k}

Provemos que a familia I' = { N} }, é uma B-filtragdo em N.
Claramente N, C N, para k < [. Agora, suponhamos que g/f* € N,. Assim, temos
gr(z,g) = gr(g) +1 < (d+ Dk +1 < (d+ 1)(k +1). Isto mostra que z; N C Ngi1.
Temos também que 0;(f%) = w e gr(0;(g)f — kgoi(f)) < d+gr(g) —1 <
d—1+(d+ 1)k < (d+ 1)(k+1). Isto prova que 9; Ny, C Niy1. Entdo, B1 N, C Ngi1.
Como B; = (B;)!, temos B;N,, C Ny .
provemos agora que N = U,N,. Para finalizar, tome g/f* € N e suponhamos que
gr(g) = m. entdo, F = JﬂTﬂ; e gr(gf™) = m+dm < (d+ 1)(k +m). Isto prova que
g/ f* € Ntk Portanto, { Ny}, € uma B-filtracdo em N = K[z];.

Notemos que a dimensao do K-espaco vetorial /Ny é limitada pelo nimero de monomios

z® em K[z]| com grau |a| < (d+ 1)k. Este nimero é

((d+ Dk+n

. ) _ ! (d+ 1)"kE™ + p(k)

Tl
onde p(t) é o polindomio em t com coeficientes racionais e grau menor ou igual a n — 1.

Entao existe um nimero inteiro ¢, > 0, tal que

, d+ 1)k 1 d+1)"k" N
dimg (V) < (( 73 + ”> = (A 1)K+ plk) < % ek + 1)1
para k > 0. Pelo lema anterior, K[z]; é holonomico. n
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Proposicao 4.25 Seja f = x1. Entao:

) - An(l'lal + 1,82, ,an)

Demonstragao:

(i) Por defini¢ao, temos que An% C Klz];. A ignaldade gd (=) = 5™ vale para todo

:E'in x’{n
g € K[z] e para todo m € N. Esta igualdade prova que toda fungao racional do tipo
—Z4+ pertence a Anil, o que prova a igualdade desejada.
.’El x
(#7) A inclusdo A, (10 + 1,0, ...,0,) C Anna,(1/f) é clara. Reciprocamente, seja um

P = P(z,0) € A, um operador que anula xil Podemos escrever P = (0305 +

o + Qn0, + Py para alguns Qs,...,Q,, P, € A, e P, = Zal(x)ai para algum
!
a;(z) € K[z]. Note que o operador P; anula %, pois P anula xil Podemos escrever

P1 = Q(a;l(?l -+ 1) + S(I/, 81> + 7’<l’>

para alguns @, S(2',0;) € A,,r(z) € K[z] e S := 5(2,0,) = Zbk(x’)(?f para
k>0
algum b (2') € K[z'] := Kz, ..., z,].

) + @) Suponha que S é nao-nulo e seja d > 0

1
T T

Nos temos 0 = Pl(i) =5

o grau de S com respeito a d;. A ordem do poélo de S(i) emz; =0¢éd+1,
r(@)

enquanto
1

tem um poélo de ordem no méaximo 1. Isto implica que d = 0, o que

%T) = 0. Isto prova que

P = ang + ...+ Qnﬁn + Q(ZL‘lal + 1) S An(xlﬁl + 1, 82, ey 8n)

¢ uma contradi¢ao. Entao, temos S = 0 e r(x) = 0, pois

(i71) Denotemos I = A,,(x101 + 1, 0s,...,0y,) e escrevamos J C K[z, ] o ideal gerado por
(21£1, &, ..., &) Calculemos a multiplicidade de (K[z];). Provemos que gr®(I) = J.

Temos que cada elemento P € I pode ser escrito como
P = Q282 + Tt Qnan + Q(xlal + 1)

com ord’(Q) = ord"(P) — 2 e ord"(Q;) = ord"(P) — 1 para i = 2,....,n. Pela

observagao 3.6, temos

n

o"(P)=> 0" Q)& + o (Qur&

=2
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e entdao o (P) € J. isto prova a igualdade gr®(I) = J. O coeficiente lider do polino-

mio de Hilbert £(¢, v, gr' (K[z]f)) do modulo graduado quociente % =~ gr' (K[z]y)
é igual a (nfl)!t”_l. (Aqui, T denota a B-filtragao induzida em

A, /I = K]z]s). Isto prova que e(K[z]f) = 2.

u

Seja f um polindmio ndo-nulo em K[z]. Seja s uma nova varidvel e K(s) o corpo das

funcdes racionais em s. Denotamos por A,(s) a Algebra de Weyl sobre o corpo K(s) e
A, s] = A, @k K]s].

Denotemos por K(s)[z]¢f* o K(s)[z]s-mo6dulo livre de posto 1 com base o simbolo

formal f°. Este modulo livre admite uma estrutura natural de A, (s)-médulo & esquerda

definindo
O:f* =sf o)

parat=1,...,n
Teorema 4.26 (Berstein) O A, (s)-mddulo K(s)[x]sf* € holonémico.

Demonstracao: Ponhamos N = K(s)[z];f* e gr(f) =d > 0. Para cada k € N, defina

Ny = {9(;’;“") € N| gr(g) < (d+ 1)k}.

A familia I' = { N} ¢ uma B-filtracdo em N.
Note que a dimensao do K(s)-espago vetorial Ny é limitada pelo niimero de monémios
z® em K(s)[z] com grau |a| < (d + 1)k. Este nimero ¢é

((d TLkF ”) = Ly 1 ph)

n n!

onde p(t) é o polindomio em t com coeficientes racionais e grau menor ou igual a n — 1.

Entao existe um nimero inteiro ¢, > 0, tal que

(d+ 1)k

1 nilrn
= S (d+ 1) k) < S

+ co(k 4+ 1)" 1

dimseie (V) < ((d + 1)k + n)

n

para z € N, suficientemente grande. Aplicando o lema 4.23, concluimos que o
A, (s)-modulo N = K(s)[z]sf* é holonomico. n
Finalizamos nosso trabalho com a definicao do polinémio de Berstein, mas antes,

apresentamos o seguinte:
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Teorema 4.27 Seja f um polinémio nao-nulo em K[z|. Entao, existe um polinémio néao-
nulo b(s) € K[s] e um operador diferencial P(s) € A,[s] tal que a igualdade P(s)ff* =
b(s)f* vale em K(s)[z]sf*.

Demonstracao: O modulo A, (s)f* éum A,(s)-submodulo de K(s)[z]ff® e entao, pelo
teorema 4.24, é holonémico. Além disso, é de comprimento finito. Assim, a sequéncia

decrescente

An(8)fS DAL ffED .. DA(s)f f D ..

& estacionaria. Assim, existe [ € N tal que fif¥ = Q(s)f*1fe. Entdo, f5 = Q(s —I)ff*.
Seja b(s) € K[s] um polinémio nao-nulo tal que P(s) := b(s)Q(s — 1) € A,[s]. Assim,
temos b(s)f* = P(s)ff*. n

Observacao 4.28 Seja f € um polinémio nao-nulo em K[z]. O conjunto dos polinémios
c(s) € K[s] tal que eziste um operador P(s) € A,[s] que satisfaz P(s)ff* = c(s)f* é um

ideal em K[s| que é denotado por By.

Definicao 4.29 Seja f um polinémio nao-nulo em Kz]. O gerador monico do ideal By €
denotado por bs(s) e é chamado polindmio de Bernstein ou polinémio de Berstein-
Sato de f.

O cdleulo do polinémio bs(s) é complicado, embora exista um algoritmo que calcula
o polinomio de Berstein bs(s) de um polinomio dado f € Klz]|. (Veja [2] Castro Jimé-
nez, F.J., Modules over the Weyl Algebra, School of Algebraic Approach to Differential

Equations, edited by Lé Dung Trdng, pag. 237.)
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