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Resumo

Neste trabalho estudaremos as de�nições, exemplos e propriedades básicas das ex-

tensões de Ore. Em particular, apresentaremos um tipo especial de extensões de Ore, as

álgebras de Weyl An(K) sobre um corpo K. Veremos que An(K) é um domínio noetheriano

simples. Estudaremos também a dimensão d(M) de um An-módulo �nitamente gerado

M e provaremos a desigualdade de Bernstein, n ≤ d(M) ≤ 2n. Finalmente estudaremos

os An(K)-módulos holonômicos, isto é, os An(K)-módulos �nitamente gerados tais que

d(M) = n .

Palavras chaves : Extensões de Ore, Álgebras de Weyl, módulos holonômicos.
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Abstract

In this work we will study the de�nitions, examples and basic properties of Ore exten-

sions. In particular, we will present a special case of Ore extensions, the Weyl algebras

An(K) over a �eld K. We will see that An(K) is a simple noetherian domain. We will

study also the dimension d(M) of a �nitely generated An(K)-module and we will prove

the Bernstein's inequality, n ≤ d(M) ≤ 2n. Finally we will study the holonomic An(K)-

modules, that is, the �nitely generated An(K)-modules such that d(M) = n.

Key words : Ore extensions, Weyl algebras, holomic modules.
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Introdução

Em 1933 o matemático norueguês Oystein Ore introduziu um tipo especial de extensões

de aneis. Ele considerou polinômios sobre um anel R numa indeterminada x, a qual não

comuta com os elementos de R. Como polinômios, é desejado que cada elemento seja

escrito de maneira única na forma
∑
rix

i, para alguns ri ∈ R. Isto tem que se aplicar, é

claro, ao elemento xr, para cada r ∈ R. É de esperar que tais polinômios tenham um bom

comportamento com relação ao grau, isto é, grau(fg) ≤ grau(f) + grau(g), portanto é

requerido que xr ∈ Rx + R, isto é, xr = α(r)x + δ(r). Nestas condições, é claro que α e

δ são endomor�smos do grupo aditivo de R. Mais ainda,

x(rs) = α(rs)x+ δ(rs) e (xr)s = (α(r)α(s))x+ (δ(r)s+ α(r)δ(s)).

Portanto α tem que ser um endomor�smo do anel R e δ uma aplicação aditiva que satisfaz

a condição

δ(rs) = δ(r)s+ α(r)δ(s),

que é a propriedade que de�ne uma α-derivação sobre R.

No primeiro capítulo de nosso trabalho mostraremos que para toda α-derivação δ sobre

um anel R é possível construir um anel S com as seguintes propriedades :

(i) R é um subanel de S, (ii) Existe um elemento x ∈ S tal que S é um R-módulo livre

com base {1, x, x2, ...} e (iii) xr = α(r)x+ δ(r) para todo r ∈ R.

Mais ainda provaremos que tal anel satisfaz uma propriedade universal e nesse sentido é

único. O anel S é uma extensão de Ore do anel R e é denotado por S = R[x;α, δ].

Exibiremos alguns exemplos interessantes de aneis e provaremos que são extensões de

Ore. Também demonstraremos, além de outras propriedades, um resultado semelhante ao

teorema das bases de Hilbert para aneis de polinômios, se o anel R é um anel noetheriano

à esquerda (à direita) e α é um automor�smo de R, então S é um anel noetheriano à

esquerda (à direita).
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No capítulo 2 estudaremos um tipo especial de extensões de Ore, as álgebras de

Weyl, que foram introduzidas por Hermann Weyl, para estudar o princípio de incerteza

de Heisenberg em mecânica quântica. De�niremos, para cada n ∈ N, a n-ésima álgebra

de Weyl An(K) como o anel de operadores diferenciais do anel de polinômios K[x1, ..., xn]

com coe�cientes num corpo K e provaremos que An(K) é uma extensão de Ore e portanto

herdam as propriedades demonstradas no capítulo 1, em particular veremos que An(K) é

um domínio noetheriano simples.

O capítulo 3 está dedicado ao estudo dos An(K)-módulos graduados e �ltrados. Em

particular estudaremos a �ltração de Berstein de An(K) e veremos que o anel graduado

associado é isomorfo ao anel de polinômios em 2n indeterminadas com coe�cientes no

corpo K.

Finalmente, no capítulo 4 estudaremos, usando polinômios de Hilbert, a dimensão

d(M) de um An(K)-módulo �nitamente gerado M . Provaremos que n ≤ d(M) ≤ 2n,

resultado conhecido como desigualdade de Bernstein. Os An(K)-módulos M tais que

d(M) = n são os módulos holonômicos e serão estudados com alguns detalhes.
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Capítulo 1

Extensões de Ore

1.1 De�nições e exemplos

No que segue, R denotará um anel e α : R −→ R um endomor�smo de R.

De�nição 1.1 Uma α-derivação de R é uma aplicação aditiva δ : R −→ R com a

seguinte propriedade,

δ(rs) = δ(r)s+ α(r)δ(s), para todo r, s ∈ R

Notemos que δ(1) = δ(1 · 1) = α(1)δ(1) + δ(1)1 = δ(1) + δ(1), donde δ(1) = 0.

Se α é a aplicação identidade de R, a propriedade acima é conhecida como regra de

Leibniz. Neste caso, as α-derivações são derivações de R.

Exemplo 1.2 A aplicação nula δ = 0 é uma α-derivação para qualquer endomor�smo α

de R.

Exemplo 1.3 Seja R o anel das funções reais de classe C∞ , isto é,

C∞(R) = {f : R −→ R; f é de classe C∞}, então a derivada
d

dx
, é uma derivação

sobre R.

Exemplo 1.4 Seja K um corpo e seja R = K[x] (R = K[[x]]) o anel de polinômios

(anel de séries de potências formais, respectivamente) com coe�cientes em K. A regra

δ(
∑
i

aix
i) =

∑
i

iaix
i−1 de�ne uma derivação δ sobre R, que é denotada por

d

dx
.

Mais geralmente, se R = K[x1, ..., xn](R = K[[x1, ..., xn]]) é um anel de polinômios em

n-indeterminadas (anel de séries de potências formais, respectivamente), cada derivada

parcial
∂

∂xi
, i = 1, ..., n de�ne uma derivação em R.
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Capítulo 1. Extensões de Ore 1.1. De�nições e exemplos

Exemplo 1.5 Seja K[x] o anel de polinômios sobre um corpo K. Seja q ∈ K tal que

q 6= 0, q 6= 1 e seja α o K-automor�smo de álgebras de K[x] tal que α(x) = qx. Então a

regra δ(f(x)) =
f(qx)− f(x)

qx− x
, de�ne uma α-derivação de K[x] conhecida como derivada

Euleriana ou q-operador de diferença.

Dado um anel R e δ uma α-derivação de R construiremos, um anel S que contém

R como subanel, que tem como elementos, "polinômios "numa indeterminada x com

coe�cientes a "esquerda"em R e com uma multiplicação que satisfaz a relação

xr = α(r)x+ δ(r), para todo r ∈ R. Mais precisamente, temos o seguinte :

Teorema 1.6 Seja δ uma α-derivação de R. Então existe um anel S com as seguintes

propriedades:

(a) R é um subanel de S.

(b) Existe um elemento x ∈ S tal que S é um R-módulo livre à esquerda com base

{1, x, x2, ...}.

(c) xr = α(r)x+ δ(r), para todo r ∈ R

Demonstração: Seja E = EndZ(R[z]), onde R[z] é o anel de polinômios (ordinário)

na indeterminada z com coe�cientes em R. Consideremos o homomor�smo de aneis

λ : R −→ E tal que para r ∈ R e p(z) ∈ R[z], λ(r)(p(z)) = rp(z). É claro que λ é

injetivo, logo podemos identi�car R com o subanel λ(R) ⊂ E.

Agora, de�nimos x ∈ E pela regra

x(
∑
i

riz
i) =

∑
i

(α(ri)z
i+1 + δ(ri)z

i),

e seja S o subanel de E gerado por R ∪ {x}.

Para r ∈ R e p(z) =
∑

i riz
i ∈ R[z], temos que

(xr)(p(z)) = x(
∑
i

rriz
i) =

∑
i

(α(rri)z
i+1+δ(rri)z

i) =
∑
i

α(r)α(ri)z
i+1+

∑
i

(α(r)δ(ri)+

δ(r)ri)z
i = α(r)

∑
i

(α(ri)z
i+1 + δ(ri)z

i) + δ(r)
∑
i

riz
i = (α(r)x+ δ(r))(p(z)).

Portanto, xr = α(r)x + δ(r) para todo r ∈ R. Em particular, xR ⊆ Rx + R. Desta

relação, segue por indução que

xiR ⊆ Rxi +Rxi−1 + ...+Rx+R, para todo i ∈ Z+,

e consequentemente,

(Rxi)(Rxj) ⊆ Rxi+j +Rxi+j−1 + ...+Rxj, para todo i, j ∈ Z+

3



Capítulo 1. Extensões de Ore 1.1. De�nições e exemplos

Isto implica que
∞∑
i=0

Rxi é um subanel de E.

Seja S =
∞∑
i=0

Rxi. Então o conjunto {1, x, x2, ...} gera S como R-módulo à esquerda.

Só falta mostrar que {1, x, x2, ...} é linearmente independente sobre R. Para isto, sejam

r0, r1, ..., rn ∈ R, tais que r0 + r1x + ... + rnx
n = 0. Aplicando no polinômio constante

1, temos que (r0 + r1x + ... + rnx
n)(1) = 0 em R[z]. Mas xi(1) = zi, para todo i ≥ 0.

Portanto, r0 + r1z + ...+ rnz
n = 0 em R[z], donde r0 = r1 = ... = rn = 0.

De�nição 1.7 O anel S construído acima é conhecido como uma extensão de Ore de

R e é denotado por R[x;α, δ].

Na literatura em inglês tal anel é conhecido como um "skew polynomial ring" de R.

Se δ é a derivação nula, escreveremos R = [x;α] no lugar de R[x;α, 0].

Se α = 1R é a aplicação identidade de R, escreveremos R[x; δ] no lugar de R[x; 1R, δ]. O

anel R[x; δ] é conhecido também como um anel de operadores diferenciais.

As extensões de Ore possuem a seguinte propriedade universal:

Teorema 1.8 Seja S = R[x;α, δ] uma extensão de Ore de R. Suponhamos que T é um

anel, ϕ : R −→ T é um homomor�smo de aneis e y ∈ T tal que yϕ(r) = ϕα(r)y + ϕδ(r)

para todo r ∈ R. Então, existe um único homomor�smo de aneis Ψ : S −→ T tal que

Ψ|R = ϕ e Ψ(x) = y, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

S

∃!Ψ

""
R

ϕ //
� ?

ι

OO

T

Demonstração: De�namos a aplicação Ψ : S −→ T por Ψ(
∑

i rix
i) =

∑
i ϕ(ri)y

i. En-

tão, Ψ|R = ϕ e Ψ(x) = y. Além disso, Ψ é um homomor�smo de aneis. De fato, primeiro

note que se t =
∑

j bjx
j é um elemento arbitrário de S, então Ψ(xt) = Ψ(

∑
j α(bj)x

j+1 +∑
j δ(bj)x

j) =
∑

j ϕα(bj)y
j+1 +

∑
j ϕδ(bj)y

j =
∑

j(ϕα(bj)y + ϕδ(bj))y
j =

∑
j yϕ(bj)y

j =

yΨ(t).

Segue-se por indução que Ψ(xit) = yiΨ(t), para todo i ∈ Z+ e t ∈ S.

4



Capítulo 1. Extensões de Ore 1.1. De�nições e exemplos

Mais ainda, se a ∈ R, então

Ψ(at) =
∑
j

ϕ(abj)y
j =

∑
j

ϕ(a)ϕ(bj)y
j = ϕ(a)Ψ(t).

Consequentemente, dado s =
∑

i aix
i em S, temos

Ψ(st) =
∑
i

Ψ(aix
it) =

∑
i

ϕ(ai)Ψ(xit) =
∑
i

ϕ(ai)y
iΨ(t) = Ψ(s)Ψ(t).

Por outro lado, é claro que Ψ(s+ t) = Ψ(s) + Ψ(t). Portanto, Ψ é um homomor�smo de

aneis que satisfaz a propriedade desejada.

Finalmente, seja Ψ
′

: S −→ T um outro homomor�smo de aneis tal que Ψ
′|R = ϕ e

Ψ
′
(x) = y. Então,

Ψ
′
(
∑
i

rix
i) =

∑
i

Ψ
′
(ri)(Ψ

′
(x))i =

∑
i

ϕ(ri)y
i = Ψ(

∑
i

rix
i)

O que prova a unicidade de Ψ.

Corolário 1.9 Sejam S = R[x;α, δ] e S ′ = R[x′;α, δ] extensões de Ore de R, então existe

um único isomor�smo de aneis Ψ : S −→ S
′
tal que Ψ(x) = x

′
e Ψ|R = 1R.

Demonstração: Se aplicarmos o teorema com ϕ : R −→ S
′
sendo a inclusão, obtemos

um único homomor�smo Ψ : S −→ S
′
tal que Ψ|R = ϕ e Ψ(x) = x

′
. Portanto, Ψ|R = 1R

e Ψ(x) = x
′
.

Por simetria, o teorema garante a existência de um único isomor�smo Ψ
′

: S
′ −→

S tal que Ψ
′
(x
′
) = x e Ψ

′ |R = 1R. A aplicação 1S tem a mesma propriedade, então

pela unicidade temos que Ψ
′
Ψ = 1S. De maneira semelhante, prova-se que ΨΨ

′
= 1S′ .

Consequentemente, Ψ é o único isomor�smo procurado.

Exemplo 1.10 Seja K um corpo e seja q ∈ K, q 6= 0. Por de�nição, o anel de coorde-

nadas quantizado de K2 ou plano quântico Oq(K2) é a K-álgebra apresentada pelos

geradores u e v e a relação uv = qvu. Isto é, se K 〈U, V 〉 é a álgebra livre com duas letras

U e V e 〈UV − qV U〉 denota o ideal gerado por UV − qV U , então

Oq(K2) =
K 〈U, V 〉
〈UV − qV U〉

.

Os elementos u e v na de�nição são então as classes de U e V módulo 〈UV − qV U〉 .

A�rmação: O plano quântico Oq(K2) é uma extensão de Ore do anel de polinômios

ordinários K[y]. Mais precisamente, se α é o automor�smo de K[y] tal que α(y) = qy,

5



Capítulo 1. Extensões de Ore 1.1. De�nições e exemplos

mostraremos que Oq(K2) ∼= K[y][x;α].

Para isto, seja σ : K 〈U, V 〉 −→ K[y][x;α] o K-homomor�smo de álgebras tal que σ(U) = x

e σ(V ) = y. Então σ(UV − qV U) = xy − qyx = 0 e portanto 〈UV − qV U〉 ⊆ kerσ. Pelo

teorema fundamental dos homomor�smos, σ induz um K-homomor�smo de álgebras

Φ : Oq(K2) =
K 〈U, V 〉
〈UV − qV U〉

−→ K[y][x, α]

tal que Φ(u) = x e Φ(v) = y, onde u = U + 〈UV − qV U〉 e v = V + 〈UV − qV U〉

Por outro lado, como K[y] é um anel de polinômios sobre K, existe um único homomor-

�smo de K-álgebras η : K[y] −→ Oq(K2) tal que η(y) = v.

Logo, se p =
∑
i

aiy
i ∈ K[y], então η(p) =

∑
i

aiv
i e α(p) =

∑
i

aiα(y)i =
∑
i

aiq
iyi.

Donde, η(α(p))u =
∑
i

aiq
iviu =

∑
i

aiuv
i = u(

∑
i

aiv
i) = uη(p), ou seja,

η(α(p))u = uη(p). A propriedade universal das extensões de Ore garante a existência de

um único homomor�smo de K-álgebras Ψ : K[y][x, α] −→ Oq(K2)

tal que Ψ|K[y] = η e Ψ(x) = u. Em particular, Ψ(y) = η(y) = v

Como Φ ◦ Ψ(y) = Φ(v) = y, Φ ◦ Ψ(x) = Φ(u) = x, Ψ ◦ Φ(u) = Ψ(x) = u e Ψ ◦ Φ(v) =

Ψ(y) = v. Logo, Φ ◦Ψ = 1 e Ψ ◦ Φ = 1. Portanto, Φ é um isomor�smo de K-álgebras, o

que prova nossa a�rmação.

Exemplo 1.11 Seja K um corpo e A a K-álgebra apresentada pelos dois geradores u, v

e relação vu − uv = u. Por outro lado, seja K[y][x, α] a extensão de Ore do anel de

polinômios K[y], onde α é o K-automor�smo de K[y] tal que α(y) = y− 1. Em K[y][x, α],

temos que xy = α(y)x, o que implica que xy − yx = x. Portanto, procedendo como no

exemplo anterior, podemos provar que existe um único K-isomor�smo de álgebras

ϕ : A −→ K[y][x, α] tal que ϕ(u) = x e ϕ(v) = y.

Exemplo 1.12 Seja g a álgebra de Lie não abeliana de dimensão 2 sobre um corpo K e

seja {X, Y } uma base de g tal que [X, Y ] = Y .

A K-álgebra envolvente (universal) de g é U (g) := T (g)/I, onde T (g) é a K-álgebra

tensorial de g e I é o ideal bilateral de T (g) gerado pelos elementos da forma

a⊗ b− b⊗ a− [a, b], a, b ∈ g.

A�rmação: U(g) é uma extensão de Ore do anel de polinômios K[y]. Mais precisamente,

seja δ a única derivação de K[y] tal que δ(y) = y, ou seja, δ(p(y)) = y
d

dy
p(y), para

p(y) ∈ K[y]. No anel K[y][x; δ], temos xy = yx + δ(y) = yx + y. Provaremos que

6



Capítulo 1. Extensões de Ore 1.1. De�nições e exemplos

U (g) ∼= K[y][x; δ] como K-álgebras.

Com efeito, seja η : g −→ K[y][x; δ] o K-homomor�smo linear tal que η(X) = x e η(Y ) =

y. Então, pela propriedade universal da álgebra tensorial T (g), podemos extender η a

um único K-homomor�smo de álgebras η̃ : T (g) −→ K[y][x; δ]. Agora, notemos que

para a, b ∈ g, existem escalares λi, βj ∈ K, 1 ≤ i, j ≤ 2, tais que a = λ1X + β1Y e

b = λ2X + β2Y . Donde, η̃(a ⊗ b − b ⊗ a − [a, b]) = (λ1β2 − λ2β1)(xy − yx − y) = 0.

Isto implica que o ideal I está contido em ker(η̃). Então, pelo teorema fundamental dos

homomor�smos, existe um único K-homomor�smo de álgebras

ϕ : U(g) = T (g) /I −→ K[y][x; δ]

tal que o seguinte diagrama comuta

T (g)
η̃ //

π

��

K[y][x, δ]

T (g) /I

∃!ϕ

88

Em particular, ϕ(X + I) = η̃(X) = x e ϕ(Y + I) = η̃(Y ) = y.

Por outro lado, como K[y] é um anel de polinômios, existe um único homomor�smo

de K-álgebras σ : K[y] −→ T (g) /I tal que σ(y) = Y + I.

Seja p(y) =
∑

i aiy
i ∈ K[y], então σ(p(y))(X + I) + σ(δ(p(y))) =

=
∑

i ai(Y
iX + I) + σ(

∑
i iaiy

i) =
∑

i ai(Y
iX + I) +

∑
i iai(Y

i + I) =

=
∑

i ai(Y
iX + iY i + I) .......(*)

Como XY + I = (Y X + Y ) + I, então por indução XY i + I = (Y iX + iY i) + I, para

todo i ≥ 1. Logo, em (*),

σ(p(y))(X+ I) +σ(δ(p(y))) =
∑

i ai(XY
i + I) = (X+ I)

∑
i ai(Y

i + I) = (X+ I)σ(p(y)).

Agora, a propriedade universal das extensões de Ore, garante a existência de um único

homomor�smo de K-álgebras Ψ : K[y][x, δ] −→ U (g) tal que Ψ|K[y] = σ e Ψ(x) = X + I.

Isto é, o seguinte diagrama comuta

K[y][x; δ]

∃!Ψ

%%
K[y] σ //
� ?

ι

OO

U (g)

7
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Finalmente, notemos que Ψ ◦ ϕ(X + I) = Ψ(x) = X + I, ϕ ◦ Ψ(y) = ϕ(Y + I) = y e

ϕ ◦Ψ(x) = ϕ(X + I) = x. Isto implica que Ψ e ϕ são mutuamente inversos, o que prova

nossa a�rmação.

Exemplo 1.13 Seja K um corpo e seja sln(K) = {A ∈Mn(K) tal que Tr(A) = 0} a

álgebra de Lie especial linear, com colchete de Lie [A,B] = AB − BA. Em particular,

sl2(K) é de dimensão 3 e uma base de sl2(K) está formada pelas matrizes:

E =

 0 1

0 0

, F =

 0 0

1 0

, H =

 1 0

0 −1


Os produtos de Lie de tais matrizes são: [E,F ] = H, [H,E] = 2E, [H,F ] = −2F · · · (*)

A K-álgebra envolvente de sl2(K) é U(sl2(K)) := T (sl2(K))/I a K, onde T (sl2(K))é a

K-álgebra tensorial de sl2(K) e I é o ideal bilateral de T (sl2(K)) gerado pelos elementos

da forma

a ⊗ b − b ⊗ a − [a, b], a, b ∈ sl2(K). Sejam e := E + I, f := F + I e h := H + I.

Usando (*), temos na álgebra envolvente U(sl2(K) as relações ef − fe = h, he− eh = 2e,

hf − fh = −2f . Equivalentemente, eh = (h− 2)e, fh = (h+ 2)f , fe = ef − h · · · (**)

Agora seja K[y] o anel de polinômios na indeterminada y e com coe�cientes em K.

Seja σ : K[y] −→ U(sl2(K)) o único homomor�smo de K-álgebras tal que σ(y) = h e seja

α : K[y] −→ K[y] o K-automor�smo de K[y] tal que α(y) = y − 2. Usando as relações

(∗∗), temos em U(sl2(K)) que eσ(y) = eh = (h− 2)e = σ(y − 2)e = σ(α(y))e.

Portanto, pela propriedade universal das extensões de Ore, existe um únicoK-homomor�smo

de álgebras σ̃ : K[y][x;α] −→ U(sl2(K)) tal que σ̃|K[y] = σ e σ̃(x) = e, ou seja o seguinte

diagrama comuta

K[y][x;α]

∃!σ̃

&&
K[y] σ //
� ?

ι

OO

U(sl2(K)

Agora seja β o único K-automor�smo de K[y][x, α] tal que β(y) = y + 2 e β(x) = x. Seja

também δ a única β-derivação de K[y][x;α] tal que δ(y) = 0 e δ(x) = −y.

Usando as equações (**), temos as seguintes relações em U(sl2(K)) :

fσ̃(y) = fh = (h + 2)f = σ̃(y + 2)f = σ̃(β(y))f + σ̃δ(y) e fσ̃(x) = fe = ef − h =

σ̃(β(x))f + σ̃δ(x). Portanto, pela propriedade universal das extensões de Ore, existe um

8
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único K-homomor�smo de álgebras

ϕ : K[y][x;α][z; β, δ] −→ U(sl2(K))

que extende σ̃ e ϕ(z) = f . Ou seja, o seguinte diagrama comuta

K[y][x;α][z; β, δ]

∃!ϕ

((
K[y][x;α] σ̃ //

� ?

ι

OO

U(sl2(K))

Em particular, ϕ(y) = σ̃(y) = h, ϕ(x) = σ̃(x) = e e ϕ(z) = f .

A�rmação: ϕ é um K-isomor�smo de álgebras e portanto, a álgebra envolvente

U(sl2(K)) é uma extensão de Ore (iterada) do anel de polinômios K[y].

Com efeito, considere o único homomor�smo K-linear φ : sl2(K) −→ K[y][x;α][z; β, δ]

tal que φ(H) = y, φ(E) = x e φ(F ) = z. Então, pela propriedade universal da álgebra

tensorial, a aplicação K-linear φ pode ser extendida para um único K-homomor�smo

φ̂ : T (sl2(K) −→ K[y][x;α][z; β, δ]. Ou seja, o seguinte diagrama comuta

sl2(K) ι //

φ

��

T (sl2(K))

∃!φ̂
vv

K[y][x;α][z; β, δ]

As equações (*) e (**) implicam que E,F,H ∈ kerφ̂ e consequentemente I ⊂ kerφ̂.

Portanto podemos fatorar φ̂, isto é, existe um único K- homomor�smo de álgebras

Φ : T (sl2(K))/I −→ K[y][x;α][z; β, δ]

tal que Φ ◦ π = φ̂, ou seja, o seguinte diagrama comuta

T (sl2(K)
φ̂ //

π

��

K[y][x, α][z, b, δ]

T (sl2(K)/I

∃!Φ

66

Em particular, Φ(h) = φ̃(H) = y, Φ(e) = φ̃(E) = x e Φ(f) = φ̃(F ) = z.

Agora é claro que φ e ϕ são K-homomor�smo de álgebras mutuamente inversos. Em

conclusão:
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U(sl2(K) ∼= K[y][x;α][z; β, δ] como K-álgebras e portanto a álgebra universal envol-

vente da álgebra de Lie especial linear sl2(K) é uma extensão de Ore do anel de polinômios

K[y].

Na seguinte seção estudaremos algumas propriedades das extensões de Ore.

1.2 Propriedades

De�nição 1.14 Seja R[x;α, δ] uma extensão de Ore de R e seja p ∈ R[x;α, δ] um ele-

mento diferente de zero,então p pode ser escrito de maneira única como

p = rnx
n + rn−1x

n−1 + ...+ r1x+ r0,

para algum n ∈ N e alguns ri ∈ R, i = 0, ..., n tal que rn 6= 0. O inteiro n é chamado

grau de p e é denotado por n = gr(p). O elemento rn é chamado coe�ciente líder de

p. Por convenção, dizemos que o grau do elemento zero de R[x;α, δ] é −∞.

Observação 1.15 No caso de um anel de operadores diferenciais, ou seja, R[x; δ], dire-

mos que n é a ordem de p.

Lema 1.16 Seja R[x;α, δ] uma extensão de Ore e sejam r ∈ R e n ∈ N, então

xnr = αn(r)xn + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ δn(r)

para alguns an−1, ..., a1 ∈ R. Portanto, se r 6= 0 e α é injetiva, então xnr tem grau n e

coe�ciente líder αn(r).

Demonstração: Provemos a primeira parte por indução sobre n.

Se n = 0 não há nada a provar. O caso n = 1 é simplesmente a regra da multiplicação

em R[x;α, δ].

Suponha que para n ≥ 1, existem an−1, ..., a1 ∈ R tais que

xnr = αn(r)xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ δn(r). Então,

xn+1r = xαn(r)xn + an−1x
n−1 + xan−1x

n−1 + · · ·+ xa1x+ xδn(r) =

(αn+1(r)x+ δ(αn(r)))xn + (α(an−1)x+ δ(an−1))xn−1 + · · ·+ δn+1(r) =

αn+1(r)xn+1 + (δ(αn(r)) + α(an−1))xn + · · ·+ δn+1(r).

Assim, xn+1r pode ser escrito na forma desejada. A segunda parte segue-se do fato que

se α é injetiva, αn é injetiva. Portanto, se r 6= 0, então αn(r) 6= 0.
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Proposição 1.17 Sejam R um domínio de integridade e α um endomor�smo injetivo de

R. Então, gr(pq) = gr(p) + gr(q) para todo p, q ∈ R[x;α, δ]. Consequentemente R[x;α, δ]

é um domínio de integridade.

Demonstração: Se p ou q é o elemento zero, a igualdade segue-se da convenção que

−∞+ n = −∞ para todo n ∈ N e −∞+−∞ = −∞.

Suponhamos que p 6= 0 e q 6= 0. Então, podemos escrever de maneira única

p = rnx
n + rn−1x

n−1 + · · ·+ r1x+ r0, onde n = gr(p)

q = smx
m + sm−1x

m−1 + · · ·+ s1x+ s0, onde m = gr(q)

Agora, (rnx
n)(smx

m) = rn(xnsm)xm e usando o lema anterior, podemos escrever

xnsm = αn(sm)xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ δn(sm), para alguns an−1, ..., a1 ∈ R

Logo, (rnx
n)(smx

m) = rnα
n(sm)xm+n+ (termos de menor grau).

Isto implica que o coe�ciente líder de pq é rnαn(sm) e como rn 6= 0, α é um endo-

mor�smo injetivo e R é um domínio, rnαn(sm) 6= 0. Portanto, gr(pq) = m + n. O fato

anterior garante que se p 6= 0 e q 6= 0, então pq 6= 0. Consequentemente, R[x;α, δ] é um

domínio de integridade.

Lema 1.18 Seja R[x;α, δ] uma extensão de Ore de R onde α é um automor�smo de R.

Então α−1 é um automor�smo do anel oposto Rop e −δα−1 é uma α−1-derivação de Rop.

Mais ainda, R[x;α, δ]op = Rop[x;α−1,−δα−1].

Demonstração: Provemos primeiro que α−1 é um automor�smo de Rop. Denotemos

com ∗ a operação em Rop, isto é, se a, b ∈ Rop, a ∗ b = ba. Como α−1 é um homomor�smo

de R, temos que α−1(a ∗ b) = α−1(ba) = α−1(b)α−1(a) = α−1(a) ∗ α−1(b).

Mostremos agora que −δα−1 é uma α−1-derivação em Rop. Com efeito, −δα−1(r ∗ s) =

−δ(α−1(sr)) = −δ(α−1(s)α−1(r)) = −(δ(α−1(s))α−1(r) + α−1(s) + δ(α−1(r)) =

− (α−1(r) ∗ δ(α−1(s)) + δ(α−1(r)) ∗ α−1(s)) = −(α−1 ∗ δα−1(s) + δα−1(r) ∗ α−1(s)).

Finalmente, provemos que R[x;α, δ]op = Rop[x;α−1,−δα−1]. Com efeito, em R[x;α, δ],

temos que xr = α(r)x + δ(r) para todo r ∈ R. Logo, xα−1(r) = rx + δ(α−1(r)), e daí

rx = xα−1(r)−δ(α−1(r)). Assim em R[x;α, δ]op, temos que x∗r = α−1(r)∗x−δ(α−1(r)).

Mas esta é a mesma regra de operação em Rop[x;α−1,−δα−1]. Consequentemente,

R[x;α, δ]op = Rop[x;α−1,−δα−1].
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O Teorema das Base de Hilbert demonstra que se R é noetheriano à direita (à es-

querda), então um anel de polinômios (ordinário) é também noetheriano à direita (à

esquerda, respectivamente). Nós provaremos um resultado semelhante para extensões de

Ore.

Teorema 1.19 Seja S = R[x;α, δ] uma extensão de Ore de R, onde α é um automor�smo

de R. Se R é um anel noetheriano à direita (esquerda), então S é um anel noetheriano à

direita(esquerda).

Demonstração:

Caso I: Suponhamos primeiro que R é noetheriano à direita. Provaremos neste caso

que qualquer ideal não-nulo I à direita de S é �nitamente gerado. Seguiremos os seguintes

passos:

Passo 1: Seja J o conjunto dos coe�cientes líderes de I juntamente com 0, isto é,

J =
{
r ∈ R / rxd + rd−1x

d−1 + ...+ r0 ∈ I, para alguns rd−1, ..., r0 ∈ R
}
.

É claro que J é um subgrupo aditivo de R. Agora considere elementos r ∈ J e a ∈ R, então

existe algum p ∈ I da forma p = rxd+[termos de menor grau] em I. Então pa ∈ I. Como

pa = rαd(a)xd + [termos de menor grau], concluímos que rαd(a) ∈ J . Para obtermos ra,

devemos substituir a por α−d(a). Mais precisamente, temos pα−d(a) ∈ I e

pα−d(a) = raxd + [termos de menor grau].

Portanto ra ∈ J . Isto mostra que J é um ideal à direita de R.

Passo 2: Como R é noetheriano à direita, J é �nitamente gerado. Suponhamos que

r1, ..., rk é um conjunto de geradores para J , então existem p1, ..., pk ∈ I tal que cada pi

tem coe�ciente líder ri e grau ni. Seja n = max {n1, ..., nk}. Notemos que pixn−ni é um

elemento de I com coe�ciente líder ri mas com grau n. Assim, sem perda de generalidade,

podemos assumir que todos os pi possuem o mesmo grau n, isto é,

pi = rix
n + [termos de menor grau].

Passo 3: Seja N = R + Rx + ... + Rxn−1, o conjunto dos elementos de S com grau

menor que n. Pelo lema 1.16, N = R + xR + ... + xn−1R. Consequentemente, N é um

R-submódulo à direita de S. Visto como R-módulo, N é �nitamente gerado, e portanto

é noetheriano. Assim, seu submódulo I ∩N é um R-módulo à direita �nitamente gerado.
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Digamos que q1, ..., qt geram I ∩N .

Passo 4 Seja I0 o ideal à direita de S gerado por p1, ..., pk, q1, ..., qt, então, I0 ⊆ I. A

inclusão anterior na verdade é uma igualdade. Com efeito, seja p ∈ I com grau menor

que n, então p ∈ I ∩N e p = q1a1 + ...+ qtat para alguns aj ∈ R e portanto p ∈ I0.

Passo 5 Agora considere algum p ∈ I com grau m ≥ n, e suponha que todos os elementos

de I com grau menor que m estão em I0. seja r o coe�ciente líder de p; assim

p = rxm + [termos de menor grau].

Como p ∈ I, seu coe�ciente líder r está em J , e assim r = r1a1 + ... + rkak para alguns

ai ∈ R. Desejamos construir um elemento de I0 que também tem graum e coe�ciente líder

r. Devemos aplicar as potências negativas apropriadas de α em ai. Mais precisamente,

observemos que

piα
−n(ai) = riaix

n + [termos de menor grau]

para todo i. Consequentemente, se q = (p1α
−n(a1) + ...+ pkα

−n(ak))x
m−n, então q ∈ I0 e

q = rxm + [termos de menor grau].

Agora p − q é um elemento de I com grau menor que m. Pela hipótese de indução,

p − q ∈ I0, e assim p ∈ I0. Esta indução mostra que I = I0. Assim, I é �nitamente

gerado. Portanto, S é noetheriano.

Caso II. Suponhamos agora que R é noetheriano à esquerda. Então o anel oposto

Rop é noetheriano à direita. Pelo lema 1.18 , α−1 é um automor�smo de Rop e −δα−1

é uma α−1 derivação de Rop. Logo, pelo caso I acima, Rop[x;α
−1
,−δα−1] é noetheriano

à direita. Mas, pelo mesmo lema, Rop[x;α−1,−δα−1] = R[x;α, δ]op. Em consequencia,

R[x;α, δ] é noetheriano à esquerda.

Corolário 1.20 O plano quântico Oq(K2), a álgebra envolvente U(g) da álgebra de Lie

não abeliana g de dimensão 2 e a álgebra envolvente U(sl2(K)) da álgebra de Lie especial

sl2(K) são aneis noetherianos.

Demonstração: Segue-se dos exemplos 1.9, 1.11, 1.12 e do teorema 1.19.
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Corolário 1.21 Seja S = R[x1;α1, δ1][x2;α2, δ2] · · · [xn;αn, δn] uma extensão de Ore ite-

rada, onde cada αi é um automor�smo do anel R[x1;α1, δ1] · · ·R[xi−1;αi−1, δi−1], para cada

i = 1, ..., n. Se R é um anel noetheriano à direita (esquerda), então S é um anel noethe-

riano à direita (esquerda).

Teorema 1.22 Seja R é um anel de divisão e seja S = R[x;α, δ] uma extensão de Ore

de R. Então S é um domínio de ideais principais à esquerda. Se além disso, α é um

automor�smo de R, então S é também um domínio de ideais principais à direita.

Demonstração: Como R é um anel de divisão, α é um endomor�smo injetivo e portanto

S é um domínio de integridade.

Agora, dado um ideal J à esquerda não nulo de S, seja m o menor grau dos elementos

não-nulos de J , e escolha p ∈ J com grau m. Se r é o coe�ciente líder de p, então p pode

ser substituído por r−1p, e assim não há perda de generalidade em assumir que p tem

coe�ciente líder 1.

A�rmação: J = Sp. Com efeito, é claro que Sp ⊆ J . Provemos a inclusão recíproca por

indução sobre k. O único elemento de J com grau menor que m é 0 e certamente 0 ∈ Sp.

Agora assuma que para um inteiro k ≥ m, todos os elementos de J com grau menor que k

estão em Sp. Seja q um elemento de J com grau k, e seja a o coe�ciente líder de q. Agora

axk−mp tem grau k e coe�ciente líder a, portanto q − axk−mp é um elemento de J com

grau menor que k. Pela hipótese de indução, q − axk−mp está em Sp, e assim, q ∈ Sp.

Isto prova que J = Sp. Portanto, S é um domínio de ideais principais à esquerda.

Suponhamos agora que α é um automor�smo de R. Então, pela primeira parte e

o lema 1.18, Rop[x;α−1,−δα−1] é um domínio de ideais principais à esquerda. Assim,

R[x;α, δ]op = Rop[x;α−1,−δα−1] é um anel de ideais principais à esquerda. Portanto,

R[x;α, δ] é um anel de ideais principais à direita.

Observação 1.23 Para cada a ∈ R, a regra δa(r) = ar−ra, r ∈ R de�ne uma derivação

δa em R.

De�nição 1.24 Uma derivação δ em R é uma derivação interior se δ = δa para algum

a ∈ R. Caso contrário, diremos que δ é uma derivação exterior.
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De�nição 1.25 Seja δ uma derivação de R e seja I um ideal de R. Dizemos que I é um

δ-ideal se δ(I) ⊂ I.

O anel R é chamado δ-simples se os únicos δ-ideais de R são 0 e R.

Lema 1.26 Seja δ uma derivação de R e seja S = R[x; δ] uma extensão de Ore de R.

(a) Se δ = δa para algum a ∈ R, então S = R[x− a], um anel de polinômios ordinário.

Portanto, S(x− a) é um ideal próprio não-nulo de S.

(b) Se I é um δ-ideal de R, então IS = SI. Assim IS é um ideal de S. Mais ainda, se

I 6= R, então IS 6= S e se I 6= 0, então IS 6= 0.

Demonstração:

(a) Note que xr = rx+δa(r). Assim, xr = rx+ar−ra. Desse modo, xr−ar = rx−ra

e, portanto, (x− a)r = r(x− a) para todo r ∈ R. Logo, S = R[x− a] , ou seja, S

é visto como anel de polinômios na variável x − a. Portanto, S(x − a) é um ideal

próprio não-nulo.

(b) Provemos que IS = SI. Seja j ∈ I. Como I é um δ-ideal, rxj = r(xj) =

r(jx + δ(j)) = rjx + rδ(j) ∈ IS. Reciprocamente, jrx = xrj − δ(jr) ∈ SI. O

resultado segue, claramente.

De�nição 1.27 Um anel S é dito simples se os únicos ideais bilaterais de S são 0 e S.

Proposição 1.28 Seja R uma Q-álgebra e seja δ uma derivação de R. Então R[x; δ] é

um anel simples se, e somente se, R é δ-simples e δ é uma derivação exterior.

Demonstração: Seja S = R[x; δ]. Pelo lema anterior se R não é δ-simples ou se δ é

interior, então S não é simples.

Reciprocamente, suponhamos que R é δ-simples e que δ é uma derivação exterior. Seja I

um ideal não-nulo de S e n o menor grau dos elementos não-nulos de I. Seja J o subcon-

junto de R consistindo de 0, juntamente com os coe�cientes líderes daqueles elementos de

I que têm grau n. Não é difícil ver que J é um ideal não-nulo de R.

A�rmação: J é um δ-ideal de R. Com efeito, todo elemento não-nulo r ∈ J é o coe�ci-

ente líder de algum p ∈ I com grau n, isto é, p = rxn + r′xn−1+[termos de grau menor].
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Observemos que xp− px ∈ I e que xp− px = δ(r)xn+[termos de grau menor]).

Portanto, δ(r) ∈ J , e consequentemente J é um δ-ideal.

Como R é δ-simples e J 6= 0, necessariamente J = R. Portanto, I contém um elemento

q com grau n e coe�ciente líder 1. Se n = 0, então q = 1 e I = S. Mostraremos que se

assumirmos n > 0, teremos uma contradição. Com efeito,

Escrevamos q = xn + axn−1+[termos de grau menor], para algum a ∈ R. Por outro

lado, para cada r ∈ R, observemos que rq − qr ∈ I e que

rq − qr = (rxn + raxn−1) + [termos de grau menor] − (rxn + nδ(r)xn−1 + arxn−1) +

[termos de grau menor]) = (ra− nδ(r)− ar)xn−1+ [termos de grau menor].

Pela minimalidade de n, devemos ter rq − qr = 0, e portanto ra− nδ(r)− ar = 0. Como

n > 0 e R é uma Q-álgebra, obtemos δ(r) = (−a/n)r − r(−a/n) para todo r ∈ R, o que

contradiz o fato de que δ é exterior.

Assim, n = 0 e I = S. Portanto, S é um anel simples.

No capítulo 2 usaremos este resultado para provar que as álgebras de Weyl sobre um

corpo de característica zero são aneis simples.

1.3 Aneis de polinômios de Laurent

Dado um anel R e um automor�smo α de R construiremos um anel que tem como ele-

mentos "polinômios de Laurent"numa indeterminada x com coe�cientes à "esquerda"em

R, isto é onde a indeterminada x é invertível. Mais precisamente temos o seguinte:

Teorema 1.29 Seja α um automor�smo do anel R. Então existe um anel T com as

seguintes propriedades:

(a) R é um subanel de T .

(b) Existe um elemento invertível x ∈ T tal que T é um R-módulo livre à esquerda com

base {1, x, x−1, x2, x−2, ...}.

(c) xr = α(r)x, para todo r ∈ R.

Demonstração: Consideremos o seguinte conjunto:

T :=

{
a = (ai) ∈

∏
i∈Z

R/ existe n = n(a) ∈ N tal que ai = 0 para todo i ∈ Z com |i| > n(a)

}
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O conjunto T é um anel com as operações de soma e produto, de�nidas por,

a+ b = (ai + bi) e ab = (ci), onde ci :=
∑
k+j=i

akα
k(bj).

Notemos que o elemento unitário de T é 1 = (ai), onde ai = 1 se i = 0 e ai = 0 se i 6= 0.

De�namos os elementos x, y ∈ T por: x := (xi), onde xi = 1 se i = 1 e xi = 0 se i 6= 1 e

y := (yj), onde yj = 1 se j = −1 e yj = 0 se j 6= −1.

Então, pela de�nição de produto, xy = yx = 1. Portanto, x é um elemento invertível

de T e x−1 = y.

Por outro lado, por indução sobre k ∈ Z, temos que xk := (xi), onde xi = 1 se i = k e

xi = 0 se i 6= 0.

Provemos agora que o anel T satisfaz as condições do teorema. Com efeito,

(a) R é um subanel de T . De fato, a aplicação ϕ : R −→ T de�nida por ϕ(a) = (ai),

onde ai = a se i = 0 e ai = 0 se i 6= 0 é um homomor�smo injetivo de aneis. Portanto,

podemos identi�car R com um subanel de T .

(b) De maneira natural T é um R-módulo à esquerda. Por outro lado, seja a = (ai) ∈ T ,

então existe n = n(a) ∈ N, tal que ai = 0 para todo |i| > n(a). Então podemos escrever

de maneira única a = a−nx
−n+ · · ·+a0 + · · ·+anx

n. Isto prova que {1, x, x−1, x2, x−2, ...}

é uma base de T como R-módulo.

(c) Agora seja r ∈ R. Então xr = (ai), onde ai =
∑
k+j=i

xkα
k(rj), x = (xk) e r = (rj). Das

de�nições acima, temos que ai = α(r) se i = 1 e ai = 0 se i 6= 1.

Por outro lado, α(r)x = (bi), onde bi =
∑
k+j=i

(αk)α
k(xj) e α(r) = (αk). Como αk = α(r)

se k = 0 e αk = 0 se k 6= 0, temos que, bi = α(r) se i = 1 e bi = 0 se i 6= 1.

Comparando as equações acima, concluimos que xr = α(r)x para todo r ∈ R.

De�nição 1.30 O anel T construido acima é conhecido como anel de polinômios de

Laurent de R e é denotado por R[x±1;α].

Na literatura em inglês tal anel é conhecido como um "skew-Laurent ring" de R.

Observação 1.31 Notemos que que R[x;α] é um subanel de R[x±1;α].

Os aneis de polinômios de Laurent possuem a seguinte propriedade universal:
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Teorema 1.32 Seja α um automor�smo de um anel R e T = [x±1;α]. Suponhamos que

U é um anel, ϕ : R −→ U é um homomor�smo de aneis e y é um elemento invertível de

U tal que yϕ(r) = ϕα(r)y para todo r ∈ R. Então, existe um único homomor�smo de

aneis Ψ : T −→ U tal que Ψ|R = ϕ e Ψ(x) = y. Ou seja o seguinte diagrama comuta :

T

∃!Ψ

""
R

ϕ //
� ?

ι

OO

U

Demonstração: A demonstração é semelhante ao Teorema 1.8.

Corolário 1.33 Sejam T = R[x±1;α] e U = R[y±1;α] dois aneis de polinômios de

Laurent referentes ao mesmo automor�smo α de R. Então existe um único isomor�smo

Ψ : T −→ U tal que Ψ(x) = y e Ψ|R é a identidade em R.

Demonstração: A prova é análoga à do corolário 1.9.

Exemplo 1.34 Seja K um corpo e q ∈ K, q 6= 0. Por de�nição, o anel de cordenadas

quantizado de (K∗)2 é a K-álgebra Oq((K∗)2) presentada pelos geradores u, u′, v, v′ e as

relações uu
′
= u

′
u = vv

′
= v

′
v = 1 e uv − qvu = 0.

Isto é, se K 〈U,U ′, V, V ′〉 é a K-álgebra livre com letras U,U ′, V, V ′. Então,

Oq((K∗)2) =
K 〈U,U ′, V, V ′〉

I

onde, I é o ideal gerado por UU ′ − 1, U ′U − 1, V V ′ − 1, V ′V − 1 e UV − qV U .

Os elementos u, u′, v e v′ da de�nição são então as classes de U, U ′, V e V ′ módulo I,

respectivamente.

Em Geometria Algébrica, (K∗)2 é conhecido como toro algébrico, e portanto, Oq((K∗)2)

é chamado toro quântico.

A�rmação: Oq((K∗)2) é um anel de polinômios de Laurent. Mais precisamente se K[y±1]

é um anel de polinômios ordinário de Laurent e α é o único K-automor�smo de álgebras

de K[y±1] tal que α(y) = qy, então Oq((K∗)2) = K[y±1][x±1;α]

Com efeito, de�namos oK-homomor�smo de álgebras σ : K 〈U,U ′, V, V ′〉 −→ K[y±1][x±1;α]

tal que σ(U) = x, σ(U ′) = x−1, σ(V ) = y e σ(V ′) = y−1. Então,
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σ(UU ′ − 1) = xx−1 − 1 = 0, σ(U ′U − 1) = x−1x − 1 = 0, σ(V V ′ − 1) = xx−1 − 1 = 0 e

σ(V ′V − 1) = xx−1 − 1 = 0. Assim, I ⊂ Ker(σ). Portanto, existe um K-homomor�smo

de álgebras

Ψ : Oq((K∗)2) −→ K[y±][x±;α] tal que Ψ(u) = x,Ψ(v) = y,Ψ(u
′
) = x−1 e Ψ(v

′
) = y−1.

Por outro lado, comoK[y±1] é um anel de polinômios de Laurent, existe um homomor�smo

de K-álgebras η : K[y±1] −→ Oq((K∗)2) tal que η(y) = v e η(y−1) = v
′
.

Agora, seja p(y) =
∑
i∈Z

aiy
i ∈ K[y±]. Então η(p(y)) =

∑
i≥0

aiv
i +
∑
i<0

ai(v
′
)i e α(p(y)) =∑

i∈Z

ai(α(y))i =
∑
i∈Z

aiq
iyi. Assim temos que, η(α(p(y)))u = (

∑
i≥0

aiq
ivi+

∑
i<0

aiq
i(v
′
)i)u =∑

i≥0

aiq
iviu+

∑
i<0

aiq
i(v
′
)iu =

∑
i≥0

aiuv
i+
∑
i<0

aiu(v
′
)i = u(

∑
i≥0

aiv
i+
∑
i<0

ai(v
′
)i) = uη(p(y)).

Pela propriedade universal dos aneis de polinômios de Laurent, existe um único ho-

momor�smo de K-álgebras

ϕ : K[y±1][x±1;α] −→ Oq((K∗)2) tal que ϕ|K[y±1] = η e ϕ(x) = u.

Assim, ϕ(x−1) = u
′
. Mais ainda, ϕ(y) = η(y) = v e ϕ(y−1) = η(y−1) = v

′
.

Finalmente, provemos que as aplicações Ψ e ϕ são mutuamente inversas. De fato,

ϕ ◦ Ψ(u) = ϕ(x) = u, ϕ ◦ Ψ(v) = ϕ(y) = v, ϕ ◦ Ψ(u
′
) = ϕ(x−1) = u

′
e ϕ ◦ Ψ(v

′
) =

ϕ(y−1) = v
′
.

Por outro lado, Ψ ◦ ϕ(x) = Ψ(u) = x, Ψ ◦ ϕ(y) = Ψ(v) = y, Ψ ◦ ϕ(x−1) = Ψ(u
′
) = x−1 e

Ψ ◦ ϕ(y−1) = Ψ(v
′
) = y−1.

O que prova que Ψ é um isomor�smo de K-álgebras e portanto nossa a�rmação.

Exemplo 1.35 Seja K um corpo e H o grupo de Heisenberg, que é apresentado por

três geradores x, y, z e as relações

xyx−1y−1 = z, xz = zx e yz = zy

Os elementos de H podem ser escritos de maneira única como produtos ziyjxm para

inteiros i, j,m e estes produtos formam uma base para a álgebra de grupo K[H]. Como

y e z comutam, a subálgebra de K[H] gerada por y±1 e z±1 é um anel de polinômios

ordinário de Laurent, K[y±1, z±1]. Por outro lado, observemos que, como xyx−1 = zy e

xzx−1 = z, temos que x(K[y±1, z±1])x−1 = K[y±1, z±1]. De fato, conjugando os elementos
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de K[y±1, z±1] por x temos o mesmo efeito que aplicando o K-automor�smo de álgebras

α do anel K[y±1, z±1] tal que α(y) = zy e α(z) = z, isto é, xr = α(r)x para todo

elemento r ∈ K[y±1, z±1]. Como os produtos ziyjxm forma uma base para K[H] sobre K,

as potências xm, m ∈ Z formam uma base para K[H] como um módulo livre à esquerda

sobre K[y±1, z±1]. Portanto, concluímos que a álgebra de grupo do grupo de Heisenberg

é um anel de polinômios de Laurent. Mais precisamente,

K[H] = K[y±1, z±1][x±1;α].

Assim como para as extensões de Ore, temos um resultado análogo ao da Base de Hilbert

para aneis de polinômios de Laurent. De fato, usaremos o resultado já provado para

extensões de Ore no seguinte:

Teorema 1.36 Seja α um automor�smo de R e seja T = R[x±1;α] um anel de polinômios

de Laurent. Se R é noetheriano, então T é noetheriano.

Demonstração: Seja S = R[x;α] a extensão de Ore de R com respeito a α.

A�rmação: Se s ∈ S, então os elementos x−1sx e xsx−1 pertencem a S. Com efeito,

Seja r ∈ R, então x−1rx = x−1xα−1(r) = α−1(r) ∈ S. Por outro lado, x−1rx2 =

(x−1rx)x = α−1(r)x ∈ S. Por indução sobre n ∈ N, temos x−1rxn+1 = α−n(r)xn ∈ S.

Seja agora s =
∑
n

rnx
n ∈ S, então x−1(

∑
n

rnx
n)x =

∑
n

x−1rnx
n+1 =

∑
n

α−n(rn)xn ∈ S.

De forma análoga podemos provar que xsx−1 pertence a S.

De�namos a aplicação β : S −→ S, por β(s) = x−1sx. É claro que β é um homomor-

�smo de aneis. Mais ainda, β é automor�smo. Com efeito,

Se β(s) = 0, então x−1sx =
∑
n

α−n(rn)xn = 0 Assim, αn(rn) = 0 para todo n ≥ 0.

Portanto, rn = 0 para todo n ≥ 0. Logo, s =
∑

n rnx
n = 0. Isto mostra que, β é injetiva.

Por outro lado, β é sobrejetiva, pois para s ∈ S existe xsx−1 ∈ S tal que β(xsx−1) = s.

Consideremos agora a extensão de Ore S[y; β] e a inclusão ι : S −→ T .

Seja s ∈ S. Então, ι(β(s))x−1 = β(s)x−1 = (x−1sx)x−1 = x−1s = x−1ι(s). Pela proprie-

dade universal das extensões de Ore, existe um homomor�smo Ψ : S[y; β] −→ T tal que

Ψ(y) = x−1, conforme o diagrama abaixo:

S[y; β]

∃!Ψ

$$
S

ι //

ι

OO

T
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Notemos que Ψ é sobrejetiva. Assim, pelo teorema fundamental dos homomor�smos,

temos que, T ∼=
S[y; β]

ker(Ψ)
. Agora, como R é um anel noetheriano, S e S[y; β] também

são aneis noetherianos (veja o Teorema 1.19) e portanto todo quociente de S[y; β] é

noetheriano. Portanto, T é um anel noetheriano ,como queríamos provar.

Corolário 1.37 O toro quântico Oq((K∗)2) e a álgebra de grupo K[H] do grupo de

Heisenberg são aneis noetherianos.

Demonstração: Segue-se dos exemplos 1.34, 1.35 e do Teorema 1.36.

De�nição 1.38 Seja α um automor�smo e I um ideal do anel R. Dizemos que I é um

α−ideal, se α(I) = I. É claro que 0 e R são α-ideais de R.

O anel R é dito α-simples se os únicos α-ideais de R são 0 e R.

Lema 1.39 Seja α um automor�smo de R e sejam S = R[x;α] e T = [x±1;α]. Se I é um

α-ideal de R e α̂ é o automor�smo de R/I induzido por α (α̂(r + I) = α(r) + I, r ∈ R).

Então são válidas as seguintes identidades:

a)IS = SI e IT = TI

b)IS ∩R = IT ∩R = I

c)(R + IS)/IS ⊆ S/SI e (R + IT )/IT ⊆ T/IT são isomorfos a R/I.

d)S/IS ∼= (R/I)[x̂; α̂] e T/IT ∼= (R/I)[x̂; α̂].

Demonstração:

(a) Note que se rxj ∈ SI. Então rxj = rα(j)x ∈ IS. Por outro lado, se α−1(jr)x ∈ IS,

então α(α−1(jr)x = xjr ∈ SI. De maneira análoga, prova-se que IT = TI.

(b) Se p ∈ IS ∩R, então p é uma constante que está em I. Reciprocamente, é claro que

I ⊆ IS ∩R, pois I ⊆ R e I ⊆ IS. Do mesmo modo, temos que IS ∩ T = I.

(c) Note que (R + IS)/IS ⊆ S/IS. Por outro lado, temos que R é subanel de S e IS

é ideal de S. Pelo teorema dos isomor�smos (R + IS)/IS ∼= R/R ∩ IS = R/I.

Analogamente, prova-se o caso (R + IT )/IT ∼= R/R ∩ IT = R/I.
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(d) Consideremos o automor�smo α̂ : R/I −→ R/I induzido por α, α̂(r+I) := α(r)+I.

Seja (R/I)[x̂; α̂] a extensão de Ore de R/I com respecto a α̂.

Notemos que x(ι(r + I)) = x(r + I) = xr + I = α(r)x + α(I) = (α(r) + I)x =

α̂(r + I)x = ι(α̂(r + I))x. Então, pela propriedade universal das extensões de Ore,

existe Ψ : R/I[x̂, α̂] −→ S/IS tal que Ψ(x̂) = x

(R/I)[x̂; α̂]

∃!Ψ

&&
(R/I) ι //

ι

OO

S/SI

Lema 1.40 Seja α é um automor�smo de R e seja T = R[x±1;α] . Se T é simples, então

não existe n ∈ Z+ tal que αn é um automor�smo interno de R.

Demonstração: Suponha que alguma potência inteira positiva αn é um automor�smo

interno de R, isto é, existe uma unidade u ∈ R tal que αn(r) = uru−1 para todo r ∈ R.

Por indução sobre i ∈ Z, podemos provar que αi(u)rαi(u)−1 = αn(r) para todo i ∈ Z e

r ∈ R. Por tanto, para todo i ∈ Z, temos que, αi(u)u = αn+i(u) = uαi(u).

Seja v := uα(u)α2(u) · · ·αn−1(u) ∈ R. É claro que v é uma unidade de R, mais ainda,

v−1 = u−2v e como u comuta com toda potência αi(u), cumpre-se que α(v) = v.

A�rmação: O elemento v−1xn
2 ∈ T está no centro de T .

De fato, note primeiro que vrv−1 = αn
2
(r) para todo r ∈ R. Agora provemos por in-

dução sobre k que rxkv−1xn
2

= v−1xn
2
rxk. Se k = 0, rv−1xn

2
= v−1αn

2
(r)xn

2
= v−1xn

2
r.

Se k = 1, rxv−1xn
2

= rα(v−1)xxn
2

= rv−1xn
2+1. Por outro lado, v−1xn

2
rx = v−1αn

2
(r)xn

2+1.

Logo, rxv−1xn
2

= v−1xn
2
rx, para todo r ∈ R.

Suponha agora, que para k > 0, rxkv−1xn
2

= v−1xn
2
rxk. Então, para k+1, rxk+1v−1xn

2
=

rxxkv−1xn
2

= rxv−1xn
2
xk = v−1xn

2
rxxk = v−1xn

2
rxk+1.

Agora é claro que v−1xn
2 ∈ T está no centro de T , o que prova nossa a�rmação.

Por outro lado, 1 + v−1xn
2
não é uma unidade de T . Assim T (1 + v−1xn

2
) é um ideal

bilateral próprio e não nulo de T . Por tanto, T não é simples.

Teorema 1.41 Seja α é um automor�smo de R e seja T = R[x±1;α]. Então T é simples

se, e somente se, valem as seguintes a�rmações:
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(a) R é um anel α-simples.

(b) Não existe n ∈ Z+ tal que αn é um automor�smo interno de R.

Demonstração: Os lemas anteriores provam que se R é simples, então se cumprem os

items (a) e (b).

Reciprocamente, suponhamos que (a) e (b) valem. Seja I um ideal não nulo de T . Devemos

mostrar que I = T . Seja S = R[x;α]. Temos que I = (I∩S)T . Assim, I∩S 6= 0. Como I

é um ideal em T , podemos multiplicar por x ou x−1. Dessa forma, xIx−1 ⊆ I e x−1Ix ⊆ I.

Portanto, xIx−1 = I. Mais ainda, por um argumento usado na prova do Teorema 1.36,

temos que xSx−1 = S e, portanto, x(I ∩ S)x−1 = I ∩ S.

Seja n o menor grau dos elementos não-nulos de I∩S. De�namos o seguinte conjunto:

J :=
{
r ∈ R/rxn + rn−1x

n−1 + ...+ r0 ∈ I ∩ S, rn−1, ..., r0 ∈ R
}
.

Não é difícil ver que J é um ideal não nulo de R. Dado r ∈ R, existe p ∈ I ∩ S da forma

p = rxn+[termos de menor grau]. Logo, o elemento xpx−1 = α(r)xn+[termos de menor grau]

também estão em I ∩ S e assim, α(r) ∈ J . Portanto, α(J) ⊆ J . De maneira análoga,

podemos provar que α−1(J) ⊆ J . Em consequencia, α(J) = J e portanto, J é um α-ideal

de R. Como R é α-simples, devemos ter J = R e, desse modo, 1 ∈ J . Então existe um

elemento p ∈ I ∩ S da forma

p = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0, para alguns ai ∈ R, i = 0, ..., n− 1.

Se a0 = 0, então px−1 = xn−1 + an−1x
n−2 + · · · + a1 é um elemento não-nulo de I ∩ S

com grau n − 1, contradizendo a minimalidade de n. Portanto, a0 6= 0. Por outro lado,

observemos que

xpx−1 = xn + α(an−1)xn−1 + · · ·+ α(a0),

e que, xpx−1 − p é um elemento de I ∩ S de grau no máximo n− 1. A minimalidade de

n implica que xpx−1 − p = 0 e, portanto α(ai) = ai para todo i.

Agora seja r ∈ R e notemos que

pr = αn(r)xn + an−1α
n−1(r)xn−1 + · · ·+ a0r

αn(r)p = αn(r)xn + αn(r)an−1x
n−1 + · · ·+ αn(r)a0.

Então, pr − αn(r)p é um elemento de I ∩ S com grau no máximo igual a n − 1 e, assim

pr−αn(r)p = 0. Em particular, segue que a0r = αn(r)a0. Como isto vale para todo r ∈ R,
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temos que a0R ⊆ Ra0. Por outro lado, tomando r = α−n(r′) temos que r′a0 = a0α
−n(r′),

para todo r′ ∈ R e portanto, Ra0 ⊆ a0R. Logo, a0R = Ra0

Agora, a0R = Ra0 é um α-ideal não-nulo de R, pois α(a0) = a0. Como R é α-simples,

temos que a0R = Ra0 = R. Assim, a0 é invertível em R. Consequentemente as equações

a0r = αn(r)a0, para todo r ∈ R implicam que αn é um automor�smo interno de R. Pelo

item (b), temos que n = 0. Assim, p = 1 e, como p ∈ I, concluímos que I = T . Portanto,

T é um anel simples.

Corolário 1.42 Seja K um corpo e q ∈ K, q 6= 0. Então o toro quântico Oq((K∗)2) é

um anel simples se, e somente se, q não é uma raiz da unidade.

Demonstração: Seja T = Oq((K∗)2). Pelo exemplo 1.34, T = K[y±1][x±1;α] onde α é

o automor�smo de K[y±1] tal que α(y) = qy. Como R = K[y±1] é um anel comutativo, o

único automor�smo interno de R é a aplicação identidade.

Se q é uma raiz da unidade, digamos qn = 1 para algum inteiro positivo n, então αn é a

identidade de R. O teorema anterior prova que T não é simples neste caso.

Reciprocamente, suponhamos que q não é uma raiz da unidade. Então, nenhuma

potência positiva de α é um automor�smo interno. Resta, agora, veri�car a condição (a)

do teorema anterior.

Seja I um α ideal não-nulo de R. devemos mostrar que I = R. Observemos que I ∩K[y]

é não-nulo e escolhamos um polinômio mônico f ∈ I ∩ K[y] de grau mínimo, digamos,

f = ym + am−1x
m−1 + · · · + a0 para algum m ∈ Z+ e ai ∈ K. Como I é um α-ideal,

temos também α(f) ∈ I ∩K[y]. Agora, α(f) = qmym + qm−1am−1x
m−1 + · · ·+a0, e assim,

α(f)− qmf é um polinômio em I ∩K[y] com grau no máximo m− 1. Pela minimalidade

de m, devemos ter α(f) − qmf = 0. Disto segue que qiai = qmai para todo i, isto é,

(qm−i− 1)ai = 0. Como q não é raiz da unidade, concluímos que ai = 0 para todo i 6= m.

Consequentemente, f = ym, que é invertível em R. Portanto, I = R.
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1.4 Domínios de Ore

De�nição 1.43 Um domínio R é um domínio de Ore à esquerda se Rx ∩ Ry 6= 0

para todo par de elementos diferentes de zero x, y ∈ R. Analogamente, um domínio R é

um domínio de Ore à direita se xR ∩ yR 6= 0 para todo par de elementos x, y ∈ R.

Um domínio R é um domínio de Ore se é um domínio de Ore à esquerda e à direita.

De�nição 1.44 Seja R um domínio de integridade. Um anel de frações à esquerda

para R é um anel de divisão D com as seguintes propriedades:

(a) R é um subanel de D.

(b) Se δ ∈ D, então existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = b−1a.

Proposição 1.45 Suponhamos que R é um domínio de Ore à esquerda, então existe um

anel de frações à esquerda para R.

Demonstração: No conjunto R×R∗ de�nimos uma relação∼ como segue: (a, b) ∼ (c, d)

se existem r, s ∈ R∗ tais que ra = sc e rb = sd 6= 0. Então∼ é uma relação de equivalência.

De fato, a re�exividade e a simetria são claras. Por outro lado, se (a, b) ∼ (c, d) e (c, d) ∼

(e, f), então existem r, s, t, u ∈ R∗ tais que ra = sc, rb = sd 6= 0, tc = ue, td = uf 6= 0;

por outro lado, como R é um domínio de Ore à esquerda temos que xs = yt para alguns

x, y ∈ R∗, logo (xr)a = (yu)e e (xr)b = (ye)f 6= 0 e portanto (a, b) ∼ (e, f) o que mostra

que ∼ é transitiva.

Denotemos por [a, b] a classe de equivalência do par (a, b) ∈ R×R∗ e o conjunto quociente

por D := R×R∗/ ∼. Agor vamos de�nir uma estrutura de anel sobre D:

Dados [a, b] e [c, d] em D, escolhemos r, s ∈ R∗ tais que rb = sd e colocamos [a, b]+[c, d] =

[ra+ sc, rb]. Então + é uma operação bem de�nida.

Por outro lado, dados [a, b] e [c, d] em D, escolhemos r ∈ R∗ e s ∈ R tais que ra = sd,

e colocamos [a, b].[c, d] = [sc, rb]. Então . é uma operação bem de�nida.

O sistema (D,+, .) é um anel, onde [0, 1] é o elemento zero e [1, 1] é o elemento unitário de

D. Mais ainda, a aplicação r −→ [r, 1] é um homomor�smo injetivo de aneis. Com efeito,

o fato de ser homomor�smo segue-se das de�nições e por outro lado, se [r, 1] = [0, 1] para

algum r ∈ R temos que (r, 1) ∼ (0, 1) e portanto existem t, u ∈ R∗ tais que tr = s.0 = 0 e

como R é um domínio, concluimos que r = 0. O homomor�smo injetivo anterior permite
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identi�car R com um subanel de D e quando fazemos esta identi�cação, R torna-se um

subanel de D. Além disso, o anel D é um anel de divisão. De fato, se [a, b] é um elemento

diferente de zero em D, então a, b ∈ R, logo [b, a] ∈ D, mais ainda [a, b].[b, a] = [1, 1] e

[b, a].[a, b] = [1, 1]. Notemos que se r ∈ R∗, então [r, 1]−1 = [1, r]. Usaremos a notação

r−1 para o inverso de r ∈ R.

Finalmente, se δ ∈ D, então existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = [a, b], que pode

ser escrito como [a, b] = [1, b].[a, 1] = [b, 1]−1.[a, 1]. Logo, se usamos a identi�cação de R

como um subanel de D e a notação acima, temos que δ = b−1a.

Os aneis de frações à esquerda possuem a seguinte propriedade universal :

Proposição 1.46 Seja R um domínio de Ore à esquerda e D um anel de frações à

esquerda para R. Suponhamos que φ : R −→ S é um homomor�smo de aneis tal que

φ(x) é uma unidade de S para cada x ∈ R∗. Então, φ extende-se de maneira única a um

homomor�smo de aneis Φ : D −→ S. Ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

D

∃!Φ

""
R

φ //
� ?

ι

OO

S

Demonstração: Seja δ ∈ D, então existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = b−1a.

Colocamos Φ(δ) = φ(b)−1φ(a);em primeiro lugar temos que ver que Φ está bem de�nida.

Com efeito, suponhamos que δ tem outra representação como δ = d−1c para alguns c ∈ R

e d ∈ R∗. Então b−1a = d−1c e como R é um domínio de Ore à esquerda, existem

r, s ∈ R∗ tais que ra = sc e rb = sd 6= 0. Mas φ(rb), φ(r), φ(sd), φ(s) são unidades em

S. Logo, φ(b)−1φ(a) = φ(rb)−1φ(ra) = φ(sd)−1φ(sc) = φ(d)−1φ(c). Portanto, a regra

Φ(b−1a) = φ(b)−1φ(a) de�ne uma aplicação Φ : D −→ S. Notemos que φ(r) = Φ(1−1r) =

φ(1)−1φ(r) = φ(r) para todo r ∈ R. Portanto, Φ extende φ a D. Em particular Φ(1) = 1.

Agora mostremos que de fato φ é um homomor�smo de aneis. Com efeito, sejam

a, c ∈ R e b, d ∈ R∗, então existem r, s ∈ R∗ tais que rb = sd. Logo

Φ(b−1a+d−1c) = Φ((rb)−1(ra+sc)) = φ(rb)−1φ(ra+sc) = φ(rb)−1φ(ra)+φ(rb)−1φ(sc) =

φ(b)−1φ(a) + φ(d)−1φ(c) = Φ(b−1a) + Φ(d−1c).

por outro lado, existem t ∈ R e u ∈ R∗ tais que ua = td. Logo

Φ(b−1ad−1c) = Φ((ub)−1tc) = φ(ub)−1φ(tc) = φ(b)−1φ(u−1t)φ(c) = φ(b)−1φ(ad−1)φ(c) =
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(φ(b)−1φ(a))(φ(d)−1φ(c)) = Φ(b−1a)Φ(d−1c).Portanto, Φ é um homomor�smo de aneis.

Finalmente, se ϕ : D −→ S é outro homomor�smo de aneis que extende φ, temos que

para a ∈ R e b ∈ R∗, ϕ(b−1a) = ϕ(b)−1ϕ(a) = φ(b)−1φ(a) = Φ(b−1a). Portanto, ϕ = Φ, o

que mostra a unicidade da extensão.

Corolário 1.47 Seja R um domínio de Ore à esquerda e sejam D,D
′
aneis de frações à

esquerda para R. Então a aplicação identidade de R extende-se a um único isomor�smo

de D sobre D
′
.

No sentido do corolário anterior, um anel de frações à esquerda para um domínio de

Ore à esquerda é único.

De�nição 1.48 Seja R um domínio de integridade. Um anel de frações à direita

para R é um anel de divisão E com as seguintes propriedades:

(a) R é um subanel de E.

(b) Se ξ ∈ E, então existem a ∈ R e b ∈ R∗ tais que ξ = ab−1.

É claro que proposições semelhantes são verdadeiras para domínios de Ore à direita.

Proposição 1.49 Suponhamos que R é um domínio de Ore à direita, então existe um

anel de frações à direita para R.

Proposição 1.50 Seja R um domínio de Ore à direita e E um anel de frações à direita

para R. Suponhamos que φ : R −→ S é um homomor�smo de aneis tal que φ(x) é uma

unidade de S para cada x ∈ R∗. Então φ extende-se de maneira única a um homomor�smo

de aneis Φ : E −→ S. Ou seja, o seguinte diagrama comuta:

E

∃!Φ

""
R

φ //
� ?

ι

OO

S

Corolário 1.51 Seja R um domínio de Ore à direita e sejam E,E
′
aneis de frações à

direita para R. Então a aplicação identidade de R extende-se a um único isomor�smo de

E sobre E
′
.
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No sentido do corolário anterior, um anel de frações à direita para um domínio de Ore

à direita é único.

Proposição 1.52 Suponhamos que R é um domínio de Ore. Então os aneis de frações

à esquerda e à direita são iguais.

Demonstração: Seja D o anel de frações à esquerda de R e E o anel de frações à direita

de R. Então se δ ∈ D, existem elementos a ∈ R e b ∈ R∗ tais que δ = b−1a. Desde que R

é um domínio de Ore à direita, existem r ∈ R e s ∈ S tais que as = br, logo δ = rs−1 e

portanto δ ∈ E, o que mostra que D ⊂ E. Analogamente, pode-se provar que E ⊂ D e,

portanto, D = E.

Proposição 1.53 Seja R um domínio. Então ou R é um domínio de Ore à esquerda

ou R contém um ideal à esquerda que é livre e de posto in�nito como R-módulo. Em

particular, todo domínio noetheriano à esquerda é um domínio de Ore à esquerda.

Demonstração: Suponhamos que R não é um domínio de Ore à esquerda. Então

existem a, b ∈ R∗ tais que Ra ∩ Rb = 0. A�rmação: os elementos a, ab, ab2, ab3, ..., são

linearmente independentes à esquerda sobre R. Portanto o ideal à esquerda gerado por

eles é livre de posto in�nito. De fato, caso contrário, haveria uma relação
∑
ciab

i, onde

os ci não são todos iguais a zero. Seja cr o primeiro coe�ciente diferente de zero, então

podemos cancelar br e obter uma relação

cra+ cr+1ab+ ...+ cnab
n−r = 0.

Donde

(cr+1a+ ...+ cnab
n−r−1)b = −cra.

O que contradiz a hipótese inicial sobre a e b.

Um resultado análogo é válido para "direita"em lugar de "esquerda". Mais precisa-

mente temos a seguinte:
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Proposição 1.54 Seja R um domínio. Então ou R é um domínio de Ore à direita ou R

contém um ideal à direita que é livre e de posto in�nito como R-módulo. Em particular,

todo domínio noetheriano à direita é um domínio de Ore à direita.

Corolário 1.55 Todo domínio noetheriano é um domínio de Ore. Em particular, se R

é um domínio noetheriano, então toda extensão de Ore R[x;α, δ] é um domínio de Ore.

Além disso, se R é noetheriano e α é um automor�smo de R, então R[x±1;α] é um

domínio de Ore.

Observação 1.56 Dos exemplos 1.9, 1.11, 1.12, 1.32, 1.33, temos que os aneis Oq(K2),

U(g), U(sl2(K), Oq((K∗)2) e K[H] são domínios de Ore e portanto, possuem aneis de

frações.

No seguinte capítulo, estudaremos as álgebras de Weyl sobre um corpo de característica

zero e veremos que são domínios noetherianos, portanto são domínios de Ore e possuem

aneis de frações.
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Capítulo 2

Álgebras de Weyl

2.1 De�nições e Propriedades

Seja K um corpo, n ≥ 1 um inteiro positivo e K[x] := K[x1, ..., xn] o anel de polinômios

em n variáveis com coe�cientes em K.

Seja EndK(K[x]) a K-álgebra dos endomor�smos K-lineares do K-espaço vetorial K[x].

Como o produto nesta álgebra é a composição de endomor�smos, então EndK(K[x]) é um

anel não comutativo com unidade.

Seja f ∈ K[x] um polinômio. A multiplicação por f ,

φf : K[x] −→ K[x], de�nida por φf (g) = fg para todo g ∈ K[x]

é um K-endomor�smo linear de K[x]. O elemento unitário do anel EndK(K[x]) é a apli-

cação identidade que coincide com φ1.

Para cada 1 ≤ i ≤ n, a derivada parcial com respecto a i,

∂

∂xi
: K[x] −→ K[x]

é também K-endomor�smo linear de K[x]. Usaremos a notação ∂i no lugar de ∂
∂xi

para

1 ≤ i ≤ n . Assim, para todo f ∈ K[x], temos ∂i(f) := ∂f
∂xi

.

De�nição 2.1 Seja K um corpo e n ≥ 1 um inteiro. A n-ésima Álgebra de Weyl,

denotada por An(K), é a subálgebra de EndK(K[x]), gerada pelos endomor�smos

φx1 , ..., φxn , ∂1, ..., ∂n.

Por convenção, A0(K) := K e por simplicidade de notação, escreveremos An no lugar de

An(K).
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A n-ésima Álgebra de Weyl An, é conhecida também como Anel de Operadores

Lineares Diferenciais com coe�cientes polinomiais.

Observação 2.2 Um elemento em An é simplesmente uma combinação linear de palavras

nos geradores φx1 , ..., φxn , ∂1, ..., ∂n. Cada palavra é identi�cada com o endomor�smo

correspondente construído pela composição de geradores presentes nela.

Observação 2.3 An é uma álgebra não-comutativa.

Com efeito, seja f ∈ K[x]. Então, (∂i◦φxi)(f) = ∂i(xif) = f+xi∂i(f) = f+(φxi ◦∂i)(f).

Como f é arbitrário, ∂i ◦ φxi = φxi ◦ ∂i + 1.

De um modo mais geral, para todo f, g ∈ K[x] e 1 ≤ i ≤ n, temos

(∂i ◦ φg)(f) = ∂i(gf) = ∂i(g)f + g∂i(f) = φ∂i(g)(f) + (φg ◦ ∂i)(f). Assim,

∂i ◦ φg = φg ◦ ∂i + φ∂i(g).

Proposição 2.4 As seguintes igualdades valem em An:

(a) ∂i ◦ φxj = φxj ◦ ∂i, para todo 1 ≤ i, j ≤ n, com i 6= j.

(b) ∂i∂j = ∂j∂i, para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

(c) φxiφxj = φxjφxi, para todo 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Demonstração: Provemos o item (a). Os outros itens podem ser provados de maneira

análoga.

Seja f ∈ K[x] um elemento arbitrário. Então, (∂i ◦ φxj)(f) = ∂i(φxj(f)) = ∂i(xjf) =

(∂ixj)f + xj(∂if) = φxj(∂if) = (φxj ◦ ∂i)f .

Proposição 2.5 A aplicação K[x] −→ An de�nida por f 7→ φf é um homomor�smo

injetivo de K-álgebras.

Demonstração: A prova segue igualdades :

φf+g(h) = (f + g)h = fh+ gh = φfh+ φgh = (φf + φg)(h)

e

φfg(h) = (fg)h = f(gh) = φf (φg(h)) = (φf ◦ φg)(h),
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que são verdadeiras para todo f, g, h ∈ K[x].

Finalmente, se φf = 0, então f = f.1 = φf (1) = 0. Isto mostra a injetividade da

aplicação.

Observação 2.6 Por motivos de simplicidade, escreveremos xi no lugar de φxi e PQ no

lugar de P ◦Q para o produto em An.

Para α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, escreveremos xα = xα1
1 · · ·xαnn para indicar um monômio

em K[x] e o correspondente elemento em An. Também escreveremos

∂α = ∂α1
1 · · · ∂αnn ∈ An. Por convenção, x0

i = 1 e ∂0
i = 1 para i = 1, ..., n.

Um elemento xα∂β ∈ An para α, β ∈ Nn é denominado monômio em An.

Proposição 2.7 Em An são válidas as seguintes propriedades:

(a) Seja f ∈ K[x] e β ∈ Nn. O produto ∂βf em An satisfaz a igualdade

∂βf =
∑
σ�β

(
β

σ

)
∂σ(f)∂β−σ

onde σ � β signi�ca que σi ≤ βi para i = 1, ..., n,
(
β
σ

)
= β!

σ!(β−σ)!
e β! = β1!...βn!.

(b) Se β, γ ∈ Nn, então temos ∂β(xγ) = β!
(
γ
β

)
xγ−β, onde

(
γ
β

)
= 0 se a relação β � γ

não vale.

(c) Se α, α′, β, β′ ∈ Nn, temos

xα∂βxα
′
∂β
′
= xα+α′∂β+β′ +

∑
σ�β,σ�α′,σ 6=0

σ!

(
β

σ

)(
α′

σ

)
xα+α′−σ∂β+β′−σ.

Demonstração:

(a) A prova segue do caso n = 1 e da distributividade do produto com respeito à

soma em An. Para n = 1 (escrevendo t e ∂t no lugar de x1 e ∂1 ) a fórmula

∂jt f =

j∑
k=0

∂kt (f)∂j−kt pode ser provada por indução sobre j.

(b) A fórmula segue-se por indução sobre n. O caso n = 1, prova-se por indução em β1.

(c) Segue-se de (a) e (b).
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Proposição 2.8 O conjunto dos monômios B =
{
xα∂β|α, β ∈ Nn

}
é uma base de An

como K-espaço vetorial . Cada elemento não-nulo P em An pode ser escrito de maneira

única como uma soma �nita

P =
∑
α,β

pαβx
α∂β

para alguns pαβ ∈ K. Mais ainda, P =
∑

β pβ(x)∂β com pβ(x) =
∑

α pαβx
α.

Demonstração: Bastará provar a primeira a�rmação, pois a segunda é consequência

da primeira.

Pela observação 2.2, toda palavra nos geradores x1, ..., xn, ∂1, ..., ∂n é um produto de monô-

mios. Mais ainda, pela proposição 2.7(c), um produto de monômios é uma combinação

linear com coe�cientes em K de elementos em B. Isto prova que B gera An como es-

paço vetorial. Agora provemos que B é linearmente independente. Com efeito, seja

P =
∑
pαβx

α∂β uma combinação linear não trivial em B. Seja β′ ∈ Nn o menor elemento,

com respeito à ordem lexicográ�ca, que aparece como expoente de ∂ em P . Notemos que

P (xβ
′
) = (β′!)(

∑
α

pαβ′x
α), pois se β′ é estritamente menor que β, na ordem lexicográ�ca,

então ∂β(xβ
′
) = 0. Pela escolha de β′, existe α ∈ Nn tal que pαβ′ 6= 0. Logo, P (xβ

′
) é

não-nulo. Em particular, o endomor�smo P ∈ An é não-nulo.

A continuação provaremos que as álgebras de Weyl An são extensões (iteradas) de Ore

do anel de polinômios K[x1, ..., xn].

Lema 2.9 Suponhamos que δ1, ..., δn são derivações sobre um anel R tais que δiδj = δjδi,

para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

(a) Seja S1 = R[x1; δ1]. Então, existe uma única derivação δ̂2 sobre S1 tal que δ̂2|R = δ2

e δ̂2(x1) = 0. Isto permite de�nir S2 := S1[x2; δ̂2]

(b) De modo semelhante, uma vez construído Si para i < n, existe uma única derivação

ˆδi+1 sobre Si tal que ˆδi+1|Si = δi e ˆδi+1(xi) = 0. Isto permite de�nir

Si+1 := Si[xi+1; ˆδi+1].

Demonstração:

(a) Seja p ∈ S1, então existem únicos a0, a1, ..., ak ∈ R tais que p = a0+a1x1+· · ·+akxk1.

De�nimos δ̂2(p) := δ2(a0) + δ2(a1)x1 + ·+ δ2(ak)x
k
1. Não é difícil ver que δ̂2|R = δ2 e

δ̂2(x1) = 0. Mais ainda δ̂2 é a única derivação sobre S1 com tal condição.
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(b) Pode ser provado de maneira análoga a (a).

Observação 2.10 O lema anterior permita de�nir o anel S := Sn = R[x1; δ1][x2; δ̂2] · · · [xn; δ̂n].

A notação canônica é S = R[x1, ..., xn, δ1, ..., δn].

Teorema 2.11 A n-ésima Álgebra de Weyl, An é uma extensão (iterada)de Ore do anel

de polinômios K[y1, ..., yn]. Mais precisamente, An ∼= K[y1, ..., yn][x1, ..., xn, ∂1, ..., ∂n].

Demonstração:

Vamos provar para os casos n = 1 e n = 2. O caso geral pode ser provado de maneira

análoga.

Seja K[z] o anel de polinômios na indeterminada z. Então A1(K) é a K-subálgebra de

EndK(K[z]) gerada por z e ∂z, onde tais geradores satisfazem a relação,

∂z · z = z · ∂z + 1.

A�rmação: A1(K) é uma extensão de Ore de K[y]. Mais especi�camente,

A1(K) ∼= K[y][x; δ], onde δ : K[y] −→ K[y] é a derivação tal que δ(y) = 1.

De fato, seja ϕ : K[y] −→ A1(K) o K-homomor�smo de álgebras tal que ϕ(y) = z.

Notemos que em A1(K) cumpre-se ∂z · ϕ(y) = ∂z · z = z · ∂z + 1 = ϕ(y)∂z + ϕ(δ(y)).

Pela propriedade universal de K[y][x; δ], existe um (único) mor�smo K-álgebras

Ψ : K[y][x; δ] −→ A1(K) tal que Ψ(x) = ∂z e Ψ|K[y] = ϕ. Em particular, Ψ(y) = z e

Ψ(x) = ∂z.

K[y][x; δ]

∃!Ψ

%%
K[y]

ϕ //
� ?

ι

OO

A1(K)

Por outro lado, se p ∈ A1(K), podemos escrever de maneira única como uma soma

�nita, p =
∑
i

pi(z)∂iz, onde pi(z) ∈ K[z]. De�namos a aplicação

σ : A1(K) −→ K[y][x; δ], por σ(p) =
∑
i

pi(y)xi.
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Não é difícil ver que σ é um homomor�smo de K-álgebras. Mais ainda, como σ(z) = y

e σ(∂z) = x, temos que Ψ ◦ σ = 1 e σ ◦ Ψ = 1 e portanto, Ψ e σ são isomor�smos de

K-álgebras. Isto prova nossa a�rmação.

Agora, seja K[z1, z2] o anel de polinômios nas indeterminadas z1 e z2 com coe�cientes

no corpo K. Então A2(K) é a K-subálgebra de EndK(K[z1, z2]) gerada por z1, z2, ∂z1 , ∂z2 ,

onde tais geradores satisfaçem as relações,

z1 · z2 = z2 · z1, ∂1 · ∂2 = ∂2 · ∂1, ∂z1 · z1 = z1 · ∂z1 + 1, ∂z2 · z2 = z2 · ∂z2 + 1

A�rmação: A2(K) é uma extensão (iterada) de Ore de K[y1, y2]. Mais precisamente, Se-

jam δ1 := ∂y1 e δ2 := ∂y2 as derivações usuais sobre K[y1, y2]. Seja S1 := K[y1, y2][x1; δ1].

Como δ1 e δ2 comutam, o lema anterior garante a existência do anel S2 = S1[x2; δ̂2],

onde δ̂2 é a única derivação sobre o anel S1 tal que δ̂2 coincide com δ2 em K[y1, y2] e

δ̂2(x1) = 0. Como já observamos depois do lema 2.10, a notação canônica para S2 é

K[y1, y2][x1; δ1][x2; δ2]. A�rmamos que A2(K) ∼= K[y1, y2][x1; δ1][x2; δ2] como K-álgebras.

De fato, como K[y1, y2] é um anel de polinômios, existe um K-homomor�smo ϕ tal que

ϕ(y1) = z1 e ϕ(y2) = z2.

Em A2(K), existe ∂z1 tal que ∂z1 · ϕ(y1) = ∂z1 · z1 = z1 · ∂z1 + 1 = ϕ(y1)∂z1 + ϕ(δ1(y1)) e

∂z1 · ϕ(y2) = ∂z1 · z2 = z2 · ∂z1 + 1 = ϕ(y2)∂z1 + ϕ(δ1(y2)).

Pela propriedade universal da extensão de Ore K[y1, y2][x1; δ1], existe um (único) homo-

mor�smo de K-álgebras ϕ̃ : K[y1, y2][x1; δ1] −→ A2(K) tal que ϕ̃|K[y1,y2] = ϕ e ϕ̃(x1) = ∂z1 .

Em particular, ϕ̃(y1) = z1, ϕ̃(y2) = z2 e ϕ̃(x1) = ∂z1 .

K[y1, y2][x1; δ1]

∃!ϕ̃

''
K[y1, y2]

ϕ //
� ?

ι

OO

A2(K)

Além disso, existe em A2(K), o elemento ∂z2 tal que ∂z2 · φ̃(x1) = ∂z2 · ∂z1 = ∂z1 · ∂z2 =

φ̃(x1) · ∂z2 + φ̃(δ2(x1)). Então, pela propriedade universal de K[y1, y2][x1; δ1][x2, δ2], existe

um único K-homomor�smo de álgebras Ψ : K[y1, y2][x1; δ1][x2; δ2] −→ A2(K) tal que
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Ψ|K[y1,y2][x1;δ1] = ϕ̃, Ψ(x2) = ∂z2 , Ψ(y1) = z1, Ψ(y2) = z2 e Ψ(x1) = ∂z1 .

K[y1, y2][x1; δ1][x2; δ2]

∃!Ψ

((
K[y1, y2][x1; δ1]

ϕ̃ //
� ?

ι

OO

A2(K)

Por outro lado, cada p ∈ A2(K) pode ser escrita de maneira única como uma soma �nita,

p =
∑
i,j

pij(z1, z2)∂iz1∂
j
z2
, onde pij(z1, z2) ∈ K[z1, z2]. De�namos a aplicação

σ : A2 −→ K[y1, y2][x1, δ1][x2, δ2] por σ(p) =
∑
i,j

pij(y1, y2)xi1x
j
2

Não é difícil ver que σ é um homomor�smo de K-álgebras. Mais ainda, como

σ(z1) = y1, σ(z2) = y2, σ(∂z1) = x1 e σ(∂z2) = x2, temos que Ψ ◦ σ = 1 e σ ◦ Ψ = 1 e

portanto, Ψ e σ são isomor�smos de K-álgebras. Isto prova nossa a�rmação.

Corolário 2.12 Seja K um corpo. Para todo n ≥ 1, An(K) é um domínio noetheriano.

Logo, An(K) é um domínio de Ore e portanto, An(K) possui um anel de frações.

Demonstração: Segue-se do teorema 1.19 e do corolário 1.55.

Corolário 2.13 Seja K um corpo de característica zero, então todas as Álgebras de Weyl

An(K) são aneis simples.

Demonstração: Note que An ∼= A1(An−1(K)) para todo n ≥ 2. Portanto, é su�ciente

provar que A1(R) é simples para toda Q-álgebra R simples, onde A1(R) = R[y][x; δ], onde

y é uma indeterminada e δ = d/dy. Como δ(y) 6= 0 e y é um elemento central de R[y],

então δ não pode ser uma derivação interior de R[y]. Mostraremos que R[y] é δ-simples.

Sejam I algum δ-ideal não-nulo de R[y] e n o menor grau para elementos não-nulos

de I, e escolha p ∈ I com grau n. Se p tem coe�ciente líder r, então

δ(p) = nryn−1+[expoentes menores]

Como δ(p) ∈ I, a minimalidade de n força δ(p) = 0, e assim nr = 0. Como r 6= 0 e R é

uma Q-álgebra, n = 0. Portanto, p é um elemento não-nulo de R. Agora RpR = R, pois

R é simples, e portanto I = R[y]. Assim, R[y] é δ-simples.

Pela proposição 1.27, A1(R) é um anel simples.
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2.2 Teorema de Divisão em An.

De�nição 2.14 Uma boa ordem ≺ em Nn é dita ordem monomial se é compatível com

a soma: α ≺ β implica que α + γ ≺ β + γ para todo γ ∈ Nn.

Para qualquer ordem monomial ≺ em Nn temos 0 = (0, ..., 0) ≺ α para todo α ∈ Nn.

Mais ainda, se α, β ∈ Nn são tais que αi ≤ βi para todo i, então α ≺ β.

Usualmente podemos transladar qualquer ordem ≺ em N para uma ordem (também

denotada por ≺) no conjunto dos monômios {xα|α ∈ Nn}, escrevendo xα ≺ xβ se, e

somente se, α ≺ β.

Exemplo 2.15 A ordem lexicográ�ca (denotada por <lex) em Nn é de�nida como

segue:

(α1, ..., αn) <lex (β1, ..., βn)

se, e somente se, a primeira componente não-nula de

(α1 − β1, ..., αn − βn)

é negativa. A ordem lexicográ�ca <lex é uma ordem monomial.

Exemplo 2.16 Seja ≺ uma ordem monomial em Nn. Seja L : Qn −→ Q uma forma

linear com coe�cientes não-negativos. A relação binária ≺L de�nida em Nn por

α ≺L β se

L(α) < L(β)

ou L(α) = L(β) e α ≺ β

é uma ordem monomial em Nn.

Seja P =
∑
α,β

pαβx
α∂β, pαβ ∈ K um elemento de An. O diagrama de Newton de P é o

conjunto

N (P ) := {(α, β) ∈ Nn × Nn tal que pαβ 6= 0} .

Exemplo 2.17 Seja P = 2x2
1x2∂1∂2 + x2

1 − x2∂
3
1∂

2
2 .

Então P ∈ A2 e N (P ) = {(2, 1, 1, 1), (2, 0, 0, 0), (0, 1, 3, 2)}.
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Fixemos agora uma ordem monomial ≺ em N2n.

De�nição 2.18 Seja P ∈ An, P 6= 0. O expoente privilegiado com respeito a ≺,

denotado por exp≺(P ), é o maior (α, β) ∈ N2n, com respeito a ≺ tal que pαβ 6= 0. Em

outras palavras,

exp≺(P ) = max≺N (P ).

Exemplo 2.19 Seja P = 2x1x2∂
2
1∂

3
2 + 3x2

1x2∂1− 2x1x
2
2∂1∂2 ∈ A2 com a ordem lexicográ-

�ca ≺lex.

Então exp≺lex(P ) = max≺lex {(1, 1, 2, 3), (2, 1, 1, 0), (1, 2, 1, 1)} = (2, 1, 1, 0)

Escreveremos simplesmente exp(P ) no lugar de exp≺(P ). Algumas propriedades do

expoente privilegiado que seguem diretamente da de�nição são enunciadas no seguinte:

Lema 2.20 Sejam P,Q ∈ An, P,Q 6= 0. Então

i) exp(PQ) = exp(P ) + exp(Q).

ii) Se exp(P ) 6= exp(Q), então exp(P + Q) = max≺ {exp(P ), exp(Q)}. Mais geral-

mente, para toda família P1, ..., Pm ∈ An, Pi 6= 0 tal que exp(Pi) 6= exp(Pj), i 6= j,

temos que exp(
∑
i

Pi) = max≺ {exp(Pi), i = 1, ...,m}

A cada m-tupla ((α1, β1), ..., (αm, βm) de elementos de N2n associaremos uma parti-

ção {
40,41, ...,4m

}
de N2n da seguinte forma:

41 := (α1, β1) + N2n

4i+1 := ((αi+1, βi+1) + N2n)\(41 ∪ · · · ∪ 4i) se i ≥ 1

40 := N2n\(∪mi=14i)

.

O seguinte teorema generaliza o teorema de divisão para polinômios em K[x1, ..., xn].

Proposição 2.21 Teorema da Divisão em An. Sejam (P1, ..., Pm) uma m-tupla de

elementos não-nulos de An e seja {40,41, ...,4m} a partição de N2n associada com

(exp(P1), ..., exp(Pm)). Então, para todo P em An, existe uma única (m + 1)-tuple

(Q1, ..., Qm, R) de elementos em An tais que:
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(i) P = Q1P1 + ...+QmPm +R.

(ii) exp(Pi) +N (Qi) ⊂ 4i, i = 1, ...,m.

(iii) N (R) ⊂ 40.

Demonstração: (Unicidade). Suponhamos que existam duas m-tuplas (Q1, ..., Qm, R)

e (Q′1, ..., Q
′
m, R

′), satisfazendo as condições do teorema. Assim, temos

m∑
i=1

(Qi −Q′i)Pi +R−R′ = 0 (1)

Se Qi 6= Q′i, então exp((Qi − Q′i)Pi) ∈ 4i. Se R 6= R′, então exp(R − R′) ∈ 40. Como

40,41, ...,4m é uma partição de N2n, a relação (1) só é possível se Qi = Q′i para todo i

e R = R′.

(Existência) Basta provar a existência para os monômios xα∂β ∈ An. Usaremos indução

sobre (α, β). Se xα∂β = 1, isto é, se α = β = (0, ..., 0), temos dois casos a considerar:

a) exp(Pi) 6= 0 ∈ N2n para todo i. Neste caso, escrevemos 1 =
∑m

i=1 0Pi + 1.

Como Qi = 0 para todo i, N (Qi) = ∅ e, assim, exp(Pi) +N (Qi) ⊂ 4i para todo i.

Por outro lado, R = 1. Assim, N (R) = {(0, 0)} ⊂ 40, pois (0, 0) /∈ 4i, para todo i.

b) Existe um inteiro j tal que exp(Pj) = 0 ∈ N2n. Neste caso, Pj é uma constante não-

nula. Assumamos j minimal e escrevamos 1 =
∑
i 6=j

0.Pi + (1/Pj)Pj + 0.

Se i 6= j, então Qi = 0 e daí exp(Pi) ⊂ 4i. Por outro lado, Pj e Qj = 1/Pj são constantes

não- nulas. Assim, exp(Pj) +N (Qj) = (0, 0) ∈ 4j.

Agora, como (0, 0) ∈ 4j, temos que 40 = ∅. Isto prova a existência no primeiro passo da

indução.

Suponha que o resultado está provado para todo (α′, β′) estritamente menor que algum

(α, β) 6= 0 ∈ N2n. Seja j ∈ {0, 1, ...,m} tal que (α, β)4j. Se j = 0, podemos escrever

xα∂β =
m∑
i=0

0.Pi + xα∂β.

Note que Qi = 0, para todo i. Assim, exp(Pi) + N (Qi) = exp(Pi) ⊂ 4i. Além disso,

R = xα∂β. Assim, N (R) = (α, β) ⊂ 40.

Se j ≥ 1, seja (γ, δ) = (α, β)− exp(Pj) ∈ N2n. Podemos escrever

xα∂β =
1

cj
xγ∂δPj +Gj
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onde cj é o coe�ciente do monômio privilegiado de Pj e os monômios em Gj são menores

que (α, β). Pela hipótese de indução, existe (Q′1, ..., Q
′
m, R

′) satisfazendo as condições do

teorema para P = Gj. Assim, temos

xα∂β = 1
cj
xγ∂δ +

∑
i 6=j Q

′
iPi +R′ =

∑
i 6=j Q

′
iPi + ( 1

cj
xγ∂δ +Q′j)Pj +R′.

Isto prova o resultado para (α, β). Portanto, a existência está provada para todo P ∈ An.

Exemplo 2.22 Sejam P = x∂ e P1 = ∂. Tome Q1 = x e R = −1.

Assim, P1Q1 +R = ∂ · x+ (−1) = x∂ + 1− 1 = x∂ = P .

Além disso, exp(P1) +N (Q1) = (0, 1) + (1, 0) = (1, 1) ∈ 41 e N (R) = (0, 0) ∈ 40.

2.3 Módulos sobre Álgebras de Weyl

Existe uma ação natural de An no anel de polinômios K[x], pois cada elemento P ∈

An é um endomor�smo do K-espaço vetorial K[x]. A ação de xi em K[x] é dada pela

multiplicação, enquanto que ∂i age pela diferenciação com respeito a xi Esta ação natural

induz sobre K[x] uma estrutura de An-módulo à esquerda. De acordo com a proposição

2.8, a ação de um elemento P =
∑

β pβ(x)∂β ∈ An em um elemento g ∈ K[x] pode ser

escrita como

P (g) =
∑
β

pβ(x)
∂β1+...+βn(g)

∂xβ1

1 ...∂x
βn
n

Essa ação justi�ca o nome de Operadores Lineares Diferenciais com coe�cientes

polinomiais para as álgebras de Weyl.

Antes de apresentar as primeiras propriedades de K[x] como An-módulo, mostraremos

o seguinte:

Lema 2.23 Sejam R um anel e M um R-módulo à esquerda simples.

(a) Se 0 6= u ∈M , então M ∼= R/annR(u).

(b) Se R não é um anel de divisão, então M é um módulo de torção.

Demonstração: Considere a função ϕ : R −→ M de�nida por ϕ(1) = u. ϕ é um

homomor�smo de R-módulo. Como u 6= 0 e M é simples, ϕ é sobrejetiva. Temos
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que ker(ϕ) = annR(u). Pelo teorema do isomor�smo para módulos, temos que M ∼=

R/annR(u), o que prova o item (a).

Agora suponha que annR(u) = 0 para algum 0 6= u ∈M . Segue do item (a) que

M ∼= R. ComoM é simples, isto só pode acontecer se os ideais à esquerda de R são triviais.

Mas neste caso R é um anel de divisão, contradizendo a hipótese. Assim, annR(u) 6=

0,para todo 0 6= u ∈M , o que prova o item (b).

Vamos aplicar este resultado para o An-módulo K[x].

Proposição 2.24 K[x] é um An-módulo de torção simples. Além disso,

K[x] ∼= An/

n∑
1

An∂i.

Demonstração: Primeiramente, note que 1 é um gerador de K[x]. Agora suponha que

f 6= 0 é um polinômio e considere o submódulo An · f . Seja xi11 , ..., x
in
n um monômio de

maior grau possível entre os monômios que aparecem em f com coe�cientes não-nulos.

Seja a seu coe�ciente. Assim, ∂i11 , ..., ∂
in
n · f = i1!...in! · a é uma constante não-nula no

submódulo gerado por f . Portanto, An · f = K[x]. Assim K[x] é simples. Como An não é

um anel de divisão, segue do lema anterior que K[X] é um módulo de torção. Agora 1 é

um elemento não-nulo de K[x] que é anulado por ∂1, ..., ∂n. Portanto, o ideal à esquerda J

gerado por ∂1, ..., ∂n, está contido em annR(1). Reciprocamente, seja P ∈ annR(1). Então,

P pode ser escrito na forma f +Q, onde Q ∈ J e f ∈ K[x]. Assim, 0 = P · 1 = f · 1, que

implica f = 0. Portanto, P = Q ∈ J . Concluímos que J = annR(1). Pelo lema anterior,

temos que

K[x] ∼= An/
n∑
1

An∂i.

Seja agora R um anel e M um R-módulo. Suponhamos que σ é um isomor�smo de R.

De�namos um novo módulo à esquerda Mσ, como segue: Como grupo abeliano, M = Mσ

e a ação de R sobre Mσ é dada por a · u = σ(a)u, onde a ∈ R e u ∈ M . O módulo

Mσ é chamado módulo torcido de M por σ. O módulo torcido Mσ herda muitas das

propriedades de M que podemos resumir na seguinte:

Proposição 2.25 Seja R um anel, M um R-módulo à esquerda e σ um automor�smo

de R. Então:

(a) Mσ é simples se, e somente se, M é simples.
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(b) Mσ é um módulo de torção se, e somente se, M é um módulo de torção.

c) Se N é um submódulo de M , então (M
N

)σ ∼= Mσ

Nσ
.

(d) Seja J um ideal à esquerda de R. O conjunto σ(J) = {σ(r) : r ∈ J} é um ideal à

esquerda de An e (R
J

)σ ∼= R
σ−1(J)

.

Demonstração: Um R-móduloM é simples se, e somente se, dados quaisquer elementos

não-nulos u, v ∈M , existe a ∈ R tal que au = v. Esta equação traduz-se como σ−1(a).u =

0 em Mσ, oque prova oo item (a). De maneira análoga, a equação au = 0 nos dá

σ−1(a).u = 0, provando o item (b). Para provar (c), aplicamos o teorema do isomor�smo

para módulos. Provemos agora o item (d). Note que σ(J) é um ideal à esquerda, pois σ

é um automor�smo de An. Seja ϕ : R −→ (R
J

)σ um automor�smo de R-módulos de�nido

por ϕ(1) = 1 + J . Se b ∈ R, então ϕ(b) = bϕ(1) = σ(b) + J . Portanto, ϕ é sobrejetiva

e seu núcleo é σ−1(J). Aplicando o primeiro teorema do isomor�smo, temos o resultado

desejado.

Nós podemos utilizar a construção acima para produzir uma família in�nita de

An-módulos simples não-isomorfos dois a dois. Para isto, consideremos para cada inteiro

positivo r, o automor�smo σr de An tal que σr(xi) = xi e σr(∂i) = ∂i − xri .

Teorema 2.26 Os módulos K[x]σ formam uma família in�nita de módulos simples e dois

a dois não isomórfos sobre An.

Demonstração: Sejam r, t inteiros positivos tais que r < t, e suponhamos que existe

um isomor�smo ϕ : K[X]σr −→ K[X]σt . Como K[X]σr é irredutível, então ele é gerado

por 1. Assim, ϕ é completamente determinada pela imagem de 1, digamos, ϕ(1) = f 6= 0.

Agora, a equação ϕ(∂i · 1) = ∂i · ϕ(1) transforma-se na equação diferencial

∂f

∂xi
= (xti − xri )f.

O lado esquerdo da equação tem grau ≤ gr(f) − 1. Como f 6= 0 e r < t, o lado direito

tem grau gr(f) + t. Isto é uma contradição. Portanto, a proposição está provada.
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3.1 Módulos graduados e �ltrados

Sejam K um corpo e R uma K-álgebra.

De�nição 3.1 Dizemos que R é graduada se existem K-subespaços vetoriais Ri, i ∈ N

de R tais que:

(a) R =
⊕
i∈N

Ri,

(b) Ri.Rj ⊆ Ri+j.

Os Ri são chamados de componentes homogêneas de R. Os elementos de Ri são

os elementos homogêneos de grau i.

O mais importante exemplo de álgebra graduada é o anel de polinômios K[x1, ..., xn]. Os

monômios xk1
1 · · ·xknn com k1 + · · · + kn = m formam uma base para as componentes

homogêneas de grau m.

Seja R uma K-álgebra graduada. Um ideal I de R é um ideal homogêneo se é gerado

por elementos homogêneos. Neste caso, I =
⊕
i≥0

(I ∩Ri).

Agora, seja S =
⊕
i≥0

Si outra K-álgebra graduada. Um homomor�smo de K-álgebras

ϕ : R −→ S é dito graduado se ϕ(Ri) ⊆ Si para todo i ≥ 0. Assim, um homomor�smo

graduado preserva o grau.

Os conceitos de homomor�smo graduado e ideal homogêneo são relacionados na seguinte:
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Proposição 3.2 Sejam R =
⊕
i≥0

Ri e S =
⊕
i≥0

Si álgebras sobre K. Então,

(a) O núcleo de um homomor�smo graduado de K-álgebras ϕ : R −→ S é um ideal

homogêneo de R.

(b) Se I é um ideal homogêneo de R, então R/I é uma K-álgebra graduada.

Demonstração:

(a) Suponha que ϕ é um homomor�smo graduado. Seja a = a0 ⊕ ...⊕ as um elemento

do núcleo de ϕ. Assim,

ϕ(a) = ϕ(a0) + ...+ ϕ(as).

Como ϕ é graduado, esta soma é direta. Assim, ai ∈ Nuc(ϕ) para i = 0, ..., s. Isto

prova o item (a).

(b) Agora, seja I = Nuc(ϕ) um ideal homogêneo. Então, podemos decompor o anel

quociente R/I em uma soma direta de K-espaços vetoriais,

R/I ∼=
⊕
i≥0

(Ri/(I ∩Ri).

Se ai ∈ Ri e aj ∈ Rj, então (ai + I)(aj + J) = aiaj + I corresponde a um elemento

de Ri+j/(I ∩Ri+j) sob este isomor�smo. Portanto, R/I é um anel graduado, o que

prova (b).

Seja agora R =
⊕
i≥0

Ri uma K-álgebra graduada e M um R-módulo à esquerda.

De�nição 3.3 Dizemos que M é um R-módulo graduado, se existem K-subespaços

vetoriais Mi, i ∈ N, tais que:

(a) M =
⊕
i≥0

Mi.

(b) RiMj ⊆Mi+j.

Os Mi são as componentes homogêneas de grau i de M .

Um submódulo N de M é um submódulo graduado se N é gerado por elementos

homogêneos. Neste caso, N =
⊕
i≥0

(N ∩Mi).
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Seja M ′ =
⊕
i≥0

M ′
i outro R-módulo graduado. Um homomor�smo de R-módulos

θ : M −→ M ′ é graduado se θ(Mi) ⊆ M ′
i . Segue também que Nuc(θ) é um submódulo

homogêneo e que o módulo quociente M/N também é homogêneo.

Seja agora R uma K-álgebra.

De�nição 3.4 Uma família F = {Fi}i≥0 de K-espaços vetoriais é uma �ltração de R

se

(a) F0 ⊆ F1 ⊆ F2 ⊆ ... ⊆ R,

(b) R =
⋃
i≥0

Fi,

(c) FiFj ⊆ Fi+j, para todo i, j ∈ N.

Uma K-álgebra munida de uma �ltração F é denominada álgebra �ltrada.

Vamos mostrar agora que toda álgebra graduada é �ltrada. Suponhamos que

R =
⊕
i≥0

Ri é uma álgebra graduada. Consideremos os espaços vetoriais Fk =
k⊕
i=0

Ri.

Claramente, Fk ⊆ Fk+1 e R =
⋃
k≥0

Fk. Como FkFm =
⊕

i+j≤k+m

RiRj, e RiRj ⊆ Ri+j, temos

que Fk.Fm ⊆ Fk+m. Portanto, {Fk}k≥0 é uma �ltração em R.

Reciprocamente, podemos utilizar uma �ltração de uma álgebra para construir uma

álgebra graduada. De fato, sejam R uma K-álgebra. Suponhamos que F = {Fi}i∈N é

uma �ltração de R. Para construírmos a álgebra graduada, introduziremos a função

símbolo de ordem k, que é a projeção canônica de espaços vetoriais

σk : Fk −→ Fk/Fk−1.

Assim, para um operador d ∈ Fk, o símbolo σk(d) é não-nulo se, e somente se, d 6∈ Fk−1.

Consideremos agora o K-espaço vetorial

grFR =
⊕
i≥0

(Fi/Fi−1).

Queremos transformá-lo em um anel graduado. Para isto basta de�nir a multiplicação

de dois elementos homogêneos e extender por linearidade. Um elemento homogêneo de
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grFR é da forma σk(a) para algum a ∈ Fk. Seja σm(b), para b ∈ Fm um outro elemento

homogêneo e de�na seu produto por

σk(a)σm(b) = σm+k(ab).

Um cálculo simples mostra que grFR com esta multiplicação é uma K-álgebra graduada,

com componentes homogêneas Fi/Fi−1.

A álgebra grFR é chamada álgebra graduada de R associada à �ltração F .

Na próxima de�nição utilizaremos a seguinte notação: |β| =
∑
i

βi, onde β = (β1, ..., βn)

é um elemento de Nn.

De�nição 3.5 Para um operador não nulo P =
∑
α,β

pαβx
α∂β =

∑
β

pβ(x)∂β ∈ An(K), o

máximo dos |β| tais que pβ(x) 6= 0 é chamado ordem de P e é denotado por ord(P ). O

máximo dos |α|+ |β| tais que pαβ 6= 0 é chamado de ordem total de P e é denotado por

ordT (P ). Por convenção escreveremos ord(0) = ordT (0) = −∞.

O símbolo principal do operador P =
∑
α,β

pαβx
α∂β =

∑
β

pβ(x)∂β é o polinômio

σ(P ) =
∑

|β|=ord(P )

pβ(x)ξβ ∈ K[x, ξ] = K[x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn] onde ξ1, ..., ξn são novas variá-

veis. O símbolo principal total é o polinômio σT (P ) =
∑

|α+β|=ordT (P )

pαβx
αξβ ∈ K[x, ξ]

Algumas propriedades que seguem diretamente da de�nição são resumidas na seguinte:

Proposição 3.6 Para P,Q ∈ An, temos:

(a) ord(PQ) = ord(P ) + ord(Q) e σ(PQ) = σ(P )σ(Q).

(b) ordT (PQ) = ordT (P ) + ordT (Q) e σT (PQ) = σT (P )σT (Q).

(c) ord(PQ−QP ) ≤ ord(P ) + ord(Q)− 1 eordT (PQ−QP ) ≤ ordT (P ) + ordT (Q)− 2.

(d) ord(P +Q) ≤ max {ord(P ), ord(Q)} ( analogamente para ordT )

(e) Se ord(P ) = ord(Q) e σ(P )+σ(Q) 6= 0, então σ(P+Q) = σ(P )+σ(Q) (analogamente

para ordT e σT ).

Estamos assumindo −∞+ k = k + (−∞) = −∞. para k ∈ Z ∪ {−∞} .

Neste trabalho discutiremos duas �ltrações da álgebra de Weyl An : a F -�ltração e a

B-�ltração.
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Para cada k ≥ 0 consideremos os seguintes conjuntos

Fk(An) := {P ∈ An| ord(P ) ≤ k} e Bk(An) :=
{
P ∈ An| ordT (P ) ≤ k

}
Denotemos tais conjuntos simplesmente por Fk = Fk(An) e Bk = Bk(An).

Proposição 3.7 As seguintes propriedades valem:

(a) Bk = Fk = {0} para k ≤ −1.

(b) Bk ⊂ Fkpara k ∈ Z.

(c) Bk ⊂ Bk+1, Fk ⊂ Fk+1para k ∈ Z.

(d) BkBl ⊂ Bk+l, FkFl ⊂ Fk+lpara k, l ∈ Z.

(e) An = ∪kBk = ∪kFk.

(f) 1 ∈ B0 = K, 1 ∈ F0 = K[x].

(g) Cada Bk é um K-espaço vetorial de dimensão
(

2n+k
k

)
.

(h) Cada Fk é um K[x]-módulo livre de posto
(
n+k
k

)
.

Demonstração: Segue das de�nições de Fk e Bk.

De�nição 3.8 As famílias F = {Fk}k≥0 e B = {Bk}k≥0 são chamadas respectivamente

de �ltração ordem e �ltração ordem total ou �ltração de Bernstein.

Proposição 3.9 Cada quociente Bk
Bk−1

é um K-espaço vetorial com dimensão
(

2n+k−1
2n−1

)
.

Demonstração: A classe residual xα∂β = xα∂β +Bk−1, com |α+ β| = k gera o espaço

vetorial quociente Bk/Bk−1. Mais ainda, eles são linearmente independente, pois uma

combinação linear
∑
|α+β|=k

λαβx
α∂β pertence a Bk−1 se, e somente se, todos os λαβ são

zero.

Proposição 3.10 Cada quociente Fk/Fk−1 é um K[x]-módulo livre com posto
(
n+k−1
n−1

)
.

Demonstração: As classes residuais ∂β = ∂β +Fk−1, com |β| = k geram o K[x]-módulo

quociente Fk/Fk−1. Além disso, elas são linearmente independente sobre K[x], pois a

K[x]-combinação linear
∑
|β|=k λβ(x)∂β pertence a Fk−1 se, e somente se, cada λβ(x) é

zero.
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Observação 3.11 O anel de polinômios K[x, ξ] também pode ser dotado com a graduação

de�nida pelo grau em ξ:

K[x, ξ] =
⊕
k

K[x, ξ](k)

onde

K[x, ξ](k) =
∑
|β|=k

K[x]ξβ.

Chamaremos esta graduação de ξ-graduação em K[x, ξ].

Proposição 3.12 Os grupos abelianos

grB(An) :=
⊕
k∈Z

Bk

Bk−1

e grF(An) :=
⊕
k∈Z

Fk
Fk−1

têm uma estrutura natural de anel comutativo com 1.

Demonstração: Provemos o resultado para {Bk}k≥0. O outro caso é análogo.

Consideremos para k, l ∈ K a aplicação

µkl :
Bk

Bk−1

× Bl

Bl−1

−→ Bk+l

Bk+l−1

de�nida por µkl(P +Bk−1, Q+Bl−1) = PQ+Bk+l−1, para P ∈ Bk, Q ∈ Bl.

A aplicação µkl está bem de�nida: PQ + Bk+l−1 não depende da escolha dos repre-

sentantes P ∈ Bk e Q ∈ Bl.

Denotaremos por P = P +Bk−1, Q = Q+Bk−1 e PQ no lugar de µkl(P ,Q).

Pela proposição 3.7, se P ∈ Bk e Q ∈ Bl, então PQ−Qp ∈ Bk+l−1. Logo, PQ = QP .

Mais ainda, temos que P (Q̄R) = P̄ (QR)overlineP (QR) = (PQ)R = (PQ)R = (PQ)R.

De�namos um mapa

µ
′
: grB(An)× grB(An) −→ grB(An)

pela bilinearidade:

µ′(
∑
k

Pk,
∑
l

Ql) =
∑
k,l

PkQl

onde Pk ∈ Bk e Ql ∈ Bl para todo k, l. Escreveremos simplesmente (
∑

k Pk)(
∑

lQl)

no lugar de µ′(
∑

k Pk,
∑

lQl). O mapa µ′ está bem de�nido e de�ne um produto em

grB(An). Finalmente, µ′ é associativa e comutativa, pois as propriedades correspondentes

valem para os mapas µkl. Como µ′ é de�nida por bilinearidade, ela é distributiva com
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respeito à soma.

Denotando por 1 a classe residual de 1 módulo B−1 = {0}, temos que 1(
∑

k Pk) =
∑

k Pk.

Assim, 1 é o elemento unitário de grB(An).

Proposição 3.13 O anel graduado grB(An) é isomorfo ao anel de polinômios K[x, ξ] com

a graduação de�nida pelo grau dos polinômios.

Demonstração: Para cada k ≥ 0 consideremos o isomor�smo de espaços vetoriais

ηk : Bk
Bk−1

−→ K[x, ξ]k, de�nido por ηk((
∑
|α+β|≤k pαβx

α∂β) + Bk−1) =
∑
|α+β|=k pαβx

αξβ.

Aqui, K[x, ξ]k denota o K-espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau k. A família

ηk pode ser extendida por linearidade para um isomor�smo natural η : grB(An) −→ K[x, ξ]

de aneis graduados.

Proposição 3.14 O anel graduado grF (An) é isomorfo ao anel de polinômios K[x, ξ]

com a ξ-graduação.

Demonstração: A prova é análoga à da proposição anterior.

3.2 B-�ltrações em An-módulos

Para de�nir o conceito de módulo �ltrado devemos começar com um anel �ltrado.

Por simplicidade daremos de�nições apenas para a Álgebra de Weyl com a �ltração de

Bernstein.

De�nição 3.15 Seja M um An-módulo. Uma B-�ltração em M é uma família

Γ = {Mk}k≥0 de K-subespaços vetoriais de M de dimensão �nita, tais que:

(a) Mk ⊂Mk+1 para todo k ∈ N.

(b)
⋃
k≥0

Mk = M .

(c) BkMl ⊂Mk+l para todo (k, l).

Exemplo 3.16 A �ltração ordem total {Bk(An)}k≥0 é uma B-�ltração de An como An-

módulo.

Exemplo 3.17 Para cada k ∈ N, denotemos por Bk(K[x]) = {f ∈ K[x]| gr(f) ≤ k}. A

família {Bk(K[x])}k≥0 é uma B-�ltração do An-módulo K[x].
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Exemplo 3.18 Seja I ⊂ An um ideal e denotemos por Bk(I) = Bk(An)∩I para k ∈ N. A

família {Bk(I)}k≥0 é uma B-�ltração em I, considerado como um An-módulo à esquerda.

Exemplo 3.19 Seja I ⊂ An um ideal e de�na Bk(
An
I

) = Bk(An)+I
I

, para k ∈ N.

A família
{
Bk(

An
I

}
k≥0

é uma B-�ltração do An-módulo An
I
.

De maneira análoga, podemos de�nir F-�ltrações de An-módulos, onde F é a �ltração

do ordem de An.

Para nós uma �ltração em um An-módulo será uma B-�ltração ou uma F -�ltração.

De�nição 3.20 Seja Γ = (Mk)k uma �ltração em um An-móduloM . Para cada elemento

não nulo m ∈ M , chamaremos de Γ-ordem de m e denotaremos por ordΓ(m) o inteiro k

tal que m ∈Mk \Mk−1. Denotemos por

σΓ
k : Mk −→

Mk

Mk−1

a projeção canônica. Assim, temos σΓ
k (m) = m + Mk−1 para m ∈ Mk. A aplicação σΓ

k é

chamada k-ésima aplicação Γ-símbolo associada com a �ltração Γ.

Se Γ é uma F -�ltração, então σΓ
k é também um mor�smo de K[x]-módulos. SeM = An

e Γ = {Bk}k é a �ltração ordem total em An (também chamada B-�ltração em An), o

correspondente k-ésimo mapa símbolo será denotado por σBk . De modo análogo, para

F -�ltração, temos o k-ésimo mapa símbolo σFk .

Observação 3.21 Se P ∈ Bk \ Bk−1, então (ηk ◦ σBk )(P ) = σT (P ). Analogamente, se

P ∈ Fk \ Fk−1, então (η′k ◦ σFk )(P ) = σ(P ).

De�nição 3.22 Seja M um An-módulo e Γ = {Mk}k uma B-�ltração (F-�ltração) em

M . De�nimos grΓ(M) :=
⊕

k
Mk

Mk−1
.

Observação 3.23 Como cada Mk

Mk−1
é um grupo abeliano e um K-espaço vetorial, temos

que grΓ(M) é um grupo abeliano e também um K-espaço vetorial.

Um elemento em grΓ(M) é uma soma �nita
∑
k

mk, onde mk = m+Mk−1, com m ∈Mk.

Proposição 3.24 Seja M um An-módulo e Γ = {Mk}k≥0 uma B-�ltração em M . Então,

grΓ(M) tem uma estrutura de grB(An)-módulo.
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Demonstração: Consideremos a aplicação ν : grB(An)× grΓ(M) −→ grΓ(M), de�nida

pela bilinearidade das aplicações ν : Bk
Bk−1

× Ml

Ml−1
−→ Mk+l

Mk+l−1
, de�nida por

νk(Pk,ml) = Pkml. Não é difícil ver agora que a aplicação ν de�ne sobre grΓ(M) uma

estrutura de grB(An)-módulo.

De�nição 3.25 O módulo graduado grΓ(M) será chamado módulo graduado associ-

ado à �ltração Γ = {Mk}k≥0 em M .

A seguinte proposição não é difícil de provar.

Proposição 3.26 Seja M um An-módulo, N ⊂ M um submódulo de M e Γ = {Mk}k
uma �ltração em M . Para cada k ∈ N, denotemos por Nk := Mk ∩N e

(M/N)k := (Mk +N)/N . Então,

(a) A família Γ′ = {Nk}k é uma �ltração em N .

(b) A família Γ′′ = {(M/N)k}k é uma �ltração em M/N .

Essas �ltrações serão chamadas �ltrações induzidas por Γ em N e M/N , respec-

tivamente.

Proposição 3.27 Seja M um An-módulo, N ⊂ M um submódulo de M e Γ = {Mk}k
uma �ltração em M . Então existe uma sequência exata canônica de módulos graduados

0 −→ grΓ′(N) −→ grΓ(M) −→ grΓ′′(M/N) −→ 0.

Demonstração: Para cada k ∈ N, temos uma sequência exata de K-espaços vetoriais

0 −→ Nk −→Mk −→ (M/N)k −→ 0.

Como (M/N)k = Mk+N
N
∼= Mk

Mk∩N
= Mk

Nk
. Então, para cada k ∈ N, existe uma sequência

exata canônica de espaços vetoriais

0 −→ Nk

Nk−1

−→ Mk

Mk−1

−→ Mk +N

Mk−1 +N
−→ 0.

Corolário 3.28 Seja I um ideal em An. Então

grB(
An
I

) ∼=
grB(An)

grB(I)
e grF(

An
I

) ∼=
grF(An)

grF(I)
.
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3.3 Filtrações Boas

De�nição 3.29 Seja M um An-módulo e Γ = {Mk}k≥0 uma B-�ltração. Dizemos que Γ

é uma �ltração boa se grΓ(M) é um grB(An)-módulo �nitamente gerado.

Proposição 3.30 Seja M um An-módulo e Γ = {Mk}k≥0 uma B-�ltração em M . Se

grΓ(M) é um K[x, ξ]-módulo �nitamente gerado, então M é noetheriano.

Demonstração: Como An é um anel noetheriano, basta provar que M é �nitamente ge

rado. Assuma que m1, ...,mr é um sistema de geradores homogêneos de grΓ(M). Suponha

que mi ∈ Mki para algum ki ∈ Z, i = 1, ..., r. Provemos que o conjunto {m1, ...,mr} gera

M .

Denotemos porM ′ o submódulo deM gerado por {m1, ...,mr}. Suponha que m ∈M .

Usando indução em ordΓ(m), provemos que m ∈M ′.

Se ordΓ ≤ 0, não há nada para provar. Agora, suponha que todo elemento m′ ∈ M

tal que ordΓ(m′) ≤ k pertence a M ′ para algum inteiro k > 0. Seja m ∈ M tal que

ordT (m) = k + 1. Escrevamos

m =
∑
i

fimi

para alguns polinômios homogêneos fi ∈ K[x, ξ] onde gr(fi) = k + 1− ki.

Escrevendo m′ = m−
∑

i Pi(x, ∂)mi, onde Pi = Pi(x, ∂) é um operador diferencial satis-

fazendo σT (Pi) = fi. A classe residual de m′ módulo Mk+1 é zero e então, por indução,

m′ ∈M ′. Assim, M é �nitamente gerado.

Observação 3.31 Seja I um ideal de An. Então:

(a) A B-�ltração induzida em I é uma �ltração boa.

(b) A B-�ltração induzida em An
I

é uma �ltração boa.

Proposição 3.32 Todo An-módulo �nitamente gerado M admite uma �ltração boa.

Demonstração: Seja {m1, ...,mr} é um sistema de geradores para M . De�na

Mk :=
∑

j Bkmj para k ∈ N. A família (Mk)k é uma �ltração boa em M .
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Proposição 3.33 Seja M um An-módulo e Γ = {Mk}k≥0 uma B-�ltração em M . As

a�rmações abaixo são equivalentes:

(i) Γ é uma B-�ltração boa em M .

(ii) Existe k0 ∈ N tal que Mk+l = BlMk para todo l ≥ 0 e para todo k ≥ k0.

Demonstração: Suponhamos ii). Provaremos que grΓ(M) é gerado por

M0 ⊕M1/M0 ⊕ · · · ⊕Mk0/Mk0−1.

A�rmação: Ml é um espaço vetorial de dimensão �nita.

De fato, se m ∈ Mk e k > k0, escreva k = k0 + i, com i > 0. Como Mk = BiMk0 , temos

m =
r∑
j=1

Pjmj, onde Pj ∈ Bi e m1, ...,mr é uma base do K-espaço vetorial Mk0 . Assim,

podemos escrever m + Mk−1 = m =
∑
j

Pjmj + Mk−1 =
∑
j

(Pj + Bi−1)(mj + Mk0−1) =∑
j

Pjmj.

Reciprocamente, suponhamos i). Sejam m1, ...,mr um sistema de geradores homogêneos

de gr
Γ
(M). Suponha que mj ∈ Mkj \Mkj−1 para j = 1, ..., r. Escreva k0 := max {kj}.

Provemos por indução em l que Mk+l = BlMk para todo l ≥ 0 e todo k ≥ k0.

Se l = 0, nada temos a provar.

Suponha que para algum l > 0 o resultado é verdadeiro para l − 1. Seja m ∈ Mk+l para

k ≥ k0. Assim, podemos escrever

m = m+Mk+l−1 =
∑
j

fjmj

para alguns polinômios homogêneos fj ∈ K[x, ξ] de grau k + l − kj. Vamos escrever

m′ = m + Mk+l−1 −
∑
j

Pj(x, ∂)mj para algum Pj ∈ Bk+l−1, tal que σT (Pj) = fj. Logo,

m′ ∈ Mk+l−1 e, por indução, m′ ∈ Bl−1Mk. Como k − kj ≥ 0, temos também que

Bk+l−kj = BlBk−kj . Então,

m = m′ +
∑
j

Pj(x, ∂)mj. Como Pj(x, ∂) ∈ Bk+l−kj = BlBk−kj , temos

Pj(x, ∂)mj ∈ BlBk−kjMkj ⊂ BlMk.

Proposição 3.34 Sejam M um An-módulo, Γ = {Mk}k e Γ′ = {M ′
k}k duas B-�ltrações

em M . Então:

(i) Se Γ é uma �ltração boa, então existe k1 ∈ N tal que Mk ⊂M ′
k+k1

para todo k ∈ N.
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(ii) Se Γ e Γ′ são �ltrações boas, então existe k2 ∈ N tal que M ′
k−k2

⊂ Mk ⊂ M ′
k+k2

,

para todo k ∈ N.

Demonstração:

(i) Pela proposição anterior, existe k0 ≥ 0 tal que Mk+l = BlMk para todo l ≥ 0 e para

todo k ≥ k0. Como Mk0 é um K-espaço vetorial de dimensão �nita, existe k1 ∈ N

tal que Mk0 ⊂ M ′
k1
. Se k ≥ k0, temos Mk = Mk−k0+k0 = Bk−k0Mk0 ⊂ Bk−k0M

′
k1
⊂

M ′
k−k0+k1

⊂M ′
k+k1

.

Se 0 ≤ k ≤ k0, então Mk ⊂Mk0 ⊂M ′
k1
⊂M ′

k+k1
.

(ii) Pelo item (i), existem j1 e j2 ∈ N, tais que Mk ⊂ M ′
k+j1

e M ′
k ⊂ Mk+j2 , para todo

k ∈ N. De�nindo k2 = max {j1, j2}, temos o resultado desejado.

De maneira análoga, temos a seguinte de�nição:

De�nição 3.35 Sejam M um An-módulo e Γ = {Mk}k uma F-�ltração. Dizemos que Γ

é uma �ltração boa se grF(M) é um grF(An)-módulo �nitamente gerado.
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An-módulos holonômicos

Utilizando o que foi estudado no capítulo anterior sobre �ltrações e graduações , de�ni-

remos uma dimensão para An-módulos. Esta é uma invariante muito útil e vem associada

com outra invariante: a multiplicidade. A primeira seção contém um resultado que é a

chave para a de�nição de dimensão.

4.1 O Polinômio de Hilbert

De�nição 4.1 Um polinômio numérico é um polinômio p(t) de Q(t) tal que p(n) ∈ Z

para todo inteiro n� 0.

A função diferença de uma função f : C −→ C é de�nida por ∆f(z) = f(z+1)−f(z).

Para r um inteiro positivo, o polinômio t(t− 1)...(t− r + 1)/r! ∈ Q[t] será denotado por(
t
r

)
. Isto é, (

t

r

)
= t(t− 1)...(t− r + 1)/r!

Se r = 0, de�namos
(
t
r

)
= 1.

Lema 4.2 As seguintes a�rmações são verdadeiras:

(1)∆
(
t
r

)
=
(

t
r−1

)
(2) Seja p(t) ∈ Q(t) um polinômio numérico. Então existem inteiros c0, ..., ck tais que

p(t) =
k∑
0

ck−i

(
t

i

)
Em particular, p(n) ∈ Z, para todo n ∈ Z

(3) Seja f : Z −→ Z uma função. Suponha que existe um polinômio numérico p(t) ∈ Q[t]
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tal que ∆f(n) = q(n), para todo n� 0. Então, existe um polinômio numérico p(t) ∈ Q[t]

talque f(n) = p(n), para todo n� 0.

Demonstração: Veja [3](Coutinho, S.C., A Primer of Algebraic D-modules, pag. 75)

Teorema 4.3 Seja M =
⊕
i≥0

Mi um módulo graduado �nitamente gerado sobre o anel de

polinômios K[x1, ..., xn]. Então, existe um polinômio χ(t) ∈ Q[t] e um inteiro positivo n

tais que
s∑
0

dimK(Mi) = χ(s)

para todo s ≥ n.

Demonstração: A prova será feita por indução no número n de varáveis. Se n = 0,

o problema se reduzirá ao corpo base K. Neste caso, o módulo �nitamente gerado M é

um espaço vetorial de dimensão �nita. Portanto, ele possui apenas um número �nito de

componentes homogêneas. Assim,

s∑
0

dimKMi = dimKM,

para s� 0, e podemos escolher χ(t) = dimKM , uma constante.

Suponhamos, por indução, que o teorema vale para todo módulo graduado �nitamente

gerado sobre K[x1, ..., xn−1]. Seja M =
⊕
i≥0

Mi um módulo graduado �nitamente gerado

sobre K[x1, ..., xn]. De�na uma funçãof : Z −→ Z por

f(s) =
s∑
−∞

dimKMi

onde Mi = 0 se i ≤ 0. Seja ϕi : Mi −→ Mi+1 a função linear de espaços vetoriais de�-

nida pela multiplicação por xn. Sejam Qi = Ker(ϕi) e Li = coker(ϕi). Consideremos a

seguinte sequência exata de espaços vetoriais:

0 // Qi−1
//Mi−1

ϕi−1 //Mi
// Li // 0 (∗)

Agora, Q =
⊕
i≥0

Qi e L =
⊕
i≥0

Li são módulos graduados �nitamente gerados sobre

K[x1, ..., xn]. Eles são respectivamente o kernel e o cokernel do endomor�smo de M

de�nido pela multiplicação por xn. Mais ainda, os elementos de Q e L são anulados por
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xn, portanto eles são de fato graduados �nitamente e gerados sobre K[x1, ..., xn−1]. Assim,

por indução, existem polinômios χ1(t), χ2(t) ∈ Q(t) tais que

χ1(s) =
s∑
0

dimKQi, χ2(s) =
s∑
0

dimKLi,

para s� 0.

Poe outro lado, as dimensões dos espaços vetoriais em (∗), são relacionadas pela fór-

mula

dimKQi−1 − dimKMi−1 + dimKMi − dimKLi = 0.

Adicionando-os para 0 ≤ i ≤ s e s� 0, obtemos

χ1(s− 1) + ∆f(s)− χ2(s) = 0.

Portanto ∆f(s) é um polinômio numérico para s � 0. Podemos agora concluir do lema

(4.2) que f(s) é um polinômio numérico para todo s� 0, como queríamos provar.

De�nição 4.4 O polinômio χ(t) é conhecido como o Polinômio de Hilbert do módulo

M .

4.2 Dimensão e Multiplicidade de An-módulos

Seja M um An-módulo �nitamente gerado. Suponhamos que Γ = {Mk}k é uma

�ltração boa de M com respeito à Filtração de Bernstein B. Denotemos por χ(t,Γ,M)

o polinômio de Hilbert do módulo graduado grΓM sobre o anel de polinômios K[x, ξ]

(Lembremos que pela proposição 3.13, grB(An) ∼= K[x, ξ] ). Pelo teorema (4.3), temos

para t� 0,

χ(t,Γ,M) =
t∑
0

dimK(Mi/Mi−1) = dimK(Mt).

A última igualdade acima segue do fato de dimK ser aditiva sobre sequências extas de

espaços vetoriais.

De�nição 4.5 A dimensão d(M) de M é o grau do polinômio χ(t,Γ,M).

Seja ad(M) o coe�ciente líder de χ(t,Γ,M). A multiplicidade de M é m(M) = d!ad(M).

Observação 4.6 As de�nições de dimensão e multiplicidade aparentemente dependem

da boa �ltração Γ da qual o polinômio de Hilbert é calculado. Vamos mostrar que estas
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de�nições não dependem da �ltração escolhida. Suponhamos que Γ e Γ′ são duas boas

�ltrações de M . Pela proposição 3.34(ii), existe k, tal que M ′
j−k ⊆ Mj ⊆ M ′

j+k. Em

particular, dimKM
′
j−k ≤ dimKMj ≤ dimKM

′
j+k. Concluímos do teorema 4.3 que para

j � 0

χ(j − k,Γ,M ′) ≤ χ(j,Γ,M) ≤ χ(k + j,Γ′,M ′).

Como o comportamento de um polinômio no ∞ é determinado pelo seu termo líder, segue

que χ(t,Γ′,M) e χ(t,Γ,M) têm os mesmo grau e o mesmo coe�ciente líder. Portanto,

d(M) e m(M) são independentes da escolha da boa �ltração de M .

Exemplo 4.7 Seja M o An-módulo An. A Filtração de Bernstein B é uma boa �ltração

de M . Mais ainda, pela proposição 3.7(g), a dimensão de Bk como K-espaço vetorial

é
(
k+2n

2n

)
. Portanto, χ(t, B,M) =

(
t+2n

2n

)
. Como um polinômio em t tem grau 2n e

coe�ciente líder 1/(2n)!. Assim, d(An) = 2n e m(An) = 1.

Exemplo 4.8 Um outro An-módulo conhecido é K[x] = K[x1, ..., xn]. No exemplo 3.17

de�nimos uma �ltração Γ de K[x] tal que Mk é o espaço de todos os polinômios de grau

≤ k. Como Bi contém os polinômios em x1, ..., xn de grau i temos que BiMk = Mk+i.

Portanto, Γ é uma boa �ltração. Por outro lado, dimKMk =
(
n+k
n

)
. Assim,

χ(t,Γ,M) =
(
n+t
n

)
é um polinômio de grau n e coe�ciente líder 1/n!. Portanto

d(K[x]) = n e m(K[x]) = 1.

Seja M um An-módulo �nitamente gerado e Γ uma boa �ltração de M com respeito

à B. Seja N um submódulo de M . Denote por Γ
′
e Γ

′′
as �ltrações induzidas por Γ em

N e M/N , respectivamente. Segue da proposição 3.27 que temos uma sequência exata de

K[x, ξ]-módulos

0 −→ grΓ
′

N −→ grΓM −→ grΓ
′′

M/N −→ 0.

Como Γ é boa, grΓM é �nitamente gerado. Mas K[x, ξ] é um anel noetheriano. Por-

tanto, grΓ
′
N e grΓ

′′
(M/N) também são �nitamente gerados. Portanto, Γ

′
e Γ

′′
são boas

�ltrações.

Por outro lado, como a sequência de espaços vetoriais

0 −→M
′

k/M
′

k−1 −→Mk/Mk−1 −→M
′′

k /M
′′

k−1 −→ 0

é exata , temos que

dimK(M
′

k/M
′

k−1) + dimK(M
′′

k /M
′′

k−1) = dimK(Mk/Mk−1)
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Somando estes termos para k = 0, 1, ..., s, para s� 0, obtemos

χ(s,Γ
′
, N) + χ(s,Γ

′′
,M/N) = χ(s,Γ,M).(I)

Teorema 4.9 Seja M um An-módulo �nitamente gerado e N um submódulo de M .

(1)dim(M) = max {d(N), d(M/N)}

(2) Se d(N) = d(M/N), então m(M) = m(N) +m(M/N).

Demonstração: ComoM é �nitamente gerado, ele admite uma boa �ltração Γ. Seja Γ
′

e Γ
′′
as boas �ltrações de N e M/N induzidas por Γ. Assim, (I) para um in�nito número

de valores de s. Portanto, temos uma igualdade de polinômios:

χ(t,Γ
′
, N) + χ(t,Γ

′′
,M/N) = χ(t,Γ,M).

Como d(M) corresponde ao grau de χ(t,Γ,M), temos que

dim(M) ≤ max {d(N), d(M/N)} .

Mas os coe�cientes líderes desses polinômios são positivos. Assim, devemos ter igualdade

na fórmula acima, o que prova (1).

Agora, se d(M/N) = d(N), então todos os polinômios têm o mesmo grau. Assim,

o termo líder de χ(t,Γ,M) é a soma dos termos líderes de χ(t,Γ
′
, N) e χ(t,Γ

′′
,M/N) e

assim o item (2) está provado.

Este teorema é muito útil para calcular a dimensão de alguns módulos. Já sabemos

que d(An) = 2n. Podemos usar o teorema para calcular a dimensão e a multiplicidade de

módulos livres de posto �nito r: ele tem dimensão 2n e multiplicidade r. Isto segue do

corolário abaixo.

Corolário 4.10 Sejam M1, ...,MkAn-módulos �nitamente gerados, e M = M1⊕ ...⊕Mk.

(1)d(M) = max {d(M1), ..., d(Mk)} .

(2) Se d(M) = d(Mi) para 1 ≤ i ≤ k, então m(M) =
∑k

1 m(Mi).

Demonstração: A prova segue por indução se aplicarmos o teorema anterior à sequência

exata

0 −→Mk −→M −→M1 ⊕ ...⊕Mk−1 −→ 0.

Corolário 4.11 Seja M um An-módulo �nitamente gerado. Então d(M) ≤ 2n.
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Demonstração: Suponha queM é gerado por r elementos. Então existe um homor�smo

sobrejetivo ϕ : Arn −→ M . Segue do teorema que d(Arn) = max {d(M), d(kerϕ)}. Como

d(Arn) = 2n, pelo corolário anterior, concluímos que d(M) ≤ 2n.

Este limite superior pode diminuir se o módulo é um quociente de An por um ideal à

esquerda.

Corolário 4.12 Seja I um ideal à esquerda não nulo de An. Então d(An/I) ≤ 2n− 1.

Demonstração: Primeiro considere o caso de um ideal cíclico à esquerda. Seja d ∈ An,

e ponha I = And. Então, temos uma sequência exata

0 // An
θ // An // An/And // 0

onde o mapa θ é de�nido por θ(a) = ad, para todo a ∈ An. Suponha, por contradição,

que d(An/And) = 2n. Então, pelo torema 4.9.(2), temos que

m(An) = m(An) +m(An/And).

Como m(An) = 1 e a multiplicidade é um número positivo, esta equação é impossível.

Portantod(An/And) ≤ 2n− 1.

Agora, vamos para o caso geral. Seja I um ideal à esquerda não-nulo de An e escolha

0 6= d ∈ I. Como And ⊆ I, temos que An/I é um quociente de An/And. Como a dimensão

do último é ≤ 2n− 1. Pelo teorema 4.9.(1), temos o resultado desejado.

O corolário 4.11 fornece uma cota superior para a dimensão de um An-módulo �ni-

tamente gerado. Agora estabeleceremos uma cota inferior. Para isto precisaremos do

seguinte resultado:

Lema 4.13 Seja M um An-módulo à esquerda �nitamente gerado com uma �ltração Γ

com respeito a B. Suponhamos que Γ0 6= 0. A transformação K-linear

ϕ : Bi −→ HomK(Mi,M2i), que associa a cada a ∈ Bi a transformação ϕa(u) = au é

injetiva.

Demonstração: Devemos provar que se aΓi 6= 0, então 0 6= a ∈ Bi. provaremos isto por

indução em i. Se i = 0, então B0 = K e temos o resultado para Γ0 6= 0. Isto é verdade por

hipótese. Suponha que se 0 6= b ∈ Bi−1, então bΓi−1 6= 0. Seja a um elemento não-nulo de

Bi. Se aΓi = 0, então a 6∈ K. Portanto, a forma canômica de a tem um termo cxα∂β com

c ∈ K −{0} e |α|+ |β| > 0. Suponha que αi 6= 0 para este monômio. Então αicxα−ei∂β é
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um somando na forma canônica de [a, ∂i]. Assim, [a, ∂i] é um elemento não-nulo de Bi−1.

Como aΓi = 0, concluímos que

[a, ∂i]Γi−1 ⊆ a∂iΓi−1.

Mas ∂iΓi−1 ⊆ Γi. Portanto [a, ∂i]Γi−1 = 0, o que contradiz a hipótese de indução. De

modo análogo, podemos encontrar uma contradição assumindo que βi 6= 0. Dessa forma,

o lema está provado.

Teorema 4.14 Se M é um An-módulo à esquerda �nitamente gerado, então d(M) ≥ n.

Demonstração: Escolhamos um conjunto de geradores para M e seja Γ uma boa

�ltração obtida pelos geradores de grau zero. Então, Γ 6= 0. Seja χ(t) = χ(t,Γ,M) o

correspondente polinômio de Hilbert.

Pelo lema anterior, Bi pode ser mergulhado em HomK(Γi,Γ2i). Em particular,

dimKBi ≤ dimK(HomK(Γi,Γ2i)).

Mas HomK(Γi,Γ2i) tem dimensão dimKΓi.dimKΓ2i. Assim, assumindo que i� 0, temos

que dimKBi ≤ χ(i)χ(2i).

Por outro lado, dimKBi =
(
i+2n

2n

)
é um polinômio em i de grau 2n. Portanto, como um

polinômio em i, χ(i)χ(2i) deve ter grau ≥ 2n. Mas o grau de χ(i)χ(2i) é 2d(M). Assim,

d(M) ≥ n, com queríamos mostrar.

Observação 4.15 Esta desigualdade foi provada pela primeira vez por I.N.Bernstein e é

frequentemente chamada de Desigualdade de Bernstein.

4.3 Módulos Holonômicos

Um An-módulo à esquerda �nitamente gerado é holonômico se é zero ou se tem

dimensão n. Recordemos que pela desigualdade de Bernstein, que este é o menor valor

que pode assumir a dimensão de um An-módulo não-nulo. Já sabemos que K[x1, ..., xn] é

um exemplo de An-módulo holonômico. Também sabemos que An não é um An-módulo

holonômico, pois tem dimensão 2n.

Não é di�cil construir módulos holonômicos se n = 1. De fato, seja I 6= 0 um ideal

à esquerda de A1. Pelo corolário 4.12, d(A1/I) ≤ 1. Se I 6= A1, então pela desigualdade
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de Bernstein, d(A1/I) = 1. Portanto A1/I é um A1-módulo holonômico. Esta é uma rica

fonte de exemplos que utilizaremos com a ajuda da próxima proposição.

Proposição 4.16 Seja n um inteiro positivo.

(i) Submódulos e módulos quocientes de An-módulos holonômicos são holonômicos.

(ii) Somas �nitas de An-módulos holonômicos são holonômicos.

Demonstração: Estas a�rmativas seguem da desigualdade de Bernstein.(1) Sejam M

um An-módulo à esquerda e N um submódulo de M . Pelo teorema 4.8(2), d(N) ≤ d(M)

e d(M/N) ≤ d(M). Como d(M) = n, utilizando a desigualdade de Bernstein, deduzimos

que d(N) = d(M/N) são também iguais a n. Assim, N e M/N são também holonômicos.

Agora, para provar (2) aplicamos o corolário 4.10 e o item (1). O resultado segue.

Corolário 4.17 A1-modulos de torção �nitamente gerados são holonômicos.

Demonstração: Sejam M um A1-módulo de torção �nitamente gerado. Suponha que

ele é gerado por u1, ..., ur. ComoM é de torção, para cada i = 1, 2, ..., r existe 0 6= bi ∈ A1

tal que biui = 0. portanto A1ui é um quociente de A1/A1bi que é um módulo holonômico.

Assim cada A1ui é holonômico. Como M é a soma dos A1ui, para i = 1, 2, ..., r, então

pela proposição acima, M é holonômico.

É fácil construir A1-módulos de torção. Por exemplo, se 0 6= I ⊆ J são ideais à

esquerda de A1. Então o quociente I/J é um A1-módulo de torção. Temos ainda a

seguinte proposição:

Proposição 4.18 An-módulos holonômicos são módulos de torção.

Demonstração: Seja M um An-módulo à esquerda holonômico. Suponha que 0 6= u

é um elemento de M . Considere o mapa ϕ : An −→ M , de�nido por ϕ(a) = au. Como

imϕ ⊆M , segue-se que d(Imϕ) = n. Assim, pelo teorema 4.9, temos

2n = d(An) = d(kerϕ).

Em particular, kerϕ 6= 0, e u é um elemento de torçao de M .

Muitas propriedades interessantes dos módulos holonômicos seguem do fato de que

eles são artinianos.

Teorema 4.19 Módulos holonômicos são artinianos. Consequentemente tem compri-

mento �nito.
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Demonstração: Seja M um An-módulo à esquerda holonômico. Suponhamos que

M = N0 ⊇ N1 ⊇ · · · ⊇ Nr

é uma cadeia decrescente de submódulos deM . Pelo teorema 4.9 e pela proposição 4.16(i),

segue que m(Ni) = m(Ni+1) +m(Ni/Ni+1). Pondo isto tudo junto, temos

m(M) =
r−1∑

0

m(Ni/Ni+1) +m(Nr) ≥ r.

Portanto, M não pode ter uma cadeia decrescente com mais de r submódulos. Em

particular, M não pode ter uma cadeia in�nita decrescente.

Por outro lado, nem todos os An-módulos são artinianos. Por exemplo, An visto como

um módulo sobre si próprio não é artiniano. Por exemplo

Anxn ⊇ Anx
2
n ⊇ ...

é uma cadeia in�nita decrescente de submódulos de An.

Corolário 4.20 Um An-módulo holonômico de multiplicidade 1 é simples.

Demonstração: Seja M um módulo à esquerda holonômico de multiplicidade 1 e

suponhamos que N é um submódulo não nulo de M . Então N e M/N também são

holonômicos. Portanto, pelo teorema 4.16, temos que m(M) = m(N) +m(M/N). Como

m(M) = 1 e N 6= 0, temos que M/N = 0. Assim, M = N e por tanto, M é simples.

Os módulos holonômicos são cíclicos. Para demostrar isto, precisaremos do seguinte

resultado, cuja prova podemos encontrar em [3](Coutinho, S.C., A Primer of Algebraic

D-modules pag. 90).

Teorema 4.21 Seja R um anel noetheriano à esquerda e simples e seja M um R-módulo

à esquerda �nitamente gerado. Se M é artiniano mas R não é artiniano (como R-módulo

à esquerda), então M é um módulo cíclico.

Corolário 4.22 Módulos holonômicos são cíclicos.

Demonstração: Sabemos, pelo teorema 4.19 que um An-módulo holonômico deve ser

artiniano. Vimos também que An não é artiniano. Pelo teorema anterior, o resultado

segue.
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4.4 Mais exemplos

Agora construiremos uma família de An-módulos holonômicos que é muito importante

em aplicações. Necessitaremos de um lema técnico cuja prova pode ser encontrada em

Coutinho.

Lema 4.23 Seja M um An-módulo à esquerda com uma �ltração Γ com respeito à �ltra-

ção de Bernstein de An. Suponhamos que existe constantes c1, c2 tais que para j � 0

d(Mj) ≤ c1j
n/n! + c2(j + 1)n−1.

Então M é um An-módulo holonômico cuja multiplicidade não pode exceder c1. Em par-

ticular M é �nitamente gerado.

Teorema 4.24 (Berstein) Seja f ∈ K[x] um polinômio não-nulo. O An-módulo K[x]f

é holonômico.

Demonstração: Ponhamos N = K[x]f e gr(f) = d ≥ 0. Para cada k ∈ N, de�namos

Nk =
{
g/fk ∈ N | gr(g) ≤ (d+ 1)k

}
.

Provemos que a família Γ = {Nk}k é uma B-�ltração em N .

Claramente Nk ⊂ Nl para k ≤ l. Agora, suponhamos que g/fk ∈ Nk. Assim, temos

gr(xig) = gr(g) + 1 ≤ (d + 1)k + 1 ≤ (d + 1)(k + 1). Isto mostra que xiNk ⊂ Nk+1.

Temos também que ∂i(
g
fk

) = ∂i(g)f−kg∂i(f)
fk+1 e gr(∂i(g)f − kg∂i(f)) ≤ d + gr(g) − 1 ≤

d − 1 + (d + 1)k ≤ (d + 1)(k + 1). Isto prova que ∂iNk ⊂ Nk+1. Então, B1Nk ⊂ Nk+1.

Como Bl = (B1)l, temos BlNk ⊂ Nk+l.

provemos agora que N = ∪kNk. Para �nalizar, tome g/fk ∈ N e suponhamos que

gr(g) = m. então, g
fk

= gfm

fk+m e gr(gfm) = m + dm ≤ (d + 1)(k + m). Isto prova que

g/fk ∈ Nm+k. Portanto, {Nk}k é uma B-�ltração em N = K[x]f .

Notemos que a dimensão do K-espaço vetorial Nk é limitada pelo número de monômios

xα em K[x] com grau |α| ≤ (d+ 1)k. Este número é(
(d+ 1)k + n

n

)
=

1

n!
(d+ 1)nkn + p(k)

onde p(t) é o polinômio em t com coe�cientes racionais e grau menor ou igual a n − 1.

Então existe um número inteiro c2 > 0, tal que

dimK(Nk) ≤
(

(d+ 1)k + n

n

)
=

1

n!
(d+ 1)nkn + p(k) ≤ (d+ 1)nkn

n!
+ c2(k + 1)n−1

para k � 0. Pelo lema anterior, K[x]f é holonômico.
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Proposição 4.25 Seja f = x1. Então:

(i) K[x]f = An
1
f
.

(ii) AnnAn( 1
f
) = An(x1∂1 + 1, ∂2, ..., ∂n).

(iii) e(K[x]f ) = 2.

Demonstração:

(i) Por de�nição, temos que An 1
f
⊂ K[x]f . A igualdade g∂1( 1

xm1
) = (−m)g

xm+1
1

vale para todo

g ∈ K[x] e para todo m ∈ N. Esta igualdade prova que toda função racional do tipo
g

xm+1
1

pertence a An 1
x1
, o que prova a igualdade desejada.

(ii) A inclusão An(x1∂1 + 1, ∂2, ..., ∂n) ⊂ AnnAn(1/f) é clara. Reciprocamente, seja um

P = P (x, ∂) ∈ An um operador que anula 1
x1
. Podemos escrever P = Q2∂2 +

... + Qn∂n + P1 para alguns Q2, ..., Qn, P1 ∈ An e P1 =
∑
l

al(x)∂l1 para algum

al(x) ∈ K[x]. Note que o operador P1 anula 1
x1
, pois P anula 1

x1
. Podemos escrever

P1 = Q(x1∂1 + 1) + S(x′, ∂1) + r(x)

para alguns Q,S(x′, ∂1) ∈ An, r(x) ∈ K[x] e S := S(x′, ∂1) =
∑
k>0

bk(x
′)∂k1 para

algum bk(x
′) ∈ K[x′] := K[x2, ..., xn].

Nós temos 0 = P1( 1
x1

) = S( 1
x1

) + r(x)
x1

. Suponha que S é não-nulo e seja d > 0

o grau de S com respeito a ∂1. A ordem do pólo de S( 1
x1

) em x1 = 0 é d + 1,

enquanto r(x)
x1

tem um pólo de ordem no máximo 1. Isto implica que d = 0, o que

é uma contradição. Então, temos S = 0 e r(x) = 0, pois r(x)
x1

= 0. Isto prova que

P = Q2∂2 + ...+Qn∂n +Q(x1∂1 + 1) ∈ An(x1∂1 + 1, ∂2, ..., ∂n).

(iii) Denotemos I = An(x1∂1 + 1, ∂2, ..., ∂n) e escrevamos J ⊂ K[x, ξ] o ideal gerado por

(x1ξ1, ξ2, ..., ξn). Calculemos a multiplicidade de (K[x]f ). Provemos que grB(I) = J .

Temos que cada elemento P ∈ I pode ser escrito como

P = Q2∂2 + ...+Qn∂n +Q(x1∂1 + 1)

com ordT (Q) = ordT (P ) − 2 e ordT (Qi) = ordT (P ) − 1 para i = 2, ..., n. Pela

observação 3.6, temos

σT (P ) =
n∑
i=2

σT (Qi)ξi + σT (Q)x1ξ1
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e então σT (P ) ∈ J . isto prova a igualdade grB(I) = J . O coe�ciente líder do polinô-

mio de Hilbert ξ(t, γ, grΓ(K[x]f )) do módulo graduado quociente K[x,ξ]
J
∼= grΓ(K[x]f )

é igual a 2
(n−1)!

tn−1. (Aqui, Γ denota a B-�ltração induzida em

An/I ∼= K[x]f ). Isto prova que e(K[x]f ) = 2.

Seja f um polinômio não-nulo em K[x]. Seja s uma nova variável e K(s) o corpo das

funções racionais em s. Denotamos por An(s) a Álgebra de Weyl sobre o corpo K(s) e

An[s] := An ⊗K K[s].

Denotemos por K(s)[x]ff
s o K(s)[x]f -módulo livre de posto 1 com base o símbolo

formal f s. Este módulo livre admite uma estrutura natural de An(s)-módulo á esquerda

de�nindo

∂if
s = sf−1∂i(f)f s

para i = 1, ..., n

Teorema 4.26 (Berstein) O An(s)-módulo K(s)[x]ff
s é holonômico.

Demonstração: Ponhamos N = K(s)[x]ff
s e gr(f) = d ≥ 0. Para cada k ∈ N, de�na

Nk =

{
g(s, x)

fk
∈ N | gr(g) ≤ (d+ 1)k

}
.

A família Γ = {Nk} é uma B-�ltração em N .

Note que a dimensão do K(s)-espaço vetorial Nk é limitada pelo número de monômios

xα em K(s)[x] com grau |α| ≤ (d+ 1)k. Este número é(
(d+ 1)k + n

n

)
=

1

n!
(d+ 1)nkn + p(k)

onde p(t) é o polinômio em t com coe�cientes racionais e grau menor ou igual a n − 1.

Então existe um número inteiro c2 > 0, tal que

dimK(s)(Nk) ≤
(

(d+ 1)k + n

n

)
=

1

n!
(d+ 1)nkn + p(k) ≤ (d+ 1)nkn

n!
+ c2(k + 1)n−1

para z ∈ N, su�cientemente grande. Aplicando o lema 4.23, concluimos que o

An(s)-módulo N = K(s)[x]ff
s é holonômico.

Finalizamos nosso trabalho com a de�nição do polinômio de Berstein, mas antes,

apresentamos o seguinte:
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Teorema 4.27 Seja f um polinômio não-nulo em K[x]. Então, existe um polinômio não-

nulo b(s) ∈ K[s] e um operador diferencial P (s) ∈ An[s] tal que a igualdade P (s)ff s =

b(s)f s vale em K(s)[x]ff
s.

Demonstração: O módulo An(s)f s é um An(s)-submódulo de K(s)[x]ff
s e então, pelo

teorema 4.24, é holonômico. Além disso, é de comprimento �nito. Assim, a sequência

decrescente

An(s)f s ⊇ An(s)ff s ⊇ ... ⊇ An(s)f lf s ⊇ ...

é estacionária. Assim, existe l ∈ N tal que f lf s = Q(s)f l+1f s. Então, f s = Q(s− l)ff s.

Seja b(s) ∈ K[s] um polinômio não-nulo tal que P (s) := b(s)Q(s − l) ∈ An[s]. Assim,

temos b(s)f s = P (s)ff s.

Observação 4.28 Seja f é um polinômio não-nulo em K[x]. O conjunto dos polinômios

c(s) ∈ K[s] tal que existe um operador P (s) ∈ An[s] que satisfaz P (s)ff s = c(s)f s é um

ideal em K[s] que é denotado por Bf .

De�nição 4.29 Seja f um polinômio não-nulo em K[x]. O gerador mônico do ideal Bf é

denotado por bf (s) e é chamado polinômio de Bernstein ou polinômio de Berstein-

Sato de f .

O cálculo do polinômio bf (s) é complicado, embora exista um algoritmo que calcula

o polinômio de Berstein bf (s) de um polinômio dado f ∈ K[x]. (Veja [2] Castro Jimé-

nez, F.J., Modules over the Weyl Algebra, School of Algebraic Approach to Di�erential

Equations, edited by Lê Dung Tráng, pag. 237.)
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