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Resumo

Neste trabalho, estudamos o Teorema de Deformacao usando a condi¢ao introduzida

por Cerami [8]. Além disso, estudamos o seguinte problema de Dirichlet:

—Au = f(z,u), z€Q
u = 0, x € 0f)

onde © é um dominio suave e limitado em R e f : Q@ x R — R é uma funcao de
Caratheodory com crescimento subcritico.

No problema acima, utilizamos novamente a condigdo de Cerami [8], para garantir
a existéncia de solucao nao-trivial, para este propdsito, usaremos Teorema Geral de

Minimax provado pelo Bartolo em [12].

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais, Condi¢ao de Cerami, Teorema de

Deformacao.



Abstract

We study the deformation theorem using the condition introduced by Cerami [8].

Furthermore, we study the following Dirichlet problem:

—Au = f(z,u), z€Q
u = 0, x € 0f)

where ) is a smooth and bounded domain in RY and f : 2 x R — R is a Caratheodory
function with subcritical growth.

In the above problem, we use the condition of Cerami [8] again, to ensure the
existence of non-trivial solution. For this purpose, we use General Minimax Theorem

proved by Bartolo in [12].

Keywords: Partial differential equations, Cerami condition, Deformation Theorem.
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Introducao

Neste trabalho, temos como objetivo estudar problemas elipticos em dominios li-

mitados de RY. Mais precisamente, considere o problema de Dirichlet:

{—Au = f(z,u), z€Q )

u = 0, x € 01,

onde € é um dominio suave e limitado de RY e f : Q@ x R — R é uma funcao de

Carathéodory com crescimento subcritico, isto é,

|f(z,8)| <agls|P™' +by, ¥V s€R, 2€Q qt.p.

seN>3el<p<ooseN=1,2.
Mostra-se que as solugoes fracas u € Hy(£2) de (1) sdo exatamente os pontos criticos

em H} () do funcional

com ag, by > 0 constantes, 1 < p <

1
J(u) :§/Q|Vu|2dx—/QF(x,u)d:r,

onde F(z,s) = /S f(x, t)dt.
0

Neste caso, temos duas situagoes para o problema (1):

1. A situacao subquadrdtico, onde o “potencial” F' satisfaz

F
lim sup (z, 5)

|s| =400 S

< c < o0

2. A situacao superquadrdtico, onde F' satisfaz

F
lim sup —(x, ) = +00
|s]—+o00 S

Vamos apresentar uma abordagem unificada para ambas as situagoes por meio de



uma condicao de nao-quadraticidade no infinito em F', ou seja, nossas hipdteses serao

as seguintes:

F
lim sup M

5[ < b < +00, uniformemente para = €  q.t.p. (2)
|s| =400 S

(
|s| =400 ‘S|“

> a > 0, uniformemente para x € () q.t.p.

ou (3)
—2F
oy L0515 = 2F(z.5)
|s]—+o00 |$|M

< —a < 0, uniformemente para x € €2 q.t.p.

\

Observemos que (2) é satisfeita com ¢ = p. De fato,

z, t)dt aolt/P~t + by)dt
F@@:4f<> <A“” o) _ (ool ksl a0y
s ETE s 5P p |

como 1 < p, obtemos

(%)

F
lim sup (z, 5) <b< +o00, onde b =
|s]—+o0 |S‘q p

A condigao de nao-quadraticidade no infinito foi introduzida em [3, 4] com pu =1
para o tratamento de sistemas elipticos subquadraticos, em particular, para uma grande
classe de problemas de ressonancia.

A fim de ilustrar o seu significado, considere uma funcao f(z,s) = As + g(s) para

algum A € R. Assumimos que g satisfaca a condi¢do Landesman-Lazer [7],

lim g¢(s) = g+, com g4 > 0.

|s]—+o00

Assim,
lim Gls)

|s]—+o0 |S|

= |9i|-

Logo, F satistaz (3) para todo pu < 1, confira o apéndice A. Por outro lado, considere-

mos a condicao
0<0F(z,s) < f(x,s)s, V|s| > R, uniformemente para x € )

para algum 6 > 2 e R > 0, introduzida por Ambrosetti e Rabinowitz [1] para obter a

solugao nao-trivial no caso superquadratico. Mostra-se que,



F(z,s) > ays|’, V |s| > M, para algum a; > 0.

Logo,
f(z,s)s —2F (z,s) - (9_2>F(x,s)
|s[# N |s[#

> (6 — 2)ay|s|**.

Assim, F' satisfaz (3) para todo p < 6, confira o apéndice A.

A condicao de Landesman-Lazer ou a condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz produz
a condicao de compacidade de Palais-Smale necessaria para aplicar os métodos varia-
cionais cléssicos.

No Capitulo 1, vamos provar um Teorema de Deformacao, que se encontra no
artigo do Bartolo et al [12]. Para isso, utilizaremos a condigao do tipo Palais-Smale
introduzida por Cerami em [8]. Também demonstraremos o Teorema Geral Minimax
devido a Bartolo et al [12], que garante que o funcional J possui um valor critico, dessa
forma, iremos garantir que o problema (1) tem solugao nao-trivial.

No Capitulo 2, demonstraremos que (2) e (3) (com uma restrigdo aos valores de
@) implicam numa condigao de compacidade introduzida por Cerami [8] e usada por
Bartolo et al [12] para provar o Teorema Geral de Minimax (também demonstrado
no primeiro capitulo deste trabalho), a partir do qual o problema (1) tem solugao
nao-trivial. Neste capitulo, vamos usar o artigo do Costa & Magalhaes [5]. Mais

precisamente, vamos supor o cruzamento do primeiro autovalor A\; de (—A, H}(Q2)):

2F 2F
limsup@ <a< A\ <p< hminf@
s—0 S |s]—4o00 S

, (4)

uniformemente para x € € q.t.p.
Dessa forma, no Teorema 2.1 iremos provar que se F' satisfaz (2), (3) e (4) com
p> (N/2)(q — 2), entao o problema (1) tem solugao nao-trivial u € Hj ().
Denotemos por 0 < A\; < Ay < ... < \; < ... os autovalores de (—A, Hg(9)).
Chamamos o problema (1) de ressonante ou duplamente ressonante, respectiva-
mente, quando

i 2 —AJ] . [Aa‘ YT TRACAL) N (CAL)

< Ajr
|s]—=+o0 S |s]—=+o0 S |s|] =400 S
para j > 1, uniformemente para = € ) q.t.p.
Mais geralmente, o problema (1) é chamado ressonante ou duplamente ressonante

respectivamente quando

lim 2F (z,s)

. 5— = A, uniformemente para x € Q q.t.p. (5)
s|—+o00 S



ou

2F 2F
A;j < L(z) = liminf # < lim sup @ = K(x) < A\ji, (6)
|s|—+o0 S |s]—+o0 S
uniformemente para x € 2 q.t.p.
Vamos assumir que

‘ ‘lim [f(z,s)s —2F(x,s)] = 400, uniformemente para = € Q q.t.p. (7)
s|—+o0

ou
| llim [f(z,s)s —2F(x,s)] = —oo, uniformemente para x € Q q.t.p. (8)
§|—+00

uma condigao mais fraca que (3) com g > 0. Assim, no Terorema 2.2 vamos demonstrar
que se F' satisfaz (6) entdao o problema (1) tem solugao nao-trivial u € Hg(Q2) desde
que:

(i) F satisfaca (7) com \; < L(z) em um conjunto de medida positiva; ou

(ii) F satisfaga (8) com K(x) < Aj4; em um conjunto de medida positiva.

Na demonstracao dos Teoremas 2.1 e 2.2, utilizaremos o Principio Geral Minimax,
que sera enunciado e provado no capitulo 1.

No Apéndice A, enunciamos alguns resultados utilizados neste trabalho.

No Apéndice B, enunciamos algumas propriedades da Teoria do Grau, as quais

utilizamos na prova dos Teoremas 2.1 e 2.2



Capitulo 1

Teorema de Deformacao e principio

geral minimax

Neste capitulo vamos provar o Teorema de Deformacao usando a condicao de Ce-
rami, definida a seguir, que desempenha um papel fundamental na aplicacao de argu-
mentos tipo Ljusternik-Schnirelmann para a busca de pontos criticos de funcionais em
espacos de Banach. Terminamos o capitulo demonstrando um teorema geral de ponto
critico devido a Bartolo et al [12], dessa forma, usaremos esse teorema no Capitulo 2,
para garantir a existéncia de solu¢ao nao-trivial para o problema (1).

Vamos introduzir algumas notacoes. Denotemos por X um espaco de Banach real
e X’ o dual.

Se f é uma aplicacao continua Fréchet diferenciavel de X em R, ou seja,
feCHX,R),

f'(u) denota a derivada de Fréchet de f no ponto u € X.

Na literatura, os teoremas de deformacao foram provados nos casos em que f €
C1(X,R) satisfazia a condigao de Palais-Smale. Essa condigiao pode ser expressa como
segue:

f satisfaz a condicao de Palais-Smale no intervalo (¢, ¢s), onde —oo < ¢ < ¢ < +00,
se

(i) toda sequéncia limitada {u,} C f~(c1,c2), com {f(uy,)} limitada e f(u,) — 0,
possui uma subsequéncia convergente, e

(i1) {un} C f(c1, ), {f(u,)} limitada e ||u,|| — +oco quando n — 400 entao
||f'(un)|| > « > 0 para n suficientemente grande.

Agora, vamos definir a condigao de Cerami, que serd utilizada na demonstracao do

Teorema de Deformacgao.



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Definigao 1.1. Diremos que f € C'(X,R) satisfaz a condi¢io de Cerami (C') em
(c1,¢9) com —00 < €1 < g < 400 se

(i) dada uma sequéncia limitada {u,} C f~'(c1,c2), com {f(u,)} limitada e
f'(u,) — 0, entao {u,} possui uma subsequéncia convergente, e

(17)" dado ¢ € (c1, o) existem o, R, > 0 tais que [c — 0,¢ + 0] C (c1,¢2) e para

todo u € f~([c — a,c+ o)), ||u|| > R temos que ||f'(u)|] - [|ul] > «.

Observemos que uma condi¢ao similar a (C') foi introduzida por Cerami em [8] e
aplicada a busca de pontos criticos de um funcional em uma Variedade Rimanniana
(confira [9]).

Vamos provar que a condigao (C') é suficiente para obter um Teorema da De-
formacao. Para isso, definiremos alguns conjuntos:

Sejam

X ={ueX:f(u)#0}

e para c € R,
Ac={ueX: flu)<c}, K.={ueX:f(u)=0, f(u)=c}

Utilizaremos o seguinte lema,

Lema 1.1. Se f € C'(X,R), entao existe uma aplica¢ao localmente Lipschitz continua

¢ : X — X satisfazendo as seguintes condigoes:

2 , 3
TPl e (f'(u),p(u)) >1, VueX. (1.1)

lo(u)]] <
Prova: Seja u € X, logo u € X tal que f'(u) # 0. Como f € C'(X,R) obtemos

f* ()]l = sup (f'(u), w).

[[wl[=1

Dessa forma, dados € > 0 e z € X existe y,. € X tal que ||yz|| = 1 e ||f'(u)|| — € <

(f'(u),Yze). Tomemos € = ||f’éu)|| > 0 pois, f'(u) # 0. Assim
17l = M ), ) o que mpliea 2117/ < {F'(w). v..)
Definimos a funcdo [ : X — X tal que I(u) = % Agora, tomemos u, =

3 ~
5’”(“)” - Yze. Afirmamos que u, é um vetor pseudo-gradiente para f em u € X. De
fato,

ol = || 311 2| = Sl <2l




1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

2
1 (Il

Assim, ||u,|| < 2

logo ||u,|| <

2
HHf’ IR @I

Além disso

) = (£ SI]vee) = I W,

3 2 / _ / _ / _
SIS @I = [l - [ @)l = A W)l =

HHf’ )II?

logo, (f'(u),u,) > 1. Como X é um conjunto aberto, existe uma vizinhanca aberta V,,

de v com V, C X tal que

|hol| < e (f'(w), hy,) > 1 para todo w € V,,.

|1 (w)]

Agora tomemos V = {V, : v € X} uma cobertura aberta de X. Observe que X é um
espaco métrico completo, logo X é paracompacto. Dessa forma, para cada 7 € I existe
v e X tal que V,_ C V,. Assim
2
[1f(w)]]

Para cada 7 € I' defina o, : X — R por a,(w) = d(w, X \ V,.). Definimos também a

[|lu|| < e (f'(w),u,) > 1 para todo w € V,_.

funcéo ¢ : X — X por

sw) =Y L“”) s

Tel a"/ w
vyel

3
com u, = §||l(uT)|| - Yzr. Observemos que
ar(w)=0sew e X\V, ea(w)=dw X\V,,)sewecV,.

Pela definigdo de paracompacidade, a cobertura aberta V = {V, : v € X } de X é
localmente finita, assim dado w € X existe um ntmero finito de {ndices ¢, tais que
7€l e a,(w)#0. Logo

qQu

a. (w)
sw) = 3 | 2y | =30 | ),
7’€ZF O‘“/<w) k=1 Za“f (w)

yerl’
p=1



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Dessa forma

ol = ([ 222 (<3 [ 2o | )
k=1 Z ., (w) k=1 Z a,, (w)
2
= 1'HUT\|—HUTH<W
além disso
Py = (P30 |22 fy =S [0 ) )
k=t Z@7p<w) =1 Zavp(w)

— 1 (fw)ur) = (f(w), ) > L.

Logo, ¢(w) é um vetor pseudo-gradiente para f em w. Além disso, ¢ é uma soma
finita de funcoes que sao localmente Lipschitziana, para uma determinada vizinhanca.
Assim, existe uma vizinhanga onde ¢ é localmente Lipschitziana. Dessa forma, ¢ é um

campo pseudo-gradiente para f em X.

1.1 Teorema de Deformacao

O Teorema de Deformacao garante a existéncia de um homeomorfismo limitado
n: X — X tal que podemos deformar o conjunto A.,. no conjunto A._., sob certas
condigoes em ¢ € R. Vamos apresentar o Teorema de Deformacao que encontra-se em
[12].

Teorema 1.1. (Teorema de Deformagao) Seja X um espago de Banach real e seja
f € CYX,R) satisfazendo a condigao (C') em (c1,c3). Se ¢ € (c1,¢2) e N é uma
vizinhanga qualquer de K., entao existem um homeomorfismo limitado n de X em

X e constantes € > ¢ > 0 tal que [c — €,¢+ € C (c1,ca), satisfazendo as seguintes

propriedades:
n(Ac-i-e\N) C Ac—s; (12)
N(Acre) C A se K. =10 (1.3)
nz)=xsexd fc—¢€c+d). (1.4)



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Prova: Seja ¢ € (c1,¢). Suponhamos que K, # (). Primeiro observemos que, pela

condigao (C), K. é compacto. De fato, seja u € K, entao,
ue X tal que f'(u) =0e f(u) =c.

Notemos que, u € f~!(c) e ¢ € (c1,¢2). Se ||u|]| > R, onde R > 0, terfamos pela
condicao (i) que ||f'(uw)|| - [|u|] > o com a > 0. Sendo f’(u) = 0, obteriamos 0 > a,
absurdo. Logo, o conjunto K, é limitado.

Assim, dada uma sequéncia (uy) C K., temos que f'(ug) = 0 e f(ug) = ¢, além
disso, a sequéncia (uy) é limitada, pois o conjunto K, é limitado. Pela condigao (i),
a sequéncia (uy) possui uma subsequéncia convergente, digamos ug, — w. Afirmamos
que u € K,. De fato, como f € C'(X,R), obtemos

0= lim f'(up,)=f(u) e c= lim flu,)= f(u),

n——+o0o n—+oo

assim, u € K.. Logo, K. é compacto.

Seja M) o aberto A-vizinhanca de K., ou seja,
My={uve X :du,K.) <A}

onde A > 0 e d(u, K.) denota a distancia de u ao conjunto K,.. Vamos provar (1.2).
Sendo K. compacto, tomemos 0 > 0 tal que N = Ms.

A hipétese (i) implica que existem €, €, b, by > 0 tais que
(W] >0, YV u€ (Aura \Aee,) N (Ms\Msys) (1.5)
Lf(W]] > b1, Vu€ (Aere\Aeey) N (Br\Msys) (1.6)
Suponhamos que (1.6) ndo ocorre, entao existem sequéncias
b, = 0, e = 0 e up € (Acte, \Ac—e,,) N (Br\Mjsss) com || f'(ur)|] < bg.
Assim, ¢ — e, < f(ug) < ¢+ € e como ||f'(ug)|| < by, fazendo k — +00 obtemos
flug) = c e f'(ur) — 0.

Sendo ||ug|| < R, (ux)ren € limitada, por (i) existe uma subsequéncia convergente,

ug, — u. Dal,

0= lm f'(uy,)=f(u) e c= lim flu,)=f(u),

n——+o0o n—-+00

10



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

assim, u € K.. Por outro lado, como (uy) ¢ Ms/s temos que

< d(u,, K.) < d(u,,a), onde a € K..

|l >

)
Sendo uy, — u, obtemos 3 < d(u,a) o que implica u & Ms/s. Mas, K. C Mj/s.

De fato, pois caso contrério existiria v € K. com v € M;g. Assim,

o &>

<d(v,K.) < d(v,y) comy € K.

J

Tomando y = v, obtemos 3 < 0, absurdo!

Da mesma forma, se nao tivermos (1.5), entao existiriam sequéncias
b, = 0, € = 0 e up € (Actre, \Ac—e,,) N (Ms\Msss) com || f'(ur)|] < bg.
Assim, ¢ — e < f(ug) < ¢+ € e como ||f'(ug)|| < by fazendo k — +o00 obtemos
flug) = c e f'(ur) — 0.

Como uy, € My temos que d(ug,u) := ||ux — ul| < A, para todo v € K.. Sendo K.
limitado, em particular é compacto, segue que ||u|| < ¢, onde ¢ é uma constante. Dali,
ug|] < |Jug — ul| + |u|] < A+ ¢, logo (ug)ken € limitada. Por (i), (ug)ren possui uma
subsequéncia convergente, digamos uy, — z. Sendo f € C*(X,R), obtemos

0= lim f'u,)=f(z) e c= lim f(uy,)= f(2),

n—-+o00 n—-4o00

logo, z € K,.. Assim, chegarfamos no mesmo absurdo da demonstragao do item (1.6),

uma vez que K. C Mss.

Por (i)’ existe €3 < min {%5, 0} tal que
IF' @)l >0, V€ (Aere\Aezy)\Miys. (1.7)

De fato, se nao ocorresse (1.7), existiria ug € (Acye, \Ac—zy)\Ms/s com || f'(uo)|| = 0.
Assim, ¢ — & < f(ug) < ¢+ €, isto é, ug € fH((c — &, c+ &)). Se [|lug]| > R, onde
R > 0, entao por (i7)’, terfamos || f'(uo)|| - [|wo]| > @, com a > 0. Mas, f'(ug) =0 e
portanto 0 > « o que é um absurdo. Tomando € < min{é, €, €}, temos que valem as

expressoes (1.5), (1.6) e (1.7) com é.

11



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Seja 0 < € < € e consideremos 0s conjuntos
A={ue X : f(u)>c+eou f(u) <c—¢€} e

B={ueX:c—e< f(u) <c+e}

Definimos a funcao,

d(xz, A)
() = e T A B)

Notemos que
xi1(x)=0,VzeA xi(x)=1,VeeB e 0<xi(z)<1, VzelX.

A fungao xi(x) é localmente Lipschitz continua. De fato, dados z,y € X, notemos

que,

Ix1(z) —xa(y)| = d(z, A) + d(z, B) B d(y,A) + d(y, B) ‘

d(z, A)[d(y, A) + d(y, B)] — d(y, A)[d(z, A) + d(z, B)] ‘
[d(z, A) + d(z, B)][d(y, A) + d(y, B)]

_ d(x,A)-d(y,B) —d(y,A) - d(x, B) ‘
[d(z, A) + d(z, B)][d(y, A) + d(y, B)]

[d(z, A) + d(z, B)][d(y, A) + d(y, B)]

[d(z, A) + d(z, B)][d(y, A) + d(y, B)]

< d(x,y)|d(y, A) + d(y, B)|
= |d(z, A) +d(z, B)||d(y, A) + d(y, B)|

d(z, y)
d(z,A) +d(z,B)’

Dai, dado z € X, temos que

d(z, A) +d(z, B) > 0.

12



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Logo, existe k > 0 e uma vizinhanca V' de z tal que

d(z,A)+d(z,B) > —->0, Ve eV

> =

Portanto,
IX1(7) = x1(y)| < kd(z,y),

o que mostra que x; é localmente Lipschitz. Da mesma forma, existe uma funcao

localmente Lipschitz continua y, com
x2(z) =1, Vo e X\Msu, xo(x) =0, VaeeMys e 0 x(zr)<1, VeelX.

Entao, a fungao
x(z) = x1(x) - x2(z), VoeeX

definida por

0, e—€c+eE e M,
x: X —[0,1] tal que x(u) = seud fo(le—eetd) ouu o8 (1.8)
1, seue f[Hlc—ec+e]) eud My
é localmente Lipschitz continua.
Consideremos a aplicacao V' : X — X definida por
_ i : eX
V() = X(u) - pu),  ueX (1.9)

0, uéeg X,

onde ¢ é a funcao definida no Lema 1.1. Notemos que V' é uma aplicacao localmente

Lipschitz continua em X. Assim, pelo Lema 1.1,

2 .
|V (u)]| < , YuelX. (1.10)
[Lf ()]
Vamos mostrar que
IV ()]l < k1 + kol[ull, (1.11)

onde ki, ks > 0 sdo independentes de u € X. Se u & f~'([c — € ¢+ &)\ Ms/s, temos
que x(u) =0, assim V(u) = 0. Logo,

0=1|V(uw)l|| < ki + ks||u|| onde ki, ks > 0.

Se u € f([c — € ¢+ €])\Ms/s, observemos dois casos:

13



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

(1) ||u]| > R: sendo € < g, a condicao (i7)" de (C') implica que,

(0%

@Ml = a = J[f(u)]] = Tall’

Por (1.10) obtemos
2
IVl < —flull < Ky + ke lull;

2
onde ky >0e ky=— > 0.
o}
(2%) ||u]| < R: entao, por (1.6) existe by > 0 tal que

L (] > by

usando novamente (1.10) e a desigualdade acima, temos que

2
1 ()]

W@l < o < 2
1
dai, ||V (u)|| é limitada.

Por (1*) e (2%) concluimos que
|V (uw)|| < ki + ks||u|| onde kq, ks > 0 sdo independentes de u € X.

Agora, consideremos o problema de valor inicial

d777

= V(n) en(0) =z onde z € X.

Como V ¢ localmente Lipschitz continua, para cada valor inicial z € X, o problema
de valor inicial possui uma tunica soluc¢ao n(-,x). Por (1.11), a solu¢ao é definida em
Rt ={teR:t>0}.
Fixemos ¢t € RT, pelo Teorema de Picard (conforme [16]) e usando (1.11), a
aplicagao
n(t,-): X - X

é um homeomorfismo limitado de X em X.

Consideremos n(t,z) =z, V x € RT.

Assim, p
n
bt A—!
dt
e para
x & f’l([c —€,c+€) oux € Mys,
obtemos



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Dessa forma, 7 satisfaz o problema de valor inicial. Assim, para cada t € R*, n(t, )
satisfaz (1.4). Resta provarmos que existe ¢ tal que n(t,-) satisfaz (1.2). Primeiro
vamos provar que

(*) para cada x € X a aplicagao definida por

Sm<t> = f(ﬁ(tﬂf)), teR"

é nao-crescente em RT. De fato, para t > 0:

d

a0 = (P02, Gonte.0) ) = (), Ve, )

d -
—s.(t) = 0. Se n(t,z) € X,

Entdo, se n(t,z) ¢ X temos que V(n(t,z)) = 0, assim o

entao

d

o) = (£t Golt.a) ) =t 2). Vo, 0)

= ('@t x), =x(n(t, x)) - o(n(t, x))) = =x(n(t, x)) (f'(n(t, z), d(n(t, x))) .
Usando o Lema 1.1, temos que

d

asx(t) = —x(n(t,x)) (f' (n(t,x), p(n(t, x))) < —x(n(t,x)) <0.

Portanto,
so(t) = f(n(t,x)), teRT

é nao-crescente em RT. Para provarmos (1.2) consideremos o conjunto
Y = (Acte\Ae—e)\M;
e vamos mostrar que
J¢t>0 talque Yz eV, n(tz)eA. .
Para isso, definimos o conjunto
Z = (Acye\Ac—c)\M5s)2.

Mostraremos primeiro que

(**) para cada x € Y, existe t, < 2¢ tal que n(t,,z) € Z.

15



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

De fato, seja x € Y et > 0 tal que n(w,z) € Z, V w € [0,t]. Vamos provar que
t <2 Por (1.7) Z C X. Pois, tomando z € Z temos que z € Acy\Ac—c € 2z & M.

Notemos que,

) )
< d(z,K.) mas, 3 < 2 < d(z, K.) de onde segue que z & Mss.

Assim,
EAS (Ache\Acfe)\M&/S-

Usando (1.7), ||f'(2)]| > 0, isto é, f'(z) # 0. Logo, z € X. Assim, Z C X. Dessa
forma, n(w,z) € Z ¢ X, Y w € [0,1], além disso, como n(w,z) € Z, entdo

n(w,x) € (Acre\Ace) € n(w,z) & Ms)s.
Observemos que,

<5 <dn(w,z),K) = n(w,z) & Mss.

YRS
IR

Assim, n(w, z) € (Acte\Ac—e)\Mj;/4. Por (1.8), x(n(w,x)) = 1 e usando o Lema (1.1)
temos que
S5 = =x((t,w)) {f (n(t, w), o(n(t, w)))
= —(f'(n(t,w), p(n(t,w))) < —1

d
= ESQC(UJ) < —1Vwe]|0,t].

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo,

$:(0) — s,(t) = —/0 %sac(w)dw > /o dw =t. (1.12)

Observemos que, como s,(t) = f(n(t,x)), s:(0) = f(n(0,z)) e sendo n(t,z) € Z, segue
que

c—e<s(t)<cH+e e c—e<s,(0)<c+e

o que implica

$:(0) — s.(t) <c+e—(c—¢€) = 2e.

Pela desigualdade acima e usando (1.12), obtemos
t < 2e,

16



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

o que prova (**). Consideremos o caso em que a 6rbita 7(-,z) € Y, entra em M;/s.
Seja ty o primeiro instante em que 7(-, ) € dM;/,. Vamos mostrar que,

() existe um instante ty < ty tal que n(ty,x) € Aq_..

Para provarmos (***) argumentamos por contradi¢ao. De fato, suponhamos que (***)

nao seja verdade, ou seja,
para todo t € [0, t5] temos que n(t,x) & Ac_..

Observemos que, t < ty, temos (¢, x) & Msj. Além disso, x € Y, temos que f(z) <

c+¢€,esendo t > 0, a fungao f(n(t,z)) é ndo-decrescente entao,

fn(t,x)) < f(n(0,2)) = fz) < c+e
e como n(t, z) & Ae_., temos que
n(t,x) € (Aer\Ae—e)\Ms2 = Z.
Logo, por (**), obtemos

ty < 2e. (].].3)

Por outro lado, seja t; o tltimo instante antes de ¢ty em que 7(-,z) € 0Ms. Notemos
que
N(t,x) € (Acpe\Ace) N (Ms\Mss2), YVt e (t1,ts].

e por (1.5) temos que
1f (@t 2))l] > b, Vi€t ts].

Além disso, x(n(t,z)) = 1.

Entao, usando o Lema (1.1), podemos escrever

[ Vintt. )|

t1

3 < Intean) o)l =

t2 9 2 2
Zdt = S(ty—ty) < =t
< llb jt2 =) < b

/t2[—x(n(t,x))-¢(77(t,a:))]dtH < /jllgb(n(t,x))”dt S/tZ—||f'(n2(t oyt

:>t>@
2=

17



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

bo
Usando € < min {g, U} na ultima desigualdade, segue que
ty > 2€ > 2e,

mas isto contradiz (1.13). Portanto, vale (***). Por (**) e (***) concluimos que para
cada € Y existe t, tal que n(t,,z) € A._.. Em qualquer caso, podemos escolher
t, < 2¢. Finalmente em seguida tomando ¢ = 2¢, temos que existe ¢ > 0 tal que para

todox €Y n(t,x) € A._. e o teorema esta provado. u

O préximo resultado garante que o funcional J : Hj(Q) — R definido por J(u) =
/ |Vul?dz— / F(z,u)dz possui um valor critico, este fato sera crucial para mostrar-

mos que o problema (1) tem solugao nao-trivial. Para mostrarmos o teorema abaixo

utilizaremos o teorema anterior.

1.2 Teorema Geral Minimax

Teorema 1.2. (Bartolo et al [12]) Seja J € C'(X,R), onde X é um espago de Hilbert
satisfazendo a condigao (C'). para todo ¢ > 0 e suponha que existam um subconjunto
fechado S C X e Q C X, com a fronteira de (), limitada satisfazendo as seguintes

condicoes:

1. sup J(u) < a < f <inf J(u) para 0 < a < f5;
wedQ u€es
2. S e 0Q) estao linkados;
3. sup J(u) < +o0.
ueqR

Entao, J possui um valor critico ¢ > f3.

Prova: Suponhamos por absurdo que ¢ nao é um valor critico, isto é, K. = (). Pelo
Teorema de Deformacao dado € > 0 com € < ¢ — 3, existe um homeomorfismo limitado

n: X — X tal que

N(Aere) CAccse K.=0e
n(z)=xzsex & J Y c—ec+e).

Observemos que ¢ = }1Lnf sup J(h(u)) onde I' = {h € C(X,X) : h(x) = z,z € 0Q}.
er uUeEQR
Assim, existe g € I" tal que sup J(g(u)) < ¢+ €. Agora consideremos ®(u) = n(g(u)).
ueqR

Pela hipétese, sup J(u) < B, assim sup J(u) < 8 < ¢ — €. Dessa forma,
u€dQ u€EIQ

J(u) € [c—¢€,c+¢e,ouseja, u g J [c—¢€c+e).

18



1. Teorema de Deformacao e principio geral minimax

Logo, ®(u) = n(g(uw)) = n(u) = u, com u € 0Q. Assim, & € I". Notemos que,

J(g(u)) <supJ(g(u)) < c+e€, o que implica J(g(u)) < c+¢, dai g(u) € A.ye. Usando
ueQ

novamente o Teorema de Deformacao, ®(u) = n(g(u)) € A._., logo J(P(u)) < ¢ — ¢,

obtemos sup J(®(u)) < c—e. Como ¢ = inf sup J(h(u)), temos que ¢ < sup J(P(u)) <

u€eQR hel’ yeqQ uUeER
c— €, assim ¢ < ¢ — €, 0 que é um absurdo.
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Capitulo 2

Problemas elipticos nao quadraticos

no infinito

Neste capitulo, nosso objetivo é garantir a existéncia de solucao nao-trivial para o
problema (1). Para isso, vamos provar alguns lemas que serao utilizados na demostragao
dos teoremas 2.1 e 2.2.

Algumas notagoes que iremos utilizar durante o capitulo:

Denotemos por |E| a medida de Lebesgue de um conjunto mensurdvel £ C RY, por

|| - ||, @ norma em LP(Q2) e por || - || a norma em H} () induzida pelo produto interno
(u,v) = / Vu-Vudr, u,v € Hi(Q).
Q

A condic¢do que vamos utilizar é do tipo Palais-Smale introduzida por Cerami em [8],
a saber; dizemos que J € C'(X,R), com X um espago de Banach real, satisfaz a
(condigao de Cerami no nivel ¢ € R) (C). se:

(C)(7) toda sequéncia limitada (u,) C X, tal que J(u,) — ¢ e J'(u,) — 0, possui
uma subsequéencia convergente;

(C).(17) existem constantes d, R, > 0 tais que ||J'(u)|| - ||u|| > a para qualquer
u€ J Y [c—6,c+0]) com ||ul| > R.

Observacoes:
1. As condigoes (i) e (i) acima estao implicitas na conhecida condi¢ao de Palais-Smale
no nivel ¢ € R, (PS)., a saber

toda sequéncia (u,) C X tal que J(u,) — ce J'(u,) — 0 possui uma subsequéncia
convergente.
2. No problema (1), a condigdo de crescimento subcritico de f d& automaticamente

(C)c(i) para todo ¢ € R, pois usando a Proposicdo A.2, obtemos uma subsequéncia
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

convergente, sempre que uma sequéncia limitada satisfaz J(u,) — ¢ e J'(u,) — 0.
Além disso, a condi¢ao de Cerami acima com ¢ € (0,+00) implica na Definigao 1.1
com (¢p,¢9) = (0,400). De fato, considere uma sequéncia (u,),en limitada com (u,) C
J e, ) e J'(uy) — 0. Como (J(up))nen ¢ limitada, tomemos (uy,, ) tal que (J(uy,,))
seja convergente. Sendo (J(uy, )) convergente, entao J(u,, ) — ¢ onde ¢ € [c1, ¢3], entdo
(un, ) possui uma subsequéncia convergente.

Agora, vamos demonstrar dois lemas que serao utilizados na prova do teorema
principal do capitulo, que serda visto mais adiante. Recordemos a desigualdade de

interpolacao que sera usada na demonstracao do Lema 2.1:
lullg < MullLllull; ™, v € Q) N L7 (),

onde 0 < pu<g<rcomqg't=tut+(1-t)r 1 telo1].

N
Lema 2.1. Se F satisfaz (2) e (3) com p > E(q— 2) (ou u>qg—2se N =1,2) entdo
J satisfaz (C'). para todo ¢ € R.

Prova: Suponhamos que,

—2F
lim inf f(@5)s (z,5)

|s| =00 ’S'“

> a > 0 uniformemente para x €  q.t.p.

Entao dado € > 0 com a > € > 0, existe § > 0 tal que
f(z,s)s —2F (x,s)
|s[*

Logo, f(x,s)s—2F(x,s) > (a—e¢)|s|*, V|s| > d ex € Q q.t.p. Tomemos a; =a—e > 0.

>a—¢€VY|s|>0exe€Qqtp.

Assim,
flx,s)s —2F(x,s) > ay|s|t, ¥V |s| >dex € Qq.t.p.

Por outro lado, para |s| < § e x € 2 q.t.p. temos que

|f(z,s)s = 2F(z,5) — an|s["] < |f(z, 5)l[s] + 2| F (2, 5)] + asls"],

usando a condi¢ao de crescimento subcritico,
Qa,
(s lIs] + 2P (e, )] +adlsl < (aols* + bo)ls| +2 (gw’ ¥ bo|sr) sl
< apd? + bod + 22067 1+ 268 + a, 6" = dy
P

= |f(ZL‘,S)S - QF(:EWS) - CL1|S|'u| S d17
onde d; é uma constante maior que zero. Logo
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

arls|* —dy < f(x,s)s —2F(x,s), V|s| <dex € q.tp.
Como f(xz,s)s —2F(x,s) > ay|s|*, V |s| > ez € Q q.t.p. temos que
f(z,8)s —2F (x,8) > ay|s|* —dy, |s| > dexe€Qqt.p.
Portanto, existem constantes a; > 0 e d; > 0 tais que

ar|s|t —dy < f(x,8)s —2F(x,s), se Rex € Q q.t.p. (2.1)

Usaremos (2.1) para provar que J satisfaz as condigoes (C).(i) e (C).(i7). Pela ob-
servacao que fizemos no inicio do capitulo, a condi¢ao (C).(i) é satisfeita usando a

Proposigao A.2.

Agora, a fim de verificar (C').(i7), suponhamos por contradi¢ao que existe ¢ € R e

uma sequéncia (u,) C H}(Q) tais que
J(un) = ¢, || (un)]] - ||un]] = 0 e [|us]| = 0o quando n — oc.
Usando (2.1), obtemos
ar||up| | — dy < f(,un)u, — 2F (2, uy),
o que implica
/Q(alHunH” dy)de < /Q (@ )t — 2F ()] do.
Assim,

al/ HunH“dz—/dld:)jg/[f(x,un)un—QF(x,un)] dx,
Q Q Q

logo,

ay|[un||t; — di[©] < / [f (z,up)uy — 2F (2, uy,)] dx
Q
= / [z, up)unde — / |Vu,|*dx —i—/ \Vu,|?dr — 2F (z, u,)dx
Q Q Q

Y (%/Q|Vun|2dx—/QF(x,un)dx> —/Q 1Vl = £, un)un] da

= 2J(up) — J (up)tp,
o que implica que
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

ar|[un ||y — 1|2 < 2J (up) — J' (wn )t

Como J(u,) — c e ||J'(un)|| - ||un|] = 0 quando n — 400, vemos que, as sequéncias

(J(un))nen € (J'(Un)un)nen sdo limitadas, dal existe k£ > 0 tal que
ar||unlll; = da|Q <,
logo, [[un||t < ki, com ky > 0. Assim, [[u,[, < A, onde A > 0. Portanto
up € L*(Q) e (||tn]]u)nen é uma sequéncia limitada.

Por outro lado, usando (2),

F
lim sup (z,9)

|s| =00 |S|

< b < 0o uniformemente para x € €2 q.t.p.

Entao, dado € > 0 existe 0 > 0 tal que
F(z, s)
5]

Dai, F(z,s) < (b+¢€)|s|?, V [s]| > ez € Q q.t.p. Tomando by = b+ € > 0, tem-se

<b+e V|s|>dexeQq.tp.

F(z,s) <bls|?, V|s| >0 exeQqtp.

Para |s| < 4 e x € Q q.t.p. temos que
|F (2, 5) = ba|s|? < [F(,5)| + bas|".
Usando a condigao de crescimento subcritico

|F(z,8)| + bols|? < “2s|P + bo|s| + ba|s|? < 267 + 2006 + byo? = d
p p

= |F(z,s)— bals|? < ds.
Dai,
F(z,s) <bs|s|?4+dy V|s| <dexeqt.p.
Como F(x,s) < bs|s|?, V |s| > ez € qt.p. temos que
F(z,s) <bs|s|?+da, |s|>0dexeQqtp.
Portanto, existem constantes by > 0 e dy > 0 tais que

F(z,s) <bg|s|?"+dy, VseRexeqtp.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Observemos que

1
sl = Jw) = Sl =5 [ 1VuaPdz+ [ Pau)is
2 Q Q
= [ Faanis < [ Gallunll?+ dde = ballu -+ el
Q Q

1
= llunll® = T(un) < balfunllf + |9,

Logo,
1
sllunll® = T (un) < bolfunllf + |9, (2.2)

Como estamos assumindo que p < ¢, tomando
r=2N/(N—-2)com N >3 (oug<r<ooseN =1,2)
e usando a desigualdade de interpolagdo, vamos estimar (2.2). De (2.2) temos que

1 1
Sl = T(un) < bollunl[§ + dalQ] = Sunl* < boun| [ un 77 + da] 0] + T ().

Como (J(uy))nen ¢ convergente, logo ¢ limitada e usando a desigualdade de Sobolev e

o fato que (||u,||,) é limitada, obtemos a seguinte estimativa:

1 1—t
Sllunl P < bl [ ] 7+ o] 2] + 17 ()|
< by AMEOT0 |, || D9 dy Q] 4 Ky
1 2 (1—1)
= glluall® < Bllua || +C,

1 1
> Sl < 5llual < Bllun 1797+ C, (23)

onde B = byAE(1-14 o O = ds|Q| 4+ k1 sdo constantes. Finalmente, uma vez que

estamos tomando > N(g — 2)/2 no caso N > 3, segue que
(1 —1t) < 2.

De fato, suponhamos que ¢(1 —t) > 2, entdo ¢ — 2 > gt. Sendo u > N(q — 2)/2,
obtemos p > (Ngqt)/2, como p < g, segue que

p> (Ngt)/2 > (Nut)/2=1> (Nt)/2 =2 > Nt.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Sendo t € [0, 1], tomemos ¢t = 1, assim 2 > N, absurdo. Logo, ¢(1 —t) < 2.
Dali,

1
Slunll < Bllun|| "7+ C < Bun||* + C

= 2l < Bllual P +C.
Portanto, (||us||)nen € limitada, o que é um absurdo, pois ||u,|| = +oo.
Nos casos N = 1,2 a condicao ¢(1 —t) < 2 é equivalente a u > r(q — 2)/(r — 2), onde
q <1 < +00. De fato, suponhamos que ¢(1—t) < 2, como ¢! = tu™ '+ (1—t)r !, Vit €

[0, 1], segue que, multiplicando ¢ a ambos os membros da ultima igualdade

1=qtp ' +qr ' —qtr~' o que implica 1 = qt(u™t —r~1) + qgr =1,
notemos que, (1 —t) < 2 dessa tltima desigualdade obtemos g — 2 < gt, dai
(@=2)( ' =r ) g™ < gt(pt —rT)+grTt =1
= (@—2)(pt—rH+egt<il
= qut—qgrt—2pt+22r 4t <1
= wllg—2)+2rt <1
Como p > 0, segue que
q—2+2ur~t <p

— 2< (1 2 = g2 <
¢ r H (r—2)/r a

=u>r(qg—2)/(r—2).

Se, u>r(q—2)/(r —2). Sendo

¢ l=tu =1 -t Vteo,1]
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

entdo, t = [¢7' + (1 — t)r~u, sendo pu > r(qg —2)/(r — 2), segue que

t = [+ A=t p> g+ A=t rlg—2)/(r—2)]

= tq>%—Q(1—t)z:§:(q_2) (TiQ_q(rl—_Qt))

= tq>(q—2)< r _q“_t)).

r—2 r—2
1—t 1—t
Observemos que, N 4 ) > 0, com r > 2, caso contrario, d < 4 ),
r—2 r—2 r—2 r—2
sendo g < r, segue que
1—t
A <T< ) = r<r(l—t) = t<0,0queéum absurdo.

r—2 r—2

Logo,

r q(1—1)
r—2 r—2

-2 (

)2q—2 = tq>q—2.

Como lim = 1 esendo p > g — 2, temos que ¢(1 —t) < 2. Com efeito,

r—+oo 1 —
suponhamos que

q(1—1t) > 2,

usando o fato de u > ¢ — 2, obtemos
p>q—22qt = p>qt,

tomando ¢t = 1, temos p > ¢, absurdo, pois p < ¢. Assim, ¢(1 —t) < 2.

Usando novamente a expressao (2.3), obtemos

1
Sl < Bllun||"791+ C < Blju,|[* + C

1
= §Hun||2 < Bllu,|]* + C.

Concluimos que, (||un||)nen é limitada, o que é um absurdo, pois ||u,|| — +oc.

Nosso préximo resultado, que sera utilizado também na demostracao do Teorema
2.2, mostra que a situagao subquadréatico mesmo enfraquecida por (7) ou (8) garante
que vale (C'). ¥ ¢ € R. Além disso, a condigao (7) ou (8) nos permite obter problemas
de ressonancia e duplamente ressonantes, sem a necessidade de ter uma limitacao no

quociente f(x,s)/s.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Lema 2.2. Se F satisfaz (6) e ((7) ou (8)) entao J satisfaz (C)., V c € R.
Prova: Suponhamos que F' satisfaz (6) e (7) e por negacao que J nao satisfaz (C).(i7)
para algum ¢ € R. Entdo, existe uma sequéncia (u,) C H} () tal que

J(un) = ¢, [|J ()] - [|un|] = 0 € ||un|] = +00 quando n — +o0.

Observemos que
/[f($, Up ) — 2F (2, up)]dz = 2J (u,) — J' (up ).
Q

Logo,

lim [ [f(z,un)u, — 2F (2, u,)]de = lim [2J(u,) — J' (u,)u,) = 2c. (2.4)

n—o0 0 n—o0

Vamos mostrar que lim [ [f(z,u,)u, — 2F (2, u,)]dr = 400 chegando num absurdo.
n—oo

Afim de verificar este fato, faremos a seguinte afirmacao.
Afirmacao 2.1. Existe 2y C © com || > 0 tal que |u,(z)| = +o0,x € Qp q.t.p.
Usando a afirmacao anterior e a condicao (7), temos que
lim [f (2, up(2))uy(x) — 2F (2, uy(x))] = 400 com z € Qg q.t.p.

n—oo

Além disso, como ‘ Ilim [f(x,s)s — 2F(x,s)] = 400, entao dado € > 0 existe § > 0 tal
S|—+00
que

flz,s)s —2F(z,s) > €, ¥V |s| > 6.

Por outro lado, para |s| < §, temos que

F(e,)s — 2F(@.5)| < |F(ss)lls] + 2F (e, )] < (aols~" + bo)ls] +2 (%w i bors|)

< M, onde M > 0.

Logo,
f(z,s)s = 2F(x,s) > =M, ¥ |s| <.

Sendo, f(z,s)s —2F (z,s) > €, Y |s| > 0, obtemos

flz,s)s —2F(x,s) >e>—M, ¥V |s| > 4.

Dessa forma,
flx,s)s —2F(x,s) > —M, VseR,x € q.t.p.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Dali,
f(z,up)u, — 2F (z,u,) > —M, x € Q q.t.p.

Tomemos Q, = f(x,u,)u, — 2F(z,u,). Uma vez que liril Q, = +0o, entao existe
n——+0oo

ng € N tal que @,, > 0, V n > ng. Observemos que
/ Qndx = /[f(:c, Up U — 2F (2, up)]dx = 2J (up,) — J' (tn)tn,
Q Q

como (J(un))nen € (J'(un)un)nen sa0 sequéncias limitadas, entao

/ Qndr < oco.
Q
Logo, (Q,) é uma sequéncia de funcgoes em L'(Q). Além disso, sup / @, < . Por-
neN JQ
tanto, vamos utilizar o Lema de Fatou’s na sequéncia (Q,,)nen. Notemos que
lim inf / Qndr = liminf ( Qndxr + Qndx)
n—-4o00 Q n—4o0o Q0 Q\QO
> liminf Qndx + lim inf Qndx
n—-+o0o Q0 n—-+4o0o Q\QO
e sendo
lirf [f (2, up(2))un(z) — 2F (2, up(x))] = +00 com z € Qy q.t.p.
n—-+00o
e

[ (@, un(2))up(z) — 2F (2, up(x)) > —M com z € 2 q.t.p.

obtemos que
lim inf/ Qndxr > / (lim inf Qn) dx —|—/ (lim inf Qn) dx
n—-+0oo Q Qo n——+o0o Q\ Qo n—-+00
/ (lim inf Qn) dx + / (—=M)dx
Qo n—-+o0o Q\QO

= / (lim inf Qn) dx — M|Q\Qp| = o0,
Qo

n—-+o0o

v

o que contradiz a expressao (2.4). Resta provar a Afirmagao 2.1.

2F (z,s)

Usando (6), lim sup 5

< Aj41, uniformemente para € 2 g.t.p., existe ng € N
|s| =400 S
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

tal que
2F (z,uy,)

5 < Ajt1, Vn 2> ng.
un

Logo,

A s
Flau,) < S05u) = Fla,u,) - 22} 0.

Integrando ambos os membros da tltima desigualdade, obtemos

A 1 A
/ {F(x,un) — J+1u4 dxr <0 = —2/ [F(%Un) — J“ui] dx <0
Q 2 [lunl? Jo 2

n—-+4o0o Hu

1 A
= limsup IE / {F(m,un) - jQHUZ] dx <0. (2.5)
n Q
Unp,

Tomemos uma sequéncia i, = , sendo (U )nen limitada. Entdo, para algum

[[n]|
o € H}(Q), temos que

i, — 4 em H}(Q), assim, @, — @ em L*(Q) com x € Q q.t.p.

Notemos que,

1 1 1
——J(u,) = —— (—/ ]Vun\2d:v—/F(x,un)dx)
[l [lunl[? \2 Jo 0

1 / , 1
= —— [ |Vu,| dx——/F(x,un)dx
2/funl* Jo [lunl[* Jo

1 1
~ srallnlP - [ Pl
2|t |[2 unl* Jo
1 1 1
= ——J(u,) == — Fl’,un dz. 2:6
) =5 = e J, P -
Além disso,
1 1 w [|P 1 w |*
_A- An 2 = —)\‘ — :_>\‘ TP d
sllinlly =S| | , 2 J“/Q unll|

1A 1 y
- : s / |up |*dx = 5 / L2 de
lunll® 2 Jg lunll* Jo 2

Dessa forma,

1 1 by
N\ An 2 _ j+1 2d )
2 ]+1||u ||2 HunH2 /Q 9 U, ax
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Vamos utilizar a igualdade acima na expressao (2.6).

1 1 1
——J(u,) = ———/F(x,u)dx
|27 2 unl* Jo "
1 1 1 1 A
= Z — )\ An2_ F nd j+1 Qd
9 2 ]+1||u ||2 ||U,n||2/§; (m,u ) x + ||un||2/f; 2 u,axr

1 R 1 Aj
= S0 Nlliad)) - o [ R - 250 a
Q

[[unl[?

1 1 1 ;i
= ——J(uy) = = (1 — X\jz1||@n][3) —/ [F(:L‘,un) — ngui} dz.
Q

||wn|? 2  funl?
Fazendo n — 400 na igualdade acima, desde que J(u,) — ¢ entao (J(u,))nen €

limitada, e como ||u,|| = +00, obtemos

1
——J(u,) = 0.
[|un][?
. : 1 . 1 A
Assim, n1—1>I—|I—1c>o (5(1 — Nl 3) — Tl /Q |:F(3j‘7un> _ ngui} d:z:) = 0.

Como 1, — % em L?*(2) e usando a expressao (2.5), temos que

1 112

5 (1= Ajallafz) < 0.
Dai, 1= ApallalB <0 = 1< Auillald = lalB£0 = a0,
Como @, — @ com @ # 0, tomemos Qy = {z € Q;u(x) # 0}.

U, — 4 em Q q.t.p. e u, = @ em g q.t.p.

Dai, i, — @ em todo ponto de Qp\A e & # 0 em Qp\ B.
Seja xy € Qo\(A U B), temos que

() # 0 e dn(z0) — (o),

assim, U, (zg) = — u(xg), sendo ||uy,|| — 400, obtemos u,(xy) — £oo, ou seja,
|tun(x0)| = +o00.

Antes de demonstrarmos o Teorema 2.1, vamos mostrar que a condigao (4) implica
na geometria do Teorema do Passo da Montanha [1] para o funcional J e usar este fato

na prova do Teorema 2.1

Lema 2.3. Se F satisfaz (4) entdo existem p, 3 > 0 tais que J(u) > S se ||u|| = p.
Além disso, existe ug € HJ(2) tal que J(tug) — —oo quando t — +oo.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Prova: Primeiramente vamos mostrar que,

1
5(5 —¢€)s? =B < F(1,8) < (a+e)s* +Als]P, Vs €R, v €Q q.t.p.

N —

Usaremos o crescimento subcritico de f na prova. Observemos que esta condi¢ao com

2F
a hipdtese 0 < 8 < liminf #

|s|—=+o0 S

que p < 2. Sendo |F(x,s)| < ay|s|P + by, temos que,

s6 é possivel quando p > 2. De fato, suponhamos

2F(z, s slP b
Wias) b
S S

F(z,s)

2
Absurdo, pois por hipétese 0 < lim inf

R Assim, vamos assumir que p > 2.
|s| =400 S
Por (4),

0 < 8 < liminf 222:5)

uniformemente para x € € q.t.p.
|s|—+o00 S

Temos que, dado € > 0 com € < (3, existe 6 > 0 tal que

2F
ﬁ_6§¥7 V|3|Z(5
S
Assim,
1

5(5 —€)s* < F(x,8), ¥ |s| > 4.

Por outro lado, para |s| < J e x € {2 temos que,

Fle,s) = 5(8= 99| < [F(@8)]+ 36— AlsP < alsl +bils| + 36— lsf < B,

onde B > (. Logo

’F(J;,s) _ %(5 _ 2 <B, V5| <0
Dali, .
i(ﬁ —€)s’ =B < F(x,s), Y |s| <6. (2.7)
Sendo, F(x,s) > %(ﬁ —¢€)s?, V |s| > 4, obtemos que
1 2o 1 2
F(Z‘,S) > E(B_E)S > é(ﬁ—E)S _B7 v |S’ > 0.



2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Logo,

F(z,5) > =(B—¢€)s* =B, VY |s| > 6.

De (2.7) e (2.8) temos que
1 2
§(ﬁ—e)s — B< F(z,s), VseRexe€Qq.tp.
Agora vamos mostrar que

F(r,s) < ~(a+e)s>+ Als]’, Vs €R, € Q q.t.p.

(NN

Para isso utilizaremos a desigualdade,

lim sup 2E(@;s)

>— < « uniformemente para x € 2 q.t.p.
s—0 S

Temos que, para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

2F
'# <a+e Vs <0

Logo,

F(x,s) < Z(a+e)s®, V|s| <6.

N | —

Para |s| > 0 e x € Q, temos

—_

F(z,s) < ayls|P+b < =(a+€)s* + ay|s|P + b

\)

1 b
< i(a +€)s% + —0P + a|s|P <

5 (a+€)s® + Alsr.

N | —

Dessa forma,

F(x,8) < ~(a+e)s®+ Als]P, ¥ |s| >

N | —

Por (2.9) e (2.10), obtemos

F(r,8) < =(a+e)s’+ Als|P, Vs€R, € Q qt.p.

DO | —

Portanto,

%(5 —6)s> = B< F(z,s) <

DO | —

32

(a+e)s> + Als’, Vs €R, € Qqt.p.

(2.8)

(2.10)

(2.11)



2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Tomemos € > 0 tal que oo + € < \;. Sabemos que

1
:—/ |Vu|2dx—/F(x,u)dx.
2 Ja Q

Usando a segunda desigualdade da expressao (2.11), temos que

Ju) > /|vuy dx—/[ (o + epd? +A\u|p]

1 1
= —||u||2——(oz+€)/u2dx—A/|u|pdx
2 2 Q Q

1 1
= Sllull? = (e +e)llull3 — Alullz

Utilizando a desigualdade de Poincaré com A ||u||3 < ||u||* e a desigualdade de Sobolev

com |[ul[) < K||u[[P, obtemos

IHP 1 ate
J(u) > H|P —( )~ — AK|lul[" = 3 [lull* = AK|ful[".
2 A
Assim,
1
o) 2 5 (1= 55 ) - Axl (2.12)
1
1 o+ € p—2
Para toda ||u|| = p com p = 1 A.l)%l , obtemos a seguinte estimativa para

a expressao (1.12),

1 o+ € 1 a+e
J) > 5(1— )H 12 - AK||u||p=§(1— + )fﬂ—AKpp

r o+ €

[1 a+ e 1 a+e h
— 2 — — —_ —2 — 2 — — — —1
= p 5 (1 N ) AKpP } P |3 <1 N ) AK 1A

1 o+ € 1 a+e\|] 1 o+ e
— 2 1_ - — 1_ — _ 1_ 2.
p_Q( Al) 4( Al)_ 4< A1>p

6>Oe,0>0,temosque

Sendo o + € < A1, obtemos 1 — 04)\
1

1
J<u>z—(1—““)p255>o, v |full = p.

4 A
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Por outro lado, tomemos € > 0 tal que 8 — e > A;. Usando a primeira desigualdade da

expressao (2.11), obtemos

J) = %/Q|Vu]2dx—/QF(x,u)dx§%/Q|Vu|2dx—/ﬂ B(B—e)uQ—B} da

1 1 1 B—e
= Sl =56 -0 [ wde+ B [ do= gl = 2|l + Big)
2 2 o o 2 2

1 b —e€
= ) < gl 2l + Bl
Seja up € Hg(Q2) uma autofungao associada ao autovalor \; tal que

[luoll* = A luolf3 = 1.

Assim,
1 —€ 1 b —€
Ttu) < glltuol? — L Ylruol 3 + Bl = Slluol 22— 2wl + B
1 B — € ||ugl|? 1 B —e¢
= P-4 BIO==(1-"— )+ B|Q
2 2 A1 + Bl 2 A1 + Bl
1 _
= J(tug) < = l—ﬂ ¢ t?* + B|Q|.
2 A

€
Como ( — € > A1, obtemos 1 — b < 0, assim

1

1 _
J(tug) < 5 (1 — %) t* + B|Q| — —o00 quando t — 400.
1

Provaremos nosso resultado principal. Notemos que a condigdo (4) implica na

Geometria do Teorema do Passo da Montanha, além disso, o Teorema 1.2 é usado na

demonstracao abaixo juntamente com a condi¢ao de Cerami, condi¢ao que é garantida

pelo Lema 2.1

N
Teorema 2.1. Se F satisfaz (2), (3) e (4) com u > §(q — 2), entao o problema (1)

tem solucao nao-trivial u € H}(Q).

Prova: Observemos que o funcional J € C'(Hj(Q2),R) e H () é um espago de Hilbert.

Além disso, pelo lema 2.1, J satisfaz a condigao (C). V ¢ > 0.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Tomemos S = {u € H}(Q) : ||u]| = p}, notemos que S é um subconjunto fechado
de H}(Q), pois tomando uma sequéncia (u,) C S tal que u, — u, ||u,|| = p, fazendo

n — —+00, obtemos
ull=p = uwes.

Consideremos @ = {tug : 0 <t <to} C H}(Q) onde 0Q = {0, toug} é limitada com
to > 0. Verificaremos as seguintes condicoes:

1. sup J(u) < a < f <inf J(u) para 0 < a < ;
wedQ u€es

2. S e 0Q) estao linkados;

3. sup J(u) < 4o0.
ueQR

De fato, verificaremos a primeira condicao, pelo lema 3.3, J(u) > 8, YV u € S, assim
g < ing J(u), além disso, J(u) < a, ¥V u € 0Q. Logo,
ue

sup J(u) < a < 8 < inf J(u) para 0 < a < .
wedQ ues
Para obtermos a segunda condi¢ao vamos mostrar que S e 9@ estao linkados, ou seja,
vamos provar que:
(1) 0Q NS =0,
(i1) Se ¢ : HY(Q) — H}(Q) é uma aplicagao continua com ¢(u) = u para todo u € 9Q
entao ¢(Q) NS # .
Observemos que dQ NS = (), pois tomando u € IQ NS = u = 0 ou u = tgug, se u = 0
e sabemos que ||u|| = p, obtemos p = 0, absurdo, pois p > 0.

Sejam ¢ : H} () — H}(Q) uma aplicagao continua tal que ¢(u) = u, ¥V u € 9Q, ou
seja, ¢(0) =0 e ¢(toug) = toup e definamos

v :[0,t0] — HF(Q), v(t) = tue.

Assim, definindo a fungao F' = ||¢ o 7|| : [0,%9] — R, notemos que F' é continua em
[0,t0], pois ¢, v e || - || sdo continuas.
Além disso,

F(0) = llg ovO)ll = lle(y(ODI] = [[o(0)]] = [[0]| = 0 e

F(to) = [|¢ o y(to)ll = |y (o)) = [[o(touo)[| = [[touo|| > p, isto &,

F(0)=0e F(ty) > p.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Logo, F(0) < p < F(ty), pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € (0,#) tal que
F(t) = p.
Assim,
F()=|lgorv@ll=p = ¢or(f) €S com~(f) € Q.
Portanto, ¢(Q) NS # (). Finalmente, vamos verificar a terceira condigao, como J(u) <
a, Y u € @, entao sup J(u) < +oo.

ueq
Pelo Teorema 1.2 o funcional J possui valor critico ¢ > £. |

Vamos observar o comportamento da funcao F' que satisfaz (6) e ((7) ou (8)).
Lema 2.4. Se F satisfaz (6), entao:

1. F(x,s)— %K(x)s2 — —oo quando |s| — +oo se F satisfaz (7);

2. F(z,s) — %L(yc)s2 — 400 quando |s| = +oo se F satisfaz (8).
Prova: 1. Sejam g(z,s) = f(z,s) — K(z)s e G(z,s) = F(x,s) — 1K(x)sQ.

Por (7) i
lim [f(z,s)s —2F(x,s)] = +oo.

|s| =400

Dado M > 0 existe s); > 0 tal que
f(z,8)s —2F(x,s) > M, ¥ |s| > sy, x € Q q.t.p.
Observemos que
f(z,8)s —2F(x,5) = f(x,5)s — K(x)s* —2F(x,s) + K(x)s

= [f(z,s) — K(x)s]s — 2 | F(x,s) — %K(x)s2

= g(z,s)s — 2G(z, s)

= f(x,s)s — 2F(z,s) = g(x, s)s — 2G(x, s).

Logo,
g(x,s)s —2G(x,8) > M, ¥ |s| > sy, x € Q q.t.p. (2.13)
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Além disso,
d [G(z,s)] _ 52£G($> s) — (s*)G(z, s)
ds 52 B s

82% [F(x,s) — (1/2)K(z)s?] — 2sG(x, s)

st

s°[f(z,s) — K(x)s] —2sG(x,s)  g(z,s)s —2G(x, s)

54 53

ds 52 g3

d[G@ﬁq 9(z,5)s = 2G(x,s)

Integrando a expressdao acima ao longo do intervalo [t,T] C [sp, +o0] e usando o

Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

ds,

G, T) G(z,t) _ /T g(x,s)s — 2G(x, s)
K 2 t &

utilizando a expressao (2.13), temos que

G(x,T>_G<x,t>_/Tg<w .8)s — 2G(z,5) | / Mas=-2 (L -1
T2 2 s3 ° T

a%ﬂ_G%ﬂ ¥(1 1)

Pela hipétese,
. 2F(x, s)
lim sup

|s| =400 S

= K(x), obtemos que

thiiliop (;;T) _ thliliop F(x,T) — é}Q/Z)K(x)TQ _ hTrgJSrlolop (F(;;T) B %K(:c))
< S i S5 -
> e S5 <0

Como —% (% - %2) < G(;;T) — G(;’ 2 e usando thiiliop G(;;T) < 0, temos que
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

M 1 G(z,t) M
-5 (_t_2> < — v = G(z,t) < — 5 Vit> sy, xeqtp.

M
De maneira andloga, mostramos que G(z,t) < — 5 Vi< —sy, € Qqtp. Como

M > 0 é arbitréario, concluimos que, se F' satisfaz (6) e (7), entao
1 2
F(z,s) — §K(x)5 — —oo quando |s| = +oo.

De maneira analoga, prova-se que
1
F(z,s) — §L(x)52 — 400 quando |s| = +oo se F satisfaz (8).
[ |

Vamos utilizar o lema anterior para mostrar que as hipdteses do Teorema 2.2 (visto
adiante) implicam na geometria do Teorema do Ponto de Sela [14] para o funcional J.

Considere a decomposicao,
Hy(Q) =V oW,

onde V' é o subespago gerado pelas autofuncoes correspondentes aos autovalores Ay, ..., A;
e W = V*. Para simplificar, vamos escrever \; < L(z) para indicar que \; < L(z)
é escrita com a desigualdade estrita em um conjunto de medida positiva. Com esta

notagao, a proposi¢ao 2 em [6] (ver também [11]) afirma que:

1. se \; < L(x) entdo existe 6; > 0 tal que

|[v||? — /QL(x)U2dx < —&|]v|]*, Vv eV; (2.14)

2. se K(z) < A\j41 entdo existe 62 > 0 tal que

o] |2 —/QK(x)w?dx > Slw|[2, ¥ w e W (2.15)

A prova encontra-se no Apéndice A.

Lema 2.5. Se F satisfaz as hip6teses do Teorema 2.2, entdo J(v) — —oo quando

l|v|] = 400, v €V, e J(w) = 400 quando ||w|| = +o0, w € W.

Prova: Consideremos o caso em que F' satisfaz (6) e (7) com \; < L(z). Vamos

mostrar primeiro que J(v) — —oo quando ||v|| = 400, v € V.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

Sejam 0; > 0 dado em (2.14) e € > 0 tais que € < A\;d;. Por (6),

2F
L(z) = liminf 2 (z,5)

|s|—+o0 52 ’

dado € > 0 existe § > 0 tal que

2F (x, )
2

. > L(z) —e = 2F(z,s) > (L(z) — €)s*, V |s| > 6.

Para |s| < 0 temos,

2F(x,5) — (L(z) — €)s?| < 2[F(x,5)| + (L(z) — )|s|* < M

= [2F(z,s) — (L(z) —€)s?| < M, ¥V |s| < 4.

Logo, 2F(x, s)
Sendo 2F(z, s)

> (L(z) —e)s* — M, V |s| < 6.
> (L(z) — €)s*, V |s| > & obtemos
2F (x,5) > (L(x) —€)s* — M, ¥V |s| > 4.

Portanto,
2F(x,8) > (L(x) —€)s* — M, Vs €R, v €Q qt.p.

Observemos que,

2(0) = 2 (%/Q|Vv|2dx—/QF(x,v)dx) _ ||v||2—2/QF(x,v)dx

HW—LM@—mLMW

= HUH2—/L(a:)de:E+e/v2da:+M/dx
Q Q Q

- WW—LMWMWHW%+MM

IN

= 2J(v) < ||v|]? —/L(x)dex+e\]v\|§+M|Q\.
Q

Na desigualdade acima vamos utilizar (2.14) e a desigualdade de Poincaré,
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€ €
2(6) £ =8l + el + 3019) = (=61 + ) ol + i
1 1

= 2J(v) < (—(51 + )\i> [[v]|> + M|Q, Vv e V.
1
Sendo € < \j0y = -1 + )\i < 0. Portanto, J(v) — —oo, quando ||v|| — o0,
1
VovelV.

Agora vamos provar que, J(w) — +00 quando ||w|| — +oo, w € W. Utilizaremos
o Lema 2.4. Denotemos por Wy o Aj,i-autoespago e Wy = Wg- C W.
Para w = wy + wy € Wy + Wy, temos que

J(w) = %/Q|Vw|2dm—/QF(x,w)dx

1 1 1
= Sllull? = SAssalloll + A llollf — [ Flowde
Q

1 s
= Sl = Al - [ [Fw) - 22002 o
1 2 2 >‘j+1 2
= J(w) =5 (ol = dsallwl}) - [ |Flaw) - Zu?|ar. (210
L : : : 2F (z, s)
Além disso, usando o Lema 2.4 item 1 e a desigualdade lim sup —=— = K(z) < 41,
|s]—+o00 S
obtemos
lim |F(x,s)— E32 < lim |[F(z,s)— 1K(:zc)sz = —00
|s]—+o0 ’ 2 T |s|—=+oo ’ 2

s
= | |lim [F(a:, s) — jTHsQ} = —oo uniformemente para x €  q.t.p.  (2.17)
S§|—+o00

)
Assim, existe M > 0 tal que F(z,s) — ]TH32 <M,VseR, z€Qq.tp.
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Usando (2.16) e a tltima desigualdade, temos que,

J(w) = J(wy+wp) =

DO | —

by
(ol = Ageallal) = [ [Few) = 2002 aa

v

(Iwl* = Ajallwllz) — M€Y

| —

1
3 lwll = Apaallulp) ~ | Arde =
Q
1 2 2 2 2
= ol + lwall? = el = Ayl 1) - Ml
1 2 2
= Sl = Ayl ) — Ml

= J(w) = S ([l = Al fwn]3) — M|€Ql.

[\DI»—t

Tomemos | = min{k € N : \j 11 < A\j4}, dad,

| | ]
Jw) > Sl = Aallanl2) - M9 > 2 (2 = 2 225) a0

2 2 Aok

1

=—(—-“ﬁn 12 = M.
2 Ajth
1 )‘j—i-l 2
= S+ wy) = 5 (1= ) [P - 219,
7+

Fazendo ||w;|| — 400 na desigualdade acima, obtemos

1 A
ﬂm+wnz—0— ﬁﬁnlw MIQ| - o0
2 >‘J+k

= J(wy+ wy) = +o0, quando ||w;|| — +o0.

Para completarmos a prova é sufuciente mostrar a seguinte afirmacao.

Afirmagao 2.2. Se w,, = wy, +wy, € Wy® W, é uma sequéncia tal que ||wo,|| — 400

e |Jwy,|| é limitada, entao J(w,) — +o0o quando n — +o0.

~ Won ~ Win ~ N N
Tomemos wq, = S Wiy = e W, = Wy, + Wip.-
) ||wnl| [|wnl|
Dai,
|[ton|| = me _ llwo| — 1 quando n — +o00.
||wnl|

Por outro lado, sendo ||wg,|| = 400 e ||wi,]| é limitada com w,, = wo, + w1,, temos
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

que
||wn|| = +o0,
logo
||1n|| = len = [ — 0 quando n — +oc.
W ||wnl|

Como as sequéncias (|[wWon||)nen € (||1n]])nen sdo limitadas e
||| = [0 + 1| < [|Wonl] + |[W1n]],

obtemos que
(||| nen € limitada.

Assim, para algum w € W, temos
W, — W em Hy(Q) e i, — wem L*(Q) com z € Q q.t.p.

Dessa forma,

||| = [|@]].
Observemos que,
|@]] = lim [[d,]| = lim ||, +d1al| = lm /Jfion][? + [[dra][? = 1
n—+oo n—4-o00 n—+00
isto é,
||| = 1.

Além disso, wg,, € Wy e wy,, € Wi com w, € W, temos que, w, — w € Wy, tal que

w é normalizada A, -autofuncdo. Em particular, w(x) # 0 para x € Q q.t.p. com

Wy (1) = o (1) + W1, (7) = won (%) I Win(2) _ wy ()

o que implica,

[wn ()] = [[wn]] - [n ()]

Sendo w(x) # 0 e ||w,|| — +o0, obtemos,

\wp ()| = ||wal] - [n(x)] = 400 quando n — +o0, = € 2 q.t.p. (2.18)
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

2F (x,w
Notemos que, lim sup ¥ < Aji1, logo existe ny € N tal que
[s]—+o00 Wy,
2F (x,w A
¥ <A1, Yn>ny = F(r,w,) — ]Hwi <0, Vn>ng.
w

)
L +1 o L N
Além disso, F(z,w,) — 32 w? é uma sequéncia de fungoes em L'(2), com

s
sup/ {F(:p,wn) — J;lwi} dr < 400, logo,
Q

neN

Aj s
limsup/ [F(a:,wn) - JTHw,QL} dr < / lim sup [F(x,wn) - JTHw,QL dzx.
Q Q

n—-+00 n——+oo

Usando a desigualdade acima, (2.17) e (2.18), obtemos,

s
/ [F(x,wn) — JZH wi] dr — —oo quando n — 400,
Q

juntamente com (2.16), provamos a afirmacao.
Portanto, J(w) — 400, quando ||w|| — +o00, w € W. [

Vamos demonstrar o Teorema 2.2 abaixo, faremos um enfraquecimento da condigao
de nao-quadraticidade do infinito em F' e mesmo assim vamos garantir a existéncia de
solugao nao-trivial para o problema (1). Para esse propésito iremos utilizar a geometria
do Teorema do Ponto de Sela e consequentemente o Teorema Geral Minimax provado

no Capitulo 1, com isso, iremos garantir que o problema (1) tem solu¢ao nao-trivial.

Teorema 2.2. Suponha que F' satisfaz (6). Entao o problema (1) tem solugao u €
Hi () desde que:

1. F satisfaca (7) com \; < L(z) em um conjunto de medida positiva; ou
2. F satisfaca (8) com K(z) < A\j+1 em um conjunto de medida positiva.

Prova: Tomemos S =W e @ = {v €V : ||v|| < R} com R > 0. Observemos que
0Q ={v eV :||v|| = R}. Pelo Lema 2.2 temos a condic¢ao (C). V ¢ > 0. Além disso,

|J(w)| <k, VweWnNB0), onde B.(0) ={w e W :||w|| <c}.
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2. Problemas elipticos nao quadraticos no infinito

De fato,

J(w)| = ELWWM—AFWMM

1
<sllelP+ [ 1P w)lds
2 Q
< c—i—/(aﬂw[p—l—ag)dx:c—i—a1||w||£+a2|Q| <k
Q

= |J(w)| <k,
onde k é uma constante. Logo, J(w) > —k, V w € W. Dessa forma, tomemos

g = u}gva J(w) < +o0.

Pelo Lema 2.5, J(v) — —oo quando ||v|| — +o00,v € V. Logo, J(v) < —k;, Vv eV
onde k; > 0. Observemos que, VNS(0) = 9Q C V, onde Sg(0) = {v € V : ||v|| = R}.
Assim,
Jw) < =k, YveQ.
Dali, tomemos sup J(v) = a < f.
vEIQ
Logo,

sup J(u) =a < 8= inf J(u).
sup J(u) = < = inf J(u)

Agora, vamos mostrar que S e 0@ fazem um link. Primeiramente S N 90Q = (). De

fato, se existisse u € S N AQ, teriamos
u€eSeuedq.

Consequentemente, |[ul| =R >0comu € V, masu € S =W =V+. Dai, ||[ul| =00
que é um absurdo. Logo, S NoQ = 0.
Agora vamos mostrar que h(Q) N S # 0, seja

7: H}(Q) = V a projegao de H}(Q2) em V
onde h : H}(2) — H}(Q) é uma aplicagdo continua tal que h(u) = u, ¥V u € 9Q.

Vamos provar que 0 € m(h((Q))). Para todo t € [0,1] e uw € V defina hy(u) = tw(h(u)) +
(1 —t)u por hy : V. — V., observemos que h; é continua e define uma homotopia de
ho(u) = u com hy(u) = wo h(u). Além disso, V u € 0@ temos,

hi(u) = tr(h(u)+ (1 —-thu=tr(u)+ (1 —thu=tut+u—tu=u

= h(u) =u, Y u € dQ, ouseja, hog =id, Vt € [0,1].
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Com isto, o grau topoldgico d(h;, Q,0) (vide Apéndice B) estd bem definido, pois se
0 € h(0Q) existe u € IQ tal que

ht(U):O = UIO,

como u € JQ), temos que ||u|| = R > 0 o que é um absurdo. Assim, 0 & h,(0Q).
Isso mostra que d(h;, @, 0) estd bem definido para todo t € [0, 1]. Pela propriedade
de normalizacao, confira [2] ou Apéndice B deste trabalho, temos que d(h;, @,0) = 1,

pois 0 € Q. Agora definamos
H:[0,1] x Q@ =V por H(t,u) = hy(u) = tw(h(u)) + (1 — t)u,

notemos que H é continua. Além disso, 0 & H ([0, 1] x 0Q), pois se 0 € H([0, 1] x 0Q),
entao existe (¢,u) € [0, 1] x 0Q tal que

Hitu) = 0= tn(h(u)+(1—-t)u=0 = tr(u)+ (1 —t)u=10

= tut+u—tu=0 = u=0,

como u € 0Q temos que |[u]| = R > 0comu € V, masu € S = W = VL. Dai,
||u|| = 0. Absurdo!

Pela propriedade da invariancia homotépica d(H(t,-),Q,0) = constante, V ¢t €
[0,1]. Uma vez que h|og = id, ¥V t € [0,1], em particular, ho(u) = hy(u) =id, ¥V u €
0Q), obtemos que

d(moh,Q,0) =d(id,Q,0) = 1.

Asim, 0 € 7o h(Q).
Novamente pelo Lema 2.5, J(v) — —oo quando ||v|| = +oo,v € V.
Logo,

J(v) < —ky, Vv €V onde ky > 0.

Observemos que, V N Br(0) = Q C V, onde Bg(0) = {v € V : ||v|| < R}. Assim,
J(v) < —kg, Vv e Q. Dai, tomemos sup J(v) = £ < +00.
vEQR
Dessa forma,

sup J(u) = £ < 4o0.
ueQ

Assim, pelo Teorema Geral Minimax, o funcional J possui um valor critico. Portanto,

o problema (1) tem solugao nao-trivial.
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Neste apéndice, apresentamos alguns resultados usados neste trabalho. Alguns

apresentamos a prova e em outros indicamos a referéncia onde a mesma se encontra.

Lema A.1. Se f : @ x R — R é uma funcao de Carathéodory com crescimento

subcritico, isto é,
|f(z,s)] < aglslP™' +by, V s€R, 1€Q qt.p.
com ag, by > 0 constantes, entao

|F(z,s)] < ay|s|P + by|s|, com a;,b; > 0es€R.

Prova: De fato, suponhamos primeiro que s > 0.

’F([E,SN =

s
0

/ f(x,wdt\ < / )t < / (aolt?" + bo)dt
0 0
= / (Clotpil—i‘bo)dt: @Sp—i‘b()s: @ls\p—i—bds\

0 p P

ai|s|P + byls|

= |F(z,s)| <ayls|P +bils|, ¥V s> 0.

Por outro lado, se s < 0, temos que
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Pl = | [ o - |- /Sof@s,t)dt\s IAICRL

0 0
< / (a0t~ + bo)dt = / lao(—t)P~ + boldt

0 —s
= —/ (aotp_l + bo)dt = / (agtp_l + bo)dt
0

—S8

- {%(—s)p + bos} = %(—S)p + bo(—5)

= ayls|? + bys

= |F(z,s)| <ails|P+bils|], VseRex e Qqtp.

Proposicao A.1. As condigoes de Landesman-Lazer [7] e de Ambrosetti-Rabinowitz
[1] implicam que F' satisfaz a condigao (3) introduzida no Capitulo 1 desde que, p <1

e u < 6 respectivamente.

Prova: Considere uma funcao f(z,s) = As + g(s) para algum A € R. Assumimos que

g satisfaca a condigao Landesman-Lazer [7], isto é,

lim g¢(s) = g+, com g4 > 0.

|s]—+o0

Assim,

|s|lirfrloo G|§|S) = lgl
De fato,

‘S‘lggoog(S) = g+, com gx > 0.
Logo,
e
i G == i O = g0 = o,
Assim,
im 1) _ |9
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Dessa forma, F satistaz (3) para todo p < 1. Com efeito,

f(x,8)s —2F(z,8)  [As+g(s)]s —2[(As?)/2 + G(s)]  g(s)s —2G(s)

| [ N | 5[ N | 5[

se u = 1, temos que

—2G
lim MIQ+—QQ+:—Q+<O

s—400 S

lim g(s)s —2G(s)

§——00 —S

=—g_—29_=-3g_-<0

Assim, para p < 1 temos que

9ls)s ~2G(s) _ gls)s ~2G(s) _ gls)s —26(s) _ g(s)s ~26(s) .,

|s[# o Islelsl sl dsl st 5]
dai,
- 2G
lim A8 =260 e
|s|—+o0 |S|

Logo, F satistaz (3) para todo p < 1.

Por outro lado, consideremos
0<0F(x,s) < f(xz,s)s, V|s| > R, uniformemente para x € )
para algum 6 > 2 e R > 0, introduzida por Ambrosetti e Rabinowitz [1] para obter a
solucao nao-trivial no caso superquadratico. Notemos que,
F(z,8) > a1|s|’, V |s| > M, para algum a; > 0.

De fato,
(i) s > 0:

f(z,s)

0 < 6F(z,s) < f(z,s)s = F(z,s)

<

, Vs>Mexe(

»w | D

"0 * flz,t)
—dt < [ ——%dt Olnlt||5, < In|F(z. t)||®
- /Mt —/MF@:,t) = Ol < InfFi Ol

= Olns—60InM <IlnF(x,s)—InF(z, M)
s F(z,s) s\ F(z,s)
— < _— — ) < T
= anM_ln<F(x’M)) = ln<M> _ln<F($’M)
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Sendo In uma fungao crescente, obtemos

<s>9< F(z, ) s_9< F(z,s)

M) S F ) T MO S Fla, M)
Assim,
Flx, M
F(x,s)z(]x\/[—’e)sg, Vs>Mex e

SejaK1:inssz(x,s)ondeSZMexEQ.
ze
Assim,
Flr,s)> 2L Vs> MexeQ.
—5 s ex
MO

K,
Tomando C; = o > (0, obtemos
F(z,s) > s’ Vs> Mexe

(i) s < 0:

Ay

—~
8

>z
|

0 < 0F(z,s) < f(z,s)s =

i /
S

= InF(z,—M)—-InF(z,s) <0ln| — M| —0lIn]|s|

=
8
»
~—
.

F(z,s) B F(z, M)

= 1H<M) §91n|_M| = m(M) gln‘—

Sendo In uma funcao crescente, obtemos

F(x,—M)< —M0 F(QZ 8) <‘—M‘0
Fla,s) ~ | s F(z, M)~ |s]f
Assim,
Flx,—M
%‘8’0 < F(x,s), Vs < —Mexe
Seja Ky = me)F(x, —M),onde s < —M e x € Q.
ze
Assim,
Ky
M@’S’ < F(z,s), Vs<—Meuxell
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Tomando Cy = % > 0, obtemos

Cyls|” < F(z,5), Vs < —M e x €
Tomando a; = min{C}, Cy}, obtemos

ar)s|’ < F(x,s), ¥ |s|>MeaxcQ.

Logo,
f(z,s)s —2F(z,s) - (9_2>F<J],8)
|s]# - K

> (6 — 2)aq|s|” .
Assim, F satisfaz (3) para todo pu < 6. u

Lema A.2. 1. se \; < L(z) para todo = € € entao existe 6; > 0 tal que

o] 2 - / Lix)?de < —6,|[o|, ¥ v € V:

2. se K(z) < A\j41 para todo x € Q entao existe d, > 0 tal que
ol — [ Kawds = alful?, ¥ w e W
Q

Prova: Vamos denotar Oy = {x € Q : \; < L(z)} um conjunto de medida positiva
ey ={r € Q: K(x) < \j1} um conjunto de medida positiva. Iremos provar a
primeira afirmacao.

Defina ¢ : V' — R por

Y(v) = | |2 —/QL(x)vzdx, velV.

Sendo |[v]|? < \[[v||3, v € V, temos

Y(v) = ||v||2—/QL($)UQd$§)\j||v||§—/QL(x)v2d$:)\j/QUQd:B—/QL(x)Uzdx

_ /Q[Aj — L(z)]v?dz < / [\ — L(x)]v*dz <0,

1951

= ¢Y) <0, Yvel.
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Agora vamos mostrar que se (v) = 0 entdo v = 0. De fato, se ¢(v) = 0, entao

0= (o) = [lolf* - |

g L(z)vidr = /Q[)\j — L(2)|v*dr < /Q1 [\ — L(x)]v*dx <0

= [\ — L(x)]v*dx = 0.
1951

Logo, v(z) = 0. Além disso, como \; < L(z) e [|[v]|* < \;]|v|[3, obtemos,
0=¢(v) =|[v]]* - / L(z)v*de < ||vl[* — / Avide = [[o]]* = Ayl[v]]3 <0
Q Q

= oll* = Alloll; =0 = [Jo][* = Allvl3.

Assim, v é \j-autofungao. Sendo v(x) = 0 num conjunto de medida positiva, segue
pelo Principio da Continuagao Unica que v = 0. Devemos mostrar que existe §; > 0
tal que
olf? - / L(e)?de < —6||oll’, Y v e V.
Q

suponhamos que a afirmacao seja falsa, entao existe uma sequéncia v, € V tal que
llonl| = 1 € ¥(v,) — 0 quando n — +o0.

1
De fato, dado n € N tal que § = — e uma sequéncia z, € V com
n

—/QL(:C) (Hz—:H>2d:c > —%.

dai, a ultima desigualdade acima pode ser reescrita da seguinte

2

1
|20l * = / L(z)22de > ——||z||* = H(Z_n)
: n [[2nll

Zn
Tomemos v, = ——

IEMIE
forma:

M%Fﬂ%W—AL@ﬁ®>—L

n

1
Como ¥ (v,) < 0, obtemos, —— < [|v,]]? — / L(z)vidz <0, e daf
n Q

. - . 2 2 _
Jim (o) = il = [ 2edac) o

Assim, existe uma sequéncia v, € V tal que ||v,|| =1 e ¢¥(v,) = 0 quando n — +oc.

Sendo dimV < +o00, suponhamos que v, — v em H{(2) onde v € V. Assim,

limsup¢(v,) < YP(v) <0 = Y)=0 = v=0= lim v, =v=0.

n—-+o0o n—+oo
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Dai, lim v¢(v,)= lim (||v||2 — / L(x)vidx) = 0. Por outro lado,
Q

n—-+o0o n—-+o0o

vt = i (1 = [ 2] 1

0 que é um absurso. Agora, vamos provar a segunda afirmagao.
Defina v : W — R por

v(w) = ]|wH2—/K(:c)w2d:c, wew.
Q
Sendo [|w|[* > Ajj1l|w]|3, ¥V w € W, temos

uw>=|mW—Lmemz&HW@—Amem
= )\jH/w2dx—/K(:U)w2d:c:/[)\j+1 — K(2)|w?dz
Q Q Q
> / Dot — K (2)Jw?de > 0
Qo

= vw)>0, YweWl

Agora, vamos mostrar que se v(w) = 0 entdo w = 0. De fato, se v(w) = 0 entdo

0 = v(w)=|wl|? —/QK(:v)wzd:v > /Q[)\jH — K(z)|w’dx
> [ Do - Kla)lutde = 0

= A1 — K(2)]w?dz = 0.
1951

Logo, w(z) = 0. Além disso, como \;11 > K(z) e |[|[w]||? > \ji1||w][3, obtemos
0 = viw) = llull ~ [ Kleulde > ol — [ Ao
0 Q
=l = Ajallwl[; =0

= [Jw]* = Ajallwl[3 = 0, o que implica [[w|[* = Ajl[wl]3.
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Assim, w é \;j;i-autofuncdo. Sendo w(z) = 0 num conjunto de medida positiva, segue
pelo Principio da Continuacao Unica que w = 0. Devemos mostrar que existe dy > 0
tal que
lJw||* — / K(z)w?dx > &||w||*, Vw € W.
Q

Suponhamos que a afirmagao seja falsa. Entao existe uma sequéncia v,, € V' tal que

l|w,|| =1 e v(w,) = 0 quando n — +o0.

1
De fato, dado n € N tal que § = — e uma sequéncia s, € W com
n
1 S 2 S 2 1
lonli = [ &0t < HisalP = || (72)|| - [ 50 (2) @<
0 n |5l Q |I5n]] n
Sn

Tomemos w,, = ol Dai, a dltima desigualdade acima pode ser reescrita da seguinte
Sn

forma:

1
v(wy,) = ||wn\|2 — / K(:c)wgdx < —.
Q n

1
Desde que v(w,) > 0, obtemos, 0 < |[|v,||? — / K(z)w?dr < —, temos que
Q n

lim v(w,) = lim <||wn||2—/K(x)widx) = 0.
n——+00 n——+00 Q

Assim, existe uma sequéncia w,, € W tal que ||w,|| =1 e v(w,) — 0 quando n — +o0.
Passando uma subsequéncia se necessario, seja w, — w onde w € W e w,, — w em
L?(2) tal que

0 <v(w) <liminfr(w,) =0 = v(w)=0 = w=0.

n—-+o0o

Assim, w,, — w em L*(Q) com w = 0. Dali,

lim v(w,)= lir}rl (||w||2—/K(x)widx) = 0.
n—-+0oo 0

n—-+4o0o

Por outro lado, segue que

lim v(w,)= hrf (||w||2—/K(x)widx) =1
n—-+0o0 Q

n—-+oo

o que é um absurdo, e isto finaliza a prova.
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A. Resultados Bésicos

Lema A.3. (Lema de Fatou’s) (Ver [10]) Se (f,) é uma sequéncia de fun¢oes em
LY(Q) que satisfaz:

1. para todo n, f, > 0 q.t.p.
2. supn/fn < 400.

para quase todo z € 2, f(z) = liminf f,(z) < 400, entao, f € L' e

n—-+00

/fgliminf/fn.
n—+oo

Proposigao A.2. Seja f : Q x R — R uma funcdo com |f(z,s)| < a3 + as|s|’ onde
a;>0,a,>0e0<p<(N+2)(N-2)"' N >3. Além disso, considere

F(zx, s):/Osf(x,t)dteJ(u):%/Q|Vu|2dx—/ﬂF(x,u)d:v.

Se (u,) é uma sequéncia limitada em H}(Q) tal que J'(u,) — 0 quando n — +o0 entao

(u,) possui uma subsequéncia convergente.

Prova: A prova encontra-se na Proposicao B.35 de [14].
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Apendice B
Grau Topolégico

Neste Apéndice, vamos lembrar a definicao de Grau de Brouwer e suas proprieda-
des. Estes fatos sao utilizados nas provas dos Teoremas 2.1 e 2.2. Além disso, uma
das aplicagoes da Teoria do Grau é usada no Teorema do Ponto de Sela, conforme
Rabinowitz [14]. A referéncia da defini¢do do Grau de Brouwer ¢ o livro do Costa [2].

Seja f € C(X,R"), onde X C R™ é um conjunto aberto e limitado. Dado b €

R™\ f(0X), o problema consiste em resolver a equagao
f(z) =bparaz e X. (B.1)

Isto pode ser feito usando o chamado grau de Brouwer da fungao f, em relacao ao
conjunto X no ponto b. Denotemos o grau por d(f, X,b), o qual é um nimero inteiro
que representa a grosso modo, o nimero de solugoes para a equacao (B.1).

Primeiro, consideremos o caso regular, isto é, com f € C(X,R") e b € R™\ f(0X)
um valor regular, ou seja, f'(y) é inversivel para todo y € f~1(b).

Dessa forma, definimos

d(f, X, )= > sgndet[f'(y)],

yef=1(b)

onde

1, se t>0,
sgn(t) = -1, se t<0

A soma acima é finita, conforme [2].

Valem as seguintes propriedades para o grau:
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B. Grau Topoldgico

1. (Normalizagao) Se Id : X — R™ ¢ a aplicacdo identidade, entdo

1, se be X

d(Id, X,b) =
0, se bg X

2. (Existéncia) Se d(f, X,b) # 0, entao existe uma solucao zo € X de (B.1).

3. (Ad1t1v1dade) Se X = X1 U X2 e Xl N X2 = @, entao

d(f7X7 b) = d(f7Xl7b) + d(f7 X27b)'

4. (Continuidade) Seja f € C(X,R") e b € R™\ f(0X) um valor regular, entdo

existe € > 0 tal que, para toda fungao continua o : X — R"™ com

sup [[o(z) — f(2)|] <€,
rzeX

vale a seguinte igualdade d(f, X, b) = d(o, X, b).

5. (Invariancia Homotépica) Se H € C([0,1] x X,R") e b ¢ H([0,1] x 9X),
entao
d(H(t,-), X,b) = constante Yt € [0,1].

6. (Dependéncia na Fronteira) Se 0 = f em 0X, entao

d(f,X,b) = d(o, X,b).

Dessa forma, podemos estender a definicio d(f, X,b) com a funcio f € C(X,R")
e be R"\f(0X) (veja [2]).
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